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Breve descricion do contido

Muchos procedimientos estadisticos parten del supuesto de que los
datos proceden de una distribucién normal. Sin embargo, es muy ha-
bitual que los datos reales no cumplan esta suposicién, lo cual re-
percutird en la validez de tales procedimientos. Por este motivo son
importantes los contrastes de normalidad. En este trabajo se revisaran
los contrastes més conocidos, como el test de Kolmogorov-Smirnov-
Lilliefors o el test de Shapiro-Wilk, y se completardn con otros tests,
como los basados en la asimetria o la curtosis. Se estudiaran sus pro-
piedades teéricas y se realizaran estudios de simulacién para compro-

bar su funcionamiento en datos simulados.
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Resumen

Este trabajo se centra en los distintos test de normalidad existentes, comenzando en
primer lugar con un breve estudio de la distribucién normal. A continuacién se presentan
los distintos test, profundizando uno por uno en sus diferentes carateristicas principales
como los estadisticos de contraste, realizando un estudio de cada uno dénde también se
analizan las diferencias mas importantes entre ellos. Complementariamente, se afiade un
estudio realizado con R donde se analiza la fiabilidad y veracidad de cada test para distintos
conjuntos de datos simulados que siguen diversas distribuciones. Finalmente, también se

anexan los codigos de R utilizados para la realizacién de las simulaciones.

Abstract

This work focuses on the different existing normality tests, starting firstly with a brief
study of the Normal distribution. The tests are presented below, delving one by one into
their different main characteristics such as contrast statistics, developing a study of each
one of them where the most important differences between them are also analyzed. Com-
plementarily, a study carried out with R is added where the reliability and veracity of
each test is analyzed for different sets of simulated data that follow diverse distributions.

Finally, the R codes used to carry out the simulations are also attached.

IX






Introduccion

En estadistica, los test de normalidad son usados para determinar si un conjunto de
datos se ajusta a una distribucién normal y para calcular la probabilidad de que una
variable del conjunto de datos se distribuya normalmente.

Mas exactamente, estas pruebas son una forma de seleccién de modelo que podemos

interpretar de varias maneras, segin la interpretaciéon que se haga de la probabilidad:

= En términos de estadistica descriptiva, se mide la bondad de ajuste de un modelo
normal a los datos. Si dicho ajuste es deficiente, los datos no estan bien modelados

mediante una distribucién normal.

» En las pruebas de hipotesis de la estadistica frecuentista, los datos se contrastan con

la hipotesis nula de que se distribuyen normalmente.

= En las estadisticas bayesianas, uno no “prueba la normalidad“ como tal, sino que
calcula la probabilidad de que los datos provengan de una distribucién normal con
parametros dados p, o v lo compara con la probabilidad de que los datos provienen
de otras distribuciones, la mayoria simplemente usando un factor de Bayes (que da
la probabilidad relativa de ver los datos dados diferentes modelos), o tomando una
distribucién previa sobre posibles modelos y pardmetros y calculando una distribucién

posterior dadas las probabilidades calculadas.

Es decir, se utiliza una prueba de normalidad para determinar si los datos de la muestra
se han extraido de una poblacién distribuida normalmente (dentro de cierta tolerancia).

Otra forma mas informal de probar la normalidad es comparar una curva de probabi-
lidad normal con un histograma de los datos de la muestra. La distribucién empirica de
los datos (el histograma) deberia tener forma de campana y asemejarse a una distribucion
normal. Si la muestra es pequefa, se podria realizar una regresién de los datos contra los
cuantiles de una distribucién normal con misma media y varianza que la muestra. De haber
poco ajuste a la linea de regresién supondria que podemos estar ante una desviaciéon de la

normalidad.

XI



XIT INTRODUCCION

Una herramienta para evaluar la normalidad es la grafica de probabilidad normal,
es decir, una grafica cuantil-cuantil (QQ-plot) de la distribucién normal estandar tal y
como veremos més adelante. La correlacion entre los datos de la muestra y los cuantiles
normales mide cuanto de bien se modelan los datos mediante una distribucién normal.
Estos gréaficos son faciles de interpretar y también tienen la ventaja de que los valores
atipicos se encuentran rapidamente.

Una de las aplicaciones mas comunes de los test de normalidad es la de los residuos
de un modelo de regresion lineal.[I] Si no tienen una distribuciéon normal, los residuos
no deben usarse en ninguna prueba derivada de la distribucién normal, como las pruebas
t, las F' o las chi-cuadrado. Si los residuos no se distribuyen normalmente, entonces la
variable dependiente puede tener la forma incorrecta, pueden faltar variables importantes,
etc. La correccién de uno o mas de estos errores sisteméticos puede producir residuos que se
distribuyen normalmente; en otras palabras, la no normalidad de los residuos es a menudo
una, deficiencia del modelo mas que un problema de datos.

En el primer capitulo de este trabajo, se realiza un estudio de la distribucién normal,
repasando brevemente su contexto histérico, ademés de recordar sus principales propie-
dades. A continuacion, el Teorema Central del Limite también es enunciado junto con
sus caracteristicas mas importantes, para finalmente terminar el capitulo analizando la
influencia de la distribucién normal en la inferencia estadistica. Seguidamente, en el se-
gundo capitulo se realiza un estudio del test Chi Cuadrado de Pearson donde se exponen
sus principales caracteristicas y funcionamiento tanto para una hipdtesis nula simple como
para un modelo pramétrico. En el tercero, los test de Kolmogorov-Smirnov, Cramér-von-
Mises y Anderson-Darling son explicados y se expone la estrecha relacion que existe entre
ellos pues todos estan basados en la funcién de distribucién. Continuando con el cuarto
capitulo, la asimetria y la curtosis son definidas y se analiza su influencia en la distribu-
cién normal junto con un andlisis del funcionamiento del test de Jarque-Bera que emplea
ambos pardmetros. En el quinto capitulo, se explican los métodos graficos empleados para
estudiar la normalidad como los QQ-Plots, junto con varios ejemplos que ayudan a ver la
informalidad de dichos métodos. En el sexto capitulo se da una visién profunda del test de
Shapiro-Wilk y de como es construido su estadistico, ademas de mostrar las diferencias que
guarda con su version de Shapiro-Francia. En el ultimo capitulo, se realiza una simulacién
en R para cada uno de los test estudiados previamente para ver su comportamiento frente
a distintas muestras que siguen unas determinadas distribuciones, de donde se extraen las
conclusiones que concluyen el capitulo. Finalmente, en el apéndice se muestran todos los
codigos de R utilizados a lo largo del trabajo, asi como las explicaciones de las funciones

de R empleadas en las simulaciones realizadas.



Capitulo 1

La distribucién normal

Para hablar de los test de normalidad, previamente debemos hablar de la distribucién
como tal, por lo que brevemente repasaremos unas nociones basicas sobre su origen, asi
como sus principales caracteristicas y su influencia en el mundo de la estadistica y la
probabilidad.

1.1. Contexto historico

El primer estudio realizado sobre la distribucion normal fue llevado a cabo por Abraham
de Moivre en un articulo de 1733, en una segunda impresion de la segunda edicién de su
libro The Doctrine of Chances, de 1738, analizando la aproximacion de la distribucién
binomial para valores grandes de n. Dicho resultado fue ampliado por Laplace en su libro
Teoria analitica de las probabilidades (1812), y que en la actualidad recibe el nombre de
Teorema de De Moivre-Laplace.

Laplace comenz6 usando la distribucién normal en el analisis de errores de experimen-
tos. Ademas, en 1805, Legendre introdujo por primera vez el método de minimos cuadra-
dos, pero Gauss, que sostenia que llevaba usando el método desde 1794, lo justific6 en 1809
gracias a que asumié que los errores segufan una distribucién normal. Es desde entonces
que el nombre de Gauss se asocia a esta distribucién dado su continuo uso al analizar
diversos datos astronémicos, por lo que frecuentemente se le atribuye un descubrimiento
independiente del de De Moivre.

Acerca de la campana de Gauss, fue Esprit Jouffret el que que usé por primera vez el
término "bell surface" (superficie campana) en 1872 para hablar de una distribuciéon normal
bivariante con componentes independientes. Finalmente, el nombre de distribucton normal
comenzé a emplearse hacia 1875.

Asi pues, la distribucion normal vi6 la luz hace ya més de 200 afios, desde sus aparicién



2 CAPITULO 1. LA DISTRIBUCION NORMAL

a mediados del siglo XVIII en distintos estudios hasta la actualidad, cuyo estudio y for-
malizacién ha hecho de esta distribucion una de las bases de la estadistica que conocemos

hoy en dia.

1.2. Definiciéon

La distribucion normal, también conocida comoe distribucién de Gauss o distribucion
gaussiana es una distribucién de probabilidad de variable continua que suele aparecer
frecuentemente tanto en teoria de probabilidades como en la propia estadistica.

Para definir formalmente la distribucién normal veamos en primer lugar los parametros

que la componen:

» u: es la media (aunque también puede ser la moda, la mediana o el valor esperado).
= 0: es la desviacion tipica.
» 02 es la varianza.

= : es la funcion de densidad de probabilidad.

De los parametros anteriores, destacamos la funcién de densidad de probabilidad, mas

comuinmente conocida como campana de Gauss que viene dada por:

1@ /20?

w(w)zam

Y cuya grafica, también conocida globalmente, es la siguiente:

34.1%| 34.1%

u=30 W—-20 -0 n M+0  M+20 P+30

Figura 1.1: Funcién de densidad de probabilidad
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Una vez definida la funcién de densidad de probabilidad, podemos definir la funcién de

distribucion de la distribucién normal: [2]

T T

(IDWTQ(JU):/ o2 (u) du = e 22 du (1.1)

—00 —00

La cual, del mismo modo que vimos para la funcién de densidad, presenta la siguiente
grafica en funcion de los distintos valores de los parametros u y o
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Figura 1.2: Funcién de distribucién

Veamos a continuacion las principales propiedades de la distribucién normal.

Propiedades
1. Es simétrica respecto de la media u.
2. El valor de la media p coincide con el valor de la moda y mediana.
3. Los puntos de inflexiéon de la funcién de densidad sedanenx = p—oyenax = pu+o.

4. Como podemos observar en la figura|l.1|en el intervalo [u — 20, 1 4 20] encontramos
cerca de el 95,5% de la distribucion, de donde se obtienen los limites de las tablas

utilizadas habitualmente en la normal estandar.

5. Dado X ~ N(u,0?) y a,b € R, entonces

aX + b~ N(ap +b,a’c?)

6. Suponiendo X ~ N(ux,0%)y Y ~ N(uy,o?) son dos variables aleatorias indepen-

dientes, entonces:
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= La suma de ambas también seguird una distribucién normal, es decir:
U=X+Y ~ N(ux + py,o% +0%)

Ademas, se tiene que dadas dos variables aleatorias independientes cuya suma
sigue una distribuciéon normal, podemos asegurar que ambas variables seran

normales.

= Al igual que la suma, la diferencia de ambas variables también sigue una distri-

bucién normal, es decir:
V=X-Y~N(ux — py,ox +0y)

= Si las varianzas de las variables X e Y son iguales, entonces U y V son inde-

pendientes entre si.

7. Dadas n variables normales estdndar independientes X1, ..., X,,, la suma de dichas

variables X? + - - 4+ X2 seguird una distribucién x? con n grados de libertad.

8. Dadas n variables normales estdndar independientes X1, ..., X,,, la media muestral
X = (X1 + -+ X,)/n y la varianza muestral X? = (X3 — X)? +--- + (X, —
X)?)/(n — 1) son independientes.

Adicionalmente, debemos destacar el caso especial cuando p =0y o = 1, ya que, en
ese caso, la funcién de distribucién recibe el nombre de funcién de distribucién normal

estandar, calculada de la siguiente forma sustituyendo dichos valores en la ecuacion [I.1}

T

1 [ e
Dy 1(z) = w) duy = —— e 2 du
0,1(z) / ®o,1(u) \/ﬂ/

—00
Finalmente, una de las definiciones que también admite la funcién de distribucién viene

dada en términos de la funcién error:

)

El complemento de la funciéon de distribucion Q(z) definida como 1 — ®(z) sirve para

representar la cola de la probabilidad de la distribuciéon gaussiana y puede venir dada en

funcién del error

> (p) = vV2erf'(2p—1),p € (0,1)

0, en cambio, expresarse como:

(I)_l

w02

(p) =p+0®  p)=p+ovV2erf (2p—1),p€(0,1)



1.3. TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE )

Estandarizacion

Como consecuencia de las propiedades de la distribucién normal previamente men-
cionadas, tenemos que es posible relacionar cualquier variable aleatoria normal con la
distribucién normal estandar de la siguiente forma.

Dada una variable aleatoria X ~ N(u,0?), entonces
_X-p
o

Z

es una variable aleatoria normal estandar, es decir, Z ~ N(0, 1).

Esta transformacién, que recibe también los nombres de normalizacién 6 tipificacion,
sirve de gran ayuda dado que los valores de la funcién de distribucion de la normal estandar
estdn tabulados y de esta forma podemos usar dichos resultados para hallar valores de la

funcién de distribucién de variables no estandarizadas a través transformaciones simples.

1.3. Teorema Central del Limite

Consideremos en primer lugar n variables aleatorias X;,¢ = 1,...,n idénticamente
distribuidas e independientes de forma que E[X;] = py Var[X;] =02 < ooVi=1,...,n.
Podemos definir entonces la variable aleatoria S,, como la suma de esas n variables

aleatorias, es decir:

Sn::X1+"'+Xn:iXi
=1

Estandarizando S,, obtenemos una nueva variable definida como:

 Seonu S X

Y/ 1.2
" ov/n ovn (12)
cuya media es igual a 0 y cuya desviacion estandar serd igual a 1.
Estamos pues en disposicién de formalizar el enunciado de dicho teorema.
Teorema 1.1 (Central del Limite). Sean n wariables aleatorias X;,i = 1,...,n indepen-
dientes e idénticamente distribuidas con E[X;| = p y Var[X;] =02 < ocoVi=1,...,ny

sea Zy, la distribucion definida en[1.7
Entonces, la funcion de distribucion de Z, converge hacia la funcion de distribucion

normal estdndar cuando n — oo, es decir,

=1 22
lim P(Z, <z)=®(2) = / e 2dx

n—oo
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Otra version que admite el enunciado de este teorema es el que adopta la version

estandarizada de Z,, en funcién de la media muestral X, es decir

X —
Zn: a

Bk

Propiedades del Teorema Central del Limite

= Cuando n es suficientemente grande, el Teorema Central del Limite nos garantiza

una distribucién aproximadamente normal.

= Para asegurar la convergencia, es suficiente con que las variables que se suman sean

independientes, idénticamente distribuidas, con valor esperado y varianza finitas.

= La aproximacién entre las dos distribuciones es, en general, mayor en el centro de las

mismas que en sus extremos o colas.

1.4. Estadistica inferencial

En numerosas ocasiones, precisamos de parametros de la normal para realizar métodos
inferencia estadistica que nos permitan estimar intervalos de confianza para parametros
como la media o contrastes de hipdtesis para valores propuestos para la misma.

Dada una muestra de tamaiio n, con media muestral X y desviacién estandar muestral
s, podemos calcular los limites del intervalo de confianza de la media poblacional para el
nivel de confianza « elegido, y el p-valor del contraste de hipotesis sobre la hipdtesis nula
Hy : u = pog, siendo g el valor propuesto para la media poblacional.

El estadistico de contraste sobre la media seguird una distribucién t-Student con n — 1
grados de libertad por lo que, en virtud del Teorema Central del Limite, la distribucién
de este estadistico tiende a la normal (es decir, serd aproximadamente normal cuando el
tamano de la muestra sea suficientemente grande).

De la misma forma, se puede realizar un proceso similar para estimar proporciones de
un suceso que acontecié en la muestra.

A la hora de comparar parametros de dos muestras, también encontraremos que para
realizar pruebas tipo la prueba t, precisaremos suponer que ambas muestras proceden de
poblaciones normalmente distribuidas o, en el caso de la comparacion de proporciones de
un suceso en dos muestras, también aprecerd la normal en la distribucién que sigue el

estadistico empleado en dicha prueba.
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1.4.1. Estimacién de parametros de maxima verosimilitud

La estimacién por méxima verosimilitud, conocida también como EMYV y, en ocasiones,
MLE por sus siglas en inglés, es un método habitual para ajustar un modelo y estimar sus
parametros.

Asi pues, supongamos X1, ..., X, variables normalmente distribuidas e independientes
con media p y varianza o > 0. Tenemos por tanto que los valores observados de estas n
variables aleatorias constituyen una muestra de tamaiio n de una poblacién normalmente
distribuida. Intentaremos estimar la media poblacional u y la desviacién tipica poblacional
o, basdndose en las valores observados de esta muestra.

La funcién de densidad conjunta de estas n variables aleatorias independientes es

= 1 e 1z —p\" n
f(xl,...,xn;m=ir[1gou,az<xi>=(UWHexp(—Q( - )),m,...,xn)em.

=1

La funcién de verosimilitud basada en las observaciones X1,..., X, es

€ cap (-Ela- w?

L(N?O’):ﬁe'rp 252 >7N6R70‘>0a

con alguna constante C > 0.

En el método de maxima verosimilitud, los valores de p v ¢ que maximizan la funcién
de verosimilitud se toman como estimadores de los pardmetros poblacionales p y o.

Normalmente, a la hora de maximizar una funcién de dos variables considerariamos las
derivadas parciales, pero en este caso, el valor de i que maximiza la funcién de verosimilitud
con o fijo no depende de o.

Sin embargo, tenemos que ese valor de u se sustituye por p en la funcién de verosimilitud
con lo que finalmente encontramos el valor de o que maximiza la expresiéon resultante.
Vedmoslo:

En primer lugar observamos que la funcion de verosimilitud es una funcién decreciente
de Y [ (X; — p)? por lo que queremos obtener el valor de p que minimice esta suma.
Sea por tanto X,, = (X1 + --- + X,,)/n la media muestral basada en las n observaciones.

Observamos que

n n

S0 =12 = S0 — X + (X — )2,

i=1 i=1
donde tan so6lo el tltimo elemento depende de y v se minimiza por fi, = X,,.
Esta es, por lo tanto, la estimacién de méxima verosimilitud de p basada en las n
observaciones X7, ..., X;,. Cuando sustituimos esta estimacién por p en la funcién de vero-

similitud, obtenemos
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% c Z?:l(Xi - Xn)z
L(X,,0)= —n TP <— 5,7 ,0>0

Para obtener el estimador de maxima verosimilitud tanto de o2 como de o debemos
calcular la log-funcién de verosimilitud, esto es, el logaritmo de la funcién de verosimilitud,
que denotaremos como £:
Z?:1<Xi - Xn)2

{(Xp,0) =1logC —nlogo — 5,7

, 0 >0,

de donde se obtiene

0 - n , 1 = .9
aig(Xn,O') = —— (O' —*Z(Xz_Xn) > 3 o> 0.

i=1

Observamos que esta derivada tendra valor positivo, cero o negativo segiin o2 esté entre
0y 62 := %Z?Zl(Xi — X,,)?, sea igual a dicha cantidad o sea mayor que esa cantidad
respectivamente.

Esta media de cuadrados de residuos es pues el estimador de maxima verosimilitud
de o2, v su raiz cuadrada es el estimador de maxima verosimilitud de ¢ basado en las n
observaciones.

Observemos finalmente que si hay solamente una observacién, es decir, que n=1 o
X1 =--- = X,, lo cual solo ocurre con probabilidad cero, entonces 62 = 0 lo que refleja

el hecho de que en estos casos la funcién de verosimilitud es ilimitada cuando o decrece

hasta cero.



Capitulo 2

El test Chi Cuadrado de Pearson

La prueba Chi-cuadrado, también llamada Ji cuadrado (x?), fue publicada en el afio
1900 por el mateméatico britdnico Karl Pearson y se considera una prueba no paramétrica
que mide la discrepancia entre una distribucion observada y otra teorica (bondad de ajuste),
indicando en qué medida las diferencias existentes entre ambas, de haberlas, se deben al
azar en el contraste de hipotesis.

Una de las mayores ventajas de este test es que puede ser utilizado para trabajar tanto
con distribuciones discretas como continuas como, por ejemplo, la distribucién normal.

Para una correcta realizacion de la prueba necesitaremos unos pequenos requerimientos

tal y como veremos méas adelante en profundidad:

= Necesitaremos que los datos se encuentren agrupados por categorfas ¢ clases, es decir,
que si nuestros datos no se encuentran agrupados originalmente, deberemos construir

una tabla de frecuencias o histograma.

= También necesitaremos que el tamano muestral sea suficientemente grande para que

la prueba sea valida, lo cual supone una desventaja frente a otro tipo de test.

2.1. Contraste de una hipo6tesis nula simple

Sea por lo tanto una muestra aleatoria simple Xi,..., X, donde todas las X; siguen
una misma distribucién F' y todas son observaciones independientes.

Si la distribucién F se corresponde a una variable aleatoria discreta, denotemos Ay, ..., Ay
sus valores posibles. La idea del test consiste en realizar un recuento de las frecuencias de
cada A; en la muestra, y compararlas con las frecuencias que cabria esperar si fuera cierta

la hipotesis nula, esto es, si la distribucién fuera Fjp.
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En el caso de que F' sea una distribucién continua, se divide la recta real en k conjuntos
que denotaremos de la misma forma como Aq,...,Ag. De esta forma, podemos calcular
las frecuencias de observaciones que pertenecen a cada A;, y llevar a cabo el test igual
que en el caso discreto, pues este test trabaja tnicamente con k valores y sus frecuencias
observadas y esperadas bajo Fy.

Por tanto, consideremos N; el nimero de observaciones muestrales que se encuentran
en A;. Suponiendo que la distribucion fuese Iy, podemos calcular la probabilidad de cada
Aj bajo esta distribucién, la cual denotaremos como p?. De ser cierta la hipétesis nula
Hy : F' = Fj, cada N; tendria una distribucion binomial con n intentos y probabilidad de
éxito p?.

Ademas, también bajo Hy, se tendria E(N;) = np(;, de modo que el namero de obser-
vaciones que cabria esperar en el conjunto A; serfa np? por lo que denotaremos frecuencias
observadas a los Ni,..., Ni y frecuencias esperadas a np(l), . ,npg.

Como estadistico de contraste usaremos el siguiente:

poy Mol
np
7=1 J
que usaremos para rechazar Hg si D > ¢ siendo c cierta constante, aceptando la hipétesis
nula en caso contrario.
Dicho estadistico se aproxima a una distribucion Chi-cuadrado con (k — 1) grados de
libertad cuando el tamano muestral n — oo por lo que la constante ¢ que considerdbamos

antes vendra dada por ¢ = Xil o ¥, por ende, el test consistird en:

—-n
Rechazar Hy : F' = Fysi D = Z 717]) > xi_l a
np?) ’

j=1 J

Ademads, en el test chi-cuadrado, si la distribuciéon es continua la forma en la que
escogemos los conjuntos Aj, ..., Ay pueden suponer diferencias importantes por lo que a

la hora de formar dichos conjuntos debemos tener en cuenta que: [3]

» Para que la aproximacién de la distribucién por la chi-cuadrado sea buena, es con-

veniente que las frecuencias esperadas sean grandes por lo que es recomendable que

np?ZE),VjEl,...,k

= Para poder distinguir si la distribucién verdadera es Fp, conviene que se divida en

muchos conjuntos, por lo que se aconseja que k > 5
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Observamos por lo tanto que ambas condiciones implican que el tamafio muestral n
sea superior a 25, tal y como comentabamos al inicio del capitulo. Ademas, generalmente
se respeta la primera condicién, ya que sin ella la aproximacién de la distribuciéon no serfa
valida mientras que la segunda condicién unicamente es utilizada para obtener resultados

significativos ya que no afecta a la validez de la prueba por lo que usualmente se toma

k=+/n

2.2. Contraste de un modelo paramétrico
También se puede considerar una hipétesis nula del tipo
Hy:FeFy/6e0O

donde se plantea si la distribucién pertenece al modelo paramétrico representado por Fy
donde 6 representa los parametros del modelo.

Podemos considerar de la misma forma que para el caso de hipoétesis nula simple las
mismas observaciones independientes con la misma distribucion F con A;,i = 1,...,k la
divisién de los conjuntos en el caso continuo y N; la frecuencia de A;.

Considerando el estimador 6 del pardmetro 6 podremos calcular las probabilidades p; (é)
de cada A; bajo la distribucién Fj y con frecuencias esperadas an(G) i1=1,...,k, por lo
que podremos calcular el estadistico chi-cuadrado de la misma forma, con la diferencia de
que ahora su aproximacién serd una distribucién chi-cuadrado pero con menos grados de
libertad como consecuencia de de la estimacién de los pardmetros.

Por lo tanto,

k
D= Z fnp] 9)) X% .
j=1 np]( ) !

donde ¢ serd el nimero de parametros estimados que en el caso de la normal seran 2 si
estimamos la media y la varianza.

Con la intencién de entender mejor el funcionamiento del estadistico chi-cuadrado,
presentamos el siguiente ejemplo realizado en R, en el que se generan 30 nimeros aleatorios
que siguen una distribucién normal y después se realiza la prueba, primero bajo hipétesis
de que los datos pertenecen a una normal estandar, luego realizando una estimacion de la
media y varianza y, por ultimo, empleando la funcién pearson.test(), cuyo funcionamiento
se explica en profundidad en el anexo, pues también serd la utilizada en las simulaciones
del Capitulo 7.

Por lo tanto, veamos en el siguiente cédigo las diferencias de la implementacion del

estadistico y el resultado proporcionado por la funcion.
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set.seed(123456)
n=30
x=rnorm{n)

nclas=5

>

>

>

>

>

> # Test de N(0,1)
> ext=qnorm((0:nclas)/nclas)
>

>

>

>

>

>

xag=cut (x,breaks=ext)

obs=table(xag)

esp=n/nclas

est=sum( (obs-esp)~2/esp) ;est
[1] 5.666667
> niv=1-pchisq(est,df=nclas-1) ;niv
[1] 0.2254631

>
>
> # Test de Normalidad

> med=mean (x)

> dt=sd(x)

> ext=qnorm((0:nclas)/nclas,mean=med,sd=dt)
>

>

>

>

>

>

xag=cut (x,breaks=ext)

obs=table(xag)

esp=n/nclas

est=sum( (obs-esp)~2/esp) ;est
[1] 2.666667
> niv=1-pchisq(est,df=nclas-3);niv
[1] 0.2635971
>
> # Con el paquete nortest
> library(nortest)

> pearson.test(x,n.classes=5)
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Pearson chi-square normality test

data: x
P = 2.6667, p-value = 0.2636

Como podemos observar, el p-valor y el valor del estadistico coinciden cuando estima-
mos media y varianza y al usar pearson.test(), mientras que el resultado varia al suponer

la normalidad de la muestra.
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Capitulo 3

Test de normalidad basados en la

funcién de distribucion

En este capitulo nos ocuparemos de los principales test de normalidad que se basan en
la funcién de distribucién, comenzando por el test de Kolmogorov-Smirnov y su variante de
Lilliefors, seguido de las pruebas de Cramer y Anderson y para finalizar una breve seccién

donde se muestra la relaciéon entre ellos.

3.1. Test de Kolmogorov-Smirnov y versiéon de Lilliefors

En primer lugar, comenzaremos describiendo la prueba que, mas tarde, el profesor de

universidad Hubert Lilliefors, usé como base para introducir el test que lleva su nombre.

3.1.1. Prueba de Kolmogorov-Smirnov

La prueba de Kolmogo6rov-Smirnov (también conocida como prueba K-S), cuyo nombre
proviene de los matematicos rusos Andrey Kolmogorov y Nikolai Smirnov, es una prueba
no paramétrica que determina la bondad de ajuste de dos distribuciones de probabilidad
entre si.

Podemos plantearnos un problema de contraste sobre la distribucién de una variable
aleatoria absolutamente continua. Empezamos con un contraste donde la hipétesis nula

sea simple, es decir,

HoiF:FO

siendo Fp una distribucién completamente especifica. Se trata de ver si la distribuciéon

coincide con cierta funcién, Fy, o no. Para realizar el contraste emplearemos el estadistico

15
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Dy, = sup |Fy(z) — Fo(z)]
zeR

de forma que cuando D,, sea grande rechazaremos la hipotesis Hy : F' = Fy. [4]

Para determinar la distribucion del estadistico de Kolmogorov-Smirnov, supondremos
que la distribucién verdadera es F', sin necesidad de centrarse en el valor Fjy de un problema
de contraste de hipoétesis.

Ademas podemos observar que:

D,, = sup |F,,(z) — Fo(x)| = méx(D;’, D)
T€eR

donde DI = sup,er (Fn(x) — F(2)) y Dy = super(F(z) — Fu(x))

Algunas ventajas que presenta esta prueba son:
= Ks facil de calcular y usar, y no requiere agrupaciéon de los datos.

= El estadistico es independiente de la distribucién de frecuencias esperada, solo de-

pende del tamano de la muestra.

Visualizaremos mejor la realizacion de dicha prueba con el siguiente ejemplo:

Ejemplo: Sean las mediciones de la altura de un tipo de planta las siguientes:

48,1, 47,8, 45,1, 46,3, 45,4, 47,2, 46,6, 46

Sabiendo que tanto media y desviacion tipica son conocidas (u =40 y o = 3), veamos

s1 nuestra muestra se adecia a una distribucion normal
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Solucién: Estandarizamos los valores medidos y calculamos los valores de D,

Xn | Zn Fn(X) FO(X) ’Fn(X)_FO(X)’
48,1 | 2,7 | 0,9554 | 0,125 0,8304
478 | 2,6 | 0,9641 | 0,250 0,7141
45.1 | 1,7 | 0,9772 | 0,375 0,6022
46,3 | 2,1 | 0,9821 | 0,500 0,4821
454 | 1,8 | 0,9861 | 0,625 0,3611
472 12,4 0,9918 | 0,750 0,2418
46,6 | 2,2 | 0,9953 | 0,875 0,1203
46 | 2 | 0,9965 | 1.000 0.0035

Como podemos observar, tenemos que el valor de D, = 0,8304 y, si observamos los
valores tabulados para o = 0,05 y n = 8 obtenemos que D,, = 0,8304 > 0,45427 por lo que

deberemos rechazar la hipdtesis de la normalidad.

3.1.2. Test de Lilliefors

Para proceder con el test de Lilliefors debemos en primer lugar estimar la media y la
varianza de la poblacién en base a nuestros datos.

El estadistico del test de Lilliefors es calculado de la misma forma que en la prueba de
Kolmogorov-Smirnov, con la tnica modificacién que en este caso calcularemos la maxima
diferencia entre la funcion de distribuciéon empirica y la funcién de distribucién acumulativa
(FDC) de la distribucién normal con la media y varianza estimadas.

Por lo tanto, consideramos la distancia entre la distribuciéon empirica (estimador no

paramétrico de F) y el estimador paramétrico Fj. [5]

sup [ Fy(z) — F(z)]
zeR

Como hemos visto, ambos test son muy similares, pero una de las principales diferencias
reside en las tablas de los valores criticos para ambas pruebas, que serdn utilizadas para

determinar si se rechaza o no la hipotesis nula (Hy)

3.2. Test de Cramer

El test de Cramér-von Mises fue introducido por los investigadores Harald Cramér y

Richard Edler von Mises se emplea para juzgar la bondad de una funcién de distribucién
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acumulada F;, comparada con una funciéon de distribucién empirica Fp, o para comparar
dos distribuciones empiricas.

El estimador de Cramér von Mises acepta o rechaza la hipotesis nula Hy: “Los datos
provienen de una distribucién conocida Fy”, mediante el calculo de la distancia entre las

dos funciones, de modo que Hy debe aceptarse para valores de C'V M,, pequenos:

CVM, =n / [F(z) — Fy(z)]2dFy(x) (3.1)

— 00

donde n denota el nimero de datos.
De forma alternativa, se puede demostrar que el estadistico se puede escribir de la

siguiente forma:

1 "L /2i—1
T=CVM,=—— — Fy(X;
12n+;< on o )>

Test de Watson

Una pequena modificacion del anterior estadistico viene dada por este resultado, el cual
emplea el estadistico: [0

1
U2:T—n(F—§)2

, donde
F pu—

S|

> F(X)
=1

3.3. Test de Anderson-Darling

El test de Anderson-Darling, nombrado asi por Theodore Wilbur Anderson y Donald
A. Darling, sirve para comprobar si una muestra procedente de una serie de datos proviene
de un distribucién determinada.

Esta prueba se basa en la comparacién de la distribucién de probabilidades acumulada
empirica (resultado de los datos) con la distribucién de probabilidades acumulada teérica
(definida en Hy).

Asi pues, y de la misma forma que en los test anteriores, nuestras hipotesis seran que
la muestra sigue una distribucion de probabilidad especifica (Hp) o, si por el contrario, no
lo hace (Hj). En nuestro caso, usaremos esta prueba para comprobar si la muestra sigue
sigue una distribucién normal.

Este test, que es una variaciéon de la prueba de Kolmogorov-Smirnov explicada ante-

riormente, le da mas peso a las colas de lo que lo hace el dicho test K-S.
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En el test de Kolmogorov-Smirnoff los valores criticos no dependen de la distribucion
especifica a la que estamos sometiendo el test, mientras que el de Anderson-Darling si
emplea dicha distribucién a la hora de calcular los valores criticos.

Como consecuencia, el test de Anderson-Darling tiene la ventaja de tener una mayor
sensibilidad mientras que, por otro lado, los valores criticos variardn dependiendo de la
distribucién que hayamos escogido, por lo que deberan ser calculados para cada distribu-
ci6én, aunque hoy en dfa los valores criticos estan tabulados para algunas distribuciones
conocidas como la normal, la uniforme o la exponencial, entre otras.

El estadistico de Anderson-Darling esta definido como:
A2=—-n-=5§ (3.2)

donde

S = Z w[ln(F(Y,-)) +In(1 = F(Ynt1-:))]

y donde F es la funcién de distribucién acumulativa de distribucién especifica que
estamos tratando de comprobar que siguen nuestros datos.[7]

También debemos destacar que los datos de nuestra muestra (Y;) deben estar ordenados

Por tanto, rechazaremos la hipotesis de que nuestra muestra sigue una determinada
distribucién si el valor del estadistico [3.2] es mayor que el valor critico que, recordemos,

depende de la distribucion.

3.4. Relacion Kolmogorov-Cramer-Anderson

Puesto que los tres test presentados en este capitulo se basan en la funcién de distri-
bucién, prestaremos atencién a las similitudes de ambos test, asi como un breve repaso a
sus principales diferencias.

En primer lugar, debemos remontarnos a 1928 cuando Cramér propuso cuantificar la
evidencia en contra de la hipotesis nula de que la funcién de distribucién de nuestra muestra
seguia una funcion de distribucion determinada (Hyp : F' = Fp).

Para dichos célculos, usé la siguiente cantidad:

JICCREIORISE
R
donde K es una funcién no negativa. Esta cantidad le sirvio para medir la discrepancia

entre F,, y Fy, ponderadas por K (x). Cramér, correctamente, siguio el criterio de rechazar

Hy cuando esta discrepancia era muy grande.
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A la vez que Cramér, von Mises llegd a resultados similares aunque de manera inde-
pendiente.
Mas tarde, al rededor de 1937, Smirnov consiguié generalizar el criterio de Cramér y

von Mises como: [§]

W2 =n [[Fu(e) = Fow)Pu(e)dFo(o) (3.3)
R
donde v era una funcién que ponderaba las diferencias entre las distribuciones F;, y
Fy.
La expresién anterior se trata de un estadistico, pues F}, estd definida a partir de la

muestra aleatoria y puede denotarse también como:

W = Ep,[¥(X)(F, — F(X))?]

donde Ef, significa que la esperanza se calcula suponiendo cierta Hy, es decir, que la
distribucion de X es Fy. W2 cuantifica el valor esperado de la diferencia cuadratica entre
F, y Fy ponderada por ¢(x).

Si escogiésemos ¥ (z) = P (Fo(x)), es decir que la funcién que pondera las diferencias
dependa de Fy(x) entonces W2 es libre de distribucion bajo Hy.

Asi pues, sustituyendo ¥(z) = 1 en obtendriamos el estadistico de Cramér-von
Mises B.11

En cambio, Anderson y Darling propusieron utilizar para su estadistico la siguiente

funcioén:

1
 Fo(x)(1 - Fo(x))

Esta eleccién de ¢ es lo que implica que las diferencias en las colas de la distribucién

()

tienen mayor peso. Ademas, y de la misma forma que en el caso anterior, basta con sustituir
la definicion de Anderson y Darling de 9 (x) en para obtener el estadistico de su test.

Pese a que los test de Cramér-von Mises y Anderson -Darling guardan una gran simili-
tud con respecto al de Kolmogorov-Smirnov (K-S) y, por ende, al de Lilliefors, una de las
principales diferencias que presentan es que en el test K-S los valores criticos son indepen-
dientes de la distribucién empirica escogida mientras que para las otras dos pruebas no lo
son.

Esta ultima diferencia implica que a la hora de realizar los tests, podamos tener tabu-
lados los valores criticos del test K-S mientras que no podremos contar con esa ventaja en

el resto de pruebas, pues dichos valores variaran segln las distintas distribuciones.



Capitulo 4

Test de normalidad basados en los

momentos

En este capitulo definiremos y analizaremos en profundidad los conceptos de asimetria
v curtosis y su influencia en la distribucién normal. Brevemente repasaremos los test de
normalidad basados en estos dos parametros para finalimente estudiar el test de Jarque-

Bera que combina ambos conceptos.

4.1. Asimetria

Veamos qué es la asimetria estadistica junto con algunos valores que la definen.

4.1.1. Definicion

Las medidas de asimetria permiten medir el grado de simetria (o asimetria) que presenta
una distribucién de probabilidad de una variable aleatoria sin la necesidad de realizar su
representacion grafica.

Puesto que la simetria se mide en torno a un eje de simetria, consideramos como tal
una recta paralela al eje de ordenadas que pasa por la media de la distribucién. Por lo
tanto, definimos a una distribucién como simétrica si existe el mismo ntmero de valores
a la derecha que a la izquierda de la media y, por lo tanto, tiene el mismo ntimero de
desviaciones con signo positivo que con signo negativo.

En cambio, diremos que hay asimetria positiva (o a la derecha) si la cola a la derecha
de la media es mas larga que la de la izquierda, es decir, si hay valores més separados de
la media a la derecha. Del mismo modo, afirmaremos que hay asimetria negativa (o a la

izquierda) si la cola a la izquierda de la media es mas larga que la de la derecha, es decir,

21
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__ N S

T M= Mz ° Wo Mz X

Asimetria negativa Asimetria positiva

Figura 4.1: Representacion grafica de ambos tipos de asimetria.

si hay valores méas separados de la media a la izquierda.

4.1.2. Medidas de asimetria

A continuacién presentamos algunas de las medidas de asimetria mas conocidas y uti-

lizadas.

Coeficiente de asimetria de Fisher

Esta medida, que es una de las mas empleadas, estd basada en el tercer momento
estandar dado que nos interesa mantener el signo de las desviaciones con respecto a la
media, para obtener si son mayores las que ocurren a la derecha de la media que las de la
izquierda.

Aun asi no se debe tomar el momento estidndar con respecto a la media de orden 1
debido a que una simple suma de todas las desviaciones siempre es cero. Como ejemplo de

esto tenemos que si los datos estan agrupados en k clases obtenemos que: [9]

k

k k
S filwi—p) = fiwi—pY fi=p—p=0
=1 =1

i=1
donde x; representa la marca de la clase i-ésima y f; es la frecuencia relativa de dicha
clase. Por lo tanto, se toman las desviaciones al cubo y el coeficiente de asimetria de Fisher

queda definido como:

1 n -\3

M3 pos Zi:1($i - x)
S = _ M _ _n 4.1
N T A (i 7)) (4.1)

donde ps3 es el tercer momento entorno a la media y o la desviaciéon tipica.

Asi pues los valores de v determinan los distintos tipos de asimetria que sufre nuestra

distribucién:
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= S > 0: la distribucién es asimétrica positiva o a la derecha.

= S < 0: la distribucion es asimétrica negativa o a la izquierda.

Por otro lado, sabemos que si la distribuciéon es simétrica entonces S = 0 pero el reciproco

es falso, es decir, si S = 0 no podemos afirmar que la distribucién es simétrica.

Coeficiente de asimetria de Pearson

El coeficiente de asimetria de Pearson estd basado en que en aquellas distribuciones
que son simétricas, la media de la distribucién coincide con la moda.
Dicho coeficiente s6lo se debe utilizar en distribuciones uniformes, unimodales y mode-

radamente asimétricas y se define como:

U — moda
I

donde p es el momento ordinario de orden 1, es decir la media.

Ap =

Por lo tanto, si estamos ante una distribucién simétrica la media coincidira con la moda
y, consecuentemente, A, = 0. En cambio si la distribucién tiene asimetria positiva, el valor

de la media estara por encima de la moda, lo que significa que el valor de A4, > 0.

Coeficiente de asimetria de Bowley-Yule

Este coeficiente se basa en la posiciéon de los cuartiles y la mediana y estd definido

como:

A Q3/s + Q14 — 2Me
BY =
Q374 — Q14

Ahora bien, si tenemos en cuenta que el primer y el tercer cuartil estdn a la misma

distancia de la media si la distribucién es simétrica, obtenemos que, en caso de simetria,

Apy = 0, mientras que si la asimetria es positiva, Agy > 0.

4.1.3. Asimetria en la distribuciéon normal

Una vez definidos los distintos coeficientes de asimetria veamos que el valor de éste
cuando nos encontramos en una distribucién es exactamente 0.
Para simplificar los calculos y pues cualquier tipo de distribucién normal tendra un

coeficiente de asimetria igual a 0 usaremos la distribucién normal estdndar.

Proposicion 4.1. Fl coeficiente de asimetria de la distribucion normal estdndar es 0
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Demostracion. En primer lugar, sea X ~ N (0, 1). Tenemos que en el caso de la distribucion
normal estandar, la desviacién tipica tiene valor 1 y la media 0, por lo que el coeficiente

de asimetria quedara de la siguiente forma:
S = pa(X) = E[(X — BIX]))* = B[X?) = as(X)

Asi pues, nos bastara con calcular el momento de tercer orden de la distribucion normal
en torno a la media, es decir, el valor de la tercera derivada de la Funcién Generatriz de
Momentos de X para t = 0. Por lo tanto y volviendo a que nos encontramos trabajando
con la distribucion estandar, tenemos que px(t) = eé.

De donde la primera derivada sera:

P (t) = Datpx(t) = tox (1)

, vV puesto que estamos centrandonos en ¢ = 0,

Para la segunda derivada tenemos que

P (t) = Tox () + 1@’y (1) = px () + Pox () = (1 +1)px (t)
por lo que, haciendo ¢ = 0 obtenemos que % (t = 0) = 1 para la tercera derivada:
PR (t) = 2tox (t) + (1 + )@k (t) = (3t + *)px (1)
donde nuevamente haciendo t=0,
P (t) =0

por lo tanto,

4.1.4. Test de normalidad basado en la asimetria

Una vez definido el concepto de asimetria, podremos usarlo para determinar si una
variable aleatoria se ajusta a una distribucién normal o no.

Puesto que la distribuciéon gaussiana es simétrica en torno a la media y que una de
las formas méas habituales de desviarse respecto de la normalidad es por falta de simetria,

podemos construir un método de contraste basandonos en este concepto.
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Por lo tanto, si la distribucién de los datos es normal, el coeficiente de asimetria se-
guird una distribucién asintética normal de media igual a cero y varianza %, por lo que

emplearemos como estadistico de contraste el siguiente:

\/E ~ N(0,1)

Por lo tanto, se rechazaré la hipétesis nula de normalidad cuando el valor del estadistico
anterior sea muy grande (positiva o negativamente), en comparaciéon con los cuantiles de

la normal estandar.

4.2. Curtosis

4.2.1. Definicion

Definimos la curtosis de una variable aleatoria como una caracteristica de la forma que
adquiere la funcién de distribuciéon de dicha variable.

Un valor grande en la curtosis significa que existe una gran acumulacion de valores de la
variable tanto cerca de la media como lejos de ella, a la vez que implica una menor frecuencia
de los valores intermedios. Esta caracteristica explica algunas formas de la funcién de
distribucion, con colas mas gruesas, centro més apuntado y menor proporcién de valores
entre el pico y las colas.

No debemos caer en el error de asumir que cuanto mayor sea la curtosis, mayor serd la

varianza o viceversa, pues no es cierto.

4.2.2. Medidas de curtosis

Para calcular un valor de la curtosis empleamos el siguiente indicador:

_ B4 %Z?:l(xl - j)4 (4.2)

S0t (LY (- 5)2)?

Este coeficiente viene definido por el cuarto momento centrado con respecto a la media

(u4) y la desviacion estandar (o).
Puesto que en la distribucién normal se verifica que py = 304, existe una segunda

definiciéon para el exceso de curtosis:

92:%— =K-3
g

de forma que este coeficiente valdra 0 cuando estemos trabajando con una distribucién

normal y se tome a esta como referencia para la curtosis.
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Asi pues, si tomamos como referencia la distribucién normal, una distribucion podra
ser:[10]

= Leptocirtica: se da cuando K > 3y g2 > 0 y la distribuciéon serd mdas apuntada y

con colas mas gruesas que la dist. Normal.

= Platictrtica: se da cuando K < 3y g2 < 0 y la distribucién serd menos apuntada

y con colas menos gruesas que la dist. Normal.

= Mesocurtica: se da cuando K = 3y go = 0y la distribucién seguird una distribucién

normal.

‘— Leptocirtica

Mesocurtica

Platictirtica

S
Figura 4.2: Representacion grafica de los tipos de curtosis.

Por ultimo tenemos que existe otra forma de medir la curtosis, examinando dicho
pardmetro de la suma de variables aleatorias, es decir, suponiendo Y la suma de n variables
aleatorias independientes con la misma distribucién X, se tendréa:

Kurt| X
Kurt]y] = Kot

n
4.2.3. Curtosis en la distribucion normal

Del mismo modo que hicimos con la asimetria, centraremos nuestros célculos en la
distribucién normal estandar, para comprobar que dicha distribucién tiene un coeficiente

de curtosis K = 3 o, en su caso, go = 0.

Proposicion 4.2. El coeficiente de curtosis K de la distribucion normal estindar X ~

N(0,1) es 3, y, por lo tanto, g = 0.

Demostracion. El coeficiente de curtosis K = % es el momento central de cuarto orden
en torno a la media, pero dado que la distribucién normal estandar tiene media igual a 0 y
desviacion tipica 1, coincidira con la cuarta derivada de la Funcién Generatriz de Momentos

para el valor t = 0.
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Aprovechando los calculos de la demostracién de la Proposicién tenemos que la

cuarta derivada de la Funcién Generatriz de Momentos sera:
PN (1) = 343" px (1) +(Bt+t°) @'y (1) = (3+3t*)px (1) +(3t+3t" tpx (1) = (3+67+1*)ox (¢)

donde, para t = 0,

Por lo tanto, y a la vista del resultado anterior, la distribucién normal posee la forma
tipo en cuanto a aplastamiento o apuntamiento y sirve de modelo para las deméas distri-
buciones por lo que numerosos autores consideran que el valor referencia del coeficiente de

curtosis es 3 y no 0.

4.2.4. Test de normalidad basado en la curtosis

Tras definir el concepto de curtosis, podremos usarlo para determinar si una variable
aleatoria se ajusta a una distribucién normal o no.

Asi pues, podremos rechazar la hipotesis de la normalidad si la curtosis de nuestra
muestra es mucho mayor o mucho menor que cero, que es el valor que se le asigna a la
distribuciéon normal como vimos en la Proposicion {.2]

Ademas, si la distribucién de los datos muestrales es normal, entonces la curtosis tendra
distribucién asintética normal de media cero y varianza 2774, por lo que se puede emplear

como estadistico de contraste el siguiente:

mn
\/=—g2~N(0,1
2492 (,)

Por lo tanto, se rechazaré la hipétesis nula de normalidad cuando el estadistico anterior
sea muy grande (tanto en positivo como en negativo), en comparacion con los cuantiles de

N(0,1).
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4.3. Test de Jarque-Bera

La prueba de Jarque-Bera vié la luz cuando dos economistas de la Australian Natio-
nal University, Carlos M. Jarque y Anil K. Bera, idearon un estadistico para un test de
normalidad que empleaba tanto la asimetria, como la curtosis.

Para realizar dicho test, se emplea el siguiente estadistico que, como decimos, tiene

como base la asimetria y la curtosis de la muestra:

6
donde S y K son los coeficientes de asimetria y curtosis definidos en [.1] y f.2] respec-

tivamente.

JB=" <52 + i(K - 3)2)

Este estadistico se distribuye asintoticamente como una distribucion Chi-cuadrado con
dos grados de libertad y puede usarse para probar la hipétesis nula de que los datos
pertenecen a una distribucién normal, lo que implica que la asimetria y el exceso de curtosis
son nulos (S =0y K = 3).

La prueba también es utilizada en modelos de regresién para probar la normalidad de
los residuos. Para ello se utilizan los residuos estimados obtenidos por minimos cuadra-
dos.Finalmente, los puntos criticos para muestras pequenas se pueden calcular via Monte
Carlo. [11]

Como ejemplo del test de Jarque-Bera podemos implementar el estadistico en R y
realizar la prueba para una muestra generada aleatoriamente.

Ejemplo: Para realizar el test de Jarque-Bera definimos una funcion que nos devuelva

el valor critico del estadistico.

JB=function(x){ med=mean (x)
v=mean ( (x-med) ~2)
S=mean((x-med)~3)/v~1.5

K=mean ((x-med)~4)/v~2
estadistico=(n/6)*(8~2+0.25%(K-3)"2)
return(l-pchisq(estadistico,df=2))}

Una vez implementado el test, generamos una nuestra muestra aleatoria de tamano
n=30 bajo hipdtesis de normalidad y comprobamos si el valor que nos devuelve la funcion

nos permite aceptar la hipdtesis nula.
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> x=rnorm(30)
> JB(x)
[1] 0.7517366

La funcidon nos devuelve un valor critico grande, por lo que podemos aceptar la hipdtesis

nula tal y como preveiamos
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Capitulo 5
Métodos graficos

Menos eficaces que los métodos expuestos previamente, los métodos graficos también
suponen una forma de comprobar si un conjunto de datos se adectia a una distribucién

normal. A continuacién presentamos los mas relevantes.

5.1. Histograma y curva normal

Una forma mucho mas informal que el resto de test para comprobar la normalidad
consiste en realizar un histograma muestra para luego superponer la curva de la funcién
de distribucién con misma media y desviacién estdndar que los datos a estudiar.

Realizando simulaciones con tamano muestral n = 500 con el software R observamos
que suponiendo que nuestra distribucién es normal, el histograma se ajusta a la funcién de
densidad, pero para distintas distribuciones obtenemos que las diferencias serdn bastante

evidentes.

Distribucion normal Distribucion uniforme

00 01 02 03 04
000 005 010 015 020

Distribucion exponencial

00 02 04 08 08

000 004 008 012

Figura 5.1: Histogramas de distintas distribuciones y funcion de densidad normal.
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Dichas diferencias, son mucho mas visibles cuando se trabaja con distribuciones que
tienen una sola cola, pero con distribuciones como la binomial que observamos a continua-
cién, podriamos llegar a concluir erréneamente que sigue una normal, pues parece que el

histograma se adecia de forma bastante fiable a la densidad de la normal.

Distribucion Binomial Distribucién Log-Normal

i
00 01 02 03 04 05

220 230 240 250 260 270 280 4 2

Distribucion Beta

Figura 5.2: Histogramas de distintas distribuciones y funcién de densidad normal.

Este tipo de test conlleva un gran nimero de desventajas dada su poca formalidad y
mas aln si nuestra muestra es de un tamaifio reducido ya que, como podemos observar en el
ejemplo siguiente, simulando una muestra que sigue una distribucién normal con distintos
tamanos muestrales, obtenemos que para muestras pequenas los histogramas no se corres-
ponden con la funcién de densidad de la normal, pese a que si siguen dicha distribucién.
No obstante, cuanto mayor se hace el tamafio de la muestra el histograma va adecudndose

mejor a la curva.

Tamaiio muestral n=10 Tamaiio muestral n=50

Density

Density
00 01 02 03 04 05

Tamaiio muestral n=250 Tamaiio muestral n=500

Density
00 01 02 03 04 05

Figura 5.3: Simulacién de histogramas.



5.2. GRAFICO DE CUANTILES TEORICOS 33

5.2. Grafico de cuantiles tedricos

Los graficos de cuantiles tedricos, mas comunmente llamados QQ-plots son un método
grafico para el diagndstico de las diferencias entre la distribucién de una poblacién de la
que hemos extrafido una muestra aleatoria y una distribucién usada para la comparacion,
que en nuestro caso serd la distribucion normal.[12]

Para testar la normalidad de una muestra de tamano n, se dibujan n puntos de la
forma (z,y) que se corresponden con los cuantiles de nuestra muestra (coordenada y) y el
mismo cuantil de la distribucion normal teorica (coordenada z).

Pese a que hay méas formas de calcularlos, para los cuantiles de la distribuciéon que

usamos como comparacion (dist. normal) se emplea habitualmente la formula:

k
n+1

Por tanto, si nuestra muestra se ajusta a una distribucién normal, los puntos del QQ-
plot quedaran en una linea diagonal que se corresponde con la grifica de y = x o muy
préximos a ella.

Ademas, los QQ-plots también son muy utilizados para comparar las formas de am-
bas distribuciones ademadas de proporcionarnos una primera idea de si propiedades como
localizacion, escala o simetria son similares.

Generalmente, los QQ-plot suponen un método méas potente que el comparar los histo-
gramas y la funcién de distribucién, pero pueden resultar mas complicados de interpretar
dado que, en cierto modo, son una forma gréafica de realizar un test de bondad de ajuste,
en vez de realizarse de forma numérica.

Algunas de las interpretaciones que podemos extraer de un QQ-plot son:

= Como comentamos, si los puntos siguen la grafica y = z entonces ambas distribucio-
nes pueden considerarse idénticas y, por tanto, consideraremos nuestra muestra como

normal.

= Si los puntos siguen una linea recta pero que no es la grafica de y = z, entonces

nuestra distribucién puede ser una transformacién lineal de la normal.

= Si los puntos siguen una grafica méas plana que y = x entonces los datos de la
distribucion del eje horizontal estaran mas dispersos, es decir que los datos de nuestra

muestra estaran mas compactos que los de la normal.

= Si los puntos siguen una forma arqueada o de ”S” entonces nuestra muestra tendra

una mayor asimetrfa que la normal o las colas tendran mucho mas peso.
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Por dltimo podemos relacionar los QQ-plots con los gréaficos de probabilidad ya que
dichos graficos emplean la esperanza del k-ésimo orden de la distribucion frente a los QQ-
plots que usan los cuantiles, por lo que solo existe una diferencia importante entre ambos
al trabajar con muestras de tamano n pequeno.

Fueron simuladas tres muestras de tamano 100 que siguen una distribuciéon normal,
normal logaritmica y T-Student con 20 grados de libertad respectivamente y cuyos gréficos

son los siguientes:

Gréfico Q-Q de una Distribucién Normal

Sample
>

-2 -1 0 1 2
Theoreical

Figura 5.4: Ejemplo de QQ-Plot de una distribucién normal.

Como podemos observar, los datos se adectian y ajustan a la grafica de y = x dado
que, evidentemente, siguen una distribucién normal.

A continuacién, veremos lo que ocurre con la distribuciéon normal logaritmica, donde
cabe esperar que los cuantiles de nuestros datos apenas coincidan con los de la normal,

desviandose completamente de la trayectoria de la diagonal.
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Grafico Q-Q de una distribucién Log-Normal

75

50

00

25

Theorefical

Figura 5.5: Ejemplo de QQ-Plot de una distribucioén log-normal.

Pero no siempre se obtienen graficas con un desfase de los cuantiles de la muestra y los
de la normal tan grande. Veamos un ejemplo de esta situacion con el caso de la distribucion

T-Student con 20 grados de libertad:

Gréfico Q-Q de una distribucién T-Student y 20 grados de libertad

Sarple

Theoretical

Figura 5.6: Ejemplo de QQ-Plot de una distribucién T-Student.

Observamos que en la grafica los puntos se adectian bastante bien y siguen la diagonal,
lo que puede dar lugar a pensar que nos encontramos ante una muestra que sigue una
distribucién normal del mismo modo que en la figura [5.4] En cambio, nuestra muestra
sigue una distribucion T-Student con 20 grados de libertad, con lo que comprobamos que
los métodos graficos pueden ser confusos y dar lugar a mas errores que los estudiados

previamente.
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Capitulo 6

Test de Shapiro-Wilk y variante de

Shapiro-Francia

En este capitulo, estudiaremos el test de Shapiro-Wilk junto con su variante de Shapiro-
Francia, ademés de que observaremos las diferencias de resultados entre ambos test, reali-

zando ambas pruebas a una misma muestra.

6.1. Test de Shapiro-Wilk

En 1965 los estadisticos Samuel Shapiro y Martin Wilk publicaron el test que lleva hoy
su nombre y que, ademas, es considerado uno de los méas potentes.

De la misma forma que los test anteriores, contrasta las hipo6tesis de que el conjunto de
datos de estudio proviene de una distribucion normal (Hp) o que, en cambio sigue cualquier
otra distribucion (Hy).

Para realizar el test, en primer lugar debemos considerar los datos estandarizados:

Y, una vez estandarizados podemos construir el estadistico de la siguiente manera:|13]

[n/2]
W = Z @im (Zin—is1ym — Zin)
i=1
donde 7., < ... < Zp., es la muestra ordenada de los datos estandarizados y a;,

n constantes. Se trata de calcular las distancias entre los datos de la muestra ordenada,

simétricos respecto de la mediana, es decir, la distancia entre el primero y el tltimo, el
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segundo y el penudltimo, y asi sucesivamente, de forma genérica, se comparan el Z;., y el
Z(n—i+1)m-

La finalidad es comparar estas distancias con las que habria en una muestra de obser-
vaciones normales.

Ademis, el coeficiente de determinacion guarda una estrecha relacion con el QQ-Plot,
va que lo podemos interpretar como el coeficiente de determinacion de los puntos repre-
sentados en el QQ-Plot. Por lo tanto, rechazaremos la normalidad cuando el estadistico de
Shapiro-Wilk sea pequeno, ya que eso serd debido a que los puntos del QQ-Plot se alejan
de la recta esperada

Para visualizar de mejor forma la aplicacién del test de Shapiro-Wilk nos ayudamos
del siguiente ejemplo.

Ejemplo: Se han medido los tiempos de ejecucion de cierta tarea por parte de seis

trabajadores, con los siguientes resultados en horas:

6,55, 5,58, 4,33, 2,53, 5,49, 8,64, 3,87, 4,82

Se quiere saber si las mediciones provienen de una poblacion normal.

Solucién: Ciertos pardmetros de estas distribuciones, como media, desviacion tipica
u otros, que en las secciones anteriores se determinaron con el propdsito de facilitar la
comparacidon, ahora son irrelevantes, puesto que el test de Shapiro- Wilk comienza con una
estandarizacion de los datos.

Ayuddndonos de R, utilizaremos la funcion shapiro.test:

x = c(6.55, 5.58, 4.33, 2.53, 5.49, 8.64, 3.87, 4.82)

shapiro.test (x)

Ejecutando lo anterior obtenemos que:

Shapiro-Wilk normality test

data: x
W = 0.9827, p-value = 0.9643

El test nos devuelve un p-valor muy grande, 0.9643, que es claramente mayor que 0.05
ya que estamos suponiendo un nivel de significacion del 5 por ciento, por lo tanto, no

tenemos evidencias suficientes para rechazar la hipétesis de normalidad.
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6.2. Test de Shapiro-Francia

Introducido por Samuel Shapiro y R. S. Francia en 1972, es una simplificacién del test
de Shapiro-Wilk, por lo que su funcionamiento es muy similar y son pocas las diferencias
entre ambos.

Ast pues, sea x(; el i-ésimo valor ordenado de nuestra muestra (véase como ejemplo
que si nuestra muestra fuese 5, -1, 2, 0 nuestro x5 = 0), tendremos que el estadistico esta
definido como:|[14]

O (x,m) _ E?zl(x(i) — Z)(m; —m)
TeTm (D (e — 22 (i (s —m)?)

Ademas, se tiene que dicho estadistico es el cuadrado del coeficiente de correlacion entre

W' = COTQ(x(Z-),mi) =

los estadisticos de orden muestrales (es decir, nuestros cuantiles en un grafico QQ-plot)
T(1),---,T(n) ¥ los valores esperados de los estadisticos de orden de la distribucién N(0,1)
mi,..., My, es decir, nuestros cuantiles tedricos en el QQ-plot.

Del mismo modo que hicimos con el test de Shapiro-Wilk, podemos seguir el mismo
ejemplo que el realizado para dicho test y ver que ocurre para la variante de Shapiro-
Francia.

Ejemplo: Sean los mismos tiempos de ejecucion de cierta tarea por parte de seis ope-

rarios, con los mismos resultados en horas:

6,55, 5,58, 4,33, 2,53, 5,49, 8,64, 3,87, 4,82

Veamos si siguen una distribucion normal.

Solucion: Ayuddndonos de R, utilizaremos la funcion sf.test, de la libreria nortest :
library(nortest)
x = c(6.55, 5.58, 4.33, 2.53, 5.49, 8.64, 3.87, 4.82)
sf.test(x)

Que, tras ejecutar, nos dard el siguiente resultado:

Shapiro-Francia normality test

data: x
W = 0.96053, p-value = 0.826
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El test nos devuelve un p-valor grande, 0.826, que es claramente mayor que 0.05 ya
que estamos suponiendo un nivel de significacion del 5 por ciento igual que para el test de
Shapiro-Wilk, por lo tanto, no tenemos evidencias suficientes para rechazar la hipdtesis de

normalidad.



Capitulo 7

Estudio comparativo mediante

simulaciones

En el siguiente capitulo se comparan los resultados obtenidos en las simulaciones rea-
lizadas en R, donde para diferentes distribuciones de probabilidad se realizan los distintos
test estudiados previamente y se calcula la potencia de cada método aplicado a cada dis-
tribucién para distintos tamafios muestrales.

Para cada distribucion fueron realizadas 1000 simulaciones al 5 por ciento de significa-
cién por lo que cuanto més cercano sea el tanto por uno de rechazo a 0.05 més significativo
serd el resultado de que se acepta la hip6tesis nula.

Dichos resultados han sido tabulados de forma que en cada tabla se observan las po-
tencias de los distintos test para tamanos muestrales diferentes de muestras que siguen una
distribucién especifica. Adicionalmente, los datos de las tablas son representados mediante
graficas donde las potencias de los test se superponen para tener una forma més visual de
poder compararlos.

Finalmente, se concluye el capitulo con las conclusiones extraidas de las simulaciones.

7.1. Resultados de las simulaciones

Para comenzar y como ejemplo, podemos observar lo que ocurre al aplicar los distintos

test a una distribucién normal.
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Porcentajes de rechazo de los diferentes test de normalidad para muestras simuladas
que siguen una distribucion Normal

Test hechos al 5% de significacion y 1000 simulaciones para cada tamafio muestral

Tamafio 10 Tamafic 30 Tamafio 50 Tamafio 100  Tamafio 500

Test Chi Cuadrado de Pearson 0.074 0.057 0.055 0.038 0.033
Test de Lilliefors 0.054 0.049 0.039 0.054 0.044
Test de Cramer-von-Mises 0.047 0.048 0.047 0.045 0.053
Test de Anderson-Darling 0.043 0.049 0.043 0.048 0.058
Test de Jarque-Bera 0.052 0.060 0.048 0.045 0.049
Test de Shapiro-Wilk 0.043 0.068 0.042 0.051 0.051
Test de Shapiro-Francia 0.057 0.066 0.052 0.050 0.052

Figura 7.1: Tantos por uno de rechazo para una distribucién normal.

Al tratarse de una distribucion normal, la totalidad de los test dan resultados muy
similares y cercanos al 0.05 de rechazo, pues todos detectan la normalidad de la distribucién,

pero veamos que ocurre cuando realizamos el test a una muestra que sigue otra distribucién.

Tantos por uno de rechazo de los diferentes test de normalidad para muestras simuladas que
siguen una distribucién Exponencial

Test hechos al 5% de significacion y 1000 simulaciones para cada tamafio muestral

Tamanio 10 Tamano 30 Tamano 50 Tamafio 100 Tamaro 500
Test Chi Cuadrado de Pearson 0.412 0.834 0.980 1 1
Test de Lilliefors 0.316 0.784 0.956 1 1
Test de Cramer-von-Mises 0.382 0.912 0.982 1 1
Test de Anderson-Darling 0.408 0.940 0.994 1 1
Test de Jarque-Bera 0.342 0.846 0.970 1 1
Test de Shapiro-Wilk 0.452 0.964 1.000 1 1
Test de Shapiro-Francia 0.438 0.952 0.996 1 1

Figura 7.2: Tantos por uno de rechazo para una distribucién exponencial.

Claramente el tanto por uno de rechazo se dispara con respecto al ejemplo anterior
pues estamos trabajando con una distribucién exponencial, pero podemos sacar algunas

conclusiones de los datos anteriores ya que podemos observar que cuanto mayor es el
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tamano muestral, mayor es el rechazo de la hipétesis nula de que nuestra distribucién
sigue una normal.

Ademés, observamos que la prueba de Shapiro-Wilk es la que mejor y més rapido
detecta que los datos no siguen una distribucién normal, aunque no hay una gran diferencia
con respecto al resto de pruebas dado que esta distribucién solo tiene una cola, por lo que
es mas facil de detectar para los test. Veamos que ocurre con otras distribuciones.

A continuacién, analizaremos que ocurre en el caso de que nuestra muestra siga una
distribuciéon T-Student. Dado que esta distribucién se aproxima a una distribucién normal
cuanto mayor es el nimero de sus grados de libertad, por lo que la l6gica nos hace pensar
que el rechazo de la hipétesis nula ird siendo menor segiin aumenten los grados de libertad.

Veamos que ocurre con dos distribuciones T-Student con 5 y 50 grados de libertad

respectivamente y veremos que diferencias hay entre ambas.

Tantos por uno de rechazo de los diferentes test de normalidad para muestras
simuladas que siguen una distribucion T-Student con 5 grados de libertad

Test hechos al 5% de significacion y 1000 simulaciones para cada tamano muestral

Tamafic 10 Tamafic 30 Tamafic 50 Tamafio 100 Tamafio 500

Test Chi Cuadrado de Pearson 0.086 0.096 0.106 0.194 0.576
Test de Lilliefors 0.098 0.136 0.210 0.318 0.894
Test de Cramer-von-Mises 0.100 0.188 0.268 0.424 0.958
Test de Anderson-Darling 0.104 0.196 0.284 0.460 0.980
Test de Jarque-Bera 0.126 0.254 0.424 0.626 0.996
Test de Shapiro-Wilk 0.110 0.208 344 0.544 0.992
Test de Shapiro-Francia 0.130 0.256 0.402 0.606 0.994

Figura 7.3: Tantos por uno de rechazo para una distribuciéon T-Student con 5 grados de
libertad.

Como podemos observar, para tamanos muestrales pequenos, muchos de los test son
incapaces de detectar que nos encontramos ante una distribucién no normal, incluso algu-
nos, como el Chi-Cuadrado de Pearson precisa de un tamano muestral muy grande para
obtener un resultado significativo que permita rechazar la hipo6tesis nula. Esta situacion se

complica, naturalmente, cuando aumentan los grados de libertad:
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Tantos por uno de rechazo de los diferentes test de normalidad para muestras
simuladas que siguen una distribucion T-Student con 50 grados de libertad

Test hechos al 5% de significacion y 1000 simulaciones para cada tamano muestral

Tamafic 10 Tamafio 30 Tamafic 50 Tamafio 100 Tamafio 500

Test Chi Cuadrado de Pearson 0.080 0.044 0.066 0.052 0.040
Test de Lilliefors 0.070 0.042 0.070 0.056 0.058
Test de Cramer-von-Mises 0.068 0.040 0.066 0.072 0.066
Test de Anderson-Darling 0.064 0.044 0.068 0.068 0.070
Test de Jarque-Bera 0.052 0.054 0.076 0.064 0.116
Test de Shapiro-Wilk 0.050 0.032 0.060 0.058 0.086
Test de Shapiro-Francia 0.062 0.056 0.080 0.060 0.104

Figura 7.4: Tantos por uno de rechazo para una distribucién T-Student con 50 grados de
libertad.

Tal y como se preveia absolutamente ninguno de los test es capaz de dar unos resultados

que permitan rechazar la hip6tesis nula.

A continuacion pondremos de manifiesto una de las mayores desventajas del test de
Jarque-Bera que, recordemos, estd basado en la asimetria y la curtosis de la funcién de
distribucién por lo que, cuando nos encontramos con distribuciones similares a la normal

en esos parametros, su veracidad se ve afectada notablemente.

Tantos por uno de rechazo de los diferentes test de normalidad para muestras
simuladas que siguen una distribucién Binomial

Test hechos al 5% de significacion y 1000 simulaciones para cada tamafio muestral

Tamanc 10 Tamane 30 Tamane 50  Tamafio 100 Tamario 500

Test Chi Cuadrado de Pearson 0.116 0.258 0.676 1.000 1.000
Test de Lilliefors 0.106 0.252 0.476 0.898 1.000
Test de Cramer-von-Mises 0.076 0.154 0.258 0.828 1.000
Test de Anderson-Darling 0.076 0.148 0.256 0.776 1.000
Test de Jarque-Bera 0.046 0.046 0.036 0.036 0.032
Test de Shapiro-Wilk 0.070 0.104 0.164 0.338 1.000
Test de Shapiro-Francia 0.060 0.108 0.150 0.298 1.000

Figura 7.5: Tantos por uno de rechazo para una distribucién binomial.
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Mientras que la mayoria de los test realizados aumentan el rechazo a la hipétesis nula
seglin aumenta el tamano muestral siguiendo con la tendencia de los ejemplos anteriores,
el test de Jarque-Bera es incapaz de detectar que no se trata de una distribucién normal y
su porcentaje de rechazo sigue proximo al 5% o incluso por debajo, por lo que acepta la
hipoétesis de normalidad para cualquier tamano muestral. Ademdas, observamos de nuevo
que para muestras pequenas, la mayoria de los test realizados arrojan resultados poco
significativos, por lo que el tamano muestral juega un papel clave a la hora de la realizacién
de las pruebas de normalidad.

Algo similar acontece cuando analizamos lo que ocurre en una distribucion uniforme,

aunque en menor medida.

Tantos por uno de rechazo de los diferentes test de normalidad para muestras
simuladas que siguen una distribucion Uniforme

Test hachos al 5% de significacion y 1000 simulaciones para cada tamafio muestral

Tamarc 10 Tamafo 30 Tamafc 50 Tamafio 100 Tamafio 500

Test Chi Cuadrado de Pearson 0.085 0.109 0.213 0.463 1
Test de Lilliefors 0.058 0.131 0.267 0613 1
Test de Cramer-von-Mises 0.075 0.235 0.433 0.838 1
Test de Anderson-Darling 0.080 0.294 0.572 0.954 1
Test de Jarque-Bera 0.015 0.002 0.017 0722 1
Test de Shapiro-Wilk 0.086 0.395 0.745 0.998 1
Test de Shapire-Francia 0.050 0.169 0.465 0.977 1

Figura 7.6: Tantos por uno de rechazo para una distribucién uniforme.

Obtenemos que el test de Jarque-Bera sigue dando resultados poco fiables si la muestra
no es de la magnitud adecuada, mientras que Shapiro-Wilk sigue apareciendo como la
prueba que mejores porcentajes de rechazo tiene.

De la misma forma que analizamos el impacto del aumento en los grados de libertad
de una distribucién T-Student para ver como afectaba esos cambios a la fiabilidad de los
test, podemos realizar un estudio similar con la distribucién Chi Cuadrado, tal y como se

expone a continuacion
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Tantos por uno de rechazo de los diferentes test de normalidad para muestras
simuladas que siguen una distribucion Chi cuadrado con 5 grados de libertad

Test hechos al 5% de significacion y 1000 simulaciones para cada tamafo muestral

Tamafo 10 Tamafio 30 Tamafio 50 Tamafio 100  Tamafio 500

Test Chi Cuadrado de Pearson 0.158 0.308 0.458 0.872 1
Test de Lilliefors 0.146 0412 0.568 0.894 1
Test de Cramer-von-Mises 0.166 0.514 0.732 0.976 1
Test de Anderson-Darling 0.184 0.580 0.792 0.984 1
Test de Jarque-Bera 0.190 0.516 0.718 0.986 1
Test de Shapiro-Wilk 0.200 0.668 0.880 0.994 1
Test de Shapiro-Francia 0.212 0.614 0.840 0.994 1

Figura 7.7: Tantos por uno de rechazo para una distribucién chi cuadrado con 5 grados de
libertad.

Se observa que todos los test rechazan de manera bastante fiable la hipétesis de norma-
lidad en cuanto se aumenta el tamano de la muestra minimamente. En cambio, al aumentar
los grados de libertad de la distribucién simulada, los resultados obtenidos sufren alguna

variacion sustancial.

Tantos por uno de rechazo de los diferentes test de normalidad para muestras
simuladas que siguen una distribucion Chi Cuadrado con 50 grados de libertad

Test hechos al 5% de significacion y 1000 simulaciones para cada tamano muestral

Tamafic 10 Tamafio 30 Tamafoc 50 Tamafio 100  Tamafio 500

Test Chi Cuadrado de Pearson 0.094 0.034 0.094 0.082 0.288
Test de Lilliefors 0.062 0.066 0.098 0.152 0.566
Test de Cramer-von-Mises 0.070 0.068 0.138 0.188 0.694
Test de Anderson-Darling 0.068 0.076 0.152 0.222 0.778
Test de Jarque-Bera 0.050 0.112 0.176 0.250 0.892
Test de Shapiro-Wilk 0.066 0.102 0.192 0.290 0.904
Test de Shapiro-Francia 0.070 0.102 0.186 0.276 0.882

Figura 7.8: Tantos por uno de rechazo para una distribucién chi cuadrado con 50 grados
de libertad.

Los porcentajes de rechazo sufren un gran recorte y ninguno es capaz de arrojar un

resultado veraz que rechace la hipétesis nula sin necesidad de estar ante un volumen muy
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grande de la muestra. El mas notorio es el caso del test Chi-Cuadrado de Pearson, cuya
fiabilidad cae en picado al aumentar los grados de libertad mientras que el resto de test,
pese a que rechazan de peor forma la normalidad, siguen aportando resultados fiables para
tamanos muestrales adecuados.

Por 1ltimo, analizamos el buen comportamiento de los test para dos distribuciones
(Gamma y Normal-Logaritmica) donde observamos que todos son capaces de rechazar la
hipétesis nula con porcentajes de rechazo significativos.

En primer lugar, podremos observar en el estudio de la distribucién Gamma que el
test de Shapiro-Wilk requiere de un tamafio muestral mucho menor que el resto de test
para alcanzar porcentajes de rechazo de entorno al 90 %, lo cual pone de manifiesto una
mayor potencia y fiabilidad de esta prueba frente a los demds que, aunque rechazan la

normalidad, tienen un comportamiento algo peor.

Tantos por uno de rechazo de los diferentes test de normalidad para muestras
simuladas que siguen una distribucion Gamma
Test hechos al 5% de significacion y 1000 simulaciones para cada tamafio muestral

Tamafic 10 Tamaro 30 Tamario 50  Tamario 100 Tamafio 500

Test Chi Cuadrado de Pearson 0.268 0.610 0.842 0.996 1
Test de Lilliefors 0.210 0.602 0.810 0.994 1
Test de Cramer-von-Mises 0.238 0.730 0.912 1.000 1
Test de Anderson-Darling 0.258 0.822 0.950 1.000 1
Test de Jarque-Bera 0.234 0.698 0.910 1.000 1
Test de Shapiro-Wilk 0.266 0.900 0.994 1.000 1
Test de Shapiro-Francia 0.264 0.862 0.978 1.000 1

Figura 7.9: Tantos por uno de rechazo para una distribucién gamma.

Para terminar, los resultados simulados de la distribucién Log-Normal, vamos a poder
observar una gran fiabilidad de los resultados arrojados por todas las pruebas ya que pese
a realizar el test con muestras pequenas, los porcentajes de rechazo son notablemente

mayores que con el resto de distribuciones.
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Tantos por uno de rechazo de los diferentes test de normalidad para muestras
simuladas que siguen una distribucion Logaritmica Normal

Test hechos al 5% de significacion y 1000 simulaciones para cada tamafio muestral

Tamafio 10 Tamafio 30 Tamaro 50 Tamafio 100 Tamafio 500

Test Chi Cuadrado de Pearson 0.558 0.944 0.998 1 1
Test de Lilliefors 0.468 0.926 0.994 1 1
Test de Cramer-von-Mises 0.566 0.978 1.000 1 1
Test de Anderson-Darling 0.592 0.986 1.000 1 1
Test de Jarque-Bera 0.498 0.948 0.998 1 1
Test de Shapiro-Wilk 0.628 0.994 1.000 1 1
Test de Shapiro-Francia 0.608 0.990 1.000 1 1

Figura 7.10: Tantos por uno de rechazo para una distribucién normal logaritmica.

Tal y como comentdbamos previamente, no precisamos de que nuestra muestra sea
de un tamafio muy grande para obtener resultados significativos de cualquier test, ya
que practicamente todos arrojan porcentajes de rechazo de casi el 50 % para el tamaio
muestral mas pequenio y que se disparan en cuanto aumentamos ligeramente la magnitud
de la muestra.

Para ver de forma mas visual las potencias de los test recurrimos a unas graficas donde
superponemos los resultados que previamente hemos tabulado, en ellas observamos como
los métodos con mejores potencias, son los que mas destacan en las graficas dado que tienen
un mayor porcentaje de rechazo de la hipétesis nula. Para poder seguir las graficas nos

ayudaremos de la siguiente leyenda:

Test de Pearson

Test de Jarque-Bera
Test de Shapiro-Wilk
Test de Shapiro-Francia
Test de Liliefors

Test de Cramer

BN BEpEy § gn

Test de Anderson

Figura 7.11: Leyenda.
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Dist. Exponencial
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Tamafios Muestrales

Una vez revisadas las simulaciones realizadas, podemos extraer algunas conclusiones

sobre los diversos test realizados.
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7.2. Conclusiones

Analizados los resultados arrojados del comportamiento de los test ante diferentes dis-
tribuciones, podemos extraer algunas conclusiones sobre cuales de ellos arrojan resultados
mas fiables y tienen una mayor potencia respecto a los demas.

Observamos que, salvo para la distribucién binomial, el test de Shapiro-Wilk es el
que mejor porcentaje de rechazo arroja para cada tamano muestral, con lo que podemos
concluir que es el test que mas potencia tiene de los estudiados. Ademés su variante de
Shapiro-Francia también presenta muy buenos resultados para la mayoria de distribuciones.

Respecto al test de Jarque-Bera, tal y como analizdbamos previamente, su fiabilidad se
ve trastocada cuando se enfrenta a distribuciones con pardmetros de asimetria y curtosis
similares a la normal, por lo que puede arrojar resultados erréneos que nos hagan aceptar
la hipétesis de normalidad cuando esta no sea cierta.

Por otro lado, el test Chi Cuadrado de Pearson se presenta como el més fiable en la
distribucién binomial, pero su rendimiento baja notoriamente en el resto de distribuciones,
sobre todo en las T-Student y Chi Cuadrado, independientemente de sus grados de libertad
que, como vimos, también afectan a los resultados obtenidos.

El resto de test arrojaron resultados muy similares, por lo que el test de Shapiro-Wilk y
su variante de Shapiro-Francia se presuponen como los test mas fiables a la hora de realizar
un contraste de normalidad cuando desconozcamos la distribucién de la muestra a la que
le apliquemos el test.

Por ultimo, recalcar el papel fundamental que juega el tamafio muestral a la hora
de realizar las pruebas, ya que es evidente, tanto en las tablas como en las graficas, que
cuanto mayor es el volumen de la muestra, mejores y méas fiables son los resultados de los

porcentajes de rechazo independientemente del test realizado.



Apéndice A

Codigos de R

En el siguiente anexo se presentan todas las lineas de cédigo utilizadas tanto en las
simulaciones como en la obtencién de ejemplos a lo largo de todo el trabajo, junto con las
explicaciones de las funciones y paquetes utilizados.

A continuacion se presentan los codigos utilizados en R para obtener los resultados
simulados.

En primer lugar, destacaremos las funciones necesarias para realizar los diferentes test,
va que més tarde observaremos que el cédigo es el mismo para las distintas distribuciones,
con la tinica variacién de los comandos necesarios para la generacién de niimeros aleatorios
que siguen cada una de las distribuciones especificas, dichas funciones proceden de los
paquetes normtest y nortest.

Asi pues:

ad.test(x) # Para realizar el test de Anderson-Darling
cvim.test(x) # Para realizar el test de Cramer-von-Mises
sf.test(x) # Para realizar el test de Shapiro-Francia
shapiro.test(x) # Para realizar el test de Shapiro-Wilk
lillie.test(x) # Para realizar el test de Lilliefors
pearson.test(x) # Para realizar el test Chi-Cuadrado de Pearson

jb.norm.test(x) # Para realizar el test de Jarque-Bera

A continuacion se explica brevemente el funcionamiento de las funciones anteriores,
junto con los parametros que requieren.

La funcion ad.test() emplea el estadistico de prueba A = —n—L1 3% | (2i—1)(In(F (z;))+
In(1 - F(2(,—it+1)))), tal y como definimos en el capitulo 3 donde Z y s son la media y la
desviacién estandar de los valores de los datos. El p-valor se calcula a partir del estadistico
modificado Z = A(1,0 + 2 + 225) de acuerdo con la tabla 4.9 en Stephens (1986). [15]

n n

o1
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La funciéon cvm.test() requiere de varios pardmetros para su correcto funcionamiento:

= 1: el vector que contiene los valores de nuestra muestra.
= null: es la distribucién especifica que queremos comprobar que sigue nuestra muestra

» estimated: es un valor 16gico, de ser "TRUE"(que viene por defecto) asumira que los

valores de media y varianza son estimados, de ser "FALSE"los da por conocidos.

Las funciones shapiro.test() y sf.test() tienen un funcionamiento idéntico cuya tunica
diferencia es la misma que en el propio método ya que para realizar el test de Shapiro-
Francia sf estimard media y varianza. En ambos casos el p-valor viene calculado por la

formula dada por Royston (1993). [16]

La funcion pearson.test() requiere de tres parametros para su correcto funcionamiento:

= 1: el vector que contiene los valores de nuestra muestra.

» n.classes: el niamero de intervalos en los que se dividira la muestra (por defecto se

dividira en k intervalos con k= ((2(n2/5)))

» adjust: es un valor logico, de ser "TRUE"(que viene por defecto) la funcion realizara
el test a una distribucién chi-cuadrado con n.classes-3 grados de libertad (es decir,
como si estuviésemos estimando la media y la varianza) y de ser "FALSE"seran

n.classes-1 grados de libertad

. - . _r C;—E;)? .
Dicha funcién usarid como estadistico P = Z(inﬂ donde C; son las frecuencias
1
observadas y E; las esperadas.

La funcion jb.norm.test(xz) requiere de los siguientes pardametros:

= 1: el vector que contiene los valores de nuestra muestra.

= n.repl: el niimero de replicaciones aleatorias por el método de Monte Carlo.

Esta funcion se basa en el siguiente estadistico: JB = § (52 + i(K — 3)2) tal y como
esté explicado en el capitulo 4, con S el coeficiente de asimetria y de la muestra y K el de
curtosis. Por ultimo, el p-valor se calcula mediante simulacién de Monte Carlo.

A continuacién, se muestra como fueron generadas las variables aleatorias para cada una
de las simulaciones. Dichas muestras son ntimeros aleatorios que siguen una distribuciéon

especifica tal como sigue:
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x=rnorm{(muestra) # Dist. Normal

y=runif (muestra) # Dist. Unif
z=rexp(muestra) # Dist. Expo
chil=rchisq(muestra,5) #Chi 5 grados
chi2=rchisq(muestra,50) #Chi 50 grados
ti=rt(muestra,5) # TStudent 5 grados
t2=rt(muestra,50) # TSTudent 50 grados
bi=rbinom(muestra,muestra,0.5) # Binomial
l=rlnorm(muestra) # Log-normal
b=rbeta(muestra,1.5,1.5) # Beta

g=rgamma(muestra,1.5,1.5) # Gamma

Como podemos observar, el tamafio muestral viene determinado por la variable muestra
cuyo valor se modifica dentro de un bucle como veremos a continuacion.

Como ejemplo, veremos como sigue el codigo para la realizacion del test a la muestra
x que sigue una distribucién normal, ya que el cddigo es exactamente el mismo y se sigue

de la misma forma para el resto.

set.seed(123456)

n=c(10,30,50,100,500) # Tamafio muestral

ns=1000 # Numero de muestras simuladas

# Librerias necesarias para los distintos test
library(normtest)

library(nortest)

# Creacidn de vectores donde irdn los p-valores de cada test
pv_anderson_norm=c ()

pv_cvm_norm=c ()

pv_sf_norm=c()

pv_1il_norm=c()

pv_pear_norm=c ()

pv_sw_norm=c ()

pv_jb_x=c()

# Creacidn de vectores de potencias de cada test
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pot_anderson_norm=c ()
pot_cvm_norm=c ()
pot_sf_norm=c()
pot_lil_norm=c()
pot_pear_norm=c ()
pot_sw_norm=c()

pot_jb_x=c()

# Bucle de la realizacidén de los test a las muestras
for (i in 1:length(n)){

muestra=n[i]

for (is in 1:ns){

x=rnorm(muestra,0,1)

anderson_norm=ad.test (x)
cvm_norm=cvm.test (x)
sf_norm=gf.test (x)
1lil_norm=lillie.test (x)
pear_norm=pearson.test (x)
sw_norm=shapiro.test(x)

jb_norm=jb.norm.test (x)

# Vectores con los p-valores
pv_anderson_norm[is]= anderson_norm$p.value
pv_cvm_norm[is]=cvm_norm$p.value
pv_sf_norm[is]=sf_norm$p.value

pv_1il _norm[is]=1il_norm$p.value
pv_pear_norm[is]=pear_norm$p.value
pv_sw_norm[is]=sw_norm$p.value

pv_jb_x[is]=jb_norm$p.value

# Vectores con las potencias de cada test
pot_anderson_norm[i]= sum(pv_anderson_norm<0.05)/ns

pot_cvm_norm[i]=sum(pv_cvm_norm<0.05)/ns
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pot_sf_norm[i]=sum(pv_sf_norm<0.05)/ns
pot_lil_norm[i]=sum(pv_1il_norm<0.05)/ns
pot_pear_norm[i]=sum(pv_pear_norm<0.05)/ns
pot_sw_norm[i]=sum(pv_sw_norm<0.05)/ns
pot_jb_x[il=sum(pv_jb_x<0.05)/ns

}

# Creacidn de un data frame con los valores de las potencias
Potencias_Normal= data.frame (rbind(pot_pear_norm,pot_lil_norm,pot_cvm_norm,

pot_anderson_norm,pot_jb_x,pot_sw_norm,pot_sf_norm))

rownames (Potencias_Normal)<-c("Test Chi Cuadrado de Pearson",'"Test de Lilliefors",
"Test de Cramer-von-Mises","Test de Anderson-Darling","Test de Jarque-Bera",

"Test de Shapiro-Wilk","Test de Shapiro-Francia")

colnames (Potencias_Normal)<-c("Tamafio 10", "Tamafio 30", "Tamafio 50", "Tamafio 100",
"Tamafio 500")

#Visualizacidén del data frame

View(Potencias_Normal)

Una vez generado el data frame con los datos correspondientes, usamos el siguiente
codigo para la creacion de las tablas y las graficas para representar los resultados obtenidos.
De la misma forma que para el c6digo anterior, tinicamente se presenta el coédigo em-
pleado para una distribucién normal, pues la Ginica variaciéon que hay es el uso de los data

frames correspondientes a las distintas distribuciones.

# PARA LAS GRAFICAS

# Division del &area de trabajo para que salgan 4 graficas en un mismo plot
Conf2x2 = matrix(c(1:4), nrow=2, byrow=TRUE)

layout (Conf2x2)

layout.show(4)

# GRAFICA EXPONENCIAL
plot(1:5,xlab="Tamafios Muestrales",ylab="Porcentaje de Rechazo",main=

"Dist. Exponencial", ylim=c(0,1),xaxt="n",las=2)
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axis(1l, at = 1:5, labels = n)
lines(1:5,pot_pear_exp,lwd=2,col="orange")
lines(1:5,pot_jb_exp,lwd=2,col="blue")
lines(1:5,pot_sw_exp,lwd=2)
lines(1:5,pot_sf_exp,lwd=2,col="yellow")
lines(1:5,pot_lil_exp,lwd=2,col="green")
lines(1:5,pot_cvm_exp,lwd=2,col="red")

lines(1:5,pot_anderson_exp,lwd=2,col="1light blue")

# GRAFICA BINOMIAL

plot(1:5,xlab="Tamafios Muestrales",ylab="Porcentaje de Rechazo",main=
"Dist. Binomial", ylim=c(0,1),xaxt="n",6las=2)

axis(1l, at = 1:5, labels = n)
lines(1:5,pot_pear_binom,lwd=2,col="orange")
lines(1:5,pot_jb_binom,lwd=2,col="blue")
lines(1:5,pot_sw_binom,lwd=2)
lines(1:5,pot_sf_binom,lwd=2,col="yellow")
lines(1:5,pot_lil_binom,lwd=2,col="green")
lines(1:5,pot_cvm_binom,lwd=2,col="red")

lines(1:5,pot_anderson_binom,lwd=2,col="1ight blue")

# GRAFICA UNIFORME

plot(1:5,xlab="Tamafios Muestrales",ylab="Porcentaje de Rechazo",main=
"Dist. Uniforme", ylim=c(0,1),xaxt="n",6las=2)

axis(1l, at = 1:5, labels = n)
lines(1:5,pot_pear_unif,lwd=2,col="orange")
lines(1:5,pot_jb_unif,lwd=2,col="blue")

lines(1:5,pot_sw_unif,lwd=2)
lines(1:5,pot_sf_unif,lwd=2,col="yellow")
lines(1:5,pot_lil_unif,1lwd=2,col="green")
lines(1:5,pot_cvm_unif,lwd=2,col="red")

lines(1:5,pot_anderson_unif,lwd=2,col="1light blue")

# GRAFICA LOG
plot (1:5,xlab="Tamafios Muestrales",ylab="Porcentaje de Rechazo",main=

"Dist.Log-Normal", ylim=c(0,1),xaxt="n",6las=2)
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axis(1l, at = 1:5, labels = n)
lines(1:5,pot_pear_log,lwd=2,col="orange")
lines(1:5,pot_jb_log,lwd=2,col="blue")
lines(1:5,pot_sw_log,lwd=2)
lines(1:5,pot_sf_log,lwd=2,col="yellow")
lines(1:5,pot_lil_log,lwd=2,col="green")
lines(1:5,pot_cvm_log,lwd=2,col="red")
lines(1:5,pot_anderson_log,lwd=2,col="1light blue")

# GRAFICA TSTUDENTS

plot(1:5,xlab="Tamafios Muestrales",ylab="Porcentaje de Rechazo",main=
"Dist. T-Student 5 Grados de Libertad", ylim=c(0,1),xaxt="n",las=2)
axis(1l, at = 1:5, labels = n)
lines(1:5,pot_pear_t5,1lwd=2,col="orange")
lines(1:5,pot_jb_t5,1lwd=2,col="blue")

lines(1:5,pot_sw_t5,1lwd=2)

lines(1:5,pot_sf_t5,1lwd=2,col="yellow")
lines(1:5,pot_lil_t5,1lwd=2,col="green")
lines(1:5,pot_cvm_t5,1lwd=2,col="red")
lines(1:5,pot_anderson_t5,1lwd=2,col="1light blue")

# GRAFICA TSTUDENT 50

plot(1:5,xlab="Tamafios Muestrales",ylab="Porcentaje de Rechazo",main=
"Dist. T-Student 50 Grados de Libertad", ylim=c(0,1),xaxt="n",las=2)
axis(1l, at = 1:5, labels = n)
lines(1:5,pot_pear_t50,1lwd=2,col="orange")
lines(1:5,pot_jb_t50,1lwd=2,col="blue")

lines(1:5,pot_sw_t50,1lwd=2)

lines(1:5,pot_sf_t50,1lwd=2,col="yellow")
lines(1:5,pot_lil_t50,1lwd=2,col="green")
lines(1:5,pot_cvm_t50,1lwd=2,col="red")
lines(1:5,pot_anderson_t50,1lwd=2,col="1ight blue")

# GRAFICA CHI CUADRADO 5
plot (1:5,xlab="Tamafios Muestrales",ylab="Porcentaje de Rechazo",main=

"Dist. Chi Cuadrado 5 Grados de Libertad", ylim=c(0,1),xaxt="n",las=2)
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axis(1l, at = 1:5, labels = n)
lines(1:5,pot_pear_cb5,lwd=2,col="orange")
lines(1:5,pot_jb_c5,1lwd=2,col="blue")
lines(1:5,pot_sw_c5,lwd=2)
lines(1:5,pot_sf_c5,1lwd=2,col="yellow")
lines(1:5,pot_lil_c5,1lwd=2,col="green")
lines(1:5,pot_cvm_c5,lwd=2,col="red")
lines(1:5,pot_anderson_c5,lwd=2,col="1ight blue")

# GRAFICA CHI CUADRADO 50

plot(1:5,xlab="Tamafios Muestrales",ylab="Porcentaje de Rechazo",main=
"Dist. Chi Cuadrado 50 Grados de Libertad", ylim=c(0,1),xaxt="n",blas=2)
axis(1l, at = 1:5, labels = n)
lines(1:5,pot_pear_c50,1lwd=2,col="orange")
lines(1:5,pot_jb_c50,1lwd=2,col="blue")

lines(1:5,pot_sw_c50,lwd=2)

lines(1:5,pot_sf_c50,1lwd=2,col="yellow")
lines(1:5,pot_lil_c50,1lwd=2,col="green")
lines(1:5,pot_cvm_c50,lwd=2,col="red")
lines(1:5,pot_anderson_c50,1wd=2,col="1ight blue")

# PARA LAS TABLAS

# Uso de la libreria necesaria

library(gt)

# Implementacidén de los datos en las tablas

tab_1_ad<-gt(Potencias_Normal, rowname_col = "Test",rownames_to_stub = TRUE)
tab_2_ad<- tab_1_ad %#>%

tab_header (

title = md("Tantos por uno de rechazo de los diferentes test de

normalidad para muestras simuladas que siguen una #**distribucidén Normal*x"),
subtitle = md("Test hechos al 5% de significacidén y 1000 simulaciones para cada
tamafio muestral")

) %>h
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tab_style(

style = list(

cell_fill(color= "light blue",alpha=0.3),
cell_text(weight = "normal")

),

locations = cells_body(

columns = TRUE,

rows = ¢(1,3,5,7))) %>%

tab_style(

style = list(

cell_fill(color= "light blue",alpha=0.3),
cell_text(weight = "normal")

),

locations = cells_stub(

rows = ¢(1,3,5,7)))

tab_2_ad

Para el apartado de métodos graficos, el siguiente codigo fue empleado para obtener

los histogramas que aparecen en dicho capitulo:

set.seed(123456)

# Creacidn de muestras con distintos tamafios
x= seq(-4, 4, length = 500)
normallO=rnorm(10,0,1)
normal50=rnorm(50,0,1)
normal250=rnorm(250,0,1)
normal500=rnorm(500,0,1)

Conf2x2 = matrix(c(1:4), nrow=2, byrow=TRUE)
layout (Conf2x2)
layout.show(4)

# Creacién de los histogramas con la funcidén de densidad de la normal superpuesta
hist(normallQ, freq = F,xlim = c(-4, 4),main="Tamafio muestral n=10",xlab="")

lines(x, dnorm(x, mean = 0, sd = 1), col = "red", 1ty = 2, lwd = 2)
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hist (normal50, freq = F,xlim = c(-4, 4),ylim =c(0, 0.5),main="Tamafio muestral
n=50",x1lab="")

lines(x, dnorm(x, mean = 0, sd = 1), col = "red", 1ty = 2, 1lwd = 2)

hist (normal250, freq = F,xlim = c(-4, 4),ylim =c(0, 0.5),main="Tamafio muestral
n=250",xlab="")

lines(x, dnorm(x, mean = 0, sd = 1), col = "red", 1ty = 2, lwd = 2)

hist (normal500, freq = F,xlim = c(-4, 4),ylim =c(0, 0.5),main="Tamafio muestral
n=500",xlab="")

lines(x, dnorm(x, mean = 0, sd = 1), col = "red", 1ty = 2, lwd = 2)

Por ultimo, para la obtencion de los QQ-Plots del capitulo 6 de Métodos graficos, se

empled el paquete ggplot2 junto con la libreria ggpubr tal como sigue:

# GRAFICAS QQPLOT PARA CADA DISTRIBUCION

set.seed(123456)

# Instalacidén del paquete

install.packages(ggplot2)

# Uso de la libreria requerida

library{(ggpubr)

# Creacidén de los QQ-Plots
ggaqplot (x,add.params = list(color = "red"),conf.int = TRUE,

title= "Grafico Q-Q de una Distribucién Normal')

ggaqplot (t2,add.params = list(color = "red"),conf.int = TRUE,
title= "Grafico Q-Q de una distribucidén T-Student y 20 grados de libertad")

ggqqplot(1l,add.params = list(color = "red"),conf.int = TRUE,

title= "Grafico Q-Q de una distribucién Log-Normal")
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