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ntroducci()n

El nueve de marzo de 2008 se celebraron las elecciones gene-
rales en las que hemos podido decidir los parlamentarios y
senadores que nos representardn los préximos cuatro anos.
Ellos a su vez fueron los encargados de elegir al gobierno que
legislard y gestionard la administracién publica hasta las elec-
ciones venideras.

Las matemdticas se emplean como herramienta en muchos
campos de conocimiento, incluyendo la politica. Durante la
campana electoral, los candidatos a la presidencia de los dis-
tintos partidos han tratado de convencernos de lo bien que lo
hicieron hasta el momento y de lo mejor que lo harén si llegan
a formar gobierno. Con este fin, bombardean a la poblacién
con todo tipo de datos estadisticos, muchos referidos a cifras
econdmicas. Cada candidato incluye en su discurso aquellos
datos que mads le interesan, lo cual por ejemplo hace que
mucha gente tenga dificultades en saber si el paro ha subido o
bajado. En este sentido, puede parecer que las matematicas se
usan como herramienta para manipular la realidad.

Por el contrario, las matematicas son utiles esencialmente
para entender la realidad y no para manipularla. Con el pro-
posito de resolver problemas que plantean las diferentes acti-
vidades humanas, se han desarrollado nuevas disciplinas
matemadticas. Gracias a una de esas disciplinas conocida
como Teoria de Juegos, existen diversas formas de calcular
los llamados indices de poder, que basicamente tratan de
cuantificar el peso o fuerza que tienen los diferentes partidos
politicos partiendo de la cantidad de parlamentarios conse-
guidos. Este serd el objetivo principal de nuestro trabajo.

La Teoria de Juegos es una rama de las Matemadticas que se
dedica al estudio de los problemas de decisién en los que
interaccionan varios decisores. Muchos sitian el nacimiento
de esta disciplina en 1944 cuando John Von Neumann y
Oscar Morgestern publican Theory of games and economic
behaviour. En este trabajo se sientan las bases de lo que cono-
cemos por jugador racional, jugador que toma decisiones
consecuentes ante las alternativas que se le presentan. Dichas
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decisiones son consecuentes con respecto a la funcion de uti-
lidad, que nos determina el beneficio de cada jugador cono-
ciendo la estrategia que cada uno de los decisores adopta.
Otro gran avance de la teoria de juegos fue la tesis doctoral de
John Nash leida en 1951, en ella se introduce el equilibrio de
Nash y se prueba su existencia para juegos finitos. Podriamos
decir que ahora, el jugador racional asume la racionalidad de
los demas jugadores hasta el punto de coordinar las estrate-
gias de cada uno para alcanzar el equilibrio, en el cual ningtin
jugador se beneficia al modificar su estrategia unilateralmente.

Hace pocos anos, el gran impacto que la Teoria de Juegos ha
tenido en el desarrollo de la Economia moderna quedé ofi-
cialmente reconocido al ser concedidos tres Premios Nobel de
Economia a teéricos de juegos, el primero en 1994 a John
Nash, Reinhard Selten y John Harsany, el segundo en 2005 a
Robert Aumann y Thomas Schelling y el mds reciente en 2007
a Leonid Hurwicz, Eric S. Maskin y Roger B. Myerson. Pero
no es la Economia el dnico dmbito en el que la teoria de Juegos
se ha aplicado con éxito, existen aplicaciones en campos tan
dispares como la biologia, la sociologia o la politica. En este
articulo podras comprobar la aplicacion a la politica a través
de un ejemplo interesante.

Los diferentes juegos se clasifican en dos grandes grupos, los
juegos cooperativos y los no cooperativos. En este articulo nos
centraremos en los primeros, juegos que cumplen la propie-
dad de que el beneficio obtenido por una coalicién no puede
empeorar si esta aumenta, lo cual quiere decir que la coope-
racion es beneficiosa o que como minimo no es perjudicial.
Entre los juegos cooperativos tenemos los juegos simples, que

se caracterizan por asignar a cada cooperacién posible de
jugadores un resultado de tipo victoria o derrota, o equiva-
lentemente, 1 0 0. A pesar de ser juegos simples, son muy uti-
les, ya que existe una gran cantidad de situaciones que se pue-
den explicar basdndose en ellos.

Un ejemplo de lo dicho es el Parlamento. Podemos ver la
situacion como un juego en el que el objetivo es el poder, o
dicho con otras palabras, la formacién de un gobierno con
apoyos suficientes para poder legislar. Una vez formado el
gobierno, el objetivo sigue siendo contar con los apoyos sufi-
cientes para poder aprobar las propuestas que interesen a
cada partido. Por lo tanto, en nuestro juego, los jugadores son
los partidos politicos con representacién parlamentaria, y la
regla que nos determina si una coalicion de jugadores es gana-
dora o no, es la regla de la mayoria simple. En consecuencia, y
de modo natural nos hacemos la pregunta: ;cémo medir la
fuerza que cada jugador tiene a la hora de cambiar el resulta-
do de una votacién? Para responder a esta pregunta recurri-
mos a los conocidos como indices de poder. Existen muchas
formas de cuantificar este poder pero en este trabajo nos
vamos a centrar en tres que nos parecen mas interesantes.
Una buena revision de las distintas herramientas que la Teoria
de Juegos aporta al andlisis de los parlamentos la podemos
encontrar en Owen y Carreras (1995). Otros trabajos en los
que se ha empleado la Teoria de Juegos para analizar situacio-
nes en las que las decisiones se toman por votacién son
Espinel (1999a, 1999b, 2000a, 200b,2002) y Rodriguez y
Espinel (2005).

En base a esto, hemos estructurado el resto del articulo en tres
apartados: el segundo, Preliminares, dedicado a introducir
todos los elementos necesarios para entender el tercer aparta-
do, relativo a los Resultados, en el que se presenta la situacién
del Parlamento y se calculan los indices de poder que hemos
considerado. En el ultimo apartado, Conclusiones, introduci-
mos las extensiones que se podrian hacer al modelo propuesto.




Preliminares

Esta secciéon la dedicaremos a introducir la notacién y los
resultados bdsicos que usaremos en nuestro andlisis de la
situacién en el parlamento.

Para empezar, definimos formalmente un juego cooperativo
con utilidad transferible (juego TU), que es un par G =(N,v)
donde N={1,2,...,n} es el conjunto de jugadores y v: P(N)—>R
la funcién caracteristica que asigna a cada subconjunto S de N
un numero real v(S) con la condicién de que v(J)= 0 . Esta
funcién nos da la utilidad que los jugadores de la coalicién S
pueden obtener del juego si cooperan, independientemente
de lo que hagan el resto de los jugadores.

Decimos que un juego TU es un juego simple cuando,
sl) v(S)e{0,1},V Sc N
s2) v(N)=1
s3) T)<v(S)VY TcS

En un juego simple, si v(S)=1 decimos que S es una coalicién
ganadora y si ¥(S)=0, que es perdedora. Una coalicién gana-
dora se dice que es minimal ganadora si toda subcoalicién
propia de S es perdedora, es decir, si todos los jugadores de S
son necesarios para que S sea ganadora. Denotaremos por W
al conjunto de coaliciones ganadoras y por W, al conjunto de
coaliciones minimales ganadoras. Utilizando esta tltima
notacion, un juego simple queda definido dando el par (N, W),
asf como (N, W' ).

En estos juegos podemos considerar ciertos jugadores espe-
ciales. Asi, decimos que un jugador i es un dictador si la coa-
licién {i} es ganadora y N\{i} perdedora. Por otro lado, un
jugador i tiene veto, si dada una coalicién S a la que no perte-
nece i, S es una coalicién perdedora. Llamamos a i jugador
nulo, si no pertenece a ninguna coalicién minimal ganadora.
Dada una coalicién S, decimos que es un swing, si S es gana-
dora y S\{i} perdedora. Esto implica que si en un juego simple
tenemos a un dictador, éste serd el unico jugador swing de
cualquier coalicién. Por ultimo decimos que dos jugadores iy
j son simétricos si para toda coalicién S que no contenga a i ni
aj se cumple que, S U {i}es ganadora si y solo si S U {j} lo es.

Una familia muy interesante de juegos simples son los juegos
de mayoria ponderada. Un juego de mayoria ponderada es un
juego simple en el que cada jugador i, tiene asignado un peso
w,> 0y en el que existe una cantidad >0 denominada cuota,
de modo que una coalicién S es ganadora si su peso, que es la
suma de los pesos de los jugadores de S, es igual o superior a
la cuota fijada. En esta familia,

+ Un jugador i es un dictador si w2 gq.
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+ Un jugador i tendra veto si:

w. <
2 <4
JEN
i
«+ Un jugador i serd nulo si para toda coalicién no ganadora
S ala que no pertenece i tenemos que:

Wi+2wj <q

Jjes

«+ Un jugador i es un swing para una coalicién ganadora S si:

Y w,<q
jes\i}

En un juego de mayoria ponderada una coalicién es minimal
ganadora si su peso es mayor o igual que g y su peso menos el
peso del jugador con menor peso (dentro de la coalicién) es
menor que g. No todos los juegos simples pueden reescribir-
se como juegos de mayoria ponderada.

Una vez introducidos los juegos de mayoria ponderada,
vamos a explicar con algo de detalle lo que se conoce por indi-
ces de poder. La mayoria de los indices de poder miden el
poder o la influencia a-priori del voto individual, estos indices
cuantifican el poder que tiene un jugador (partido politico)
basidndose unicamente en su peso (nimero de parlamenta-
rios) y en la regla de decisién del juego (mayoria simple) e
ignoran ciertos factores que pueden influir en la realidad,
como por ejemplo, la naturaleza de los asuntos sobre los que
se requiere opinar, los intereses o ideologia de los partidos, la
capacidad de persuasion, las afinidades e incompatibilidades,
etc. Tampoco podemos olvidar que en la forma en la que
hemos definido el juego, los jugadores solo tienen la posibili-
dad de votar si 0 no, mientras que normalmente suele haber
otras alternativas como la abstencion. Todas estas cuestiones
son extensiones del caso mas sencillo que estudiaremos aqui
en profundidad, y hablaremos de ellas en el apartado de con-
clusiones.

Definiciéon: Un indice de poder del jugador i, es una aplicacién
¢;: SG—>R", es decir, una funcién real no negativa definida
sobre el conjunto de juegos simples.

Felsenthal y Machover (1998) propusieron las siguientes con-
diciones, como conjunto de propiedades minimas que todo
indice de poder razonable debe cumplir.

i. Iso-invarianza (INV): Sean G=(N, v) y G(N; v’) dos jue-
gos isomorfos, es decir, juegos tales que existe una biyec-
cién /1 de N sobre N’ tal que para todo SCN, v(S)=1siy
sélo si v'(h(S))=1. Entonces ¢>,.(G):¢hm(G’).

ii. Ignorar jugadores nulos (IGN): Para todo juego simple
G= (N, V) y todo jugador nulo de N se tiene que
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¢(G)=¢,(G ) para todo ie N\{d}, dénde G ,se obtiene
excluyendo del juego G el jugador d.

iii. Nulidad so6lo para jugadores nulos (NSN): Para todo
juego simple G= (N, V), ¢(G)=0 si y sblo si ic N es un
jugador nulo.

La propiedad de INV significa que cualquier reordenamiento
de los jugadores no modifica el indice de poder de ninguno de
ellos, es decir, que la influencia que un jugador puede tener en
el resultado de una votacion sélo depende de su peso. Lo que
la propiedad IGN implica es que suprimir del juego cualquier
jugador cuyo voto no puede influir en el resultado de la vota-
cién no cambia el indice del resto de jugadores. Por ultimo, ya
sabemos que el indice de poder de un jugador no puede tomar
valores negativos, por lo tanto NSN implica que este valor
alcanza su limite inferior 0 solo ante jugadores nulos.

Para terminar con este apartado, a continuacién introduci-
mos los tres indices que vamos a utilizar para estudiar la com-
posicién del parlamento al que dio lugar el resultado de las
elecciones generales del nueve de marzo del 2008, que son, el
indice de Shapley-Shubik, el de Banzhaf-Penrose y el de
Deegan-Packel.

El indice de Shapley-Shubik, propuesto por Lloyd S. Shapley y
Martin Shubik (1954) se basa en el Valor de Shapley que intro-
dujo Shapley un ano antes. En su trabajo, Shapley y Shubik
parten de la idea de aplicar el conocido Valor de Shapley a los
juegos simples, para lo que introducen la idea del jugador
swing que es un jugador decisivo para que cierta coalicion
resulte ganadora. El calculo del indice se basa en todas las
posibles permutaciones de los jugadores sobre las que se ana-
lizan las posiciones “decisivas” para un jugador i. La suma de
todas las posiciones en las que i es “decisivo” se divide por las
ordenaciones posibles sobre el conjunto de jugadores, lo que
resulta en la siguiente expresion;

0= 3 OIS -5 i)

ScN
ieS

donde s=|§]|.

Cada swing, se pondera por:

(s=Dl(n—s)!

n!

y el indice de i es la media ponderada de todos los swings.

Existen interesantes interpretaciones probabilisticas de ¢, . Si
denotamos por p, la probabilidad de que i vote a favor de una
propuesta dada, y suponemos que ésta sigue una distribucién
uniforme en [0,1]. Si ademds todos los jugadores tienen la

misma probabilidad de votar a favor de la propuesta, es decir,
si p, = p, para todo jugador i (asuncién de homogeneidad) la
probabilidad de que el voto del jugador i afecte el resultado de
la votacién es ¢,

El indice de Shapley-Shubik cumple la propiedad de normali-
dad, lo que significa que sumando los indices de todos los
jugadores obtenemos 1. Esto hace que se pueda comparar
facilmente con otros indices.

La idea que subyace en el valor absoluto de Banzhaf-Penrose
fue presentada por L.S. Penrose en su trabajo en 1946
(Penrose, 1946), pero pas6 décadas inadvertido hasta que fue
redescubierto en los afos ochenta. Hoy en dia es mas conoci-
do como el indice absoluto de Banzhaf. Este resulta de sumar
todos los swings del jugador i y de dividirlo por 2°%;

> [ -vS\{iD]

ScN

B_ieS
;=

2n—1

El denominador representa el nimero de coaliciones (tanto
ganadoras como perdedoras) de las que i forma parte. Por
otro lado podemos ver 8, como el nimero de coaliciones en
las que i es un swing dividido por la cantidad maxima que este
numero puede alcanzar.

Este indice también tiene una interesante interpretacién pro-
babilistica. Supongamos que p, (probabilidad de que i vaya a
votar a favor de una propuesta) sigue una distribucién unifor-
me en [0,1] y que la decision de i no tiene nada que ver con lo
que pueda decidir cualquier otro jugador (asuncién de inde-
pendencia), entonces, la probabilidad de que el voto de i sea
decisivo sobre el resultado de la votacién es 5.

En este ultimo caso no se cumple la propiedad de normalidad
ya que la suma de los indices de todos los jugadores no suma
uno, esto se puede solucionar dividiendo la expresién por una
cantidad adecuada.

El ultimo indice que vamos a considerar es el que propusieron
Deegan y Packel (1979) en su trabajo. Este indice recoge la
idea de que el poder de un jugador se basa exclusivamente en
su participacién en la formacién de coaliciones minimales
ganadoras, y que, a priori, todas estas coaliciones minimales
ganadoras son igualmente plausibles. Para definir este indice
de poder, se suponen las siguientes condiciones. La primera es
que sélo originan una “victoria” las coaliciones minimales
ganadoras. La segunda es que todas las coaliciones minimales
ganadoras son equiprobables. Y la ultima es que los jugadores
que constituyen una coalicién “victoriosa” se dividen el
“botin” a partes iguales. Estas condiciones parecen razonables
en muchos casos. La primera condicidn es aplicable en el sen-
tido de que los jugadores racionales quieren maximizar su



poder y, por lo tanto, sélo se formaran coaliciones minimales
ganadoras. La segunda condicién dice que todas las coalicio-
nes minimales ganadoras juegan el mismo papel y, finalmen-
te, la ultima propiedad establece que todos los jugadores de
una coalicién minimal ganadora sean tratados por igual. Estas

propiedades dan lugar a la siguiente expresion:
NEREE
l |Wm SeWm(i)lsl

donde W (i)={Se W :ic S}.

Resultados

Sobre los resultados de todas las elecciones existen interpre-
taciones y conclusiones para practicamente todos los gustos.
Cada partido hace uso de la cantidad de votos obtenidos, del
porcentaje de votos, de la cantidad de diputados o incluso del
indice de abstencién mostrando, la mayoria de los casos, la
interpretacién que arroja resultados mas favorables a sus inte-
reses. Nosotros en cambio, vamos a intentar medir la fuerza
de cada partido a la hora de influir en la toma de decisiones
del parlamento y comparar ésta con la que tenian hasta enton-
ces. Este fue el reparto de escaios resultante de las dltimas
elecciones:

Partido politico Diputados
PSOE 169
PP E 154
Ciu ciu 10
EA - JPNV SR, 6
ERC . 3
U LN
CC - PNC r 2
BNG w4 2
UPyD ! 1
Na - Bai ) 1
Dipartados, Marzo 2008 ::ﬂr
: Il:.:-l"ll‘;
nE
o
BLL-PHE
e

Tenemos 10 jugadores, que son, todos los partidos politicos
con representacién parlamentaria en un juego de mayoria
ponderada donde la cuota la fija la mayoria simple, que es en
este caso la mitad mds un parlamentario, es decir, 176.
Ninguno de los jugadores es capaz por su propio peso de
alcanzar esta cuota, lo que significa que en este juego no tene-
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mos ningtn jugador dictador. Por otro lado, es facil compro-
bar que tampoco tenemos ningdn jugador con veto, ya que
para que esto sucediera necesitariamos un partido con un
minimo de 175 parlamentarios. En cambio si la regla fuera de
2/3 en lugar de la mayoria simple, el PSOE y el PP serian juga-
dores con veto. En cuanto a jugadores simétricos, por ahora
podemos decir que IU, BNG y CC-PNC por un lado y UPyD
y Na-Bai por otro son simétricos ya que tienen exactamente el
mismo peso en el juego de mayoria simple.

A continuacion se indican las coaliciones minimales ganado-
ras que se podrian formar, 29. Toda coalicién ganadora en la
que participe el PP y no el PSOE necesita también el apoyo de
CiU y de EAJ-PNV. En esta tabla resumimos todas las combi-
naciones que dan lugar a coaliciones minimales ganadoras:

PSOE; PP
PSOE; CiU PP; CiU; EAJ-PNV; ERC; IU; BNG
PSOE; EAJ-PNV; ERC PP; CiU; EAJ-PNV; ERC; IU; CC-
PNC
. . PP; CiU; EAJ-PNV; ERC; BNG;
PSOE; EAJ-PNV; IU CC-PNC
PSOE; EAJ-PNV; BNG PP; CiU; EAJ-PNV; ERC; IU;
UPyD
PSOE; EAJ-PNV; CC-PNC gl; CIU; EAJ-PNY; ERG; IU; Na-
. . PP; CiU; EAJ-PNV; ERC; BNG;
PSOE; EAJ-PNV; UPyD UPyD
PSOE; EAJ-PNV; Na-Bal PP; CiU; EA]-PNV; ERC; BNG;
Na-Bai
R PP; CiU; EAJ-PNV; ERC; CC-
PSOE; ERC; IU; BNG PNC; UPyD
N PP; CiU; EAJ-PNV; ERC; CC-
PSOE; ERC; IU; CC-PNC PNC; Na_Bai
PSOE; ERC; BNG; CC-PNC | o0 CIUs EAJPNV; 1U; BNG; CC-
PNC
I . . |PP; CiU; EAJ-PNV; 1U; BNG;
PSOE; ERC; IU; UPyD; Na-Bai UPyD; Na-Bai
. ! . 5 . | PP; CiU; EAJ-PNV; IU; CC-PNGC;
PSOE; ERC; BNG; UPyD; Na-Bai UPyD; Na-Bai
PSOE; ERC; CC-PNC; UPyD; Na- | PP; CiU; EAJ-PNV; BNG; CC-
Bai PNC; UPyD; Na-Bai
PSOE; IU; BNG; CC-PNC; UPyD
PSOE; IU; BNG; CC-PNC; Na-Bai

A partir de esta tabla ya empezamos a obtener resultados
interesantes, pudiendo observar que el numero de coaliciones
minimales ganadoras en las que participa el PP es 14 al igual
que CiU, ademads, en 13 de ellas estdn ambos y en la restante,
si sustituyéramos estos dos partidos la correspondiente coali-
cién seguirfa siendo minimal ganadora. Esto indica que el PP
y CiU son jugadores simétricos en el juego de mayoria ponde-
rada que hemos considerado.
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Otro resultado inmediato a la vista de la tabla de coaliciones
minimales ganadoras, es el hecho de que todos los partidos,
por pequeno peso que tengan, estan en alguna coalicién mini-
mal ganadora, de aqui concluimos que no existe ningin juga-
dor nulo. Es decir, no tenemos ningtn partido cuyo voto vaya
a ser siempre irrelevante para el resultado de cualquier vota-
cién. Los dos partidos que cuentan Gnicamente con un parla-
mentario, UPyD y Na-Bai, estdn presentes en nada menos que
11 coaliciones minimales ganadoras, lo que implica que son
swings de todas ellas.

Para hacernos una idea del poder de cada grupo parlamenta-
rio, antes de calcular los correspondientes indices de poder
vamos a presentar el nimero de swings de cada uno de los
partidos, es decir, el nimero de coaliciones ganadoras en las
que el jugador en cuestidn es decisivo.

Partido politico | Swings
PSOE 437
PP 75
Ciu 75
EAJ - PNV 73
ERC 35
U 21
BNG 21
CC-PNC 21
UPyD 11
Na - Bai 11

La tabla confirma lo observado hasta ahora. EI PP y CiU son
jugadores simétricos por tener el mismo ntimero de swings y
no tenemos ningun jugador nulo, ya que todos los partidos
son swings de alguna coalicién. Asimismo se observa que los
dos partidos mds pequenos son swings en 11 ocasiones, que
resultan de las 11 coaliciones minimales ganadoras listadas
anteriormente, esto sucede siempre que el peso de los parti-
dos sea una unidad.

A continuacién presentamos en una tabla los tres indices des-
critos anteriormente, calculados para cada partido:

Esta tabla, confirma la condicién de jugadores simétricos de
los grupos parlamentarios del PP y de CiU, ya que ambos
jugadores tienen los mismos indices de poder. Esto resulta
realmente sorprendente ya que entre ambos grupos hay una
diferencia de 144 diputados, que representan un 41% del total
de parlamentarios. Este hecho es un capricho de la regla de la
mayoria. Por otro lado, si nos fijamos en el indice de Deegan-
Packel, resulta que EAJ-PNV, con sélo 6 diputados, tiene mds
poder que CiU y por tanto también que el PP. Esto se explica,
si nos fijamos en la tabla de coaliciones minimales ganadoras

expuesta con anterioridad, con el hecho de que EAJ-PNV esta
en un nimero mayor de coaliciones minimales ganadoras que
CiU o PP. Concretamente EAJ-PNV forma parte de 19 y tanto
CiU como PP de 14.

Indices de poder

Partidos politi- Shapley-Shubik Banzhatf- Deegan-Packel
cos Penrose

PSOE 0,5377 0,8535 0,1638
PP 0,1179 0,1465 0,0895
Ciu 0,1179 0,1465 0,0895
EAJ-PNV 0,1040 0,1462 0,1412
ERC 0,0345 0,0684 0,1098
U 0,0214 0,0410 0,0880
BNG 0,0214 0,0410 0,0880
CC-PNC 0,0214 0,0410 0,0880
UPyD 0,0119 0,0215 0,0711
Na-Bai 0,0119 0,0215 0,0711

Para terminar vamos a comparar estos resultados con la situa-
cién del parlamento en la anterior legislatura. Antes de empe-
zar con la comparacién, nétese que en el juego que habia
hasta las dltimas elecciones teniamos un jugador més que
ahora, 11. Este era el reparto de escafios a los que dieron lugar
las elecciones de 2004:

Partido politico Diputados
PSOE El 164
PP ﬁ] 148
CiU ciu 10
ERC g 8
EAJ - PNV SR 7
U A s
CC - PNC 7 3
BNG - 2
Chunta CHA 1
EA o 1
Na - Bai ) 1

Diputados, Marzo 2004 =

mau

mERC

m EAl -PHY

L} 5]

OG-

oG
chats

BEA

= Wi - T




A primera vista, se observa que tanto el PSOE como el PP han
aumentado su nimero de diputados en comparacién con las
anteriores elecciones, el PSOE en cinco y el PP en seis. En
consecuencia los partidos minoritarios han pasado de sumar
38 parlamentarios (un 10,86%) a 27 (7,71%). Esto en principio
podria resultar en que el poder se concentre mas en los dos
partidos mayoritarios que hasta ahora.

En la siguiente tabla, se presentan los resultados de calcular
los indices de poder a los que da lugar el reparto de parla-
mentarios.

Indices de poder
Ezgtidos politi- Shapley-Shubik B;:jizi- Deegan-Packel
PSOE 0,4849 0,8301 0,1636
PP 0,1357 0,1699 0,0681
CiU 0,1052 0,1602 0,1101
ERC 0,0770 0,1289 0,1041
EAJ-PNV 0,0639 0,1074 0,0866
U 0,0460 0,0684 0,0717
CC-PNC 0,0341 0,0566 0,0964
BNG 0,0210 0,0352 0,0798
Chunta 0,0107 0,0176 0,0732
EA 0,0107 0,0176 0,0732
Na-BAi 0,0107 0,0176 0,0732

Si nos fijamos en los indices del PSOE y el PP, vemos que a
pesar de que como ya hemos comentado, ambos partidos han
aumentado su representacion, el PP disminuye sus indices de
poder de Shapley-Shubik y Banzhaf-Penrose mientras que el
PSOE incrementa los tres indices considerablemente. Esto
indica que el PSOE es ahora més decisivo de lo que venia sien-
do y que la influencia del voto del PP es menor de lo que era
hasta el nueve de Marzo.

Por otro lado, la situacién que habia antes de las tltimas elec-
ciones es bastante similar al de ahora en el sentido de que
antes tampoco habia ningun jugador dictador ni con veto ni
tampoco nulo. En cambio la condicién de jugadores simétri-
cos que en la actualidad existe entre el PP y CiU ha sido un
cambio muy relevante ya que hasta ahora el poder que tenia el
PP y el que tenia CiU eran muy diferentes.

En cuanto a los partidos minoritarios, se pueden extraer
muchas conclusiones mas. En general CiU y EAJ-PNV han
aumentado su poder, en el caso de EAJ-PNV considerable-
mente, en ambos casos a pesar de haber reducido el nimero
de votos. El aumento del poder de estos partidos nacionalistas
estd estrechamente relacionado con la disminucién de la
influencia de otros partidos minoritarios como ERC, IU o
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CC-PNC. En el caso de estos tres, la disminucién de sus indi-
ces ha ido acompainada de una considerable pérdida del
numero de escafios. En cambio, si analizamos la influencia
que el BNG puede tener sobre el resultado de una votacion,
concluimos que a pesar de tener el mismo nimero de diputa-
dos en ambas legislaturas, en esta tltima es un jugador mucho
mds decisivo de lo que era antes del nueve de marzo, ya que es
uno de los tres partidos que ha aumentado todos los indices
que estamos considerando. Una situacién similar le sucede a
la coalicién Na-Bai, la cual, a pesar de continuar con los mis-
mos escainos que hasta ahora, ha aumentado su poder de
influencia al ser swing de un mayor porcentaje de coaliciones
de lo que era antes.

Asi pues, como conclusién general, podemos decir para
empezar que hay algo mas de bipartidismo del que habia hasta
ahora, ya que la influencia de los partidos minoritarios, en
conjunto, ha disminuido. Para continuar, también se concluye
que el PSOE ha salido reforzado, ya que aumenta sus indices
de poder, sobre todo respecto al PP. Y por dltimo, entre los
partidos minoritarios se puede decir que ha habido un flujo
de poder hacia CiU y EAJ-PNV ya que ahora es muy probable
que el apoyo de alguno de estos grupos determine el resulta-
do de una votacién en la que PSOE y PP mantienen posturas
enfrentadas.

Conclusiones

Hoy en dia, las matematicas estan presentes en practicamen-
te todas las disciplinas del conocimiento humano. Este traba-
jo trata sobre las matematicas electorales o matematicas en la
vida politica, que abordan diversos aspectos relacionados con
las elecciones y la actividad politica desarrollada por un par-
lamento. En este dmbito, podemos senalar dos situaciones
particulares muy conocidas, en donde se aplican herramien-
tas matemadticas. La primera de ellas trata sobre la relacién
existente entre el nimero de votos que recibe un partido y el
numero de representantes que dicho partido va a tener.
Algunos de los problemas estudiados son el de la distribucién
del numero de escaios por circunscripcion y el del método
elegido para asignar estos escafios. La segunda situacién, en la
que nos hemos centrado en este trabajo, estd relacionada con
la capacidad que tiene un partido para poder ganar las dife-
rentes votaciones que se plantean en el Parlamento. Se pre-
tende obtener una medida que proporcione una forma de
cuantificar la relacion existente entre el nimero de represen-
tantes de un partido y la capacidad que tiene dicho partido
para ser decisivo en una votacion.

En este trabajo hemos empleado la Teoria de Juegos, en parti-
cular, los juegos simples, para abordar algunos de los proble-
mas considerados anteriormente. Una de las principales apli-
caciones de los juegos simples es que sirven como modelo
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matemadtico para representar y analizar diferentes sistemas de
votacidn. El interés de los juegos simples se centra en el estu-
dio del poder que tienen los diferentes agentes en el proceso
de toma de decisiones. Para medir este poder, se emplean los
denominados indices de poder, que proporcionan diferentes
medidas de la capacidad que tiene cada uno de los agentes
para convertir una coalicién ganadora en perdedora. De los
diferentes indices que existen en la literatura hemos presenta-
do las definiciones e interpretaciones de tres de ellos: el indi-
ce de Shapley-Shubik, el indice de Banzhaf-Penrose y el indi-
ce de Deegan-Packel.

En la segunda seccién del trabajo, hemos calculado estos tres
indices de poder para los diferentes partidos con representa-
cién parlamentaria tras las elecciones legislativas celebradas en
Espana el nueve de marzo de 2008. Con este ejemplo se ha
puesto de manifiesto que el poder de los diferentes partidos no
es siempre proporcional al nimero de escaiios. Ademds, hemos
comparado los resultados obtenidos con los correspondientes a
las anteriores elecciones, celebradas en marzo de 2004.

Resulta evidente que la realidad es mds compleja de lo que
hemos supuesto en este trabajo. No hemos considerado ni la
ideologia, ni la capacidad de persuasion de los distintos parti-
dos. Existen diferentes formas de incluir en el modelo mate-
madtico informacién adicional a la proporcionada por el
numero de escafios, para que refleje de forma mds fidedigna
la situacidn real. A su vez, se han definido modificaciones de
los diferentes indices, que tienen en cuenta estos condiciona-
mientos exégenos para medir el poder de los jugadores.
Comentamos brevemente algunos de los modelos existentes
en la literatura.

Los juegos simples con uniones a priori, vienen dados por la
terna (N, v, P), en donde P es una particién del conjunto de
jugadores, que determina la estructura de cooperacidn a prio-
ri entre los jugadores implicados. En un juego, algunos agen-
tes tendran propuestas similares a las planteadas por otros,
por lo que parece légico suponer, que en estos casos la coope-
racion sera mas facil que con aquellos otros agentes con los

que existan diferencias importantes. En el ejemplo concreto
que hemos considerado, la particién de los jugadores podria
venir definida por las diferentes ideologias de los partidos.

Los juegos simples con grafo de afinidades (y/o de incompati-
bilidades) vienen dados por la terna (N, v, g) (o por la cuater-
na (N, v, g1, g2) si consideramos conjuntamente un grafo de
afinidades y un grafo de incompatibilidades). En este caso, el
grafo representa la afinidad (o incompatibilidad) entre los dis-
tintos pares de jugadores. De esta forma, si el grafo es de
comunicacion, determina caminos que unen a aquellos parti-
dos que, en principio, tienen mayor probabilidad de llegar a
acuerdos. Si el grafo es de incompatibilidad, cada arco del
grafo une jugadores para los que la cooperacion es practica-
mente imposible. También podrian considerarse situaciones
mds complejas, representadas por (N, v, P, g) o, incluso, por
(N, v, P, g1, 22).

El estudio de estos modelos ha abierto en el campo de la
Teoria de Juegos una fructifera linea de investigacion, ya que
se hace necesario definir las modificaciones adecuadas de los
diferentes indices de poder asi como estudiar las diferentes
propiedades que verifican cada uno de ellos. Al igual que ocu-
rria para los indices originales, el cédlculo de estas modifica-
ciones origina un elevado nimero de operaciones matemati-
cas, por lo que también se trabaja en diferentes métodos para
facilitar el calculo de estos nuevos indices.

Los indices de poder pueden resultar muy utiles para trabajar
con alumnos de secundaria o bachillerato. Los modelos mas
sencillos de juegos de mayoria ponderada son una buena
forma de ver aplicaciones de las matemdticas a las Ciencias
Sociales. Un ejercicio interesante podria consistir en analizar
el consejo escolar del centro. Para ello en primer lugar necesi-
taremos conocer la composicién de este, es decir, necesitamos
saber la cantidad de representantes que cada grupo (profeso-
res, alumnos, PAS, etc.) posee en el citado 6rgano. Para poder
representar cada uno de los grupos por un jugador en el juego
tendremos que suponer que cada grupo votard por una
enmienda dada en bloque, es decir, supondremos una perfec-
ta disciplina de voto dentro de cada grupo. A continuacion se
podria aprovechar para ver las diferentes reglas basicas de
votacion existentes como son, la regla de la mayoria, la de la
popularidad o el criterio de Condorcet (ganara aquella alter-
nativa que sea preferida por una mayoria cuando se enfrenta
a cada una de las mociones restantes en votaciones dos a dos).
Trabajos interesantes en los que se estudian las diferentes
reglas de eleccion son Nortes (2001) y Espinel (2000b). Como
primera aproximacion del poder se puede calcular el porcen-
taje de votos que cada grupo posee. A continuacion se proce-
derd a calcular los diferentes indices de poder presentados.
Cabe resaltar los diferentes conceptos que se trabajan al cal-
cular los indices de Shapley-Shubik, Banzhaf-Penrose y
Deegan-Packel, seria interesante introducir en este sentido



nociones bésicas de combinatoria como son la cantidad de
subconjuntos de N\{i} con i€ N o el nimero de posibles orde-
naciones de estos subconjuntos. También seria interesante
dedicar cierto tiempo a explicar la idea de las coaliciones
minimales ganadoras, que constituyen la base del indice de
Deegan-Packel. Para finalizar se podrian comparar los indices
de poder con el nimero de representantes y obtener conclu-
siones interesantes. u
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