S C FACULTADE DE MATEMATICAS

UNIVERSIDADE

DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA

Trabajo Fin de Grado

Topologia digital

Helena Nina del Rio Ares

2020/2021

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






GRAO DE MATEMATICAS

Trabajo Fin de Grado

Topologia digital

Helena Nina del Rio Ares

Julio 2021

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






Trabajo propuesto

Area de Conocimiento: Geometria y topologia.

Titulo: Topologia digital.

Breve descripcion del contenido

El objetivo de este TFG es dar una introduccién al campo de la to-
pologia digital. Este tema de investigacion surgié en relacién con el
procesamiento de imégenes. También es importante en muchas de
las aplicaciones de inteligencia artificial que se ocupan de estructuras
espaciales. En este TFG, se estudird un modelo simple pero represen-
tativo del plano euclidiano, llamado plano digital y c6mo introducir
topologia interesantes (aplicables) en el conjunto de pixeles de una

imagen digital.

Recomendaciones

Tener cursadas las materias de Topologia de Espacios Euclidianos,

Topologia General y Topologia de Superficies.
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Resumen

Las imégenes que representan el mundo que conocemos, hablando en términos de to-
pologia, son espacios conexos y continuos. Dada una imagen, ;cémo se podria obtener una
discretizacién de la misma y al mismo tiempo preservar su estructura continua y conexa
para mantener las relaciones topoldgicas de la imagen original?.

En este Trabajo de Fin de Grado veremos que el plano digital de Khalimsky nos proporcio-
na un modelo efectivo para este proceso. Es por esto por lo que se le dedicara una atencién
especial a intentar comprender como son los elementos que conforman este espacio y qué

propiedades tiene.

Abstract

The images that represent the world we know, in terms of topology, are continuous,
connected spaces. Given an image, how could one obtain a discretization of it and at
the same time preserve its continuous and connected structure in order to maintain the
topological relations of the original image? In this Final Degree Project we will see that
the Khalimsky digital plane provides us with an effective model for this process. This is
why special attention will be devoted to trying to understand what the elements that make

up this space are like and what properties it has.
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Introduccion

0.1. Introducciéon

Hoy en dia las imagenes digitales han cobrado una gran relevancia en nuestras vidas,
ya que constituyen una fuente de informacién visual muy poderosa. Estan presentes, desde
en la pantalla de la calculadora, hasta en las ilustraciones de un libro.

En este trabajo estudiaremos los aspectos topologicos de una imagen digital, que seréd
representada como un conjunto de pixeles en el plano (ver Figuras 4.1 y 4.2). Estos aspectos
seran cruciales en el procesamiento de imagenes, disciplina que se ocupa de la creacién, el
almacenamiento, la manipulacion y la presentacion de imagenes digitales. En el libro [I] se
plantean unos posibles problemas que pueden surgir en el procesamiento de iméagenes que

involucran conceptos topologicos :

= Al crear una imagen digital, ; Como se puede garantizar que las relaciones espaciales
entre los elementos reales se representen correctamente en la representacion digital

de los mismos?

= Al almacenar una imagen digital, ; Existen caracteristicas de la estructura de la ima-
gen que permitan un método mas eficiente que el de almacenar informaciéon sobre

cada pixel individual?

= Al transformar digitalmente una imagen, ;Cémo se pueden preservar los aspectos

topologicos de la misma?

Se mostraran resultados topologicos que sugieren un proceso de almacenamiento eficaz
para las imégenes digitales, entre ellos el Teorema de la Curva de Jordan digital, que enun-
ciaremos y demostraremos el Capitulo 3.

Los primeros resultados y avances obtenidos en la materia de topologia digital son del siglo
XX y se los debemos a Azriel Rosenfeld(1931-2004). En su articulo [9] introduce el modelo
inicial de lo que mas adelante llamaremos el plano digital. Es importante recalcar que en

su trabajo, no dota al conjunto discreto de pixeles de una topologia, si no lo que hace es

IX



X INTRODUCCION

definir sobre él conceptos anédlogos a los que definimos en espacios topoldgicos.

Por ejemplo, los conceptos de 4-adyacencia y 8-adyacencia en las imagenes digitales, las
definiciones de 4 (8)-arcos, 4 (8)-curvas fueron ttiles en las imagenes digitales para obtener
muchos resultados importantes. Usaremos el concepto de 4-adyacencia en el Capitulo 4
donde se muestra un proceso de almacenamiento para imagenes digitales usando propieda-
des topologicas. Sin embargo su aplicacion es limitada debido a su naturaleza no topologica.
No se pueden utilizar para espacios digitales de mayor dimensién.

Maés adelante, en 1977, Efim Khalimsky introduce un espacio topologico localmente finito
que es utilizado para el andlisis de las imagenes digitales [5] y sera lo que estudiaremos con
detalle en este trabajo. La topologia de Khalimsky, estéd definida sobre Z y sus abiertos

béasicos son:

{2n+1}neZ} U{{2n —1,2n,2n+ 1}|n € Z}

Si consideramos el producto de n copias de este espacio tenemos el espacio Z" (dotado de
la topologia producto), a este espacio producto se le conoce como n-espacio de Khalimsky.
Estaremos interesados en el caso n = 2 (plano de Khalimksy).

En su trabajo, Khalimsky adapta los conceptos topoldgicos béasicos como la conexidad,
asi como resultados importantes como el del Teorema de la curva de Jordan al espacio de
Khalimsky. En la Seccion 2.1.1. del Capitulo 2 nos ocuparemos de definir con detalle la
topologia de Khalimsky sobre Z, a este espacio se le denominara recta de Khalimsky, mas
adelante, en la Seccion 2.1.2.; consideraremos el Plano Digital de Khalimsky como el es-
pacio resultante de hacer al producto de dos copias de la recta de Khalimsky simplemente
utilizando las definicién de topologia producto.

En el Capitulo 3 enunciaremos y demostraremos el Teorema de la Curva de Jordan clésico
y el Teorema de la curva de Jordan de Khalimsky.

Por otra lado Viadimir Kovalevsky (2006) desarrolla independientemente una teoria simi-
lar desde un punto de vista méas practico. En su articulo [6] muestra un nuevo conjunto
de axiomas de topologia digital. Estos axiomas definen una clase de espacios topoléogicos
localmente finitos. Una propiedad importante de los espacios localmente finitos que satis-
facen los axiomas es que la relacién de vecindad es antisimétrica y transitiva.

Aunque es interesante su mencion, sus resultados no serédn estudiados en este trabajo.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Preliminares

En este apartado se pretende introducir algunos conceptos bésicos y esenciales de la
Topologia General, asi como de otros aspectos del trabajo para facilitar la comprension del

lector.

1.1.1. Espacios Topolégicos

Dado un conjunto X, se puede construir un nuevo conjunto P(X) denominado partes

de X que estéa formado por todos los subconjuntos de X.

Definicién 1.1. Una topologia 7 en un conjunto X es una colecciéon de partes de X que

verifica:
m X eT.
» Der.
» SiU, €7 Vo€ Aentonces | J,cqUa €7,

= Si Uy V pertenecen a 7 entonces U NV también.

A la dupla (X, 7) se le llama espacio topolédgico. A los conjuntos de la topologia se le llaman

conjuntos abiertos.

Ejemplo 1.2. Un ejemplo de topologia que cabe mencionar, ya que se haran miltiples
referencias a ella a lo largo del trabajo, es la topologia discreta, que viene definida por la
coleccion P(X) de todos los subconjuntos de X, es decir, cualquier subconjunto de X es un
abierto. Se suele denotar por 7p. Un conjunto dotado de la topologia discreta se dice que

es un espacio tpoldgico discreto.
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Ejemplo 1.3. Otro ejemplo recurrente es la topologia usual de R, que se denota por 7, y

viene definida por la coleccion:
7w = {0} U{U C R|Use puede escribir como unién de intervalos abiertos de R}

Definicion 1.4. Sea X un espacio topolégico y A un subconjunto de X. Se dice que z € A
es un punto interior de A si U € 7 tal que x € U C A. Al conjunto de todos los puntos
interiores de A se le denomina interior de A. De manera equivalente se define el interior de

A como el mayor abierto de X contenido en A.

Definiciéon 1.5. Dado un espacio topologico (X, 7), se le llaman conjuntos cerrados del

espacio topologico a los complementarios de los abiertos.

Definiciéon 1.6. Sea (X, 7) un espacio topologico y sea A C X un subconjunto de X.
Diremos que x € X es adherente a A si para cada entorno abierto de x, U,, se verifica
U, N A # (). Se define la adherencia de A en X (se denota por A) como el conjunto de
puntos adherentes de A. De manera equivalente se define la adherencia de A como el menor

cerrado de X que contiene a A.

Definiciéon 1.7. Dado un espacio topolédgico (X,7) y S un subconjunto de X , se de-
fine la frontera de S, 95, como la interseccion de la clausura de S con la clausura del

complementario de S.

Definiciéon 1.8. Sea (X, 7) un espacio topologico y A C X un subconjunto de X. Se le
llama tpologia realtiva de A en (X, 7) a la coleccion 74 = {U N A|U € 7}. El espacio
topologico (A,74) se dice subespacio de (X, 7).

Definiciéon 1.9. Sea (X, 7) un espacio topologico. Una familia B C 7 se dice que es una
base para 7 si cada abierto, es decir cada elemento de 7, se puede escribir como una unién

de elementos de B.
Proposicion 1.10. Sea B C 7, las siguientes propiedades son equivalentes:

= B es una base de T.

= Para cada U € T y cada x € U, existe B € B tal que x € BCU.
Fijada una base B, a sus elementos se le llaman abiertos bésicos.

Proposicion 1.11. Sea X un conjunto y B C P(X) una coleccion de subconjuntos de un
conjunto X. La coleccion
7(B) ={U C X|U = | J Ba,Ba € B} U {0}
acA

es una topologia sobre X si y solo si:
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= Ve e X, dB € B tal que x € B.

s Sixz € BN By, donde By, By € B, entonces B3 € B tal que x € B3 C B1 N By
Ademds, en este caso B es base de la topologia 7(B) y diremos que 7(B) es la topologia

generada por la base B.

Definiciéon 1.12. Sea X un conjunto y B C P(X) una coleccion de subconjuntos de X que

verifica:
= Para cada x € X, existe al menos un elemento basico que contiene a x.

» Six € B1NBs siendo By y By elementos bésicos, entonces existe un elemento basicos

Bs de forma que x € Bg C B; N Bs.
Diremos que B es una base de topologia en X.

Ejemplo 1.13. Pongamos el ejemplo de la recta digital de Khalimksy que estudiaremos
con mas detalle en la Seccion 2.1.1. del Capitulo 2.

Para cada n € Z, se define:

B(n) = { {n} si n es impar,

{n—1,n,n+ 1} si n es par

La coleccion B = {B(n)|n € Z} verifica las dos condiciones de la proposicién 1.9. por
lo tanto es una base de la topologia sobre Z. La topologia generada por B sobre Z se
denomina topologia de la recta digital de Khalimsky y a Z dotado de la anterior topologia

se le denomina recta digital de khalimsky.

Demostracion.
La primera condicién se cumple trivialmente ya que para cada n € Z, n € B(n), siendo
B(n) € B.
Ahora para probar que se cumple la segunda condiciéon veamos cuidndo se intersecan
dos abiertos béasicos. Consideremos ni,ns € Z dos puntos impares y ni #* ns. Enton-
ces B(n1) N B(n2) = {n1} Nn{na} = 0.
Sean ahora m € 7Z un punto impar y consideremos el punto n + 1 € Z que serd par.
Entonces se verifica B(n) N B(n + 1) = {n} N {n,n + 1,n + 2} = {n}. Luego, siguien-
do la notacién de la proposicion 1.9. tomando Bz = B(n) y By = B(n) = {n} y
By = B(n+ 1) = {n,n + 1,n + 2}, se verifica n € B3 = B; N By. Esto se verifica si
escogemos cualesquiera dos puntos consecutivos en Z.
Ahora si escogemos dos nimeros pares consecutivos m,m + 2 € Z (por ejemplo el 2 y el

4), tenemos que B(m)NB(m+2) ={m—-1,m,m+1}Nn{m+1,m+2,m+3} = {m+1}.
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Como m es par, m+1 es impar luego, siguiendo la notacion de la proposicién 1.9. tomando
Bs = Bm+1) ={m+1}y By =B(m) ={m—-1mm+ 1}y By = B(m+2) =
{m+1,m+ 2,m + 3}, se verifica m + 1 € By = B} N Ba.

En el resto de los casos la interseccion de dos abiertos bésicos seré siempre el vacio. Por lo

que damos por finalizada la demostracion. ]

Definiciéon 1.14. Dados un espacio topologico (X,7) y un punto z € X, se dice que

AC X esunentornode x si 3U € 7 tal que z € U € A.

Definicién 1.15. Dados un espacio topolégico (X, 7) y un punto z € X, un abierto U € 7

que contiene al punto z, se dice un entorno abierto de x.

Sea X un espacio toplogico y « € X denotaremos, respetando la notacién que se sigue
en [5], por N(z) la interseccion de todos los entornos de x. Los espacios que verifican que
N(z) es siempre un entorno de x fueron introducidos y estudiados por Aleksandrov (1937).

Hacemos notar que = € {y} si y solo si y € N(z).

1.1.2. Continuidad

Definiciéon 1.16. Dados dos espacios topologicos (X, 7x) y (Y, 7y) diremos que una apli-
cacion f: (X,7x) — (Y, 7y) es continua si la imagen inversa de todo elemento de 7y es
un elemento de 7x.

Proposicion 1.17. Sean f: (X,7x) — (Y, 7v) y g: (Y,7v) — (Z,72) dos aplicaciones
continuas. Entonces la composicion go f: (X,7x) — (Z,7z) es continua.

Proposicion 1.18. Sean f: (X,7x) — (Y, 7v) una aplicacion entre dos espacios topold-

gicos. Entonces son equivalentes:

= f es continua.

= La imagen inversa de cualquier cerrado en la topologia de Y es un cerrado en la

topologia de X.

n 51 B C 7y es una base para la topologia v de Y, entonces VB € B se verifica que
fﬁl(B) € TX.
Lema 1.19 (Del pegado). Sea (X, 7x) un espacio topoldgico y sean A y B dos subconjuntos

cerrados (6 abiertos) de X tal que AUB = X. Si f: A — Y continua, g: B — Y continua
y f(z) = g(x) para todo x € ANB. Entonces h: X — Y definida de la siguiente manera:

h(m):{ fx) s?'a:eA,
g(x) six € B
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es continua.

Este lema es muy ttil, lo usaremos en una parte de la demostraciéon del Teorema de la
Curva de Jordan clésico. De manera mas general, podemos definir la funcién combinada

de la siguiente manera:

Definiciéon 1.20. Sean X e Y conjuntos, {A;,7 € I} un recubrimiento de X con indices en
un conjunto I, {f; : A; — Y, i € I} ua familia de aplicaciones tales que

fila;n A = filain A; para todo par de indices 4, j € I, definimos una nueva aplicacién

f: X — Y de la siguiente manera:

f(z) = fi(z) si x € A;. Esta funciéon se denomina aplicacién combinada de la familia {f;}.

Lema 1.21. La funcion combinada de una familia de aplicaciones continuas tales que sus
dominios formen un recubrimiento abierto de un espacio X es una aplicacion continua.
La aplicacion combinada de una familia de aplicaciones continuas tales que sus dominios

forman una cobertura cerrada y finita de un espacio X es una aplicacion continua.

Definiciéon 1.22. Sea X un espacio topolégico y A un subespacio de X, la aplicacién

r: X — A es una retraccion si r o i = id 4. Diremos que A es un retracto de X.

Homeomorfismos

Definiciéon 1.23. Dados dos espacios topologicos (X, 7x) e (Y, 7y ), una aplicaciéon biyec-
tiva f: X — Y se dice que es un homeomorfismo si es continua y su inversa también es
continua.

Dos espacios topoldgicos son homeomorfos si existe un homeomorfismo entre ellos.

Definicién 1.24. Una propiedad topoldgica o invariante topolégico es una propiedad de

un espacio topoloégico que es invariante bajo un homeomorfismo.

Definiciéon 1.25. Un embebimiento es una aplicaciéon f: X — Y tal que la aplicacién

que determina con dominio X y rango f(X), como subespacio de Y, es un homeomorfismo.

A continuacion en el libro [I], se enuncian las siguientes definiciones que seran esenciales

para enunciar y demostrar el Teorema de la curva de Jordan.

Definiciéon 1.26. Sea (X, 7) un espacio topologico. Si f: [—1,1] — X es un embebimien-
to, la imagen de f se dice que es un arco en X, y si f: S' — X es un embebimiento, a

la imagen de f se le llama curva simple cerrada en X (ver Figura 1.1).
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Figura 1.1: A es un arco en X y S es una curva cerrada simple en X

1.1.3. Espacios metrizables y axioma de separacion de Hausdorff

Definicion 1.27. Una métrica en un conjunto M es una aplicacién d con valores reales

d: M x M — R de manera que:

» d(z,y) >0y d(z,y) =0siz=y

v d(z,y) =d(y,x), v,y € M

v d(z,2) <d(z,y)+d(y,2), z,y,2€M
El par (M, d) se denomina espacio métrico.

Definicion 1.28. Se dice que el espacio topologico (X, 7) es un espacio metrizable si su

topologia se puede definir a partir de una métrica.

Teorema 1.29 (Teorema de Extension de Tietze para espacios Metrizables). Sea A sub-
conjunto cerrado de un espacio metrizable X. Toda aplicacion continua f: A — [—1,1]

puede ser extendida a X.

Definiciéon 1.30. Un espacio topologico (X, 7) se dice que es Hausdorff si, para cada par

de puntos x,y € X existen dos conjuntos abiertos disjuntos U y V. conx e Uey e V.

Ejemplo 1.31. La recta digital no es una espacio Hausdorff.
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Demostracion.
Consideremos por ejemplo los puntos 3,2 € Z. El menor abierto (basico) que contiene a
2 es es B(2) = {1,2,3}, es decir, cualquier abierto que contenga al 2 contiene a B(2) y
como 3 € B(2), contiene al 3, por lo que no se cumple la definicién ya que no existen dos

abiertos disjuntos que contengan al 2 y al 3 respectivamente. O

1.1.4. Topologia producto y topologia cociente

En este apartado se muestra como se pueden construir espacios topologicos a partir de

los ya conocidos. Veremos de manera muy breve el espacio producto y el espacio cociente.

Definiciéon 1.32. Dados dos espacios topologios (X, 7x) e (Y, 7y), se define la topologia

producto Tx X Ty sobre el conjunto producto X x Y como aquella generada por la base:

B={UxVCXxY|Uerx,Very}CPXxY)
Ademas el conjunto X x Y dotado de dicha topologia se diré el espacio producto de los
espacios (X, 7x) e (Y, 1y).

Lema 1.33. Sean (X,7x) e (Y, 7y) dos espacios topoldgicos. Supongamos que Bx y By

bases de las topologias Tx y Ty respectivamente. Entonces la coleccion:
fBZ{BlXBQQXXY’BlEBXng,BQGBYgTy}
es una basee para la topologia producto Tx X Ty definida sobre X x Y.

Ejemplo 1.34. Definiremos el plano digital como el conjunto Z x Z dotado de la topologia
producto Tdigital X Tdigital -
Pasaremos ahora a definir la topologia cociente, para ello se deben conocer conceptos

bésicos de teoria de conjuntos.

Definicién 1.35. Sea X un conjunto y R una relaciéon de equivalencia definida sobre X.
Llamaremos conjunto cociente, que denotaremos por X/ R, al conjunto cuyos elementos son
las clases de equivalencia (diferentes) de X. Llamaremos aplicacion cociente a la aplicacion

sobreyectiva p: X — X/R que lleva cada elemento z € X en su clalse [z] € X/R.

Definiciéon 1.36. Dados un espacio topolégico (X, 7), R una relacion de equivalencia
definida sobre X y p: X — X/R la aplicacion cociente. Se le llama espacio cociente de X

por R al espacio topologico (X/R,7,) donde 7, se define:
7 ={V C X/R]p~'(V) € 7x}

Es la topologia cociente.
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1.1.5. Compacidad y conexidad

Definicion 1.37. Un espacio topoldgico es compacto si toda cobertura de X admite una

subcobertura finita.

Proposicion 1.38. La imagen de un compacto por una aplicacion continua es un conjunto

compacto.

Teorema 1.39 (Generalizacion del Teorema de Weierstrass). Sea (X,7) un espacio to-
poldgico y k C X un conjunto compacto. St f: K — R es continua, entonces existen

x1,x9 € K tales que f(x1) < f(z) < f(x2), para cualquier x € K.

Definicién 1.40. Sea X un espacio topolégico. Una separacion de X es un par U,V de
abiertos no triviales (distintos del total o del vacio) de X tal que UNV =0y UUV = X.

El espacio X se dice que es conexo si no existe una separaciéon de X.
A continuacion recogemos de [5] las siguientes definiciones relevantes:

Definicién 1.41. Dos puntos z e y de un espacio topolégico (X, 7) se dicen adyacentes si
x # y, el conjunto {x,y} es conexo. Hacemos notar que el conjunto {x,y} es conexo si y
solosix € N(y) 6 y € N(x).

Dos puntos x, z son 2-adyacentes si x # z;  y z no son adyacentes y existe un tercer punto

y € Y tal que x e y son adyacentes, e y y z también lo son.

A continuacion definimos la siguiente relacién de equivalencia:
Sea X un espacio topologico:

x ~ y si existe un subconjunto conexo de X conteniendo a = y a y.
Ver que es una relaciéon de equivalencia es inmediato. Claramente se verifica x ~ x ya que
{z} es conexo, es simétrica y si x e y pertenecen a un conjunto conexo A e y y z estan en

otro conjunto conexo B, el conjunto A U B es conexo y contiene a x y a z.

Definicién 1.42. La clases de equivalencia por la relaciéon anterior se llaman componentes

conexas de X. La componente conexa que contiene al punto z € X se denota C(x).

Teorema 1.43. La componente conexa C(x) de un punto x € X es el mayor subcon-
gunto conexo de X que contiene a x. Un espacio topoldgico es la union (disjunta) de sus

componentes.

Corolario 1.44. Las componentes conexas de un espacio topoldgico X son comjuntos ce-

rrados en X.
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Definicion 1.45. Un espacio topologico se dice que es totalmente disconexo si los tinicos
subconjuntos conexos estan formados por conjuntos unitarios. Equivalentemente, todas las

componentes conexas son conjuntos unitarios.

Definiciéon 1.46. Un camino en un espacio topoldgico arbitrario X es una aplicacién

continua «: [0,1] — X. Diremos que, a es un camino entre dos puntos de z,y € X si,

a(0)=zya(l)=y.

Definicion 1.47. Un espacio topologico es conexo por caminos si, para cada par de puntos,

existe un camino entre ellos y contenido en dicho conjunto.

Proposicion 1.48. La imagen por una aplicacion continua de un espacio conero por
caminos es conexo por caminos. En particular, un espacio cociente de un espacio topoldgico

COMETO POT CAMINOS €S CONETO POT CAMINOS.
Proposicion 1.49. Todo espacio conexo es conexo por caminos.
Corolario 1.50. La conexidad por caminos es una propiedad topoldgica.

Definicion 1.51. Dos caminos f y f’, que aplican en el intervalo I en X, se dice que son
homotopicos por caminos si tienen el mismo punto inicial de xg y el mismo punto final z1,
y si existe una aplicacién continua F': I x I — X tal que::
F(s,0) = £(s) , F(s,1) = '(s), F(0,1) = a0 y F(1,t) = a1,
Para cada s € I y para cada t € I. La aplicacion F recibe el nombre de homotopia de

caminos entre f y f’.

Definiciéon 1.52. Si f es un camino en X de zg a 1, y g es un camino en X de x1 a &9

definimos el producto de f % g de f y g como el camino h, dado por:

b { f(2s) para s € [0,1/2]
g(2s — 1) para s € [1/2,1]

Definicion 1.53. Sea X un espacio topologico vy g un punto de X. Un camino en X
comienza y acaba en xg se llama lazo basado en zq. El conjunto de las clases de homotopia
de caminos asociadas a los laos basados en x(, con la operaciéon producto de caminos * se

denomina grupo fundamental de X relativo al punto base xg. Se denota por m (X, zg).

Las demostraciones de los enunciados expuestos en esta secciéon se pueden encontrar en
los libros [7] 6 [8].
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Capitulo 2

Plano digital de Khalimsky

2.1. Plano digital de Khalimsky

2.1.1. La recta digital de Khalimsky

Introduciremos en primer lugar la recta digital de Khalimsky como el conjunto Z do-
tado de la topologia de Khalimsky, ya que més adelante definiremos el plano digital de
Khalimsky como el espacio producto de dos rectas de Khalimsky.

La topologia de la recta digital de Khalimsky es aquella generada por la siguiente base
topologica sobre Z: B = {B(n)|n€Z}, donde

B(n) {n} si n es impar,
n)=
{n—1,n,n+ 1} si n es par

Vimos en el Ejemplo 1.13. que efectivamente B verifica las condiciones de la proposicion
1.10. por lo que es una base de la topologia sobre Z (ver Figura 2.1).
Estudiemos ahora la recta digital de Khalimksy como una discretizaciéon de la recta real
R. Esta idea es fundamental en el procesamiento de imagenes digitales.
La recta de Khalimsky es un espacio cociente de la recta real (R, 7,), hay varias formas de
probarlo. En [5], Khalimsly define la siguiente aplicacion f: R — 7Z para expresar esta
idea. Queremos definir f(z) de forma que sea el entero méas cercano a x. El problema surge
cuando x = n + % Comencemos explicando como surge la topologia de Khalimsky.
Consideremos la aplicacién cociente p: R — Z que identifica a cada x € R con el entero
maés cercano. El problema surge cuando x es de la forma x = n+ 1/2,n € Z. En este caso
se tienen dos opciones, podemos definir f(n+1/2) =n 6 f(n+1/2) = n+ 1. La topologia

de Khalimsky surge de la eleccion de identificar los puntos de la forma n+1/2 con el entero

11
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Figura 2.1: Abierto béasicos de la recta digital de Khalimsky

par mas cercano. De esta forma, el intervalo cerrado [—1/2,1/2] se identifica con el punto
0, luego {0} sera un conjunto cerrado en la topologia de Khalimsky.

De otra manera, en el libro [I] se define la aplicacion cociente p que viene dada por :

p: R — Z
N p(x):{ x stx €L
n size€(n—1,n+1)ynéecZimpar

Recordamos que en Z estamos considerando la topologia cociente, es decir, considera-~
mos 7, = {U C Z|p~*(U) es un abierto en R}.
Por lo tanto, si n es un entero impar, p~!({n}) = (n —1,n+1) que es un abierto en R con
la topologia usual, luego si n es impar, {n} es un abierto en Z.
Por otro lado, si n es un entero par, tenemos que {n} no es un abierto ya que p~1({n}) no

es un abierto en R. En el conjunto cociente el menor abierto que contiene un nimero par

entero n es el conjunto {n — 1,n,n + 1}.

Definicién 2.1. Un circulo digital de Khalimsky es un espacio cociente Z,, = Z/mZ de

la recta de Khalimsky para m > 4 (ver Figura 2.2.).

Definicién 2.2. Un intervalo digital de Khalimsky es un intervalo [a,b] N'Z dotado de la
topologia de Khalimsky.
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Figura 2.2: circulo digital de Khalimsky

La recta digital de Khalimsky modela una imagen digital unidimensional. Supongamos
que tenemos una linea infinita de pixeles. Cada pixel tendra asociado un nimero entero
impar y ademas, como acabamos de ver, a cada nimero entero impar le corresponde un
abierto basico de la forma B(n) = {n}. Por lo tanto, cada pixel sera un abierto en la recta
digital de Khalimsky. Por otro lado tenemos una estrucutra que refleja la adyacencia entre
pixeles consecutivos. Cada ntumero entero n par toma el papel de la frontera de los pixeles
n—1lyn+1.

En resumen, podemos interpretar la recta digital de Khalimsky como una colecciéon de
pixeles, que seran conjuntos abiertos que se corresponden con los niimeros impares, y los
puntos cerrados, que son los ntimeros pares.

Para facilitar la comprension de lo que se acaba de explicar anadiremos un dibujo (ver
Figura 2.3.). En esta figura tenemos una biyeccion entre los pixeles, que aparecen repre-
sentados en la parte inferior mediante cuadrados, y los puntos abiertos de la recta digital
de Khalimsky. En la parte superior esté dibujada un trozo de la recta digital de Khalimsky

con sus abiertos basicos.
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Figura 2.3: La recta digital de Khalimsky modela la linea de pixeles

2.1.2. Construcciéon del plano digital de Khalimsky

Definicién 2.3. El plano de Khalimsky digital se define como el espacio producto de dos
rectas digitales de Khalimsky.

Veamos como son sus abiertos bésicos. Consideremos p = (n,m) € Z x Z.

= Sin par y m es par entonces tendremos un abierto basico:
{n—1nn+1}x{m—-1mm+1}={(n—1,m—1),(n—1,m),
(n—1,m+1),(n,m),(n,m—1),(n,m+1),(n+1,m),(n+1,m),(n+1,m+1)}

» Sinimpary m par: {n} x {m —1,m,m+1} ={(n,m —1),(n,m),(n,m+1)}

» Sinimpar y m impar: {n} x {m} = {(n,m)}

» Sinparymimpar: {(n—1,n,n+1} x {m} ={(n—1,m),(n,m),(n+1,m)}

Luego los abiertos basicos de la topologia son:
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{(n—=1,m—-1),(n—1,m),(n—1,m+1),(n,m),(n,m—1),(n,m+ 1),
(n+1,m),(n+1,m),(n+1,m+ 1)} si n par y m par,

B(n,m) {(n,m —1),(n,m),(n,m+ 1)} si n impar y m par,
{(n,m)} si n impar y m impar,

{(n—1,m),(n,m),(n+1,m)} si n par y m impar.

72 dotado de la topologia generada por la base B = {B(n,m) : (n,m) € Z?} , es a lo
que se le denomina plano digital de Khalimsky.
Observamos que, si n y m son impares, el conjunto unitario {(n,m)} es un abierto, y a los
puntos (n,m) se denominan puntos abiertos.
A los conjuntos unitarios {(n,m)} con n y m par se denominan puntos cerrados y el menor
abierto que los contiene es el conjunto formado por sus 8 puntos adyacentes, es decir:
Dado un punto cerrado p = (n,m) € Z x Z:
B(p) ={(n—1,m—-1),(n—1,m),(n—1,m+1), (n,m),(n,m—1),(n,m+1),(n+1,m—1),
(n+1,m),(n+1,m+1)}.
Podemos expresarlo de la siguiente manera: (k,[) € Z x Z tal que: mazx(|n—k|, |m—1|) < 1.
Los puntos cuyas coordenadas son las dos impares, o las dos pares, los llamares puntos
puros.
Sin par y m impar o viceversa diremos que (n,m) es un punto mixto y el menor abierto
que los contiene es el conjunto formado por sus dos puntos adyacentes, verticalmente en el
caso de que n sea impar o horizontalmente, en el caso de que m sea impar.
Para facilitar la comprension y visualizacion de estos conceptos denotaremos los puntos
mixtos con un rombo, los puntos cerrados con un circulo negro y los puntos abiertos con
un circulo blanco (ver Figura 2.4).
Los puntos abiertos serén los pixeles de la imagen digital, mientras que los puntos mixtos y
los puntos cerrados constituyen una estrucutra invisible que nos proporciona la conexidad.
Desarrollaremos con mas detalle esta idea en el Capitulo 4.
De la misma manera que en la recta digital, podemos obtener el plano digital como un

espacio cociente, es decir lo podemos ver como una discretizacion del plano R? mediante
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Figura 2.4: Abierto basicos del plano digital de Khalimsky

la aplicacién:

q: RZ — 72
(z,y) si(w,y) €27
(nyy) siye(n—1,n+1)ynéecZimpar
z — qz,y) = . .
(x,m) siz € (m—1,m+ 1)y m € Zimpar
(n,m (

n,m) siz€(n—1,n+1), ye€(m—1,m+1)n,m impar

Otro método interesante de describir la topologia de Khalimsky (que se denotara 7)
en Z? es la que se plantea en [5] de la siguiente manera sobre una vecindad del punto (0,0)
y haciendo las traslaciones apropiadas en Z2.
Consideremos el siguiente conjunto formado por el punto (0,0) y sus 8-vencindades:
Uso = {x € Z2;||z|| < 1} = {(0,0), £(1,0), £(1,1), +(0,1), £(~1,1)}.
La topologia de Khalimsky estara formada por Uy, y las traslaciones Uy, + ¢ con ¢y, co €
27.. Ademas de que todas las intersecciones de dichas traslaciones, asi{ como las uniones
seran también elementos de la topologia en cuestion. Como consecuencia, estudiando los
entornos del (0,0), {(1,—1),(1,0),(1,1)}, la interseccion de Us, y Uso + (2,0), vy {(1,1)},
la interseccion de Us, y Uso + (2, 2), son conjuntos abiertos, y (0,0) es un conjunto cerrado.

Los conjuntos {(1,0)} y {(0,1)} no seran ni abiertos ni cerrados, son puntos mixtos.

Definicién 2.4. Un arco digital de Khalimsky es la imagen mediante un homeomorfismo

de un intervalo de Khalimsky.
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2.1.3. Conexidad por caminos del plano digital de Khalimsky

Veremos que, efectivamente el plano digital de Khalimksy es conexo por caminos y
c6mo se definen los mismos.
Como R? es conexo por caminos y q continua y sobreyectiva tenemos que, el espacio co-
ciente Z? es conexo por caminos, por lo tanto, para cada par de puntos en el plano digital
podemos definir un camino ay, 4, : [0,1] — Z? que describa una ruta entre dichos puntos
moviéndose de forma vertical y horizontal. Dicho camino seré en realidad un conjunto de
puntos adyacentes en VAR
Lo méas comodo para probar esto es trabajar con el plano digital como un espacio cociente.
Comencemos probando la conexidad por caminos en la recta digital para poder después
extrapolar las conclusiones al plano digital.
Es claro que, dados dos puntos z1,z2 € R, z1 # z2 la aplicacion oy, 4,: [0,1] — R tal
que
gy 20 (t) = (L —t)xy +tzg Vt € [0,1] es continua y oy 4,(0) = 21 ¥ @y 20 (1) = 2.
De esta forma, pasando al cociente p(ay, 4,(t)) = {n1,n1 +1,...,n2 — 1,n2} ,n1,n2 € Z
donde p(x1) = ny, p(x2) = ne, es un camino en Z de n; a ny y esté formado por todos los
enteros comprendidos entre ellos. La continuidad se deduce directamente ya que es com-

posiciéon de aplicaciones continuas.

Khalimsky, Kopperman y Meyer en [5] definen un camino en cualquier espacio dotado

de la topologia de Khalimsky de la siguiente manera:

Definicién 2.5. Sea X un espacio topoldgico. Un camino de Khalimsky en X es la imagen

mediante una aplicacién continua de un intervalo de Khalimsky .

Observamos que esta definiciéon coincide con la que acabamos de obterner mediante
composiciéon de aplicaciones estudiando la recta digital de Khalimsky como un espacio
cociente:

{nl,nl +1,...,n0 — 1,712} = [nl,ng] NZ

Veamos como podriamos definir ahora un camino en el plano digital usando las defini-
ciones anteriores y adaptandolas adecuadamente. Nos desplazaremos de manera horizontal
y vertical por los puntos del plano digital de la siguiente manera:

Consideremos dos puntos (ni,m), (ng, m) € Z con ny # ny 'y la composicion de aplicaciones
qof:[0,1] — (RxR) — (ZxZ) quellevat € [0,1] en f(t) = (g, 2,(t),m) € RXRy pa-
sa al cociente de la siguiente manera ¢(f(t)) = {(n1,m), (n1+1,m), ..., (na—1,m), (na, m)}
que es un camino entre (n1,m) y (ng,m) que contiene a el conjunto de todos los puntos

contenidos entre ellos (en la recta horizontal). La continuidad es inmediata ya que f v q
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son continuas.

De manera anéloga podriamos definir un camino que una dos puntos desplazandonos ver-
ticalmente fijando la primera coordenada:

Sean (n,m1), (n,ma) € Z con my # ma y la composicion de aplicaciones

qof:[0,1] — (RxR) — (ZxZ) quellevat € [0,1] en f(t) = (n, sy 2,(t)) € RxR y pasa
al cociente de la siguiente manera q(f(t)) = {(n,m1), (n,m1 + 1), ..., (n,ma — 1), (n,m2)}.
La continuidad es inmediata de nuevo ya que f y ¢ son continuas.

Ademas de la misma manera que en la recta digital de Khalimsky, podemos escribir:
[n1,m2] NZ x {m} = {(n1,m), (n1 +1,m), ..., (ne — 1,m), (na,m)}

{n} x m1,ma]NZ = {(n,m1), (n,mi +1),...,(n,ma2 — 1), (n,ma) }.



Capitulo 3

Teorema de la curva de Jordan

3.1. Teorema de la curva de Jordan

El objetivo de este apartado es introducir el Teorema de la Curva de Jordan clasico y

extenderlo al plano digital.

3.1.1. Teorema de la Curva de Jordan

En 1887, Camille Jordan publica en su libro Cours d’analyse|3] la primera demostra-
cion de uno de los problemas méas importantes de la geometria, el Teorema de la curva
de Jordan: Toda curva cerrada separa al plano en dos componentes conexas (una de ellas
acotada mientras que la otra no), y cada una de ellas tiene a dicha curva como frontera.
Sin embargo la prueba de Jordan resulté no ser correcta. Fue en 1905, cuando Oswald Ve-
blen (1880 - 1960), matematico estadounidense, logra realizar con éxito la demostracion.
Seguiremos la demostracion que aparece en el libro Introduction to Topology Pure and Ap-
plied [I]. Pero antes enunciaremos algunos resultados previos.

Hacemos notar que en este trabajo prescindiremos de herramientas de Topologia Algebrai-
ca, como los grupos de homologia simplicial o singular, ya que trabajaremos tan sbélo con

dos dimensiones. Para dimensiones superiores es indispensable el uso de las mismas.

Teorema 3.1 (Teorema de la No-Retraccion Para Dos Dimensiones). No eziste una re-

traccion del disco D en la circunferencia S*.

Demostracion.
Podemos hacer la demostracion facilmente usando el grupo fundamental.
Supongamos que 7: D — S! retraccion del disco en S!, por definicién,
roi: 81 — D — S! es la identidad en S! luego se tendria que verificar:

(roi)y = 1w 0iw: (S, p) — 7(D,p) — (S, p) es la identidad sobre 7(S!,p) = Z pero

19
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(D, p) = {0} solo tiene un elemento. Luego no puede existir ninguna retraccion del disco

en en St. O

Teorema 3.2 (Teorema del Punto Fijo de Brouwer para dos dimensiones). Toda funcion

continua f: D — D del disco en si mismo tiene un punto fijo.

El teorema del punto fijo es consecuencia del teorema de no retraccion.

En el libro [1] realizan la demostracion probando directamente la siguiente equivalencia:

Teorema 3.3. El disco D como subespacio de R?, tiene la propiedad del punto fijo si y

sélo si no existe una retraccion de D en S*.

Demostracion.
Supongamos que existe una retraccion r: D — S'. Consideramos la aplicacién ¢: S —
D, tal que ¢(x) = —x siendo x un vector en el plano. La composiciéon gor: D — D
es continua (composiciéon de continuas) y no tiene ningtn punto fijo. Luego si existe una
retraccion del disco D en la circunferencia S, D no tiene la propiedad del punto fijo.
Por otro lado, supongamos que, la aplicacién continua f: D — D no tiene punto fijo y
veamos que entonces, existe una retraccion r: D — S

Consideremos el vector en R con origen en f(z), pasa por z e interseca a S en r(z).

Figura 3.1: vector con origen en f(z), pasa por z e interseca a S! en r(x)

Notese que esta bien definido ya que, por hipétesis, f no tiene puntos fijos.
Claramente r es es la aplicacion r: D — S' y r(x) = z para todo = € S'. Si probamos

que 1 es continua ya tendriamos que r es una retraccion.
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Supongamos que U es un abierto en S' y 2 € »~1(U). Para demostrar que r~1(U) es
un abierto en D, veremos que existe un entorno abierto V de x tal que (V') C U. Es facil
ver que se pueden encontrar O1 y O2 dos bolas abiertas centradas en f(x) y x respectiva-
mente, tal que, todo vector con origen en O; y pasando por Oy interseca S' en U. Como
f es continua, podemos encontrar un conjunto abierto V, que contenga a x y contenido en
Oq, tal que f(V') C Oy . Para todo v € V, el vector de origen f(v) pasando por v interseca
S1 en U. Por lo tanto r(v) € U, luego r es continua.

Luego, de suponer que D no tiene la propiedad del punto fijo, hemos probamos que en-

Figura 3.2: Existe un conjunto abierto V tal que x € V'y f(V) C U

tonces existe una retraccion de D en S?. O

Teorema 3.4. Sea D el disco en R? y A C D un arco en D. Entonces A es un retracto de
D.

Demostracion.
Por la definicién de arco existe un embebimiento f: [0,1] — D en A. El intervalo [0, 1]
es compacto, luego A también lo serd, lo que implica que A es un cerrado en D que
es un espacio Hausdorff. El Teorema de extension de Tietze nos garantiza que la fun-
cion f=': A — [~1,1] tiene una extensiéon continua g: D — [—~1,1] . La funcién
fog: D — A es una retracciéon de D en A. Claramente es continua por ser composi-

cion de aplicaciones continuas y ademas i o (f o g) = id 4. g

En el resultado siguiente, para simplificar la escritura denotaremos al rectangulo
R=[-1,1] x [-1,1].
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Notese que definiremos los camino con dominio [—1,1] en vez de [0,1]. Esto no supone

ningin problema ya que ambos intervalos son homeomorfos.

Teorema 3.5. Sean u,v: [—1,1] — [—1,1] x [—1,1] caminos en R tal que
u(—1) = (=1,0),u(1) = (1,0),v(0) = (0,—1) y v(1) = (0,1). Ewisten s,t € [—1,1] tal que
v(s) = v(t).

Figura 3.3: u y v se cruzan en R

Demostracion.

Supongamos que u(s) # v(t) Vt, s € [—1, 1]. Expresando u y v en términos de sus coor-
denadas: u(s) = (ui(s),ua(s)) y v(t) = (vi(t),v2(t)). Para cada s,t € [—1, 1] definimos:
M(s,t) = maz{|ui(s) — vi(t)], [ua(s) — va(t)[}

Hacemos notar que M (s,t) > 0 para todo s, ¢ € [—1,1]. A continuacién definimos F': R —»

R de manera que:

B v1(t) —ui(s) ua(s) — va(t)
roo= (MG e )

La funcion F es continua y el rectangulo R es homeomorfo al disco en el plano, luego por
el teorema del punto dijo de Brouwer, F tiene un punto fijo (s*,t*) € R. Obsérvese que,

para cada s,t € [—1, 1] se tiene que verificar:
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v1(t) —ui(s) uz(s) —wva(t)|
M (s,t) M(s,t)

Por lo tanto, la imagen de F es un subconjunto de la frontera de R que denotaremos

B = 0R. Esto implica que (s*,t*) € B,luego s* = —1,s* = 1,t* = —1 o t* = 1. Cada una

=1 o bien

de estas igualdades lleva a una contradicciéon. Supongamos que s* = —1, entonces
vi(t) —w(s?) _
M(s*,t*)

pero (u1(s*),u2(t*)) = u(s*) = u(—1) = (—1,0), luego u1(s*) = —1 de donde se sigue que

*\ *
vy (t*) — up(s™) >0
M(s*,t*) —
Que claramente contradice a la anterior igualdad, luego, tal y como se queria demostrar,

existen s,t € [—1,1] de manera que u(s) = v(t). O

Teorema 3.6. Sea U un conjunto abierto del plano. U es conexo si y sélo si es conexo por

caminos.

Teorema 3.7. Sea U un conjunto abierto del plano. Las componentes conexas de U son

conguntos abiertos del plano.

Demostracion.
Sea U un conjunto abierto, U se puede escribir como la unién disjunta de sus componentes
conexas que sera por lo tanto, un abierto en el plano, de donde deducimos directamente

que las componentes conexas de U son abiertos del plano.

Teorema 3.8. Sea D el disco en el plano. Si f: D — D es continua y f(x) = x Vo € St,

f es sobreyectiva.

Demostracion.
Si f no es sobreyectiva, entonces existirfa una retraccion de D en S*, lo cual es una con-
tradiccién ya que, como f tiene la propiedad del punto fijo, en virtud del Teorema 3.3. no

puede existir una retracciéon del disco en St . ]

Llegados a este punto, estamos en condiciones de demostrar el Teorema de la Curva de

Jordan:

Teorema 3.9 (Teorema de la curva de Jordan). Toda curva simple cerrada S en R?, separa
al plano en dos componentes conexas, una de las cuales estd acotada mientras que la otra

no. Cada una de ellas tiene a S como frontera.
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Definicion 3.10. Dada una curva simple cerrada S en el plano, a la componente acotada
de R? — S se le llamara el interior de S y a la componente no acotada se le llamara exterior

de la curva S.

Demostracion.
La demostracion que seguiremos en el libro [I] esta dividida en tres partes.
En primer lugar se probara que el conjunto R? — S no es conexo. Es decir que existe una
separacion no trivial de R? — S.
Consideremos la aplicaciéon d: S x S — R que define una distancia entre dos puntos
de la curva S en la métrica euclidia del plano. El dominio de d es compacto y d es bien
sabido que es una aplicacién continua por lo que se verifica que existen s1, 82 € S tal que
d(s1,s2) > d(z,y) para todo =,y € S.
Sea J el segmento que une los puntos s1 y s2 y Py, P> las lineas perpendiculares a J que
contienen a s1 y a sg respectivamente. Es facil ver que s; y s2 son los tnicos puntos de S
en P U P, y ademas, todos los demas puntos de S se encuentran comprendidos entre Pj
v Ps.
Ahora, como S es compacto, estéd acotado y existen dos rectas Ji y Jo paralelas, equidis-
tantes a J tal que S — {s1, s2} esta contenido en el interior del rectangulo R’ limitado por
P, P J1y Jo.

Podemos obtener un homeomorfismo h del plano en si mismo, que lleva a R’ en
R=[-1,1] x [-1,1] y h(s1) = (—1,0), h(s2) = (1,0).
Con esto tenemos que S se encuentra comprendida en el rectangulo R y ademas lo interseca

tnicamente en los puntos s; = (—1,0) y s2 = (1,0).

S forma dos arcos en R, uno comprendido entre s; y sa y el otro entre so y s1. Los de-
notaremos S’ y S” respectivamente. Consideremos el segmento de recta que une los puntos
a=(0,—1) y b=(0,1) que denotaremos por L. Por el Teorema 3.5. podemos afirmar que
L interseca a S’ y a S”. Si nos movemos de a a b a través de L podemos asumir sin pérdida
de generalidad que L intersecara primero a S’ y luego a S”.

Sea @' el primer punto de corte entre L y S’ (moviéndose de nuevo a través de L de a a b
), y b’ el altimo punto de corte. L interseca a S” entre b’ y b. Supongamos que no es asf,
entonces podriamos tomar un camino, aLa’S’b’'Lb que va de los puntos a y a’ a través de
L, luego de a’ a V' a través de S’ y, finalmente, de v’ a b a lo largo de L. Este camino iria de
a a b en R sin intersecar a S” y esto es imposible por el Teorema 3.5. luego necesariamente

L interseca a S” entre b’ y b .
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P1

J2

s1

s2
J1

P2

Figura 3.4: La curva cerrada simple S contenida en el rectangulo limitado por P, P, L

y Lo

Ahora, si nos movemos de b’ a b a través de L, denotaremos por a” el primer punto de
corte de S” y b” el tltimo. Consideremos el punto que se encuentra a medio camino entre
by a” en L, que lo denotaremos con la letra c. Hacemos notar que, por contruccion ¢ no
estd en S’ ni en S”, luego c esté en el complementario de S.

Sea U la componente de R? — S que contiene a c. Veamos que U esté acotado:
Supongamos que no lo esté. Por los teoremas... U es conexo por caminos luego podemos
escoger un camino P del punto ¢ a cualquier punto en el exterior del rectangulo R. Deno-
taremospor p’ al primer punto de P que interseca con R. El punto p’ estara en la parte
superior o inferior del rectdngulo R.

Supongamos que esté en la parte inferior y sea () el camino en la frontera de R de a a p/.
El camino aQp’PcLb va de la parte inferior de R a la superior sin intersecar a S, lo cual,
como vimos anteriormente es una contradiccién con el Teorema 3.5.

De la misma manera, supongamos que p’ est4 en la parte superior de R. Sea @’ el camino
en la forntera de R que une p’ y b. El camino aLa’S’b’' LcPp'Q'b ve de la parte inferior de

R a la superior sin intersecar a S”, que es también una contradiccién con el Teorema 3.5.
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Figura 3.5: Homeomorfismo h entre R’ y R

Llegamos a la conclusiéon por lo tanto de que U esta acotado.
Como S es un subconjunto acotado del plano, R? — S tiene una componente no acotada.
Entonces R? — S tiene, por lo menos dos componentes, una acotada y la otra no, esto

implica que R? — S no es conexo.

En el siguiente apartado de la demostracion se prueba que S es la frontera de cada una
de las componentes de R? — S.
Para empezar, recalcamos que el Teorema 3.7. implica que, cada componente de R? — S
es un abierto. Sea V una de sus componentes, como todas las demés componentes son
conjuntos abiertos, implica que V' U S es un cerrado, luego Cl(V') C V U S. Por otro lado,
por ser V abierto se verifica Int(V) = V, entonces Cl(V) — Int(V) C S implicando que
0V C S. Por lo tanto la frontera de cada componente de R?> — S es un subconjunto de S,
pero necesitamos mas. Necesitamos probar que la frontera de cada componente es precisa-
mente S.
Supongamos que V es una componente de R? — S tal que OV # S. Entonces 0V es un

conjunto cerrado de S de manera que existe un arco A en S conteniendo a dV. V puede
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Figura 3.6: Recorriendo L de a a b, los puntos a’ y b’ son la primera y la tltima intersecciéon

respectivamente con S’

estar o no acotada. Consideraremos ambos casos.

Supongamos que V estd acotada y B una bola cerrada en el plano de manera que VU S C
B. El teorema 3.4. nos asegura la existencia de una retracciéon r: B — A. Definimos
f:B— B:

= r(x) siz e ClV)
| zsizeB-V

Cl(V) y B —V son cerrados de B. Ademas CI(V)N (B —-V) C Ay r(x) = z para
todo x € A. El Lema del pegado nos asegura la continuidad de f. Si restringimos f a el
borde de B, fisp = id y por el Teorema 3.8. f es sobreyectiva. Finalmente por construcciéon
de f se sigue que VN Imf = 0 que es una contradiccion.

Supongamos a continuacion que V no esté acotado. Sea B una bola cerrada en plano que
contiene a la curva cerrada S y todas la componentes acotadas de R? — S. En el primer
apartado de la demostracion se probo que R? — S tiene al menos una componente acotada
que denotamos por U. Ahora, en virtud del Teorema 3.4. existe una retraccion r: B — A.

Esto nos permite definir la funcién g como sigue:
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) asizeC(V)NB
g r(x)size B-V

La funcién g es continua y gjpp = id. El Teorema 3.8. implica que g es sobreyectiva,
pero por como esta definida g ningin punto de U esta en la imagen de g. Luego llegamos
de nuevo a una contradiccién.

De esto se puede deducir que S es la frontera de cada componente de R? — S.

Llegados a este punto, solo resta probar que R? — S tiene dos componentes.
Consideramos U, la componente acotada de R? — S cuya existencia aseguramos en el pri-
mer apartado de la demostracién. Supongamos que existe otra componente W acotada.
Consideremos el arco A en R dado por aLa’S’t/La”S"b" Lb. Dicho arco va desde la base
inferior hasta la base superior de R y es disjunta con W.

Observamos que los puntos s; = (—1,0) y s2 = (1,0) no estan en A. Como A es un cerrado,
existen dos bolas abiertas By y Bs en el plano, centradas en s; y sg respectivamente y tal
ninguna de las dos tienen puntos en comin con A. De la segunda parte de la demostraciéon
deducimos que s y sy estan en la frontera de W. Por lo tanto existen wy € By "W y
wg € BoN'W. Llamemos M al camino en By de s1 a wi, M’ al camino en W de wy a wg y
M” al camino en By de ws a s9. El camino s1 Mwy M wsM"so es un camino en R que va
de s1 a s9 y no interseca a A. Con lo que tenemos una contradicciéon con el Teorema 3.5.

y asi podemos afirmar que R? — S tiene una tinica componente acotada. ]

3.1.2. Teorema de la Curva de Jordan en el plano digital

En esta secciéon se presentard el Teorema de la Curva de Jordan el en plano digital,
también denominado el Teorema de la curva de Jordan digital de Efim Khalimsky.
Una demostracion de dicho Teorema fue publicada en 1990 por Khalimsky, Kopperman
y Meyer haciendo referencias a otras pruebas anteriores realizadas por Khalimsky (E. D.
Halimskiz) [1970, 1977]. En este trabajo seguiremos una de las demostracion que se pre-
sentan en [5]. Se hara por induccion sobre el ntimero de puntos en la curva digital simple
cerrada, o como le llaman en [5], una curva de Jordan de Khalimsky. La idea de la prueba
es la siguiente:
Para las curvas de Jordan més pequenas (que tienen cuatro u ocho puntos) el teorema se
puede demostrar por induccién . Dado cualquier otra curva de Jordan J, construimos una
curva de Jordan J que tenga una longitud euclidiana més corta y que su complementario
tenga tantas componentes como el complementario de J. Como las posibles longitudes
euclidianas forman un conjunto discreto, este procedimiento conducira a una de las curvas

de Jordan més pequenas, para las que el teorema ya esta establecido. La construccion de J
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puede describirse intuitivamente como siguiente: atacar a J donde su curvatura es maxima

y acortarla alli.

Definicién 3.11. Una curva de Jordan de Khalimsky es un conjunto homeomorfo a un

circulo digital de Khalimsky.

Los circulos digitales de Khalimsky estan definidos para enteros pares n > 4. Se ob-
tienen a partir de “pegar” los extremos del subespacio {1,..,n + 1} de la recta digital de

Khalimsky. Veamos la Figura 3.7:

C—$6—60—4—0——©
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N/ A\ 74

(\ oD Pany Fany

v \uY \NY) N4
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Figura 3.7: A es una curva de Jordan de Khalimsky mientras que B no lo es.

En ocasiones, la componente interior de una curva de Jordan de Khalimsky puede estar

formada por muy pocos puntos, por lo que en [5] se impone una condicién a mayores:

Definiciéon 3.12. Sea J una curva de Jordan de Khalimsky es un espacio topologico (X, 7).
Diremos que J es estricta si todo punto en J es 2-adyacente con exactamente dos puntos

en J.

Observamos que si x,z € J son 2-adyacentes, entonces el intermediario y, requerido
por la definicién, no necesita pertenecer a J. Por lo tanto, el concepto de curva de Jordan
estricta no es intrinseco.

Un conjunto constituido por tres elementos adyacentes entre ellos {x,y, z}, puede ser un

camino de Khalimsky pero nunca un arco de Khalimsky. Esto se sigue del hecho de que,
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en un intervalo de Khalimsky [a, b], los punto extremos a y b tan solo serian adyacentes si
b=a+1.

A continuacion en [5] se introduce la siguiente definicion:

Definiciéon 3.13. Se dird que un conjunto formado por tres elementos {x,y,z} en un

espacio topoldgico es un tridngulo prohibido si todos los puntos son adyacentes entre ellos.

La ausencia de triangulos prohibidos es, por tanto, una condicién necesaria para los
arcos de Khalimsky y, en consecuencia, para las curvas de Khalimsky Jordan, y suele ser
facil de comprobar.

Diferentes topologias pueden inducir la misma estructura de adyacencia. Sin embargo,
cuando la estructura de adyacencia es la de un circulo de Khalimsky, la topologia del
espacio debe ser también la de un circulo de Khalimsky. Mas concretamente, se tiene el

siguiente resultado [5].

Teorema 3.14. Sea J un subconjunto de un espacio topologico X, las siguientes condicio-

nes son equivalentes:
1. J es una curva de Jordan de Khalimsky.

2. J tiene, por lo menos cuatro puntos y para cada a € J, J —{a} es homeomorfo a un

intervalo de Khalimsky.

3. J es finito, conexo, tiene cardinal al menos 4 y cada uno de sus elementos tiene

exactamente dos puntos adyacentes.

4. J tiene la estrucutra adyacente de un circulo de Khalimsky, es decir, J = {x1,22, ..., Tm}
para algin entero par m > 4 y para cada j = 1,....m, xj_1 y xj41 (Y ninguin otro
punto del conjunto) son adyacentes a x;.

Se sobreentiende que trabajamos mddulo m, es decir xpymi1 = 1.

Demostracion.

Supongamos que J es una curva de Jordan de Khalimsky, entonces para cada a € J, J—{a}
es homeomorfo a un circulo de Khalimsky menos un punto, es decir, es homeomorfo a un
intervalo de Khalimsky. Consecuentemente, supongamos que se cumple (2), y consideremos
J —{a} y J — {b} para dos puntos a,b € J no adyacentes. Existen dos homeomorfismos
de J —{a} y J — {b} en un circulo de Khalimsky Z,,. Mediante rotaciones del circulo
podemos hacer que las dos aplicaciones coincidan en J — {a,b}. Por lo tanto definen un
homeomorfismo local de J en Z,,, luego se verifica (1).

Que (1) implica (3) y (4) es inmediato.
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Supongamos ahora que se verifica (3). Sea x1 un punto arbitrario y zo su adyacente, y
analogamente, escogiendo x;41 después de x; siendo x;41 adyacente a x; pero distinto
de w1,...,7j_1 que ya escogimos. Repitiendo este proceso llegard un punto en el que ya
habremos escogido todos los puntos, es decir, estamos en la situacién que escogemos .,
y sus dos puntos adyacentes serd, x,,—1 y el punto que escogimos que denotaremos por
2. A priori k podria ser cualquier 1,2, ...,m — 2, sin embargo, la Gnica opcion posible es
que k = 1 ya que, de la otra manera, tendriamos que xj, tiene tres puntos adyacentes,
contradiciendo (3).

Resta probar que m es par. El hecho de que z; y 7,11 sean adyacentes implica que
xj € N(xjt1) 6 j41 € N(xj). Siz; € N(zj41), entonces no se puede dar zj41 € N(zj42),
ya que implicaria que x; € N(z;12), entonces xjyo tendria tres elementos adyacentes,
Tj,Tjy1y Tj+3. Entonces x; € N(xj11) se verifica sélo para j de una determinada pari-
dad. Como esto es cierto modulo m, m debe de ser par. Esto prueba (4). (4) implica (3)
ya que (4) simplemente es una version mas detallada de (3).

Veamos que (4) implica (1). Supongamos que se verifica (4), N(z) nunca puede tener méas
de tres elementos, un cuarto elemento significaria que x tendria al menos tres puntos ad-
yacentes. Luego N(z;) C {xj—1,%j,zj41}. Considerando los tres puntos z;_1, =;, 41,
hacemos notar que z;_1 € N(x;) 6 xj € N(zj—1),y que ; € N(xj41) 6 zj41 € N(z;). Es-
tas alternativas no pueden ser escogidas a voluntad, vimos anteriormente que z;_1 € N(x;)
implica que x; ¢ N(xj11). Consideremos el caso xj_1 € N(x;), entonces zj11 € N(z;),
luego N(z;) D {xj_1,2;,2j41}. Por otro lado sabemos que N(z;) tiene al menos tres ele-
mentos. Luego concluimos que N(z;) = {x;—1,2j,xj4+1}. Usando la misma argumentacion
tenemos que N(xjy2) = {j11,%j12,Zj+3}. Luego N(zs,,,) = {zj+1} ¥ queda probado
que X es un circulo de Khalimsky donde los puntos con indices de la misma paridad que
7, la interseccion de todos sus entornos esta formada por tres puntos y los puntos con otra
paridad son abiertos.

Sixj € N(xj_1) se demuestra de manera analoga desplazando los indices un paso. O

Se deduce de (3) que dos curvas de Jordan de Khalimsky nunca pueden contenerse la

una a la otra. Mas concretamente, si J y K son curvas de Jordan de Khalimsky v J C K,
entonces J = K.
Un punto en una curva de Jordan de Khalimsky J formada por, al menos seis puntos, tiene
por lo menos dos puntos 2-adyacentes, usando la misma notacién que en (4) zj_2 y xj42
son 2-adyacentes con x; y xj_2 # xj42 cuando m > 4. Luego tenemos que 11 y oj_1
sirven de intermediarios, pero existen mas.

Cuando una curva de Jordan no es estricta y m > 4 y sea x; un punto cualquiera de la
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curva, x; tiene, al menos, un punto 2-adyacente a parte de x;_o y xj42, que lo denotaremos
por zj. Entonces un intemediario b tal que x; y b son adyacentes y b y x son adyacentes
no pueden pertenecer a J.

Supongamos que ahora que (X, d) es un espacio métrico. Como todo arco de Khalimsky
I, es homeomorfo a [0,m — 1] NZ o a [1,m] N Z para algin m, se puede indexar como

{1,292, ...,z }, donde los indices estan determinado de forma tnica salvo inversiones.

Definicién 3.15. Se define la longitud de un arco I' como :

m—1

L(L) =) d(xji1,2))

j=1
De manera similar, una curva de Jordan de Khalimsky se puede indexar como {x1, x2, ..., Tm },
donde los indices estan determinados de forma tnica salvo inversiones y permutaciones cir-

culares, su longitud puede ser definida de la siguiente manera:

m

L(J) = d(zji1,75)

j=1
De cara a introducir el Teorema de la Curva Digital de Jordan, en [5] se proponen las

siguientes normas en R? para medir distancias en Z? :

(Jz1|P + |22|P)/P siz e R%1 < p < 400

maz(|x1|,|z2]) siz €R%p=o0

Izl = 1, 22)llp = {

Una vez llegados a este punto, empezamos a trabajar en el plano de Khalimsky. Se enun-
ciaran y se demostraran siguiendo [5] los siguientes resultados previos al Teorema de la

curva de Jordan digital de Khalimsky.

Teorema 3.16. Sea J un subconjunto del plano digital de Khalimksy, las condiciones 1,2,3

y 4 del Teorema 3.14. son equivalentes a la siguiente:

5.J = {x(l),x(z), ...,:):(m)} para algin m > 4 par y para todo j, solo 2zU=1) Y Ut son
adyacentes a z\) , ademds, todo camino que consiste en tres puntos consecutivos: {x(j_l), :E(j), $(j+1)}
“gira” en 29 452 6 90° 6 continua sin “girar” st 29 es puro. Si 9 es un punto mizto
entonces el camino se desplaza entre los puntos horizontalmente sin “girar”.

Se est4 usando la expresion informal “girar 45°” etc. refiriéndonos a dngulos en el plano

Euclidiano. Consideramos que el plano digital de Khalimsky es un subconjunto de este (ver
Figura 3.8).
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Figura 3.8: Angulos en el plano Euclidiano, considerando que el plano digital de Khalimsky

es un subconjunto de este.

Demostracion.
Supongamos que se cumple (4), observamos que J no puede girar en un punto mixto y
no puede girar 1352 en un punto puro ya que de esta manera obtendriamos un tridngulo
prohibido . Luego (4) implica (5). Por otro lado observamos que (5) implica (4). O
Para demostrar el Teorema de la curva digital de Jordan usaremos la métrica Euclidiana
d(z,y) = [z =yl
Hacemos notar que la curva de Jordan més pequefia en Z? viene dada por:
Ji = {(0,0), (1,-1),(2,0), (1, 1)}.
Consideramos todas las traslaciones de Jy por un vector ¢ € Z? con ¢; + ¢p par. A estas
curvas las llamaremos curvas de Jordan de tipo Jy (ver Figura 3.9).
Ahora consideremos la curva de Jordan formada por 8 puntos Jg = {z € Z2; ||zl = 1} =
Uso —{(0,0)}, a esta curva y a todas sus traslaciones mediante el vecto ¢ € Z2 con c1 + c2

par, les llamaremos curvas de tipo Jg (ver Figura 3.10).
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Figura 3.9: Jy Figura 3.10: Jg

Sea T' = {(1,1),(0,0), (1,—1)}, llamaremos tridngulo extraible a T, rotaciones de T

de 90°, 180° y 270° y a las traslaciones de estos conjuntos mediante vectores ¢ € Z? con

c1 + c2 par (ver Figura 3.11).

(-1,1) 0,1 1,1 2,1
AN M /‘(\ : \( )/\( :
00—
(-1,0) }(0,0) (1,00 |(2,0)
N A
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-1,-1) \Os- 1) @1
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Figura 3.11: Triangulo extraible

La eliminacién de tridngulos extraibles es una forma conveniente de reducir curvas de Jor-

dan como veremos en el siguiente lema:

Lema 3.17. Sea J una curva de Jordan en el plano de Khalimsky y supongamos que T C J,
siendo T el conjunto definido anteriormente. Definimos J' = (J — {(0,0)}) U {(1,0)}
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entonces J = Jy o bien J' es una curva de Jordan que verifica que CJ' = 72 — J' y
CJ = 7% — J tienen el mismo mimero de componentes y L(J') = L(J) — 2v/2 + 2.

Demostracion.

Supongamos que (2,0) € J, entonces J D Jy y se da la igualdad J = Jj.

Supongamos ahora que (2,0) ¢ J. J' es una curva de Jordan donde el nuevo punto (1,0)
juega el mismo papel que el punto (0,0) en J. Por lo tanto J' también es homeomorfa a
un circulo de Khalimsky.

Finalmente tenemos que comprobar que el niimero de componentes en C.J’ es el mismo
que en C'J. Se deduce directamente ya que los puntos (1,0) y (2,0) pertenecen a la misma
componente de C'J y (0,0) y (—1,0) pertenecen a la misma componente de C'J'. El calculo

de la longitud es inmediato. O

Teorema 3.18. (Teorema de la Curva de Jordan de Khalimsky) Consideremos Z2 do-
tado de la topologia de Khalimsky. Sea J una curva de Jordan de Khalimsky en 72, el

complementario CJ = 7Z? — J tiene exactamente dos componentes.

La demostracion que seguiremos es la presentada en [5].
Demostracion.
El complementario de Jy consiste en A = {(1,0)} y el conjunto B formado por todos los
puntos x = (r1,72) € Z? con |r1 — 1| + |x2| > 1. Es inmediato comprobar que ambos con-
juntos son conexos. A y B son conjuntos cerrados y abiertos en C'J4 luego son componentes
de CJy. Para las curvas de tipo Jg el argumento es similar. Luego el Teorema se cumple
para las curvas de Jordan de tipo Jy y Js.
Supongamos que J no es de tipo J4 ni Jg y probemos que entonces existe una curva J' que
verifica L(J") < L(J) y CJ y CJ’ tienen exactamente el mismo ntimero de componentes.
Hacemos notar, que después de un ntmero finito de pasos vamos a llegar a una situacién
en la que no existe tal curva con esas propiedades, lo que en realidad significa que tenemos
una curva de tipo Jg o de tipo J;. Veamos como es la construccion de J':
En vista del Lema 3.16., podemos suponer que J no contiene tridngulos extraibles. Defini-

mos:

az =inf(ze;x € J).

Se verifica x9 > a9 para cada x € J y se da la igualdad para al menos un x. Consideremos

ahora el siguiente intervalo horizontal en Z?:

H = {(«7317 a2)} + {(07 0)7 (17 0)7 e (p7 O)}
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que sea un intervalo maximal con respecto a la inclusién y esté formado por puntos
de J con la ordenada igual a as. El hecho de que sea maximal implica que los puntos
(x1 — 1,a2) y (x1 + p+ 1,a2) no pertenecen a J. Luego p tiene que ser par y p # 0 ya
que de lo contrario J contendria un tridngulo extraible contradiciendo lo que se supuso
al principio. Por lo tanto H contiene por lo menos tres puntos.Ademas, el hecho de que
(x1 — 1,a2) no pertenece J, implica que o bien (x1 — 1,as + 1) 6 (21, a2 + 1) pertenecen a
J por construccion. Ahora, cuando nos movemos hacia la izquierda desde (z1, az), la curva
debe girar hacia arriba 45° 0 90°, no puede ir hacia abajo. De manera similar, la curva gira
hacia arriba 45° o 90° cuando nos movemos hacia la derecha desde el ultimo punto de H,
(z1 + p,as).
Ahora consideremos el conjunto Z formado por todos los intervalos horizontales maximales
I en J que verifican que la curva J gira hacia arriba en los puntos terminales de I. El que

exista H prueba que I # (). Ahora, sea K € Z uno de longitud minima,

K= {y} + {(07 0)7 (17 0)7 SR (Q7 0)}

formado por ¢ + 1 puntos con ¢ par verificando ¢ > 2. Supondremos que K también es el
intervalo de menor longitud entre todos los intervalos que se pueden obtener rotando 90°,
180° 6 270° intervalos de Z.

Para simplificar notacion vamos a asumir que y = (0,0) entonces,

K ={(0,0),(1,0),...,(g,0)} = [(0,0), (¢, 0)] aVA

Consideremos los siguientes casos:
Casol. Supongamos que J gira 45° el los puntos extremos de K, lo que significaria que

(—1,1) y (¢ +1,1) pertenecen a J. En este caso definimos:
J =(J—-K)U(K+(0,1))

Hacemos notar que K 4 (0, 1) no tiene puntos en comtn con J, ya que de lo contrario algin
punto de K tendria tres puntos adyacentes. Es mas [K + (0,2)] N J = (), si no lo fuera J
contendria a un tridangulo extraible o existiria un subintervalo de K + (0,2), K’, contenido
en J y de forma que J gira hacia arriba en sus puntos extremos, lo cual implicaria que
K' € 7. Este intervalo tiene que tener menos de ¢ 4+ 1 puntos, ya que (0,2) y (g,2) no per-
tenecen a J, si no existiria un tridngulo extraible en J. Por otra parte no existe un intervalo
de menor longitud ya que, por hipotesis, K es el intervalo de menor longitud de Z. Nos
queda comprobar que en efecto J’ es una curva de Jordan. Los puntos de K + (0, 1) juegan
el mismo papel (topolégico) en J’ que los puntos de K en J. El ntimero de componentes de

J’ es el mismo que el de J.
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Caso 2. J gira hacia arriba 90° en un punto extremo de K. Suponiendo que (0,1) € J el
caso (g,1) € J sera simétrico. Entonces también ser verifica que (0,2) € J. Consideremos
los siguientes subcasos:

Caso 2.1. (2,2) ¢ J, suprimiremos los puntos (0,1),(0,0),(1,0) y anadiremos el punto
(1,1). Con esto conseguimos acortar su longitud en 4 — 2v/2, recordamos L(J) = L(.J').
Como (1,1) y (2,2) pertenecen a la misma componente de C'J y (0,1),(0,0)(1,0) y (—1,0)
pertenecen a la misma componente que C.J’, el niimero de componentes en los respectivos
espacios complementarios es el mismo.

Caso 2.2. (2,2) € J . Consideraremos cuatro subcasos:

Caso 2.2.1.1. (2,1) € J, (1,2) € J. Entonces J contiene una curva de Jordan del tipo Jg,
en concreto J D (1,1) + Jg, luego J = (1,1) + Js.

Caso 2.2.1.2. (2,1) € J, (1,2) ¢ J si eliminamos los puntos (0, 1), (0,0), (1,0),(2,0),(2,1)
y anadimos el punto (1,2). La curva J’ tiene 4 puntos menos, podemos comprobar que J’
tiene todas las propiedades que estabamos buscando.

Caso 2.2.2.1. (2,1) ¢ J (1,2) € J. Si giramos 90° estamos en el caso anterior.

Caso 2.2.2.2. (2,1) ¢ J, (1,2) ¢ J Veamos que este caso no puede darse ya que hemos
escogido ¢ de forma que sea el més pequeno posible.

Para ver esto definimos I’ = {(2,2), (3,2),...,(¢’,2)} C J siendo ¢’ lo méas grande posible.
Si J gira hacia arriba en (¢’,2) entonces I’ pertenece a Z con ¢’ < ¢, lo que contradice
la defincion de K y q. Por otra parte, si J gira hacia abajo en (¢/,2), entonces existe un
intervalo vertical que consiste en tres puntos que pertenecera a Z si lo rotamos 90°, con-
tradiciendo la definicién de Z. O

3.1.3. Diferencias entre el Teorema de la curva Jordan clasico y digital

La diferencia fundamental entre el Teorema de la Curva de Jordan clasico y su version
digital es que en la versiéon clasica, una curva simple cerrada en el plano estandar es auto-
méaticamente la frontera de cada componente de su complementario tal y como vimos.
Sin embargo, en el plano digital esto ocurre si y sélo si la curva digital cerrada simple es

un conjunto cerrado.

Teorema 3.19. Sea una curva de Jordan de Khalimsky. J es un conjunto cerrado del plano

de Khalimsky st y sélo si no contiene puntos abiertos.

Demostracion.

Sea J una curva de Jordan de Khalimsky, entonces J es homeomorfa a un circulo de
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Khalimsky.
Supongamos J es de tipo Jg y contiene puntos abiertos.
J es cerrada si y solo si su complementario es abierto.
Ejemplo. La curva del tipo Js, J = {(0,0),(1,0), (2,0),(2,1),(2,2),(1,2),(0,2),(0,1)}

es un conjunto cerrado.

(-1,1) 0,1) (1,1) 2,1)
) &
/ (-1,0).4(0,0) (1,0) _|(2,0)
=<
A, )N (1) \@-1
/N r\(1’1)/(\ )r\(1 1)/{ )
N YV N VYV

Figura 3.12: Curva de Jordan de Khalimsky conjunto cerrado

Definicion 3.20. Un subconjunto A del plano digital estd acotado si existe M € Z,
(donde Z4 denota el conjunto de ntimero enteros positivos) tal que |m| < M para todo
(m,n) € A.

Equivalentemente, un subconjunto A del plano digital esta acotado si esta contenido en un

cuadrado centrado en (0,0) en el plano digital.

Teorema 3.21. Si J es una curva de Jordan de Khalimsky, una de las componentes de su

complementario estard acotada mientras que la otra no lo estard.

Demostracion.
Sea J una curva de Jordan de Khalimsky. J esté formada por un nimero finito de puntos
por lo tanto es un subconjunto acotado del plano digital. Esto implica que al menos una de
sus componentes de su complementario tendra que estar acotada. Sea M € Z verificando

m| < M y |n| < M para todo (m,n) € A, y sean By Bx los conjuntos definidos de la
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siguiente manera:
B={(m,n)€Z? |m|<M y |n|] <M}, B*=17>-B.

B* es un conjunto conexo y J N B* = (). De donde deducimos ue B* esta contenida en
una de las componentes del complementario de J. Luego B contiene la otra componente

del complementario de J y por definicién B esté acotado. O
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Capitulo 4

Almacenamiento de imagenes

digitales

Supongamos que tenemos una imagen digital, representada como un conjunto de pixeles

en el plano (ver Figura 4.2.).

Figura 4.1: Fotografia digital Figura 4.2: Pixeles de la fotografia digital

Definicion 4.1. Al subespacio del plano digital formado por todos los puntos abiertos se

le llama pantalla visible y se denotara por V.

En nuestro modelo de procesamiento de imagenes digitales, la pantalla visible se co-

41
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rresponde con lo que realmente vemos en una imagen digital.

V es un conjunto denso y abierto del plano digital y su topologia como subconjunto del
plano digital es la discreta. La inclusién de los puntos cerrados y mixtos proporciona una
estructura invisible que conecta los pixeles y permite el uso de conceptos y resultados to-
poloégicos para estudiar y modelar propiedades de las imagenes digitales.

Consideremos de nuevo el problema de almacenamiento de una imagen digital. En la Fi-
gura 12 observamos conjuntos del plano digital que “encierran” matrices de pixeles en V
1x1,2x2,3x 3. Los conjuntos que rodean estas matrices de pixeles estan formados por
8 16 y 24 puntos respectivamente. En general se puede probar que una matriz de pixeles
n X n de puntos abiertos puede ser “encerrada’ por un conjunto formado por 8n puntos
del plano digital. Por lo tanto si queremos almacenar una imagen digital que consista por
ejemplo en una zona azul cuadrada de tamano 1000 x 1000 pixeles, podemos almacenar la
localizacion de cada uno de los pixeles (son 1000000 de pixeles) o podemos almacenar la
localizacion de los 8000 puntos circudantes en el plano digital, indicando que los que estan
en el interior en la pantalla visibles son azules.

Asociada a esta imagen se define una particion P de la pantalla visible V en el plano
digital. Cada elemento de la particién corresponde a una regiéon de la imagen donde todos
los puntos tienen el mismo color.

Lo que queremos es, como mencionamos anteriormente, ver si es posible almacenar la ima-
gen como una coleccién de conjuntos que rodean las regiones de la imagen que mencionamos
anteriormente. Nos damos cuenta de que lo que queremos es ver si existe una coleccién de

curvas de Jordan simples cerradas que determinen los conjuntos de la particién P.

La topologia en V es la discreta por lo que V es un espacio totalmente disconexo.
Para llegar a formular el resultado que estamos buscando usaremos los resultados del
trabajo de Azriel Rosenfeld [9)], este introduce las siguientes definiciones de adyacencia

para el espacio V.

Definicion 4.2. » Sea p = (n,m) un punto del espacio V. Los puntos (n — 2,m),

(n+2,m), (n,m+ 2) son 4-adyacentes a p.

= Un conjunto C en la pantalla visible se dice que 4-conexo si para cada par de puntos
p,q € C existe una secuencia de puntos en C p = py,po, ..., py tal que p;+1 es 4-

adyacente a p; para todo: =1,...,n — 1.

Dado un punto de la pantalla visible, los puntos que son 4-adyacentes a dicho punto

son los cuatro puntos de V pegados a él horizontal y verticalmente.
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La siguiente definicién describe el proceso por el que una imagen en la pantalla visible se

transforma en una coleccién de curvas e Jordan cerradas n el plano digital.

O 0O OO OO0 OO0 O O o oo
O Ol O O g o

OOOAOOOO

Figura 4.3: El conjunto A es 4-conexo y el B no

Definicion 4.3. Sea P una particién de la pantalla visible formada por subconjuntos 4-
conexos de manera que tan sélo uno de ellos no esta acotado. Al subconjunto del plano

digital definido de la siguiente manera:

se le llama dibujo determinado por P.

Considerando la particion de la definicién anterior P , el dibujo determinado por P
es una colecciéon S, de conjuntos obtenidos al eliminar la frontera de la clausura de cada
conjunto de la particién. Se puede demostrar que S, es la unién de curvas digitales sim-
ples cerradas en Z? — V, el complementario de la pantalla visible en el plano digital. Es
decir podemos interpretar el dibujo determinado por P como una coleccién de conjuntos
circundantes. El siguiente Teorema que aparece enunciado en [I] prueba que la particion

P puede ser recubierta con dibujos determinados por ella.

Teorema 4.4. Sea P una particion de la pantalla visible de conjuntos 4-conexos, siendo al

menos alguno de esos conjuntos no acotado. Sea S, el dibujo determinado por P. Entonces
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la coleccion P* de subconjuntos de V dada por:
P* ={CNV: C es una componente de Z* — S,}

es una particion de la pantalla visible y ademds se verifica P* = P.

Hacemos notar que en el Teorema 6.1. es necesario asumir que los elementos de P son
4-conexos para que las particiones P y P* coincidan. Por ejemplo, si el conjunto B de la
Figura 12 es un elemento de la particién P, entonces las dos componentes 4-conexas de B
seran conjuntos separados en P*.

En conclusién, teniendo todo esto en cuenta podemos obtener el siguiente proceso para

almacenar y recuperar una imagen digital:

= Consideremos una imagen digital y definamos una particién en la pantalla visible V,
donde a cada conjunto de la particién se le hace corresponder una regiéon de dicha

imagen digital con un determinado color fijado.

» Para almacenar la imagen, se define el dibujo determinado por la particion.(También
se puede almacenar la informacion del color de la imagen indicando qué lado (exterior
o interior) de cada curva digital simple cerrada en el dibujo determinado por la

particion contiene qué color. )

= Recuperar la particiéon cogiendo la intersecciéon de la pantalla visible con cada compo-

nente del complementario del dibujo determinado por la particion en el plano digital.

Las imagenes que representan el mundo que conocemos, hablando en términos de topo-
logfa, son espacios conexos y continuos, por lo que realmente el reto de digitalizar requiere
de medios para discretizar dichas imagenes en versiones digitales y al mismo tiempo pre-
servar su estructura conexa para mantener las relaciones topoldgicas de la imagen original.
El plano digital nos proporciona un modelo efectivo para este proceso ya que esta consti-
tuido por la pantalla visible, que es un subespacio totalmente disconexo, abierto y denso
como vimos anteriormente y que junto con los puntos cerrados y mixtos usamos para la
representacion de las imagenes. Los puntos cerrados y los puntos mixtos constituyen la

estructura invisible que nos proporciona la conexidad.
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