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Resumo

O obxetivo deste traballo é estudar certas propiedades patoldxicas que poderian ter certas
funciéns, e comprobar se existen tales funciéns que as tefian ou non. Entre outras cousas, com-
probarase que existen funciéns continuas nos irracionais e discontinuas nos racionais, funciéns
continuas en todo punto e non diferenciables en ningin punto, funciéns diferenciables en to-
do o seu dominio pero non mondtonas en ningin intervalo do dominio ou funciéns continuas e

sobrexectivas de imaxe [0, 1]2 e dominio [0, 1].

Abstract

The aim of this document is to study certain pathologic properties in some functions and to
try to find out whether there exists functions with those properties or not. Among other things,
we will prove that there are continuous functions on the irrational numbers and discontinuous on
the rationals, non-differentiable continuous functions in every point of their domain, differentiable
functions on every point that are not monotonous or continuous surjective functions with image
[0, 1]? and domain [0, 1].

IX






Introducién

Falaremos de funciéns patoléxicas para referirnos a aquelas funciéns de variable real que
posuen certas propiedades que non son moi comuns ou esperables, dentro das ramas das ma-
tematicas, este traballo se sittia claramente no anélise matemaético, mais en concreto dentro do
andlise funcional, xa que nel centraremos no estudo e nalgin caso na construcién destas funciéons

patoléxicas.

En canto as ferramentas empregadas neste TFG, para as representacions graficas cuxa pro-
veniencia non estd indicada utilizouse o programa Maple, dentro da bibliografia temos 7 li-

bros/artigos, os cales abarcan practicamente todolos resultados vistos.

Comezaremos coa funciéon de Thomae, estudaremos a stia continuidade e a sta diferencia-
bilidade, e gracias a isto poderemos obter algunhas conclusiéns bastante relevantes, como por
exemplo que non existen funciéns contintias tan s6 no conxunto dos nimeros racionais e que en

cambio, a propia funciéon de Thomae é continua tan s6 nos irracionais.

Dedicaremos un capitulo enteiro as funciéns mondtonas, as cales ademais de ter moitas par-
ticularidades, son de moita importancia dentro do tema que estamos a tratar. Por exemplo,
construiremos unha funcién continua pero non mondtona en ningin intervalo de R, algo que
intuitivamente parece bastante complicado, o exemplo que utilizaremos esta no libro [1] e a sia

construciéon serd bastante longa, xa que teremos que ver 6 lemas previos ata conseguilo.

Ademais dedicaremos unha seccion deste capitulo as funcions de variacion limitada e veremos,
que estan directamente relacionadas coas funciéns monétonas, en concreto, podemos escribir
unha funcién de variacién limitada como diferencia de diias monétonas. Tamén estudaremos
como exemplos algtns dos exercicios propostos no libro da bibliografia, os cales axudaran a

afianzar os contidos vistos ao longo do capitulo.

No terceiro capitulo veremos dous exemplos diferentes de funciéns continuas en todo punto
e non diferenciables en ningin punto, mentres que no ultimo veremos dos exemplos de funciéns
continuas e sobrexectivas de [0, 1] a [0, 1]2. O primeiro deles est4 extraido do libro [1] e ten a parti-

cularidade de que realmente durante a demostraciéon non estamos demostrando directamente que

XI



XII INTRODUCION

a nosa funcién non é diferenciable, senén que veremos que non é aproximadamente diferenciable,
e veremos durante o capitulo que a unha funcién diferenciable ten que ser tamén aproximada-
mente diferenciable. O segundo exemplo esta extraido do libro [3] e consiste basicamente na

construcién dunha serie funcional non diferenciable e continua en todo punto.

En canto ao tultimo capitulo, comezaremos comprobando que existen bixeccions entre [0, 1] e
[0, 1]2 pero non existen bixeccions continuas. O que si existen son funciéns continuas e sobrexec-
tivas entre [0, 1] e [0, 1]?, veremos dous exemplos, o primeiro é a cofiecida como curva de Peano,
a cal construiremos como limite dunha sucesiéon de funciéns continuas, este exemplo se atopa no
libro da bibliografia. Mentres que o segundo encontrase no libro da bibliografia, e a sta

construcion faise mediante series funcionais.

O traballo tamén conta con dous apéndices, un dedicado ao Conxunto de Cantor e outro
dedicado a resultados sobre series funcionais, o primeiro contén informacién que concirne ao
capitulo 2 e algunha a maiores, sobre propiedades interesantes do Conxunto de Cantor e sobre
a funcién de Cantor, que tamén ten aspectos propios dunha funcién patoléxica. O segundo dos
apéndices contén a informacién necesaria sobre series funcionais, que utilizaremos nos capitulos

3 e 4, os resultados non se demostraran neste apéndice ainda que a sda proba é moi sinxela.

Como vemos, a estrutura dos capitulos non é moi homoxénea, ainda que si que é certo que
os capitulos 3 e 4 son moi similares. A gran maioria de resultados presentes neste TFG tenen
unha proba bastante sinxela, cun conecemento bésico, a maior dificultade probablemente resida
no contido de series funcionais que se atopa nos capitulos 3 e 4, para o cal é recomendable
ler o capitulo 9 do libro da bibliografia. Probablemente o libro mais seguido neste traballo

sexa

do traballo, non obstante, tamén hai casos nos que se inclien resultados dese libro demostrados

xa que podemos atopar contidos presentes nel en cada un dos tres ultimos capitulos

dunha forma alternativa un pouco mais sinxela. En canto ao primeiro capitulo, exceptuando un

par de resultados o resto baséase no artigo [6].

En definitiva, este traballo consistird no estudo e analise de funciéns patoloxicas e certos

aspectos moi curiosos das mesmas.



Capitulo 1

Funcion de Thomae.

Neste capftulo estudaremos principalmente a Funcién de Thomae e algunhas das stias propie-
dades mais destacables, como por exemplo o feito de que é discontinua nos racionais e continua
nos irracionais ou o feito de que non é diferenciable en ningin punto de R. A maioria dos contidos

que revisaremos atépanse no artigo [@] da bibliografia.

En primeiro lugar introduciremos a funcién de Dirichlet, que é a seguinte:

0 sexeR\Q,
1 sezxzeQ.

D(z) =

Esta funcién ten varias particularidades, sendo as mais notables que non é continua en ningtn
punto do seu dominio. Tamén que non ¢ Riemann integrable e non obstante si é Lebesgue

integrable (o valor da integral de Lebesgue é 0 para esta funcion).

Como modificacion desta funcién Thomae definiu a seguinte funcién real de variable real:

0 sex € R\ Q,
T(x)=41/n sex=m/n, onde med(m,n) = 1,

1 se x = 0.

Veremos agora unha proposicién sobre a continuidade da funcién de Thomae.

Proposicion 1.1. A funcion de Thomae é continua nos irracionais e discontinua nos racionais.

Demostracion. Ver que é discontinua nos racionais é moi sinxelo, sexa % € Q un racional irredu-

cible calquera, por ser R\ Q denso en R existe unha sucesion {a; };en de irracionais converxente a



2 1. Funciéon de Thomae.

g. Non obstante para calquera n € N, T'(a,,) = 0 # % =T(p/q), logo nh_}rrgo T(an) =0+#T(p/q),

co que concluimos que T non é continua en Q.

Vexamos agora que T non é continua en R\ Q. Para facelo verémolo s6 para os irracionais
positivos (sendo a comprobacion para os negativos analoga), tomemos entén un irracional positivo
x1 e sexa € € (0,1), tomemos agora un N € N tal que % < e. Agora intentaremos atopar un

intervalo aberto, que denotaremos por I, con centro zg e que non tena ningun racional da forma:

N-1
y o T

(G )

3 1
I 47 57

GV V)
SN

I

| =
Wl

Suponamos que existe o intervalo I e sexa x € I. Se z € R\ Q, enton T'(z) = T'(z1) = 0. Se
x € Q, podemos escribilo como x = %, asi, T'(z) = %. Enton z ¢ {3, %, s %}Nel\h polo que

temos ¢ > N, o cal nos leva a que

1

T(@) = T()] = IT(@)| = - <+ <=,

|

Con isto probamos a continuidade de T en x1, para finalizar, temos agora que construir
1. O procedemento serd o seguinte, comezamos escollendo un é; > 0 de modo que o intervalo
(x1 — 01, 21+ 01) non contena ningtin nimero natural. A continuacion seleccionamos outro dg > 0
de forma que o intervalo aberto (z1 — d2, 1 4 J2) non contefia ningtin racional da forma % con m
e 2 coprimos. Asi, para cada k € {1,2,..., N} tomamos un d; > 0 de forma que o intervalo aberto
(1 — 6,1 + 0x) non contefla ningin racional da forma % con m e k coprimos. Se definimos
0 = min{d1, d2, ...., On }, resulta que o intervalo I = (z1 — d,21 + 0) non contén ningin racional

dos anteriormente mencionados e polo tanto concluimos a demostracion. O

Gracias a este resultado podemos probar outro relacionado coa existencia de funciéns conti-

nuas tan sé nos racionais.

Teorema 1.2. Non existe ningunha funcion f que sexa continua tan sé en Q.

Demostracion. Supofiamos que existe unha funcién unicamente continua nos racionais, que de-
notaremos por f, tomemos un racional zp € (0,1). Como f é continua en z( existe un § > 0 tal

que (zg — 0,29+ 0) C (0,1) e,

o 0] < 6 = |f(@) = Fwo)] < 3.

Escollemos agora a; e by de modo que [a, b1] C (x9g—3,zo+0). Entén, para todo z,y € [a1, b1]

temos que:
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1£@) = F)] < 1) = Fo)l + £ @) — o)l < 5+ 5 =1,
tomamos agora un irracional yo en (aj,b1), e de forma andloga que fixemos con f en g, pola
continuidade da funcién de Thomae nos irracionais temos que existe [ag, b2] C (a1, b1) tal que,
para todo x,y € [ag, ba],

T(x) = T(y)| < 1.

Continuamos enton construindo, de forma analoga un intervalo [ag, b3] C (a2, by) no que para

x,y € [as, bs] se cumpra

1

@ -fWl<y  T@-TeI<5

Repetindo este proceso infinitamente obtemos unha sucesion de intervalos {[an, b,],n € N}
cumprindo:
1)(0,1) D [a1,b1] D [a2,b2] D ..... D [an, by] D ...,
2) lim b, —a, =0,

—00

() - fW)] < gz, 1T(@) = TW)] < gz, e 2,y € [an, b

Logo polo teorema dos intervalos encaixados, temos que existe un ¢ € (0, 1) tal que

ﬂ [an, bp] = {c}.

n=1

E teriamos que tanto f como T son continuas en ¢, o cal implicaria que ¢ fose racional
e irracional ao mesmo tempo, isto é claramente unha contradicién e polo tanto concluimos a

demostracion. O

Xa sabemos que a funcién de Thomae é discontinua nos racionais, polo tanto tampouco seré
diferenciable en QQ, nos queda agora comprobar se o é ou non no conxunto dos irracionais.
Proposicion 1.3. A funcion de Thomae non é diferenciable en ningin punto.

Demostracion. Sexa a € R\ Q , sexa n € N, claramente existe j, € Z tal que |j, — na| € [0,1),
¢ dicir, |jn/n —al € 10,1/n).

Por definicion da funcion de Thomae, j,/n € Q o cal implica que T'(j,/n) > 1/n. Co cal:

T (n/n) = T(a)|/ljn/n — al = |T(Gn/n)|/|jn/n —al = 1, Yn € N.
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Como sabemos, |j,/n —al| € [0,1/n), polo tanto j,/n — a cando n — oo, entdén por esta
aproximacion racional chegamos a que a derivada non pode ser 0, non obstante se utilizdsemos
unha sucesién de ntmeros irracionais chegarfamos a que a derivada, de existir, valerfa 0, isto
débese a que a imaxe de calquera irracional mediante 7" vale 0. Co cal chegamos a que T non €

diferenciable en ningin punto de R, xa que nos racionais non é continua. O

Definiciéon 1.4. Sexa {a;};en unha sucesion de ntmeros reais que tende a 0. Definimos asi a

funcién de Thomae modificada con respecto a {a;}ien como:

0 sexeR\Q,
Ta)(x) = a, sex=m/n, onde med(m,n) = 1,

1 se x = 0.

Posto que lim a; =0, T{,,) € continua en z € R \ Q. Veremos agora unha proposicién direc-
1—00

tamente relacionada coa diferenciabilidade de calquera destas funciéns de Thomae modificadas.

Proposicion 1.5. Sexa f unha funcidn en R que € positiva nos racionais e 0 nos irracionais.

Enton existe un subconzunto non numerable e denso dos irracionais no que f non é diferenciable.

Demostracion. Sexa {r;}ien unha enumeracion dos racionais. Definiremos recursivamente unha
sucesion de racionais converxente, sexa z1 € Q e sexa I1 = [z1 — f(x1)/2, 21 + f(z1)/2], temos
pois que se x € Iq:

f(z1) > |21 — =,

Agora, a partir de I, e x, podemos definir I,y e z,41 recursivamente e imponendo as

seguintes condicions:

1) Iny1 C Iy
2) |In41| < %, sendo |I,41] a lonxitude do intervalo;

3) Tnt1 € QN Iy e parax € Iy

f(®ny1) > [2ng1 — 2.

4) r; & I,41 parai € {1,...,n}.



Por 2) temos entén unha sucesion de intervalos con lonxitude converxente a 0, se temos en conta

isto e a propiedade 1), ¢ claro que (2, I,, = {a}, temos tamén por 3) que x; — a.

Ademais a ¢ Q, xa que de non ser certo isto, existirfa algin p € N tal que a = r, e iso nos
levaria por 4), a que a ¢ Ip;1. Con respecto a diferenciabilidade de f en a, de existir a derivada,
por aproximacién irracional deberfa valer 0. Non obstante, tendo en conta que a € I; para todo
1 €N,

LR O

Co que chegamos a que f non é diferenciable en a. Sexa A o conxunto de todos os puntos de
R\ Q que podemos obter da mesma forma que a. Suponamos que A é numerable e sexa {¢; }ien
unha enumeracién de A. Podemos facer o mesmo proceso outra vez engadindo a condicién de
que ¢; ¢ I,4+1 para i € {1,2,...,n}, chegamos a un punto, a’ ¢ A, no cal f non é diferenciable,

co cal chegamos a unha contradicion. O

Proposicion 1.6. Seza {a; : i € N} C R\ Q un subconzunto numerable dos irracionais. FEriste

unha funcion que é positiva nos racionais, 0 nos irracionais e diferenciable no conzunto {a; : 1 €

N} c R\ Q.

Demostracion. Para cada i € N, definimos g;(n) = min{|™ — a;| : mecd(m,n) = 1} e g(n) =

min;<,{gi(n)}. Definimos a funcién

0 sex € R\ Q,
f(z) =< g(n)? sex=m/n, onde med(m,n) =1,
1 se x = 0.

Fixamos agora ¢ € N, para m e n coprimos con n > ¢, temos:

[f(m/n) = fla)] _ lg(m)?| _ g(n)? _ gi(n)?

m/n—ail  |m/n—a;| = gi(n) = gi(n)

= gi(n).

Como g;(n) — 0 cando n tende a infinito chegamos a que f ¢ diferenciable en {a; : i € N} C

R\ Q. O
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Capitulo 2

Funciéns monotonas.

Neste capitulo centrarémonos nas funciéns monétonas con imaxe en R. Veremos algins re-
sultados bastante xerais e outros mais complexos, como por exemplo a existencia de funciéns
diferenciables en todo punto pero non moné6tonas en calquera intervalo do seu dominio. Tamén
comprobaremos o feito de que unha funcién monétona é diferenciable en case todo punto do seu

dominio.

Comezremos recordando que a funciéon f : A C R — R serd unha funcién crecente (estrita-

mente crecente) se cumpre a seguinte propiedade para calesquera z € A ey € A:

r>y= f(z) > f(y) (x>y= flz)> fy)).

Analogamente podemos definir as funcions (estritamente) decrecentes. Unha funciéon sera
mondtona se é crecente ou decrecente. Sexa x € R, usaremos a seguinte notacién para os limites

laterais superiores e inferiores de calquera funciéon f: A C R — R:

f@™) =lim f(z), fla™) = lim f(2).

Y—T Y—T
y>x y<x
yeA yeA

Comezaremos vendo unha proposicién sobre a existencia dos limites laterais nas funcions

monoétonas.

Proposicion 2.1. Seza A C R e f: A — R unha funcién mondtona. Se a € A é un punto

illado, entdn f ten limites laterais en a. Ademais,
f(a™) < f(a™) se f é crecente,
fla®) < f(a™) se f € decrecente.

7



8 2. Funciéns monoétonas.

Demostracion. Estudaremos o caso no que f é crecente, pois o caso no que f é decrecente é

totalmente anélogo. Sexa a € R, veremos que existe limite lateral pola esquerda en a.

Definimos o = sup{f(z) : x € AN(—o00,a)} e sexa € > 0, como f é crecente e o un supremo
é claro que a # —o0. Definimos f = a—ese a € Re f = 1/e se a = oo. Logo, é claro que
B < «, pola definicion de « como supremo, existe entéon algin r € AN (—o0,a) tal que f(r) > 5.
Podemos escoller 6 > 0 tal que r ¢ B(a,d). Asi,

x € AN B(a,d) N (—o00,a) = B < f(r) < f(z) < a.

E en ambos casos (a € R ou « = 00), por como definimos 5 chegamos a que f(z7) = a.

Analogamente, utilizando un infimo neste caso, teriamos que f(z%) = o/. Con o/ # oo, entén:

—o0#a=sup{f(z):z € AN (~0,a)} <inf{f(z):z€ AN (a,0)} = # .
O caso de f decrecente é idéntico. O

Utilizaremos agora a proposicidon anterior como ferramenta para demostrar o seguinte resul-

tado.

Teorema 2.2. O conzunto de discontinuidades dunha funcién mondtona é, como moito, nume-

rable.

Demostracion. Sexa f : R — R unha funcién mondtona. Por ser f monoétona sabemos que en
todo punto do dominio da funcién existen os limites laterais e son finitos. Podemos suponer sen

perda de xeneralidade que f é moné6tona crecente. Consideremos o conxunto
— . - +
E={zeR: f(a") < fz")}
claramente, con demostrar que é numerable rematariamos a demostracion.

Sexa x € E, ent6n existe un racional, r(z) € Q, tal que f(z7) < r(z) < f(z™T). Sexan z1, x5 €
E, x1 < 9, enton r(z1) < f(z]) < f(z5) < r(z2), co que chegamos a que r(x1) # r(x2). Visto
isto, é claro que podemos establecer unha bixeccion entre E e un subconxunto de Q mediante a

aplicacion r, e polo tanto, ' é numerable. O

Para ver un exemplo basico de funcién monétona faremos o exercicio 2 do capitulo 2 do libro

, que é o seguinte:

Exemplo 2.3. Sexa F = {e, : n € N} un subconxunto numerable de R e sexa {r, : n € N}

unha familia numerable de ntiimeros reais estritamente positivos, tales que:

Zrn < +00.

neN



Definiremos a funcién f : R — R, da seguinte forma:

f(l’) = Z Tn,

neN(zx)

onde N(z) = {n € N:e, < z}. Debemos probar que:

(a) f é mono6tona crecente;
(b) f é continua en todo punto de R\ E};

(c) Para calquera n € N temos:

flen) = flen) =7

Solucion 2.4. (a) Sexan z,y € R,y < . Tendo en conta a definicion de N(a) para a € R, temos

que N(y) C N(z), e polo tanto:

f(l')_f(y): Z T'n — Z rn = 0.

neN(z) neN(y)

Co que queda demostrado que a funcién é crecente.
(b) No caso de que E sexa finito a proba ¢ bastante sinxela asi que nos limitaremos ao caso
infinito numerable. Vexamos primeiro que f non é continua nos puntos de E. Sexa e € F, logo

para todo h >0
N(ex) C N(ex + h) e ademais k € N(ex + h) e k ¢ N(e).

Enton:
lim \f(ek + h) — f(ek)| >r > 0.
h—07t

Co que concluimos que f non é continua nos puntos de E.

Vexamos agora a continuidade dos puntos de R\ E. Sexan € N e X,, = {e1,e9,....,e,},
tomemos ty € R\ E, como X, € un conxunto finito, existe d,, > 0 tal que X,,N(to—0y,to+0,) = 0.
Logo se t € (to — On,to + 0n),

f) - f)l < >

ke(N()\Xn)
Temos que,
2= 2. mt ) m
keN(t) ke(Xn)NN(t) ke(N(#)\Xn)
pero,

lim 2 rE = Z Tk
n—oo

ke(Xn)NN(t) kEN(t)
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logo,

lim_ Z re = 0.
ke(N(t)\Xn)

Finalmente, dado € > 0, podemos tomar n € N tal que Zke(N(t)\Xn) ri < €. Entén podemos
tomar ¢ > 0 tal que xy ¢ (tog—9,to+0) paratodo k € {1,2,...,n}. E polo tanto, se t € (toy—d, to+9)

FO-f)l s Y m<e

ke(N(®)\Xx)

(c) Sexan € N, esexa e, € E.Sexan k € Ne Xy, = {e1, ez, ....,ex} \{en}, como X}, é un conxunto

finito, existe 0 > 0 tal que Xy N (e, — 0k, en + 0x) = 0. Logo se t € (e, — O, € + Ok,

o -fels Y

i€(N(0)\Xk)

Procedendo de maneira similar ao apartado b) e tendo en conta que neste caso para todo k € N
temos que e, ¢ X}, chegamos a que, dado € > 0, podemos tomar k¥’ € N tal que Zie(N(t)\Xk/) ri <
€ + ry,. Logo existe 6 > 0 tal que zy ¢ (en, — J, e, + 0) para calquera k € {1,2,...,k'} \ {n}. E
polo tanto, se x € (e, — d, e, + 9):

f(t) = fle)l < D ri<etra

i€(N(H\Xy)

n

Como f é crecente, pola Proposicién R.1] [f(e}) — f(ey)| = f(e)) — f(ey). E finalmente

probamos f(e}) — f(e,, ) = r,. Co que rematamos o exercicio.

2.1. Monotonia e diferenciabilidade.

Demostraremos agora un resultado que relaciona a diferenciabilidade coa monotonia. Veremos

primeiro tres lemas previos, e a partir de agora denotaremos por A 4 medida de Lebesgue.

Lema 2.5. Seza E C (a,b) C R un conzunto medible que non é de medida nula. Se {.Jy, }nen € un
conzunto de intervalos abertos que cubre E, enton existe € > 0 tal que Y ;2 |J;| > €, denotando
|Ji| a lonzitude de J;.

Demostracion. A proba é moi sinxela, de non ser certo, teriamos que sendo € > 0 arbitrario:
o0
E |Ji| <e.
i=1

Por tanto Y2, |J;| = 0, o cal nos leva a que E ¢ de medida nula, que ¢é falso. O
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Lema 2.6. Sexa E C (a,b) C R un conzunto medible (con respecto a A) que non é de medida nu-
la. Se T' é unha coleccion de intervalos abertos de [a,b] que cubre E, enton existe un subconzunto
{I1,I,....In} C T tal que vazl |I;| > §, sendo € 0 mesmo descrito no Lema .

Demostracion. Como | J;cp I é unién de intervalos abertos ¢ un intervalo aberto, entén podemos

escribir Urer! = U2 (ap, by,) onde {(an, by) }nen € unha sucesion disxunta de intervalos abertos.

Como E é medible e A(E) > 0, existe € tal que 0 < ¢ < A\(E), logo,

E C |J(an,bn) = MUpZy(an, bn)) Zb—an>s
n=1

Para cadan € N e (ap,b,) C R podemos escoller a], e V), tal que a], < bl, e [a,,b],] C

n»-n

(an,br), entén existira ¢ € R tal que ¢ > 1 e b, —al, = 22=%_E polo tanto A(U2;(al,,b,,)) =

n»-n

Yoo (b, —al) > ¢e/c. Sexan € N*, para cada x € [a],, )] ex1ste un I, € E tal que z € I,,, logo

n)»vn

A:={J,:x € [a,,b,]} éun recubrimento de [a},b]], que é compacto. Temos entén que A ten

un subrecubrimento finito {Jy,, Juy, .-, Jz, } tal que [al,, b)) € Ub_; Jk-

n)»vn

Podemos asumir que cada intervalo J,, do subrecubrimento ten, como minimo, un punto y;
que non pertence & unién dos resto. Podemos asumir tamén que y; < y2 < ... < y;. Temos entén
que {Jz,, Jug, -} € {Jzy, Juy, ...} son conxuntos de intervalos disxuntos, isto ¢ claro xa que para
cada n, entre J;, , e J;, teriamos un y,—1 que serfa maior que o extremo superior de J,, , e

menor que o inferior de J;, . Temos logo que

[t/2] 1t/2]

Z ‘Jm% 1| > Z|J$k /2 ou Z |J902k| > Z|Jfbk

Independentemente do caso, para cada n temos unha subcoleccién E, de E tal que,

o/
DR Zuxk 2>”T“".

IGE’H

Logo,

1> b/ >

Z P Z =
Polo tanto sendo A :=J;7; E,, unha uniéon numerable de subcoleccions disxuntas de E que
cumpre Y ;o4 |I| > 5, con ¢ > 1, como ¢ depende do tamano dos intervalos escollidos, podemos
asumir que ¢ < 3/2, existira logo un N € N tal que, sendo A = {1, Is,...,In}, Z{Ll | 1| >
/3. O
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Lema 2.7. Sexan f : [a,b] = R, P = {xg, 1, ...,z } unha particion de [a,b], S un subconzunto
non baleiro de {1,2,....,n} e A>0. Se f(a) < f(b) e

flar) = flo) _

T — Tk—1

—A,

para cada k € S, temos que
DN f@r) = flae-1)| > |f(0) = f(a)] + AL,
k=1

onde L =73 ) gTp — Tp_1.

Demostracion. Por hipotese f(a) < f(b), logo

|£(b) = fla)| = f(b) = f(a) = > (f(ax) = flar—1))
k

=1

= Z(f(xk) — fxgp—1)) + Z(f(xk) — f(zK-1))

keS k¢S
< =AY (wp—wra) + > (flan) = flae-1)).
keS k¢S
Co cal queda vista a desigualdade que queriamos. O

Definicion 2.8. Diremos que unha propiedade cimprese para case todo punto se o conxunto de

puntos onde non se cumpre é de medida nula con respecto 4 medida de Lebesgue ().

Unha vez vistos estes resultados previos, xa estamos en posicién de demostrar o seguinte
resultado:
Teorema 2.9. Seza f : [a,b] — R unha funcién mondtona. Enton f é diferenciable en case todo

punto de [a,b].

Demostracion. Sabemos polo Teorema que f é continua salvo nun conxunto numerable de

puntos. Polo tanto nos chega con probar que o conxunto
A:={x € (a,b): f é continua en x e Df(z) > Df(x)},
onde

fly) — f(=)

fly) — f(z)
Yy—x Yy—

Df(z) = ;%sup e Df(x):= ;1_r>r3151nf
é de medida nula.

Podemos comprobar que A é a unién numerable dos conxuntos

E.s={x € (a,b): f ¢ continuaen z e Df(z) >r >s> Df(x)},
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conr,s € Q.

Co que chega con comprobar que F, s ten medida nula para r, s arbitrarios. O veremos por

reducién ao absurdo, suponiamos que para certos r’,s' € R, o conxunto E := E,/ ¢ non ten

r/—s’

2
Df(x) >0 para todo = € (a,b), e v, s’ > Df(z), temos logo que C' e V son positivos, ademais,

medida nula. Sexan C' = , V= # e g(x) = f(z) — Vz. Posto que por ser f crecente

E ={z € (a,b) : g & continua en z e Dg(z) > C e —C > Dg(x)}.

Temos ademais que para unha particién calquera P := {xg, x1, z2, ..., 2, } de [a,b]:

> lglar) = glae—1)l = D [f@r) = fler—r) = V(wk — zp1)]
k=1 k=1
<Y ) = flar—) + D [Viak — zp-1)]
k=1 k=1

= f(b) = fa) +V(b—a).

Sexa M =mf{T e R:T > "}_, |g(zx) — g(xx_1)|, para algunha particion, P = {zo, 21, z2, ...,
xn}}. Sexa € > 0 o descrito no Lema , para o conxunto E. Posto que C' > 0 e € > 0 por ser

M un infimo, existe unha particion P’ = {z(, 2}, 2}, ..., 2}, } para a cal:

3 lg(al) — glah)| < M~ <5 (2.1)
4
k=1

Sexa x € E'\ P, enton existe k € N tal que z € E N (x},_,, ). Como g é continua en z e
Dg(xz) > Ce — C > Dg(x), podemos tomar a, e b, tales que a; < = < by e (agz,by) C

(x}_,,2},), temos tamén que ou ben g(x}) > g(z),_,) e w > C ou ben g(z},) < g(z}_,)

Tp—Ty
g(zy,)—g(zy_)
TH—Th_y

que cubre E \ P’. Polo Lema 2.6 existe un subconxunto {I1, I, ..., Ix } de H tal que

< —C. Logo H :={(ay,b;) : x € E\ P'} & un conxunto de subintervalos abertos

N 3 g
z; 5> 5> 1 (2.2)
1=

Sexa agora Y = {yo,y1,...,yq} unha particion de [a,b] definida polos puntos de P’ e os
extremos dos intervalos Iy, I, ..., Iy. Definindo Dy, := {i € N : [y;_1,y:] C [z}_;, 2]}, aplicando
o Lema 2.7 obtemos

> lg(wi) — g(wi-1)l > lg(at) — g(a_y)| + CLy, (2.3)
i€Dy,
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onde Ly é a suma da lonxitude dos intervalos de entre Iy, I, ..., Iy contidos en [z}, z}]. Utili-
zando (2.3) na primeira desigualdade e (2.1)) e (2.2) na segunda chegamos a que:

Q

n N
> la(uk) — g(uk—1)1 > D lg(a}) — g(@h_)| +C > [Tkl
k=1

k=1 k=1

Ce Ce
>M-—-—+ —=M.
4+4

Co que chegamos a unha contradicién coa definicién de M. Queda probado entén que
A:={x € (a,b): f é continua en v e Df(z) > Df(x)}

ten medida nula. Sabemos logo que para z € [a,b] \ A, Df(z) = Df(x), o que nos queda por ver
agora é que Df(x) = Df(z) = Df(x) é finita. Como f é crecente D f(x) > 0 para todo = € (a, b)

chega con probar que D f(z) < oo para case todo = € (a,b). Para conseguilo temos que ver que
B :={z € (a,b): Df(x) = oo}

¢ de medida nula. Suponamos que B non ten medida nula. Sexa S > 0 un niimero real arbitra-
riamente grande, e sexa & definido como no Lema Si x € B, logo Df(z) > S e existen a, e
b, tales que a, < x < by, (az,b;) C (a,b), e

f(bz) — faz)

by — ag

> S.

Enton R := {(az,bs) : © € B} cubre B e polo Lema 2.6 contén un subconxunto {I1, Io, ..., Iy}
tal que Z}ng:1 [Iy| > §. Para cada k sexa [ = (ag,by), como f & crecente,

al al Se
F0) = fla) = D (F(bx) = Flax)) > Y S(bx —ax) > =

k=1 k=1

Como ¢ > 0 e S é arbitrariamente grande, chegamos a unha contradiciéon co feito de que

f(b) — f(a) deberia de ser finito. E con isto remataria a demostracion. O

Veremos agora unha serie de resultados que nos axudaran a construir unha funcién estrita-

mente crecente, continua, e de derivada 0 en case todo punto.

Teorema 2.10. Seza {F),, : n € N} unha sucesion de funcions crecentes con dominio en [a,b],

que ademais cumpren:

a) Para cada x € [a,b] e cada natural n, temos Fy(z) > 0;
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b) Para cada x € [a,b], temos

F(z) =) Fy(z) < co.

neN

Logo, para case todo x € [a,b], temos a igualdade

F'(z) =) Fy(x).

neN
Demostracion. Para z € [a,b] no que as derivadas F'(x), Fjj(z), F](x), - , F|,(z) existan, temos:

F'(z) = Fy(x) + Fi(2) + -+ + Fp(z) +

Ademais en virtude do Teorema , a serie Y Fy, € converxente en case todo punto de

[a, b]. Utilizaremos agora a notacion

Sp(x) = Z F,.(z)
m=1

e, para cada natural k, tomamos un indice n(k) tal que

1

F(b) = Sy(®) < 57

Posto que F,, é crecente para calquera n € N e para cada x € [a, b

temos entén que,

Y F(@) = Sy ()

keN
converxe uniformemente en case todo punto de [a,b]. Asi pois,

D (F(@) = Sy ()

keN

tamén converxe uniformemente en case todo punto de [a, b] de ai deducimos que para case todo
punto de [a, b],
lim (F(x) — Sy () = 0.

k—o0

Como consecuencia disto temos que, para case todo z € [a, b],

F'(z) =) F,(a),

neN

co que concluimos a demostracion. O
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Agora intentaremos construir unha funciéon continua de R a [0, 1], estritamente crecente e con
derivada 0 en case todo punto, para facelo necesitaremos algunha informacién sobre o conxunto

de Cantor, a cal podemos atopar no apéndice dedicado a este conxunto.

Sendo C,, para cada m € N, o definido no apéndice 1. Comezaremos defininido a funcién s6

en R\ Cy da seguinte forma:

0 se x <0,
f(x)=141/2 sexze(1/3,2/3),

1 se x> 1.

Suponiamos agora que para n € N xa temos definida a nosa funcién f en R\ C,, enton
teriamos que f non estarfa definida nun conxunto {[a;,b;] : 1 < i < 2"~ '}, Para construir a
f 09 R\ C defini _ f(a;)""f(bjr) 2a;,+b; a;+2b; Conti d t
uncion f en R\ Cpy1 definiremos f(z) = =—5—= se x € [=57%, “L=1] Continuando este
proceso chegamos a que f estard ben definida en R\ C, sendo C' o conxunto de Cantor. Tal e
como estd definida f esté claro que é continua e crecente no seu dominio, pédese comprobar que
f se pode estender a unha funcién continua e crecente en todo R, ademais temos que f'(z) =0

en R\ C, asi que a derivada seria 0 en case todo punto.

Sexan p e q dous puntos de R tales que p < g. Como f non é constante, existen algtins puntos

r ey de R tales que f(x) < f(y). Claramente z < y e existe unha homotecia h en R? tal que
B(,0)) = (1,0) € h((5,0)) = (4,0). Sexa f*(z) = ha(y, f()), onde = = ha(y, £(y)). Enton,

como h é unha homotecia temos que f* tamén é unha funcién crecente, con derivada nula en
case todo R, e ademais f*(p) < f*(q).

Teorema 2.11. Eziste unha funcion g : R — R que cumpre as 3 condicions sequintes:

1) g € continua e estritamente crecente;

2) Para todo x € R, 0 < g(z) < 1;

3) A derivada de g € cero en case todo punto.
Demostracion. Sexa {(pn,qn) : n € N} a familia numerable de todos os racionais, de forma
que p, < ¢n. Tendo en conta o explicado anteriormente, para cada n € N existe unha funcién
gn : R — [0, 1] tal que:

a) gn € continua e crecente;

b) Para todo z € R, 0 < gp(z) < inﬂ;
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¢) Verificase desigualdade g,,(pn) < gn(qn);

d) A derivada de g, se anula en case todo punto.
Seguimos de b) que a serie )y gn € uniformemente converxente. Definimos entén g(z) :=
n, que é continua e crecente por a). Evidentemente, a imaxe de g esta contida en [0, 1].
neNIn; 4 p ) g

Ademais por ¢), tameén temos que g(p,) < g(qn) para todo n € N, do cal concluimos que g é

unha funciéon estritamente crecente.

Finalmente, tendo en conta d) e aplicando o Teorema [2.10, concluimos que a derivada de g

é cero en case todo punto de R. Co cal queda probado o Teorema. O

2.2. Funciéns de variaciéon limitada.

Esta seccion tratard as funciéns de variacién limitada, as cales podemos definir da seguinte

forma:

Definicién 2.12. Sexa f unha funcion definida no intervalo [a, b]. Se existe un nimero positivo

M tal que para calquera particion P = {zg,x1, ..., z,} de [a, b]:
n
Z |f(zi) = f(zim1)] < M,
i=1
diremos que f é de variacion limitada en [a, b].

Veremos agora algins resultados béasicos sobre este tipo de funciéns, primeiro introduciremos
a definicién de funcién Liptschitziana e un resultado que relaciona directamente este tipo de

funciéns coas de variaciéon limitada.

Definicion 2.13. Diremos que unha funciéon f: A C R — R, é Lipschitziana, se existe K > 0,

un namero real positivo, tal que para todo x,y € A,

[f(z) = f(y) < Klz —yl.

E chamaremos ao nimero K constante de Lipschitz.

Lema 2.14. Se unha funcion f € lipschitziana en [a,b], entdn é de variacion limitada.
Demostracion. Dada unha particion P = {zg,x1, ..., T, }, temos o seguinte:

S O 1f@i) = flai) <Y Klwi — 3| = K(b—a),
i=1 1=1

sendo K a constante de Lipschitz. Queda visto asi que f é de variaciéon limitada. O
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Agora relacionaremos as funcidéns monoétonas coas de variaciéon limitada.

Lema 2.15. Se unha funcion f é mondtona en [a,b], entdn é de variacion limitada.

Demostracion. Supofiamos que f é crecente, xa que o caso de que fose decrecente é andlo-
go. Claramente dada unha particion P = {xg,z1,...,2,}, temos que dado i € N calquera,
f(zi) — f(zi—1) > 0. Enton:

DI @) = F@ia)l = 3 f(@s) = flwia) = £(0) = f(a).

i=1

E claramente f(b)— f(a) podese limitar por un nimero real. Co cal f é de variacién limitada.
O

Lema 2.16. Sezan f e g dias funcidns de variacion limitada en [a,b]. Entdn, tanto a sia suma

como a sta diferencia son tamén funcidns de variacion limitada.

Demostracion. Veremos soamente a diferencia, xa que a proba da suma é analoga. Sexa h =
f — ¢ (non hai que comprobar g — f xa que as funcions son arbitrarias). Dada unha particion

P = {xg,x1,...,2,} de [a, b], temos que
Z \h(z;) — h(zi-1)| = Z |f(xi) — g(zi) — f(ziz1) + g(ziz1)]
i=1 i=1
< N f (@) = flai)| + |g(zio1) — ()]
i=1

= Z |f(zi) — faiz)] + Z l9(xi) — g(zi-1)]-
=1 i=1

Como g e f son funcions de variacion limitada existen M e M’ que limitan ambos sumatorios

e polo tanto podemos dar a demostracién por rematada. O

No que queda desta seccién, probaremos que toda funcién de variacién limitada pode expre-
sarse como diferencia de ddas funcions crecentes, para facelo teremos que ver algtins resultados

previos e a seguinte definicion.

Definicion 2.17. Sexa f unha funcién de variacion limitada, definimos a sta variacién total

V(a,b) no intervalo [a,b] como:

Vi(a,b) = sup{z |f(x;) — f(xi—1)|, onde P = {xo,21,...,x,} € unha particién de [a, b]}.
k=1
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Lema 2.18. Suporiamos que f e g son dias funcions de variacion limitada en [a,b]. Entdn tamén

o son a sia suma, a sia diferencia e o seu produto. Ademais temos:
Vitg <Vi+Vy e Vyg < AVy+ BV,

onde A = sup{|g(x)| : € [a,b]}, B =sup{|f(x)|: z € [a,b]}.

Demostracion. Primeiro de todo, é importante ter en conta que A e B son finitos, xa que de non
selo A por exemplo, existirfa algun ¢ € [a,b] tal que |g(t)| = oo, pero enton seria moi facil chegar

& conclusién de que g non é de variacién limitada.
Sexa h(xz) = f(x) + g(),

(k) = h(zk-1)| = |f(zr) +g(xn) = f(@r-1) — g(@e-1)| < [f (@) = f(@r-1)]+[g(z) — g(zp-1)|-

Sexa agora h(z) = f(z)g(z) dada unha particion P = {xg, z1, ..., x5} de [a,b] temos:

\h(xr) — h(xr—1)| = | f(2r)g(zr) — f(zr-1)g(TE-1))]
= |f(zr)g(@r) — flzr—1)g(zr) + flop—1)g(zr) — f(2r—1)g(Tx-1)]
< Alf(zx) — f(zr—1)| + Blg(zr) — g(zr—-1)|-

Co que claramente quedan probadas ambas desigualdades que buscdbamos. O

Lema 2.19. Seza f de variacion limitada en [a,b], e suporiamos que ¢ € (a,b). Enton f é de

variacion limitada en [a,c] e [c,b] e se ten:

Vi(a,b) = Vi(a,c) + V(e b).

Demostracion. Probaremos en primeiro lugar que f é de variacion limitada en [a,c] e [e,b)].
Sexa P, = {zg,x1,...,zy} unha particion de [a, ] e sexa P» = {yo,91, ..., ¥} unha particion de
[c,b]. Enton Py = P; U Py é unha particién de [a, b]. Renomearemos os elementos de Py como

{70, 21, ..., Zm }. Temos pois:

n l

SO 1F @) = Far)| + S 1) = Far-nl < S 1F ) = Flzre1)| < Via,b).
k=1

k=1 k=1

Co cal tanto Y p_; | f(zg)— f(zk—1)| como 2221 |f(yr)— f (yx—1)| estan limitados por Vi (a, b),
asi pois, f é de variacion limitada en [a, c] e [c,b]. E ademais tendo en conta que o supremo da

suma é maior ou igual ca a suma dos supremos, temos que:

Vf(a, c)+ Vf(C, b) < Vf(a, b).
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Por outra banda, sendo agora P’ = {z{, ], ..., 2} } unha particion de [a, b] sexa Pj = P'U{c}

se ¢ € [z}, 7}_4], entén temos:

() = flar-)| < 1£(2h) — o + |e = flah)l;
podemos escribir Pj = P U Py sendo P| = {x(, 2}, ...,z,,_;,c} e Py ={c,...,z;}, tendo asi unha
particion de [a, c] e [c, b] respectivamente, asi

t -1

O 1F@R) = Fr)l <D0 1F@h) = flai)] + 1£(e) = F@h )| + [£(2h1) = £(0)]

3

k=1 k=1
t
+ | (2},) — f(x5,)] < Vi(a, ©) + Vi(e,b),
k=m+2
logo,
Vi(a,b) < Vi(a,c)+ Vi(c,b).
Co que rematamos a demostracion, xa que temos as desigualdades nos dous sentidos. O

Agora xa nos atopamos en posicién de demostrar o que querfamos.

Teorema 2.20. Sexa f definida en [a,b], f € de variacion limitada se e s6 se pode expresarse

como diferencia de funcidns crecentes.

Demostracion. (=) Se f é de variacion limitada en [a,b]. Sexan a < z < y < b, Definimos
V(t) := V(a,t). Asi, utilizando o Lema [2.19}

V(y) = V(z) = Vi(a,y) — Vi(a,x) = Vi(a,z) + Vi(x,y) — Vi(a,2) = Vi(z,y) > 0.

De modo que V é crecente, sexa agora D =V — f entén se a < x <y < b:

D(y) = D(x) = V(y) = V() = f(y) + f(2) = Vi(z,y) = f(y) + f(x) = 0.

Sendo a ultima desigualdade consecuencia directa da defincién de V. Entén temos que f =
V — D é diferencia de duas funciéns crecentes

(<)

Esta implicacion é consecuencia directa do Lema e do 2.16] O

Veremos agora o exercicio niimero 3 do capitulo 2 do libro , para o cal aplicaremos o teo-

rema que acabamos de ver.
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Exemplo 2.21. Busca un exemplo dunha funcién continua:
g:la,b] - R
que non poda ser representada da forma:

9= 92
onde g1 e g2 son funciéns mondtonas con imaxe en R e dominio [a, b].

Solucion 2.22. O exemplo que utilizaremos serd a funciéon: f : [0,1] — [0, 1] definida como:

0 z =0,
fz) =
x-sen(l/x) x> 0.

Claramente tratase dunha funcion continua, xa que € produto de funciéns continuas en (0, 1] e
¢ doado comprobar (empregando a regra de I’Hopital, por exemplo) que lim,_,o f(x) = 0 = f(0).
Agora demostraremos que f non é unha funciéon de variacion limitada. Veremos en primeiro lugar

que f restrinxida ao intervalo [0,2/7] non é de variacion limitada.

Tomando a particion P = {0,1/(n-7+7/2),1/((n—1) -7+ 7/2),...,2/n} con n € N, ¢
claro que terd n + 1 termos, podemos escribir cada x; da particion (exceptuando o 0) como:

z; =1/[(n —i+4 1)+ 7/2]. Entén temos que:

se n — 1+ 1 par,
sen(1/x;) =
—1 sen—i+4 1 impar.

Polo tanto:

x; se n — ¢+ 1 par,

—x; sen—1-+ 1 par.

Asi, para todo i € N temos que

|f(xi) = fxic1)| = @i + xim1| = @5 + 24-1.

Finalmente:
n n n n 1

Z,Zli-ﬂ+7r/2'
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Chegamos enton a que f restrinxida a [0,2/7] non pode ser de variacion limitada, xa que
Yoy ﬁ ¢ unha serie diverxente. Claramente f tampouco pode ser de variacion limitada en
[0,1] (basta con tomar a particion anterior engadindo o 1 como ultimo termo).

Asi, é claro que f non pode ser suma de duas funciéns monoétonas, xa que de suceder iso,
tamén se poderia expresar como resta de daas funciéns crecentes, o que polo en conta o Teorema

nos levaria a unha contradicién.

2.3. Funciéns diferenciables en todo punto e non mondétonas en

ningin intervalo do seu dominio.

Nesta seccion veremos que existen funciéons de R en R diferenciables en todo punto e que non
obstante non son mondétonas en ningin intervalo de R, o exemplo que veremos atopase no libro

da bibliograffa. Para a stia construccién necesitaremos algins resultados previos.

Lema 2.23. Sexan s e r dous mimeros reais estritamente positivos. Temos que se cumpre o

sequinte:

1) Para r>s:
T—8 2

r2—s2 g
2)Ser>1es>1, temos:
r+s—2 <2
r24+s2—-2 s

Demostracion. Para probar 1):

r—s r—3s 1 1 2

- < )
r2—s2 (r—s)-(r+s) r+s r r

Para probar 2):

-2 2
L<*<:>S’I“—}—52—28<2T2+252—4<:)>2T2—|—82—ST‘—|—28—4>0.
r24+s2-2 " 5

Logo,

212452 —sr4+25+1 > 5 (r—s)?+ri+tsr+2s+1>5 e (r—s)*+r°+(r—1)(s—1)+r+3s > 5.

E a ultima desigualdade é claramente certa para r,s > 1. O
Lema 2.24. Seza ¢ : R — R definida por:

o(z) = (1+|z|)"Y2, vz e R.
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Enton, sendo a,b € R, a # b, temos:

b
2 i . / e(x)dx < 4-min{p(a),p(d)}.

Demostracion. Suponiamos sen perda de xeneralidade que a < b. Diferenciemos 3 casos:
1) 0 < a < b. Para este caso utilizaremos o punto 1 do Lema

1 b 1 b B
b—a/a *”<”“°)d"““_<1+b>—<1+a>/a(1”> e

_2\/1+b—2\/1+a< 4

- (14b)—(1+a) " Vi+b
2) a < b < 0. Este caso é completamente andlogo ao primeiro.
3) a < 0 < b. Neste caso utilizaremos o punto 2 do Lema [2.23]

= 4-min{p(a), p(b)}.

b b
), e = gy 0 b

1 z-(2y/T+ 2] —2)pp  2V/T+b—2+2/T—a—2

T (A+b)+(1-a)—2 |z o (1+b)+(1—a)—2
_p ylibryIzaz? - = 4-min{p(a). p(b)}.

<
(1+b6)+(1—a)—2  min{y/1—a,V1+b}
Co que queda demostrada a desigualdade. O

Lema 2.25. Sezan € N e ¢, : R — R definida como:

Un(@) =Y erp(di(z — tg)) Vo €R,
P

onde v € a mesma funcidn definida no Lemal|2.24), cp, di,trx € R e ¢, di > 0 para calquera k € N.

Enton

b
b—la/ ¢n($)d$ <4- mzn{wn(a)7¢n(b)}

para a,b € R e a # b.

Demostracion. Por definicion de v, (x) temos:

1 b 1 b n
), wnwe == 1S avetinto — i
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utilizando o o cambio de variable y = dy(z — t)) temos:

1 b n Ck dk(bft)
cro(dp(x —tg))dx = / x)dzr,
= > owliule —tide =3 Gty [ ela)

utilizamos agora o Lema [2.24]

n

di (b—t)

n e n ’
2 0D a1 /dkm) p(@)dz < 3 e - 4 minfp(di(b — t)), p(dila — te)},

k=1

e tendo en conta o feito de que o sumatorio dos minimos é menor que o minimo dos sumatorios,

> -4 min{p(d(b — 1)), p(di(a—t)} = > 4 min{exp(di (b — tr)), crp(di(a — 1))}
k=1 k=1

<4. ml’n{z cre(di(b — tr)), Z crp(di(a —tr))}

k=1 k=1

=4 - min{¢,(a), Y, (b)}.
Co cal concluimos a demostracion do Lema. O

Lema 2.26. Sexa (¢ )nen unha sucesion de funcions definidas como no Lema[2.25 Para z € R
en > 1, definimos

x
Bn(x) = / U (2)dz.
0
E suponamos que para algin a € R a serie Y > | n(a) € converzente. E dicir, existe s € R
tal que Y 7 Yn(a) = s. Logo temos:

1) A serie F(z) =Y 7, Bn(x) converze uniformemente en todo intervalo limitado de R.

2) A funcion F € diferenciable en a e F'(a) = s.

Demostracion. Tomamos en primeiro lugar b € R tal que b > |a|, sendo n > 1 e z € [—b,b)].

/Oa Y (2)dz /: Y (2)dz| .

Temos:
<

_|_

Bu()| = \ [ onteraz+ [Cunara:

Utilizando o Lema temos que

|Bn ()| < 4 (a)lal + 4 (a)|z — af < 4byn(a) + 8bYn(a) = 12¢n(a).

Con esto queda probada a converxencia uniforme de 3, (x) en [—b, b], xa que por hipotese sa-

biamos que a serie Y2 | 1, (a) ¢ converxente. Tomemos agora un € > 0, por hipotese > | 1 (a)
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é converxente, logo existe un k € N tal que
oo
10 Z Ynla) <e
n==k

Como as funcions {1, }nen son continuas en todo punto de R, existe 6 > 0 tal que

am [ T (@) — @) <

onde 0 < |h| < 0,1 <n < k. E utilizando o Lema teriamos:

£
2k’

> a+h
S ((1/h) / bn(2)dz — Yu(a))
_1 a

n=
k

[(F(a+h) = F(a))/h — 5| =

S

a+h
Jm / n(2)dz — n(a)

+Z

1/h/ Yn(2)dz — 1 (a)

n=k+1
€ ,
<5+ Z 4 min{¢n(a), Yn(a +h)} Z Yn(a

n*k+1 n=k+1

€

SoHd Z Yn(a
n=k+1

Queda asf probado que F'(a) = s e polo tanto finalizamos a demostracion. O

Lema 2.27. Sexa n € N, sexan I, 1o, ..., I, intervalos de R diszunios dous a dous e dado

1 <k <n sexa ty o punto medio de I. Sexan os nimeros reais €,Y1,Y2, ..., Yn > 0.

Enton eziste unha funcion ¢ como a do Lema[2.25] tal que para todo 1 < k < n, cimprese o
sequinte:

1) P(tr) > y;

2) Y(x) <yp+e Va€ly;

3) P(xr) <e VeeR\(LHULU..UIL,).

Demostracion. Sexa c = yi + 5, para 1 < k < n, definimos,

op(z) = cpp(dp(z —tr)) Vo €R,

onde @(dg(z —t)) = m. Podemos escoller dj suficientemente grande como para que

se cumpra:
orle) < 5= VreR\ L (2.4)
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Finalmente, sexa 1) = @1 + @2 + ... + ¢n. B claro que, por ser ¢, (z) > 0 para calesquera

m € N, z € R temos:

Blt) = 1(te) + @2(te) + oo+ ulta) + o Pulth) 2 Qult) = o = v + 5 > v

Co que queda probado 1). Vexamos que 2) ¢ certo. Temos que

’ Cl
max pg(2) = pr(ts) = =cp, 1<k<n. (2.5)
z€R V1 ety — t)]

Se x € Iy, utilizando (2.4) e (2.5) na desigualdade:

g 13 13 13
U(z) = p1(x) + p2(z) + ... + or(x) + ... + on(z) < o + o + .o+ or(te) + .o+ o < 3 + cp.

Co que queda probado 2). Finalmente, se € R\ (I1 U Io U ... U I,), utilizando (2.4):

£ 3 g
¥(@) = 1(2) + 2(2) + o+ (@) < oo+ o+t o <6

co que probamos 3) e concluimos a demostracion. O
Lema 2.28. Sezan {t; : k € N*} e {ry : k € N*} dous conzuntos numerables de nimeros reais.
Enton, existe F': R — R que cumpre:

1) F é diferenciable en todo R.

2) F'(x) € (0,1] para todo x € R.

3) F'(ty) =1 para cada k € N*.

4) F'(ri) <1 para cada k € N*,

Demostracion. Consideremos a sucesion de funcions {¢, fnen que xa definimos no Lema [2.25]

definimos agora:

Intentaremos comprobar que se cumpren as seguintes condiciéns,

1) ParaneN"el <k <n,
1

2) paran € N* e z € R, temos que

fn() <1_n+1;
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3) paran e N*el <k <n,
1

on - 20

wn(rk) <

En primeiro lugar, tomamos un intervalo I; con punto medio ¢; e tomamos r; € R tal que r; ¢ I,
aplicamos o Lema con € = i =1.

Obtemos asi 1 e entén f; = 91, co que, e se cumpren as 3 condiciéns anteriores para n = 1.
Suponamos que para un natural n > 1, xa definimos as funciéns, 1, s, ..., ¥,_1, cumprindo as

3 condicions. Podemos escoller intervalos disxuntos I1, Is, ..., I, de forma que:

a) tr sexa o punto medio de [ para cada 1 < k <n,
b) Ix N {ri,re,...,mn} = 0 para cada 1 < k <n,

c) Para cada 1 < k < n, x € I}, tenamos a desigualdade:
fnfl(x) < fnfl(tk;) + 4,

con § = 1/(n(n+1)) — 1/(2n2"™). Aplicamos agora o Lema con £ = 1/(2n2") e y, =
1-— % — fn—1(tr), con 1 < k < n, obtendo a funcion ¢, que cumpre 1, (rg) < € = 1/(2n2") para
cada k € {1,2,...,n}. Cumprindose asi a condicion (3). Ademais, para 1 < k <n:

(k) = foo1(tr) + Un(te) > foo1(te) +yp > 1 — %

Co que queda probado (1), finalmente, para probar (2), tomemos x € R, se para algin
ke{l,2,...n}, x € I,

1 1 1 1
(@) = fu-1(2) + ¥n(@) < fa-1(2) +e+d+yp=1-—+ MCESETIR + 5w
L n 4 1
B n(n+1) n+1

No caso de que = ¢ I} para ningun k € {1,2,...,n},

@) = far(2) + () < 1 — % o<l nil

En ambos casos verificase (2). Procedendo de esta forma podemos construir {¢, },en+. Sexa

f=) = lim f,,

k=1
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= /0$ f(2)dz

Polo Lema temos que F'(z) = f(x), tamén temos que, para x € R, utilizando (2) e (3):

e sexa, para x € R,

fo(z) <1—

nlel:>O<F’(m)—f(a;)§1,

e dado k£ € N* )
fn(tk) >1-— E = F/(tk) = f(tk) >1,

co cal F'(t;) = 1.

Sexa agora, 1 < k <n, por (3):
= 1 = 1
/ _
=n =N

Con ver que > 72 ﬁ < ﬁ xa rematariamos, posto que nese caso teriamos

F’(r)<1—l+§:;< 1+i 1—i<1
F n = 2k-2k 2 m

co que remataria a demostracion.

Vexamos que é certo, para calquera k > n, temos que 2k logo

2n’
(o] o oo o
1 1 1 1 1 1 1 1
— < — — < — — = — — .
ZQka—QnZQk—QnZQk 2n sz
k=n k=n k=1 k=0

Co cal concluimos a demostracion. O

Teorema 2.29. Existe unha funcion H : R — R tal que,

(1) H € diferenciable en todo punto de R;
(2) H' estd limitada en R;

(8) H non é mondtona en ningin intervalo de R.

Demostracion. Sexan T := {t, : n € N*} e R := {r, : n € N*} dous conxuntos numerables,
disxuntos e densos de R. Usando o resultado do Lema [2.28] sexan F': R - R, G : R — R, dous

funciéns diferenciables en todo punto que cumpren:
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(a) G'(z) € (0,1] e F'(z) € (0,1] para todo z € R;

(b) F'(tp,) =1e F'(r,) <1 para todo n € N*;

(¢) G'(rp) =1e G'(ty,) < 1 para todo n € N*.

Sexa agora H = F — G, logo H'(t,) > 0, H'(r,) < 0 para todo n € N*.

Posto que os conxuntos 7' e R son densos en R, chegamos a que H non pode ser mono6tona
en ningtn intervalo de R. Tamén é claro que —1 < H'(z) < 1. Co que comprobamos que H' é

limitada, e queda asf probado o Teorema. O
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Capitulo 3

Funciéns continuas en todo punto e non

diferenciables en ningtn punto.

3.1. Funciéns aproximadamente diferenciables

Nesta seccién veremos dous exemplos de funciéns continuas en R e que pola contra non son
diferenciables en ningin punto de R. En primeiro lugar veremos unha serie de resultados previos

que nos axudardn mais adiante. Para facelo primeiro introduciremos a seguinte definicién.

Definicion 3.1. Diremos que unha funciéon f : R — R é aproximadamente diferenciable no
punto z € R se existe un conxunto X que sexa Lebesgue-medible (denotaremos por A a medida

de Lebesgue) para o cal:

o 1@ = £)
yeX

E denotaremos ese limite por f,,(x).

E claro que unha funcién diferenciable serd aproximadamente diferenciable, non obstante,
non son conceptos equivalentes, xa que por exemplo a funcién de Dirichlet, que vimos no capi-

tulo 1,

0 sezeR ,
D(x) = \Q
1 sexzeQ,

31
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non é continua e polo tanto non é diferenciable. Por outra banda, se tomamos X = R\ Q, temos

que
AR\ Q) (lz = hyz + h)) = 20— MQ[ )l& — h,z + h]) = 2A,
logo,
i MEAQ iz bz +B)
h—0 2h
h>0
e para calquera X € R\ Q,
lim M —0.
Yy—x xr — y
yER\Q

Deducimos deste exemplo tamén que unha funcién aproximadamente diferenciable non ten
por que ser continua. De aqui en adiante, veremos o exemplo dunha funcién continua que non é
diferenciable, claramente, chega con probar que a nosa funcién é continua e non aproximadamente

diferenciable. Para facelo veremos dous resultados previos que utilizaremos como ferramenta.

Lema 3.2. Seza f: R — R, sexa x € R e suponnamos que [ é aprorimadamente diferenciable en

x. Enton para calqguera nimero real My > fép(:c), temos:

o My €z =iz + )\ {a}: (f(a) = S@))/(z —y) = M1})

h—0+ 2h =0
Analogamente, para calquera nimero real Mo < f(’lp(x)
My e o= bt B\ o) ()~ @)/ —y) S M)

h—0t 2h

Demostracion. Veremos a demostracién para o primeiro caso, xa que o outro é completamente
andlogo. Por definicién de aproximadamente diferenciable sabemos que existe un conxunto X,

tal que € X, e cumpre que:

jig SR - o1
h>0

e ademais: ) — f(0)
, x)—JYy /
Jim SO ). (3.2)
yeX

Fixamos agora un € > 0, tal que:

f;p(ﬂf) +e < M.

Enton por (3.2)) existe un ntunero real g > 0 tal que, para calquera h € R, cumprindo
0 < h < u, temos:

f(x) = fy)

Ty < foplz) + € VyeXﬂ[x—h,x—i—h}\{x}. (3.3)
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Por (3.1)) temos que, para p > 0 suficientemente pequeno:

AX N[z = h,x+ k)

>1- . 4
57 > e Vh<up (3.4)

Co que, utilizando (3.4)) e a continuacion (3.3]), obtemos a relacion:

CMX Nz = b,z +h)

>
==l 2h
MNy€x—h,za+hl:y¢X)
=1-0- 2h
S Ay ez —hat W\ {z}: (f(@) - f(y))/(x —y) > M)
- 2h )
Co cal podemos concluir a demostracién do lema. O

Lema 3.3. Sexa f : R — R wunha funcidn, sexa z un punto de R e suporiamos que, para cada

M >0, se cumpre:

ming 2AY € [z —hoz+ A\ {z} ¢ |f(y) — f(@)l/ly — x| = M})

> 0.
h—0+ 2h

Enton f non é aprozimadamente diferenciable en x.

Demostracion. A demostracion deste lema omitirase, xa que obtense como consecuencia directa

do lema previo. O

3.2. Funcién continua e non aproximadamente diferenciable

Unha vez vistos estes resultados podemos comezar coa construcién dunha funcién continua
e non diferenciable en todo R. En primeiro lugar definiremos a funcion f; : [0,1] — [0,1] do

seguinte xeito:
£10) =0, f1(1/9) = 1/3, f1(2/9) =0, f1(1/3) = 1/3, [1(4/9) = 2/3,

[1(5/9) =1/3, f1(2/3) = 2/3, /1(7/9) =1, f1(8/9) =2/3, fr(1) = 1.

E nos intervalos [%, %] a funcién serd un segmento entre a imaxe dos dous extremos, a cal

xa cofiecemos. Teriamos entén que a sta grafica serfa a seguinte:



34 3. Funciéns continuas en todo punto e non diferenciables en ningtn punto.

0.8

0.6+

0.4+

Definiremos agora as funciéns ¢g; : [0,9] — [0,3] e g2 : [0,9] — [0, 3] como:

g1(x) = 3f1(x/9) e ga(x) =3 — g1(2).

Sabemos que g1 € continua (f1; o é), e polo tanto go tamén é continua. Definiremos agora
fn+1 para n € N por recurrencia, é dicir, asumindo que temos xa a funcién f,, ben definida e que
cumpre:

(1) f, é continua.
(2) A imaxe de f, evaluada en cada intervalo [k/9", (k +1)/9"] con k € {0,1,...,9" — 1} ¢ un
segmento da forma [j/3", (7 +1)/3"].

Podemos proceder asi xa que sabemos que para fi é certo. Ademais nos chegaria con definir
fn+1 nun intervalo calquera da forma [k/9", (k+ 1)/9"] con k € {0,1,...,9" — 1}. Diferenciemos
dous casos:

1. Se f, é crecente en [k/9",(k+1)/9"], con k € {0,1,...,9" — 1}. Tomaremos os seguintes
conxuntos de puntos de R?:
{(0,0),(0,3),(9,3),(9,0)},

{(k/9%, fu(k/97)), (k/9%, fa((k +1)/9)), (k +1)/9%, fu((k +1)/97)), (k + 1)/9", fu((K)/97))}-

Claramente son os vértices de dous rectangulos e por tanto existe unha tnica transformacion

afin h : R? — R2, tal que:

= (k/9", fu(k/9™)),
k/9", fu((k+1)/9)),
k+1)/97, fa((k 4+ 1)/9™)),

k+1)/9%, fu(k/9")).

(
(
= ((
((
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Definiremos hq(z,y) e ha(z,y) da seguinte forma: h(z,y) = (h1(x,y), ho(x,y)). No intervalo
[k/9™, (k 4+ 1)/9"] igualaremos a grafica de fp4+1(z) & da imaxe da grafica de g1 (x) mediante h,

é dicir:
frt1(w) == ha(y, 91(y)), onde z = h1(y,91(y)), con y € [0,9] e z € [k/9", (k +1)/9"].

Xa que h e g1 son continuas, fp4+1 é continua ¥n € N no intervalo [k/9", (k + 1)/9"].

2. Se fy, € decrecente en [k/9", (k+1)/9"], con k € {0,1,...,9" — 1}. Tomaremos os seguintes

conxuntos de puntos de R?:

{(0,0),(0,3),(9,3),(9,0)},
{(k/9%, fu((k +1)/97)), (k/9%, fu(k/9")), (k + 1)/9%, fu(k/9"), ((k + 1)/9", fu((k +1)/9")}.

Os dous conxuntos seguen a ser os vértices de dous rectangulos por tanto existe unha Gnica

transformacion afin ¢ : R2 — R2, tal que:

£(0,0) = (k/9", fu((k +1)/9"),
£(0,3) = (k/9", fu(k/9")),

£(9,3) = ((k +1)/9%, fu(k/9")),
£(9,0) = ((k +1)/9%, fu((k +1)/9")).

Analogamente ao caso 1, igualando outra vez a gréfica de f,4+1(z) & da imaxe da gréfica
de go(x) mediante ¢, f, 41 tameén seria continua ¥n € N no intervalo [k/9", (k +1)/9"]. Tal e
como esta construida a sucesion de funcions { f,, }nen, € claro que todas son continuas en [0, 1] e
ademais para cada intervalo [k/9", (k+ 1)/9"], a imaxe de f, é un segmento con extremos nos
puntos j/3" e (j + 1)/3" para algin j € NU {0}, con j € {0,1,...,3" "1 — 1},

A partir de agora utilizaremos a notacién:
[u,v] :==[k/9", (k+1)/9"],
con k € {0,1,...,9" — 1}.

E importante ter en conta que, asumindo que f,, no intervalo [k/9", (k +1)/9"] é crecente

temos que:

for1(k/9") = h2(0,1(0)) = fu(k/9"),

(2u+0)/3) = ha(3,91(3)) = h2(3,3 - f1(1/3)) = ha(3,1) = fu((2u +v)/3),
fre1((20 +u)/3) = ha(6,91(6)) = h2(6,3 - f1(2/3)) = h2(6,2) = fu((2v +u)/3),
St ((k+1)/9") = h(9,91(9)) = ha(9,3 - f1(1)) = ha(9,3) = fu((k +1)/9").

fn+1

(
( /
( /
(
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Logo, pola continuidade das funcions de {f, }nen € por ser crecentes, chegamos a que:

for1([u, (2u+0)/3]) = fullu, 2u+v)/3]),
S ([(2u +0)/3, (20 +u)/3]) = fu([(2u +v)/3, (20 + u)/3)),
S ([(2v +u)/3,0]) = fu([(20 +u)/3, v]).

Analogamente se demostrarian as mesmas igualdades se f, no intervalo [k/9", (k + 1)/9"]
fose decrecente.
Ademais tal e como esta construida a sucesion de funciéns, é claro que:

Fuia(0) = Fu@)] < Ll + /57 = Fulhy9")] = 10+ /3" = /3 = g, v |5, 552

9" 9

Tendo todo isto en conta, polo criterio de Cauchy para a converxencia uniforme chegamos 4
conclusiéon de que a sucesiéon converxe uniformemente a unha funcion f : [0,1] — [0,1], a cal é

continua, e, como veremos agora, non ¢ diferenciable en ningtn punto do intervalo [0, 1].

Por comodidade denotaremos [u,v] = [k/9", (k+1)/9"], [p,q] = [j/3",(j +1)/3"]. Sexa
z € [0, 1], claramente existe k € N tal que z € [k/9", (k + 1)/9"]. E existira algin j € N tal que:

fu(z) € [, ql-

Sabemos polo dito anteriormente que, para m > n:

fm(2) € [p,q]-

Polo que f(z) tamén estaria en [p,q|. Podemos asumir sen perda de xeneralidade que f,, é
crecente no intervalo [p, ¢g|.
Suponamos primeiro que f(z) < (p+ ¢)/2. Para cada y € [(2v + u)/3, v], temos:

fly) € (24 +p)/3,4],

co cal chegamos a:

Yy—x v—Uu - v —U
(G+1)/3"—j/3" 3"

1
6 (k+1)/9"—k/9" 6

fly) — f(=) > (2¢+p)/3—(p+q)/2 (1/6)(q—p)

~ fn A dies ptq 2utu .
Supofiamos agora o caso contrario, ¢ dicir, f(z) > P35 Para cada y € [u, =%5™], temos:

f() € [p,(2¢ +p)/3].
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Temos pois que:
f@) = fw)  +a)/2-(29+p)/3 _ 3"

T —y v — U 6

Enton, limitando pola lonxitude dos intervalos [u, (2v 4+ u)/3] e [(2v + u)/3,v],

My €[z =1)/9", (x +1)/9"|\{=z} : [f(y) = f(2)|/ly — = = 3"/6})
> min{(2v+u)/3 —u,v — (2v + u)/3}
=v—(2v+u)/3=(k+1)/9" —(B3k+2)/(3-9")=1/(3-9").

E dicir:
My € l(z—=1)/9" (z +1)/9"\{z} : [f(y) — f(@)|/ly — =| = 3"/6})
> 1/6A([(x —1)/9™, (x +1)/9™]).

Da dltima desigualdade podemos concluir, gracias ao Lema[3.3] que f non é aproximadamente

diferenciable en x, e por tanto tampouco é diferenciable.

Xa temos unha funcion continua de [0, 1] a [0, 1] que non ¢ diferenciable en ningan punto, de
forma analoga podese construir unha funcién de R en R que sexa continua e non sexa diferenciable

en ningan punto de R.

3.3. Outro exemplo de funcién continua e non diferenciable en

cada punto de R.

Veremos agora o segundo dos exemplos o cal se atopa no libro da bibliografia, nesta
construccién non necesitaremos utilizar o concepto de aproximadamente diferenciable. Sexa ¢* :
[—2,2] — [0,2], definida como ¢*(z) = |z|. Claramente ¢*(—2) = ¢*(2), logo podemos estender

¢* a todo R como unha funcién de periodo 4 da seguinte forma:

d(x) =¢"(x —4t), cont € Ze (x —4t) € [-2,2].

E importante ter en conta que se entre x € R e y € R non hai ningiin enteiro par enton:

Sexa m € N, definimos agora f,(z) =4 "¢(4"z). A funcién ¢ é continua, logo para cada n,

fn € composicion de funciéns continuas e polo tanto continua. Sexa

f@) =" fal®).
n=1
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Para calquera x € R, f,(x) < 2-47" se segue polo M-test de Weiestrass e polo resultado que
relaciona continuidade coa converxencia uniforme (ambos no apéndice) que f é continua en todo

R. Temos que ver agora que f non é derivable en ningtin punto. Sexa a € R fixo e arbitrario.

Para cada k € N, escollamos e; € {1, —1} de forma que non haxa ningin nimero enteiro par
no intervalo (aberto) entre 4¥a e 4¥a + ey. Se n < k ¢ outro natural, tampouco haberia ningtn

enteiro no intervalo (aberto) entre 4"a e 4"a 4 4" %e;,, xa que de habelo, denotariamolo por r e

4k—n

entén teriamos que -1 seria par e ademais (asumindo e = 1, o outro caso é andlogo),

4 - 4F T < g e < (4ha 4 4 Rey) - 4R

o cal é unha contradiciéon co feito de que o intervalo entre 4*a e 4%a + e;, non contén ningtn

enteiro par.
Temos ademais que se 1 < n < k:

|faa +47%e) = fala)] = 47" [@(4"a + 4" ey) — ¢(4"a)]
= 47"¢(4"a + 4" Fey) — 47" p(4"a) = 47,

Por outra banda, se 1 < k < n e tendo en conta que ¢ ten periodo 4, é claro que f,(a +

47%ep) = fo(a).

Finalmente:

4—kek 1 4_k€k
k k
an(a+4 ek)_fn(a)
- —k
= 4= Fey
k —k k k
4 1
=D e T T
n=1 4 €k n=1 €k n=1

Polo tanto concluimos, xa que claramente Zszl e € par se k é par e impar se k € impar. Co

cal o limite

i @t 47%ex) — f(a)
k—o0 47k€k ’
non existe, é dicir, a derivada non existe en a. Como a é arbitrario, queda demostrado o que

queriamos, é dicir, temos unha funcién continua en todo o seu dominio e non diferenciable en

todo punto.



Capitulo 4

Funci6éns continuas e sobrexectivas de
0,1] a [0, 1]

Comezaremos este capitulo vendo dous resultados de bastante interese e que nos aportaran
algo de contexto para ver a importancia dos dous exemplos de curvas continuas e sobrexectivas

de [0,1] a [0,1]% que estudiaremos posteriormente.

Proposicion 4.1. Erxiste unha bizeccion entre [0,1] e [0, 1]2.

Demostracion. Sexa x € [0,1], podemos escribir x = 0.z122x3... con z; € {0,1,...,9} para
calquera i € N, estando o 1 representado por infinitos 9. Agora consideramos f : [0,1] — [0, 1]

definida como segue:
f(z T+ 10_2) = (Z Toi—1 10_1, Zl‘gi . 10_1).
i=1 i=1 i=1

Claramente a aplicacién é sobrexectiva e inxectiva co cal rematamos a demostracion. O

Proposicion 4.2. Non existe unha bizeccion continua entre [0,1] e [0,1]2.

Demostracién. Supofiamos que existe unha bixeccién continua f : [0,1] — [0, 1]2. Entén proba-
remos que a inversa f~! é continua, e en tal caso terfamos un homemorfismo. Sexa C C [0, 1]
un conxunto pechado, tamén serd compacto xa que obviamente é limitado. Agora, por ser f
bixectiva (f~1)~1(C) = f(C), e f(C) & a imaxe dun compacto, e polo tanto tamén é compacto,
e por ser compacto é pechado. Temos entéon que a imaxe dun pechado mediante (f~1)~! tamén
é pechada. Co cal é facil chegar a conclusién de que a imaxe dun aberto mediante (f~1)~! sera

tamén un aberto. Polo tanto f~! seria continua.

39
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Agora, podemos considerar a funcién g : [0,1]2\ {p} — [0,1]\ {¢} tal que g(z) = f~!(z) para
todo = € [0,1)%\ {p}, para algtn p € (0,1)? e ¢ € (0,1). Polo que vimos antes g é unha bixeccion
continua entre [0,1]%\ {p} e [0,1]\ {¢}. Chegamos entén a unha contradicion, xa que [0,1]%\ {p}
é conexo mentres que [0,1] \ {g} é disconexo. Polo tanto concluimos que tal bixeccién continua

f non pode existir. O

4.1. A curva de Peano

Veremos agora o exemplo orixinal de Peano, o cal ¢ unha curva continua e sobrexectiva de
dominio [0,1] e imaxe [0,1]%, 0 podemos atopar no libro [5] da bibliografia. Primeiro veremos un

teorema que nos axudara coa construciéon desta curva.

Teorema 4.3. Sexa {f,} unha sucesion de funcions con rango [0,1] e imaze [0,1]¥, k € N tales
que para € > 0 eziste un N € N tal que para m,n > N temos que supgepo 1) || fn(2) — fim(2)]] <e.

Enton f(z) := 1im fn(x) existe para calquera x € [0,1] e é unha funcidn continua.
n—oo

Demostracion. A existencia de lim fn(x) & obvia xa que baixo as hipéteses do teorema { fy } (neny
n—oo
¢ unha sucesién de Cauchy na recta real, e polo tanto converxente pola completitude de R.

Vexamos agora a continuidade de f. Para todo n € N e calesquera z,y € [0, 1],

F (@) = FOI < Nf(2) = fu@)[| + [ fn(2) = (@)l + 1 Fn(y) = F@O)I]

Agora ben, sexan € > 0 e t € R, como f(t) := lim fn(t) =, existe N € N tal que se n > N
n o
enton || fa(t) — F(I] < 5.

E pola continuidade das funcions da sucesion { f,, }, temos que existe 6 € R tal que se |[x—y| < §
enton |[fv(x) — fn(y)l| < §. Co cal:

1£@) = I < @) = In @)+ v (@) = I+ Ifww) = FO)ll < 5 +5+ 5 =<

Co que concluimos a demostracion. O

A curva de Peano & o limite dunha sucesion { f, }nen de curvas de [0, 1] a [0, 1]?, esta sucesién
comprendese bastante ben visualmente, por iso resulta moi interesante a seguinte grafica, a cal

se atopa no artigo [7] da bibliografia.
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Na imaxe podemos ver representadas as funciéns fy, f1 e fo. Para a construcion de cada f,

(==

EE

dividiremos [0, 1] en 9" intervalos da mesma lonxitude e [0, 1]? en 9" cadrados do mesmo tamafio.

A cada cadrado asignaraselle un intervalo ao que enviar a stia imaxe. Na imaxe podemos ver
que para obter f; dividimos cada cadrado en 9 novos cadrados, e “copiamos” a imaxe de fy en

cada un deles, e asi sucesivamente.

Lema 4.4. A sucesion {f,} descrita anteriormente é uniformemente converzente.

Demostracion. Sexan n,m € N, suponamos sen perda de xeneralidade, n > m. Para x € [0, 1] as
imaxes de f,(z) a fi,(x) tefien que estar ambas nalgun dos 9 cadrados. A diagonal dun cadrado
& /2 -1 sendo [ o valor do seu lado. O lado dos cadrados definidos para f,, vale 3. Enton:
sup || fu(2) = f(2)|| < V2377,
z€[0,1]

co que chegamos a que a sucesion é uniformemente converxente. O
Definiciéon 4.5 (Funciéon de Peano). A funcién f : [0,1] — [0, 1]?, definida como:

f(z):= lm f,(x) Vzel0,1],

n—o0

denominase funcién de Peano.

Gracias ao Teorema e o Lema sabemos que existe, esta ben definida en todo [0, 1] e
é continua. O ultimo que nos quedaria por comprobar é que a imaxe da funcién de Peano é todo
[0, 1]2.

Proposicion 4.6. A funcion de Peano € sobrezectiva.

Demostracion. A funcion f,, pasa polo centro dos 9™ cadrados definidos nesa iteracion. Por
tanto cada punto de [0,1]% estd como maximo a unha distancia de v/2/2 - 3™ dun punto da
imaxe de f,,. Isto quere dicir que, para a funciéon f a distancia de calquera punto de [0,1]? a un
punto da imaxe de f é menor que v/2/2 - 37" para calquera n € N. Co cal todos os puntos de

[0, 1)? estan na clausura da imaxe de f.
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Por ser f continua e [0, 1] compacto temos que f([0,1]) serd compacto tamén, e polo tanto

pechado. Entoén, como £([0,1]) é pechado, temos quef([0,1]) = £([0,1]) = [0, 1]2. O

4.2. A curva de Schoenberg

Veremos agora outro exemplo diferente dunha curva que tamén ten como imaxe todo o
cadrado unidade dado por I.J. Schoenberg no ano 1938. Podemos atopar a construccién desta
curva nos libros [2] e |5] da bibliografia. En primeiro lugar definiremos a funcién ¢* no intervalo

[0, 2] da seguinte forma:

0 se x € [0,1/3] N [5/3,2],
5 (z) = 3xr—1 sexe€[l/3,2/3],

1 se x € [2/3,4/3],

(5 —3z sex€[4/3,5/3]

Gréficamente se veria da seguinte forma:

0.8

0.6+

044

Como ¢*(0) = ¢*(2), podemos estender ¢* a todo R mediante:
d(z) = ¢"(x — 2t), cont € Z e (x —2t) € [0,2],
obtendo unha funcién de periodo 2. Definimos agora as funciéns f; e fo da seguinte forma:
o0 b 32n—2, 0 é 32n—1,
T DAL ANGY I G ACa2)
n=1

AL 2mn

n=1
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Vendo esta definicion claramente se |¢(z)| < 1 terfamos que |fi(z)] < 300 & e |fa(z)] <
1
D net g
Polo tanto para calquera x € R fi e fo estan ben definidas, xa que son series que converxen

absolutamente, e ademais, como ¢ é unha funcion continua, dado £ > 0, existe un § > 0, tal que

se |z —y| < 0:

277,—21, _ 2n—2 & 2n—2x _ 2n—2
(@) Z¢3 )2n¢(3 Wi o5 1e6 ) — (37" 7y

<Z on < e.

n=1

Chegamos entén a que f1, e analogamente fo, son continuas. Sexa f : [0,1] — [0, 1], definida
como f(x) = (fi(x), fo(x)). Temos que comprobar que a imaxe de f cubre todo o cadrado

unidade. En primeiro lugar temos que f([0,1]) C [0,1]?, xa que
oo oo
1 1 1
| f1(2)] 3227:227—@:1
n=1 n=0

E analogamente |fa(z)| < 1. Sexa agora (a,b) € [0, 1]?. Para ver a outra inclusién, podemos
expresar a e b en sistema binario da forma a = (0.ajaz2as3...)2 € b = (0.b1b2bs...)2, onde ay, by, €

{0,1}. E teriamos que

8
8
|3

2n on’

n=1 n=1

Sexa agora:

o
6:222—2, sendo ¢, = a, sen € (2N) —1 e ¢, = by, se n € 2N.
=1

Temos que 0 < ¢ <23, 3n =2-320, 31n —1)=2-(3/2—1) = 1. Logo c esta no dominio

de f, veremos agora que fi(c) =a e fa(c) =b. Dado k € N,

C—Qch/Z’)" k42 Z /3" F =23 43 L r 2 Y

n=k+1 n=k+1

E claro que 2(3571 43572 4 ... 4+ 1) ¢ par, e como ¢ ten periodo 2, chegamos a que ¢(3¥¢) =
G20t giw) = 02200, 5E).

Se cj1 = 0 temos que 0 < 23°°° Stk <250 L —=2.(3/2—1-1/3) = 1/3. E polo

tanto,

oo

Cn+l<:

2 Z gn /T =0= Ck+1,
n=1
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se pola contra cp1 = 1 temos que 2/3 <23 ¢,41/3" <1, e entén

o0
Cn+k
62) o) =1=crs.

n=1

En ambos casos chegamos a que ¢(3%¢c) = (2300 | ) = 1.

Finalmente temos que ¢(3*"72¢) = cou_1 € ¢(3*""!c) = cap, € polo tanto fi(c) = a e
fa(e) = b, co cal f(c) = (a,b), como queriamos probar. Chegamos entén a que f é continua e

sobrexectiva, é dicir, recubre o cadrado unidade.



Anexo A

Conxunto de Cantor.

Definicién A.1 (Conxunto de Cantor). O conxunto de Cantor (C) definese como o conxunto
limite da sucesion C,, onde:

Cl = [0’ 1]7
Cy=10,1/3]U[2/3,1],
Co = [0,1/3™ U [2/3™,3/3™] U [6/3™,7/3™] U [8/3™,9/3™] U ...
LU[(3™ = 3)/3™, (3™ —2)/3™] U [(3™ — 1)/3™,1].

E dicir, podemos escribir C' = (] C,.
neN

Veremos agora algunhas das propiedades méis caracteristicas deste conxunto.

1) O conxunto de Cantor é medible, e en concreto de medida nula.

Claramente é medible xa que é unha interseccién numerable de conxuntos medibles. Ade-
mais,

CCCp, Y/meN= \Cy,) >X\C), VmeN

e MCp,) =2™-(1/3™) = (2/3)™, xa que a lonxitude dos intervalos para C,, é¢ 1/3™ e o

ntumero deles é 2™. Co cal C é necesariamente de medida nula.

2) Pola construcion dos conxuntos Cy, é facil ver que son complementarios da unién de con-
xuntos abertos. Polo tanto o conxunto de Cantor é pechado na recta real, tamén podemos

concluir que é compacto, xa que é un conxunto limitado.
3) Esta propiedade verémola como teorema debido 4 complexidade da sta proba.
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A. Conxunto de Cantor.

Teorema A.2. z € C se, € s0 se, existe unha sucesion {am}oo_, con an, € {0,2}, Vm € N,
tal que:
— uid
= Z 3i°
i=1

Demostracion. (=)
O comprobaremos por reducién ao absurdo. Sexa y € [0,1], y ten unha representacion
ternaria da seguinte forma, y = (0.ajagas...)s, con a, € {0,1,2} ¥n € N. E teriamos que
Y= %
Sexa agora x € C, C' C [0,1] asi que x ten unha representacion ternaria da forma descrita
previamente. Sexa C* = {zx € [0,1] : 2 = > 72, 3, a; € {0,2}}.

Supofiamos que z ¢ C*. E dicir, a,, = 1 para algtn n € N. Podemos escribir:

oo
a
x = — +—+ Z 3—;,ondeai€{0,2}Vi<m.
i=1 i=m+1

E importante ter en conta que ten que existir k£ > m tal que aj # 0, xa que de non ser asi

teriamos:

m—1 a m—1 w 9
T T *
=1 =1 i=m+1

Polo que existen ay, # 0 e ag, # 2 con ki, ke > m. Co cal:

= a =2 1
1
0< 2 5< 2 5=
t=m-+1 t=m-+1
Entoén:

m—1 a m—1 a 1 [e'e] a
(A (A T
stam <T=D gt t D5

i=1 =1 i=m-+1

m—1 m—1

Pero, pola construcion dos {C, }nen € claro que z ¢ C)y,, co cal, x ¢ C. E con isto chegamos

a unha contradicién.
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(<)

Sexa C* = {z € [0,1] : 2 =2 €;/3%, e; € {0,2}}.

Sexa agora y = Y ooy ¢i/3", ¢ € {0,2}, claramente y € C*. Tomemos agora n € N,
consideremos a suma s, = Y.+, ¢;/3". E claro que s, € C,¥n € N, xa que s,, vai ser
o extremo superior ou inferior dun dos intervalos que componen a C,, e tal e como se
construiron os Cy, (dividindo cada intervalo [a,b] € Cy,—1 en tres: {[a,(a + b)/3], ((a +
b)/3,2(a+b)/3),[2(a+b)/3,b]} e quitando o intervalo aberto), € obvio que os extremos dos
intervalos de C,, van a estar en C} Vk € N. Polo tanto temos que necesariamente s, € C.

o0 Ci __

E como: lim s, = > 7, 5+ = y. E C é un conxunto pechado chegamos a que y € C, e

n—o0

chegamos asi a que C* C C. O

O conxunto de Cantor non é numerable.

Definiremos en primeiro lugar unha aplicacién que nos axudard a demostralo.

Definicion A.3 (Funcién de Cantor). Consideremos a aplicacion ¢ : C' — [0, 1], da forma:

> a; > /2
(2 n
0 Q) =2 5
i=1 i=1
Polo visto en 3), calquera x € C pdédese escribir da forma = = Y 0, a;/3¢, polo tanto a

funcion esta ben definida en todo C. Denominaremos a ¢ funcién de Cantor.

Lema A.4. A funcion de Cantor é sobrezectiva.

Demostracion. Sexa y € [0, 1], y podese escribir de forma binaria, é dicir y = (0.b1b2bs...)2,
x = (0,2012b22b3...)3 € C e ademais p(z) = y. O

Con isto queda claro que C non é numerable, xa que de selo existirfa unha aplicacién
sobrexectiva 8 : N — () e como ¢ : C — [0,1] tamén é sobrexectiva, a composicion

pof:N—[0,1] tameén o seria, o cal & imposible xa que [0, 1] non é numerable.

C + C =0,2], esta propiedade esté proposta como exercicio do libro [1].

En primeiro lugar, C' C [0,1] o que implica que C' + C C [0,2]. Sexa agora 2’ € [0,2],
'€ C+Cse esbdse x:=12'/2 € C/2+C/2. Consideremos a representacion de z en base
ternaria, x = (0.z12923...)3 con x € {0,1,2}.

Podemos tomar a,b € C/2, da forma a = (0.a1azas...)3, b = (0.b1b2bs...)s € ag, by €
{0,1} Vk € N e tales que ag + b = xg, é dicirse x, =0, ay =0 =bg,se xp =1 ar =0e

b = 1 (ou viceversa), e se xp = 2 ar = 1 = by.
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A. Conxunto de Cantor.




Anexo B

Series funcionais.

Neste anexo omitiremos as demostraciéns xa que son bastantes simples, de todas formas, as

3 atopanse no capitulo 9 do libro [2].

Definicién B.1 (Converxencia uniforme). Unha sucesion {f,}nen de funciéns definidas nun
mesmo conxunto £ C R converxe uniformemente en C' C E & funcién f : C — R se para todo

€ > 0 existe N. € N tal que se n > N. e x € C, entén:

[fnl(z) = f(z)] <e.

Teorema B.2 (Condicion de Cauchy para a converxencia uniforme). A sucesién funcional
{fn}nen, converze uniformemente en C C R, se e sd se, para todo € > 0, existe N. € N tal
que se p,q > N, enton,

|fp(z) — fo(z)| <& Vo el

Teorema B.3 (Continuidade e converxencia uniforme). Seza { fn }nen unha sucesion de funcions
que converze uniformemente en C C E d funcion f: C — R. Se para todo n € N f,, € continua

enx € C, f tamén serd continua en x € C.

Teorema B.4 (M-test de Weiestrass). Sexa {fn}nen unha sucesion de funcions en E C R tal
que:

(a) Para cada n € N, existe M,, > 0 de modo que:
|fn(x)| < M, Vz € E.

(b) >0 o My, € converzente en (R,| - |).

Enton a serie funcional Y, fn € uniformemente converzente en E C R.
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B. Series funcionais.
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