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Trabajo propuesto

Area de Conocimiento: Estadistica e Investigacion Operativa

Titulo: Técnicas de reduccién de dominio en optimizaciéon polinémica

Breve descricion del contenido

A la hora de buscar 6ptimos globales en problemas de optimizacién mate-
maéatica no convexos, la mayoria de los algoritmos suelen basarse en técnicas
de ramificaciéon y acotaciéon. De manera directa o indirecta, estas técnicas
buscan subdividir la regién factible del problema original en subregiones, de
tal manera que al final se pueda explorar toda la region factible del problema

original mediante la resolucién de subproblemas méas sencillos.

El rendimiento de estas técnicas depende fuertemente del tamafio del dominio
original y, por tanto, es habitual complementarlas con técnicas de reducciéon
de dominio. En este trabajo se revisaran las principales técnicas de reduccion
de dominio existentes y se estudiara su particularizaciéon a problemas de opti-

mizacién polinémica.

Recomendaciones

No hay ninguna recomendacién en particular.
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Resumen

El objetivo de este trabajo es estudiar diversas técnicas de reduccién de dominio empleadas en
la optimizacién global y particularizarlas a problemas de optimizacién polinémica. Junto dichas
técnicas se presentaran diversos algoritmos que permiten emplearlas para mejorar el rendimiento
en la resoluciéon de estos problemas, incluyendo un estudio computacional para comprobar su

eficacia en problemas reales.

Abstract

The aim of this work is to study several domain reduction techniques used in global opti-
misation and to particularise them to polynomial optimisation problems. Together with these
techniques, several algorithms will be presented that allow them to be used to improve the
performance in the resolution of these problems, including a computational study to check the

effectiveness of these techniques in real problems.
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Introduccion

Al intentar resolver un problema de optimizacién, una de las mayores dificultades es que el
conjunto en el que se debe buscar la solucién 6ptima suele ser muy grande. Muchos algoritmos,
incluido el conocido algoritmo de Ramificacion y Acotacidn, buscan dividir este espacio en regio-
nes mas pequeias e ir descartando aquellas en las que se sabe, por caracteristicas del problema

o de las otras regiones presentes, que no puede encontrarse dicha solucién 6ptima.

Sin embargo, en ocasiones estas regiones siguen teniendo un tamano demasiado grande, pro-
vocando que la resoluciéon de un problema requiera mucho tiempo llegando incluso a ser inviable
su resolucion por no disponer del tiempo suficiente. En estos casos existen diversos métodos
que buscan reducir el tamafio de estas regiones, disminuyendo el espacio en el cual se busca la

solucion.

En este trabajo se presentaran diversas técnicas que permiten reducir el espacio de btusqueda
de solucién 6ptima en problemas de optimizacién, a fin de facilitar su resoluciéon o acelerarla.
Junto con ellas se explicaran varios algoritmos que permiten aprovechar estas mejoras al méaximo,
bien sea tomandolas como ntcleo central de su funcionamiento o anadiéndolas como un paso

adicional para mejorar el rendimiento de otros procedimientos que ya se contemplen.

Si bien la mayoria de estas técnicas pueden aplicarse en un conjunto muy amplio de proble-
mas, en esta memoria se particularizaran para los de optimizacién polinémica, que son aquellos
definidos mediante polinomios. Esto puede parecer una simplificacién muy grande, pero existen
una gran cantidad de situaciones en el mundo real que pueden ser modelizadas mediante el uso
de este tipo de problemas: desde el diseno de microchips hasta la elecciéon de rutas de transporte,
pasando por el control de plantas quimicas o el analisis de mercados. Esto hace que la optimiza-
cion polinémica sea un campo de investigacién muy activo en la actualidad, pues sus aplicaciones
en ambitos tan diversos provocan un gran interés en mejorar los algoritmos utilizados para su

resolucion.

IX






Capitulo 1
Conceptos previos

En este primer capitulo se presentaran los principales conceptos de optimizacién matemaética
necesarios para entender el resto del trabajo. También se trataran algunos aspectos de anélisis
convexo, ya que las funciones convexas juegan un papel muy importante en muchos métodos de
resolucion de problemas de optimizacién, con lo cual seré necesario tener unas nociones béasicas.
Tanto esta parte como la anterior se basan en Gonzalez Diaz (2022b) y en Gonzalez Diaz (2022¢),

asi como en conocimientos bésicos generales adquiridos a lo largo del grado.

Finalmente se presentara el algoritmo de Ramificacion y Acotacion, que es uno de los mas
importantes para la resolucién de problemas de optimizacién, ya que muchos otros algoritmos lo
toman como base. Se introduciran junto con él una serie de conceptos y resultados que se utiliza-
ran de manera recurrente a lo largo del trabajo, como el de ajuste de cotas o el de consistencia.
Esta parte se basa principalmente en Horst and Tuy (1993) y, en menor medida, en Ryoo and
Sahinidis (1996).

1.1. Conceptos basicos de optimizacion

Definicién 1.1. Un problema de optimizacion viene dado por un par (F,c), donde F es el
dominio de puntos factibles, dominio factible o conjunto factible, y ¢ es la funcién de coste. El

problema consiste en encontrar un punto factible x € F' tal que,
VyeF, c(z) <c(y)

Cualquier punto z que verifique la condicién anterior se denomina dptimo global del problema. Si
un punto x’ cumple la definicién anterior pero solamente en D C F, se dira que x’ es un dptimo
local del problema en conjunto D. El proceso de encontrar un éptimo se conoce como resolver el

problema, y dependiendo del contexto bastara con un éptimo local o serd necesario uno global.
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La dificultad de resolver un problema de optimizaciéon dependera de cémo sea su funcion de
coste y su dominio factible. Puede suceder que un problema, a pesar de tener una funcién de
coste muy sencilla, sea muy complejo debido a como es su dominio factible. O puede darse el
caso contrario, donde se tenga un dominio muy sencillo pero una funcién de coste con muchos

cambios, provocando que identificar si un 6ptimo es local o global sea muy complejo.

Ejemplo 1.2. Supoéngase la siguiente funcion de coste: ¢(z) = cos(z)+In(x). La grafica asociada
a esta funcion puede verse en la Figura 1.1. En esta grafica también se representan dos dominios
factibles P1 (en violeta) y P2 (en azul). Si se intenta encontrar el 6ptimo dentro de la region
P1, claramente seré el punto C. Sin embargo, si se amplia esta regiéon hasta P2, el 6ptimo sera
A.Y si atn se va méas alla y se toma como dominio factible todo R2, se puede demostrar que el
6ptimo tendera a —oo (ni siquiera el punto B, aunque tome un valor més pequeno que A y C).

a

P2

Figura 1.1: Funcion de coste ¢(x) y dominios factibles.

A continuacion, se presenta la formulacién general de un problema de optimizacién mate-
mética, que se utilizara recurrentemente a lo largo de todo el trabajo. Como dicha formulacion
emplea vectores, para facilitar la lectura se seguira el convenio de denotar a los vectores x de R™

en negrita.

Definicion 1.3. Un problema de optimizacion matemdtica consiste en encontrar una solucion al

problema

minimizaryecgn c(x)

sujetoa  gi(x) <0 i=1,..m (1.1)
0 o

<
Il
—_

donde c y todas las g; y h;j son funciones.

Definicién 1.4. Se denomina restriccion a cada una de las desigualdades o igualdades asociadas

a las funciones g; y h; que aparecen en un problema de optimizacion matematica.
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Definicion 1.5. Se denomina restriccion de rango a una desigualdad que afecta a una variable
x; y no depende del valor de una funcion, si no de una constante. Si la desigualdad es de tipo
x; < cte se denota la constante como xJU y se dice que es la cota superior de la variable. Si por

el contrario es de tipo x; > cte, se denota por :cf y se dice que es la cota inferior de la variable.

Ejemplo 1.6. Utilizando la nomenclatura y notacién anterior, la desigualdad 2z 4+ 3z9 < 5
serfa una restriccion, con g(zy,xe) = 2x1 + 3zg. La desigualdad x; > 54 seria una restriccion de

rango, con x¥ = 54 su cota inferior.

Definicién 1.7. Se dice que una restriccion esta activa o que se encuentra saturada en un 6ptimo
si al evaluar la desigualdad en dicho punto se da la igualdad. Es decir, una restricciéon activa

alcanza el maximo valor permitido en el problema para ella.

Ejemplo 1.8. Considérese la primera restriccion del ejemplo anterior, 2z; +3z2 < 5. Si esta estéa
incluida en un problema de optimizacion en el cual el punto (x1,x2) = (1,1) es un 6ptimo, la

restriccion estaria activa en dicho punto, ya que si se evalia, se tiene que 2z 43z = 2-1+3-1 = 5.

Definicién 1.9. El dominio o conjunto factible asociado a un problema de optimizacién mate-

mética viene dado por aquellos puntos que verifican las restricciones asociadas a las funciones g;

y h]’.

Observacion 1.10. Maximizar una funciéon c¢(x) es equivalente a minimizar la funcion —c(x). Por

convenio, se trabajara solamente con problemas de minimizacién.

Observacion 1.11. Si bien la formulacién presentada en la definicién 1.3 no incluye explicitamente
restricciones del tipo g;(x) > 0, estas pueden ser reformuladas para adaptarse a este esquema.

Basta con reescribirlas como f;(x) < 0, con f;(x) = —gi(x).

También es posible escribir el problema solamente empleando restricciones g;(x) < 0, sustitu-
yendo la restriccion hj(x) = 0 por las restricciones hj(x) < 0y —h;(x) < 0. Esta representacion

sera muy util mas adelante.

Ejemplo 1.12. Considérese el siguiente problema de optimizacion:

minimizar 5z + 3m% —br1T9
sujeto a xr1+x9>3 (1.2)
X1 — T2 S 0 .

Ty + 235 = 8.

Para expresarlo como el la Definicion 1.3, basta con restar los lados derechos en cada restriccion

e invertir la desigualdad en la primera restricciéon:
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minimizar b5z + 33:% —br1T9
sujeto a —x1—x2+3<0 (13)
1 —29 <0 ‘

z1+ 23 —8=0.

También pueden expresarse todas las restricciones como restricciones de tipo < si se desglosa

la dltima restricciéon de igualdad como se explica en la observacién anterior:

minimizar b5z + 33:% —br1T9

sujeto a —x1—22+3<L0
1 —22<0 (1.4)

xr1 + x% —-8<0

—x1 — 23 +8<0.

Para un problema de optimizacién matemética es posible definir un problema dual asociado.
Existen diferentes tipos de duales en funcién de como sea el problema de partida, estudidndose
en el grado el dual de los problemas lineales en la asignatura Programacion Lineal y Entera. En
este caso, al tratar con problemas més amplios que no tienen por qué ser lineales, seré interesante
presentar brevemente el denominado dual lagrangiano, pues se trabajara con uno de sus elementos
durante el Capitulo 2. Se recomienda consultar Gonzalez Diaz (2022c) para una descripcion méas

detallada de esta construccion y sus propiedades.

Considérese el siguiente problema de optimizacion, ligera variacién de 1.1 y que se tomara
como problema primal:
minimizarxcgn c(x)
sujeto a  ¢;(x) <0 i=1,..m
hj(x)=0 j=1,..L
x €5,

(1.5)

donde el conjunto S viene dado por restricciones "faciles", como restricciones de rango o lineales.

Partiendo de este problema es posible definir su funcion lagrangiana asociada:
m l
L(x,u,v) = c(x) + Zuigi(x) + Z vjh;(x). (1.6)
i=1 j=1

Las variables u y v se llaman wvariables duales o, realizando un pequeno abuso de notacion,
multiplicadores de Lagrange (pues este concepto es ligeramente diferente pero para este trabajo
se pueden considerar anélogos). A partir de esta funcion es posible plantear el dual lagrangiano

del problema 1.1:

. . : fL u
maximizary v )141615 (x,u,v) (1.7)
sujeto a u > 0.
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La resolucion del problema dual permite extraer muchas propiedades del primal, siendo la base
de construccién de una gran cantidad de técnicas de resolucion. En particular, los multiplicadores
de Lagrange guardan una gran relacién con la soluciéon 6ptima del problema primal, lo cual sera
aprovechado en el Capitulo 2 para construir diversos métodos que aprovechen esta informacion

para reducir el tamano del conjunto factible del problema de partida.

1.2. Analisis Convexo

El analisis convexo es una rama que estudia los conjuntos y las funciones convexas. Los
objetos con esta propiedad son muy interesantes desde el punto de vista de la optimizacién, pues
gozan de determinadas propiedades que facilitan la resolucion de problemas. A continuacion, se
presentaran los conceptos basicos de convexidad que se utilizaran en este trabajo, que si bien no

son muchos, tendran una gran importancia.

Definiciéon 1.13. Dados dos puntos x e y en R™ y dado A\ € [0, 1], se dice que el punto Ax +
(1 — \)y es una combinacion convexa de x e y. Si cualquier combinacién convexa de puntos de

un conjunto S C R™ pertenece también a S, se dird que dicho conjunto es un conjunto convexo.

Definicién 1.14. Una funcién f es lineal si, para cualquier par de puntos x e y en R™ y para

cualquier par de escalares a,b € R, f(ax + by) = af(x) + bf(y).

Definicion 1.15. Una funciéon f es convexa si, para cualquier par de puntos x e y en R” y para
cualquier A € [0,1], f(Ax+ (1 = N)y) < Af(x)+ (1 =N f(y).

Definicién 1.16. Un funcién f se dice concava si —f es una funcion convexa.

Partiendo de las definiciones anteriores, es posible definir un nuevo tipo de problema de opti-

mizacion, el cual es de gran importancia para la resolucién de problemas de mayor complejidad.

Definicion 1.17. Un problema de optimizacion matemdtica convexra es un problema de optimi-
zacion matematica en el que las funciones c y g; son convexas, y las funciones h; son lineales. Es
decir, tenemos un problema donde la funcién objetivo y todas las restricciones de desigualdad

vienen definidas por funciones convexas, y las restricciones de igualdad, por funciones lineales.

Ejemplo 1.18. El problema de optimizacién del Ejemplo 1.12 no es un problema de optimizacién

convexa, pues la funcion h(xy,x9) = x1 + x% — 8 no es una funcién lineal.

Ejemplo 1.19. Sea el siguiente problema de optimizacién:

minimizar 5r1 + 3xo — dxg
sujeto a —r1—220—3<0 (1.8)
r1 — T2 § 0 .

r1 + 29 + 2423 — 8 = 0.
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Este problema si es un problema convexo, pues su funcién objetivo y las funciones asociadas a

las restricciones de desigualdad son convexas; y la asociada a la restriccién de igualdad, lineal.

La razon de que los problemas convexos sean ampliamente estudiados es que poseen pro-
piedades que facilitan su resolucién respecto otro tipo de problemas. Una de ellas, la cual se
demostrara a continuacion, es que todo 6ptimo local es también un 6ptimo global. Muchas técni-
cas de resolucién de problemas de optimizacién emplean este hecho para aproximar un problema
por una serie de problemas convexos (los cuales suelen tener una resolucion mas sencilla) para

ir acotando el valor 6ptimo global a partir de los éptimos locales de estos problemas convexos.

Para demostrar dicha propiedad, es necesario probar antes un lema que describe cémo es el

conjunto factible de un problema convexo.

Lema 1.20. El conjunto factible asociado a un problema de optimizacion convexra es convexo.

Demostracion. Sea F' el conjunto factible asociado a un problema de optimizaciéon convexa, y
sean X,y € F'y A € [0,1]. Se tiene que probar que z = Ax + (1 — \)y € F. Dada una funcién h;,

asociada a una restriccion de igualdad, se tiene que
hj(z) = hj(Ax + (1 = A)y) = A (x) + (1 = Nh;(y) =0,

siendo la primera igualdad consecuencia de que h; es lineal, y la segunda de que x,y € F'y, por
tanto, cumplen la restriccion h;. Por tanto, z satisface las restricciones dadas por las funciones
h;.

Dada una funcion g;, asociada a una restriccién de desigualdad, se tiene que
9i(z) = giAx + (1 = N)y) < Ag(x)i + (1 = Ngi(y) <0,

siendo la primera desigualdad consecuencia de la convexidad de g;, la segunda de que, como en
el caso anterior, x,y € F. Por tanto, z también satisface las restricciones dadas por las funciones

gi. Luego, z € F'| con lo que F' es un conjunto convexo. O

Teorema 1.21. Dado un problema de optimizacion convexa, todo optimo local es un dptimo

global.

Demostracion. Sea x un optimo local de un problema convexo que no es un 6ptimo global.
Entonces, por la definicion de 6ptimo global, existe otro punto factible y tal que ¢(y) < ¢(x). El
lema anterior asegura que el conjunto factible es convexo, y por tanto, para todo A € (0,1), se
tiene que Ax + (1 — \)y € F'. Por otro lado, la convexidad de la funciéon ¢ provoca que para todo
A€ [0,1],

(% + (1= Ny) < Ae(x) + (1 = Ne(),
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y ademaés, que si A € [0, 1),
Ac(x) + (1 = XN)e(y) < Ae(x) + (1 — Ne(x) = e(x).

Por tanto, cuanto méas cerca esté A de 1, méas cerca estard Ax + (1 — A)y de x. De esto se deduce
que es posible construir una sucesiéon de puntos en el conjunto factible F' que converja a x y cuyos

elementos tengan un coste menor de ¢(x), lo que contradice que x sea un minimo local. O

1.3. Ramificacién y acotacion

La técnica de ramificacion y acotacion (RyA) es una de las mas utilizadas en la busqueda de
o6ptimos globales en problemas de optimizacién. Esta técnica busca dividir el conjunto factible
sucesivamente en regiones o conjuntos mas pequenos (ramificacion), y obtener cotas inferiores
(L, de lower bound) y superiores (U, de upper bound) de la funcién objetivo en cada uno de
ellos para conseguir acotar la solucion del problema original (acotacion). Repitiendo este proceso
(iterandolo) una gran cantidad de veces se puede llegar a que la cota inferior y la cota superior

coincidan (o sean diferentes solamente un ¢ > 0 prefijado), obteniendo en dicho caso un 6ptimo.

Una de las principales ventajas de esta técnica es que permite eliminar regiones enteras del
espacio de busqueda durante su ejecucion (podar). Asi, para una region M en la iteracion k del
algoritmo, si su cota inferior Ljs es superior a la cota superior global del problema U, se podra
eliminar dicha regién, ya que esto significa que ninguna solucién que se pudiese encontrar en la
region mejoraria el peor valor que se tiene actualmente para la solucion global. De esta manera

se reduce el dominio de busqueda de la solucién, acelerando el proceso.

En el Algoritmo 1 se muestra el pseudocodigo de una version de RyA, ya que existen diferentes
implementaciones posibles de este algoritmo. En este trabajo se eligio la de Horst and Tuy (1993),

pudiendo encontrar informacién més detallada en dicha referencia.

Considérese a partir de ahora un algoritmo basado en la técnica de Ry A, siguiendo la versién

que se acaba de presentar.
Definicion 1.22. Un algoritmo de RyA se dice finito si L") = U®) para algtn k < oo.

Si un algoritmo de RyA es finito, al terminar el algoritmo se obtendra una solucién global
6ptima. En caso de no serlo, se deberé fijar algiin limite a partir del cual se acepte una solucién

aproximada por valida, o se decida que no es posible encontrar una solucién en un tiempo

razonable.

Definicion 1.23. Un algoritmo de RyA se dice convergente si limkﬁoolU(k) — L(k)\ = 0.
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Algoritmo 1 Ramificacion y acotacion (iteracion k-ésima)

Paso 1: Ramificacion

Se divide la region M en un ntimero finito de subregiones M;, con i =1, ...s

Paso 2: Acotaciéon

Para cada subregion M;, se determina su cota inferior L; y superior U;, las cuales deben cumplir
que Vo € M;, L; < f(x) < U;

Paso 3: Eliminacién de subregiones

Si la cota inferior de una subregion M; es superior a la cota superior global, es decir, si
L;>U (kfl), se puede eliminar dicha subregion M;

Paso 4: Actualizacién de la cota global

Se actualizan las cotas globales del problema a partir de las cotas de las subregiones exploradas

en la iteracion actual:
L® = min{L; :i=1,....s}; UP =min{U; : i =1, ..., s}

Paso 5: Criterio de parada y seleccién de subregion
if L*) = U®) then
Se ha encontrado una solucién 6ptima. FIN
else
Se selecciona una nueva subregion como regioén principal
Se cambia de iteracion: k < k + 1
Se vuelve al Paso 1.
end if

La condicion anterior depende del comportamiento en el limite de la diferencia U®) — L(®),
donde los valores de U®) y L(*) dependen de la iteracion k y de las regiones que se hayan explorado
hasta el momento. Por esa razén, para estudiar propiedades relacionadas con la convergencia de
un esquema de RyA, es natural considerar secuencias decrecientes anidadas dentro de las regiones.

Asi, a partir de ahora se dira que M;, es un refinamiento de una region M; si M;, C M;.

La convergencia de un esquema de RyA depende principalmente de tres operaciones que se

realizan en él:

= Ramificacion: cémo se particiona una regién. Por ejemplo, podria dividirse simplemente
en 4 subregiones del mismo tamafio, pero por lo general existen heuristicas enfocadas a
realizar el particionamiento 6ptimo para cada caso. Se corresponde con el Paso 1 del

Algoritmo 1.
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= Acotaciéon: como eliminar regiones del problema o reducir su tamano. Para ello, el primer
paso es calcular las cotas superiores e inferiores de una region. Tras esto, se pueden imponer
nuevas restricciones basadas en estos valores que ayuden a reducir el tamano de las regiones

a explorar. Se corresponde con los Pasos 2 y 3 del Algoritmo 1.

= Seleccion: qué subregién se elige como nueva region para ramificar. Lo recomendable es
elegir aquella que parezca més prometedora, para lo cual pueden resolverse problemas
relajados sobre ellas o extraer propiedades intrinsecas del problema. Se corresponde con el
Paso 5 del Algoritmo 1.

La operaciéon de ramificacion tiene una gran influencia en la velocidad de convergencia del
algoritmo, pero no puede provocar por si misma que converja o no, dependiendo esto de las otras
dos operaciones. Por esa razon, seré necesario imponer ciertas condiciones sobre las operaciones

para asegurar que el algoritmo converge a una solucién 6ptima.

Definiciéon 1.24 (Definicion IV.4 de Horst and Tuy (1993)). Una operacion de acotacion se
dice consistente si en cada paso es capaz de encontrar un refinamiento de alguna subregion
no descartada del dominio factible, y cualquier sucesién decreciente de subregiones refinadas
{M;, }4en de una region M satisface que sus cotas superior e inferior U;, y L;, cumplen que

h'mq_,oo |Uzq - Lz‘q’ =0.

iq

De esta manera, si una operacion es consistente, en cualquier sucesiéon de refinamientos de una
region que converja a un cierto conjunto limite, la cota inferior de este conjunto limite convergeré

a la cota superior de la regién inicial del refinamiento.

Ahora bien, que las cotas sobre un refinamiento converjan no asegura que las cotas globales
del problema lleguen a converger. Para garantizar la convergencia del esquema de RyA, se deben

imponer condiciones también sobre la operaciéon de seleccion.

Definicién 1.25 (Definicion IV.6 de Horst and Tuy (1993)). Una operacion de seleccion se dice
que ajusta cotas si siempre que se seleccione un regiéon esta incluye al menos un elemento que

alcance la cota inferior actual.

Una vez definidas las operaciones anteriores, se puede dar un resultado que asegura la con-

vergencia de RyA.

Teorema 1.26 (Teorema IV.3 de Horst and Tuy (1993)). En un algoritmo infinito de RyA,
supongase que la operacion de acotacion es consistente y la operacion de seleccion ajusta cotas.

Entonces, el algoritmo es convergente.

Demostracion. Sea (P) un problema de optimizacion con una region factible inicial My al cual

se le quiere aplicar el algoritmo de RyA. Sea M; una subregion que mejore la cota inferior
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en la iteracion k-ésima del algoritmo, es decir, que su cota inferior L; cumpla que L) = L;.
Siempre es posible encontrar una subregioén con esta propiedad ya que la operacién de seleccién,
por hipotesis, ajusta cotas. Como esta eleccidon se realiza en una iteracién k finita, al ser el
algoritmo infinito, se puede encontrar un ntmero infinito de subregiones {M;};cy cumpliendo

esta propiedad.

Considérese a partir de ahora la familia formada por estas subregiones, M = {M;}en,
cumpliendo que para cada [, existe una iteracion j donde LU) = L;. Por el razonamiento anterior,
existird una subregion My, dentro de la region inicial My con infinitas subregiones dentro de
M. A su vez, dentro de Mjy,, existira una subregion My, con infinitas subregiones dentro de
M. Continuando con este proceso se puede observar que existe un refinamiento de subregiones

M, n donde cada elemento M), tiene infinitas subregiones en M.
q qe q g

Sea qu una subregion de My, que estd en M, y sea L la cota inferior asociada a esta
subregion. Esta cumple que, para algtn j suficientemente grande, L) = L. Ademas, por ser
una subregion, se cumple que qu C My, luego L> Ly,. Por tanto, se llega a la cadena de
desigualdades

Ly, < ,0) < U < Uy,

Finalmente, se tiene que limg o U, — L,| = 0 por ser la operacion de acotacion consistente
por hipétesis, lo cual aplicado a la cadena de desigualdades anteriores y teniendo en cuenta que
para un ¢ suficientemente grande, ¢ > j, provoca que lim,_, = \U(Q) —L(Q)| = 0, siendo entonces

el algoritmo convergente. O



Capitulo 2

Técnicas de reduccion de dominio

Uno de los mayores problemas a la hora de resolver un problema de optimizacién es el tama-
no del conjunto factible. Muchas técnicas de resolucién para problemas no lineales implican la
evaluaciéon de una gran cantidad de puntos, nimero que aumenta rapidamente a medida que la
region factible se hace méas grande. Esto provoco que, desde los inicios de esta disciplina, se inten-
tase encontrar maneras de reducir el tamano de este conjunto, buscando descartar subconjuntos

en los cuales no podria encontrarse una soluciéon mejor que la actual.

Una primera aproximacion es la que utiliza el esquema de ramificaciéon y acotacion explicado
en el capitulo anterior. En éste, una subregion se elimina si su cota inferior es superior a la
cota superior del problema. Es decir, si se cumple esta condicién, se reduce el dominio sobre el
que se buscara el 6ptimo. Otras técnicas se basan en estudiar las relaciones que se dan entre las
restricciones y las cotas de las variables, ya que es muy habitual que una restriccién provoque que
una variable no pueda llegar a su cota maxima o viceversa, pudiendo actualizar esta y reduciendo

el dominio.

En este capitulo se explorara una técnica complementaria a las anteriores que permite reducir
el dominio de un problema empleando de las restricciones activas de un subproblema concreto del
arbol de ramificacion. Ademas, se explicara un algoritmo basado en ramificacién y acotacion que
implementa esta reduccién de manera ciclica para aprovecharla lo maximo posible. Este enfoque
fue propuesto en Ryoo and Sahinidis (1996) y es utilizado por el optimizador BARON, uno de

los estandares para la resolucién de problemas de optimizacién no lineal a nivel industrial.

11



12 CAPITULO 2. TECNICAS DE REDUCCION DE DOMINIO

2.1. Marco tedrico

En este capitulo se trabajaréd con la siguiente expresion de un problema de optimizacién, que

es equivalente a la Definicion 1.3:

minimizar f(x)
sujeto a g(x) <0 (P)
x € X CR"™

A partir de ahora y mientras no se diga lo contrario, se considerara que el conjunto X al cual
debe pertenecer el 6ptimo es acotado y que f es una funcién continua. Esto es necesario para
asegurar determinadas propiedades de los métodos que seran propuestos méas adelante, pero no
supone una mayor limitacién ya que en la practica se suelen utilizar siempre conjuntos y funciones

que cumplan estas propiedades.

Ademas, sera de gran utilidad definir el problema (R):

minimizar f(x)
sujeto a g(x) <0 (R)

x € X,
donde

» (R) es un problema de optimizacion convexa.

s f: X —R",§: X —R"XCXcCR"? X acotado y f continua.

= Para cualquier punto x factible para el problema (P), se cumple que f(x) < f(x). De esta
manera, el valor de f(x) proporciona una cota inferior de f(x).

= {x:9(x) <0,x € X} C {x:g(x) <0,x € X}. Es decir, el dominio de (R) es de mayor
tamano que el dominio de (P), lo que asegura que cualquier soluciéon de (P) sera también
solucion de (R).

El problema anterior es lo que se denomina una relajacion de (P), en el sentido de que
cualquier solucion factible de (P) sera una solucion factible de (R) (pero no al revés), y ademas

(R) es mas sencillo de resolver que el problema original.

Si bien este problema relajado debe cumplir todas las propiedades anteriores, las cuales no son
triviales, existen diferentes métodos que permiten obtener estas relajaciones en funciéon de como
sea el problema de partida (P). Pueden ser métodos ad hoc para problemas que cumplan una
serie de caracteristicas muy concretas, o métodos més generales como la técnica RLT presentada
en Sherali and Tuncbilek (1992) para problemas de optimizacion polinémica genéricos, que sera

tratada con més de detalle en el Capitulo 3.
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Finalmente, se trabajara también con una version perturbada del problema (R), en el cual
las restricciones se ven acotadas por un vector y en lugar de por el vector nulo 0. De esta manera,
el valor y; acota superiormente a la restriccion i-ésima g;(x):

¢(y) = minimizar  f(
X

x)
sujeto a  g(x) <

Yy (Ry)
x € X.

Este tltimo problema también es convexo, independientemente del vector y considerado, por

serlo el problema sin perturbar (R) (seccion 5.6 de Boyd and Vandenberghe (2011)). Respecto a

la interpretacion de este problema, cuando el valor y; asociado a la restriccion g;(x) es positivo,

se relaja dicha restricciéon, ampliando el dominio factible del problema. Por el contrario, si es

negativo, el dominio se reduce.

Una vez definidos los problemas con los que se trabajard a lo largo del capitulo, se presenta

otro concepto que se utilizarda méas adelante: el de desigualdad vdlida.

Definiciéon 2.1. Sea U una cota superior del problema (P). Se dice que una desigualdad es
vdlida para (P) si ésta no excluye ninguna solucion de (P) cuyo valor de la funcién objetivo sea

mejor que U.

La definicién anterior se puede entender como que una desigualdad es valida si cumple que, al
anadirse a un problema, permite reducir el tamano de su conjunto factible sin eliminar soluciones

mejores a la actual.

Ejemplo 2.2. Para visualizar mejor el concepto de desigualdad valida, considérese el siguiente

problema de optimizacién lineal:

minimizar 6.5 + Ty

sujeto a2z 4 3y — 600 <0
z+y—9500<0 (2.1)

20 4+y—400<0

z,y > 0.

Si se representan las restricciones asociadas al problema anterior, se obtiene la region factible
mostrada en la Figura 2.1. En ella se puede ver como la restriccion x + y — 500 < 0 no aporta
ninguna informacién, pues la region factible queda perfectamente delimitada por las otras dos
restricciones y las restricciones de rango x > 0y y > 0. Si se calcula el valor de la funcion
objetivo f(z,y) = 6.5x + Ty en cada punto extremo del poliedro que forma la region factible
(los cuales son los tinicos candidatos a 6éptimos en un problema de optimizacion lineal como se

explica en Gonzalez Diaz (2022a)), se obtiene lo siguiente:

F(A) = 1400, f(B) = 1675, f(C) = 1300, f(D) = 0.
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250

200
2X+y =400

150

X + Yy =500
2x + 3y = 600
B = (150, 100)
100

S50

D =(0,0) C = (200, 0

-50 50 100 150 2 250 301 350 400
-50

Figura 2.1: Conjunto factible del problema 2.1

o

En este caso es facil ver que el 6ptimo se alcanza el el punto D = (0,0). Sin embargo, supongase
que se tiene un algoritmo un tanto particular que en cada paso analiza un punto siguiendo el
orden alfabético de su nombre : A — B — C' — D. El valor del punto A era 1400, con lo cual al
analizar B no se mejoraré la cota superior. Por tanto, si se introduce después de analizar A una
nueva restriccion al problema que elimine el punto B pero no el punto C' (cuyo valor si mejoraria
la cota superior del problema), se podria considerar la desigualdad que define esta restriccion
como una desigualdad vdlida.
La Figura 2.2 muestra la region factible tras anadir la desigualdad 2x + 2y < 450, destacando
el area que queda eliminada (en rosa). Esta region es vélida y elimina del conjunto factible el
punto B, el cual se sabe que no mejora la cota superior. De esta manera el algoritmo alfabético
no comprobaria el valor de B y saltaria directamente a C.

N

200

150 2x +y =400

2% + 3y = 600 X +y =500

B = (150, 100)
100

2X + 2y =450

50

D =(0,0) C =1(200, 0)

0 0 50 100 150 23\ Yﬁo SN 350

Figura 2.2: Conjunto factible del problema 2.1 con la nueva restriccion
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Si bien en el ejemplo anterior puede parecer que estas desigualdades no aportan ninguna
mejorfa, en problemas reales con cientos de variables o desigualdades o en problemas de optimi-
zacion no lineal, reducir el dominio factible puede suponer la diferencia entre poder resolver un

problema en una cantidad de tiempo asumible o no.

En el siguiente apartado se presentaran una serie de desigualdades validas que permiten redu-
cir el dominio factible, lo cual puede ser aprovechado por diferentes algoritmos de optimizacion
para reducir el coste computacional o espacial de la resolucién del problema. Sin embargo, an-
tes de tratar con ellas es necesario presentar una serie de resultados que aportan informaciéon

adicional sobre cémo se comportan las restricciones en determinados supuestos.

Lema 2.3. Sea una restriccion g;(x) < 0 activa en una solucion dptima del problema (R).
Entonces la restriccion gi(x) < y; también estd activa en una solucion dptima del problema (Ry)

para un y; < 0.

Demostracion. Sea X una solucién 6ptima del problema (R) en la que la restriccion g;(x) < 0
esté activa y supongase que no hay ningun 6ptimo del problema perturbado (R,) en el que la
restriccion g;(x) < 0 esté activa. Sea x¥ un 6ptimo del problema perturbado y considérese que
la restriccion g;(x) < y; no se encuentra activa en dicho 6ptimo. Como el problema perturbado
es convexo, se tiene por el Teorema 1.21 que todo 6ptimo local es un 6ptimo global. Por tanto,

si se elimina el problema perturbado la restricciéon anterior, x¥ seguiré siendo un 6ptimo.

En consecuencia, f(x¥) < f(X), y como X era 6ptimo de (R) se tiene también que f(X) <
f(xY), con lo que f(X) = f(x¥). Por otro lado, por la convexidad de (R,), cualquier combinacién
convexa de x¥ y x cumple todas las restricciones de (R) salvo la i-ésima, que podria o no
cumplirla. Ademas, por convexidad de la funcién objetivo f, todas las combinaciones convexas

tienen también la misma funcién objetivo.

Por todo lo anterior, como g;(x¥) <y < 0y gi(x) = 0, existird una combinaciéon convexa x*
de x¥ y x en la que g;(x*) = y. Luego x* sera un 6ptimo de (Ry) en el que la restriccion i-ésima

esté activa, contradiciendo el supuesto de partida. O

Para el siguiente lema es necesario introducir la definicién de lo que se conoce como hiperplano

de soporte.

Definicion 2.4. Sea S un conjunto. Se denomina hiperplano de soporte respecto a S a un

hiperplano que cumple las siguientes propiedades:

= S estd contenido completamente en uno de los subespacios que define el hiperplano.

= Kl hiperplano contiene, al menos, un punto de la frontera de S.
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Ejemplo 2.5. Considérese la region factible del Ejemplo 2.1. En la Figura 2.3 se muestra como
la recta 2z + y — 400 = 0, la cual esté asociada a una de las desigualdades que limitan la region
factible del problema, define un hiperplano de soporte en R? respecto al conjunto factible de dicho
ejemplo. Esto es debido a que una parte de la recta esta contenida en la frontera del conjunto,

y el resto de puntos de éste se encuentran en el mismo subespacio, 2z + y — 400 < 0.

X+y-250=0

B = (150, 100)

0 -20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240

Figura 2.3: Hiperplano de soporte respecto al conjunto factible del problema 2.1

Lema 2.6 (Teorema 5.4 de Minoux (1986)). Sea (R) un problema de optimizacion convexo con
un valor dptimo finito. Entonces, p es un multiplicador de punto de silla siy solo si el hiperplano
de ecuacion z = ¢(0) — p -y es un hiperplano de soporte en'y = 0 del grafo de la funcion

perturbada ¢(y). Es decir, p es un multiplicador de punto de silla si y solo st

Vy e R", ¢(y) > ¢(0) — - y.

Se omite la demostracion del lema anterior, pues requiere el uso de de resultados y conceptos
de dualidad en optimizacién no lineal que van més alla de los objetivos de este trabajo. En
este lema se hace empleo de los denominados multiplicadores de punto de silla, lo cuales serian
el anédlogo a los multiplicadores de Lagrange en optimizacién no lineal, si bien en este caso su
existencia no esta siempre garantizada. Sin embargo, como se explica en Gonzalez Diaz (2022c¢),
ambos conceptos son equivalentes si se trabaja con problemas de optimizacion convexa. Como en
este trabajo siempre que se necesite trabajar con multiplicadores de punto de silla sera en el con-
texto de optimizacién convexa, se realizara un abuso de notacién y se denominaran directamente

multiplicadores de Lagrange.
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2.2. Desigualdades de reduccién de dominio

A continuacién, se muestran diversos resultados que proporcionan desigualdades que per-
miten reducir el dominio factible en problemas de optimizacién matematica. Por esta razén se

consideran a estas desigualdades como técnicas de reduccion de dominio.

Teorema 2.7 (Teorema 2 de Ryoo and Sahinidis (1996)). Sea (R) una relajacion convexa de
(P) con un valor dptimo de la funcion objetivo L, y considérese una restriccion g;(x) < 0 que
se encuentra activa en la solucion. Sea U una cota superior conocida del problema (P). Si dicha
restriccion tiene un multiplicador de Lagrange asociado u; > 0, entonces la siguiente restriccion

es vdlida para (P):

s _(U-D)
gi(x) > T

Demostracion. Sea (P,) la siguiente perturbacion del problema (P):

®(y) = minimo global  f(x)
mjeto s g(x) < ®,)
xecR"

Sea (Ry) la version perturbada de (R). (R,) es también una relajacion convexa de (P,), con
lo cual el valor objetivo del problema (R,) sera siempre menor o igual que el del problema (P,).
Por tanto, ¢(y) < ®(y) y cualquier cota inferior valida para ¢(y) sera también una cota inferior

valida para ®(y).

Ahora considérese una perturbacion (R,,) donde solo estd perturbado el lado derecho de la
restriccion g;(x) < y; . Por el Lema 2.6, se tiene que una cota inferior para ¢(y;) viene dada por
su hiperplano de soporte L — p;y;. Asi, para cada y;, se cumple que L — pu;y; < o(y;) < ®(y;).
Ahora bien, el valor de ®(y;) no debe ser mayor que la cota superior conocida U, luego se tiene

también que L — p;y; < U. Por hipétesis, g;(x) < y; esta activa para y; = 0.

Para asegurar que la desigualdad encontrada es una desigualdad vélida es necesario demostrar
también que, para cualquier x factible, se cumple que L — p;g;(x) < U. Sea un x factible
cualquiera. En particular, en él se cumplira que g;(x) < 0. Tomando ahora y; = g;(x), se tiene,
por el Lema 2.3, que para el problema (R,,) la restriccion g;(x) estara saturada en el 6ptimo. Por
tanto, por el razonamiento anterior, se cumplird que L — p;y; < U, y como y; = g;(x), entonces
L — p;gi(x) = L — piy; < U. O

Observacion 2.8. En el teorema anterior, la razén de denotar al valor de la funcién objetivo del

problema (R) como L, mismo simbolo que se utiliza para denotar a una cota inferior, es que este
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valor es, en efecto, una cota inferior del problema (P). Basta recordar que L = f(x) < f(x) para

cualquier x factible para (P).

El teorema anterior estd formulado para una restriccion genérica g;(x). Los siguientes co-
rolarios muestran su particularizacién para restricciones definidas por funciones lineales y para
restricciones de rango, las cuales son dos de los tipos més comunes de restricciones en la resolucion

de problemas reales.

Corolario 2.9. Sea (R) una relajacion convexa de (P) con un valor dptimo de la funcion
objetivo dado por L y considérese una restriccion lineal, la i-ésima del problema, alx —b; < 0 que
estd activa en la solucion del problema (R). Sea U una cota superior conocida del problema (P).
St dicha restriccion tiene un multiplicador de Lagrange asociado p; > 0, entonces la siguiente

restriccion es vdlida para (P):
U -1

i

afx > bl —

Demostracion. Sea g;(x) := alx — b;. Por el Teorema 2.7,

— L — L
aﬁx—bizgi(x) > —M < aﬁbei—M
12 Hi

O

Los dos siguientes corolarios, validos para restricciones de rango, se pueden demostrar de

manera analoga por lo que se omite su demostracion.

Corolario 2.10. Sea (R) una relajacion convera de (P) cumpliendo las condiciones del Pro-
blema R, con un valor dptimo de la funcidn objetivo dado por L y considérese una restriccion
de rango x; — azgj <0, la j-ésima del problema, que estd activa en la solucion del problema (R).
Sea U una cota superior conocida del problema (P). Si dicha restriccion tiene un multiplicador

de Lagrange asociado \j > 0, entonces la siguiente restriccion es vdalida para (P):

v_(U-1)
Corolario 2.11. Sea (R) una relajacion convexa de (P) con un wvalor dptimo de la funcion
L
J
la solucion del problema (R). Sea U wuna cota superior conocida del problema (P). Si dicha

objetivo dado por L y considérese una restriccion de rango x7 — x; < 0 que estd activa en
restriccion tiene un multiplicador de Lagrange asociado \j > 0, entonces la siguiente restriccion
es vdlida para (P):
L U=
x; <xi 4+ ——F.
J i )\Z
En los resultados anteriores se pide que la restriccion sobre la que se quiera aplicar la reduccién

de cota se encuentre activa. Sin embargo, es posible formular una versiéon alternativa para una
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restriccién no activa. Ahora bien, como se verd a continuacion, no pedir esta condicién implica
anadir una nueva desigualdad al problema, a fin de saturar la restriccién que se quiere reducir de
manera artificial, y resolver el nuevo problema que se forma. Por tanto, se debe valorar seriamente
cuénto compensa la posible reducciéon del dominio, ya que puede ser insuficiente para asumir el

nuevo coste que supone esta resolucion adicional.

Mencionar que este tipo de técnicas, en las cuales se fija de manera artificial el valor de una
restriccién o una variable para estudiar como afecta al resto del problema, se denominan técnicas

de probing.

Teorema 2.12. Sea (R) una relajacion convera de (P) y considérese una restriccion lineal

alx — b; <0 que no esté activa en una solucion de (R). Sea U una cota superior conocida del

problema (P). Resuélvase (R) tras fijar al en el valor b;, es decir, tras anadir la restriccion
b; < alx al problema. Sea Z un valor dptimo de la funcién objetivo para este problema relajado.
Si la nueva restriccion b; < alx tiene un multiplicador de Lagrange asociado p; > 0, entonces la

siguiente restriccion es vdlida para (P):

U -2)

aﬁx < bz =+
i

Demostracion. Fijando alx en b;, la restriccion b; < alx pasa a estar activa. La nueva relajacion
que se forma al anadir esta restriccion al problema (R) sigue siendo convexa, ya que solamente
se esta anadiendo otra restriccidén convexa, lo que equivale a intersecar un subconjunto convexo
con el dominio factible (que es convexo), siendo la interseccion de convexos convexa, lo cual se
puede encontrar en Boyd and Vandenberghe (2011). Sea g;(x) := b; — alx < 0. Como se conoce
el 6ptimo Z de este nuevo problema, y la restriccion tiene un multiplicador de Lagrange p; > 0,

es posible aplicar el teorema 2.7:

—7Z —7Z -7
M <~ —aﬁxz—bi—u < afgbz—ku

bi — a’;x > —
203 i M

Observacion 2.13. El teorema anterior solo proporciona una restriccién util cuando Z > U:

» Si Z =U, se anadirfa la restriccion alx < b;, equivalente a la inicial alx — b; < 0.
= SiZ<U, afx <b <b+ @, con lo cual no se mejora la cota dada por la restriccion

inicial agx —b; <0.

De manera anéloga al teorema 2.7, se pueden obtener nuevas desigualdades vélidas asociadas

a restricciones de rango:

Corolario 2.14. Sea (R) una relajacion conveza de (P) y considérese una restriccion de rango

Xj — azgj < 0 que no esté activa en una solucion de (R). Sea U una cota superior conocida del
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problema (P). Resuélvase (R) tras fijar x; en el valor xgj, es decir, tras anadir la restriccion

xﬁj < x;j al problema. Sea Z un valor éptimo de la funcion objetivo para este problema relajado.
Si la nueva restriccion :rgj < x; tiene un multiplicador de Lagrange asociado \j > 0, entonces la

siguiente restriccion es vdlida para (P):

v, U=2)
x; <al +-—-—.
J =7 A]
Corolario 2.15. Sea (R) una relajacion convexa de (P) y considérese una restriccion de rango
X; — x]L > 0 que no esté activa en una solucion de (R). Sea U una cota superior conocida

L
3’

x; < IL‘JL al problema. Sea Z un valor doptimo de la funcion objetivo para este problema relajado.

del problema (P). Resuélvase (R) tras fijar x; al valor %, es decir, tras anadir la restriccion
Si la nueva restriccion x; < x]L tiene un multiplicador de Lagrange asociado \j > 0, entonces la
siguiente restriccion es vdlida para (P):
. U-2)
X; >y — ——.
J =) )\]

2.2.1. Otras técnicas de reduccidén de dominio

Ademas de las desigualdades que se acaban de presentar, existen técnicas que utilizan otra
informacion disponible en el problema o que es posible obtener a partir de él. Algunas de ellas
buscan ajustar las cotas de una variable del problema basandose en las cotas del resto de variables
y en las propias restricciones del problema. Este tipo de técnicas se conocen como técnicas de

bound tightening, pudiendo destacar las siguientes:

» Feasibility-Based Bound Tightening (FBBT): Busca ajustar las cotas de las variables ba-
sandose en la factibilidad de estas, es decir, en los valores que pueden tomar cumpliendo
las restricciones del problema.

» Optimality-Based Bound Tightening (OBBT): Busca ajustar las cotas de las variables
basandose en la optimalidad, resolviendo para cada variable un problema de minimiza-
cién y uno de maximizacién a fin de encontrar su valor minimo y méximo verificando las

restricciones del problema.

Si bien ambas técnicas son muy utilizadas en la practica, el FBBT es el mas comin, pues
requiere un gasto computacional mucho menor al no tener que resolver problemas adicionales
como necesita el OBBT, los cuales pueden ser de una complejidad similar al problema original
a resolver. Esto provoca que el FBBT sea una técnica muy utilizada como un paso adicional
dentro de muchos algoritmos de resoluciéon de problemas de optimizacioén, incluidos algunos que
seran tratados en este trabajo. Si bien no se va a entrar en més detalles teoricos o técnicos (para
més informacion consultar Belotti et al. (2012)), se incluye a continuacién un ejemplo sencillo

que ilustra como funciona esta técnica.
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Ejemplo 2.16. Considérese el siguiente problema de optimizacion, siendo f un funcién continua

genérica:
minimizar f(z1,x2)
sujeto a T+ 10 <2 (2.2)
1 <21 <5
—2< 12y < 2.

Como x1 > 1, zo podra valer como mucho 1 y nunca podréa alcanzar su cota superior. Ademés,
como la cota inferior de xo es —2, para que se verifique esta restriccién el valor de x1 nunca podra
ser superior a 4 . Por tanto, es posible modificar las cotas superiores de cada variable utilizando
la restriccién y las cotas de la otra variable, llegando a que existe un problema con un dominio

menor cuya solucién 6ptima es la misma que la del problema de partida:

minimizar f(x1,x2)
sujeto a T+ 10 <2 (2.3)

1<z <4

—2<z9 <1

2.3. El algoritmo de ramificaciéon y reduccién

Una manera de aprovechar las desigualdades definidas en el apartado anterior viene presen-
tada en Ryoo and Sahinidis (1996). En dicho articulo se propone el algoritmo de Ramificacion y
Reduccion (RyR), el cual es una modificacion del esquema de ramificacion y acotacion explicado
en el capitulo anterior. En este algoritmo se introduce un nuevo paso en el cual se calculan de las
desigualdades de reducciéon de dominio demostradas antes, a fin de reducir el dominio factible
en cada iteracion y acelerar la busqueda del 6ptimo global. Ademas, se plantea realizar esta
reducciéon de manera recurrente en una misma iteraciéon hasta que no sea posible ajustar més el

dominio, a fin de aprovechar al maximo las posibles mejoras.

La idea general del algoritmo se muestra en la Figura 2.4. Se pueden ver las etapas esenciales
de RyA (seleccion de subproblema, acotacion y ramificacion), junto con la nueva etapa de reduc-
cion de dominio. Si este se ve reducido bajo ciertas condiciones que se indicardn mas adelante, se
vuelve a la etapa de acotacién para intentar aprovechar los nuevos limites del problema. Junto
con esa etapa, se anaden dos pasos complementarios que buscan reducir atin méas el dominio del

problema (aplicando FBBT) y reducir mas réapido la cota superior global.

Cabe mencionar que una de las particularidades de este algoritmo es que trabaja desde el
principio con una relajacion convexa (R) del problema (P) a resolver. De esta manera, cuando
se ramifica, se selecciona un nuevo subproblema o se reduce su dominio, se esta haciendo siempre

sobre una relajacién o sobre un subproblema derivado de ella, no directamente sobre el problema
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Obtencién de Si—  Fin

una relajacion Paso 1
i ¢Se ha Seleccion de (" Resolucion ‘
Inicializacién —>encontrado un—~ue subnroblema FBBT subproblema y ‘
6ptimo? p __Acotacion

Inicio

| Paso2 | [ Paso3 |
si
o _¢Se puede-. & red
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Figura 2.4: Diagrama de flujo del Algoritmo RyR, donde cada color se corresponde con un paso.

que se quiere resolver. Los tnicos momentos en los que se utiliza el problema original son para
comprobar si se mejora la cota actual (ya que se comprueba si la cota de la relajacion actual
mejora a la cota del problema original) y para calcular las desigualdades de reduccion de dominio.
La gran ventaja de trabajar con relajaciones convexas es que los subproblemas que se generan
al ramificar también son convexos, con lo cual su resolucion (la cual es necesaria para realizar la

acotacion) se puede hacer de manera sencilla.

En el Algoritmo 2 se encuentra descrito cada paso en detalle. A lo largo de este apartado
se discutiran sus caracteristicas y propiedades mas importantes, a fin de poder probar que este

algoritmo converge a un 6ptimo del problema (P).

Algoritmo 2 Ramificaciéon y Reduccion

Inicializacion

Sea R una relajacion del problema (P) a resolver.

Se fija la iteracion inicial k = 0 y la cota superior del problema U®*) = +c0.

Se incluye Ry = R en la lista ACTIVOS de subproblemas activos, fijando su cota inferior L; = —co
Bucle principal (iteracion k-ésima)

Paso 1: Finalizacién o cambio de iteraciéon

Se fija la cota inferior global L) = min;. r,eactivos{Li }

Se eliminan todos los subproblemas que no podrian mejorar la cota superior global:

ACTIVOS < ACTIVOS\{R;} para todos los R; tales que L; > U®*)

if ACTIVOS =0 then
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Se ha encontrado una solucién 6ptima. FIN
else
Cambio de iteracion k « k4 1, U®) « gk=1) y [(F)  [(k=1)
Se avanza al Paso 2
end if
Paso 2: Seleccion de subproblema
Seleccionar R; de ACTIV OS utilizando una regla de seleccion de nodos y actualizar la lista:
ACTIVOS «+ ACTIVOS\{R;}
Ir al Paso 3
Paso 3: FBBT
Reducir el rango de las variables asociadas al subproblema R; empleando FBBT.
Ir al Paso 4
Paso 4: Resoluciéon de subproblema y Acotacion
Resolver o acotar inferiormente el problema R;. Sea L; esta cota inferior (que serd f(z') si pudo
resolverse). Si el problema no es factible, fijar L; = +oo0.
if z; es factible para el problema (P) y f(z*) < U*®) then
U  f(at)
Tomar 2° como nueva mejor soluciéon: z* +
end if
if L; > U™ then
Ir al Paso 1, ya que no se mejora la cota global actual
else
Ir al Paso 5.
end if
Paso 5: Acotacion superior (opcional)
Aplicar una heuristica para encontrar una mejor solucién factible 2" para (P).
if f(z") < f(z*) then
UF) — f(ah)

b como nueva mejor solucion: z* + x

Tomar x
end if
Ir al Paso 6
Paso 6: Reduccion de dominio
Calcular las desigualdades de reduccién de dominio
if Se reduce el dominio de al menos una variable de R; en al menos una cantidad prefijada § > 0 then
Reconstruir el problema R; con las nuevas cotas
Ir al Paso 4
else
Ir al Paso 7
end if
Paso 7: Ramificacién
Aplicar una regla de ramificacion a R; para obtener un nuevo conjunto de subproblemas R;, , R;,, ..., R;_,
y anadirlos todos a ACTIVOS
Ir al Paso 1
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Una de las etapas mas complejas en el algoritmo de RyR es el Paso 4, pues implica la
resoluciéon del subproblema y su empleo para realizar la acotaciéon, a fin de reducir la cota
superior global y, si es posible, dejar de ramificar el subproblema. Para entender correctamente
como se realiza este proceso, es necesario realizar algunas aclaraciones respecto a los elementos

que aparecen en dicho paso en el Algoritmo 2:

= La razon de emplear como elemento principal L; es que, por como se definié la funcion f,
se cumple que en cualquier punto x factible de (P), L; < f(z) < f(x).

= En caso de que el problema no sea factible, fijar su cota inferior L; a +00 provoca que se
vuelva al Paso 1 y no se llegue a la ramificacion (Paso 7), descartando todos los subpro-
blemas que podrian descender de él (podando esa parte del arbol de ramificacion), ya que
ninguno contiene soluciones factibles de R; (y por tanto, ninguna tampoco de (P)).

» Respecto a la actualizacion de la cota superior global, cuando se mira si f(2!) es menor que
U®) | 1o que se esta haciendo es comprobar si la solucion encontrada para el subproblema

R; mejora a la mejor solucion encontrada hasta el momento para el problema (P).

Aunque el Paso 4 es el mas complejo, también es bueno realizar alguna consideracion adicional

sobre la aplicacion de FBBT (Paso 3) y la acotacion superior opcional (Paso 5):

= A pesar de que el FBBT también se podria considerar parte de la reducciéon del dominio,
el algoritmo lo considera un paso aparte pues no lo incluye dentro de los pasos de ciclado
(Pasos 4 a 6).

= Para la acotacién superior opcional pueden disenarse heuristicas especificas para un tipo
concreto de problemas, en los que se sepa que si sucede una condicién, entonces la cota
superior debe cumplir cierta propiedad. Otra opcién es realizar llamadas a optimizadores no
lineales para resolver una versiéon relajada del problema actual, aunque esto tiene un coste
de computaciéon bastante elevado y por eso no deberia realizarse en todas las iteraciones

(de ahi que este paso sea opcional).

A continuacion, se explicaran las propiedades que deben cumplir las operaciones de seleccion,
ramificacion y acotacion para que el algoritmo de RyR se adapte al esquema de RyA correcta-
mente y se obtenga un algoritmo que converja a una solucion del problema (P), y no solamente

a una solucion de la relajacion (R).

Operaciéon de seleccion

En el esquema de RyA, sobre la operacién de selecciéon se imponia la condicion de que debia
ajustar cotas, lo cual significa que siempre que se seleccione una nueva subregion, esta debe

contener al menos un elemento cuyo valor sea la cota inferior actual del problema.



2.3. EL ALGORITMO DE RAMIFICACION Y REDUCCION 25

En el contexto de RyR, una regla de selecciéon que cumple esta condicion serfa escoger como
siguiente subproblema R; aquel contenido en la lista ACTIVOS que tenga una menor cota
inferior L;, con i € argming;.p cacrrvosiiL;}- La condicién se cumple debido a que en el Paso 1
de RyR se fija la cota inferior global de la iteracion k-ésima como L) = ming;.g.cacrrvosyiLi}t-

Luego, por definicién, esta regla de seleccién ajusta cotas.

Operaciéon de ramificacion

Si bien en el esquema genérico de RyA no se imponian restricciones sobre la operacion de

ramificaciéon, en este caso si es necesario imponer una condicién sobre ella:

Condiciéon 2.17. La operacion de ramificacion debe cumplir que el conjunto de optimos posi-
bles asociado a un subproblema esté contenido en el conjunto de dptimos posible asociado a su

problema padre.

Expresando lo anterior es los términos de RyR, si X; es el conjunto de 6ptimos posibles de
un subproblema R;, debe cumplirse que X;, C X; para todo q. De esta manera, lo que se asegura
es que al ramificar se estd generando una sucesiéon decreciente de conjuntos, reduciendo siempre

el espacio de busqueda del 6ptimo.

Operaciéon de acotacion

Finalmente, la operacion sobre la que es necesario imponer mas condiciones es la de acotacion.
Esto es debido a que es dénde se incorporan al esquema de RyA las técnicas de reduccion
de dominio explicadas anteriormente, provocando que tenga una mayor complejidad que en el

esquema general.

Condicion 2.18. Sea G; = {x € R" : gi(x) < 0,1 = 1,...m} el conjunto de puntos de R™ que
verifica las restricciones asociadas a un problema R;. Para cualquier otro subproblema R;, que

derive de este se debe cumplir que G;, C Gj.

Esta primera condicién sobre la acotacién complementa a la condicién 2.17 que se impuso
sobre la ramificacion. Su propoésito es asegurar que el conjunto de puntos que verifiquen las

restricciones de un subproblema sea méas pequeno que el del problema del que derive.

Condiciéon 2.19. Para un subproblema R; se debe cumplir que L; = U; si todos los términos no

convexos del problema original (P) cumplen que acgj = xJL

Esta condicién dice que cuando en un subproblema todas las variables involucradas en térmi-

nos no convexos estan fijadas (es decir, que sus cotas inferiores y superiores coinciden), entonces
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el 6ptimo de la relajaciéon con esas cotas coincide con el 6ptimo del problema lineal sujeto a esas
mismas cotas. Esto es asi porque con dichas cotas no habria ningtin término no convexo presente,

luego seria como si la relajacion y el problema original fueran el mismo (con esas cotas fijadas).

Utilizando las condiciones que se acaban de presentar, es posible demostrar que las subre-
giones factibles asociadas a un subproblema son un refinamiento de la asociada a su problema
padre y que ademaés, su cota inferior es siempre superior. De esta manera se asegura que una
subregién nunca va a proporcionar un 6ptimo peor que el obtenido en su regién padre, en caso

de tenerlo.

Proposicién 2.20. Sean M;, = G;, N Xiq y M; = G; N X;. Entonces, M;, C M; y ademds
L;, > L; para todo q.

Demostracion. Por la condicion 2.17, G;, C Gy, y por la condicion 2.19, Xiq C X;. Entonces,
M;, C M;, y en consecuencia, como L; es el minimo de una region M;, L;, > L; para cualquier
q. O

2.3.1. Convergencia de ramificacion y reducciéon

Una vez establecidas todas las propiedades que deben cumplir las operaciones del algoritmo y

el problema al que se le quiera aplicar, parece légico demostrar que este converge a una soluciéon
de (P).

Por un lado, es necesario que el esquema de RyA que subyace en RyR sea convergente. Para
ello se necesita que la operacion de seleccion ajuste cotas, lo cual se vio antes, y que la operacion
de acotacion sea consistente. Logrado esto, por el Teorema 1.26 se obtiene la convergencia. Se
omite la demostracion de la consistencia de la acotacién, pudiendo encontrarse en Ryoo and
Sahinidis (1996).

Proposicion 2.21. La operacion de acotacion en el algoritmo de RyR es consistente.

Ademaés de la convergencia, es necesario probar que el algoritmo carece de ciclos, es decir, que
no existe una secuencia de pasos en la cual puede quedarse indefinidamente, evitando la conver-
gencia del mismo. En concreto, podria existir uno durante el proceso de acotacién y reduccion
de dominio, ya que tras reducir el dominio en el Paso 6 se vuelve al Paso 4, dando la sensacion
de que podria quedar indefinidamente ahi. Por suerte, el siguiente resultado muestra que no es

posible esta situacion.
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Proposicion 2.22. El algoritmo RyR no cicla entre los Pasos 4 y 6.

Demostracion. Por la condicién incluida en el Paso 6, solo se repetira la secuencia de pasos
4-6 si se reduce el rango de alguna variable de R; al menos en una cantidad prefijada § > 0.
Como la region factible es acotada, estard contenida en un hipercubo suficientemente grande,
con lo cual cada variable tendra un cierto rango de variacién finito. Entonces, fijado un valor
6 > 0, el namero de veces que el rango de una variable se podra reducir en una cantidad delta
es también finito. Por tanto, el algoritmo no puede ciclar indefinidamente entre los Pasos 4 y 6
porque siempre que de 6 vuelve a 4 es porque ha reducido el rango de al menos una variable en

al menos una cantidad 9. O

Teorema 2.23. El algoritmo de RyR converge a una solucion del problema (P).

Demostracion. Esta prueba es consecuencia de diversos hechos desarrollados a lo largo de este

capitulo:

= Las técnicas de reducciéon de dominio aplicadas en el Paso 6 de RyR provienen de anadir
desigualdades validas al problema. Luego, aunque se eliminen soluciones factibles de (P),
ninguna seré mejor que la solucién actual.

» El algoritmo carece de ciclos.

= Kl algoritmo de RyA subyacente es convergente por el Teorema 1.26, ya que la operacion

de acotacién es consistente por la proposiciéon 2.21, y la de seleccién ajusta cotas.






Capitulo 3
Optimizacién polinémica

Dentro del campo de la optimizacion no lineal, existen un tipo de problemas de especial interés
desde el punto de vista industrial. Estos son los problemas de optimizacion polindmicos, en los
cuales la funciéon objetivo y restricciones vienen dadas por polinomios. Su importancia radica en
que, debido a la versatilidad de los polinomios y a la existencia de una gran cantidad de técnicas
para convertir funciones en polinomios (piénsese en las técnicas de interpolacion polinémica o en
las aproximaciones de Taylor, muy usadas debido a su sencillez), es posible modelizar muchos
procesos y situaciones con este tipo de problemas, en Ambitos tan diferentes como la economia, el
disenio de plantas quimicas, estudio de flujos en redes o el diseno de microchips como se muestra en
Shen et al. (2020). Debido a ello, en los tltimos afios ha crecido el interés en desarrollar métodos
que permitan resolverlos de manera mas rapida y eficiente, los cuales pueden ser especificos para

este tipo de problemas o ser adaptaciones de otros métodos existentes mas generales.

En este capitulo se presentaran ejemplos de las dos vertientes. Por un lado, se mostrara c6mo
es posible adaptar el algoritmo de ramificaciéon y reduccién para unos tipos particulares de proble-
mas polinémicos muy comunes en procesos industriales, lo cual permite mejorar su rendimiento.
Por otro, se presentara un nuevo algoritmo para la resolucién de problemas polinémicos, el cual
sigue también esquema de RyA. Ademés, permite incluir en alguno de sus pasos las desigualdades
de reduccién de dominio explicadas en el Capitulo 2, mostrando que es posible aprovechar esta

técnica més alla del algoritmo de RyR.

Antes de comenzar, es conveniente definir qué se entenderé a partir de ahora como polinomio

y como problema de optimizacién polindémico.

Definiciéon 3.1. Dado un vector x € R”, se denomina monomio a cualquier expresion de la
forma m(x) = a ][, ﬂ:iﬁi, donde a € Ry 5, € NU{0}, i = 1,...,n. Para un monomio m(x) se

define su grado como § = Y"1, f3;.

29
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Definicién 3.2. Llamamos polinomio a la suma de un namero finito de monomios mj (x), ..., m;(x)

El grado de un polinomio se corresponde con el mayor de los grados de los monomios que lo
conforman. Ademés, se dird que una funcién f es una funcion polindmica si su expresiéon viene

dada por un polinomio.

Utilizando la definicién anterior y siguiendo la notaciéon presentada en la Definicion 1.3, se

puede introducir lo que se conoce por problema polinémico.

Definicién 3.3. Un problema de optimizacion matemdtica polindmico es un problema de opti-
mizacion mateméatica en el que las funciones ¢, g; y h; son polinémicas. Es decir, tenemos un

problema donde la funcién objetivo y todas sus restricciones vienen definidas por polinomios.

Ejemplo 3.4. Los problemas definidos en los Ejemplos 1.12 y 1.19 son problemas de optimizacion

polinémica.

3.1. Ramificacién y reducciéon en optimizaciéon polinémica

El algoritmo de ramificacion y reduccion (RyR) presentado en el capitulo anterior permitia
resolver un problema de minimizacién genérico cuya funcién objetivo fuese continua y su solucién
se buscase en un subconjunto de R™ acotado. Como un polinomio es una funcién continua, en

particular puede utilizarse para resolver problemas de optimizacién polinémica.

En este apartado se presentaran dos tipos de problemas de optimizacién polinémica concretos
para los cuales es posible generar una relajacién convexa particular aprovechando las particu-
laridades de los mismos, tal y como se explica en Ryoo and Sahinidis (1996). De esta manera,
modificando ligeramente el esquema presentado en el capitulo anterior, se puede llegar a versiones
de RyR especificamente pensadas para resolver estos problemas. Se supondra en ambos casos

que se busca una solucién en un conjunto X acotado.

3.1.1. Polinomios univariables

En primer lugar, se considerard un tipo de problemas cuya funcién objetivo viene definida
por un polinomio univariable, que son aquellos formados por la suma de monomios en una tnica
variable; y que las Ginicas restricciones existentes son de rango sobre dicha variable. Si bien este
tipo de problemas pueden resolverse con métodos especificos para optimizacion sin restricciones,

como los estudiados en la asignatura del grado Métodos Numéricos en Optimizacion y Ecuaciones
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Diferenciales, se pueden plantear también como un problema de optimizacién como los tratados

a lo largo de este trabajo:

minimizarzexcr  f(x) = Y b a;z’

3.1
sujeto a b <ax<lU (3:1)

donde a; € R, parai=1,...,p

Para la construccion de una relajacién convexa que se ajuste a la presentada en (R) y permita
aplicar RyR, el primer paso es agrupar los monomios convexos y los concavos por separado. Para
ello se puede emplear que, si 0 ¢ (2, 2V), entonces un monomio es o convexo o concavo. Existen
diferentes formas para identificar a qué grupo pertenece cada monomio, algunas de las cuales

puede consultarse en el Teorema 5 de Ryoo and Sahinidis (1996). A partir de ahora se supondra
que 0 ¢ (2%, 2Y).

Agrupando los términos convexos y los céncavos, se puede reescribir el problema anterior

para reflejar esta diferencia entre monomios:

minimizarzexcr  f(%) = Xice, fil®) + Dicee fi(r) = feo () + fee()

3.2
sujeto a b <ax<al (3:2)

donde cv denota al conjunto de indices de los monomios convexos y cc al conjunto de indices de

los monomios céncavos.

La funcién f., es por definicién convexa. Para f.., concava por definicién, es posible construir
una relajacion lineal de tal manera que al sumar esta relajacion con f., se genere una funcion f
convexa. Esta relajacion se puede obtener a partir de la restricciéon de rango de la variable y del
valor que toma la parte concava en ellos. Considerando

Uy _ L
o=t AT oo ety - et (3:3)

entonces g(x) = a+ Bz es una funcion lineal que cumple que g(z) < fe.(x) para todo = € [z¥, 2Y].
Sumando esta funcion g(x) a la parte convexa de f, se obtiene la expresion de una relajacion

convexa del problema original:

(3.4)

minimizarger  f(
L

() 9(x)

)=
<u

/\

sujeto a

Ejemplo 3.5. Para un caso sencillo es posible calcular f y representarla graficamente. Considé-
rese el siguiente problema:
minimizar,excr  f(x) = 2+ 222 +1

. (3.5)
sujeto a -2<z<1L
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Trivialmente se puede separar el polinomio f(x) en su parte convexa fe,(z) = 222+ 1 y su parte

concava foo(z) = 23.

Aplicando la férmula 3.3, se obtiene una funcién lineal que relaja la parte convexa:

_ Jec(I)=fec(=2)
= llcgelon s

a = fee(—1) = B(=1) = =2

— g(r) =a+ pfxr = -2+ 3.

Finalmente, sumando la parte convexa, se llega a que la funcién buscada es

f(z) =222+ 3z — 1.

En la Figura 3.1 se representa el polinomio f(z) y el rango de x [-2,1] (4rea sombreada).
En la parte inferior se muestra la funcién g(z), la cual es una recta que cumple, para cualquier
punto de ese area, que g(x) < f(x). Finalmente se muestra la relajaciéon f, que toma forma de

una parabola cumpliendo que f(z) < f(x) en el rango de x.

f(x)

Figura 3.1: Representacion grafica de las funciones involucradas.

La relajaciéon 3.4 puede resolverse utilizando métodos de optimizacién sin restricciones para
funciones convexas, como el método de Newton-Raphson, que permite obtener de manera rapida
el minimo de una funcion. Ademéas, como consecuencia de la convexidad de f, se cumple el

siguiente resultado:
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Proposicion 3.6. Sea R; el subproblema que estd procesando el algoritmo de RyR en el mo-
mento actual, y sean le Y xij las cotas inferiores y superiores respectivamente del rango de dicho

subproblema. Se tienen las siguientes condiciones:

LI f’(:ch) >0, entonces :cZL es una solucion optima de R;.

» Si f'(2Y) <0, entonces z¥ es una solucion dptima de R;.
Este resultado permite modificar la fase de acotacion del algoritmo, de manera que en algunos
casos no sea necesario resolver el subproblema R; para obtener su solucién. Si bien esto no reduce

el dominio de bisqueda de solucién, si permite acelerar la ejecuciéon de RyR, pues el ntimero de

subproblemas a resolver a lo largo de la ejecucién es menor.

Empleando el resultado anterior y la construccion de la funcién f explicada en 3.4 se pueden
modificar las etapas de inicializacion y acotacion (Paso 3) de RyR para que el algoritmo aproveche
las particularidades de los problemas con polinomios univariables. En el Algoritmo 3 se muestran

los pasos que habria que sustituir en el Algoritmo 2 original de RyR.

Algoritmo 3 Inicializacién y Acotacién de RyR para problemas con polinomios univariables

Inicializacion
Sea L) = —0 y U® = 40
Crear la relajacion convexa R del problema original siguiendo 3.4.
if 0 € (2%, 2Y) then
Ramificar la relajacion R en dos subproblemas: R; definido en [2¥,0] y Ry definido en
0, 2Y].
Anadir R; y Rs a la lista ACTIVOS de problemas activos
else
Anadir la relajacion R a la lista ACTIVOS de problemas activos
end if

Paso 3: Acotacion

if f'(x}) >0 then
L
else if f'(z) <0 then
U

7

Tomar 2 como solucion del subproblema R;: x? < a:ZL

Tomar z¥ como solucién del subproblema R;: 2t + 2V
else
Hallar la solucién z? de R; empleando el método de Newton-Raphson.
end if
Fijar L; = f(a?)
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3.1.2. Problemas lineales multiplicativos

Otro tipo de problemas de optimizacién polinémica que pueden ser adaptados para el empleo

de RyR son los denominados problemas lineales multiplicativos. Estos tienen la siguiente forma:

minimizargexcrn  f(x) = [[1_; fi(x) = P (cilx + cip)
sujeto a Ax <b (3.6)
ci'x+cpo>0 i= 1,....p,

donde A e R™"™" beR™ ¢c;eR"ycp€R, coni=1,...p.

Por tanto, se trata de problemas donde las restricciones estan definidas por funciones lineales,
pero la funcién objetivo viene dada por el producto de polinomios de primer grado, lo que provoca
que realmente sea un polinomio de grado p (normalmente con p > 1) y no pueda considerarse

como un problema lineal (y seguramente tampoco convexo), pero si como uno polinémico.
Ejemplo 3.7. El siguiente problema es un ejemplo de problema lineal multiplicativo:

minimizarxe xcrr (221 — 322 + 3) - (4w + 2523 4+ 6) - (—8x3 — 1)
sujeto a T1+ 320 < 24
—x1 + 18x3 < =5
2x1 —3x2+3>0
4xo + 25234+ 6 >0
—8x3—1>0

donde

c1=(2,-3,0), c2=(0,4,25), c3=(0,0,-8)
cio=3, c0=6 c3=—1

Para poder aplicar el algoritmo de RyR, el primer paso es construir una relajacion que
cumpla las propiedades explicadas en (R). Para facilitar el trabajo, se realizara la siguiente

transformaciéon al problema:

minimizargere  In(f(t)) = >0, In(t;))

sujeto a Ax<b
CiTX—I-Ci() =t i1=1,..,p,
t;i >0 1=1,....p,
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Por ser el logaritmo una funcién monétona, el problema anterior es equivalente al problema
de partida. Esto quiere decir que, si se obtiene una solucién, existe una solucién en el problema

original con el mismo valor que el obtenido.

Ademas, por ser el logaritmo una funcién céoncava, puede obtenerse una relajacion lineal de
cada sumando de la funcién objetivo sustituyendo dicha funcion por la relajaciéon lineal, de una
manera similar a como se hizo con el caso de polinomios univariables. Este problema cumple las

condiciones para ser una relajacion valida sobre la que aplicar RyR:

minimizarieger  f(t) = S o+ Biti

sujeto a Ax <b
T , (3.9)
cirx+co=t; 1=1,..,p,
t;i>0 1=1,..,p,
donde
In(tV) — In(tE
ﬁi = M, oy = 1Il(tZL) — ﬁztlL (310)

tV — 1tk

Por como se construye la relajacién lineal es necesario obtener, para cada ¢ = 1,...p, las
cotas superiores tg-] e inferiores tiL de cada variable t;, la cual representa el término multiplicativo
1-ésimo del problema original. Para hallar estos valores se puede anadir un preprocesamiento en

la fase de inicializacién de RyR:

1. Minimizar individualmente cada t¢; en el problema original, a fin de obtener una cota inferior

tiL . Esto se logra resolviendo para cada t; el problema lineal

minimizarxe xcrn (%) = cFx +cio
sujeto a Ax <b (3.11)
CZTX—i-CZ‘o >0 i1=1,...,p.

Por ser problemas lineales pueden resolverse rapidamente empleando los algoritmos dispo-
nibles para este tipo de problemas, como el del Simplex.

2. Una vez resueltos todos los problemas lineales se puede obtener una cota superior al proble-
ma de partida. Esta cota proviene de evaluar la funcién objetivo original f en las soluciones
x' de cada problema, siendo U = min;—1__,{f(x%)} dicha cota.

3. A partir de U se puede obtener el corte f(x) = [[/_; t; < U del cual, separando el término

t; del resto del productorio, se llega a la desigualdad

t; < i=1,....p. (3.12)

H?:l,j;éi tj
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4. Finalmente, teniendo en cuenta que th <t; < téj y por tanto %U < % < tLL para todo

J J
7 =1,...,p, se llega a la cota superior buscada, dependiente del valor de U y de las cotas
inferiores del resto de términos ¢;:
v < v

= 14 tL
j=1,j#iti

i=1,..,p. (3.13)

La desigualdad 3.13 puede utilizarse, ademas de para crear la relajacién, para reducir el
dominio del subproblema R; que se esté procesando en dicho momento, sustituyendo los valores

th por los que se tengan en dicho momento.

En el Algoritmo 4 se muestra como quedaria la fase de inicializacion de RyR para este tipo
de problemas. En el Paso 4: Reducciéon de dominio, como se acaba de comentar, se podria anadir
a las desigualdades presentadas en el capitulo anterior la desigualdad 3.13 y tratarla como el

resto.

Algoritmo 4 Inicializaciéon de RyR para problemas lineales multiplicativos

Inicializaciéon

Sea L) = —x

Minimizar individualmente cada t; sujeto a las restricciones del problema. Para cadai =1, ..., p,
sea x' el vector solucién y tl-L el valor de dicha solucion.

Fijar U = min;—1,__,{f(x")}.

Obtener los valores de tlU empleando la expresion 3.13 y utilizarlos junto con tiL para calcular
la expresion de f(t), siguiendo 3.9 y 3.10.

Incluir el problema resultante R; en la lista ACTIVOS de problemas activos.

3.2. El algoritmo RLT

Si bien RyR permite resolver problemas de optimizaciéon polindmica, existen algoritmos espe-
cialmente pensados para este tipo de problemas, siendo la Reformulation-Linearization Technique
(RLT) de Sherali and Tuncbilek (1992) uno de ellos. Al igual que RyR, se basa en la generacion de
relajaciones del problema inicial, si bien en este caso dichas relajaciones seran problemas lineales
y no simplemente convexos. Empleando un esquema béasico de RyA y una regla de ramificacién
adecuada se puede acotar el 6ptimo global del problema original a partir de la resolucién de las

relajaciones, de manera similar a como sucede con RyR.

De ahora en adelante se usara una formulacién diferente de un problema de optimizacién mo-

dificando las desigualdades e igualdades presentes. Esta formulacion es equivalente a la empleada
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hasta el momento, tal y como se vio en la Observacion 1.11:

minimizar f(x)
sujeto a  gi(x) > B, i=1,... R
hi(x) =0, i=Ri,...,R
x € Q) C R,

(3.14)

donde:

» g;(x) y hi(x) son polinomios de grado ¢;.
s 0 ={x:0< a:JL < z; < ;UJU < oo para todo j = 1,...,n} es un hiperrectangulo que

contiene la regién factible del problema.

La idea principal tras RLT se encuentra en la sustitucion de cada monomio diferente que compone
un polinomio por una tnica variable que lo represente, de tal manera que se eliminen los productos
entre variables (o entre una misma variable). Dicha variable, denominada variable RLT, sera de
la forma X;;, donde los indices ¢ y j representan los indices asociados a todas las variables que
forman el monomio y pueden aparecer repetidos para representar multiplicidades. El siguiente

ejemplo ilustra como se construyen dichas variables.
Ejemplo 3.8. Considérese el siguiente problema de optimizacién polindémica:

minimizar 5x1 + 330% —3x12073 + 4:U23:§ — bx1T0
sujeto a —x1— 21102 —3 <0 (3.15)
3x% —x9 <0.

Para cada monomio diferente del problema anterior, obviando constantes multiplicativas, existe

una variable RLT asociada, las cuales pueden encontrarse en varios polinomios diferentes:
2 3
Xog =25 Xio3 = miwows  Xoggs = woxy X2 = 2122

Sustituyendo en el problema anterior la variables RLT y teniendo en cuenta que los términos

lineales son su propia variable RLT, se llegaria al siguiente problema lineal:

minimizar 5x1 + 3X99 — 3X793 + 4X0333 — 5 X129
sujeto a —x1—X12—-3<0 (3.16)
3X22 — T2 S 0.

Para que el algoritmo funcione mejor y converja antes se anaden una serie de restricciones
conocidas como bounding factors, las cuales se forman a partir de la combinaciéon de las res-
tricciones de rango del problema original. Para cada variable z; del problema, con j = 1,...,n,
considérense sus restricciones de rango x; — l’JL >0y xgj —xj > 0. Siendo ¢ el grado del po-

linomio con grado mas alto en el problema, los bound factors se obtienen realizando todas las
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combinaciones posibles que se obtienen al multiplicar § restricciones de rango, incluyendo los
productos de una restriccién consigo misma o con otra restriccion multiplicada varias veces. A

continuacién se incluye un ejemplo para ilustrar su construcciéon en un caso sencillo.

Ejemplo 3.9. Sea un problema de optimizacion polinémica en las variables y con § = 2 y con

las restricciones de rango
x1—220, 3—%120, 1'2—2120, 43—%220.

Los bounding factors asociados a este problema serian los siguientes, originados de combinar

todas las restricciones anteriores entre si:
o (r1—2)(z1—2)>0 o (x1—2)3—x1)>0 e (z1—2)(x;1—21)>0 e (x7—2)(43—2x2) >0
e3—21)83—21) >0 e 3—z1)(x2—21)>0 e (3—121)/43—22)>0
o (9 —21)(x2—21)>0 o (x3—21)(43—29) >0
o (43 —x9)(43 —x2) >0
Al conjunto de todos los bounding factors se le denomina bound factors y se denotara como
Fs. Notese que todos los puntos del conjunto §2 satisfacen los bound factors.

Una vez explicadas las variables RLT y los bound factors, ya es posible obtener la relajacion

lineal que utiliza RLT:

minimizar [f(x)]L
sujeto a  [¢;i(x)]r > Bi, i=1,... Ry
[hi(x)]L = Bi, i=Ri,...,R (LP)
[F5]p >0
x € Q CR”,

donde [p(x)]r, se corresponde con la linealizacion del polinomio p(x) obtenida al sustituir sus
monomios por las variables RLT asociadas, y [Fj|;, se corresponde con la linealizacion de los

bound factors.

Para asegurar la convergencia de RLT a un 6ptimo del problema original en un ntimero finito
de iteraciones, cuya demostracién puede encontrarse en el Teorema 1 de Sherali and Tuncbilek
(1992), ademés de emplear la relajacion (LP) es necesario emplear una determinada regla de
ramificacion. Cabe mencionar que la convergencia del esquema de Ry A subyacente esta asegurada
de manera similar a como sucedia en RyR, pues la operaciéon de acotacién es consistente y la de

selecciéon ajusta cotas ya que utiliza la misma regla que RyR, que por definicién ajustaba cotas.

La regla de ramificaciéon de RLT se basa en escoger como variable de ramificacién aquella que

provoque una mayor infactibilidad en el problema original, pudiendo medirse esta infactibilidad
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como la diferencia entre una variable RLT, X, v el producto de la variable original z; y la
variable RLT sin ella, X ;. Suponiendo que el vector (X, x) es soluciéon éptima de la relajacion
(LP), siendo (X, x) un vector formado por un determinado conjunto X de variables RLT y por
un conjunto x de variables originales del problema, la medida de infactibilidad indica que se debe

ramificar por la variable x,, donde:
p € argmax;cy{0;}, siendo
f; = max max {| X — 7, X
I tE{l,_ﬂd—l}JCJVJJ1:t{| i~ %X}
para todo j € N ={1,...,n}.

Observacion 3.10 (Relacion entre RLT y Ramificacion y Reduccion). La linealizacion (LP) puede
emplearse también como relajacion de inicio en RyR, pues cumple las condiciones impuestas sobre

la relajacion (R), valida para este algoritmo:

» (LP) es un problema de optimizaciéon lineal, con lo cual también lo es de optimizacion
convexa.

= ) esta acotado y [f(x)]r, es continua por ser lineal.

» Por el Lema 1 de Sherali and Tuncbilek (1992), para cualquier punto x factible para el
problema no linealizado se cumple que [f(x)]r < f(x).

» El dominio de (LP) es igual o mayor que el dominio del problema original, con lo que

cualquier solucion del problema original sera solucién de la relajacion.

Al contrario que las relajaciones para RyR mostradas en el apartado anterior, especializadas
en un problemas con unas caracteristicas muy especificas, esta nueva relajacion es vélida para
cualquier problema de optimizaciéon polinémica, pudiendo ser utilizada para crear la relajacion
inicial con la que empezar el proceso de ramificacion y reducciéon. Este hecho también se puede
utilizar en la direccién contraria, incluyendo las desigualdades de reduccién de dominio empleadas
en RyR dentro de RLT, ya que si la relajacion RLT cumple las condiciones de (R) entonces se
pueden aplicar todas las desigualdades derivadas del Teorema 2.7. De esta manera se muestra
como RyR y RLT son algoritmos complementarios, pudiendo extraer conceptos de un algoritmo
para incluirlos en el otro, lo cual se empleara en el siguiente capitulo para estudiar el impacto

de las desigualdades de reducciéon de dominio dentro de una implementacién del algoritmo RLT.






Capitulo 4
Resultados experimentales

A lo largo de este trabajo se han presentado diferentes algoritmos que buscan resolver pro-
blemas de optimizacién polindémica. Junto con ellos se han estudiado técnicas para reducir el
dominio de dichos problemas, lo que permite resolverlos de una manera mas sencilla. Si bien
esto es interesante desde un punto de vista teodrico, su funcién final es mejorar la resolucion
computacional de estos, bien sea acelerando el proceso o reduciendo la memoria y la potencia

necesaria.

En este capitulo se realizard un pequeno estudio sobre cémo las técnicas de reduccion de
dominio permiten acelerar la resolucién de problemas de optimizaciéon polinémica, centrdndose
en las desigualdades de reduccién de dominio y las herramientas de bound tightening (FBBT
y OBBT). El estudio se realizara tomando como base una implementacion concreta de RLT
especializada en la resoluciéon de un subtipo de problemas polinémicos, RAPOSa, creada por
miembros del Centro de Investigacion y Tecnologia Matemdtica de Galicia (CITMAGA), con los
cuales se colabor6 en el transcurso de unas précticas extracurriculares implementando y validando

las desigualdades de reduccién de dominio.

4.1. RAPOSa

RAPOSa (Reformulation Algorithm for Polynomial Optimization - Santiago) es un optimi-
zador global disenado especificamente para la resoluciéon de problema de optimizacién polinémica
donde las variables estén acotadas. RAPOSa esta implementando en C++ y se basa en el algo-
ritmo RLT explicado en el Capitulo 3, al cual se le afiladen una serie de mejoras que se pueden

consultar en Gonzalez-Rodriguez et al. (2023).

41
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La estructura del algoritmo RLT presente en RAPOSa puede consultarse en la Figura 4.1.
Si bien a simple vista es muy similar a la estructura de ramificaciéon y reduccién mostrada
en la Figura 2.4, existen grandes diferencias entre ambos algoritmos, pudiendo destacarse las

siguientes:

Obtencion S in
relajacion RLT FeEe
L Bound 2Se ha (" Resolucién

PP tightening . Seleccion de
Inicializacion ——> ncial . encpnt_radg un—~no: subproblema }——» subproblema y
optimo? __Acotacion |

(Opcional)

e Pasos
Paso 7
o Se puede.
\\EOdar?/ﬂ —»{ Ramificacién —
No

,,/céuscar mej‘ar\ Bound
N —No——> . N Paso 6
~cota superior?~ Tightening

l Paso 5
Si

Llamadaa |
solver no lineal|

Figura 4.1: Diagrama de flujo de RAPOSa, manteniendo la notacién usada en RyR

» Relajacién: La relajacion empleada por RAPOSa es la relajacion (LP) propuesta por
RLT, si bien esta era una de las relajaciones validas para iniciar también el algoritmo de
RyR.

= Inicio: Se anade una etapa adicional opcional de bound tightening en la cual se puede
aplicar OBBT y/o FBBT segtn se considere, buscando restringir desde el inicio las cotas
de las variables.

= Paso 3: Se elimina la etapa especifica de FBBT antes de la resoluciéon de la relajacion,
pues ya se aplica esta técnica en el nodo padre en alguna de las etapas de bound tightening
(en la inicialiacion o en el Paso 6).

= Paso 5: Para buscar una cota mejor cota superior global, en RAPOSa se puede realizar
una llamada a un solver no lineal local, el cual intenta encontrar una solucién para el estado
actual del problema.

= Paso 6: En este paso, renombrado como Bound Tightening para diferenciarlo de la reduc-
cion de dominio de RyR, se intentan reducir las cotas de las variables y ajustar las cotas de

las restricciones. Para ello se utilizard el FBBT, el cual se emplea de manera diferente a co-
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mo aparece en RyR, ya que obtiene informacion adicional de la resolucién de la relajacion,
y por eso se incluye después de que se realice esta en el Paso 4.

= Paso 7: Para realizar la ramificacion se utiliza la regla explicada en el capitulo anterior o
alguna otra de las presentes en Gonzalez-Rodriguez et al. (2023).

= Eliminacién del ciclado: La técnica RLT no contempla el ciclado de reducciéon de dominio

entre los pasos 4 y 6 caracteristico de RyR, tampoco incluyéndose en RAPOSa.

4.2. Estudio computacional

Las técnicas de reduccién de dominio estudiadas en este trabajo buscan acelerar el incremento
de la cota inferior, lo cual provoca que el gap (diferencia entre la cota superior y la cota inferior)
se reduzca antes. Esta aceleracion puede medirse de manera empirica observando el nimero de
subproblemas generados, los cuales a partir de ahora se denominaran nodos. Sin embargo, en
ocasiones esta reduccion no es beneficiosa, pudiendo suceder que se genere un arbol de ramifica-
cibn mas pequeno pero con nodos de mayor complejidad, provocando que el gap disminuya mas
lentamente que otro con més nodos pero donde las relajaciones a resolver son mas sencillas. Ade-
maés, es necesario tener en cuenta el sobrecoste computacional de estas operaciones de reduccion

de dominio, pues no siempre es rentable respecto a la mejora que suponen.

En este apartado se estudiard cémo las desigualdades de reduccién de dominio ayudan a
reducir el namero de nodos generados y su relaciéon con el tiempo de ejecuciéon y la capacidad
de resolucion de los problemas. Para ello, se tomaran varias configuraciones de RAPOSa que

emplean diferentes técnicas para mejorar el rendimiento en la resolucién de problemas:

= Sin BT: Ejecuciéon del flujo de RAPOSa sin realizar ninguna clase de bound tightening.

= Solo OBBT: Ejecucién realizando solamente OBBT en el bound tightening inicial y sin
realizar la etapa especifica bound tightening.

= Solo FBBT': Ejecucién realizando FBBT en la etapa de bound tightening general.

= Baseline BT: Ejecucién completa del flujo de RAPOSa, aplicando OBBT y FBBT en la
etapa de inicializacién y FBBT en la de bound tightening.

= RyR: Ejecucién de todas las opciones incluidas en Baseline BT, anadiendo dentro de la
fase de bound tightening algunas de las desigualdades de reducciéon de dominio empleadas
en el algoritmo de ramificacion y reduccion (de ahi el nombre de esta configuracion). En
este caso solo se consideran las desigualdades asociadas a restricciones activas, ya que las

que necesitan de probing no estan implementadas en RAPOSa.

Las configuraciones anteriores se utilizaran para la resoluciéon de dos conjuntos de problemas
de optimizacién polinémica de caracteristicas diferentes ampliamente usados en la literatura. El

primero de ellos es la libreria DS-T'S Dalkiran and Sherali (2016), compuesta por 180 problemas
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generados de forma aleatoria de grado 2 a grado 7 con un gran niimero de restricciones. El otro
conjunto es la libreria MINLPLib Bussieck et al. (2003), la cual incluye 166 problemas surgidos de
contextos reales, hecho que la hace més interesante que la libreria anterior pues permite obtener
resultados para problemas similares a los que se podria enfrentar la herramienta en un supuesto

de uso sobre problemas reales.

Para analizar el impacto de cada configuracién en la resolucion de los problemas se obten-
dran una serie de medidas durante este proceso. Cada una de ellas es calculada empleando un
nimero diferente de problemas, eliminando aquellos cuyas caracteristicas podrian distorsionar

los resultados. Las medidas son la siguientes:

= Gap: gap medio entre todos los problemas. Por lo general un problema de optimizaciéon
se da por resuelto cuando el gap es menor que un determinado d > 0, el cual es un valor
de gap normalizado de forma que no dependa del rango de los valores de las variables del
problema, ya que no es lo mismo tratar con variables que puedan tomar valores en el rango
[0,2000] que en el rango [0, 1].

= Tiempo: tiempo medio de resolucién de los problemas expresado en segundos.

» Nodos: numero medio de nodos (subproblemas) generados. En este caso es la fila mas
importante, pues es la métrica que permite medir la influencia de las desigualdades de
reduccion de dominio.

= Resueltos: Numero de problemas resueltos en el tiempo méaximo de ejecucién asignado para
la resolucion de cada problema. Si no se ha encontrado una solucién 6ptima en menos de

ese tiempo, el problema se marca como no resuelto, aunque dicho 6ptimo pueda existir.

En la Tabla 4.1 se muestran las medidas anteriores asociadas a la ejecucién durante un
maximo de una hora de las configuraciones explicadas con los problemas de MINLPLib. Las
configuraciones se ordenan de menor a mayor complejidad de izquierda a derecha, siendo la
primera la més basica (Sin BT) y la altima la més compleja (RyR, pues incluye elementos del
resto). Si se analizan los resultados se puede ver como todas las medidas disminuyen cuando mas
a la derecha esté la configuracién, a excepcion del ntimero de problemas resueltos, que aumenta.
Esto significa que cada configuraciéon esta mejorando a la anterior, disminuyendo el gap, tiempo

y numero de nodos medios pero resolviendo un niimero mayor o igual de problemas.

Sin BT Solo OBBT Solo FBBT Baseline BT RyR
Gap 0.427744 0.404498 0.343428 0.333237 0.332244
Tiempo 1154.754060 | 1151.226465 | 938.811309 916.968279 912.228445
N2 Nodos | 55909.778761 | 19084.362832 | 9462.274336 | 8232.362832 6696.964602
Resueltos | 115.000000 115.000000 126.000000 126.000000 126.000000

Tabla 4.1: Resultados de las diferentes configuraciones en la libreria MINLPLib
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Si bien ya se pueden extraer conclusiones a partir de los datos anteriores, para facilitar su
interpretacion se incluye la Tabla 4.2, el cual muestra la diferencia en tanto por cien de cada
medida respecto a la configuracion base Sin BT. Los tonos verdes indican una mejora respecto
a la version bésica, estando destacada en un tono més intenso aquella con el mayor porcentaje
de mejora. En este caso se puede ver que, para los problemas de MINLPLib, RyR es la mejor
configuracion ya que obtiene la mayor disminucién en todas las medidas sin resolver un ntimero
de menor de problemas. Ademas, observando los porcentajes concretos se puede ver como el
mayor aumento se produce al anadir FBBT a una opcién, pasando por ejemplo la disminucién
de tiempo de Sélo OBBT de —0.31% a —20.59% si se anaden el empleo de FBBT, como se

puede ver en el Baseline BT.

Sin BT Solo OBBT Sélo FBBT Baseline BT RyR
Gap 0.0% | -5.43% 19.71% 222.09%
Tiempo 0.0% -0.31% -18.7% -20.59 %
N© Nodos | 0.0% -65.87 % -83.08 % -85.28 %
Resueltos | 0.0 % 0.0%

Tabla 4.2: Mejoria porcentual respecto a la configuraciéon de referencia en la libreria MINLPLib

Sin embargo, si se observan los resultados asociados a la libreria DS-TS en la Tabla 4.3,
la situacion es totalmente distinta. En este caso las medidas no parecen seguir la tendencia de
disminucién hacia la derecha que se veia en MINLPLib, sin ninguna configuraciéon que concentre
los mejores valores. De hecho, son las opciones mas a la izquierda las que resuelven un mayor
niamero de problemas (162) frente a los 159 del Baseline BT o los 154 de RyR.

Sin BT S6lo OBBT Sélo FBBT Baseline BT RyR
Gap 0.002612 0.002624 0.002753 0.002766 0.002926
Tiempo 570.656682 | 569.559264 662.540975 600.037545 627.300479
N2 Nodos | 2248.000000 | 1822.106667 | 2149.986667 | 1773.586667 1650.613333
Resueltos | 162.000000 | 162.000000 157.000000 159.000000 154.000000

Tabla 4.3: Resultados de las diferentes configuraciones en la libreria DS-TS

Analizando los cambios porcentuales se puede ver como las mayoria de las configuraciones
no solo no mejoran a la versién base, si no que la empeoran, lo cual se muestra con tonos rojizos
(destacando en este caso la peor opcion). La tnica opcion que podria considerarse como alterna-
tiva a la base es Solo OBBT, pues resuelve el mismo nimero de problemas (162) disminuyendo
ligeramente el tiempo, aunque aumenta el gap. Es muy llamativo lo que sucede con el namero de

nodos, pues si bien todas las configuraciones mejoran a la bésica, en este caso el FBBT no es el
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responsable, sino el OBBT (basta comparar los valores de esta medida en Sélo OBBT y Baseline
BT con los de Baseline BT). Las desigualdades de reducciéon de dominio incluidas en RyR son
efectivas para bajar el numero de nodos (logrando esta opcion la mayor disminucion), pero esto
no se ve reflejado en el resto de medidas, pues es la que obtiene un mayor gap medio y la que
menos problemas resuelve. Estos resultados tan diferentes a los de MINLPLib son consecuencia
de como estén construidos los problemas de DS-TS, cuyas cotas estdn bastante ajustadas de

inicio y por tanto el gasto computacional empleado en reducirlas mas no compensa la mejoria.

Sin BT Solo OBBT Sélo FBBT Baseline BT RyR

Gap 00% | 0.49% 5.43% 5.92%

Tiempo 0.0% 5.15%
N© Nodos | 0.0% | -18.95% 4.36% 21.1% |
Resueltos | 0.0% | 0.0% -3.09% -1.85% |

Tabla 4.4: Cambios porcentuales respecto a la configuracion de referencia en la libreria DS-TS

Este pequeno estudio permite ver como las técnicas de reducciéon de dominio, bien sean el
FBBT, el OBBT, las desigualdades de reducciéon u otras, pueden ayudar a reducir el tiempo
de resoluciéon de los problemas de optimizacién polindémicos, pero solo en aquellos casos cuya
complejidad sea lo suficientemente grande. Es necesario estudiar las caracteristicas del proble-
ma a resolver antes de aplicar estas técnicas y seleccionar cudles son las més adecuadas, pues
puede suceder que utilizarlas solo anada un gasto temporal y computacional innecesario, incluso

obteniendo resultados peores a los que se lograrian si se obviase su uso.



Bibliografia

Belotti, P., Cafieri, S., Lee, J., and Liberti, L. (2012). On feasibility based bounds tightening.
http://www.optimization-online.org/DB_HTML/2012/01/3325.html.

Boyd, S. P. and Vandenberghe, L. (2011). Convex optimization. Cambridge Univ. Pr.

Bussieck, M. R., Drud, A. S., and Meeraus, A. (2003). Minlplib—a collection of test models for
mixed-integer nonlinear programming. INFORMS Journal on Computing, 15(1):114-119.

Dalkiran, E. and Sherali, H. (2016). Rlt-pos: Reformulation-linearization technique-based opti-
mization software for solving polynomial programming problems. Mathematical Programming

Computation, 8.

Gonzalez Diaz, J. (2022a). Apuntes de Modelos y Técnicas de Optimizacion. Universidad de

Santiago de Compostela, Grado en Ingenieria Informética.

Gonzalez Diaz, J. (2022b). Apuntes de Programacion Lineal y Entera. Universidad de Santiago

de Compostela, Grado en Matemaéticas.

Gonzalez Diaz, J. (2022c). Apuntes de Programacion Matemdtica. Universidad de Santiago de

Compostela, Méster en Técnicas Estadisticas.

Gonzalez-Rodriguez, B., Ossorio-Castillo, J., Gonzalez-Diaz, J., Angel M. Gonzalez-Rueda, Pe-
nas, D. R., and Rodriguez-Martinez, D. (2023). Computational advances in polynomial opti-
mization: RAPOSa, a freely available global solver. Journal of Global Optimization, 85(3):541—
568.

Horst, R. and Tuy, H. (1993). Global Optimization: Deterministic Approaches. Springer-Verlag,
2nd edition.

Minoux, M. (1986). Mathematical programming: Theory and applications. Wiley.

Ryoo, H. S. and Sahinidis, N. V. (1996). A branch-and-reduce approach to global optimization.
Journal of Global Optimization, 8(2):107-138.

47



48 BIBLIOGRAFIA

Shen, P., Wang, K., and Lu, T. (2020). Global optimization algorithm for solving linear multi-
plicative programming problems. Optimization, 71(6):1421-1441.

Sherali, H. D. and Tuncbilek, C. H. (1992). A global optimization algorithm for polynomial
programming problems using a reformulation-linearization technique. Journal of Global Opti-
mization, 2(1):101-112.



	Resumen
	Introducción
	Conceptos previos
	Conceptos básicos de optimización
	Análisis Convexo
	Ramificación y acotación

	Técnicas de reducción de dominio
	Marco teórico
	Desigualdades de reducción de dominio
	Otras técnicas de reducción de dominio

	El algoritmo de ramificación y reducción
	Convergencia de ramificación y reducción


	Optimización polinómica
	Ramificación y reducción en optimización polinómica
	Polinomios univariables
	Problemas lineales multiplicativos

	El algoritmo RLT

	Resultados experimentales
	RAPOSa
	Estudio computacional

	Bibliografía

