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���
����
 	�	� $�� 𝑋 �� � ����������� ����� �
� 𝐴 � ��������� � ��
��
����
��� 𝑟 : 𝑋 −→ 𝐴 �� � ���������
 �� 𝑟(𝑎) = 𝑎 ��� ��� 𝑎 ∈ 𝐴� !
 ���� ����� �� �� ����
���� 𝐴 �� � ������� �� 𝑋�

&��� ���� 𝐴 �� � ������� �� 𝑋 �� �
� �
�� �� ��� ���
���� Id𝐴 ��� � ��
��
����
����
���
 �
�� 𝑋�

���
����
 	�
� $�� 𝑋 �� � ����������� ����� �
� 𝐴 � ��������� ,�� ��������
𝐴 �� ������ � 
����������� ������� �� 𝑋 �� �� �� ������ �
� �� �� � ������� �� �


	



	�	� ,���������� �
� ��������
�� �������

���
 ������ �� 𝑋 ���� ��
���
� 𝐴� ���� ��� 𝐴 �� ������ �
� ����� ������ � ������
𝑌 ⊂ 𝑋 ���� 𝐴 ⊂ 𝑌 �
� 𝐴 � ������� �� 𝑌 �

���
����
 	��� � ����������� ����� 𝑋 �� �
 �������� �
������������ �������
�� ��� �
� ����������� ����� 𝑌 �
� �
� ������������� 𝑖 : 𝑋 −→ 𝑌 �� 𝑋 �
��
𝑖(𝑋) ���� 𝑖(𝑋) ������ �
 𝑌 � ��� ��� 𝑖(𝑋) �� � �
������������ ������� �� 𝑌 �

���
����
 	��� � ����������� ����� 𝑋 �� ������ ��
��������� �� ����� �����
𝑎 ∈ 𝑋 �
� ℎ : 𝑋 × [0, 1] −→ 𝑋 � ��
��
���� ��� ���� ���� ℎ(𝑥, 0) = 𝑥 �
�
ℎ(𝑥, 1) = 𝑎 ��� ����� 𝑥 ∈ 𝑋�

���
����
 	�
� � 
�
����� ������� ����� 𝑋 �� �
 𝑅𝛿���� �� ����� �� �
��������
� �����
�� {𝑋𝑛}𝑛 �� ������� ��
��������� ������ ���� ���� 𝑋 �� ���
�
���������
 �� ��� 𝑋𝑛�

!� �� ���� �� ��� ���� ��� �
���������
 �� �
� ��������
� �����
�� �� 𝑅𝛿�����
�� ���� 𝑅𝛿� /� ���� ���� ��� �������
� �������

,������ 	��� $�� 𝑋 �� � �������� ������ ����� �
� 𝐴 � 
�
����� ������ ��
𝑋� ,��
 𝐴 �� �
 𝑅𝛿���� �� �
� �
�� �� 𝐴 �� ������� �
� ���������� 
�����������
��
����������

���
����
 	��� $�� 𝑋 �
� 𝑌 �� ������ ������ �
� 𝜑 : 𝑋 −→ 𝑌 � ����������
���� ,�� ��� 𝜑 �� ������ ����� ������
��
���� �� ��� ���� ���
 ��� 𝑉 ⊂ 𝑌 �
��� ��� {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝜑(𝑥) ⊂ 𝑉 } �� ���
�

���
����
 	��� $�� 𝑋 �
� 𝑌 �� ������ ������ �
� 𝜑 : 𝑋 −→ 𝑌 � ����������
���� ,�� ��� 𝜑 �� �
 𝑅𝛿���� �� 𝜑 �� ����� ������
��
���� �
� 𝜑(𝑥) �� �

𝑅𝛿���� ��� ���� 𝑥 ∈ 𝑋�

(���������
 	��� $�� 𝑋 �
� 𝑌 �� ������ ������ �
� 𝜑 �� � ���������� ���
���� 𝑋 �� 𝑌 � ,��
 𝜑 �� ����� ������
��
���� ���� ������� ������ ����
�
�
���� 𝜑(𝑥) �� � ������� ������ �� 𝑌 ��� ��� 𝑥 ∈ 𝑋� �� �
� �
�� �� ��� �����
�����
�� {𝑥𝑛}𝑛 ��
�����
� �� 𝑥 �
� ����� �����
�� {𝑦𝑛}𝑛 ���� 𝑦𝑛 ∈ 𝐹 (𝑥𝑛)�
����� ����� � ��������
�� {𝑦𝑛𝑘

}𝑘 �
� 𝑦 ∈ 𝐹 (𝑥) ���� ���� {𝑦𝑛𝑘
}𝑘 ��
������ �� 𝑦�

,������ 	�	�� $�� 𝑋 �� � ������ ������ 𝐸 � ��
��� ����� ���� 
��� ‖·‖�
�
� 𝑓 : 𝑋 −→ 𝐸 � ������ ��� �𝑓 ��
��
���� �
� ��� ����� ������� 𝐾 ⊂ 𝐸�
��� ��� 𝑓−1(𝐾) �� ��������� ������ ���� ��� ���� 𝜀 > 0� ����� ������ � ������
��� 𝑓𝜀 : 𝑋 −→ 𝐸 ���� �����

�	� ‖𝑓𝜀(𝑥) − 𝑓(𝑥)‖ < 𝜀 ��� ����� 𝑥 ∈ 𝑋�

�
� ��� �
� 𝜀 > 0 �
� 𝑢 ∈ 𝐸 ���� ‖𝑢‖ ≤ 𝜀� ��� �������
 𝑓𝜀(𝑥) = 𝑢 ��� �������
�
� �������
�

,��
 𝑆 = 𝑓−1(0) �� �
 𝑅𝛿�����






(������
�����

,������ 	�		� $�� 𝐸 = 𝒞([0, 𝑎],R𝑛)� 𝑋 = 𝐵(0, 𝑟) � ������ ���� �
 𝐸� �
�
𝐹 : 𝑋 −→ 𝐸 � ������� ��� ����� ��� ��� ����� �� ���
��� ���� �� ����������
��������� +������ ����

	� ����� ������ �
 𝑥0 ∈ R𝑛 ���� ���� 𝐹 (𝑢)(0) = 𝑥0 ��� ����� 𝑢 ∈ 𝑋�


� ��� ����� 𝜀 ∈ (0, 𝑎] �
� ��� ����� 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋� �� 𝑢(𝑡) = 𝑣(𝑡) ��� ���� 𝑡 ∈ [0, 𝜀]�
���
 𝐹 (𝑢)(𝑡) = 𝐹 (𝑣)(𝑡) ��� ���� 𝑡 ∈ [0, 𝜀]�

,��
 ����� ������ � �����
�� 𝑓𝑛 : 𝑋 −→ 𝐸 �� ������ ���� ��������
� �	� �
� �
�
�
 ,������ 	�	�� ���� ������� �� ��� ��� 𝑓(𝑢) = 𝑢− 𝐹 (𝑢)�

��������� 	�	
� -
��� ��� ���������� �� ,������ 	�		� Fix(𝐹 ) �� �
 𝑅𝛿�����

,������ 	�	� ������ �������� ��������� $�� 𝑋 �� � ������ ������ ,��
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���

• !� ��� ���
����� �
��
 �� ������ ���� ��� �
 �
������ ���
�� ���
 �
� ��
���� ��� �
 �
������ ���
��

,�� ��� �������� ��
�����
� ��� �
 ���� ��������
��

���
����
 	�	�� $�� 𝑋 �� � ���� ��
��� ������ /� ���
�

𝑋* := {𝑓 : 𝑋 −→ R | 𝑓 �� ��
��� �
� ��
��
����}.

,�� ����� 𝑋* �� ������ ��� ���� ����� �� 𝑋�

���
����
 	�	
� $�� 𝑋 �� � ��
��� ������ ,�� ���
 �������� �
 𝑋 �� ���
�
����� �������� �
 𝑋 ���� ������� �� ��� ������ �� ��
����
� 𝑋*� ���� ��� ���
�������� �������� �
 𝑋 ���� ���� ���� �����
� �� 𝑋* �� � ��
��
���� ��
����
�

/� ���� ��� ��� �������
� ������� ���� ��
��� ��
����
�� �
�������

,������ 	�	�� $�� 𝑋 �� � ���� ��
��� ����� �
� {𝑥𝑛}𝑛 � �����
�� �� �����
��
�
 𝑋� ,��


��� ,�� �����
�� {𝑥𝑛}𝑛 ��
������ �� 𝑥 �
 ��� ���
 �������� ��� ��
������
���
�� �� 𝑥� �� �
� �
�� �� ��� �����
�� {𝑓(𝑥𝑛)}𝑛 ��
������ �� 𝑓(𝑥) ���
����� 𝑓 ∈ 𝑋*�

���� !� 𝑋 �� �  ������ ������ ��� �����
�� {𝑥𝑛}𝑛 ��
������ ���
�� �� 𝑥� �
�
‖𝑥𝑛‖ ��
������ �� ‖𝑥‖� ���
 ��� �����
�� {𝑥𝑛}𝑛 ��
������ �����
���� �� 𝑥�

����� !� 𝑋 �� �  ������ ������ ���
 ����� ������ �
� ���
��� ������ �� 𝑋 ��
���
�� ���������� ��������

�



	�	� ,���������� �
� ��������
�� �������

���� !� 𝑇 �� � ������� ��
��� ��� ������
 ��
��� ������ �
� {𝑥𝑛}𝑛 �� �
�����
�� ����� ��
������ ���
�� �� 𝑥� ���
 ��� �����
�� {𝑇𝑥𝑛}𝑛 ��
������
�� 𝑇𝑥�

���
����
 	�	�� $�� 𝑋 �� � ����������� ������ 𝑀 �
 ��������� ������ �� 𝑋�
�
� 𝑓 : 𝑀 −→ [−∞,∞] � ���� /� ��� ����

• 𝑓 �� ����� ������
��
���� �� ��� ��� {𝑥 ∈ 𝑀 : 𝑓(𝑥) ≤ 𝑐} �� ������ ��� ���
𝑐 ∈ R�

• 𝑓 �� ����� ������
��
���� �� −𝑓 �� ����� ������
��
�����

���
����
 	�	�� $�� 𝑋 �� � ������ ������ 𝑀 ⊂ 𝑋� �
� 𝑓 : 𝑀 −→ [−∞,∞] �
���� /� ��� ���� 𝑓 �� �����
������ ����� ������
��
���� ��� ��� �
� �����
��
{𝑥𝑛}𝑛 ��
�����
� �� 𝑥 ∈ 𝑀 � �� ���� ����

𝑓(𝑥) ≤ lim inf
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛).

/� 
��� ���� ��� ������ ������ 𝑋� ����� ������
��
���� �
� �����
������
����� ������
��
���� ��� ��������
��

���
����
 	�	�� $�� 𝑋 �� � ��
��� ������ 𝑀 ⊂ 𝑋� �
� 𝑓 : 𝑀 −→ [−∞,∞]
� ���� /� ��� ����

• 𝑓 �� ���
�� ����� ������
��
���� �� ��� ��� 𝑐 ∈ R �� ���� ���� ��� ���
{𝑢 ∈ 𝑀 : 𝑓(𝑢) ≤ 𝑐} �� ���
�� �������

• 𝑓 �� ���
�� �����
������ ����� ������
��
���� �� ��� �
� �����
�� {𝑥𝑛}𝑛�
���� 𝑥𝑛 ∈ 𝑀 � ����� ��
������ ���
�� �� �
 �����
� 𝑥 ∈ 𝑀 � �� ���� ����

𝑓(𝑥) ≤ lim inf
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛).

(���������
 	�
�� $�� 𝑋 �� � ���� ��
��� ������ 𝐾 � ��
��� ������ �� 𝑋�
�
� 𝑓 : 𝐾 −→ R � ���� !� 𝑓 �� � ����� ������
��
���� �
� ��
��� ��
����
�
���
 𝑓 �� ���
�� ����� ������
��
�����

���
����
 	�
	� $�� 𝑓 : 𝑀 ⊂ 𝑋 −→ R �� � ��� ���
�� �
 𝑀 � � ������ ��
� ��
��� ����� 𝑋� /� ��� ���� 𝑓 �� �������� �� ��� �
� �����
�� {𝑥𝑛}𝑛 ����
𝑥𝑛 ∈ 𝑀 ��� ���� 𝑛 ∈ R �
� ‖𝑥𝑛‖ −→ +∞� �� ���� ���� 𝑓(𝑥𝑛) −→ +∞�

���
����
 	�

� $�� 𝑋 �� � ���� ��
��� ������ 𝑀 � 
�
����� ������ �� 𝑋�
�
� 𝑓 : 𝑀 −→ R � ���� /� ��� ���� � �����
�� {𝑥𝑛}𝑛 �� ��
�����
� �� ���
�����
�� {𝑓(𝑥𝑛)}𝑛 ��
������ �� inf{𝑓(𝑣) : 𝑣 ∈ 𝑀}�

,������ 	�
�� $�� 𝑋 �� � ���� ��
��� ������ 𝑀 � 
�
����� ������ �� 𝑋�
�
� 𝑓 : 𝑀 −→ [−∞,∞] � ���� +������ ����

�



(������
�����

	� 𝑋 �� � �������� ��
��� ������


� 𝑀 �� ���
��� �
� ���
�� �����
������ ������ ����� ��� ��� �
� �����
��
{𝑥𝑛}𝑛 �
 𝑀 ����� ��
������ ���
�� �� �
 �����
� 𝑥 ∈ 𝑋� �� ���� ����
𝑥 ∈ 𝑀��

�� 𝑓 �� ���
�� �����
������ ����� ������
��
�����
,��
 ����� ������ 𝑥 ∈ 𝑀 ���� ���� 𝑓(𝑥) = min{𝑓(𝑣) : 𝑣 ∈ 𝑀}�
(���������
 	�
�� $�� 𝑋 �� � �������� �
� ���� ��
��� ������ 𝑀 � ������ �
�
��
��� ������ �� 𝑋� �
� 𝑓 : 𝑀 −→ R � �������� �
� ���
�� �����
������ �����
������
��
���� ���� ,���� ������ 𝑥 ∈ 𝑀 ���� ���� 𝑓(𝑥) = min{𝑓(𝑣) : 𝑣 ∈ 𝑀}�
��������� 	�

� $�� 𝑋 �� � �������� �
� ���� ��
��� ������ 𝑀 � ������ �
�
��
��� ������ �� 𝑋� �
� 𝑓 : 𝑀 −→ R � ��
���� ��������� �
� ����� ������
�
��
���� ���� ,��
 ����� ������ 𝑥 ∈ 𝑀 ���� ���� 𝑓(𝑥) = min{𝑓(𝑣) : 𝑣 ∈ 𝑀}�
%�������� �� 𝑓 �� �������� ��
���� ���
 ��� ��
���� �� �
�����

	�
 ����� ���
� ��������

����� ���
� �������� ��� � ���� ������ ���� �
 ����� �� ��� ������
��� �
����
����
�� ������������ �� �������
� ��� ������� ��������� !
 ���� ������
� �� ����� ����
������� �
 ���� �
��� �
� �
�
��� ����
���
�� /� ����� ���� ������� ���� ���
�
��������
,������ 	�
� ���������� $�� 𝐵 �� � ������ ���� �� R𝑛 �
� 𝑓 : 𝐵 −→ 𝐵 �
��
��
���� ���� ,��
 𝑓 ��� �� ����� � ���� ���
��

/� �����
� 
��� �
 ����
���
 �� ��� �����

��
 �����
� ������� �� ������
����
���
�� ,��� ������ �����
���� ��� ������
�� �� � ���� �� � ��
����
 �����
�
 ��� ���
 �������� �� ��� ���
����� ��� ���� ��� �����
� ������� ���� �
 �
������� �
������� !� ��� ���������� �
� ������ �
 ��� 	���� ���� 3��� 	��5� ��
(��
���	� �
� ��������
 ��� � ��
� ������ �� ����� !� ��� ������������ �� %���
��
�
 	��� 3��5� �
� �� ������ ���� ���� ������ �� ��������
� �� ,������ 	�
��
+�
�� ���
� ���� ������ ��� ���
 

��
 �� ��� (��
���	�%���
�� �������� !��
�������
� �� �� ��������
,������ 	�
� �(��
���	�%���
���� $�� (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), (𝑏1, . . . , 𝑏𝑛) �� ��� ����
��
�� �� R𝑛 ��������
� 𝑎𝑖 ≤ 𝑏𝑖 ��� ��� 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}�

𝑅 =
𝑛∏︁
𝑖=1

[𝑎𝑖, 𝑏𝑖],

�
� 𝑓 : 𝑅 −→ R𝑛 � ��
��
���� ���� 𝑓 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛)� !� ��� ����� 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}
�� ���� ����






	�
� ����� ���
� ��������

• 𝑓𝑖(𝑥) ≤ 0 ��� ����� 𝑥 ∈ 𝑅 ���� 𝑥𝑖 = 𝑎𝑖�

• 𝑓𝑖(𝑥) ≥ 0 ��� ����� 𝑥 ∈ 𝑅 ���� 𝑥𝑖 = 𝑏𝑖�

���
 ����� ������ 𝑥 ∈ 𝑅 ���� ���� 𝑓(𝑥) = 0�

,���� ���� ���
 ������� ��
����������
� �� ���� ������� ���� ���� ����������
��
+�� ��� ������� 3�� ��� ��� ��� 		�� 		�5� /� ���� ������
 ����� �
 ��� ������
 �
��
����������
 ����
 �
 3		�5� ����� ���� �� ���� �
 ������� 
�
,�� �������
� ������ �� ���� ������� �� ������� ���� ���
� �������� !� ����

����� �� ��� ������
�� �� � ���� ���
�� ��� �
 ���� ���� ��� � ��
����
 ���
�� �

� ������ ������
� �����
 ���� ������ �
 ��� R𝑛�

,������ 	�
� �(��
���	������� $�� 𝐷 �� � ������ �
� ���
��� �����
 �� R𝑛�
����� �� ������
� ���� ������� �� ��� �����
� �
� 𝑓 : 𝐷 −→ R𝑛 � ��
��
���� ����
!� 𝑓(𝑝) ̸= 𝜆𝑝 ��� ��� 𝜆 > 1 �
� ��� ��� 𝑝 ∈ 𝜕𝐷� ���
 𝑓 ��� �� ����� �
� ����
���
� �
 𝐷�

/� ��
����� 
��� ��� ��������� (��
���	����
��� ���� ���
� �������� �����
�� ���� 

��
 �� (��
���	�� ���� ��������� �������� ��
����� �
 �������������
�
������������� �� � ���
�� �������� �

���� �
�� ������� ���� ����

• ��� ���
�� �� ��� �

�� ���
���� ����
�� ���
� ��� �

�� ���
���� �
 ���
����
���� ��
���

• ��� ���
�� �� ��� ����� ���
���� ����
�� ���
� ��� ����� ���
���� �

��� ���
��������
���� ��
���

,��
 ���� ������������� ��� �� ����� ��� ���� ���
��� ,��� ��� ��
	�������
�� (��
���	 �
 3	�	5� �
� �� ���� ������ �� �
 ���� ������� ������ !
 ����� ��
������

�"� 
��� 	����� �����
�	 �� ������ �
 ������� ����� �
�����	 � 	�
����� ��
� 
	�������� ����������� �
 �������� ���� ��� �����
� ���
���
� �	�����
	 � �� �������� �� ������� ������ ����������
� �
���	
� ���
������
���� 3� � �5

"��� ��
� 	�	 ���
	 � ���������� �� �� ��	����� ��� ���� �� �����
���� 	��� ��
��
��	 ��� �������	� ���������� 	� 
� ������
���� ����
3� � �5

!� ������ ��� ��
� ��� ��
�����
�� 	� ������� �������
�� �� �����
����������
 ��
� ��� 	� 
������ ��� �	���� �� �������
 � ���� �����
��� �
������ ������ ��� 	��� ����� ��
��
� �� ��
�� ����� �� ��� ����
��� �� ���� ���� 	���� �� ������� �� �������� ������ �
 ���
 ������
�
����
� �������� �

	�� � ���� ������ ���� ���
 �� 	�	���� ��� �� �������
�� �����
��� �
 	��� � ���� � ��
 ��� 	� 
� ���� �
 �	��
�����

�
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,�� ������ ��� ������ �� ���
��� �
 3	
5� ���� � �����
� ���� �� ��������� �����
�
 3	�5� ������
� ������ �
� ������
� �� ���� ������ ���� ���
 ������ ���� ��
���
��� ������� 3
�� ��� �
� �
5�

/� ��
����� 
��� � ������� ����� �������� !� ��� ���� ������ �
 3	�
5� ,���
������ ����� �� ��� ������
�� �� �
�� �
� ���
�� ������� �� ������ ��� ����������
�� ��������������
���

,������ 	�
�� $�� Γ− �
� Γ+ �� ��� ������ �
� ��
��� ������ ������
��
�
��� �����
� Int(Γ−) �
� Int(Γ+) ��� �
������ ��
 ��� ��
�� �� "����
 �����
�������� �� Γ− �
� Γ+� Int(Γ−) ⊂ Int(Γ+)� 𝒜 ��� �

���� ���
��� �� Γ− �
�
Γ+� �
� 𝐹 : Int(Γ+) −→ R2 � ��
��
���� ���� ,�
� 𝑈(0) � 
����������� ��
��� �����
 �
� 𝐿 � ���� �������
�� ������ ���� det(𝐿) = 1� /� ��
���

𝐸 = {𝑧 ∈ 𝒜 : |𝐹 (𝑧)| ≤ |𝑧|},
𝐽 = {𝑧 ∈ 𝒜 : 𝐹 (𝑧) ∈ R2 ∖ 𝑈(0) �
� ⟨𝐿𝑧, 𝐹 (𝑧)⟩ = 0}.

!� ��� �
� ����� 𝛾 : [𝑎, 𝑏] −→ R2 ����� ��

���� Γ− �
� Γ+ �� ���� ����
𝛾([𝑎, 𝑏]) ∩ (𝐽 ∪ 𝐸) ̸= ∅� ���
 𝐹 ��� �� ����� �
� ���� ���
��

/� �����
� � �
���� �� ��� ���� �� ��� ������ ���
� 𝑄 = 𝐽 ∪ 𝐸� ����� �� �

�
������ ���
���� �
� ������ ���� �
� ��
���

Ω = {𝑧 ∈ R2 : ����� ������ � ����� 𝛾 	��
�
� 𝑧 �
� 0
����� ���� 
�� �
������� 𝑄}.

!� ��
 �� ������ ���� Int(Γ−) ⊂ Ω ⊂ Int(Γ+)� ���� Ω �� ���
� �
� ���� 𝜕Ω ⊂ 𝑄�
��
����� �� �� ������� ���� 𝐹 ��� 
� ���� ���
�� �
 Int(Γ+)� ���
 ��� ��
����

𝐺(𝑧) = 𝐹 (𝑧)−𝑧 ��� 
� ����� �
 Int(Γ+)� !
 ����������� �� ��
 ��� deg𝐵(𝐺,Ω, 0)
�
� ����� ���� deg𝐵(𝐺,Ω, 0) ̸= 0 ���� +�����
 	�� ��� ���� ������� �
 ������
�������� ,��� ������� ��� ������
�� �� � ���� ���
� �� 𝐹 �

/� �����
� 
�� �
 ����
���
 �� ��� ������� ���� ���
� ������� �� ��
���
�������

,������ 	��� �+��������� $�� 𝑋 �� � ��
��� ����� �
� 𝐶 � 
�
������
��
���� ���
���� �
� ������ ������ �� 𝑋� !� 𝑇 : 𝐶 −→ 𝐶 �� � ��
��
���� �
�
������� ���� ���
 𝑇 ��� � ���� ���
��

��
����� �� �
� ���� ������
� �� ��
����� �
 ����
���
 �� (��
���	�%���
��
������� �,������ 	�
�� �� ����������� ����� ,��� ������ ��� ������ �
�
������ �
 3		�5�

,������ 	��	� $�� 𝑀1, . . . ,𝑀𝑛 �� �������� 
������ �
� 𝐹 � ���������� ���
���� 𝑀 = [−𝑀1,𝑀1] × · · · × [−𝑀𝑛,𝑀𝑛] �� R𝑛� +������ ���� ����� �������

• � ��
��� ����� 𝑋 ���� dim(𝑋) ≥ 𝑛�

�



	��� ������ ������

• � ��
���� ���
���� �
� ���	������ ��� 𝜙 : 𝑋 −→ R𝑛�

• �
 𝑅𝛿���� 𝜑 ���� 𝑀 �� 𝑋 ���� ���� 𝐹 = 𝜙 ∘ 𝜑�

!� ��� �������
� ��
�����
 �� ���������

��� ���� 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, �� 𝑥 ∈ 𝑀 ���� |𝑥𝑖| = 𝑀𝑖

�
� 𝑦 ∈ 𝐹 (𝑥), ���
 𝑥𝑖 · 𝑦𝑖 ≥ 0;
�	�	�

���
 ����� ������ 𝑥 ∈ 𝑀 ���� ���� 0 ∈ 𝐹 (𝑥)�

	�� ������ ������

,�� ����������� ������ �� � ���� ����� ���� ���� �� �
��������
 ����� �������
�
�� �������
�� ��� �������� ��
����� ��� �������


𝑓(𝑥) = 𝑦, 𝑥 ∈ 𝐴, �	�
�

���� 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌 � ��
����
 �
������� ��
��
���� �� ������� 𝑋 �
� 𝑌 ��� ������
���������
 ������� ������
������ ��
������� ��
��� ������� ������ 𝑦 �
 �����
�
�� 𝑌 � �
� 𝐴 � ������ �� 𝑋� +�������� ���� �������
 ��
 
�� �� ������ ���������

�� �� ��
 �����
 ������������
� ��� ��� �������
�� ,��� ���� �� � ������ ��
��� �� ��� �
��������
 ����� ��� �������
��
,�� ���� ���
����
 �� ������ ��� ���� ������
 ������� �� R𝑛 ��� ����


�� ������� 3
�5� /� ���� ��
������ ��� ������� ������ ���
� �
 ��������
�
�������� �� &����� 3��5�

���
����
 	��
� $�� 𝐴 �� � 
�
������ ���
� �
� ���
��� ��� �� R𝑛� 𝑦 ∈ R𝑛�
�
� 𝑓 : 𝐴 −→ R𝑛 � ���� /� ��� ���� ��� ������ (𝑓,𝐴, 𝑦) �� ���������� ��� ���
������� ������ �� 𝑓 �� ��
��
���� �
� 𝑦 /∈ 𝑓(𝜕𝐴)�

!
 ����� �� ��
������ ������� ������� ��� ���� �� �� ���
� �� ���� ��� ������
��
����
� 𝑓 �
� ������� ������ 𝑦� ,��
 �� �� ������������ ��� ��
��
����
��
����
� �
� ��������� ������ 𝑦�

���
����
 	���� ��
����� (𝑓,𝐴, 𝑦) ���� 𝑓 � 𝒞∞ ��
����
 ���� 𝐴 �� R𝑛 �
�
𝑦 /∈ 𝑓(𝜕𝐴) � ������� ����� ���� ��� 𝑓−1(𝑦) ���� 
�� ��
���
 �������� ���
����
,��
 �� ���
� ��� ������� ������ �� (𝑓,𝐴, 𝑦) ��

deg𝐵(𝑓,𝐴, 𝑦) =
∑︁

𝑥∈𝑓−1(𝑦)

sign(det(𝐷𝑓(𝑥))),

����� 𝐷𝑓(𝑥) �� ��� "������
 �������

�



(������
�����

!� ��
 �� ������ ���� ��� ��� 𝑓−1(𝑦) �� � �
��� ��� ��������� ������ ��� ��
��� !
����� ��
����
 ,������� �� ��� ���
����
 ��
�� ��
��� +��� ,������
������ �� �� ������ ��� ���������
 ���� 𝑦 �� � ������� ������

,������ 	��� �+����� $�� 𝑓 : 𝑈 ⊂ R𝑛 −→ R𝑚 �� � 𝒞𝑘 ���� ���
�� �
 𝑈 � �

���
 ������ �� 𝑅𝑛� !� 𝑘 > max{0, 𝑛 − 𝑚}� ���
 ��� ��� �� �������� ������ �� 𝑓
��� $������� ������� 0 �
 R𝑚�

,�
� 𝑓 : 𝐴 −→ R𝑛 � 𝒞∞ ��� �
� 𝑦 /∈ 𝑓(𝜕𝐴)� +��� ������� ������� ����
�
� 
����������� �� 𝑦 ��
���
� ������� ������ ��� 𝑓 � �� �� ��
 ���
�

deg𝐵(𝑓,𝐴, 𝑦) := deg𝐵(𝑓,𝐴, 𝑦*),

���� 𝑦* � ������� ����� ������
��� ����� �� 𝑦� !� ��
 �� ������ ���� deg𝐵(𝑓, 𝑈, 𝑦)
�� ��������
��� ���� ��� �
� ������� ����� 𝑦* ������
��� ����� �� 𝑦 ����� �� ���
���� �������

��
����� �� ��
 ���� ������ ��� ������
��� �� ��� ��
����
 𝑓 �� ��
������
�
/���������� ������������
 �������� ���� ��� ��� � ����
 ��
��
���� ��
����
 𝑓 �
�� ��
� 𝑔 � 𝒞∞ ��� ����� �� 𝑓 �
 𝐴� �
� �� ���
�

deg𝐵(𝑓,𝐴, 𝑦) := deg𝐵(𝑔,𝐴, 𝑦).

'
�� ����
� �� ��
 �� ������ ���� ���� �� ��������
���
,�� �������
� ������� ��
���
� ���� ���������� �� ��� ������� �������

,������ 	��
� ,�� ������� ������ �������� ��� �������
� �����������

�	� !� 𝐴 �� �
 ���
 ������ �� R𝑛 �
� 𝑦 ∈ 𝐴� ���
 deg𝐵(Id, 𝐴, 𝑦) = 1�

�
� !� 𝐴1, 𝐴2 ⊂ 𝐴 ��� ���
 �
� ���	��
�� �
� 𝑓(𝑥) ̸= 𝑦 �� 𝑥 ∈ 𝐴 ∖ (𝐴1 ∪ 𝐴2)�
���


deg𝐵(𝑓,𝐴, 𝑦) = deg𝐵(𝑓,𝐴1, 𝑦) + deg𝐵(𝑓,𝐴2, 𝑦).

��� ����
 𝐻 : 𝐴× [0, 1] −→ R𝑛 ��
��
���� ���� ���� 𝑦 /∈ 𝐻(𝜕𝐴× [0, 1])� ��
���� ���� deg𝐵(𝐻(·, 𝑡), 𝐴, 𝑦) ���� 
�� ����
� �
 𝑡 ∈ [0, 1]�

��� !� deg𝐵(𝑓,𝐴, 𝑦) ̸= 0� ���
 ����� ������ 𝑥 ∈ 𝐴 ���� ���� 𝑓(𝑥) = 𝑦�

%�������� �� �� ��
�

Π = {(𝑓,𝐴, 𝑦) : 𝐴 ⊂ R𝑛, 𝐴 ���
 �
� ���
���� 𝑓 ∈ 𝒞(𝐴,R𝑛), 𝑦 /∈ 𝑓(𝜕𝐴)},

���
� �� ��
 �� ������ ���� ����� �� �
�� �
� ��� ���� Π �� R ����� ��������
(��������� �	����� �
 ,������ 	��
� !
 ����� �� ����
� ��� ������� ������ ��
��
����
� ������
 �
�
��� ����
���
�� ������� � ��
����������
 ���� ��� ����
��
�����
� �
� �������� �� 
�� ��������� /� ����� ���� ������� ����������� ���

�



	��� ������ ������

�������� �� �� 
�� ����� ���� �� ��� ���
����
 �� ��� �������
�
� ��� 𝐷𝑓(𝑥)� �
�
/���������� ������������
 ������� ���� 
�� �����

!
 ����� ����� �� 
� ������ ������ �
 �
�
��� ����
���
 ��� ��� ����� ������
�� ��
��
���� ����� /� ��������� ���� ��� ��
��������
 �� ������ �
��������
�� $���� �
� +������� 3��5� !� ��
���
� ���� �� ��� ���� 𝑓 = Id −𝑘� ���� 𝑋
� ��
��� ������ 𝑘 : 𝐴 −→ 𝑋 � ��
��
���� �
� ������� ���� 𝐴 �
 ���
 �
�
���
��� ������ �� 𝑋� �
� 𝑦 ∈ 𝑋 ∖ 𝑓(𝜕𝐴)�
,�� ���� �� ��� ��
��������
 �� �� �������� ����������� 𝑘 �� ���� 𝑘𝜀

�𝜀 > 0� ���� ���� 𝑘𝜀 �� ��
���
�� �
 � �
��� ����
���
�� �������� 𝑋𝜀 ⊂ 𝑋� ����
𝑦 ∈ 𝑋𝜀� ,��
� �� ��
 �� ����
 ���� deg𝐵((Id𝜀 −𝑘𝜀)|𝑋𝜀 , 𝐴 ∩ 𝑋𝜀, 𝑦) �� ���
��
�
� ������������ ��� ������
��� ����� 𝜀� ��
����� �� ��
 ���
�

deg𝐿𝑆(𝑓,𝐴, 𝑦) = deg𝐿𝑆(Id −𝑘,𝐴, 𝑦) := deg𝐵((Id𝜀 −𝑘𝜀)|𝑋𝜀 , 𝐴 ∩𝑋𝜀, 𝑦),

����� �� ������ ��� $�����+������� ������ �� 𝑓 �
 𝐴 �� 𝑦� �� ������� �� ��

�� ������ ���� �� �� ��������
��� ������������ ���� ������ ������� ��� ����
���������� ��
������� �
 ,������ 	��
 ��� ��� ������� �������

,� �
��� ���� ������
� �� ���� ��� ��� ������ ������ �
 ����� �� ����� ��������
����� ��
 �� ������
 ��

𝐿𝑥 = 𝑁𝑥 �	���
�
 �
 �������� ������ ���� 𝐿 � ��
��� �
� 
�
�
�������� ���� /� ������ �����
�
��� ����� ��
���
�� �
 3��5�

���
����
 	���� $�� 𝑋 �
� 𝑍 �� ��
��� ������� �
� ��
����� � ��
��� ���
𝐿 : Dom(𝐿) ⊂ 𝑋 −→ 𝑍� /� ��� ���� 𝐿 �� � �������� ��� �� �
��� 0 ��
Im(𝐿) �� � ������ ������ �� 𝑍� Ker(𝐿) �
� coker(𝐿) ���� �
��� ����
���
� �
�
dim(Ker(𝐿)) = dim(coker(𝐿)) = codim(Im(𝐿))�

!� 𝐿 �� � �������� ��� �� �
��� 0� �� ��
 �� ������� ���
�  ��
���
���
�������� ���� ����� ����� ��� ��
��
���� ���	������ ����� ��� ��
��
����� ��
����
�
� ��������
�� 𝑃 : 𝑋 −→ 𝑋 �
� 𝑄 : 𝑍 −→ 𝑍 ���� ����

𝑋 Dom(𝐿) 𝑍 𝑍𝑃 𝐿 𝑄

�� �
 ����� �����
��� ���� ��� Im(𝑃 ) = Ker(𝐿) �
� Im(𝐿) = Ker(𝑄)� ��������
����� �� ��
 �� ������ ������ ����

Ker(𝑄) = Im(Id −𝑄) �
� Dom(𝐿) ∩ Ker(𝑃 ) = (Id −𝑃 )𝑋.

!� ������� ���� ��� ���

𝐿|Dom(𝐿)∩Ker(𝑃 ) : (Id −𝑃 )𝑋 −→ Im(𝐿)

�� �
��������� /� ��
��� ��� �
����� �� ���� ��� �� 𝐾𝑃 � ,��
� ��� �������
�
������ ������

	�



(������
�����

(���������
 	���� ��
����� Λ: coker𝐿 −→ Ker(𝐿) �
� ����������� �
�
𝜋 : 𝑍 −→ coker(𝐿) ��� ��
�
���� ���	�����
� ,��


𝐿𝑥 = 𝑦 ⇐⇒ (Id −𝑃 )𝑥 = (Λ𝜋 +𝐾𝑃 (Id −𝑄))𝑦.

����� �
 ���� ���� ������� �
� ��
�
� 𝑦 = 𝑁𝑥� �� ����
(���������
 	���� ��
����� Λ: coker𝐿 −→ Ker(𝐿) �
� ����������� �
�
𝜋 : 𝑍 −→ coker(𝐿) ��� ��
�
���� ���	�����
� !� Ω �� �
 ���
 �
� ���
��� ������
�� 𝑋� 𝑁 : Ω −→ 𝑍 �� ��
��
����� 𝜋𝑁(Ω) �� ���
���� �
� 𝐾𝑃 (Id −𝑄)𝑁 ��
�������� ���


𝐿𝑥 = 𝑁𝑥 ⇐⇒ (Id −𝑃 )𝑥 = (Λ𝜋 +𝐾𝑃 (Id −𝑄))𝑁𝑥 ⇐⇒ 𝑥 = 𝑀𝑥,

���� 𝑀 = 𝑃 + (Λ𝜋 +𝐾𝑃 (Id −𝑄))𝑁 �
/� ���� ����𝑀 �� � ������� ���� ,��������� �� 0 /∈ (𝐿−𝑁)(Dom(𝐿)∩𝜕Ω)�

�� ���� ���� ��� $�����+������� ������ deg𝐿𝑆(Id −𝑀,Ω, 0) �� ��������
���
,��� ������� ���� �� ��
 ��� ���� ������� �� ��� $�����+������� ������ ������
�
 ����� �� �
� �������
� �� �	����
!� ��
 �� ������ ���� deg𝐿𝑆(Id −𝑀,Ω, 0) ����
�� �
�� �
 𝐿� 𝑁 � Ω �
� Λ�

�
� |deg𝐿𝑆(Id −𝑀,Ω, 0)| ���� 
�� ����
� �
 Λ� /� �����
���
����
 	���� -
��� ��� ��
�����
� �� (���������
 	���� �� ���
� ���
���
����
�� ������ �� 𝐿 �
� 𝑁 �
 Ω� ��
���� �� deg𝐶𝐷((𝐿,𝑁),Ω)� ��

deg𝐶𝐷((𝐿,𝑁),Ω) := deg𝐿𝑆(Id −𝑀,Ω, 0),

���� 𝑀 ���
�� �� �
 (���������
 	���� �
� Λ �
 ����
�����
���������
� �������
������
/� ���� ���� ������
� ��
�����
� ��� ��� ������
�� �� � �������
 �� �	����

���
����
 	���� $�� 𝑁 : 𝑋 −→ 𝑌 �� � ��
��
���� ��� ������
 ��� 
�����
������ �
� Ω �
 ���
 �
� ���
��� ������ �� 𝑋� /� ��� ���� 𝑁 �� 𝐿��������
�
 Ω �� 𝑄𝑁(Ω) �� ���
��� �
� 𝐾𝑃 (Id −𝑄)𝑁 : Ω −→ 𝑋 �� � ������� ����

������������ Im(𝑄) �� ���������� �� Ker(𝐿)� �� ����� ������ �
 �����������
𝐽 : Im(𝑄) −→ Ker(𝐿)�
,������ 	��	� $�� 𝑋 �
� 𝑌 �� ��� ��
��� ������� Ω �
 ���
 �
� ���
���
������ �� 𝑋� �
� 𝐿 : Dom(𝐿) ⊂ 𝑋 −→ 𝑌 � �������� ��� �� �
��� 0� +������
���� ��� ��� 𝑁 : Ω ⊂ 𝑋 −→ 𝑌 �� 𝐿�������� �
 Ω �
�
	� 𝐿𝑥 ̸= 𝜆𝑁𝑥 ��� ����� 𝑥 ∈ 𝜕Ω ∩ Dom(𝐿) �
� 𝜆 ∈ (0, 1)�


� 𝑄𝑁𝑥 ̸= 0 ��� ����� 𝑥 ∈ 𝜕Ω ∩ Ker(𝐿)�

�� deg𝐵(𝐽𝑄𝑁,Ω ∩ Ker(𝐿), 0) ̸= 0� ���� 𝐽 : Im(𝑄) −→ Ker(𝐿) �
 �������
������

,��
 ��� �������
 𝐿𝑥 = 𝑁𝑥 ��� �� ����� �
� �������
 �
 Dom(𝐿) ∩ Ω�

		



	��� ����
����� ��
������ �������

	�� ����
����� ��
������ �������

!
 ���� ������
� �� ��
� � ����� �
���������
 �� ��� ������ �� ��
��
����
���������� �
� ��� ����������� ,�� ������������ ��	��� ����� ����� � ����
�������
� ���� ��� ��� ����� �� ��� ���������� �������� �� ��� ������ ����������
/� ���� �
������� ������� ��
����� �
� ������� �
 ����� �� ��� ��� ������
�� ��
��� ������ ���������� �
� ���
 �� ���� ���� ��� ���� ������� �� ��� �������� ��
��� ���������� �
��� �����������
� �� ��� ����������

/� ���� ��
����� ���� ��� ����� ����� �� � ������ ����� (𝑋, 𝑑)� �������� �

����������
� �� �� ���� ����� �� ��
�����  ������ �� ��
��� ������� ��� ����
�
��������
 �
� ��� ������� ��� 3��� ��� ��� 	��5�

���
����
 	��
� � ��������� �� � ������ {𝜋(𝑡) : 𝑡 ≥ 0} �� ��
��
���� ����
���� 𝑋 �� ������ ���� ����

	� 𝜋(0)𝑥 = 𝑥 ��� ��� 𝑥 ∈ 𝑋�


� 𝜋(𝑡+ 𝑠) = 𝜋(𝑡)𝜋(𝑠) ��� ��� 𝑡, 𝑠 ≥ 0�

�� ��� ��� (𝑡, 𝑥) ↦−→ 𝜋(𝑡)𝑥 �� ��
��
���� ���� [0,∞) ×𝑋 �� 𝑋�

���� 
�� �
� ��� {𝜋(𝑡) : 𝑡 ≥ 0} �� � ����������

���
����
 	���� $�� 𝐴 �
� 𝐵 �� ��� ������� �� 𝑋� /� ���
� ���  �������
���������
�� ��

𝑑 (𝐴,𝐵) := sup{inf{𝑑(𝑎, 𝑏) : 𝑏 ∈ 𝐵} : 𝑎 ∈ 𝐴}.

���
����
 	���� $�� 𝐴 �� � ������ �� 𝑋 �
� 𝑟 > 0� ,�� 𝑟�
����������� �� 𝐴
�� ���
�� �� ��� ���

𝒪𝑟(𝐴) := {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑑(𝑥,𝐴) < 𝑟}.

���
����
 	��
� $�� 𝐴 �� � ������ �� 𝑋� /� ��� ���� 𝐴 ��

• ���������� 𝜋��
�����
� �� 𝜋(𝑡)𝐴 ⊂ 𝐴 ��� ��� 𝑡 ≥ 0�

• 
��������� 𝜋��
�����
� �� 𝐴 ⊂ 𝜋(𝑡)𝐴 ��� ��� 𝑡 ≥ 0�

• 𝜋��
�����
� �� �� �� ���� ���������� �
� 
��������� �
�����
��

���
����
 	���� $�� 𝐴 �
� 𝐵 �� ��� ������� �� 𝑋� /� ��� ���� 𝐴 𝜋���������
𝐵 ��

lim
𝑡→∞

𝑑 (𝜋(𝑡)𝐵,𝐴) = 0.

���
����
 	���� $�� 𝐴 �� � ������ �� 𝑋� ,�� 𝜔������ ��� �� 𝐴 �� ���
�� ��

𝜔(𝐴) :=
⋂︁
𝑡≥0

⋃︁
𝑠≥𝑡

𝜋(𝑠)𝐴.

	




(������
�����

!
 ����������
�� ��� �������
� ���������������
 ��� ��� 𝜔������ ��� �� ����
�������

(���������
 	���� ��� �
� 𝐴 ⊂ 𝑋� �� ���� ���� 𝑦 ∈ 𝜔(𝐴) �� �
� �
�� �� �����
����� ��� �����
��� {𝑡𝑛}𝑛 �
� {𝑥𝑛}𝑛� ���� 𝑡𝑛 −→ +∞ �
� 𝑥𝑛 ∈ 𝐴� ���� ����
𝜋(𝑡𝑛)𝑥𝑛 −→ 𝑦�

���
����
 	���� $�� 𝜓 : R −→ 𝑋 �� � ��
��
���� ��
����
� /� ��� ����
𝜓 �� � ������ �������
 �� {𝜋(𝑡) : 𝑡 ≥ 0} ������� 𝑥 ∈ 𝑋 �� 𝜓(0) = 𝑥 �
�
𝜋(𝑡)𝜓(𝑠) = 𝜓(𝑡+ 𝑠) ��� ����� 𝑡 ≥ 0 �
� 𝑠 ∈ R�

��� �
� 𝜓 � ������ �������
� ��� ����� �� ����
 ��

Γ(𝜓) =
⋃︁
𝑡∈R

𝜓(𝑡).

,��������� �� ���� ����

(���������
 	�
�� � ��� 𝐴 �� 𝜋��
�����
� �� �
� �
�� �� �� �� ������ �� �
���������
 �� ������ �� ������ �������
��

���
����
 	�
	� � ��� 𝐴 �� ��� ������ ��������� ��� {𝜋(𝑡) : 𝑡 ≥ 0} ��

	� 𝐴 �� ��������


� 𝐴 �� 𝜋��
�����
��

�� 𝐴 𝜋��������� ���� ���
��� ������ �� 𝑋�

,������ 	�

� !� � ��������� {𝜋(𝑡) : 𝑡 ≥ 0} ��� � ������ ��������� 𝐴� ���


𝐴 = {𝑥 ∈ 𝑋 : ����� ������ � ���
��� ������ �������
 ������� 𝑥}.

,������ 	�
�� ,�� ������ ��������� 𝐴 �� �
����� �� �� ��� ��
���� ������� ���
���� �������� ���
��� ����� �
� ��� ������� ������ �
� ���
��� �
�����
� ����

,�� �������
� ���
����
� ��� ��
����
��� �� �����
 ��� ������
�� �� ���
������ ��������� ��� � ���������� +�� ��� ������� 3	��5�

���
����
 	�
�� /� ��� ���� � ��������� �� ����������� �� ����� ������ �
���
��� ������ 𝐵0 �� 𝑋 ���� ��� �������
� ��������� ����
 𝐵 � ���
��� ������
�� 𝑋� ����� ������ 𝑡0 = 𝑡0(𝐵) ≥ 0 ���� ���� 𝜋(𝑡)𝐵 ⊂ 𝐵0 ��� ��� 𝑡 ≥ 𝑡0� ,�� ���
𝐵0 �� ������ �
 �������
� ����

*����
 	�

� ,���� ��� ������
� 
����
� �� ���� ��
���� �
� ������ ��������
���
�
�
� ���� �����������

���
����
 	�
�� /� ��� ���� � ��������� �� �������������� ������� �� ����

��� �����
��� {𝑡𝑛}𝑛 �
� {𝑥𝑛}𝑛� ���� 𝑡𝑛 −→ ∞ �
� {𝑥𝑛}𝑛 ���
���� ���
 ���
�����
�� {𝜋(𝑡𝑛)𝑥𝑛}𝑛 ��� � ��
�����
� ��������
���

	�



	��� ����
����� ��
������ �������

/��� ����� ��� �������� ���
����
�� �� ��
 ������������ ���������� �����
���� ������ �����������

,������ 	�
�� � ��������� {𝜋(𝑡) : 𝑡 ≥ 0} ��� � ������ ��������� �� �
� �
��
�� �� �� �������������� ������� �
� ������������ %�������� ��� ������ ��������� ��
��� 𝜔������ ��� �� ��� �������
� ����

,� �
� ���� ������
� �� ��
����� ��� ��
��
���� �� ��� ���������� �
��� ����
��������
� �� ��� ���������� ,��� �� ��� ���� ����� �
 ��� ����� �� �����������
�
�� ���������� ��� ��
������ ��������

���
����
 	�
�� $�� {𝐴𝜂}𝜂∈[0,1] �� � ������ �� ������� �� 𝑋� /� ��� ���� ����
������ ��

• ����� ������
��
���� �� 𝜂 = 0 �� lim
𝜂→0

𝑑 (𝐴𝜂, 𝐴0) = 0�

• ����� ������
��
���� �� 𝜂 = 0 �� lim
𝜂→0

𝑑 (𝐴0, 𝐴𝜂) = 0�

,�� ����� �
� ����� ������
��
���� ��
 �� ������������� �
 ����� �� ���
���
���� ����� ����� �� ����� ������� ��������

(���������
 	�
�� $�� {𝐴𝜂}𝜂∈[0,1] �� � ������ �� ������� �� 𝑋� ,��


	� {𝐴𝜂}𝜂∈[0,1] �� ����� ������
��
���� �� 𝜂 = 0 �� �
� �
�� �� ��� �
�
�����
�� {𝜂𝑛}𝑛 ��
�����
� �� 0� �
� �����
�� {𝑥𝑛}𝑛 ���� 𝑥𝑛 ∈ 𝐴𝜂𝑛

��� �
��
�����
� ��������
�� ���� ����� �
 𝐴0�


� {𝐴𝜂}𝜂∈[0,1] �� ����� ������
��
���� �� 𝜂 = 0 �� �
� �
�� �� ��� �
� �����
��
{𝜂𝑛}𝑛 ��
�����
� �� 0 �
� �
� 𝑥0 ∈ 𝐴0� ����� ������ � �����
�� {𝑥𝑛}𝑛�
���� 𝑥𝑛 ∈ 𝐴𝜂𝑛

� ���� ���� {𝑥𝑛}𝑛 ��
������ �� 𝑥0�

���
����
 	���� $�� {𝜋𝜂(𝑡) : 𝑡 ≥ 0}𝜂∈[0,1] �� � ������ �� ����������� /� ���
���� ���� ������ �� ��
��
���� �� 𝜂 = 0 �� 𝜋𝜂(𝑡)𝑥 −→ 𝜋0(𝑡)𝑥 �� 𝜂 −→ 0 �
�������
�
 ������� ������� �� [0,∞) ×𝑋�

,�� 
��� ������ ����� �� ��
�����
� �
��� ����� �� ���� ����� ������
��
����
�� ��� ������ ����������

,������ 	��	� $�� {𝜋𝜂(𝑡) : 𝑡 ≥ 0}𝜂∈[0,1] �� � ������ �� ���������� ����� ��
��
��
���� �� 𝜂 = 0� +������ ����� ��� ���� 𝜂 ∈ [0, 1]� {𝜋𝜂(𝑡) : 𝑡 ≥ 0} ��� �
������ ��������� 𝐴𝜂� �
� ��� ��� ⋃︁

𝜂∈[0,1]

𝐴𝜂

�� �������� ,��
 ��� ������ {𝐴𝜂}𝜂∈[0,1] �� ����� ������
��
���� �� 𝜂 = 0�

	�



(������
�����

$���� ������
��
���� �� 
�� �� �����
 �� ��� ����� ������
��
����� �
� ��
�� ������ �� ������ �
 ����������
�� !� �������� � �
�� ����� �� ����� �����������

���
����
 	��
� $�� 𝐴 �� � 𝜋��
�����
� ���
��� ��� �
� 𝛿 > 0� ,�� �
������
��� �� 𝐴 �� ���
�� ��

𝑊𝑢(𝐴) := {𝑥 ∈ 𝑋 : ����� ������ � ������ �������
 𝜓 ������� 𝑥,

�
� lim
𝑡→−∞

𝑑(𝜓(𝑡), 𝐴) = 0
}︁
,

�
� ��� 𝛿������ �
������ ��� �� 𝐴 �� ���
�� ��

𝑊𝑢
𝛿 (𝐴) := {𝑥 ∈ 𝑋 : ����� ������ � ������ �������
 𝜓 ������� 𝑥,

𝑑(𝜓(𝑡), 𝐴) < 𝛿 ��� ��� 𝑡 ≥ 0, �
� lim
𝑡→−∞

𝑑(𝜓(𝑡), 𝐴) = 0
}︁
.

������ ����
� �
 ������� �� � ������ �����
����
� ����� ������
��
����� ��

��� �� ��
����� ��� ��� ℰ𝜂 �� ��� ��� �� ������
��� �������
� ���
���
� ������
�������
�� �� {𝜋𝜂(𝑡) : 𝑡 ≥ 0}𝜂∈[0,1]�

,������ 	���� $�� {𝜋𝜂(𝑡) : 𝑡 ≥ 0}𝜂∈[0,1] �� � ������ �� ����������� ��
��
����
�� 𝜂 = 0� �
� {𝜋𝜂(𝑡) : 𝑡 ≥ 0} ��� � ������ ��������� 𝐴𝜂 ��� ���� 𝜂 ∈ [0, 1]�
������ �����������

	� ,���� ������ 𝑝 ∈ N ���� ���� {𝑥*,𝜂
1 , . . . , 𝑥*,𝜂

𝑝 } ⊂ ℰ𝜂 ��� ��� 𝜂 ∈ [0, 1]�


� ,�� ������ ��������� 𝐴0 ��������

𝐴0 =
𝑝⋃︁
𝑗=1

𝑊𝑢
(︁
𝑥*,0
𝑗

)︁
.

�� ,���� ������ 𝛿 > 0 ���� ���� ��� ������
{︀
𝑊𝑢
𝛿

(︀
𝑥*,𝜂
𝑗

)︀}︀
𝜂∈[0,1] �� ����� �����

��
��
���� �� 𝜂 = 0 ��� ���� 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑝}�

,��
 ��� ������ {𝐴𝜂}𝜂∈[0,1] �� ����� ������
��
���� �� 𝜂 = 0�

	�
 &�
����
����� ��
������ �������

,���� ��� ������
� ���� �� �
������� ��� ��
���� �� 
�
����
����� ��
������
�������� /� �����
� ��� ��� ���� ������� �
 ���� ������
� ��� �
�� ������� ���
����������
 �
� ��������
 ���������� /� ���� ���
�� ����� �
 ��� ��������

������� ����������
 �
 ���� ��
�������� ,�� ���
����� ��	������ �� �� ����
� ���
��
���� �� ������ ��������� �� ��� 
�
����
����� ��������
� +��� �
����� �
�

	




	�
� &�
����
����� ��
������ �������

�������
� ������� ��
 �� ���
 �
 3�
5 ���� �
����� ����������� !
 ���� ������
� ��
���� ���
�� ��
����� ��� 
����
 �� �������
 ���������� ����� �� �
����� ��������
��
����������
 ��� ��������
 ��������� �� ��� 
����
 �� ������ ��������� ���
 �

+�����
 	��� /� ���� ����� ���� ������� �
 ����� �� �����
 � ���������������
 ��
��� ��������
 ��������� ����� ���� � �������
 ���������� %��� �� ��� �������
���� ���� ������� ���� ���� 3��5�

���
����
 	���� $��𝑋 �
� Σ �� ��� �������� ������ ������ �
� 𝜃 � ���������
�
 Σ� ���� ��� 𝜃 = {𝜃𝑡 : 𝑡 ≥ 0}� � ������� �� � ��� 𝜙 : [0,+∞) × Σ ×𝑋 −→ 𝑋
����� ��������

	� 𝜙(0, 𝜎)𝑥 = 𝑥 ��� ��� 𝑥 ∈ 𝑋 �
� 𝜎 ∈ Σ�


� 𝜙(𝑡+ 𝑠, 𝜎) = 𝜙(𝑡, 𝜃𝑠𝜎)𝜙(𝑠, 𝜎) ��� ��� 𝑡, 𝑠 ≥ 0 �
� 𝜎 ∈ Σ�

�� ��� ��� (𝑡, 𝜎, 𝑥) ↦−→ 𝜙(𝑡, 𝜎)𝑥 �� ��
��
�����

!
 ���� ��
����� ��� ����
� ��
�����
 �� ������ ������� ��������� �
� ��� ���������
𝜃 �� ������ ��� �����
� ��������� �� 𝜙�

���� ��� �������� ���
����
� �� ��
 ���
� �
 ���������� ����
�����
��
������ ������ �
 X := 𝑋 × Σ� ,�� ��������� �� ����
 ��

Π(𝑡)(𝑥, 𝜎) := (𝜙(𝑡, 𝜎)𝑥, 𝜃𝑡𝜎).

!� �� ������ ��� �
�� ������� ��������

���
����
 	��
� � ������ �� ���� 𝐴 = {𝐴(𝜎)}𝜎∈Σ ���� 𝐴(𝜎) ⊂ 𝑋 ��� ��� 𝜎 ∈ Σ
�� ������ � 
�
����
����� ���� /� ��� ���� �� �� ���
��������������� �� 𝐴(𝜎)
�� ���
��������������� ��� ���� 𝜎 ∈ Σ�

���
����
 	���� $�� 𝜙 �� � ������� ���� 𝜃 �� ��� �����
� ���������� �
� 𝐴
� 
�
����
����� ���� /� ��� ���� 𝐴 �� ���������� �
���������� 𝜙��
�����
� ��
𝜙(𝑡, 𝜎)𝐴(𝜎) ⊂ (⊃)𝐴(𝜃𝑡𝜎) ��� ��� 𝑡 ≥ 0 �
� 𝜎 ∈ Σ�

,���� ��� ������
� 
����
� �� ������������ ��� 
�
����
����� ��
������
�������� /� ����� ��� �������� ��� �������
� ��
������ ��������

	� ��� �����
� ��������� 𝜃�


� ��� �
�� ������� ������� Π�

�� ��� 
�
����
����� ��
������ ������ ����
 �� ��� ��������

�� ��� ��������
 ������� ����
 �� 𝑈𝜎(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝜙(𝑡− 𝑠, 𝜃𝑠𝜎)𝑥 ��� ���� 𝜎 ∈ Σ�

/� ��
 ��
����� ��� �������
� �����������

	� ��� ������ ��������� ��� ��� �����
� ����������

	�



(������
�����


� ��� ������ ��������� ��� ��� �
���������� ��������

�� ��� ������� ��������� ��� ��� ��������

�� ��� �������
 ��������� ��� ��� ��������
 ��������


� ��� �
����� ����������

%��� �
��������
 �
 ����� 
����
� �
� ������ ������� ��
 �� ���
�� ��� ��������
�
 3
�� 

� ��� ��� �	� �
� ��5�
/� ���� ����� 
��� �
 ��������
 ���������� !� �� � ���������� ���� �� ���

�������� ����������
� 	��� ��
�
� Σ = R �
� 𝜃𝑡𝑠 = 𝑡+ 𝑠� ������ �� ���� ��
���
𝒫 = {(𝑡, 𝑠) ∈ R2 : 𝑡 ≥ 𝑠}� ����
 3��� ��� �
5 ��� ���� �
��������
�

���
����
 	���� �
 ��������
 ������� �
 𝑋 �� � ������ �� ��
��
���� ����
𝒰 = {𝑈(𝑡, 𝑠) : (𝑡, 𝑠) ∈ 𝒫}� ����� �������� ��� �������
� ��
�����
��

	� 𝑈(𝑡, 𝑡)𝑥 = 𝑥 ��� ��� 𝑥 ∈ 𝑋 �
� 𝑡 ∈ R�


� 𝑈(𝑡, 𝑠) = 𝑈(𝑡, 𝜏)𝑈(𝜏, 𝑠) ��� ��� 𝑡 ≥ 𝜏 ≥ 𝑠�

�� ��� ��� (𝑡, 𝑠, 𝑥) ↦−→ 𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥 �� ��
��
���� ���� 𝒫 ×𝑋 �� 𝑋�

��� �
� (𝑡, 𝑠) ∈ 𝒫� ��� �������� 𝑈(𝑡, 𝑠) ��
�� � ����� 𝑥 ∈ 𝑋 �� ��� �
�����
���� 𝑠� �
� �� ����� �� ��� ����� 𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥 �� ��� �
�� ���� 𝑡� -
��� �����������
�
� �������� ��
�����
�� ��� �������
� �� � 
�
����
����� ������
���� �������

𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)) ��
����� �
 ��������
 ��������
,�� ���� ��� �� ������� �� ��
 ���
� ��� 
����
 �� 
�
����
����� ����

���
����
 	���� � ������ �� ���� 𝐴 = {𝐴(𝑡)}𝑡∈R ���� 𝐴(𝑡) ⊂ 𝑋 ��� ��� 𝑡 ∈ R ��
������ � 
�
����
����� ���� /� ��� ���� �� �� 
�
���������
���������������
�� 𝐴(𝑡) �� 
�
���������
��������������� ��� ���� 𝑡 ∈ R�

���
����
 	���� � ���������
 D �� 
�
����
����� ���� �� ������ � �
������ �

𝑋 �� ����� 
�
����
����� ��� �
 D �� 
�
����� �
� D �� �
������
�������� ����
��� �� 𝐴 ∈ D �
� 𝐵(𝑡) ⊂ 𝐴(𝑡) ��� ��� 𝑡 ∈ R� ���
 𝐵̂ ∈ D�

���� 
�� �
� ��� 𝒰 �� �
 ��������
 ������� �
� D � �
�������

���
����
 	���� $�� 𝐴 �� � 
�
����
����� ���� /� ��� ���� 𝐴 ��

• ���������� 𝒰��
�����
� �� 𝑈(𝑡, 𝑠)𝐴(𝑠) ⊂ 𝐴(𝑡) ��� ��� 𝑡 ≥ 𝑠�

• 
��������� 𝒰��
�����
� �� 𝐴(𝑡) ⊂ 𝑈(𝑡, 𝑠)𝐴(𝑠) ��� ��� 𝑡 ≥ 𝑠�

• 𝒰��
�����
� �� 𝑈(𝑡, 𝑠)𝐴(𝑠) = 𝐴(𝑡) ��� ��� 𝑡 ≥ 𝑠�

	�



	�
� &�
����
����� ��
������ �������

���
����
 	��	� $�� 𝐴 �
� 𝐵̂ �� ��� 
�
����
����� ����� /� ���� ��� ����
𝐴 �������
 𝒰��������� 𝐵̂ ��

lim
𝑠→−∞

𝑑 (𝑈(𝑡, 𝑠)𝐵(𝑠), 𝐴(𝑡)) = 0 ��� ��� 𝑡 ∈ R.

&��� ���� ��� �
�� ���� �� ����� �
� ��� �
����� ���� ���� �� −∞� !� �� 
��
��� ���� �� ����
� ���
 �
 ������

���
����
 	��
� $�� 𝐴 �� � 
�
����
����� ��� �
� 𝑡 ∈ R� ,�� �������

𝜔������ ��� �� 𝐴 �� ���� 𝑡 �� ���
�� ��

𝜔(𝐴, 𝑡) :=
⋂︁
𝜏≤𝑡

⋃︁
𝑠≤𝜏

𝑈(𝑡, 𝑠)𝐴(𝑠).

,�� �������
 𝜔������ �� 𝐴 �� ��� ������ 𝜔(𝐴) := {𝜔(𝐴, 𝑡)}𝑡∈R

,�� ���� ��� �� �����
�� ��� ��� ����
����� ����� �� ���� � �������������
���
 �� �����
����

(���������
 	���� $�� 𝐴 �� � 
�
����
����� ��� �
� 𝑡 ∈ R� ,��
 𝑥 ∈ 𝜔(𝐴, 𝑡)
�� �
� �
�� �� ����� ����� �����
��� {𝑠𝑛}𝑛 �
� {𝑥𝑛}𝑛� ���� 𝑠𝑛 −→ −∞ �
�
𝑥𝑛 ∈ 𝐴(𝑠𝑛)� ���� ���� 𝑈(𝑡, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 −→ 𝑥�

���
����
 	���� � ��
����
 𝜓 : R −→ 𝑋 �� ������ � ������ �������
 �� 𝒰 ��
𝑈(𝑡, 𝑠)𝜓(𝑠) = 𝜓(𝑡) ��� ��� 𝑡 ≥ 𝑠�

���
����
 	��
� � 
�
����
����� ��� 𝐴 �� ������ ��� �������
 D���������� ��
�� ���������

�	� 𝐴 �� � ������� �������

�
� 𝐴 �� 𝒰��
�����
��

��� 𝐴 �������
 𝒰��������� ����� �����
� 𝐷̂ �� D�

��� 𝐴 �� ��� ��
���� ������ ������ ��������
� ���� ���� ��� �� 𝐵̂ �� � ������
������ ���� �������
 𝒰��������� ���� ������ �� D� ���
 𝐴 ⊂ 𝐵̂�

,�� ���� ��
�����
 �� ���� �
 ����� �� ��� ��� �
����
��� �� ��� �������

���������� �
����� ������
� �������� �� ��� ��� �
����
��� �� �� ������ ����
𝐴 ∈ D�

������� 	���� ��
����� ��� �������
� ����
��� ������
���� �������


𝑥′(𝑡) = −𝑥(𝑡) + 𝑡+ 1. �	���

��� �
� �
����� ���� 𝑥(𝑠) = 𝑥𝑠� �� ���� ���� ��� �������
 �� ����
 ��

𝑥(𝑡) = (𝑥𝑠 − 𝑠)𝑒−(𝑡−𝑠) + 𝑡.

	�



(������
�����

������ 	�	� (���� �������� �
� ���� �������
� �� ��� ������
���� �������
 �	���
�
 ������� 	����

!� �� �� 𝑠 �
� 𝑥𝑠� �� ���� ����

lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = +∞,

����� ������� ���� ����� �� 
�� � ���
��� ��������
� ��� �� 𝑡 ���� �� ∞�  �������
��
�
� ��� ������
� �
����� ���� 𝑥𝑠 �
� 𝑦𝑠 ������
� �� ��� ���� ���� 𝑠� �
� 𝑥
�
� 𝑦 ��� �������
�� �� ���� ����

𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡) = (𝑥𝑠 − 𝑦𝑠)𝑒−(𝑡−𝑠),

�
� ��
�
� ��� ����� �� 𝑡 ���� �� ∞ �� ��� 0� ,��� ������� ���� ��� ������
�
�������
� ��� ������ �
� ������� ,�� �������
 ��������� ����� �� �
������
� ����
��������� !
 ������ 	�	 �� ��� � ����� �������� �
� ���� �������
��

,�� �������
 ��������� �� 
�� ��� �
�� ������������ ��	��� ���� �� �������
�
 ����� �� �����
 ������� ����� ��� ���������� ��
������ !
 ���� ��������
��
�� ��
 �� ������� ��� �� ���� ��� ���� �������
������

���
����
 	���� /� ��� ���� �
 ��������
 ������� 𝒰 �� �������
 D������������
�� ����� ������ 𝐵̂0 ∈ D ���� ����� ��� �
� 𝐷̂ ∈ D �
� �
� 𝑡 ∈ R� ����� ������

	�



	�
� &�
����
����� ��
������ �������

𝑠0 = 𝑠0(𝐷̂, 𝑡) ≤ 𝑡 ���� ����

𝑠 ≤ 𝑠0 =⇒ 𝑈(𝑡, 𝑠)𝐷(𝑠) ⊂ 𝐵0(𝑡).

,�� 
�
����
����� ��� 𝐵̂0 �� ������ ��� �������
 D��������
� �������

���
����
 	���� /� ��� ���� �
 ��������
 ������� 𝒰 �� �������
 D�����������
����� ������� �� ����
 𝐷̂ ∈ D� 𝑡 ∈ R� �
� ��� �����
��� {𝑠𝑛}𝑛 �
� {𝑥𝑛}𝑛 ����
𝑠𝑛 −→ −∞ �
� 𝑥𝑛 ∈ 𝐷(𝑠𝑛)� ���
 ��� �����
�� {𝑈(𝑡, 𝑠𝑛)𝑥𝑛}𝑛 ��� � ��
�����
�
��������
���

,������ 	���� �
 ��������
 ������� 𝒰 ��� � �������
 D���������� �� �
� �
��
�� �� �� �������
 D��������������� ������� �
� �������
 D������������� %��������
��� �������
 D���������� 𝐴 �� ����
 �� 𝐴(𝑡) = 𝜔(𝐵̂0, 𝑡) ��� ���� 𝑡 ∈ R� ���� 𝐵̂0
� �������
 D��������
� ������ ��� 𝒰 �

���
����
 	���� $�� {𝒰𝜂}𝜂∈[0,1] �� � ������ �� ��������
 ���������� /� ���
���� ���� ������ �� ��
��
���� �� 𝜂 = 0 �� 𝑈𝜂(𝑡, 𝑠)𝑥 −→ 𝑈0(𝑡, 𝑠)𝑥 �� 𝜂 −→ 0�
�
������� ��� (𝑡, 𝑠, 𝑥) �
 ������� ������� �� 𝒫 ×𝑋�

���
����
 	��	� $�� {𝐴𝜂}𝜂∈[0,1] �� � ������ �� 
�
����
����� ����� /� ���
���� {𝐴𝜂}𝜂∈[0,1] ��

• ����� ������
��
���� �� 𝜂 = 0 ��

lim
𝜂→0

𝑑 (𝐴𝜂(𝑡), 𝐴0(𝑡)) = 0 ��� ��� 𝑡 ∈ R,

• ����� ������
��
���� �� 𝜂 = 0 ��

lim
𝜂→0

𝑑 (𝐴0(𝑡), 𝐴𝜂(𝑡)) = 0 ��� ��� 𝑡 ∈ R.

���
����
 	��
� $�� 𝐴 �� � 𝒰 ��
�����
� ������� 𝛿 > 0� �
� 𝑡 ∈ R� ,�� �
������
��� �� 𝐴 �� ���� 𝑡 �� ���
�� ��

𝑊𝑢(𝐴)(𝑡) := {𝑥 ∈ 𝑋 : ����� ������ � ������ �������
 𝜓,

𝜓(𝑡) = 𝑥, �
� lim
𝑠→−∞

𝑑(𝜓(𝑠), 𝐴(𝑠)) = 0
}︁
,

�
� ��� 𝛿������ �
������ ��� �� 𝐴 �� ���� 𝑡 �� ���
�� ��

𝑊𝑢
𝛿 (𝐴)(𝑡) := {𝑥 ∈ 𝑋 : ����� ������ � ������ �������
 𝜓, 𝜓(𝑡) = 𝑥,

𝑑(𝜓(𝑠), 𝐴) < 𝛿 ��� ��� 𝑠 ≤ 𝑡, �
� lim
𝑠→−∞

𝑑(𝜓(𝑠), 𝐴(𝑠)) = 0
}︁
.
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 ���� �������� �� ����� �
 ��������� ������
���� �������
�� /� ���� ��
�����
������
� ���
���� ����� �������� ����� ��� �
��� ��� �
���
�� �� ���������
�����
� �
� �� ���� �����
 ������� ������� �������
� ��� ������
�� �� �������
��
���
� ������
� ����
����� ���
 �
 ������� 	�
,�� ������� �� ����
���� �� �������� /� ����� ���� �
 �
���������
 �


+�����
 
�	� ,��� ������
 �
������ � ����������
 �� ����� ����� �� ���������
���� ������
� �������� �� ���� �� ���� ��������� ������� �������
� ��� ������
��
�� ����� �������
� ��� ��������� ������
���� �������
�� ,��
 �� ����� �
 ��� ���
���
 ������� ����� ���� �� ��
�������� �������� �� ���� ����� �
� ��������
�� �������� ������ /� ��������� ���� ������������ �� ���� �� ���� ������
����
������������ �� ������� ���� ���
����
� �
� ������� ����� ���� �� ���� �������
��� �������� !
 +�����
 
�
 �� ����� ��� ����
���
 �
�� ��������� ���
���� �����
�������� ���� �������� �� ���� ������ ������ �� ��
����� � ����� �� ���� �����
�������� ���� ��
����������� �
� �� �����
 ��� ������
�� �� �������� �������
��
,��
� �� ��
����� ������
� ������� �� ����
� ����� ��������� -��
� ��������
���
� ������ �
� ���� ���
� �������� �
 ���� �
��� �
� �
�
��� ����
���
�� ��
��� ���� �� ��� ���� ������
�� �������� ��
����� �
 +�����
 
�� �� ��
����� ���
���� ���� �������� �� �������� ������ !
 ��
����� ���� ��������
 �� ���� ����
������������ /� �����
 ���� ������
�� ������� ��� �������� �������
� �� ������
�
������� �� ���� �
� ����
� ����� ��������� ,�� ������
� ������
�� ������� �����
���� ������ ��� ����������� ���� ������� �������� ������� ��� ��������


�	 !
���������


��
����� �
 ��������
 ������� ��������� ��

	� � ������
���� �������

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥), �
�	�

���� 𝑓 : R × Ω −→ R𝑛 �
� Ω �
 ���
 ������ �� R𝑛�


� ��� ������� 𝑀𝑡 �
� 𝑁𝑡 �� Ω ��� ���� 𝑡 ∈ R�

�� �
 ����������
 𝒜𝑡 : 𝑀𝑡 −→ 𝑁𝑡 ��� ���� 𝑡 ∈ R�


	




�	� !
���������


�� 
������
� ��� 𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥0) �� � �������
 �� ��� ������
���� �������
 �
�	� ����
�
����� ���� ��� ���
� (𝑡0, 𝑥0)� ���� ��� 𝑥(𝑡0; 𝑡0, 𝑥0) = 𝑥0� ,�� ������� ����� ���

�� �������� ,�
� �
 �
����� ���� 𝑡0 ���� ����� 𝑥0� ��
����� 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥0)�
,�� ������� ������� ��� ����� {(𝑡, 𝑥(𝑡))} �
��� � ���� 𝑡 = 𝑡1� ���� 𝑡1 > 𝑡0� '

���� ���� 𝑡1� ��� ���
� (𝑡, 𝑥(𝑡)) ����� ��� ��� 𝑀𝑡 ��� ��� ���� ����� ,��
 ���
���
� (𝑡1, 𝑥(𝑡1)) �� ���
������� �� ��� �������� 𝒜𝑡1 �� ��� ���
� (𝑡1, 𝑥+

1 )� ����
𝑥+

1 = 𝒜𝑡1𝑥(𝑡1)� ,�� ���
� 𝑥+
1 ����
�� �� 𝑁𝑡1 � �������
� ���� ���
����� ���

������� ������� ��� ����� {(𝑡, 𝑥(𝑡; 𝑡1, 𝑥+
1 )} �
��� �� ����� ����
 ���� 𝑀𝑡 �� � ����

𝑡2 > 𝑡1� ���
 �� ���� �� ���
������� �� 𝒜𝑡2 �� � ���
� 𝑥+
2 � ,�� ������� �������

���� ��� ������������
,�� �
���
�� �� ���� 𝑡𝑗 �� ����� ��� �
������ ����� �� ��� ������
���� �����

���
 �
�	� ���� ��� ���� 𝑀𝑡 ���� �� ������ ��� ����
�� �� ����� �� ���������
������
��� ���������� �
 ��� 
������
� �� ���� ���

𝑥(𝑡+) = lim
𝑠→𝑡+

𝑥(𝑠), 𝑥(𝑡−) = lim
𝑠→𝑡−

𝑥(𝑠), Δ𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡+) − 𝑥(𝑡−),

�
� �� ���� ������ ���� �������
� ��� �������
��
����� ���� ��� 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡−)�
/� ���� ��
����� ��� ���� ����� ��� ��������� ����� ������ ���
 � ������

���������� �������
 ��
� 𝜑(𝑡, 𝑥) = 0 �� ��������� ,��������� �� ����� ����� ���
������� �� {︃

𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)), 𝜑(𝑡, 𝑥(𝑡)) ̸= 0,
Δ𝑥(𝑡) = 𝐼(𝑡, 𝑥(𝑡)), 𝜑(𝑡, 𝑥(𝑡)) = 0,

�
�
�

���� 𝑓 : R × Ω −→ R𝑛� 𝜑 : R × Ω −→ R� �
� 𝐼 : R × Ω −→ Ω�
!
 ���� ���������� ����� ��� � ���� 𝑡 �� ����

𝑀𝑡 = {𝑥 ∈ Ω : 𝜑(𝑡, 𝑥) = 0}, 𝑁𝑡 = Ω,
𝒜𝑡 : 𝑥 ∈ 𝑀𝑡 −→ 𝑥+ 𝐼(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑁𝑡.

/� ���� ������ ���� ��� �������
 𝜑(𝑡, 𝑥) = 0 ��
 �� ������ ���� ������� �� ���
�������� 𝑡� %�������� �� ���� ���� ������ ���� �� ���� � ���
����� 
�����
�� �������
� �� �� ��� ���
�
� �
 �
 �
�
��� �
������ �� R� �
� ���� �� ���� �
�
��� 
����� �� �������
� �� �� ��� ���
�
� �
 � �
��� �
������� ,��������� ���
�������� ���� �� �� ��� ����{︃

𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)), 𝑡 ̸= 𝜏𝑗(𝑥(𝑡)),
Δ𝑥(𝑡) = 𝐼𝑗(𝑥(𝑡)), 𝑡 = 𝜏𝑗(𝑥(𝑡)),

�
���

���� 𝑡 = 𝜏𝑗(𝑥) ��
���
� ��� �������
� �� 𝜑(𝑡, 𝑥) = 0 �
� 𝜏𝑗(𝑥) < 𝜏𝑗+1(𝑥) ���
����� �����
� 𝑥� /� ���� ��
��� �� 𝜎𝑗 = {(𝑡, 𝑥) ∈ R × R𝑛 : 𝑡 = 𝜏𝑗(𝑥)}�

���
����
 
�	� � ��
����
 𝑥 : (𝑡0, 𝑡0 + 𝛼) −→ R𝑛� ���� 𝛼 > 0� �� � �������
�������
 �� �
��� ���� �
����� ��
�����
 𝑥(𝑡+0 ) = 𝑥0 ��







!�������� ������
���� �������
�

	� 𝑥(𝑡+0 ) = 𝑥0�


� 𝑥 �� ��
��
������ ������
������ �
� �������� ��� ������
���� �������

𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)) ��� 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡0 + 𝛼) �
� 𝑡 ̸= 𝜏𝑗(𝑥(𝑡))�

�� �� 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡0 + 𝛼) �
� 𝑡 = 𝜏𝑗(𝑥(𝑡))� ���
 𝑥(𝑡+) = 𝑥(𝑡) + 𝐼𝑗(𝑥(𝑡))� 𝑥 �� ����
��
��
���� �� 𝑡� �
� ����� ������ 𝛿 > 0 ���� ���� �� 𝑠 ∈ (𝑡, 𝑡 + 𝛿) ���

𝑠 ̸= 𝜏𝑘(𝑥(𝑠)) ��� �
� 𝑘�

&��� ���� 𝑡0 ����� �� ����� �� 𝜏𝑗(𝑥0) ��� ���� 𝑗� !� ��� ��
����
 𝑓 ��
��
��
����� �� ���� ���� ��� ����
��� ������
���� �������
 𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡))
��� �� ����� �
� �������
�  ������� ���� �� 
�� ��� ���� ����� +��� �������
��
��
�����
� �
 𝜏𝑗 �
� 𝑓 ��� ��������� /� ����� ��� �������� ����� �����
���
��� ������
�� �� � ����� �������
�

,������ 
�
� +������ ����

	� 𝑓 �� ��
��
���� �� 𝑡 ̸= 𝜏𝑗(𝑥)� �
�� ��� ���� (𝑡, 𝑥)� ����� ������ 𝑔 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐

���� ����
|𝑓(𝑠, 𝑦)| ≤ 𝑔(𝑠)

�
 � 
����������� �� (𝑡, 𝑥)�


� ��� �
� (𝑡, 𝑥̄) ���� ���� 𝑡 = 𝜏𝑗(𝑥̄)� ����� ������ 𝛿 > 0 ���� ����[︀
𝑡 ∈ (𝑡, 𝑡+ 𝛿), |𝑥− 𝑥̄| < 𝛿

]︀
=⇒ 𝑡 ̸= 𝜏𝑗(𝑥).

,��
 ��� �
� (𝑡0, 𝑥0)� ����� ������ 𝑥 : [𝑡0, 𝑡0 +𝛼) −→ R𝑛 � ����� �������
 �� �
���
���� �
����� ��
�����
 𝑥(𝑡+0 ) = 𝑥0�

,������ 
��� +������ ����

	� ��� ��
����
 𝑓 �� ��
��
�����


� ��� ��
����
� 𝜏𝑗 ��� ������
�������

�� ��� �
� (𝑡, 𝑥̄) ���� ���� 𝑡 = 𝜏𝑗(𝑥̄)� ����� ������ 𝛿 > 0 ���� ����[︀
𝑡 ∈ (𝑡, 𝑡+ 𝛿), |𝑥− 𝑥̄| < 𝛿

]︀
=⇒ 𝐷𝜏𝑗(𝑥) · 𝑓(𝑡, 𝑥) ̸= 1.

,��
 ��� �
� (𝑡0, 𝑥0)� ����� ������ 𝑥 : [𝑡0, 𝑡0 +𝛼) −→ R𝑛 � ����� �������
 �� �
���
���� �
����� ��
�����
 𝑥(𝑡+0 ) = 𝑥0�

,���� �������� ����� �
� ������� ��� ����
 �
 � ��
���� ��������
� /� ����
��
����� ��� ���
 ������ ����
��
� �
 ��� ��
����
� 𝜏𝑗 � ���
 ��� ��� ��
����
�
𝜏𝑗 ��� ��
���
�� ��
����
�� �
� ���
 �� ����� �
� ��
����
 𝜏𝑗 �� 
�� ��
���
��


�




�	� !
���������


!� ��� ��� ��
����
� 𝜏𝑗 ��� ��
���
�� ���
 �� ���� ������
���� �������
� ����
���� ����
�� �� ��������� ������ ,���� �������
� ��
 �� ������
 ��{︃

𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)), 𝑡 ̸= 𝑡𝑗 ,

Δ𝑥(𝑡) = 𝐼𝑗(𝑥(𝑡)), 𝑡 = 𝑡𝑗 .
�
���

,�� ��
����
� 𝜏𝑗 �
 ���� ���� ��� ����
 �� 𝜏𝑗(𝑥) = 𝑡𝑗 ��� ����� 𝑥� ,��� �������
���� ��� ����
�� �� ��������� ����� ��� ����� �
� ���� ��
 �� ����
 �� � ���
{𝑡𝑗}� ,��������� �� 

�� ���� ��� �����
��
������ �� ��� �������
� ��� ���
� ��
�� �� {𝑡𝑗}�
'
 ��� ����� ��
�� �� ���� �������
� ���� �������� �� �������� ������

,��� ��������
 �� ���� ������� ���
 ��� �������� �
�� ,�� �������
� ��� �
��
����
 ��������� ��
��
���� ��
����
�� ��� ��� ���
�� �� �����
��
���� ����
�
�
 ��� �������
� ���� ��� ��� ������
� �������
� ����� ���� ������
� ����� ��
�����
��
�����

,�� ���
 ������
��� �
 ��� ����� �� ��� ��� �������� ����� ��� ��� �������
��

• +���� �� ��
����
� ����� �� ���
 ��� � �������
�

• &����� �� �
���������
 ���
��� ���� ��� ��� 
����� �� �������
� �� 𝑡 = 𝜏𝑗(𝑥)�

• &�
��
��
���� �� ��� �
���������
 ���
���

/� ���� ������
 ����� ������
��� ���� ���� ������ ������

!������� �� ���� �����
$�� 𝑎, 𝑏 ∈ R� 𝑎 < 𝑏� �
� ��
����� ��� �
������ 𝐼 = [𝑎, 𝑏]� ,�
� {𝑡1, . . . , 𝑡𝑞} ⊂ [𝑎, 𝑏]�
�
� �� ��� ������� ���� 𝑎 = 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑞 < 𝑡𝑞+1 = 𝑏� /� ���
� ���
������

𝒫𝒞(𝑎, 𝑏;R𝑛; 𝑡1, . . . ,𝑡𝑞) = {𝑥 : [𝑎, 𝑏] −→ R𝑛 | 𝑥 �� ��
��
����
��� ����� 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ������ 𝑡𝑗 � ����� �����
𝑥(𝑡+𝑗 ), 𝑥(𝑡−𝑗 )� �
� 𝑥(𝑡𝑗) = 𝑥(𝑡−𝑗 )},

�
�
�

�
�� ��� 𝑘 ∈ N� ��� �����

𝒫𝒞𝑘(𝑎, 𝑏;R𝑛; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑞) = {𝑥 : [𝑎, 𝑏] −→ R𝑛 | 𝑥(𝑘)(𝑡) ������ ��� ��� 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]
������ 𝑡𝑗 � ����� ������ 𝑥(𝑘)(𝑡+𝑗 ), 𝑥(𝑘)(𝑡−𝑗 ), �
� 𝑥(𝑘)(𝑡𝑗) = 𝑥(𝑘)(𝑡−𝑗 )

}︀
.

,��� ��� ��
��� ������ ���� ��� �������� 
��� �� ��� ��
����
 ��
� ���
������������� � �������
 �� �
��� �� � ��
��
���� ��
����
 ������ �
 ��� ����� 𝑡𝑗 �
��������� �� ���� ���� �
� �������
 ����
�� �� ������ ��
� ��� �
� ��
�������
�
 �
�
� ����� ������
� ������������ ,���� ������ ��� ��� ���� ����� �����


�



!�������� ������
���� �������
�

����� �� ���
 ��� �������
��  ������� ����� ������ ��
 �� ��
������� �� �����
��
� ��������� ��
����
�� ����� ���� �� ������
�� ����� �
 ���� ������� %��������
�� ���� ���� ���� �������
 ��� � �
��� 
����� �� �����
��
���� ���
��� �����
��� 𝑡1, . . . , 𝑡𝑞�

/� ���� ����� � ������ �� ������� ����� ���� �� ���� �
 +�����
 
�
� /� ������
� ������
 �� ��� �����

��
 ������������� ������� ��� ��������� ��
��
����
��
����
�� �� �
 ��� ��
��
���� ����� �� 
��� � 
����
 �� �������
��
����� ���
���� ��������
� �
 ���� ���� �� �� ������ ��
������ ����� ������
��
�����

���
����
 
��� $�� 𝑆 �� � ������ �� 𝒫𝒞(𝑎, 𝑏;R𝑛; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑞)� /� ��� ���� 𝑆 ��
������������
��
���� �
 𝒫𝒞(𝑎, 𝑏;R𝑛; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑞) ��� ��� ����� 𝜀 > 0� ����� ������
𝛿 > 0 ���� ����� �� 𝑥 ∈ 𝑆� 𝑠, 𝑡 ∈ (𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1] ��� ���� 𝑗 ∈ {0, . . . , 𝑞}� �
� |𝑠− 𝑡| < 𝛿�
���
 |𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑠)| < 𝜀�

,�� 
����
 �� ����� ������
��
���� �� � ������ �� 𝒫𝒞𝑘(𝑎, 𝑏;R𝑛; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑞) ��
�
�������� ��� ����������� �� 𝑥 ���� �� �� ��
������� �� �����
*��������� ������� ���� �
 𝒫𝒞(𝑎, 𝑏;R𝑛; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑞) ��
 �� ������������� ��

��� �������
� ������ �� �������������������

,������ 
�
� $�� 𝑆 �� � ������ �� 𝒫𝒞(𝑎, 𝑏;R𝑛; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑞)� 𝑆 �� ����������
������� �
 𝒫𝒞(𝑎, 𝑏;R𝑛; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑞) �� �
� �
�� �� 𝑆 �� ���
��� �
� ������������
�
��
���� �
 𝒫𝒞(𝑎, 𝑏;R𝑛; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑞)�

!
������ �
� ������
���� �
���������� ���� � ���� �������
� ���� �
 ��� �����
�� �������
� �� ������
���� �������
� ����� ����������� �
� ���
���������� +���
������� ����� ���� ����� �
� ���� ��
����������
� ��
 �� ���
� �
 3�	5� ,��
���� ����� �� ���� ��� ��������� �
������ �
� ������
���� �
����������� ,��
���� �����

��
 �
������ �
�������� �� ���
������ �
��������� ����� �� ������ ��
��������

$���� 
��� $�� 𝐶 ≥ 0 �
� 𝑔, 𝑥 : 𝐼 −→ R ��� 
�

������� �
� ��
��
����
��
����
�� !�

𝑥(𝑡) ≤ 𝐶 +
∫︁ 𝑡

𝑎

𝑔(𝑠)𝑥(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡 ∈ 𝐼,

���
 ��� �������
� �
�������� ������

𝑥(𝑡) ≤ 𝐶 exp
{︂∫︁ 𝑡

𝑎

𝑔(𝑠) 𝑑𝑠
}︂
, 𝑡 ∈ 𝐼.

,��� �
�������� ��� � ������ ����
���
 �� ��� ��������� ����� ��� ��������
��� 3��5 ��� ���� �
��������
�

$���� 
��� $�� 𝐶, 𝜆1, . . . , 𝜆𝑞 �� 
�

������� 
������� 𝑔 : 𝐼 −→ R � 
�
�

������� ��
��
���� ��
����
� �
� 𝑥 ∈ 𝒫𝒞(𝑎, 𝑏;R; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑞) �
� 
�

��������








�	� !
���������


!�

𝑥(𝑡) ≤ 𝐶 +
∫︁ 𝑡

𝑎

𝑔(𝑠)𝑥(𝑠) 𝑑𝑠+
∑︁
𝑡𝑗<𝑡

𝜆𝑗𝑥(𝑡𝑗), 𝑡 ∈ 𝐼,

���
 ��� �������
� �
�������� ������

𝑥(𝑡) ≤ 𝐶
∏︁
𝑡𝑗<𝑡

(𝜆𝑗 + 1) exp
{︂∫︁ 𝑡

𝑎

𝑔(𝑠) 𝑑𝑠
}︂
, 𝑡 ∈ 𝐼.

!������� �� �������� �����
,���� ������� ��� ���� ������������ �� �� ��� ������
�� ������� /� ����� ��
��
������
� ��� �������
� �������� ��
�
 ���� 3��5�

������� 
��� ��
����� ��� ������{︃
𝑥′(𝑡) = 0, 𝑡 ̸= 𝜏𝑗(𝑥(𝑡)),
Δ𝑥(𝑡) = (𝑥(𝑡))2 sign(𝑥(𝑡)) − 𝑥(𝑡), 𝑡 = 𝜏𝑗(𝑥(𝑡)),

�
���

���� 𝜏𝑗(𝑥) = 𝑥+6𝑗 ��� |𝑥| < 3 �
� 𝑗 ∈ N∪{0}� ��
����� 𝜎𝑗 ��� ���������������

𝜎𝑗 = {(𝑡, 𝑥) : 𝑡 = 𝜏𝑗(𝑥)}.

,�
�
� 𝑡0 = 0 �� ��� �
����� ����� �� ���� ��� �������
� ��������
� ���� ����
������ 
�	��

• !� 𝑥0 = 7/2� ���
 𝑥(𝑡) = 7/2 �� � �������
 ���� ���� 𝑡 ̸= 𝜏𝑗(𝑥(𝑡)) ��� �
�
𝑡 > 0 �
� �
� 𝑗� ��������� �� ��� 
� �����
��
�������

• !� 𝑥0 =
√

2� ���
 ��� �������
 �������
��� ��� 	�����

• !� 𝑥0 = 1/2� ���
 ��� �������
 ������� ����� ������������ 𝜎𝑗 �
��� ���������
�� ���� �
 �
�
��� 
����� �� 	����� �
� ��� �������
 ��
������ �� 0 �� 𝑡
���� �� ∞�

• !� 𝑥0 = −1� ���
 ��� �������
� �
�������� 𝜎1 �
�
����� ��
� ������ �
�
���� 
�� ��� ���� 𝑡 = 6�

/��� ���� ������� �� ��� ����� ��� ��� ���� ��������� ������� ����
��
� �

��� �
����� ��
�����
� �� ��
 ���� 
� ����� �� ��������� ������ � �
��� 
������
�� �
 �
�
��� 
������

��� ��� �������� �� ��� ���
� �� ���� ���� ����� ���� ���������� �
 ����� ��
����� ��� ��������� ������
�� ���
���
�� ���� ��� ���
 � �������
 �
������� ����
��� ���� 𝜎 ���� ���
 �
��� ��� ����� �� �
������� ������� ������ �� ��
����
��


�
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������ 
�	� +��� �������
� �� �
���� ,�� ������ �
 ���� �������
� 𝜎𝑗 �
� ���
������ �
 ����
 �������
� ��� �������
� �� �
��� ���� �
����� ����� 𝑥0 ����� ��
−1� 1/2�

√
2� �
� 7/2�
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��� $�� 𝑋 �� � ��
��� ����� �
� 𝑥 : [𝑎, 𝑏] −→ 𝑋 � ��
����
� /�
��� ���� 𝑥 �� ��������� �� ����� ����� 𝑥(𝑡−) �
� 𝑥(𝑡+) ��� ����� 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏)� �
�
����� ����� 𝑥(𝑎+) �
� 𝑥(𝑏−)�

/� ��
��� �� Reg([𝑎, 𝑏], 𝑋) ��� ��� �� ��� ��������� ��
����
� ���� [𝑎, 𝑏] �� 𝑋�
�
 ��������
� ��
�����
 ��� � ��
����
 𝑥 �� �� ��������� �� ��� ������
�� �� � ���
���
�� �� ���� ��
����
� ����� ��
����� �
������� �� 𝑥� ,�� ����� Reg([𝑎, 𝑏], 𝑋)
�� � ��
��� ����� �� ��
������
� ��� �������� 
���� ������������ �� ���
�����
 �� ��� ��
����
� �� [𝑎, 𝑏]� �� ��
 �� ������ ���� ��� ��� �� �����
��
������
�� �
� ��������� ��
����
 ��� �� ����� ���
������
,�� ����� 𝒫𝒞(𝑎, 𝑏;R𝑛; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑞) �� ��������� � ������ �� Reg([𝑎, 𝑏],R𝑛)�

,�� ����� �� ��������
��
���� ��������� ��
����
� ��� ���
 ���� �� ����� ����
��������� ��
����
�� ������
���� �������
� ���� ��� ������� 3�����5�� �
�����
�
�������
� ����� �� ��
����
� ����� ��
 �� ������ ��� ��� ��
����
� �� ���
���
��������
�

!
 ����� �� �
��������� 
������������ �� �������
�� �� ��
 ���� �� ��
�������
��� �������
� �������� ���� 3
5 ��� ���� �
��������
�� ��� 𝐼1 �
� 𝐼2 �� ���
�
������� �� R ��
��� �� �
�
����� �
� 𝜃1 = {𝜃1

𝑖 }𝑖 �
� 𝜃2 = {𝜃2
𝑖 }𝑖 ��� ��������

�
������
� �����
��� �� ���� 
������� ���� ��� �
����� 𝑖 ��
��
� ���� � ������
�� Z� ������������ ������� ���� �� 𝑗 ∈ {1, 2}� ���
 ���� 𝜃𝑗 �� �
��� �� �
�
���
���� |𝜃𝑗𝑖 | ���
� �� ∞ �� |𝑖| ���� �� ∞� ,��������� �� ����

���
����
 
�	�� $�� 𝜀 > 0 �
� 𝑥𝑗 : 𝐼𝑗 −→ R𝑛 �� ��
����
�� 𝑗 ∈ {1, 2}� ����
���� 𝑥𝑗 �� ���� ��
��
���� ��� ��� 𝑡 ∈ 𝐼𝑗 � ��
��
���� ������ �
 ��� �����
�� �� 𝜃𝑗 �
�
� ����� ����� 𝑥𝑗((𝜃𝑗𝑖 )+)� /� ��� ���� 𝑥1 �
� 𝑥2 ��� 𝜀���������
� ��

	� ��� ������� �� ��� ��������� ������
�� �� 𝐼1 �
� 𝐼2 �� ���� ���
 𝜀� ���� ���

meas((𝐼1 ∖ 𝐼2) ∪ (𝐼2 ∖ 𝐼1)) < 𝜀,


� |𝜃1
𝑖 − 𝜃2

𝑖 | < 𝜀 ��� ����� 𝑖�

�� �� 𝑡 ∈ 𝐼1 ∩ 𝐼2 �
� 𝑡 /∈ ̂[𝜃1
𝑖 , 𝜃

2
𝑖 ]� ���
 ‖𝑥1(𝑡) −𝑥2(𝑡)‖ < 𝜀� ����� ̂︂[𝑎, 𝑏] ��
����

��� �
������ [𝑎, 𝑏] �� 𝑎 ≤ 𝑏 �
� ��� �
������ [𝑏, 𝑎] �� 𝑏 < 𝑎�

/��� ���� ���
����
� �� �� �������� �� ��
������ 
������������ �� � ��
����
�

���
����
 
�		� $�� 𝑥1 �
� 𝑥2 �� �
 ��� �������� ���
����
 �
� 𝜀 > 0� ,��
��
����
 𝑥2 �� ���� �� �� �
 ��� 𝜀�
����������� �� 𝑥1 �� �
� �� ��� �������
�
��
�����
� �����

• ����� ������ �
 ����
���
 �� 𝑥2 �� ��� �
������ 𝐼1 ���� ���� ���� ����
���

�
� 𝑥1 ��� 𝜀���������
��

• ��� ����������
 �� 𝑥2 �� ��� �
������ 𝐼1 �
� 𝑥1 ��� 𝜀���������
��


�



!�������� ������
���� �������
�

,��� ���
����
 ������� ���� ��� 𝜀���������
� ��
����
�� ���
 𝜀 �� ������ ����
�����
��
���� ���
�� ����� ��� ������ /��� ����� ���
����
�� �� �� �������� ��
��
������ � �������� ��� ��� ��� �� ��������� ��
��
���� ��
����
��
��
����� �
 +�����
 
�� �� ���� ��� ��� ����� �� ��
����
� 𝒞𝒥 𝑞[𝑎, 𝑏]� ����

��
������� �
 3��5� /� ���
�

𝒞𝒥 𝑞[𝑎, 𝑏] := 𝒞([𝑎, 𝑏],R𝑛) × ((𝑎, 𝑏) × R𝑛)𝑞.

!� ��� ��� �������
� �
�����������
� ��� ���� �����
� (𝑥, (𝑙1, 𝑣1), . . . , (𝑙𝑞, 𝑣𝑞)) �

𝒞𝒥 𝑞[𝑎, 𝑏]� �� ��
����� ��� ��
����
 𝑥̃ ����
 ��

𝑥̃(𝑡) :=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥(𝑡), 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑙𝜋(1),

𝑥(𝑡) + 𝑣𝜋(1) + · · · + 𝑣𝜋(𝑗), 𝑙𝜋(𝑗) < 𝑡 ≤ 𝑙𝜋(𝑗+1), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞 − 1},
𝑥(𝑡) + 𝑣𝜋(1) + · · · + 𝑣𝜋(𝑞), 𝑙𝜋(𝑞) < 𝑡 ≤ 𝑏,

���� 𝜋 � ����������
 �� {1, . . . , 𝑞} ���� ���� 𝑙𝜋(𝑗) ≤ 𝑙𝜋(𝑗+1)� ,���� �� � ������
���
��
�� ������
 ��
����
� ���
�� �
 [𝑎, 𝑏] ����� ���� 𝑞 	���� �
� �����
��
�� 𝒞𝒥 𝑞[𝑎, 𝑏]�

/� ������
 ������� ���������
� �
 ����� �� ����� ������
�� ���
���
�� /�
���� ��
����� ��� ��
���� ������{︃

𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)), 𝑡 ̸= 𝜏𝑗(𝑥(𝑡)),
Δ𝑥(𝑡) = 𝐼𝑗(𝑥(𝑡)), 𝑡 = 𝜏𝑗(𝑥(𝑡)).

/� ���� ������ ����
��	� 𝑓 : [𝑎, 𝑏] × R𝑛 −→ R𝑛 �� � ��
��
���� ��
����
 �
� ������� $�������� �


��� ����
� ��������� �
� ��� ��� �������
� �� 𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)) ����� ��� ���
𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]�

��
� 𝐼𝑗 : R𝑛 −→ R𝑛 �� � ��
��
���� ��
����
 ��� ���� 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞}�

���� 𝜏𝑗 : R𝑛 −→ R� 𝜏𝑗 ∈ 𝒞1(R𝑛,R)� �
� 𝜏𝑗(𝑥) ∈ (𝑎, 𝑏) ��� ��� 𝑥 ∈ R𝑛 ��� ����
𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞}�

-
��� ����� ��
���� ���������� ��	������� ��� �������
�

𝑡 = 𝜏𝑗(𝑥(𝑡)) �
���

����� ����� ���� ���� ���
 �
� �������
� /� ������ ��� �������
� �������
��
��
�����
� �� ����� ���� ��������
�
���� ������ ���� ��� ��
����
� 𝜏𝑗 ��������

𝜏𝑗(𝑥) < 𝜏𝑗+1(𝑥) ��� 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞 − 1}, 𝑥 ∈ R𝑛,
𝜏𝑗(𝑥+ 𝐼𝑗(𝑥)) ≤ 𝜏𝑗(𝑥) < 𝜏𝑗+1(𝑥+ 𝐼𝑗(𝑥)) ��� 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞 − 1}, 𝑥 ∈ R𝑛,
𝜏𝑞(𝑥+ 𝐼𝑞(𝑥)) ≤ 𝜏𝑞(𝑥) ��� 𝑥 ∈ R𝑛,
∃𝑀 > 0 : ‖𝐷𝜏𝑗(𝑥)‖ ≤ 𝑀 ��� 𝑥 ∈ R𝑛.


�




�
� !������� �� ���� �����

��
� ,���� ������ 𝛼 < 1 ���� 𝐷𝜏𝑗(𝑥) · 𝑓(𝑡, 𝑥) ≤ 𝛼 ��� ����� (𝑡, 𝑥) ∈ [𝑎, 𝑏] × R𝑛
�
� 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞}�

/� ���� ��� �������
� �������

,������ 
�	
� !� ��	����
� ���� �
� 𝑥 : [𝑎, 𝑏] −→ R𝑛 �� � �������
 �� �
����
���
 𝑥 ����� ���� ������� 𝜎𝑗 ������� �
���

%��� �
��������
 �
 ��������� ������
���� �������
� �
� ���� �� ��� ������
�����
� ��
 �� ���
� �
 3	� �� ��� ��� 	��� 		�� 		�5�


�
 !������� �� ���� �����

!
 ���� ������
� �� ��� ���
� �� ���
 ��� �������
� ��� ������
� ��������� ���
����
����� �������� ���� �������� �� ���� ������ ��� ��� ����� ������
� 𝑇 �� ���
�
�� �� � �������� 
����� �
� 𝑡1, . . . , 𝑡𝑞 ��� ���
� �� ��
��� ��� ��������� ������
���� 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑞 < 𝑡𝑞+1 = 𝑇 �

/� ����� ���� ��� �������
� ���� ����� ������� ���� ��
����������

𝑥′(𝑡) = − 1
(𝑥(𝑡))𝛼 + 𝑒(𝑡) �
���

���� ��������
Δ𝑥(𝑡𝑗) = 𝐼𝑗(𝑥(𝑡𝑗)), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞}. �
���

 ���� 𝛼 �� � �������� ���� 
������ ��� ��
����
� 𝑒, 𝐼𝑗 : R −→ R ��� ��
��
����
�
� 𝑒 �� ���� � �������� ��
����
 ���� ������ 𝑇 � (������� ���� ��
����������
���� ���
 ������ ������� �
� ���� �������� ����������
� 3		�5� !
 �����������
���� ������� ��� ��
������� �
 3��5�
'�� ��	������ �� �� ���
 ��� ��������� 𝑇 ��������� �������
� �� �
�����
����

,�� ������
���� �������
 �
��� ����� ���� 
� �������� �������
� ��� ������ ��
��
� 𝑒 ≡ 0� �� ��� �������
� ��� ��������
���  ������� ���� ��� �
���������
 ��
��������� ��� ��������
 ����� ���
���
/� ��� ���
� �� ������ �
�����
��� �� � ���
���� ����� ��������  �������

�� ���� ��
����� � �������� ���� ��
���� ��������
� /� ��
�⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥′(𝑡) = −𝑔(𝑥(𝑡)) + 𝑒(𝑡), 𝑡 ̸= 𝑡𝑗 ,

Δ𝑥(𝑡𝑗) = 𝐼𝑗(𝑥(𝑡𝑗)), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞},
𝑥(0) = 𝑥(𝑇 ),

�
�	��

���� 𝑔 : (0,∞) −→ (0,∞) � ��
��
���� �
� ��	������ ��
����
 ���� ����

lim
𝑥→0+

𝑔(𝑥) = +∞ �
� lim
𝑥→∞

𝑔(𝑥) = 0.

��



!�������� ������
���� �������
�

/� ���� ��� ,������ 	��	 �
 ����� �� ����� ��� ������
�� �� �������
� ��� �
�	���
/� ��
����� 𝑋 �� ��� ��
��� ����� ����
 ��

𝑋 = {𝑥 ∈ 𝒫𝒞(0, 𝑇 ;R; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑞) : 𝑥(0) = 𝑥(𝑇 )}

���� ��� �������� 
���� �
� ��� ��
��� ����� 𝑍 = 𝑋 × R𝑞 ���� ��� �����
������� 
���� ���� ���

‖𝑧‖𝑍 = ‖(𝑥, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞)‖𝑍 = ‖𝑥‖𝑋 + |(𝑎1, . . . , 𝑎𝑞)|,

���� |·| � 
��� �� R𝑞� /� ���� 
�� ����� ��� ��������� �
 ‖·‖𝑋 
�� �
 ‖·‖𝑍 �
/� ���� ��
����� ��� ��
��� ��� 𝐿 : Dom(𝐿) ⊂ 𝑋 −→ 𝑍 �
� ��� 
�
��
���

��� 𝑁 : Dom(𝑁) ⊂ 𝑋 −→ 𝑍 ����
 ��

𝐿𝑥(𝑡) = (𝑥′(𝑡),Δ𝑥(𝑡1), . . . ,Δ𝑥(𝑡𝑞)),
𝑁𝑥(𝑡) = (−𝑔(𝑥(𝑡)) + 𝑒(𝑡), 𝐼1(𝑥(𝑡1)), . . . , 𝐼𝑞(𝑥(𝑡𝑞))) .

/� ���� ���� 𝐿 �� � ��
��� ���� Dom(𝐿) �� � ������ �� 𝒫𝒞1(0, 𝑇 ;R; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑞)∩𝑋�
�
�

Dom(𝑁) = {𝑥 ∈ 𝑋 : min{𝑥(𝑡) : 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]} > 0}.

(���������
 
�	�� ,�� ��
��� ��� 𝐿 �� � �������� ��� �� �
��� 0�

(����� /� 
��� �� ����� ���� Ker(𝐿) �
� coker(𝐿) ���� ��� ���� �
��� ����
�
���
 �
� ���� Im(𝐿) �� � ������ ������ �� 𝑍� !� �� ���� �� ����� ����

Ker(𝐿) = {𝑥 ∈ 𝑋 : ∃ 𝑐 ∈ R ���� 𝑥(𝑡) = 𝑐 ��� ����� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]},

Im(𝐿) =

⎧⎨⎩(𝑥, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞) ∈ 𝑍 :
∫︁ 𝑇

0
𝑥(𝑡) 𝑑𝑡+

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗 = 0

⎫⎬⎭ .

,��� ������� ���� dim(Ker(𝐿)) = 1� codim(Im(𝐿)) = 1� �
� ���� Im(𝐿) �� �
������ ������ �� 𝑍�

�� � ��
�����
��� ����� ����� ��� ��
��
���� ���	������ 𝑃 : 𝑋 −→ 𝑋 �
�
𝑄 : 𝑍 −→ 𝑍 ���� ���� ��� �������
� �����
�� �� ������

𝑋 ���(𝐿) 𝑍 𝑍.𝑃 𝐿 𝑄 �
�		�

!
 ���� ����� �� ��
 ��
�� ��� �
� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]�

𝑃𝑥(𝑡) = 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑥(𝑠) 𝑑𝑠 �
�	
�

�	




�
� !������� �� ���� �����

�
�

𝑄(𝑥, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞)(𝑡) =

⎛⎝ 1
𝑇

⎛⎝∫︁ 𝑇

0
𝑥(𝑠) 𝑑𝑠+

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗

⎞⎠ , 0, . . . , 0

⎞⎠ . �
�	��

&��� ���� ��� ��
����
 𝑃𝑥 �
� ��� ���� �����
�
� �� 𝑄(𝑥, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞) ���
��
���
� ��
����
��

(���������
 
�	�� ,�� ���� 𝑃 �
� 𝑄 ���
�� �� �
�	
� �
� �
�	�� ��� ��
�
��
���� ���	������� �
� ��� �����
�� �
�		� �� ������

(����� !� �� ������� ���� 𝑃 �
� 𝑄 ��� ���� ��
��� ����� ������������ �� ����

‖𝑃𝑥‖ =

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑥(𝑠) 𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 1

𝑇
‖𝑥‖𝑇 = ‖𝑥‖

�
�

(𝑃 (𝑃𝑥))(𝑡) = 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
(𝑃𝑥)(𝑠) 𝑑𝑠 = 1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑥(𝑢) 𝑑𝑢 𝑑𝑠

= 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑥(𝑢) 𝑑𝑢 = (𝑃𝑥)(𝑡)

��� �
� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]� �� 𝑃 �� ��
��
���� �
� 𝑃 2 = 𝑃 � /� ����� 
��� ����
Im(𝑃 ) = Ker(𝐿)�

• ,�
� 𝑦 ∈ Im(𝑃 )� ���
 ����� ������ 𝑥 ∈ 𝑋 ���� ����

𝑦(𝑡) = 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑥(𝑠) 𝑑𝑠.

�� 𝑦 �� � ��
���
� ��
����
� ���
 𝑦′(𝑡) = 0 ��� ��� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] �
� Δ𝑦(𝑡𝑗) = 0
��� 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞}� ,��������� 𝐿𝑦 = (0, 0, . . . , 0)� �� 𝑦 ∈ Ker(𝐿)�

• ,�
� 𝑦 ∈ Ker(𝐿)� ,��
 𝑦′(𝑡) = 0 ��� ��� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] �
� Δ𝑦(𝑡𝑗) = 0 ���
����� 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞}� ,��� ������� ���� 𝑦 �� � ��
���
� ��
����
� ��� ���

𝑃𝑦 = 𝑦� �� 𝑦 ∈ Im(𝑃 ) �

/� ��
����� ��� ��� 𝑄� ,��


‖𝑄(𝑥, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞)‖ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁ 𝑇

0
𝑥(𝑠) 𝑑𝑠+ 1

𝑇

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ ‖𝑥‖ + 1

𝑇

𝑞∑︁
𝑗=1

|𝑎𝑗 |

≤ ‖𝑥‖ + 1
𝑇
𝛼 |𝑎| ≤ 𝛼̃‖(𝑥, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞)‖,

�




!�������� ������
���� �������
�

����� 𝛼 ����� ���� ��� ���� ���� ����� 
��� �
 R𝑞 �� ��������
�� ,�� ����
������
��� �� 𝑄(𝑄(𝑥, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞)) ��

1
𝑇

∫︁ 𝑇

0

⎛⎝ 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑥(𝑢) 𝑑𝑢+ 1

𝑇

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗

⎞⎠ 𝑑𝑠+
𝑞∑︁
𝑗=1

0

= 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑥(𝑢) 𝑑𝑢+ 1

𝑇

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗 ,

����� �� ����� �� ��� ���� ������
��� �� 𝑄(𝑥, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞)� ,��� ������� ���� 𝑄 ��
��
��
���� �
� 𝑄2 = 𝑄� ��
����� �� ����
 ���� Im(𝐿) = Ker(𝑄)�

• ,�
� (𝑦, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞) ∈ Im(𝐿)� ,��� ������� ���� ����� ������ 𝑥 ∈ 𝑋 ����
���� 𝐿𝑥 = (𝑦, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞)� ,��������� 𝑦(𝑡) = 𝑥′(𝑡) �
� Δ𝑥(𝑡𝑗) = 𝑎𝑗 � ,��
���� ������
��� �� 𝑄𝐿𝑥 ��

1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑥′(𝑢) 𝑑𝑢+ 1

𝑇

𝑞∑︁
𝑗=1

Δ𝑥(𝑡𝑗)

= 1
𝑇

⎛⎝−𝑥(0) +
𝑞∑︁
𝑗=1

−Δ𝑥(𝑡𝑗) + 𝑥(𝑇 ) +
𝑞∑︁
𝑗=1

Δ𝑥(𝑡𝑗)

⎞⎠
= 𝑥(𝑇 ) − 𝑥(0)

𝑇
= 0.

,��� ������� ���� 𝑄𝐿𝑥 = (0, 0, . . . , 0)� �� (𝑦, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞) ∈ Ker(𝑄)�

• ,�
� (𝑦, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞) ∈ Ker(𝑄)� ,��
 �� ���� ����

1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑦(𝑠) 𝑑𝑠+ 1

𝑇

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗 = 0.

��
����� ��� ��
����
 𝑥 ���
�� ��

𝑥(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0
𝑦(𝑠) 𝑑𝑠+

∑︁
𝑡𝑗<𝑡

𝑎𝑗 .

,��
 𝑥′(𝑡) = 𝑦(𝑡) �
� Δ𝑥(𝑡𝑗) = 𝑎𝑗 ��� 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞}� ,��������� �� ����
���� 𝑥 ∈ 𝒫𝒞(0, 𝑇 ;R; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑞)� %�������� 𝑥(0) = 0 �
�

𝑥(𝑇 ) =
∫︁ 𝑇

0
𝑦(𝑠) 𝑑𝑠+

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗 = 0.

,��������� 𝑥 ∈ 𝑋� �� 𝐿𝑥 = (𝑦, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞)�

��




�
� !������� �� ���� �����

,��� ������� ���� ��� ��� 𝐿|Dom(𝐿)∩Ker(𝑃 ) : Dom(𝐿) ∩ Ker(𝑃 ) −→ Im(𝐿)
�� �
��������� �� �� ��
 ��
����� ��� �
����� 𝐾𝑃 : Im(𝐿) −→ Dom(𝐿) ∩ Ker(𝑃 )�
����� �� ����
 ��

𝐾𝑃 (𝑥, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞)(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0
𝑥(𝑠) 𝑑𝑠+

∑︁
0<𝑡𝑗<𝑡

𝑎𝑗

− 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑠

0
𝑥(𝑢) 𝑑𝑢 𝑑𝑠−

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗
𝑇 − 𝑡𝑗
𝑇

.

(���������
 
�	
� ,�� ��� 𝐾𝑃 �� ��
��
�����

(����� !� �� ����� ���� 𝐾𝑃 �� � ��
��� ���� ��� (𝑥, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞)� !� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]�

|𝐾𝑃 (𝑥, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞)(𝑡)|

≤
∫︁ 𝑡

0
|𝑥(𝑠)| 𝑑𝑠+

𝑞∑︁
𝑗=1

|𝑎𝑗 | + 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑠

0
|𝑥(𝑢)| 𝑑𝑢 𝑑𝑠+

𝑞∑︁
𝑗=1

|𝑎𝑗 |
𝑇 − 𝑡𝑗
𝑇

≤ ‖𝑥‖𝑡+ 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑠‖𝑥‖ 𝑑𝑠+ 2

𝑞∑︁
𝑗=1

|𝑎𝑗 | ≤ ‖𝑥‖𝑡+ ‖𝑥‖𝑇
2 + 2

𝑞∑︁
𝑗=1

|𝑎𝑗 |

≤ ‖𝑥‖3𝑇
2 + 2

𝑞∑︁
𝑗=1

|𝑎𝑗 | ≤ 3𝑇
2 ‖𝑥‖ + 2𝛼|𝑎| ≤ 𝛼̃‖(𝑥, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞)‖.

,��� ������� ���� ‖𝐾𝑃 (𝑥, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞)‖ ≤ 𝛼̃‖(𝑥, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞)‖� �� �� ��
 ��
�����
���� 𝐾𝑃 �� ��
��
�����

/� ��� ���
� �� ���
 ��� �������
� �� �
�	�� �
 ���
 �
� ���
��� ���� ����
��

Ω𝑐2
𝑐1

:= {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑐1 < min{𝑥(𝑡) : 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]} ≤ max{𝑥(𝑡) : 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]} < 𝑐2},

���� 0 < 𝑐1 < 𝑐2� !
 ����� �� ����� ,������ 	��	� �� 
��� �� ����� ���� 𝑁 ��
�
 𝐿�������� �
 Ω𝑐2

𝑐1
�

(���������
 
�	�� ,�� ��� 𝑁 �� 𝐿�������� �
 Ω𝑐2
𝑐1
�

(����� ��� ����������� �� ���� ��
��� Ω = Ω𝑐2
𝑐1
� /� ������ ��� ����� �
�� ���

������

+��� 	� 𝑁(Ω) �
� 𝑄𝑁(Ω) ��� ���
��� ������� �� 𝑍�
/� ���� ���� 𝑁𝑥(𝑡) = (−𝑔(𝑥(𝑡)) + 𝑒(𝑡), 𝐼1(𝑥(𝑡1)), . . . , 𝐼𝑞(𝑥(𝑡𝑞)))� ��

|−𝑔(𝑥(𝑡)) + 𝑒(𝑡)| ≤ |𝑒(𝑡)| + |𝑔(𝑥(𝑡))| ≤ 𝐶0,

��



!�������� ������
���� �������
�

������� 𝑔|[𝑐1,𝑐2] �� ��
��
���� �
� 𝑒 �� ��
��
���� �
� ��������� %�������� ���
��
����
� 𝐼𝑗 |[𝑐1,𝑐2] ��� ���
���� �� �� ���� ���� ����� ������ 𝐶𝑗 > 0 ���� ����

|𝐼𝑗(𝑥(𝑡𝑗))| ≤ 𝐶𝑗 .

/� ��
 ��
����� ���� 𝑁(Ω) �
� 𝑄𝑁(Ω) ��� ���� ���
����

+��� 
� !� ̃︀Ω �� � ���
��� ������ �� 𝑍� ���
 𝐾𝑃 (̃︀Ω) �� ���������� ��������
/� ��� ���
� �� ����� ���� 𝐾𝑃 (̃︀Ω) �� ���������� ��������

• ‖𝐾𝑃 (𝑥, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞)‖ ≤ 𝛼̃‖(𝑥, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞)‖ ≤ 𝑀 � ������� ̃︀Ω �� ���
����

• �� ̃︀Ω �� ���
���� ���
 ����� ������ 𝑐 > 0 ���� ����

‖(𝑥, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞)‖ ≤ 𝑐,

�� ‖𝑥‖ ≤ 𝑐� ��� 𝜀 > 0 �
� ��
� 𝛿 < 𝜀/𝑐� !� 𝑦 ∈ 𝐾𝑃 (̃︀Ω)� ���
 ����� ������
(𝑥, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞) ���� ���� 𝑦 = 𝐾𝑃 (𝑥, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑞)� ��� �
� 𝑡, 𝑠 ∈ (𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1)
���� |𝑡− 𝑠| < 𝛿 �
� 𝑗 ∈ {0, . . . , 𝑞}� �� ����

|𝑦(𝑡) − 𝑦(𝑠)| =
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

𝑠

𝑥(𝑢) 𝑑𝑢
⃒⃒⃒⃒

≤ ‖𝑥‖ · |𝑡− 𝑠| ≤ 𝑐 · |𝑡− 𝑠| < 𝜀.

,��� ������� ���� 𝐾𝑃 (̃︀Ω) �� � ������������
��
���� ����

,��������� 𝐾𝑃 (̃︀Ω) �� � ���������� ������� ���� �� ,������ 
�
�

/� �
������� ��� �������
� �����������

��	� ,���� ����� 𝑚𝑗 ,𝑀𝑗 ∈ R ���� ���� 𝑚𝑗 ≤ 𝐼𝑗(𝑠) ≤ 𝑀𝑗 ��� ��� 𝑠 > 0�

��
� 0 < (𝑚1 + · · · +𝑚𝑞) +
∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡�

���� !� ̃︁𝑀𝑗 = max{|𝑀𝑗 |, |𝑚𝑗 |}� ���


𝑔−1

(︃
𝑀1 + · · · +𝑀𝑞

𝑇
+ 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡

)︃

>

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0
|𝑒(𝑡)| 𝑑𝑡+

𝑞∑︁
𝑗=1

(𝑀𝑗 + ̃︁𝑀𝑗).

$���� 
�	�� +������ ����  ��������� ��	������ ����� ,��
 ����� ����� ���
��
���
�� 𝐴1 �
� 𝐴2 ���� ���� 0 < 𝐴2 ≤ 𝑥(𝑡) ≤ 𝐴1 ��� ��� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]� ����
𝜆 ∈ (0, 1) �
� 𝑥 � �������
 �� 𝐿𝑥 = 𝜆𝑁𝑥� %�������� 𝐴1 �
� 𝐴2 �� 
�� ����
�
�
 𝜆�

�





�
� !������� �� ���� �����

(����� $�� 𝑥 �� � �������� �������
 �� 𝐿𝑥 = 𝜆𝑁𝑥 ��� ���� 𝜆 ∈ (0, 1)� ,��
{︃
𝑥′(𝑡) = −𝜆𝑔(𝑥(𝑡)) + 𝜆𝑒(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑡 ̸= 𝑡𝑗 ,

Δ𝑥(𝑡𝑗) = 𝜆𝐼𝑗(𝑥(𝑡𝑗)), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞}.

!
�������
� ���� [0, 𝑇 ] �� �����
∫︁ 𝑇

0
𝑥′(𝑡) 𝑑𝑡 = −𝜆

∫︁ 𝑇

0
𝑔(𝑥(𝑡)) 𝑑𝑡+ 𝜆

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡. �
�	��

,�� ���� �
������ ��

∫︁ 𝑇

0
𝑥′(𝑡) 𝑑𝑡 =

𝑞+1∑︁
𝑗=1

∫︁ 𝑡−
𝑗

𝑡+
𝑗−1

𝑥′(𝑡) 𝑑𝑡 =
𝑞+1∑︁
𝑗=1

𝑥(𝑡−𝑗 ) − 𝑥(𝑡+𝑗−1)

= −𝑥(0) −
𝑞∑︁
𝑗=1

(𝑥(𝑡+𝑗 ) − 𝑥(𝑡−𝑗 )) + 𝑥(𝑇 )

= −𝜆
𝑞∑︁
𝑗=1

𝐼𝑗(𝑥(𝑡𝑗)).

�
�	
�

���� �������
� �
�	�� �
� �
�	
� �� �����


−𝜆
𝑞∑︁
𝑗=1

𝐼𝑗(𝑥(𝑡𝑗)) = −𝜆
∫︁ 𝑇

0
𝑔(𝑥(𝑡)) 𝑑𝑡+ 𝜆

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡,

=⇒
∫︁ 𝑇

0
𝑔(𝑥(𝑡)) 𝑑𝑡 =

𝑝∑︁
𝑗=1

𝐼𝑗(𝑥(𝑡𝑗)) +
∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡. �
�	��

,��������� �
�	�� ������� ����

0 < (𝑚1+· · ·+𝑚𝑞)+
∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 ≤

∫︁ 𝑇

0
𝑔(𝑥(𝑡)) 𝑑𝑡 ≤ (𝑀1+. . .+𝑀𝑞)+

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡,

�� ��	� �
� ��
�� ,��������� �� ��� �� ��� ���
 ����� ������� ���� �����
����� 𝜉, 𝜂 ∈ [0, 𝑇 ] ∖ {𝑡1, . . . , 𝑡𝑞} ���� ����

𝑇𝑔(𝑥(𝜉)) ≤ (𝑀1 + · · · +𝑀𝑞) +
∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡,

𝑇𝑔(𝑥(𝜂)) ≥ (𝑚1 + · · · +𝑚𝑞) +
∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡.

��



!�������� ������
���� �������
�

%��������

𝑥(𝜉) ≥ 𝑔−1

(︃
𝑀1 + · · · +𝑀𝑞

𝑇
+ 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡

)︃
, �
�	��

𝑥(𝜂) ≤ 𝑔−1

(︃
𝑚1 + · · · +𝑚𝑞

𝑇
+ 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡

)︃
. �
�	��

,��
� ���� ��	� �
� �
�	��� �� �����
∫︁ 𝑇

0
|𝑥′(𝑡)| 𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑇

0
𝜆 |−𝑔(𝑥(𝑡)) + 𝑒(𝑡)| 𝑑𝑡 = 𝜆

∫︁ 𝑇

0
|𝑒(𝑡) − 𝑔(𝑥(𝑡))| 𝑑𝑡

≤
∫︁ 𝑇

0
[|𝑒(𝑡)| + 𝑔(𝑥(𝑡))] 𝑑𝑡 ≤

∫︁ 𝑇

0
|𝑒(𝑡)| 𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0
𝑔(𝑥(𝑡)) 𝑑𝑡

=
∫︁ 𝑇

0
|𝑒(𝑡)| 𝑑𝑡+

𝑞∑︁
𝑗=1

𝐼𝑗(𝑥(𝑡𝑗)) +
∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡

≤ (𝑀1 + · · · +𝑀𝑞) +
∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0
|𝑒(𝑡)| 𝑑𝑡. �
�	��

/� ���� ����� ��� 𝑡, 𝑠 ∈ [0, 𝑇 ] ∖ {𝑡1, . . . , 𝑡𝑞}�∫︁ 𝑡

𝑠

𝑥′(𝑢) 𝑑𝑢 = 𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑠) −
∑︁

𝑠<𝑡𝑗<𝑡

Δ𝑥(𝑡𝑗)

�� 𝑡 > 𝑠� � ������� ������ ����� �� 𝑠 < 𝑡�
'
 ��� �
� ��
�� ��
� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] ∖ {𝑡1, . . . , 𝑡𝑞}� �
� ������� ���� 𝜂 < 𝑡�

�������
� �
�	�� �
� �
�	�� ����� ����∫︁ 𝑡

𝜂

𝑥′(𝑢) 𝑑𝑢 = 𝑥(𝑡) − 𝑥(𝜂) −
∑︁

𝜂<𝑡𝑗<𝑡

Δ𝑥(𝑡𝑗)

=⇒ 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝜂) +
∑︁

𝜂<𝑡𝑗<𝑡

Δ𝑥(𝑡𝑗) +
∫︁ 𝑡

𝜂

𝑥′(𝑢) 𝑑𝑢

=⇒ |𝑥(𝑡)| ≤ |𝑥(𝜂)| +
𝑞∑︁
𝑗=1

|Δ𝑥(𝑡𝑗)| +
∫︁ 𝑇

0
|𝑥′(𝑢)| 𝑑𝑢.

,��� ������� ����

|𝑥(𝑡)| ≤ |𝑥(𝜂)| +
𝑞∑︁
𝑗=1

|Δ𝑥(𝑡𝑗)| +
∫︁ 𝑇

0
|𝑥′(𝑢)| 𝑑𝑢

��




�
� !������� �� ���� �����

≤ 𝑔−1

(︃
𝑚1 + · · · +𝑚𝑞

𝑇
+ 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡

)︃
+
(︁̃︁𝑀1 + · · · + ̃︁𝑀𝑞

)︁
+ (𝑀1 + · · · +𝑀𝑞) +

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0
|𝑒(𝑡)| 𝑑𝑡

= 𝐴1 < ∞.

/� ���� � ������� ������ �� 𝑡 < 𝜂�
'
 ��� ����� ��
�� ��
� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] ∖ {𝑡1, . . . , 𝑡𝑞}� �
� ������� 𝜉 < 𝑡� /� ����

���� �������
� �
�	��� �
�	��� �
� ���� ����� ����∫︁ 𝑡

𝜉

𝑥′(𝑢) 𝑑𝑢 = 𝑥(𝑡) − 𝑥(𝜉) −
∑︁

𝜉<𝑡𝑗<𝑡

Δ𝑥(𝑡𝑗)

=⇒ 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝜉) +
∑︁

𝜉<𝑡𝑗<𝑡

Δ𝑥(𝑡𝑗) +
∫︁ 𝑡

𝜉

𝑥′(𝑢) 𝑑𝑢.

,��������� �� ���� ����

|𝑥(𝑡)| ≥ |𝑥(𝜉)| −
𝑞∑︁
𝑗=1

|Δ𝑥(𝑡𝑗)| −
∫︁ 𝑇

0
|𝑥′(𝑢)| 𝑑𝑢

≥ 𝑔−1

(︃
𝑀1 + · · · +𝑀𝑞

𝑇
+ 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡

)︃
−
(︁̃︁𝑀1 + · · · + ̃︁𝑀𝑞

)︁
− (𝑀1 + · · · +𝑀𝑞) −

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡−

∫︁ 𝑇

0
|𝑒(𝑡)| 𝑑𝑡

= 𝐴2 > 0.

/� ���� � ������� ������ �� 𝑡 < 𝜉�

,������ 
�	�� +������ ���� ���  ��������� ��	������ ��� ��������� ,��

��� ���
���� ����� ������� ���� �������� �
�	�� ��� �� ����� �
� �������
�

(����� ��� ����������� �� ��
��� Ω = Ω𝐴1+𝜎1
𝐴2−𝜎2

� ���� ���

Ω = {𝑥 ∈ 𝑋 : min{𝑥(𝑡) : 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]} > 𝐴2 − 𝜎2, 𝐴2 − 𝜎2 < ‖𝑥‖ < 𝐴1 + 𝜎1},

���� 0 < 𝜎2 < 𝐴2 �
� 𝜎1 > 0� �� ��� �����
�� �� Ω ��� �������� ��
����
�� /�
���� ������� ������ ���� 𝑁 �� 𝐿�������� �
 Ω �(���������
 
�	��� %��������
�� ���� ����

𝐿𝑥 = 𝜆𝑁𝑥 =⇒ 𝐴2 ≤ 𝑥(𝑡) ≤ 𝐴1 ��� ����� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] =⇒ 𝑥 /∈ 𝜕Ω,

��



!�������� ������
���� �������
�

���� $���� 
�	�� /� ��
����� 𝐽 : (𝑏, 0, . . . , 0) ∈ Im(𝑄) −→ 𝑏 ∈ Ker(𝐿) �

������������ /� ���� �� ����� ���� 𝑄𝑁𝑥 ̸= 0 ��� 𝑥 ∈ 𝜕Ω ∩ Ker(𝐿) �
�
deg𝐵(𝐽𝑄𝑁,Ω ∩ Ker(𝐿), 0) ̸= 0�
,�
� 𝑥 ∈ Ker(𝐿) ���� 𝑄𝑁𝑥 = 0� /� ���� �� ����� ���� 𝑥 /∈ 𝜕Ω�

𝑄𝑁𝑥 = 0 =⇒ 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
[−𝑔(𝑥(𝑡)) + 𝑒(𝑡)] 𝑑𝑡+ 1

𝑇

𝑞∑︁
𝑗=1

𝐼𝑗(𝑥(𝑡𝑗)) = 0, �
�
��

𝑥 ∈ Ker(𝐿) =⇒ 𝑥 ��
���
� =⇒ 𝑥(𝑡) = 𝑥(0) ��� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. �
�
	�

,��������� �������
� �
�
�� �
� �
�
	� ����� ����

𝑔(𝑥(0)) = 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡+ 1

𝑇

𝑞∑︁
𝑗=1

𝐼𝑗(𝑥(0)).

%��������

1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡+ 1

𝑇
(𝑚1 + · · · +𝑚𝑞) ≤ 𝑔(𝑥(0)),

𝑔(𝑥(0)) ≤ 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡+ 1

𝑇
(𝑀1 + · · · +𝑀𝑞).

-��
� ��� ��
����
 𝑔−1 �� ���

𝑔−1

(︃
1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡+ 1

𝑇
(𝑀1 + · · · +𝑀𝑞)

)︃
≤ 𝑥(0),

𝑥(0) ≤ 𝑔−1

(︃
1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡+ 1

𝑇
(𝑚1 + · · · +𝑚𝑞)

)︃
.

,��� ������� ���� 𝐴2 − 𝜎2 < 𝐴2 ≤ 𝑥(𝑡) ≤ 𝐴1 < 𝐴1 + 𝜎1� �� 𝑥 /∈ 𝜕Ω�
/� ���
���� Ker(𝐿) ∩ Ω ���� ��� �
������ (𝐴2 − 𝜎2, 𝐴1 + 𝜎1) �� R� ,���

������� ����

deg𝐵(𝐽𝑄𝑁,Ω ∩ Ker(𝐿), 0) = deg𝐵(𝜙, (𝑎, 𝑏), 0),

���� (𝑎, 𝑏) = (𝐴2 − 𝜎2, 𝐴1 + 𝜎1) �
� 𝜙 : [𝑎, 𝑏] −→ R ����
 ��

𝜙(𝑥) = −𝑔(𝑥) + 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡+ 1

𝑇

𝑞∑︁
𝑗=1

𝐼𝑗(𝑥).

��




�
� !������� �� ���� �����

/� ���� ����

𝜙(𝑎) = −𝑔(𝑎) + 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡+ 1

𝑇

𝑞∑︁
𝑗=1

𝐼𝑗(𝑎)

≤ −𝑔(𝑎) + 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡+ 1

𝑇
(𝑀1 + · · · +𝑀𝑞)

= −𝑔(𝐴2 − 𝜎2) + 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡+ 1

𝑇
(𝑀1 + · · · +𝑀𝑞)

< −𝑔(𝐴2) + 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡+ 1

𝑇
(𝑀1 + · · · +𝑀𝑞)

< 0,

����� ��� ���� �
�������� ������� ���� $���� 
�	�� %��������

𝜙(𝑏) = −𝑔(𝑏) + 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡+ 1

𝑇

𝑞∑︁
𝑗=1

𝐼𝑗(𝑏)

≥ −𝑔(𝑏) + 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡+ 1

𝑇
(𝑚1 + · · · +𝑚𝑞)

= −𝑔(𝐴1 + 𝜎1) + 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡+ 1

𝑇
(𝑚1 + · · · +𝑚𝑞)

> −𝑔(𝐴1) + 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡+ 1

𝑇
(𝑚1 + · · · +𝑚𝑞)

> 0.

�� � ��
�����
��� �� ���� deg𝐵(𝜙, (𝑎, 𝑏), 0) ̸= 0� /� ��� ,������ 	��	� �� ���
������� �
�	�� ��� � �������� 𝑇 ��������� �������
�

,�� ���� ����� �� ���� ������ ��
 �� ������� �� �������� ���� ��
���� ���
������� ���
���� ����� ��������� ��� �������� ��� �������
� ����
���
 ��
 ��
��
�������� ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡)) + 𝑒(𝑡), 𝑡 ̸= 𝑡𝑗 ,

Δ𝑥(𝑡𝑗) = 𝐼𝑗(𝑥(𝑡𝑗)), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞},
𝑥(0) = 𝑥(𝑇 ),

�
�

�

���� 𝑓 : (0,∞) −→ (𝑎, 𝑏) ��
��
����� 𝑎 ∈ [−∞,+∞)� �
� 𝑏 ∈ (−∞,+∞]� /�
���
� ��� ���� 𝑎 ��
 �� −∞ �� � ���� 
������ �
� 𝑏 ��
 �� +∞ �� �
����

��



!�������� ������
���� �������
�

!� �� ������� ���� �
�

� �
������ �
�	��� �� ������ �� ��
� 𝑓(𝑥) = −𝑔(𝑥)�
𝑎 = −∞� �
� 𝑏 = 0� ,�� ���
����
� �� ��� ������ �
� ��������� ���� �� �����
���� ������ ��� ��� ���� �� ������� ���� ��� ������� ���
��� ������
 𝑓 �
� 𝑔�
%�������� ��� ������ �� ����� ���������� ��� �
��������
/� �
������� ��� �������
� �����������

��	� lim
𝑠→0+

𝑓(𝑠) = 𝑎+ �
� lim
𝑠→∞

𝑓(𝑠) = 𝑏−�

��
� ,���� ����� 𝑚𝑘,𝑀𝑘 ∈ R ���� ���� 𝑚𝑗 ≤ 𝐼𝑗(𝑠) ≤ 𝑀𝑗 ��� ����� 𝑠 > 0�

���� 𝑐1, 𝑐2 ∈ (𝑎, 𝑏)� ����

𝑐1 = −𝑚1 − · · · −𝑚𝑞

𝑇
− 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡,

𝑐2 = −𝑀1 − · · · −𝑀𝑞

𝑇
− 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡.

���� ��� ̃︁𝑀𝑗 = max{|𝑀𝑗 |, |𝑚𝑗 |} �
� 𝑟2 = inf{𝑠 > 0 : 𝑓(𝑠) ≥ 𝑐2}� �� ����� ����

𝑟2 − 2(̃︁𝑀1 + · · · + ̃︁𝑀𝑞) −
∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) + |𝑒(𝑡)| 𝑑𝑡 > 0.

+��� �������� �� ��
����
� 𝑓 ���� ��� �������� ��
�����
� �
�����

𝑓(𝑥) = 𝑥𝛽 − 1
𝑥𝛼
, ���� 𝛼, 𝛽 > 0,

𝑓(𝑥) = log(𝑥),

𝑓(𝑥) = 𝑥 sin
(︂

20
𝑥

)︂
− 1
𝑥
,

𝑓(𝑥) = − 1
𝑥𝛼

− 1
𝑥𝛽
, ���� 𝛼, 𝛽 > 0.

/� ���������� ���������� ��	� �
� ���� �
 ������ 
�
�
,�� �������
� ������ �� �
������� �� $���� 
�	�� /� �
����� ��� ���� �����

��� ��������
����

$���� 
�	�� +������ ����  ��������� ��	������ ��� ��������� ,��
 �����
����� ��� �������� ��
���
�� 𝐴1 �
� 𝐴2 ���� ���� 𝐴2 ≤ 𝑥(𝑡) ≤ 𝐴1 ��� �����
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]� ���� 𝑥 � �������
 �� 𝐿𝑥 = 𝜆𝑁𝑥� 𝜆 ∈ (0, 1)� %�������� ����� ��
���
��
�� 
�� ����
� �
 𝜆�

(����� ,�
� 𝑥 ∈ 𝑋 ���� min{𝑥(𝑡) : 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]} > 0 �
� 𝜆 ∈ (0, 1) ���� ����{︃
𝑥′(𝑡) = 𝜆𝑓(𝑥(𝑡)) + 𝜆𝑒(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑡 ̸= 𝑡𝑗 ,

Δ𝑥(𝑡𝑗) = 𝜆𝐼𝑗(𝑥(𝑡𝑗)), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞}.

�	




�
� !������� �� ���� �����

������ 
�
� ������� �� � ��
����
 𝑓 ���� ���������� ��	� �
� ���� ���������
,�� ��
� ����� ��� ��
����
 𝑓 �� 
�� ������� ���
� ���� �� ��
 ��
� �
� �����
�
 (𝑎, 𝑏) �� ��
� �� �� 
���� ���
� ��
��
�����

/� ���� ���� ∫︁ 𝑇

0
𝑥′(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜆

∫︁ 𝑇

0
𝑓(𝑥(𝑡)) 𝑑𝑡+ 𝜆

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡. �
�
��

%�������� �� ��
 ������

∫︁ 𝑇

0
𝑥′(𝑡) 𝑑𝑡 =

𝑞+1∑︁
𝑗=1

∫︁ 𝑡−
𝑗

𝑡+
𝑗−1

𝑥′(𝑡) 𝑑𝑡

= −𝑥(0) −
𝑞∑︁
𝑗=1

(𝑥(𝑡+𝑗 ) − 𝑥(𝑡−𝑗 )) + 𝑥(𝑇 )

= −𝜆
𝑞∑︁
𝑗=1

𝐼𝑗(𝑥(𝑡𝑗)).

�
�
��

/� ���� ����

−
∫︁ 𝑇

0
𝑓(𝑥(𝑡)) 𝑑𝑡 =

𝑞∑︁
𝑗=1

𝐼𝑗(𝑥(𝑡𝑗)) +
∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡, �
�

�

�




!�������� ������
���� �������
�

���� �������
� �
�
�� �
� �
�
��� /� �����
 ���� �
�

� ����

(𝑚1 + · · · +𝑚𝑞) +
∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 ≤

∫︁ 𝑇

0
−𝑓(𝑥(𝑡)) 𝑑𝑡

≤ (𝑀1 + . . .+𝑀𝑞) +
∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡,

�
�
��

���
�  ��������� ��
�� ,���� ����� 𝜉, 𝜂 ∈ [0, 𝑇 ] ∖ {𝑡1, . . . , 𝑡𝑞} ���� ����

−𝑇𝑓(𝑥(𝜉)) ≤ (𝑀1 + · · · +𝑀𝑞) +
∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡,

−𝑇𝑓(𝑥(𝜂)) ≥ (𝑚1 + · · · +𝑚𝑞) +
∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡.

,��� ������� ���� 𝑓(𝑥(𝜉)) ≥ 𝑐2 �
� 𝑓(𝑥(𝜂)) ≤ 𝑐1� �� ����� ������ 𝑟1, 𝑟2 > 0 ����
𝑥(𝜉) ≥ 𝑟2 �
� 𝑥(𝜂) ≤ 𝑟1� /� ��� ��	� �
� ����� �
� �� ��
 ��
� 𝑟2 �� �

 ��������� ���� �
� 𝑟1 = sup{𝑠 > 0 : 𝑓(𝑠) ≤ 𝑐1}� ��� ��������
��� �
� 𝑡, 𝑠 ∈ [0, 𝑇 ] ∖ {𝑡1, . . . , 𝑡𝑞}� �� ���� ����∫︁ 𝑡

𝑠

𝑥′(𝑢) 𝑑𝑢 = 𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑠) −
∑︁

𝑠<𝑡𝑗<𝑡

Δ𝑥(𝑡𝑗)

�� 𝑡 > 𝑠� � ������� ������ ����� �� 𝑡 < 𝑠�
'
 ��� �
� ��
�� �� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] ∖ {𝑡1, . . . , 𝑡𝑞} �
� 𝜂 < 𝑡� �� ����

𝑥(𝑡) = 𝑥(𝜂) +
∑︁

𝜂<𝑡𝑗<𝑡

Δ𝑥(𝑡𝑗) +
∫︁ 𝑡

𝜂

𝑥′(𝑢) 𝑑𝑢

≤ 𝑟1 +
(︁̃︁𝑀1 + · · · + ̃︁𝑀𝑞

)︁
+
∫︁ 𝑇

0
|𝑥′(𝑢)| 𝑑𝑢.

/� �����
 � ������� ������ �� 𝑡 < 𝜂�
'
 ��� ����� ��
�� �� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] ∖ {𝑡1, . . . , 𝑡𝑞} �
� 𝜉 < 𝑡� �� ����

𝑥(𝑡) = 𝑥(𝜉) +
∑︁

𝜉<𝑡𝑗<𝑡

Δ𝑥(𝑡𝑗) +
∫︁ 𝑡

𝜉

𝑥′(𝑢) 𝑑𝑢

≥ 𝑟2 −
(︁̃︁𝑀1 + · · · + ̃︁𝑀𝑞

)︁
−
∫︁ 𝑇

0
|𝑥′(𝑢)| 𝑑𝑢.

/� �����
 � ������� ������ �� 𝑡 < 𝜉�
,��������� �� ����∫︁ 𝑇

0
|𝑥′(𝑡)| 𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑇

0
𝜆 |𝑓(𝑥(𝑡)) + 𝑒(𝑡)| 𝑑𝑡

≤ ̃︁𝑀1 + · · · + ̃︁𝑀𝑞 +
∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0
|𝑒(𝑡)| 𝑑𝑡,

��




�
� !������� �� ���� �����

���� �
�

�� �
�
��� �
� ��
�� �� � ��
�����
��� ����� ����� 𝐴1 �
� 𝐴2 ��������

������ ���� ���� 𝐴2 < 𝑥(𝑡) < 𝐴1� %��������

𝐴2 = 𝑟2 − 2(̃︁𝑀1 + · · · + ̃︁𝑀𝑞) −
∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) + |𝑒(𝑡)| 𝑑𝑡 > 0,

��  ��������� �����

,������ 
�
�� +������ ���� ���  ��������� ��	������ ��� ��������� ,��

��� ������� �
�

� ��� �� ����� �
� �������
�

(����� !� �� ������� �� ��� ����� �� ,������ 
�	�� /� ����� ��� �
�� ����� /�
���
���� Ker(𝐿) ∩ Ω ���� (𝑝, 𝑞) = (𝐴2 − 𝜎2, 𝐴1 + 𝜎1) ⊂ R� ��

deg𝐵(𝐽𝑄𝑁,Ω ∩ Ker(𝐿), 0) = deg𝐵(𝜙, (𝑝, 𝑞), 0),

���� 𝜙 : [𝑝, 𝑞] −→ R ����
 ��

𝜙(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡+ 1

𝑇

𝑞∑︁
𝑗=1

𝐼𝑗(𝑥).

������ �� ���� ����

𝜙(𝑝) = 𝑓(𝑝) + 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡+ 1

𝑇

𝑞∑︁
𝑗=1

𝐼𝑗(𝑝)

≤ 𝑓(𝐴2 − 𝜎2) + 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡+ 1

𝑇
(𝑀1 + · · · +𝑀𝑞)

< 0,

������� 𝐴2 − 𝜎2 < 𝑟2� �
����������

𝜙(𝑞) = 𝑓(𝑞) + 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡+ 1

𝑇

𝑞∑︁
𝑗=1

𝐼𝑗(𝑞)

≥ 𝑓(𝐴1 + 𝜎1) + 1
𝑇

∫︁ 𝑇

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡+ 1

𝑇
(𝑚1 + · · · +𝑚𝑞)

> 0,

������� 𝐴1 + 𝜎1 > 𝑟1� ,��
� �� ���� ���� deg𝐵(𝜙, (𝑝, 𝑞), 0) ̸= 0� ,���������
,������ 	��	 ������� ���� ����� ������ 𝑥 ∈ Dom(𝐿) ∩ Ω ���� 𝐿𝑥 = 𝑁𝑥� ����
��� �
�

� ��� � �������� 𝑇 ��������� �������
�

/� �����
� ������� �������� �� ���������� ,������� 
�	� �
� 
�
��

��



!�������� ������
���� �������
�

������� 
�
	� ��
����� ��� �������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥′(𝑡) = − 1

(𝑥(𝑡))0.05 ,

Δ𝑥(𝜋/4) = 𝑒−𝑥(𝜋/4) − 3/4,
Δ𝑥(3𝜋/4) = 2 + cos(𝑥(3𝜋/4))/2,
𝑥(0) = 𝑥(𝜋).

,�
� 𝑚1 = −3/4� 𝑀1 = 1/4� ̃︁𝑀1 = 3/4� 𝑚2 = 3/2� 𝑀2 = 5/2� �
� ̃︁𝑀2 = 5/2�
,��� ������� ���� 𝑚1 +𝑚2 = 3/4 > 0 �
�(︂

𝜋

1/4 + 5/2

)︂1/0.05
≈ 14.33 > 6 = (1/4 + 3/4) + (5/2 + 5/2).

,������ 
�	� ������� ���� ����� ������ � 𝜋��������� �������
�

������� 
�

� ��
�����⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥′(𝑡) = − 1000

𝑒𝑥(𝑡) − 1
+ |cos(𝑡)|,

Δ𝑥(𝑡1) = 𝑒−𝑥(𝑡1),

𝑥(0) = 𝑥(𝜋).

/� ��
� 𝑚1 = 0 �
� 𝑀1 = 1� �� �� ���� ���� ̃︁𝑀1 = 1� ,��� ������� ����
𝑚1 +

∫︁ 𝜋

0
𝑒(𝑡) 𝑑𝑡 = 2 > 0� %��������

𝑔−1(𝑦) = log
(︂

1000 + 𝑦

𝑦

)︂
.

��
����� �� �����
 ����

𝑔−1
(︂

1
𝜋

+ 2
𝜋

)︂
≈ 6.95 > 6 = 2 + 2 + (1 + 1).

,������ 
�	� ������� ���� ����� ������ � 𝜋��������� �������
�

������� 
�
�� ��
�����⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥′(𝑡) = − 1

𝑥(𝑡) + 𝑥(𝑡)2 + 0.2 cos(4𝑡),

Δ𝑥(𝑡1) = 0.1 sin(𝑥(𝑡1)),
𝑥(0) = 𝑥(𝜋).

�





�
� !������� �� ���� �����

/� ���� ���� 𝑓((0,∞)) = R �
� 𝑓 �� � �������� �
������
� ��
����
�  �������
��� ��	� �
� ��
� ��� ������� ���� 𝑚1 = −0.1 �
� 𝑀1 = 0.1� ,�� ����� �� 𝑓
�� R� �� ���� ����� ���������� ��
�����

𝑟2 ≈ 0.98 > 0.6 =
∫︁ 𝜋

0
0.2 cos(4𝑡) + |0.2 cos(4𝑡)| 𝑑𝑡+ 2 · 0.1.

 ��������� ���� ������ ,������ 
�
� ������� ���� ����� ������ � �������� �������

�� ���� ��������

������� 
�
�� ��
�����⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥′(𝑡) = − 1

(𝑥(𝑡)) + 𝑥(𝑡) sin
(︂

20
𝑥(𝑡)

)︂
,

Δ𝑥(1) = 2
25 arctan(𝑥(1)),

𝑥(0) = 𝑥(𝜋).

/� ���� ���� 𝑓((0,∞)) = (−∞, 20) �
� 𝑓 ������� ��	�� ,�
� 𝑚1 = −𝜋/25
�
� 𝑀1 = 𝜋/25� ������� 𝑚1 ≤ 2 arctan(𝑥(𝑡1))/25 ≤ 𝑀1� +� ��
� �� ���������
%�������� �� ���� ���� 𝑐1 = 1/25 �
� 𝑐2 = −1/25� ����� ����
� �� (−∞, 20)�
,��������� ���� ������ ��
�����

𝑟2 ≈ 0.98 > 0.25 ≈ 2𝜋/25.

+� �� ���� ���� ���� ������ ,������ 
�
� ������� ���� ����� ������ � ��������
�������
 �� ���� ��������

��



!�������� ������
���� �������
�

/� ��
��
�� ���� ������
 ���� ��� �������
� ����
� ����� ������� ��� ���������
������
���� �������
��⎧⎪⎨⎪⎩

−𝑢′′(𝑡) + 𝑎(𝑡)𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡)), 𝑡 ̸= 𝑡𝑗 ,

Δ𝑢′(𝑡𝑗) = 𝐼𝑗(𝑢(𝑡𝑗)), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞},
𝑢(0) = 𝑢(𝑇 ) = 0,

�
�
��

���� ��� ���� 𝑓 : [0, 𝑇 ]×R×R −→ R �
� 𝐼𝑗 : R −→ R ��
��
����� 𝑎 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 )�
�
� ess inf 𝑎 > −𝜆1� ���� 𝜆1 = 𝜋2/𝑇 2�

/� ����
 �� ���
� ���� 
������
� ��� [𝑎, 𝑏] � ���
��� �
������ �� R� �� ����
��
��� �� 𝐻𝑘(𝑎, 𝑏) ��� +������ ����� ������ �� ��� ��
����
� 𝑢 �
 𝐿2(𝑎, 𝑏) ����
���
 ����������� �� �� ����� 𝑘 ���� �
 𝐿2(𝑎, 𝑏)� /� ���� ���� ��� ��� +������
����� 𝐻1

0 (𝑎, 𝑏)� ����� ��
 �� ������������� �� ��� ��
����
� �
 𝐻1(𝑎, 𝑏) ����
���� 𝑢(𝑎) = 0 = 𝑢(𝑏)� !
 ���� ���� ������ �� ���� ��
����� ��� �

�� �������

(𝑢, 𝑣) :=
∫︁ 𝑏

𝑎

𝑢′(𝑡)𝑣′(𝑡) 𝑑𝑡, �
�
��

�
����� �� ��� ����� �

�� ������� ���� ����� ���� 𝐻1(𝑎, 𝑏)∫︁ 𝑏

𝑎

𝑢′(𝑡)𝑣′(𝑡) 𝑑𝑡+
∫︁ 𝑏

𝑎

𝑢(𝑡)𝑣(𝑡) 𝑑𝑡.

!
 ����� ����� ��� �

�� �������� ��� ��������
� �
 𝐻1
0 (𝑎, 𝑏)� /� ���� ��
��� ��

‖·‖ ��� 
��� ���� ����� ���� ��� �

�� ������� �
�
���
/� ���� ��� �� �����
 ��� ������
�� �� �������
� ���
� ��������
�� ��������

 ������� �������
 �
�
�� ���� 
�� ���� � ��������
�� ���������� ,��� �� �������
��� ���������� �� ��� �������
 ������� �
 𝑓 � ,��������� ��� ��
��������
 �� �
��
����
�� ����� ��� �� �������� ���
�� ��� �������
� �� �
�
�� �� 
�� �������� !

����� �� ����� ����� �� ��
����� ��� �������
� �������� ����� ���� 
�� ����
�
�
 ��� ����������� ��� ���� 𝑤 ∈ 𝐻1

0 (0, 𝑇 )�⎧⎪⎨⎪⎩
−𝑢′′(𝑡) + 𝑎(𝑡)𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑤′(𝑡)), 𝑡 ̸= 𝑡𝑗 ,

Δ𝑢′(𝑡𝑗) = 𝐼𝑗(𝑢(𝑡𝑗)), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞},
𝑢(0) = 𝑢(𝑇 ) = 0.

�
�
��

,��� ������� ���� ���� � ��������
�� ���������� �
� �� ��
 �� ������ ���
�
�������� ���
� ������ �
� ��������
�� �������� ,��� �������� ��� ���� ���
(��� �
 3
�� ��� �	� 		�5� ,�� ���� �� ������� �� �� �
� � �
���� �������

𝑢𝑤 ∈ 𝐻1

0 (0, 𝑇 ) �� �
�
�� ��� ���� 𝑤 ∈ 𝐻1
0 (0, 𝑇 )� ,��
� �� ��� � ���� ���
�

������� �� ���� ���� ����� ������ � �������
 ��� ��� �������� ������� �
�
���
'���� ����� �
����� ���
� �
 ��������� ����
���� �
 ����� �� �
� � �������
 ���
��� �������� ������� �
�
���

��




�
� !������� �� ���� �����

/� ���� ���� 𝑎 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ) �
� ess inf 𝑎 > −𝜆1� ,��� ������� ����

(𝑢, 𝑣)𝑎 =
∫︁ 𝑇

0
𝑢′(𝑡)𝑣′(𝑡) 𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0
𝑎(𝑡)𝑢(𝑡)𝑣(𝑡) 𝑑𝑡

�� �
 �

�� ������� �
 𝐻1
0 (0, 𝑇 )� /� ���� ���� ��� 
��� ‖𝑢‖𝑎 = (𝑢, 𝑢)𝑎1/2 ����


�� ���� �

�� ������� �� ��������
� �� ��� ����� 
��� �
 𝐻1
0 (0, 𝑇 )� ,��� �� ���

�� (��
���	 �
���������
(���������
 
�

� ,�� 
���� ‖·‖ �
� ‖·‖𝑎 ��� ��������
�� ���� ��� ����� �����
𝑐1, 𝑐2 > 0 ���� ����

𝑐1‖𝑢‖ ≤ ‖𝑢‖𝑎 ≤ 𝑐2‖𝑢‖ ��� ����� 𝑢 ∈ 𝐻1
0 (0, 𝑇 ).

/� ���� ������ ��� �������
� �����

��
 �������
(���������
 
�
�� ,�
�
� 𝑐 =

√
𝑇 � �� ���� ����

‖𝑢‖∞ ≤ 𝑐 ‖𝑢‖ ��� ����� 𝑢 ∈ 𝐻1
0 (0, 𝑇 ).

(����� ,�
� 𝑢 ∈ 𝐻1
0 (0, 𝑇 )� ,��� ������� ���� 𝑢(0) = 0� ��� �
� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]� ��

���� ����

|𝑢(𝑡)| =
⃒⃒⃒⃒
𝑢(0) +

∫︁ 𝑡

0
𝑢′(𝑠) 𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
𝑢′(𝑠) 𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
≤
∫︁ 𝑡

0
|𝑢′(𝑠)| 𝑑𝑠 ≤

∫︁ 𝑇

0
|𝑢′(𝑠)| 𝑑𝑠.

 ������� �
�������� ������� ����

|𝑢(𝑡)| ≤
√
𝑇

(︃∫︁ 𝑇

0
|𝑢′(𝑠)|2 𝑑𝑠

)︃1/2

.

�� � ��
�����
��� �� ���� ���� ‖𝑢‖∞ ≤ 𝑐 ‖𝑢‖�

(���������
 
�
�� $�� {𝑓𝑛}𝑛 �� � �����
�� �
 𝐿2(0, 𝑇 ) ����� �� ��
�����
� ��
𝑓 � ,��
 ����� ������ {𝑓𝑛𝑘

}𝑘 � ��������
�� ���� ���� 𝑓𝑛𝑘
(𝑡) ��
������ �� 𝑓(𝑡)

������ �����������
(���������
 
�
�� $�� [𝑎, 𝑏] �� � ���
��� �
������ �
 R �
� 𝑘 ∈ N� ,��
 ���
�������
�� 𝐻𝑘+1(𝑎, 𝑏) −˓→ 𝐻𝑘(𝑎, 𝑏) �
� 𝐻𝑘(𝑎, 𝑏) −˓→ 𝒞𝑘−1([𝑎, 𝑏]) ��� ��������

&��� ��� 𝑤 ∈ 𝐻1
0 (0, 𝑇 )� �� ��
����� ��� ��
����
�� 𝜙𝑤 : 𝐻1

0 (0, 𝑇 ) −→ R
���
�� ��

𝜙𝑤(𝑢) = 1
2

∫︁ 𝑇

0
(𝑢′(𝑡))2 + 𝑎(𝑡)(𝑢(𝑡))2 𝑑𝑡

+
𝑝∑︁
𝑗=1

∫︁ 𝑢(𝑡𝑗)

0
𝐼𝑗(𝑠) 𝑑𝑠−

∫︁ 𝑇

0
𝐹𝑤′(𝑡)(𝑡, 𝑢(𝑡)) 𝑑𝑡,

��



!�������� ������
���� �������
�

�����
𝐹𝜂(𝑡, 𝑢) =

∫︁ 𝑢

0
𝑓(𝑡, 𝜉, 𝜂) 𝑑𝜉.

,��� ��
����
�� ����
�� �� 𝒞1(𝐻1
0 (0, 𝑇 ),R)� �
�

𝜙′
𝑤(𝑢) · 𝑣 =

∫︁ 𝑇

0
𝑢′(𝑡)𝑣′(𝑡) 𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0
𝑎(𝑡)𝑢(𝑡)𝑣(𝑡) 𝑑𝑡

+
𝑞∑︁
𝑗=1

𝐼𝑗(𝑢(𝑡𝑗))𝑣(𝑡𝑗) −
∫︁ 𝑇

0
𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑤′(𝑡))𝑣(𝑡) 𝑑𝑡.

�
����

+������ ���� 𝑢 �� � �������
 �� �
�
��� �������
� ��� ���� �������� ����
�� ��� ���� �
 3��� 		
5� �� ��
� 𝑣 ∈ 𝐻1

0 (0, 𝑇 )� �� �������� ��� ������
����
�������
 �� 𝑣� �
� �� �
�������� ,��
� �� ����

−
∫︁ 𝑇

0
𝑢′′(𝑡)𝑣(𝑡) 𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0
𝑎(𝑡)𝑢(𝑡)𝑣(𝑡) 𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑇

0
𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑤′(𝑡))𝑣(𝑡) 𝑑𝑡.

/� ����� �
 ����
������� �
� ��� �
��������
 �� ����� �
 ��� ���� �
������� �
�
�� ��� ∫︁ 𝑇

0
𝑢′(𝑡)𝑣′(𝑡) 𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0
𝑎(𝑡)𝑢(𝑡)𝑣(𝑡) 𝑑𝑡

=
∫︁ 𝑇

0
𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑤′(𝑡))𝑣(𝑡) 𝑑𝑡−

𝑞∑︁
𝑗=1

𝐼𝑗(𝑢(𝑡𝑗))𝑣(𝑡𝑗).

,��� ������� ���� �� ��
 ���
� ��� 
����
 �� ���
 �������
 ��� �
�
���

���
����
 
�
�� � ��
����
 𝑢 ∈ 𝐻1
0 (0, 𝑇 ) �� � ���
 �������
 �� �
�
�� ��∫︁ 𝑇

0
𝑢′(𝑡)𝑣′(𝑡) 𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0
𝑎(𝑡)𝑢(𝑡)𝑣(𝑡) 𝑑𝑡

=
∫︁ 𝑇

0
𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑤′(𝑡))𝑣(𝑡) 𝑑𝑡−

𝑞∑︁
𝑗=1

𝐼𝑗(𝑢(𝑡𝑗))𝑣(𝑡𝑗)

����� ��� ����� 𝑣 ∈ 𝐻1
0 (0, 𝑇 )�

,��������� �
 ���� �� �
���� �� ���� ���� ��� �������� ���
�� �� 𝜙𝑤 ��� ���
���
 �������
� �� �
�
���

'�� ���� ��	������ �� �� �����
��� ��� ������
�� �� �������� ���
�� �� ���
��� 𝜙𝑤� /� �
������� ���� �
����� ����������� +������ ���� ����� �����
𝜇 ∈ 𝒞([0,∞), [0,∞)) �
� 𝛽 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 )� ���� 𝛽(𝑡) ≥ 0 ���� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]� ���� ����

|𝐹𝜂(𝑡, 𝑢)| ≤ 𝜇(|𝑢|)𝛽(𝑡) �
� |𝑓(𝑡, 𝑢, 𝜂)| ≤ 𝜇(|𝑢|)𝛽(𝑡).

/� ����� ��� �������
� ��
�����
��

��




�
� !������� �� ���� �����

��	� ,���� ����� 𝛾0, . . . , 𝛾𝑞, 𝑎0,𝛾0 , . . . , 𝑎𝑞,𝛾𝑞
, 𝑏0,𝛾0 , . . . , 𝑏𝑞,𝛾𝑞

∈ R ���� 𝛾0, . . . , 𝛾𝑞
��������� �
�

𝐹𝜂(𝑡, 𝑢) ≤ 𝑏0,𝛾0 + 𝑎0,𝛾0 |𝑢|𝛾0 �
�
∫︁ 𝑢

0
𝐼𝑗(𝑠) 𝑑𝑠 ≥ 𝑏𝑗,𝛾𝑗

+ 𝑎𝑗,𝛾𝑗
|𝑢|𝛾𝑗 .

���
� 𝐷 = {𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞} : 𝑎𝑗,𝛾𝑗
≤ 0}� +������ ����

��	�	� ������ 𝐷 ̸= ∅�
��	�	�	� 𝛾𝑗 < 2 ��� ����� 𝑗 ∈ 𝐷�
��	�	�	��� 𝑎0,𝛾0 ≤ 0�
��	�	�	��� 𝑎0,𝛾0 > 0� 𝛾0 = 2� �
� 𝑐1

2 − 𝑇𝑐𝛾0𝑎0,𝛾0 > 0�
��	�	�	��� 𝑎0,𝛾0 > 0� 𝛾0 < 2�

��	�	�
� 𝛾𝑗 ≤ 2 ��� 𝑗 ∈ 𝐷� 𝛾𝑗1 = · · · = 𝛾𝑗𝑞
= 2� �
� 𝐷0 = {𝑗1, . . . , 𝑗𝑞}�

��	�	�
��� 𝑎0,𝛾0 ≤ 0 �
� 𝑐1

2 −
∑︁
𝑗∈𝐷0
𝑎𝑗,2<0

𝑐2𝑎𝑗,2 > 0�

��	�	�
��� 𝑎0,𝛾0 > 0� 𝛾0 = 2� �
� 𝑐1

2 −
∑︁
𝑗∈𝐷0
𝑎𝑗,2<0

𝑐2𝑎𝑗,2 − 𝑐2𝑇𝑎0,2 > 0�

��	�	�
��� 𝑎0,𝛾0 > 0� 𝛾0 < 2� �
� 𝑐1

2 −
∑︁
𝑗∈𝐷0
𝑎𝑗,2<0

𝑐2𝑎𝑗,2 > 0�

��	�
� '� 𝐷 = ∅� ���� ��� 𝑎𝑗,𝛾𝑗
≥ 0 ��� ����� 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞}�

��	�
�	� 𝑎0,𝛾0 ≤ 0�
��	�
�
� 𝑎0,𝛾0 > 0 �
� 𝛾0 < 2�
��	�
��� 𝑎0,𝛾0 > 0� 𝛾0 = 2� �
� 𝑐1

2 − 𝑐2𝑇𝑎0,2 > 0�

��
� ,�� ��� 𝑢 ↦−→
∫︁ 𝑢

0
𝐼𝑗(𝑠) 𝑑𝑠 �� ��
���� ��� ��� 𝑢 ↦−→ 𝐹𝜂(𝑡, 𝑢) �� ��
�����

�
� �� ����� �
� �� �������

!� �
� �� ��� ������
� ����� �
 ��	� �� ��������� �� ���� ���� 𝜙𝑤(𝑢) ≥ 𝛼(‖𝑢‖)�
���� 𝛼 �
����
��
� �� 𝑤� �
� ���� ���� 𝛼(𝑠) −→ +∞ ���
 𝑠 −→ ∞� ,��
����� �� ���� ������� �
 ��� ��� ������ �� ���� �
�� ����
 �
� ����� ,���������
������� ���� 𝐷 ̸= ∅� 𝛾𝑗 < 2 ��� ����� 𝑗 ∈ 𝐷� �
� 𝑎0,𝛾0 ≤ 0� ���� ��� �������
���� ��	�	�	��� ������ !� 𝑢 ∈ 𝐻1

0 (0, 𝑇 )� �� ���� ����

𝜙𝑤(𝑢) = 1
2

∫︁ 𝑇

0
(𝑢′(𝑡))2 + 𝑎(𝑡)(𝑢(𝑡))2 𝑑𝑡

+
𝑞∑︁
𝑗=1

∫︁ 𝑢(𝑡𝑗)

0
𝐼𝑗(𝑠) 𝑑𝑠−

∫︁ 𝑇

0
𝐹𝑤′(𝑡)(𝑡, 𝑢(𝑡)) 𝑑𝑡


�



!�������� ������
���� �������
�

≥ 𝑐1

2 ‖𝑢‖2 +
𝑞∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗,𝛾𝑗
+ 𝑎𝑗,𝛾𝑗

|𝑢(𝑡𝑗)|𝛾𝑗 −
∫︁ 𝑇

0
𝑏0,𝛾0 + 𝑎0,𝛾0 |𝑢(𝑡)|𝛾0 𝑑𝑡

≥ 𝑐1

2 ‖𝑢‖2 +
𝑞∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗,𝛾𝑗 − 𝑏0,𝛾0𝑇 −
∑︁
𝑗∈𝐷

|𝑎𝑗,𝛾𝑗 ||𝑢(𝑡𝑗)|𝛾𝑗

≥ 𝑐1

2 ‖𝑢‖2 +
𝑞∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗,𝛾𝑗
− 𝑏0,𝛾0𝑇 −

∑︁
𝑗∈𝐷

|𝑎𝑗,𝛾𝑗
|𝑐𝛾𝑗 ‖𝑢‖𝛾𝑗

= 𝛼(‖𝑢‖).

,��������� �� ��
����� 𝛼 : [0,∞) −→ [0,∞) ��

𝛼(𝑠) = 𝑐1

2 𝑠
2 +

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗,𝛾𝑗 − 𝑏0,𝛾0𝑇 −
𝑞∑︁
𝑗=1

|𝑎𝑗,𝛾𝑗 |𝑐𝛾𝑗𝑠𝛾𝑗 .

/� ���� ���� ��� ��
����
 𝛼 �� ��
��
����� �
� �����������

lim
𝑠→+∞

𝛼(𝑠) = ∞.

,������ 
���� +������ ���� ��
� �
� �
� ���� �� ��	� ��� ��������� ,��

��� ��� 𝜙𝑤 �� �������� ��
���� �����
������ ���
�� ����� ������
��
����� �
�
���������

(����� ,�� ��� 𝑥 ↦−→ 𝑥2 �� ��
���� ��
� �� ��������� �
� ����� 
��� ��
��
���� ,��� ������� ��� ������ ��
������� ,�� 
��� �� �����
������ ���
�� �����
������
��
����� �
� �
� ���
�� ��
�����
� �����
�� �
 𝐻1

0 (0, 𝑇 ) �� �
�������
��
�����
� �� ,������ 	�	�� ���� ����� �
� (���������
 
�
�� ,��
 𝜙𝑤 ��
�����
������ ���
�� ����� ������
��
����� ��
����� �� ���� ���� 𝜙𝑤(𝑢) ≥ 𝛼(‖𝑢‖)�
����� ������� ���� 𝜙𝑤 �� ���������

��������� 
��	� -
��� ��� ���������� �� ,������ 
���� ����� ������ � ������
��
���� 𝑢𝑤 �� 𝜙𝑤 ��� ����� 𝑤 ∈ 𝐻1

0 (0, 𝑇 )� ����� �� �
����� ������������
����� ������ 𝑀 > 0 ���� ���� ‖𝑢𝑤‖ ≤ 𝑀 ��� ����� 𝑤 ∈ 𝐻1

0 (0, 𝑇 )�

(����� !� �� � ��
�����
�� �� ��������� 	�

 �
� ,������ 
���� /� ���� ���� 𝛼
���� 
�� ����
� �
 𝑤� �� 𝑀 ���� 
�� ����
� �
 𝑤�

/� ���� ������ ���� ����� �� �
�� �
� �������� ���
� 𝑢𝑤 �� ��� ��
����
�� 𝜙𝑤
��� ���� 𝑤 ∈ 𝐻1

0 (0, 𝑇 )� ,��
 �� ��
 ���
� ��� �������
 ��� ��

𝑆 : 𝑤 ∈ 𝐻1
0 (0, 𝑇 ) −→ 𝑢𝑤 ∈ 𝐻1

0 (0, 𝑇 ). �
��	�

!� �� ���� �� ��� ���� ��� �������
� �� �������
 �
�
�� ��� ��������� ��� ����
���
�� �� ��� �������
 ��� 𝑆� '�� 
��� ��	������ �� �� �����
��� ��� ������
��
�� ���� ���
�� ��� ��� ��� 𝑆�


	




�
� !������� �� ���� �����

$���� 
��
� +������ ����  ��������� ��	� �
� ��
� ��� ��������� ,�� ���
𝑆� ���
�� �
 �
��	�� �� ��
��
���� �
� ��������

(����� $�� {𝑤𝑛}𝑛 � �����
�� �
 𝐻1
0 (0, 𝑇 )� /� ��
� �� ����� ���� �� {𝑤𝑛}𝑛

��
������ �� 𝑤� ���
 {𝑆𝑤𝑛}𝑛 ���� ��
������ �� 𝑆𝑤� �
� ���� �� {𝑤𝑛}𝑛 �� �
���
��� �����
��� ���
 ����� ������ � ��
�����
� ��������
�� �� {𝑆𝑤𝑛}𝑛�

S ��
��
����
+������ ���� ��� �����
�� {𝑤𝑛}𝑛 �� ��
�����
� �� �
 �����
� 𝑤 ∈ 𝐻1

0 (0, 𝑇 )�
�
� ��
��� 𝑢𝑛 = 𝑆(𝑤𝑛)� /� ��
� �
� ��������
�� �� {𝑢𝑛}𝑛� ����� ���� ��
��
���� ��� ����� /� ���� ���� ‖𝑢𝑛‖ ≤ 𝑀 � �� ����� ������ � ��������
��
{𝑢𝑛𝑘

}𝑘 ����� �� ���
�� ��
�����
� �� ���� 𝑢 ∈ 𝐻1
0 (0, 𝑇 ) ���� ,������ 	�	��

���� ������� ,��������� �� (���������
 
�
� �
� ,������ 	�	�� ���� ����� �� ����

𝑢𝑛𝑘
−→ 𝑢 �
 𝒞([0, 𝑇 ]).

/� 

�� ���� 𝑤𝑛𝑘
−→ 𝑤 �
 𝐻1

0 (0, 𝑇 )� ����� �
 ���
 ������� ���� 𝑤′
𝑛𝑘

−→ 𝑤′

�
 𝐿2(0, 𝑇 )� (���������
 
�
� ������� ���� ����� ������ � ��������
�� {𝑤𝑛𝑘𝑙
}𝑙

���� ����
𝑤′
𝑛𝑘𝑙

(𝑡) −→ 𝑤′(𝑡) ���� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

/� ���� ���� 𝑓 �� ��
��
����� �� �� �����


𝑓(𝑡, 𝑢𝑛𝑘𝑙
(𝑡), 𝑤′

𝑛𝑘𝑙
(𝑡)) −→ 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑤′(𝑡)) ���� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

%�������� �� ��� ��� ��
����
� 𝐼𝑗 ��� ��
��
����� �� ���� ����

𝐼𝑗(𝑢𝑛𝑘𝑙
(𝑡𝑗)) −→ 𝐼𝑗(𝑢(𝑡𝑗)).

/� ���� ����� ���� {𝑢𝑛𝑘𝑙
}𝑙 ��
������ �� 𝑢� ,�
� 𝑣 ∈ 𝐻1

0 (0, 𝑇 )� $���������
����
���� ��
�����
�� ,������ ������� ����

(𝑢𝑛𝑘𝑙
, 𝑣) +

𝑞∑︁
𝑗=1

𝐼𝑗(𝑢𝑛𝑘𝑙
(𝑡𝑗))𝑣(𝑡𝑗) −

∫︁ 𝑇

0
𝑓(𝑡, 𝑢𝑛𝑘𝑙

(𝑡), 𝑤′
𝑛𝑘𝑙

(𝑡))𝑣(𝑡) 𝑑𝑡 = 0⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄
(𝑢, 𝑣) +

𝑞∑︁
𝑗=1

𝐼𝑗(𝑢(𝑡𝑗))𝑣(𝑡𝑗) −
∫︁ 𝑇

0
𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑤′(𝑡))𝑣(𝑡) 𝑑𝑡 = 0.

,��� ������� ���� 𝑆𝑤 = 𝑢� �� ��� �����
�� {𝑢𝑛𝑘𝑙
}𝑙 ��
������ ���
�� �� 𝑆𝑤� ��

� ��
�����
�� �� *���� �������
�����
 ������� �
� ,������ 	�	�� ���� ���� !

����������� �� �� ��
� 𝑣 = 𝑢𝑛𝑘𝑙

�� ���� ����

‖𝑢𝑛𝑘𝑙
‖ −→ ‖𝑢‖.







!�������� ������
���� �������
�

,�������� ,������ 	�	�� ���� ����� ������� ���� 𝑢𝑛𝑘𝑙
��
������ �� 𝑢 �
 𝐻1

0 (0, 𝑇 )�
���� ��� 𝑆𝑤𝑛𝑘𝑙

��
������ �� 𝑆𝑤� /� ���� ������ ���� �
� ��������
�� �� {𝑢𝑛}𝑛
��� � ��
�����
� ��������
�� �� 𝑆𝑤� ,��� ������� ���� {𝑢𝑛}𝑛 ��
������ �� 𝑆𝑤�
S �������
+������ ���� ��� �����
�� {𝑤𝑛}𝑛 �� ���
���� /� ���� �� ����� ���� {𝑆𝑤𝑛}𝑛
��� � ��
�����
� ��������
��� ,�
� �
� 𝑗 ∈ {0, . . . , 𝑞} �
� 𝑣 ∈ 𝐻1

0 (0, 𝑇 ) ����
𝑣(𝑡) = 0 ��� �
� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] ∖ (𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1)� �� 𝑆𝑤𝑛 ��� ���
 �������
� �� �
�
��� ��
���� ����∫︁ 𝑡𝑗+1

𝑡𝑗

(𝑆𝑤𝑛)′(𝑡)𝑣′(𝑡) + 𝑎(𝑡)(𝑆𝑤𝑛)(𝑡)𝑣(𝑡) 𝑑𝑡−
∫︁ 𝑡𝑗+1

𝑡𝑗

𝑓(𝑡, 𝑆𝑤𝑛(𝑡), 𝑤′
𝑛(𝑡))𝑣(𝑡) 𝑑𝑡

�� ����� �� 0� ,��������� �� ���� ����∫︁ 𝑡𝑗+1

𝑡𝑗

(𝑆𝑤𝑛)′(𝑡)𝑣′(𝑡) =
∫︁ 𝑡𝑗+1

𝑡𝑗

[𝑓(𝑡, 𝑆𝑤𝑛(𝑡), 𝑤′
𝑛(𝑡)) − 𝑎(𝑡)(𝑆𝑤𝑛)(𝑡)]𝑣(𝑡) 𝑑𝑡.

,��� ������� ���� ����� ������ (𝑆𝑤𝑛)′′ ∈ 𝐿2(𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1)� ,��
 𝑆𝑤𝑛 ∈ 𝐻2(𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1)�
/� ���� ����
 ���� 𝑆𝑤𝑛 �� � ���
��� �����
�� �
 𝐻2(𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1)�

‖𝑆𝑤𝑛‖𝐻2
2 = ‖𝑆𝑤𝑛‖𝐻1

2 + ‖(𝑆𝑤𝑛)′′‖𝐿2
2

≤ 𝑀2 +
∫︁ 𝑡𝑗+1

𝑡𝑗

(𝑎(𝑡)𝑆𝑤𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡, 𝑆𝑤𝑛(𝑡), 𝑤′
𝑛(𝑡)))2 𝑑𝑡

≤ 𝑀2 +
∫︁ 𝑡𝑗+1

𝑡𝑗

(𝑎(𝑡)𝑆𝑤𝑛(𝑡))2 𝑑𝑡+
∫︁ 𝑡𝑗+1

𝑡𝑗

(𝑓(𝑡, 𝑆𝑤𝑛(𝑡), 𝑤′
𝑛(𝑡)))2 𝑑𝑡

+ 2
∫︁ 𝑡𝑗+1

𝑡𝑗

|𝑎(𝑡)𝑓(𝑡, 𝑆𝑤𝑛(𝑡), 𝑤′
𝑛(𝑡))𝑆𝑤𝑛(𝑡)| 𝑑𝑡

≤ 𝑀2 +𝑀1
2 +

∫︁ 𝑡𝑗+1

𝑡𝑗

(𝜇(|𝑆𝑤𝑛(𝑡)|)𝛽(𝑡))2 𝑑𝑡

+ 2
∫︁ 𝑡𝑗+1

𝑡𝑗

|𝑎(𝑡)|𝜇(|𝑆𝑤𝑛(𝑡)|)𝛽(𝑡)|𝑆𝑤𝑛(𝑡)| 𝑑𝑡.

/� ���� ���� ���� ‖𝑆𝑤𝑛‖∞ ≤ 𝑐‖𝑆𝑤𝑛‖ ≤ 𝑐𝑀 � !� �� ��
�

𝑀2 = max{𝜇(𝑠) : 𝑠 ∈ [0, 𝑐𝑀 ]},

���
 �� ���� ����

‖𝑆𝑤𝑛‖𝐻2
2 ≤ · · ·

≤ 𝑀2 +𝑀1
2 +

∫︁ 𝑡𝑗+1

𝑡𝑗

(𝑀2𝛽(𝑡))2 𝑑𝑡+ 2
∫︁ 𝑡𝑗+1

𝑡𝑗

|𝑎(𝑡)|𝑀2𝑐𝑀𝛽(𝑡) 𝑑𝑡

< 𝐾 < ∞.


�




�
� !������� �� ���� �����

,��� ������� ���� ��� ����������
 �� {𝑆𝑤𝑛}𝑛 �� � ���
��� �����
�� �
 𝐻2(𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1)
��� ����� 𝑗 ∈ {0, . . . , 𝑞}� !
 ����� �� �
��� ��� ������ �� ��� � �����
�� ������
��
!� 𝑗 = 0� �� ���� ���� {𝑆𝑤𝑛}𝑛 �� � ���
��� �����
�� �
 𝐻2(0, 𝑡1)� ,���
������� ���� ����� ������ � ��������
�� {𝑆𝑤𝑛𝑘0

}𝑘0 ����� ��
������ ���
�� ��
,������ 	�	�� ���� ������ /� ��
��� 𝑢0 ��� ������ (���������
 
�
� ������� ����
��� �
������
 𝐻2(0, 𝑡1) ⊂ 𝐻1(0, 𝑡1) �� �������� �� {𝑆𝑤𝑛𝑘0

}𝑘0 ��
������ �� 𝑢0 �

𝐻1(0, 𝑡1)�
!� 𝑗 = 1� �� ���� ���� {𝑆𝑤𝑛𝑘0

}𝑘0 �� � ���
��� �����
�� �
 𝐻2(𝑡1, 𝑡2)� ,���
������� ���� ����� ������ � ��������
�� {𝑆𝑤𝑛𝑘1

}𝑘1 ����� ��
������ ���
���
/� ��
��� 𝑢1 ��� ������ ,�� �
������
 𝐻2(𝑡1, 𝑡2) ⊂ 𝐻1(𝑡1, 𝑡2) �� �������� ��
𝑆𝑤𝑛𝑘1

−→ 𝑢1 �
 𝐻1(𝑡1, 𝑡2)�
/� ��� ��� ���� ������
� ��� 𝑗 ∈ {2, . . . , 𝑞}� ,��������� �� �
� �� ���� �
��������
�� {𝑆𝑤𝑛𝑘

}𝑘 �� {𝑆𝑤𝑛}𝑛 ���� ����

𝑆𝑤𝑛𝑘
|(𝑡𝑗 ,𝑡𝑗+1) −→ 𝑢𝑗 ���
�� �
 𝐻2(𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1),

𝑆𝑤𝑛𝑘
|(𝑡𝑗 ,𝑡𝑗+1) −→ 𝑢𝑗 �
 𝐻1(𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1),

��� ����� 𝑗 ∈ {0, . . . , 𝑞}� ������������ (���������
 
�
� ������� ����

𝑆𝑤𝑛𝑘
|(𝑡𝑗 ,𝑡𝑗+1) −→ 𝑢𝑗 �
 𝒞([𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1])

��� ����� 𝑗 ∈ {0, . . . , 𝑞}� /� ���
� 𝑢 �� ��� ��
����


𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢0(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑡1],
𝑢1(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑡1, 𝑡2],
· · ·
𝑢𝑞(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑡𝑞, 𝑇 ].

%�������� �� ���� ����

(𝑢𝑗)′ ∈ 𝐻2(𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1) ⊂ 𝒞1([𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1]).

,��� ������� ���� ����� ������ (𝑢𝑗)′(𝑡+𝑗 )� ������������ �� ��� ����������
 ��
{𝑆𝑤𝑛𝑘

}𝑘 �� (𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1) ��
������ ���
�� �� 𝑢𝑗 �
 𝐻2(𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1)� �� ���� ����
𝑆𝑤𝑛𝑘

−→ 𝑢𝑗 �
 𝒞1([𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1])� ��

(𝑢𝑗)′(𝑡+𝑗 ) = lim
𝑘→∞

(𝑆𝑤𝑛𝑘
)′(𝑡+𝑗 ) �
� (𝑢𝑗)′(𝑡−𝑗 ) = lim

𝑘→∞
(𝑆𝑤𝑛𝑘

)′(𝑡−𝑗 ).

�� � ��
�����
��� Δ𝑢′(𝑡𝑗) = 𝐼𝑗(𝑢(𝑡𝑗))� ��
����� 𝑆𝑤𝑛𝑘
−→ 𝑢 �
 𝐻1(0, 𝑇 )� �
�

𝑢(0) = 𝑢(𝑇 )� �� 𝑆𝑤𝑛𝑘
−→ 𝑢 �
 𝐻1

0 (0, 𝑇 )� �� � ��
�����
��� {𝑆𝑤𝑛}𝑛∈N ��� �
��
�����
� ��������
���

,������ 
���� !� ��	� �
� ��
� ����� ��� ��� 𝑆 ��� � ���� ���
��


�



!�������� ������
���� �������
�

(����� ��������� 
��	 ������� ���� ‖𝑆𝑤‖ ≤ 𝑀 ��� ��� 𝑤 ∈ 𝐻1
0 (0, 𝑇 )� ,���������

��� ��� 𝑆 : 𝐵(0,𝑀) ⊂ 𝐻1
0 (0, 𝑇 ) −→ 𝐵(0,𝑀) �� � ��
��
���� �
� ������� ����

,������ 	��� �����
���� ��� ������
�� �� � ���� ���
� 𝑤�

�� � ��
�����
��� �� ���� ��� ���
 �������

,������ 
���� !� ��	� �
� ��
� ����� ���
 �
�
�� ������ � �������
�

/� �����
� �
� ������� ������
� ,������ 
����

������� 
��
� ��
�����⎧⎪⎨⎪⎩
−𝑢′′(𝑡) + 𝑢(𝑡) = −1 − 𝑢(𝑡)3[3 + cos(𝑢′(𝑡))](𝑡+ 1)5, 𝑡 ̸= 𝑡1,

Δ𝑢′(𝑡1) = 106𝑢(𝑡1)3 + 1,
𝑢(0) = 𝑢(𝑇 ) = 0,

���� 𝑡1 = 0.3 �
� 𝑇 = 1� ,���� 𝑓(𝑡, 𝑢, 𝜂) = −1 − 𝑢3(3 + cos(𝜂))(𝑡 + 1)5 �
�
𝐼(𝑠) = 106𝑠3 + 1� !
 ���� ����� �� ��
 ��
�

𝑏0,4 = −1, 𝑎0,4 = −1/2, 𝑎1,4 = 106

8 �
� 𝑏1,4 = −1.

+� 𝐷 = ∅ �
� 𝑎0,4 < 0� ,��������� �� ��� �
 ���� ��	�
�	�� ������������ ��
�
�� ���� �������� �������

𝑢 ↦−→
∫︁ 𝑢

0
𝐼(𝑠) 𝑑𝑠 = 106

4 𝑢4 + 𝑢

�� ��
��� �
�
𝑢 ↦−→ 𝐹𝜂(𝑡, 𝑢) = −(𝑡+ 1)5(3 + cos(𝜂))

4 𝑢4

�� �������� ��
����� ,��
� ,������ 
��� �����
���� ��� ������
�� �� � �������
�
!
 ������ 
�� �� ��
 ��� � ���� �� ��� �������
�








�
� !������� �� ���� �����

������ 
��� +������
 �� ������� 
��
�


�



!�������� ������
���� �������
�

/� �
��� ���� ������
 �� ��
������
� ��� ��
���� ����
� ����� ������� ����
��������� ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥′′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)), 𝑡 ̸= 𝑡𝑗 ,

Δ𝑥(𝑡𝑗) = 𝐼𝑗(𝑥(𝑡𝑗), 𝑥′(𝑡𝑗)), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞},
Δ𝑥′(𝑡𝑗) = 𝐽𝑗(𝑥(𝑡𝑗), 𝑥′(𝑡𝑗)), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞}.

�
��
�

/� ���� ����� ��� ������
�� �� �������
� ��� �
��
� ���� ���� ��������� �
�
&����

 ���
���� ��
�����
�� &��� ���� ���� ��� �������� ��� �����
� �
 ����
��� �������
 �
� ��� ����������� /� ���� ��
��� �� 𝑋 = 𝒫𝒞1(0, 𝑇 ;R𝑛; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑞)�
������ ��� �������
� �
����� �����������

��	� ,�� ��� 𝑓 : [0, 𝑇 ] × R𝑛 × R𝑛 −→ R𝑛 �� ��
��
���� �
� ����� �����
𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ 𝒞([0, 𝑇 ], [0,∞)) ���� ����

|𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑎1(𝑡)|𝑥| + 𝑎2(𝑡)|𝑦| + 𝑎3(𝑡) ��� (𝑡, 𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑇 ] × R𝑛 × R𝑛.

��
� ��� ���� 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞}� ��� ���� 𝐼𝑗 , 𝐽𝑗 : R𝑛 × R𝑛 −→ R𝑛 ��� ��
��
�����

/� ��
����� ��� �������
� ������ �� �
����� ����� ��������⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥′′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)), 𝑡 ̸= 𝑡𝑗 ,

Δ𝑥(𝑡𝑗) = 𝐼𝑗(𝑥(𝑡𝑗), 𝑥′(𝑡𝑗)), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞},
Δ𝑥′(𝑡𝑗) = 𝐽𝑗(𝑥(𝑡𝑗), 𝑥′(𝑡𝑗)), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞},
𝑥(0) = 𝑐, 𝑥′(0) = 𝑑,

�
����

���� 𝑐, 𝑑 ∈ R𝑛� (������ �
���� �� ��������
� �� �
��
� � ��
����
 𝑥 ���� ����

𝑥(𝑡) = 𝑐+ 𝑑 𝑡+
∑︁
𝑡𝑗<𝑡

[𝐼𝑗(𝑥(𝑡𝑗), 𝑥′(𝑡𝑗)) + 𝐽𝑗(𝑥(𝑡𝑗), 𝑥′(𝑡𝑗)) 𝑡]

+
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑥′(𝑠)) 𝑑𝑠.

,�� ������
�� �� ����� �������
� �� �
���� ������� ���� ��� ��
��
���� �� 𝑓 �
�
,������ 
�
� ��� ��������

$���� 
���� !� ��	� �
� ��
� ��� ��������� �
� 𝑥 �� � ����� �������
 �� �
�����
���
 𝑥 ��
 �� ����
��� �� [0, 𝑇 ]�

(����� !� �� �
 ����������
 �� $���� 
�� �
 ���� ����
������ [𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1]� ,�
�
�
� 𝑡 ∈ [0, 𝑡1]� ���
� �� ���� ����

𝑥(𝑡) = 𝑐+
∫︁ 𝑡

0
𝑥′(𝑠) 𝑑𝑠 �
� 𝑥′(𝑡) = 𝑑+

∫︁ 𝑡

0
𝑥′′(𝑠) 𝑑𝑠.


�




�
� !������� �� ���� �����

,��������� �� ���� ����

|𝑥′(𝑡)| ≤ |𝑑| +
∫︁ 𝑡

0
𝑎1(𝑠)|𝑥(𝑠)| + 𝑎2(𝑠)|𝑥′(𝑠)| + 𝑎3(𝑠) 𝑑𝑠

≤ |𝑑| +
∫︁ 𝑡

0
𝑎1(𝑠)|𝑐| + 𝑎1(𝑠)

∫︁ 𝑠

0
|𝑥′(𝑢)| 𝑑𝑢+ 𝑎2(𝑠)|𝑥′(𝑠)| + 𝑎3(𝑠) 𝑑𝑠

≤ |𝑑| +
∫︁ 𝑡1

0
|𝑐|𝑎1(𝑠) + 𝑎3(𝑠) 𝑑𝑠

+
∫︁ 𝑡

0
(𝑎1(𝑠)𝑠+ 𝑎2(𝑠)) sup{|𝑥′(𝑢)| : 𝑢 ∈ [0, 𝑠]} 𝑑𝑠.

/� ���
� 𝑦(𝑡) := sup{|𝑥′(𝑢)| : 𝑢 ∈ [0, 𝑡]}� /� ������

𝑦(𝑡) ≤ |𝑑| +
∫︁ 𝑡1

0
|𝑐|𝑎1(𝑠) + 𝑎3(𝑠) 𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

0
(𝑎1(𝑠)𝑠+ 𝑎2(𝑠))𝑦(𝑠) 𝑑𝑠.

$���� 
�� ������� ����

𝑦(𝑡) ≤ 𝐾1 exp
{︂∫︁ 𝑡

0
𝑎1(𝑢)𝑢+ 𝑎2(𝑢) 𝑑𝑢

}︂
,

���� 𝐾1 ���
�� ��

𝐾1 := |𝑑| +
∫︁ 𝑡1

0
|𝑐|𝑎1(𝑠) + 𝑎3(𝑠) 𝑑𝑠.

,��������� �� ����

𝑦(𝑡) ≤ 𝐾1 exp
{︂∫︁ 𝑡1

0
𝑎1(𝑢)𝑢+ 𝑎2(𝑢) 𝑑𝑢

}︂
= 𝑀1,

����� ������� ���� |𝑥′(𝑡)| ≤ 𝑀1 ��� ��� 𝑡 ∈ [0, 𝑡1]� ,��


|𝑥(𝑡)| ≤ |𝑐| +
∫︁ 𝑡

0
|𝑥′(𝑠)| 𝑑𝑠 ≤ |𝑐| +𝑀1𝑡 ≤ |𝑐| +𝑀1𝑡1 = 𝑁1.

,��������� ����� ����� 𝑀1, 𝑁1 ≥ 0 ���� ���� |𝑥(𝑡)| ≤ 𝑁1 �
� |𝑥′(𝑡)| ≤ 𝑀1 ���
����� 𝑡 ∈ [0, 𝑡1]� %�������� ��� ��
����
� 𝐼1 �
� 𝐽1 ��� ��
��
����� �� �����
����� 𝑃1, 𝑄1 ≥ 0 ���� ����

|𝐼1(𝑧, 𝑤)| ≤ 𝑃1 �
� |𝐽1(𝑧, 𝑤)| ≤ 𝑄1, ��� |𝑧| ≤ 𝑁1, |𝑤| ≤ 𝑀1.

,��� ������� ���� |𝑥(𝑡+1 )| ≤ 𝑁1 + 𝑃1 �
� |𝑥′(𝑡+1 )| ≤ 𝑀1 +𝑄1� -��
� ��� ����
�������� �� ������ ��� ��� �
������ (𝑡1, 𝑡2]� �� �����
 ���� ����� �����𝑀2, 𝑁2 ≥ 0
���� ����

|𝑥′(𝑡)| ≤ 𝑀2 �
� |𝑥(𝑡)| ≤ 𝑁2, ��� 𝑡 ∈ (𝑡1, 𝑡2].
/� ��
��
�� ���� ���������� �
� �� �����
 ���� ����� ����� 𝑀,𝑁 ≥ 0 ���� ����
|𝑥′(𝑡)| ≤ 𝑀 �
� |𝑥(𝑡)| ≤ 𝑁 ��� ��� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]�


�



!�������� ������
���� �������
�

/� ��
����� �
��
� ���� ��������� ���
���� ��
�����
�� ���� ���⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥′′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)), 𝑡 ̸= 𝑡𝑗 ,

Δ𝑥(𝑡𝑗) = 𝐼𝑗(𝑥(𝑡𝑗), 𝑥′(𝑡𝑗)), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞},
Δ𝑥′(𝑡𝑗) = 𝐽𝑗(𝑥(𝑡𝑗), 𝑥′(𝑡𝑗)), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞},
𝑥(0) = 0, 𝑥(𝑇 ) = 0.

�
����

/� ������

���� ��� ����� 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}� ����� ������ 𝑚𝑖 > 0 ���� ����

[(𝑡, 𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑇 ] × R𝑛 × R𝑛, |𝑦𝑖| ≥ 𝑚𝑖] =⇒ 𝑦𝑖𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑦) > 0.

���� ��� ����� 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} �
� ����� 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞}� ����� ������ 𝑚𝑖 > 0 ����
����

𝐽𝑗,𝑖(𝑥, 𝑦) + 𝑦𝑖 ≥ 𝑚𝑖, ��� 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛, 𝑦𝑖 ≥ 𝑚𝑖;
𝐽𝑗,𝑖(𝑥, 𝑦) + 𝑦𝑖 ≤ −𝑚𝑖, ��� 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛, 𝑦𝑖 ≤ −𝑚𝑖.

��
� ��� ����� 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} �
� ����� 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞}� ����� ������ 𝑚𝑖 > 0 ����
����

sign(𝐼𝑗,𝑖(𝑥, 𝑦)) = sign(𝑥𝑖) ��� 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛.

��
����� ��� ������ �� �
����� ����� ��������⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥′′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)), 𝑡 ̸= 𝑡𝑗 ,

Δ𝑥(𝑡𝑗) = 𝐼𝑗(𝑥(𝑡𝑗), 𝑥′(𝑡𝑗)), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞},
Δ𝑥′(𝑡𝑗) = 𝐽𝑗(𝑥(𝑡𝑗), 𝑥′(𝑡𝑗)), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞},
𝑥(0) = 0, 𝑥′(0) = 𝑑,

�
��
�

���� 𝑑 ∈ R𝑛� ,��� �� � ���������� ���� �� �
���� ���� 𝑐 = 0� /� ��� ���
� ��
����� ���� ����� ������ 𝑑 ∈ R𝑛 ���� ���� ����� ������ � �������
 𝑥 �� �
��
� ����
������� 𝑥(𝑇 ) = 0�

/� ���
� ��� �������� 𝐴 : (𝑑, 𝑥) ∈ R𝑛 ×𝑋 −→ 𝐴𝑑(𝑥) ∈ 𝑋� ����

[𝐴𝑑(𝑥)](𝑡) = 𝑑 𝑡+
∑︁
𝑡𝑗<𝑡

[𝐼𝑗(𝑥(𝑡𝑗), 𝑥′(𝑡𝑗)) + 𝐽𝑗(𝑥(𝑡𝑗), 𝑥′(𝑡𝑗)) 𝑡]

+
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑥′(𝑠)) 𝑑𝑠.

� ���
���� ����������
 �� ,������ 
�
 ������

$���� 
���� ,�� �������� 𝐴 �� ��������
��� ��
��
����� �
� ��������


�




�
� !������� �� ���� �����

/� ���
� ��� �������
� ����������

𝜙 : 𝑥 ∈ 𝑋 −→ 𝑥(𝑇 ) ∈ R𝑛,
𝜑 : 𝑑 ∈ R𝑛 −→ Fix(𝐴𝑑) ⊂ 𝑋,

𝐹 : 𝑑 ∈ R𝑛 −→ {𝑥(𝑇 ) : 𝑥 ∈ Fix(𝐴𝑑)} ⊂ R𝑛.

'��������� �� ���� ���� 𝐹 = 𝜙 ∘ 𝜑� ������������ 𝜑 �� ����� ������
��
�����
���� ������� ������� �
� �
 𝑅𝛿����� ,�� ����� �� ���� ���� ������ �� ���� �������
�� ��� ������ �� ,������ 	�		 ������� �� ���� ���������� ���� �
� ��������� 	�	

���� 3�	� ���� 	��5 ��� ��� ������ �� ,������ 	�		 �
� ��������� 	�	
��

,��� ������� ���� �� ���� ���� 𝑋 �� � ��
��� ����� ���� dim(𝑋) ≥ 𝑛� 𝜙 �
��
���� ���
���� �
� ���	������ ��� ���� 𝑋 �� R𝑛� �
� 𝜑 �
 𝑅𝛿���� ���� R𝑛
�� 𝑋 ��
 ���������� ���� �
� ������ �� R𝑛��
*����
 
���� (��
��� ������
�� ������� ���� ���� ��� �
����� ����� �������{︃

𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)),
𝑥(𝑡0) = 𝑥0,

�
����

��� ����� �������
� �� 𝑓 �� � ��
��
���� ��
����
�  ������� �� �� 
�� ����
�
����
��� �� �������
� ,��������� �� �� �
�������
� �� ����� ��� ���������������
�� ��� ��� Sol(𝑥0)� ��� ��� �� �������
� �� �
����� ��� �������� ��� ����
���
 1�
(��
� ������ ���� ��� ��� {𝑥(𝑡) : 𝑥 ∈ Sol(𝑥0)} �� 
�
������ �������� �
�
��

����� �
 ��� ���� ��
�� ��� 𝑡 �
 � 
����������� �� 𝑡0� ,��� ��� ����� ��
��������
�� �
� �
��� ����
���
 𝑛� ���
���	
 3
5 ������ ���� ��� ��� Sol(𝑥0) �� �
 𝑅𝛿����
�
 ��� ��
��� ����� �� ��
��
���� ��
����
�� ,��� ������ ��� ���
 ����
��� ��
����� ��������
�� +�� ��� ������� 3
� �
� ��� �	���� 	
	5�

,������ 
���� !� ��	����
� ��� ��������� ���
 ������� �
���� ��� �� �����
�
� �������
�

(����� ��� ����������� ��� ���� 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}� �� ��
� ��� ������� 𝑚𝑖 > 0 �

 ��������� �������
�� ,�
� 𝑑 ∈ R𝑛 ���� ���� |𝑑𝑖| = 𝑚𝑖 ��� ���� 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}�
𝑥 ∈ Fix(𝐴𝑑)� �
� 𝑚𝑖 ���� ���  ��������� �������
�� /� ���� �� ����� ����
𝑑𝑖 · 𝑥𝑖(𝑇 ) ≥ 0�

!� 𝑑𝑖 = 𝑚𝑖� ������� ���� ���� ����� ������ 𝛿 ∈ (0, 𝑡1) ���� ���� 𝑥′
𝑖(𝑡) < 𝑑𝑖 ���

��� 𝑡 ∈ (0, 𝛿)� /������ ���� �� ��
�������� �� ��
 ������ 0 < 𝑥′
𝑖(𝑡)� /� ��
�����

��� ��
����
 𝑦(𝑡) = (𝑥′
𝑖(𝑡))2� /� ���� ���� 𝑥′

𝑖(𝑡) < 𝑑𝑖 = 𝑥′
𝑖(0) ��� ��� 𝑡 ∈ (0, 𝛿)�

�� �� ��
 ������� ���� 𝑦(𝑡) < 𝑦(0) ��� ��� 𝑡 ∈ (0, 𝛿)� �� ��
�
� 𝛿 ������
���
������ ,��� ������� ���� 𝑦′(0) ≤ 0� '
 ��� ����� ��
��

𝑦′(0) = 2 · 𝑥′
𝑖(0) · 𝑥′′

𝑖 (0) = 2 · 𝑥′
𝑖(0) · 𝑓𝑖(0, 𝑥(0), 𝑥′(0)) > 0,

������� 𝑥′
𝑖(0) = 𝑐𝑖 = 𝑚𝑖 �
�  ��������� ���� �� ��������� /� ���� � ��
�������

���
� �� ����� ������ 𝜀 ∈ (0, 𝑡1) ���� ���� 𝑥′
𝑖(𝑡) ≥ 𝑑𝑖 ��� ��� 𝑡 ∈ [0, 𝜀]� +������

��



!�������� ������
���� �������
�

���� ����� ������ 𝑡 ∈ [𝜀, 𝑡1) ���� 𝑥′
𝑖(𝑡) < 𝑑𝑖� ,��� ������� ���� �� ��
 ���
�

𝑡* := inf{𝑡 ∈ [𝜀, 𝑡1) : 𝑥′
𝑖(𝑡) < 𝑑𝑖}� �
� �� ���� ����

𝑥′
𝑖(𝑡) ≥ 𝑑𝑖 ��� ��� 𝑡 ∈ [0, 𝑡*] �
� 𝑥′

𝑖(𝑡*) = 𝑑𝑖.

,��
 𝑦(0) ≥ (𝑑𝑖)2 = 𝑦(𝑡*)� ,�� ���
 ����� ������� ������� ���� ����� ������
𝑡* ∈ (0, 𝑡*) ���� 𝑦′(𝑡*) ≤ 0 ��
 ����� �
 ���� ����� ����� �� 0�� ���

𝑦′ (𝑡*) = 2 · 𝑥′
𝑖 (𝑡*) · 𝑥′′

𝑖 (𝑡*) = 2 · 𝑥′
𝑖 (𝑡*) · 𝑓𝑖 (𝑡*, 𝑥 (𝑡*) , 𝑥′ (𝑡*)) > 0,

������� 𝑥′
𝑖(𝑡*) ≥ 𝑑𝑖 �
� ���� ������ /� ������ �� � ��
���������
� �
� �� ��


��
����� ����

𝑥′
𝑖(𝑡) ≥ 𝑑𝑖 �
� 𝑥𝑖(𝑡) > 0 ��� ��� 𝑡 ∈ [0, 𝑡1].

�� ���� 𝑡 = 𝑡1� ����� �� � 	��� �
 ���� �������
 �
� ��� ����������� �� �
��
�����
�� �� ���� �
� ��
�� �� ���� ����

𝑥′
𝑖(𝑡+1 ) = 𝐽1,𝑖(𝑥(𝑡1), 𝑥′(𝑡1)) + 𝑥′

𝑖(𝑡1) ≥ 𝑚𝑖 = 𝑑𝑖,

𝑥𝑖(𝑡+1 ) = 𝐼1,𝑖(𝑥(𝑡1), 𝑥′(𝑡1)) + 𝑥𝑖(𝑡1) ≥ 0.

/� ��
 ����� ���� 𝑥′
𝑖(𝑡) ≥ 𝑑𝑖 �
� 𝑥𝑖(𝑡) ≥ 0 ��� ��� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]� ��������
� ���

���� ��� �� �������
!� 𝑑𝑖 = −𝑚𝑖� ��� ����� �� �
�������� �� �� ��
 �� ������ ���� 𝑥′

𝑖(𝑡) ≤ 𝑑𝑖 �
�
𝑥𝑖(𝑡) ≤ 0 ��� ��� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]�
,��������� �� ���� 	��� ������ ���� 𝑑𝑖 · 𝑥𝑖(𝑇 ) ≥ 0 ��� ����� 𝑥 ∈ Fix(𝐴𝑑)

�
� |𝑑𝑖| = 𝑚𝑖� ,��� ������� ���� ,������ 	��	 ��
 �� �������� �� ����� ������
𝑑 ∈ R𝑛 �
� 𝑥 � �������
 �� �
��
� ���� ���� 𝑥(𝑇 ) = 0� ����� ������� ���� 𝑥 �� �
�������
 �� �
�����

������� 
���� ��
����� ��� �
������ [0, 1]� � �
���� ��������� ���
� 𝑡1 = 0.2�
�
� 𝑛 = 1� ,�
� ��� ������⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑥′′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)), 𝑡 ̸= 𝑡1,

Δ𝑥(𝑡1) = 𝐼(𝑥(𝑡1), 𝑥′(𝑡1)),
Δ𝑥′(𝑡1) = 𝐽(𝑥(𝑡1), 𝑥′(𝑡1)),
𝑥(0) = 0, 𝑥(1) = 0,

�
����

���� ��� ��
����
� 𝑓 � 𝐼� �
� 𝐽 ���
�� ��
𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) = exp (𝑡− |𝑥|) + cos(𝑥) sin(𝑡) + 𝑦 cos(1/𝑦),
𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝑥,

𝐽(𝑥, 𝑦) = (2 + sin(𝑥))𝑦3.

/��
 𝑦 = 0 �
 𝑓 � �� ��
� ��� ������� ������ !� �� ���� �� ����
 ����  ��
�������� ��	����
� �� ,������ 
��� ��� ��������� !� ������ �� ��
� 𝑚 = 4 ��
������ ����� ����� �
� ��
�� ,��
� ����� ������ � �������
 �� �
����� !
 ������ 
��
�� ��� � ���� �� ��� �������
�

�	




�
� !������� �� ���� �����

������ 
��� +������
 �� ������� 
����

��
����� �� ��
����� �
��
� ���� &����

 ���
���� ��
�����
�� ���� ���⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥′′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)), 𝑡 ̸= 𝑡𝑗 ,

Δ𝑥(𝑡𝑗) = 𝐼𝑗(𝑥(𝑡𝑗), 𝑥′(𝑡𝑗)), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞},
Δ𝑥′(𝑡𝑗) = 𝐽𝑗(𝑥(𝑡𝑗), 𝑥′(𝑡𝑗)), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞},
𝑥′(0) = 0, 𝑥′(𝑇 ) = 0.

�
����

������ ��� �������
� �����������

���� ��� ����� 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}� ����� ������ 𝑚𝑖 > 0 ���� ����

[(𝑡, 𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑇 ] × R𝑛 × R𝑛, |𝑥𝑖| ≥ 𝑚𝑖] =⇒ 𝑥𝑖 · 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑦) ≥ 0.

���� ��� ����� 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} �
� ����� 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞}�

𝐼𝑗,𝑖(𝑥, 𝑦) + 𝑥𝑖 ≥ 𝑚𝑖, ��� 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛, 𝑥𝑖 ≥ 𝑚𝑖;
𝐼𝑗,𝑖(𝑥, 𝑦) + 𝑥𝑖 ≤ −𝑚𝑖, ��� 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛, 𝑥𝑖 ≤ −𝑚𝑖.

���� ��� ����� 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} �
� ����� 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞}�

sign(𝐽𝑗,𝑖(𝑥, 𝑦)) = sign(𝑦𝑖) ��� 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛.

�




!�������� ������
���� �������
�

��
����� ��� ������ �� �
����� ����� �������⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥′′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)), 𝑡 ̸= 𝑡𝑗 ,

Δ𝑥(𝑡𝑗) = 𝐼𝑗(𝑥(𝑡𝑗), 𝑥′(𝑡𝑗)), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞},
Δ𝑥′(𝑡𝑗) = 𝐽𝑗(𝑥(𝑡𝑗), 𝑥′(𝑡𝑗)), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞},
𝑥(0) = 𝑐, 𝑥′(0) = 0,

�
����

���� 𝑐 ∈ R𝑛� ,��� �� � ���������� ���� �� �
���� ���� 𝑑 = 0� /� ��� ���
� ��
����� ���� ����� ������ 𝑐 ∈ R𝑛 ���� ���� ����� ������ � �������
 𝑥 �� �
���� ����
������� 𝑥′(𝑇 ) = 0�

/� ���
� ��� �������� 𝐴 : (𝑐, 𝑥) ∈ R𝑛 ×𝑋 −→ 𝐴𝑐(𝑥) ∈ 𝑋� ����

[𝐴𝑐(𝑥)](𝑡) = 𝑐+
∑︁
𝑡𝑗<𝑡

[𝐼𝑗(𝑥(𝑡𝑗), 𝑥′(𝑡𝑗)) + 𝐽𝑗(𝑥(𝑡𝑗), 𝑥′(𝑡𝑗)) 𝑡]

+
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑥′(𝑠)) 𝑑𝑠.

$���� 
��	� ,�� �������� 𝐴 �� ��������
��� ��
��
����� �
� ��������

/� ���
� ��� �������
� ����������

𝜙 : 𝑥 ∈ 𝑋 −→ 𝑥′(𝑇 ) ∈ R𝑛,
𝜑 : 𝑐 ∈ R𝑛 −→ Fix(𝐴𝑐) ⊂ 𝑋,

𝐹 : 𝑐 ∈ R𝑛 −→ {𝑥′(𝑇 ) : 𝑥 ∈ Fix(𝐴𝑐)} ⊂ R𝑛.

!
 ����� �� ����� ,������ 	��	� �� ������ �� ����
 ���� ��
�����
 �	�	� ��
��������� ��� ����� ��
�����
� ��� �
������� �� ��� ��������� �����

,������ 
��
� !� ��	�� ��
�� ��������� ��� ��������� ���
 ������� �
����
��� �� ����� �
� �������
�

(����� ��� ����������� ��� ���� 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}� �� ��
� ��� ������� 𝑚𝑖 > 0
�
  ��������� ���������� ��� �
� 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}� ,�
� 𝑐 ∈ R𝑛 ���� ����
|𝑐𝑖| = 𝑚𝑖 + 1� ���� 𝑚𝑖 ���� ��� ����������� �
� 𝑥 ∈ Fix(𝐴𝑐)� /� ���� �� �����
���� 𝑐𝑖 · 𝑥′

𝑖(𝑇 ) ≥ 0�
!� 𝑐𝑖 = 𝑚𝑖 + 1� ������� ���� ���� ����� ������ 𝑡 ∈ (0, 𝑡1) ���� ���� 𝑥′

𝑖(𝑡) < 0�
/� ���
� 𝑡* = inf{𝑡 ∈ (0, 𝑡1) : 𝑥′

𝑖(𝑡) < 0} ≥ 0� ,��� ������� ����

𝑥′
𝑖(𝑡*) = 0 �
� 𝑥𝑖(𝑡) ≥ 𝑐𝑖 ��� 𝑡 ∈ [0, 𝑡*].

&��� ���� ��� �
������ [0, 𝑡*] ����� �� 	��� �
� ���
�� �� 𝑡* = 0� ,�� ��
����
 𝑥′
𝑖

�� ��
��
���� �
 ��� �
������ (0, 𝑡1)� �� ����� ����� 𝑡* ∈ (𝑡*, 𝑡1) ���� ����∫︁ 𝑡*

𝑡*

|𝑥′
𝑖(𝑠)| 𝑑𝑠 ≤ 1.

��




�
� !������� �� ���� �����

��� �
� 𝑡 ∈ [𝑡*, 𝑡*]� �� ���� ����

𝑥𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖(𝑡*) +
∫︁ 𝑡

𝑡*

𝑥′
𝑖(𝑠) 𝑑𝑠 ≥ 𝑐𝑖 +

∫︁ 𝑡

𝑡*

𝑥′
𝑖(𝑠) 𝑑𝑠 ≥ 𝑐𝑖 −

∫︁ 𝑡

𝑡*
|𝑥′
𝑖(𝑠)| 𝑑𝑠

≥ 𝑐𝑖 −
∫︁ 𝑡*

𝑡*

|𝑥′
𝑖(𝑠)| 𝑑𝑠 ≥ 𝑐𝑖 − 1 = 𝑚𝑖 + 1 − 1 = 𝑚𝑖.

,��������� �� ���� ����

𝑥𝑖(𝑡) · 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)) = 𝑥𝑖(𝑡) · 𝑥′′
𝑖 (𝑡) ≥ 0,

������� 𝑥𝑖(𝑡) ≥ 𝑚𝑖 �
�  ��������� ���� ������ ,��
 �� ��� 𝑥′′
𝑖 (𝑡) ≥ 0�

�� � ��
�����
��� 𝑥′
𝑖 �� � 
�
��������
� ��
����
 �
 ��� �
������ [𝑡*, 𝑡*]� �

��
���������
 ���� ��� ���
����
 �� 𝑡*� ,��� ������� ���� 𝑥′
𝑖(𝑡) ≥ 0 ��� ���

𝑡 ∈ [0, 𝑡1]� �� 𝑡 = 𝑡1 ����� �� � 	���� ��

𝑥𝑖(𝑡+1 ) = 𝐼1,𝑖(𝑥(𝑡1), 𝑥′(𝑡1)) + 𝑥𝑖(𝑡1) > 𝑚𝑖,

𝑥′
𝑖(𝑡+1 ) = 𝐽1,𝑖(𝑥(𝑡1), 𝑥′(𝑡1)) + 𝑥′

𝑖(𝑡1) ≥ 0,

���
�  ��������� ���� �
� ����� /� ��
 ����� ��� ���� ��� ���� 𝑥′
𝑖(𝑡) ≥ 0

�
� 𝑥𝑖(𝑡) ≥ 𝑚𝑖 ��� ��� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]� �� 𝑥′
𝑖(𝑇 ) ≥ 0�

!� 𝑐𝑖 = −𝑚𝑖 − 1� ��� ����� �� �
�������� �
� �� ��� ���� 𝑥′
𝑖(𝑡) ≤ 0 ��� ���

𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]�
,��� ������� ���� 𝑐𝑖 · 𝑥′

𝑖(𝑇 ) ≥ 0 ��� ����� 𝑥 ∈ Fix(𝐴𝑐) �
� |𝑐𝑖| = 𝑚𝑖 + 1�
,������ 	��	 ��
 �� �������� �� ����� ������ 𝑐 ∈ R𝑛 �
� 𝑥 � �������
 �� �
����
���� ���� 𝑥′(𝑇 ) = 0� ����� ������� ���� 𝑥 �� � �������
 �� �
�����

������� 
���� ��
����� ��� �
������ [0, 1]� 𝑡1 = 0.2� 𝑡2 = 0.75� �
� 𝑛 = 1�
��
����� ��� ������⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑥′′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)), 𝑡 ̸= 𝑡𝑗 ,

Δ𝑥(𝑡𝑗) = 𝐼𝑗(𝑥(𝑡𝑗), 𝑥′(𝑡𝑗)), 𝑗 ∈ {1, 2},
Δ𝑥′(𝑡𝑗) = 𝐽𝑗(𝑥(𝑡𝑗), 𝑥′(𝑡𝑗)), 𝑗 ∈ {1, 2},
𝑥′(0) = 0, 𝑥′(1) = 0,

�
����

���� ��� ��
����
� 𝑓 � 𝐼1� 𝐼2� 𝐽1 �
� 𝐽2 ���
�� ��

𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) = (𝑡2 + 5) arctan(𝑦) cos(𝑥) + 𝑦1/3,

𝐼1(𝑥, 𝑦) = 𝑥+ 200 cos(𝑥),
𝐼2(𝑥, 𝑦) = − 3

√
𝑥,

𝐽1(𝑥, 𝑦) = arctan(𝑦),
𝐽2(𝑥, 𝑦) = 𝑦(cos(𝑦) + 11/10).

!� �� ���� �� ����
 ����  ��������� ��	�� ��
�� ��������� �� ,������ 
��
 ���
��������� !� ������ �� ��
� 𝑚 = 1000 �� ������ ����� ����� �
� ����� ,��
�
����� ������ � �������
 �� �
�����

��



!�������� ������
���� �������
�


�� !������� �� �������� �����

!
 ���� ������
� �� ���
 ��� �������
� ��� ��������� ���
���� ����� �������� ����
�������� �� �������� ������ ,��� ��������
 �� ���� ���� ����������� ���
 ���
������� ��
������� �
 ��� �������� ������
� !
 ����� ����� ��� ���� ��� ������� ���
���
���� ����� �������� ��� ����������
��
� ��������� ������
���� �������
��
+��� �� ���� ��� 3�� 		� ��� 	��5� /� ���� �����
 ���� ������
�� ������� ��
�������� �������
�� '
�� ����
� �
 ���� ������
� 𝑇 �� ���
� �� �� � ��������

������

�� � ���� �������� ��
����� ��� �������
� �������� ���
���� ����� ��������⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)), 𝑡 ̸= 𝜏𝑗(𝑥(𝑡)),
Δ𝑥(𝑡) = 𝐼𝑗(𝑥(𝑡)), 𝑡 = 𝜏𝑗(𝑥(𝑡)),
𝑥(0) = 𝑥(𝑇 ).

�
��	�

������ ��� �������
� �����������

��	� ,�� ��
����
 𝑓 : [0, 𝑇 ] × R𝑛 −→ R𝑛 �� ��
��
���� �
� ����� ����� 𝑎1, 𝑎2
��� 
�

������� ��
��
���� ��
����
� ���� [0, 𝑇 ] ���� ����

|𝑓(𝑡, 𝑥)| ≤ 𝑎1(𝑡)|𝑥| + 𝑎2(𝑡) ��� (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 ] × R𝑛.

��
� ��� ���� 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞}� ��� ��� 𝐼𝑗 : R𝑛 −→ R𝑛 �� ��
��
�����

���� ��� ����� 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}� ����� ������𝑚𝑖 > 0 ���� ���� �� (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 ]×R𝑛
�
� |𝑥𝑖| ≥ 𝑚𝑖� ���
 𝑥𝑖 · 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥) > 0�

���� ��� ����� 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} �
� ����� 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞}�

𝐼𝑗,𝑖(𝑥) + 𝑥𝑖 ≥ 𝑚𝑖, ��� 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑥𝑖 ≥ 𝑚𝑖,
𝐼𝑗,𝑖(𝑥) + 𝑥𝑖 ≤ −𝑚𝑖, ��� 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑥𝑖 ≤ −𝑚𝑖.

������������ �� ���� ���� ������ �������
�� �� �
 +�����
 
�	� �� ��
��� ��
𝜎𝑗 ��� ���������������

𝜎𝑗 = {(𝑡, 𝑥) ∈ R × R𝑛 : 𝑡 = 𝜏𝑗(𝑥)}.

��
�����
� �������
� �
� ��	������ ����� ����� �� 𝑥 �� �
� �������
 �� �
��	��
���
 𝑥 �
�������� ���� ������������ 𝜎𝑗 ������� �
��� ��
����� ��� �������
�
������ �� �
����� ����� ���������⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥′ = 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑡 ̸= 𝜏𝑗(𝑥(𝑡)),
Δ𝑥(𝑡) = 𝐼𝑗(𝑥(𝑡)), 𝑡 = 𝜏𝑗(𝑥(𝑡)),
𝑥(0) = 𝑐,

�
��
�

�





��� !������� �� �������� �����

���� 𝑐 ∈ R𝑛� /� ��� ���
� �� ������ ���
� ,������ 	��	� ���� ����� ������ 𝑐 ∈ R𝑛
���� ���� ����� ������ � �������
 𝑥 �� �
��
� ���� �������� 𝑥(𝑇 ) = 𝑐 = 𝑥(0)�

!
 +�����
 
�	� ��� ����� �� ��
����
� 𝒞𝒥 𝑞([0, 𝑇 ]) ��� �
��������� ,�� �������
�
 3��5� ������� �� ��� ���������� ���� �� ������
���� �������
� �
� 
�� �
������
��
����� ��� �������
� �������

,������ 
���� ����� �������
 �� �
��
� �
�������� ���� 𝜎𝑗 �
�� �
��� �
� ���
�������
 ���� ����� ���� �� ��
���� �� Sol(𝑐)� �� �
 𝑅𝛿���� �
 𝒞𝒥 𝑞([0, 𝑇 ])�

,��������� �� ���
� ��� �������
� ����

𝜙 : (𝑥, (𝑙1, 𝑣1), . . . , (𝑙𝑞, 𝑣𝑞)) ∈ 𝒞𝒥 𝑞([0, 𝑇 ]) −→ 𝑥̃(𝑇 ) − 𝑥̃(0) ∈ R𝑛,
𝜑 : 𝑐 ∈ R𝑛 −→ Sol(𝑐) ⊂ 𝒞𝒥 𝑞([0, 𝑇 ]),
𝐹 : 𝑐 ∈ R𝑛 −→ (𝜙 ∘ 𝜑)(𝑐) ⊂ R𝑛.

��������
���� ��� ��� 𝜙 ��
 �� ������
 ��

𝜙((𝑥, (𝑙1, 𝑣1), . . . , (𝑙𝑞, 𝑣𝑞))) = 𝑥(𝑇 ) +
𝑞∑︁
𝑗=1

𝑣𝑞 − 𝑥(0).

/� ���� ���� 𝜙 �� � ��
���� ���
���� �
� ���	������ ��� �
� ���� 𝜑 �� �

𝑅𝛿���� ��� ,������ 
�����

,������ 
��
� !� �������
� �
� ��	������ ��� ��������� ���
 ��� �����
��� �
��	� ��� �� ����� �
� �������
�

(����� !
 ����� �� ����� ,������ 	��	� �� �
�� �����
� �� ����
 ���� ��
�
�����
 �	�	� �� ��������� ��� �
� 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}� ��
� 𝑐 ∈ R𝑛 ���� ����
|𝑐𝑖| = 𝑚𝑖� �
� (𝑥, (𝑙1, 𝑣1), . . . , (𝑙𝑞, 𝑣𝑞)) ∈ Sol(𝑐)� /� ��
� �� ����� ����
𝑐𝑖(𝑥̃𝑖(𝑇 ) − 𝑥̃𝑖(0)) ≥ 0�
/� ��
����� ���� ��� ���� 𝑐𝑖 = 𝑚𝑖� /� ���� ����� ���� 𝑥̃𝑖(𝑡) ≥ 𝑐𝑖 ��� ���

𝑡 ∈ [0, 1]� /� ���
� ��� ��������� ��
����
 𝑦(𝑡) = (𝑥𝑖(𝑡))2� ����� ���� �� ����
������� ��� ������ +������ ���� ����� ������ 𝛿 ∈ (0, 𝑙1) ���� ���� 𝑥𝑖(𝑡) < 𝑚𝑖 ���
��� 𝑡 ∈ (0, 𝛿)� ,��
 �� ���� ���� 𝑦(𝑡) < 𝑦(0) ��� ����� 𝑡 ∈ (0, 𝛿)� ,��� �������
���� 𝑦′(0) ≤ 0�  ������� �� ���� ����

𝑦′(𝑡) = 2 · 𝑥𝑖(𝑡) · 𝑥′
𝑖(𝑡) = 2 · 𝑥𝑖(𝑡) · 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥(𝑡)) > 0,

��  ��������� ����� /� �����
 � ��
���������
� ,��� ������� ���� ����� ������
𝜀 > 0 ���� ����

𝑥𝑖(𝑡) ≥ 𝑚𝑖 ��� 𝑡 ∈ [0, 𝜀].

+������ ���� ����� ������ 𝑡 ∈ [𝜀, 𝑙1] ���� 𝑥𝑖(𝑡) < 𝑚𝑖� /� ���
�

𝑡* := inf{𝑡 ∈ [𝜀, 𝑙1] : 𝑥𝑖(𝑡) < 𝑚𝑖}.

��



!�������� ������
���� �������
�

,��������� �� ���� ���� 𝑥𝑖(𝑡*) = 𝑚𝑖� ����� ������� ���� 𝑦(0) = (𝑚𝑖)2 = 𝑦(𝑡*)�
,��
� ����� ������ 𝑡 ∈ (0, 𝑡*) ���� ���� 𝑦′(𝑡) = 0� '
�� ����
� �� ����

𝑦′(𝑡) = 2 · 𝑥𝑖(𝑡) · 𝑥′
𝑖(𝑡) = 2 · 𝑥𝑖 · (𝑡) · 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥(𝑡)) > 0,

����� �� � ��
���������
� �� � ��
�����
��� �� ���� ���� 𝑥𝑖(𝑡) ≥ 𝑚𝑖 ��� ���
𝑡 ∈ [0, 𝑙1]� %�������� �� ���� ����

𝑥̃𝑖(𝑙+1 ) = 𝑥𝑖(𝑙1) + 𝑣1,𝑖 �
� 𝑣1 = 𝐼1(𝑥̃(𝑙1)) = 𝐼1(𝑥(𝑙1)).

��  ��������� ���� �� ���� 𝑥̃𝑖(𝑙+1 ) ≥ 𝑚𝑖� � ������� ������
� �� ������ �������
����

𝑥̃𝑖(𝑡) ≥ 𝑚𝑖 ��� 𝑡 ∈ (𝑙1, 𝑙2],
�� ��
�
� 𝑡* = inf{𝑡 ∈ (𝑙1, 𝑙2] : 𝑥𝑖(𝑡) < 𝑚𝑖} �
� �����
�
� � ��
���������

���� ����� ,��������� �� ���� �����
 ���� 𝑥̃𝑖(𝑡) ≥ 𝑚𝑖 ��� ��� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]� !

�����������

𝑥̃𝑖(𝑇 ) ≥ 𝑚𝑖 = 𝑐𝑖 = 𝑥̃𝑖(0).
,��
 𝑐𝑖(𝑥̃𝑖(𝑇 ) − 𝑥̃𝑖(0)) ≥ 0�
/� ��
����� ��� ���� 𝑐𝑖 = −𝑚𝑖� ,�� ������
� �� ���� �������� ������ �� ��

������ ���� ����� ������ 𝜀 > 0 ���� ���� 𝑥𝑖(𝑡) ≤ −𝑚𝑖 ��� ��� 𝑡 ∈ [0, 𝜀]� ,��
� ��
����� ������ 𝑡 ∈ [𝜀, 𝑙1] ���� ���� 𝑥𝑖(𝑡) > −𝑚𝑖� �� ��
�

𝑡* = inf{𝑡 ∈ [𝜀, 𝑙1] : 𝑥𝑖(𝑡) > −𝑚𝑖},

�� 𝑦(0) = 𝑦(𝑡*)� ����� ������� ���� ����� ������ 𝑡 ���� 𝑦′(𝑡) = 0� � ��
���������
�
,��
  ��������� ���� ������� ���� 𝑥̃𝑖(𝑙+1 ) ≤ −𝑚𝑖� �� � ��
�����
��� �� ��

����� ���� 𝑥̃𝑖(𝑡) ≤ −𝑚𝑖 ��� ��� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]�
��
����� ���� ������� ���� �� ���� ����

𝑐𝑖(𝑥̃𝑖(𝑇 ) − 𝑥̃𝑖(0)) ≥ 0,

�� ��
�����
 �	�	� �� ��������� ,������ 	��	 ������� ���� ����� ������ 𝑐 ∈ R𝑛
�
� (𝑥, (𝑙1, 𝑣1), . . . , (𝑙𝑞, 𝑣𝑞)) ∈ Sol(𝑐) ���� ���� 𝑥̃(𝑇 ) − 𝑥̃(0) = 0� ��������� 𝑥̃ �� �
�������
 �� �
��	��

������� 
���� ��
����� ��� �
������ [0, 1] �
� ��� ������⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)), 𝑡 ̸= 𝜏(𝑥),
Δ𝑥(𝑡) = 𝐼(𝑥(𝑡)), 𝑡 = 𝜏(𝑥),
𝑥(0) = 𝑥(1),

�
����

����

𝑓(𝑡, 𝑥) = (cos(𝜋𝑡)2 cos(𝑥) + 2)𝑥+ sin(2𝜋𝑡) + 1,

𝜏(𝑥) = 1
2 + 2

5 · 2𝑥2 + 1
,

𝐼(𝑥) = sign(𝑥)𝑥2.

��




��� !������� �� �������� �����

!� �� ���� �� ����
 ����  ��������� �������
� �
� ��	������ �� ,������ 
��

��� ��������� ,��
 ����� ������ � �������
 �� �
����� !
 ������ 
�
 �� ��� �
���� �� ��� �������
 �
 ��� �
������ [0, 1]� �� 𝑓(0, 𝑥) = 𝑓(1, 𝑥)� �� �� ����
� 𝑓
�� � �������� ��
����
 �
 ��� ���� ��������� �
� �� ��
����� 𝜏𝑗(𝑥) := 𝜏(𝑥) + 𝑗�
𝐼𝑗(𝑥) = 𝐼(𝑥) ��� ����� 𝑗 ∈ Z� �� ���� ���� ��� �������
 ��
 �� ����
��� �� R�
!
 ������ 
�� �� ��� � ���� �� ���� ����
���
�

������ 
�
� (������� �������
 �� �
���� �
 ������� 
���� ,�� ����
 �����
�������
�� ��� �������
 �
 ��� �
������ [0, 1]� ����� ��� ���� ����� �������
�� ���
������������ {(𝑡, 𝑥) ∈ R2 : 𝑡 = 𝜏(𝑥)}�

������ 
��� ����
��� �������� �������
 �� �
���� �
 ������� 
����

��



!�������� ������
���� �������
�

,� �
��� ��� ������
� �� ��
����� ��� �������
� ����
� ����� ������
���� �������

���� ����������
��
� ���������⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥′′(𝑡) + 𝑔(𝑥(𝑡)) = 𝑝(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)), 𝑡 ̸= 𝜏𝑗(𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)),
𝑥(𝑡+) = 𝑥(𝑡) + 𝐼𝑗(𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)),

𝑡 = 𝜏𝑗(𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡))�
𝑥′(𝑡+) = 𝑥′(𝑡) + 𝐽𝑗(𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)),

�
����

����� 𝑔 : R −→ R �� � ��
��
���� ��
����
� 𝑝 : R × R × R −→ R �� ���
����
��
��
����� �
� 𝑇 ��������� �
 ��� ���� ��������� �
� 𝐼𝑗 , 𝐽𝑗 , 𝜏𝑗 : R2 −→ R ���
���� ��
��
���� �����
'�� ��� �� �� �����
 ��� ������
�� �� �������� �������
� ��� �
���� ��� ���

����� �� ��� (��
���	 ��� �
� ��� ��� �� ���� ���� ���
� �������� �
 �
���
����
���
�� �������

!
 ����� �� ����� ������� �
����� �� ������ �� �� � ���
���� ����� ��������
�
� �� ���
 ��� �������
� �
 ��� �
������ [0, 𝑇 ] ����� ���
���� �� ��� �
����� �
�
�
�� ������ ���� ���⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑥′′(𝑡) + 𝑔(𝑥(𝑡)) = 𝑝(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)), 𝑡 ̸= 𝜏𝑗(𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)),
𝑥(𝑡+) = 𝑥(𝑡) + 𝐼𝑗(𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)),

𝑡 = 𝜏𝑗(𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡))�
𝑥′(𝑡+) = 𝑥′(𝑡) + 𝐽𝑗(𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)),
𝑥(0) = 𝑥(𝑇 ), 𝑥′(0) = 𝑥′(𝑇 ).

�
��
�

!� �� ��
 �
� � �������
 �� �
��
�� �� ��
 ����
� �� �� R� �������
� ���� ���
���� 𝜏𝑗 � 𝐼𝑗 �
� 𝐽𝑗 �������

𝜏𝑗+𝑞 = 𝜏𝑗 + 𝑇, 𝐼𝑗+𝑞 = 𝐼𝑗 + 𝑇, �
� 𝐽𝑗+𝑞 = 𝐽𝑖 + 𝑇

��� ���� 𝑞 ∈ N �
� ��� ��� 𝑗 ∈ Z�
��� ����������� �� ���� ��
����� ��� ���� ���� 	��� �
� �������������� �


[0, 𝑇 ]� %�������� �� ���� ��
��� ��� ��� 𝜏 �� 𝛾� ������� 𝜏 �� ���
� �� �� ����
��� ��� ��������� ,��������� �� ����� �
��
� �� ��� �������
� ��������
� ������
�� ���� �����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥′(𝑡) = 𝑦(𝑡),
𝑡 ̸= 𝛾(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))�

𝑦′(𝑡) = −𝑔(𝑥(𝑡)) + 𝑝(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)),
𝑥(𝑡+) = 𝑥(𝑡) + 𝐼1(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)),

𝑡 = 𝛾(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))�
𝑦(𝑡+) = 𝑦(𝑡) + 𝐽1(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)),
𝑥(0) = 𝑥(𝑇 ), 𝑦(0) = 𝑦(𝑇 ).

�
����

/� ������ ��	����
� ��
������� �
 +�����
 
�	� ,��� ������� ���� ����� �������

�� ��� ������
���� ������

𝑥′(𝑡) = 𝑦(𝑡),
𝑦′(𝑡) = −𝑔(𝑥(𝑡)) + 𝑝(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)),

��




��� !������� �� �������� �����

�
�������� ��� ������� 𝑡 = 𝛾(𝑥, 𝑦) �
�� �
�� ���� ,������ 
�	
�� ��� ����� �
�����
���� 𝑢0 = (𝑥0, 𝑦0)� �� ��
����� 𝑡𝑢0 ���� ���� �� ��������� ������ ������������

$���� 
���� ,�� ��� 𝛤 : 𝑢0 ∈ R2 ↦−→ 𝑡𝑢0 ∈ (0, 𝑇 ) �� ��
��
�����

$�� 𝑢(·;𝑢0) ��
��� ��� �
���� �������
 ��⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥′(𝑡) = 𝑦(𝑡),
𝑡 ̸= 𝛾(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))�

𝑦′(𝑡) = −𝑔(𝑥(𝑡)) + 𝑝(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)),
𝑥(𝑡+) = 𝑥(𝑡) + 𝐼1(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)),

𝑡 = 𝛾(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))�
𝑦(𝑡+) = 𝑦(𝑡) + 𝐽1(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)),
𝑥(0) = 𝑥0, 𝑦(0) = 𝑦0.

�� � ��
�����
��� �� ��
����� ��� ���

𝑃 : 𝑢0 ∈ R2 −→ 𝑢(𝑇 ;𝑢0) ∈ R2, �
����

�
� �� ��
 ����� ��� �������
� �������

$���� 
���� ,�� ��� 𝑃 �� ��
��
�����

(����� /� ���
� ��� ��
����
�

𝑓1 : 𝑥 ∈ R2 ↦−→ (𝑥, 𝑥) ∈ R2 × R2,

𝑓2 : (𝑥, 𝑦) ∈ R2 × R2 ↦−→ (𝑡𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑇 ] × R2,

𝑓3 : (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 ] × R2 ↦−→ (𝑡, 𝑢(𝑡; 0, 𝑥)) ∈ [0, 𝑇 ] × R2,

𝑓4 : (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 ] × R2 ↦−→ (𝑡, 𝑥+ 𝐼(𝑥)) ∈ [0, 𝑇 ] × R2,

𝑓5 : (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 ] × R2 ↦−→ 𝑢(𝑇 ; 𝑡, 𝑥) ∈ R2.

���� �� ����� ��
����
� �� ��
��
����� �
� 𝑃 (𝑢0) = (𝑓5 ∘ 𝑓4 ∘ 𝑓3 ∘ 𝑓2 ∘ 𝑓1)(𝑢0)�
,��� ������� ���� 𝑃 �� � ��
��
���� ����

'�� ��� �� �� ����� ,������� 	�
� �
� 	�
� �� �����
 ���� ���
�� �� ���
��� 𝑃 � �
� ���� �������
� �� �
��
�� !
 ����� �� �� ����� �� ���� 
��� ���
�������
� ���
����
��

���
����
 
���� $�� 𝐹 : R2 −→ R2 �� � ��
��
���� ���� /� ��� ���� 𝐹 ���
��� �������� �� ������� ���
���
��� �� ����� �� � ���
��� ��� 𝐷 ⊂ R2� � ��
���
��
�� �
� � ����� Γ: 𝜆 ∈ [0,∞) −→ (𝑥(𝜆), 𝑦(𝜆)) ∈ R2� ��
���
�� �
 ��� ��
��
���� ����

lim
𝜆→∞

(|𝑥(𝜆)| + |𝑦(𝜆)|) = +∞ �
� (𝐹 ∘ Γ)([0,∞)) ⊂ 𝐷.

�
 ������� �� � ��
����
 ���� ���� �������� ��
 �� ���
 �
 ������ 
���

��



!�������� ������
���� �������
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������ 
��� ������� �� � ��
����
 ���� ��� ������� ���
���
��� ���������

���
����
 
�
�� $�� 𝐹 : R2 −→ R2 �� � ��
��
���� ���� ������� ����
|𝐹 (𝑥, 𝑦)| → ∞ �� |(𝑥, 𝑦)| → ∞� �
� ��� (ϒ,Ξ) �� 𝐹 �
 ����� ������
����� ����
��� ϒ �������
�� ��� ������� �
� Ξ �������
�� ��� �
���� /� ���� ��� ���� 𝐹
�������� �������� �&*� ��

����� ������ 𝑅0 > 0 ���� ���� 𝑟 > 𝑅0 �
� 𝜃 ∈ R
������� ���� − 𝜋 ≤ Ξ(𝑟, 𝜃) − 𝜃 ≤ 0.

�&*�

/� ����� �� ��
������
� ������� �
���� ������� ��������� ���� ���{︃
𝑥′(𝑡) = 𝑦(𝑡),
𝑦′(𝑡) = −𝑔(𝑥(𝑡)) + 𝑝(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)).

�
����

,���� ���� �� ������� ���������� ������ �� ���
������� ���� ���
 ������
�������� ��� ��� ������� 3��� ��5� /� ��
����� �
���� �
��� ��� ���������
 ����
𝑔 �
� 𝑝 ��� ���� ������� $�������� �
�

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = +∞ �
� lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = −∞. �𝑔∞�

,�� ������� �������� �� ��
����
� 𝑔 ����� ������� ���� ��
�����
 �𝑔∞� ��� ���
��
����
� 𝑔(𝑥) = 𝑥2𝑛−1� ���� 𝑛 ∈ N� ������������ �� 𝑝 �� � ���
��� ��
����
�
���
 �� ��
 ���� ���� �������
� ��� �������� ���
�� �
 R ���� 3��5��

,�� ��������� ���� ��� ����� � ���� �������
� ���� �� ����� ������
�� �������
�
 ������� ���
���� ����� �������� ������� �� '���� ��� ��� ������� 3

� ��5�
!� ������ ���� � ���������
� �
������ �� ��� ����
����� ������
���� �������


𝑥′′(𝑡) + 𝑔(𝑥(𝑡)) = 0. �
����

,��� �� ������ �
���� ��� 𝑝 ≡ 0�
/� ���
� ��� ��
����
 𝐺 ��

𝐺(𝑥) =
∫︁ 𝑥

0
𝑔(𝑠) 𝑑𝑠.

�	




��� !������� �� �������� �����

��
�����
 �𝑔∞� ������� ���� 𝐺(𝑥) −→ ∞ ���
 |𝑥| −→ ∞� ������������ ���
��
����
 𝐺 �� ��
��
����� ,��� ������� ���� 𝐺 �� ���
��� ���� ������ �
�
��������� �� ��� �
 �������� ��
����� ,�� ���� �
������ �� �
���� �� ��� ��
����


𝑉 (𝑥, 𝑦) = 𝑦2

2 +𝐺(𝑥).

/� ��
 ����
 ���� ��� 𝑐 ����� �
����� ����
 � �������
 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ���� �����
𝑉 (𝑥, 𝑦) = 𝑐� ���
 �� �� � �������� �������
� ������������ ��� 𝜁 > 0 ����� �
����
�
� 𝑥(0) = 𝜁� 𝑦(0) = 0� ��� ����� ������ �� ���� �������
� ����� �� ���
� �� ��
��
���� �� 𝜏(𝜁)� �� ����
 �� ��� ���������


𝜏(𝜁) =
√

2
∫︁ 𝜁

ℎ(𝜁)

1√︀
𝑐−𝐺(𝑦)

𝑑𝑦, �
�
��

���� ℎ(𝜁) � 
������� 
����� ���� ���� 𝐺(ℎ(𝜁)) = 𝐺(𝜁) �
� 𝑐 = 𝐺(𝜁)� ,���
���������
 �� 
�� ���� ���� �� �����
� !� �� �����
��� ��� �������� �
 � �������
����� �
 3��� ������� 	
5� ��� 𝜁 ����� �
����� ���
 ��� ��� 𝜏(𝜁) �� ��
��
�����
�
� �� �� ������ ��� ��������� /� ��� ���� ���
� �� ��
����� ��� ����

𝜏+(𝜁) =
√

2
∫︁ 𝜁

0

1√︀
𝑐−𝐺(𝑦)

𝑑𝑦,

𝜏−(𝜁) =
√

2
∫︁ 0

ℎ(𝜁)

1√︀
𝑐−𝐺(𝑦)

𝑑𝑦.

,��
 �� ���� 𝜏(𝜁) = 𝜏−(𝜁) + 𝜏+(𝜁)� %��� �
��������
 ����� ����� ���� ��

�� ���
�� ��� �������� �
 3

� 
�� ��5�

$���� 
�
	� ��� ���� 𝑅1 > 0� ����� �� 𝑅2 > 𝑅1 ���� ����

• |(𝑥0, 𝑦0)| ≤ 𝑅1 =⇒ |(𝑥(𝑡; 0, (𝑥0, 𝑦0)), 𝑦(𝑡; 0, (𝑥0, 𝑦0)))| ≤ 𝑅2 ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]�

• |(𝑥0, 𝑦0)| ≥ 𝑅2 =⇒ |(𝑥(𝑡; 0, (𝑥0, 𝑦0)), 𝑦(𝑡; 0, (𝑥0, 𝑦0)))| ≥ 𝑅1 ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]�

,�� ����� �� ���� ������ �� ��������������� �
� ��
 �� ���
� �
 3��5�
-��
� ��� �������� ������ �� 

�� ���� ��� � ����
 �
����� ��
�����
 (𝑥0, 𝑦0)�

���� 𝑥0
2 + 𝑦0

2 ������
��� ������ ��� �������
 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ��������

𝑥(𝑡)2 + 𝑦(𝑡)2 ̸= 0 ��� ����� 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

,��� ������� ���� �� ��
 ��
����� ����� ������
���� �
 ���� �������� �� �� ���
��� �
���� ���� ��� �����
� ���� ��� �� ��
����� ��� ������⎧⎨⎩𝜃′ = − sin2 𝜃 − (𝑔(𝑟 cos 𝜃) − 𝑝(𝑡, 𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃)) cos 𝜃

𝑟
,

𝑟′ = 𝑟 cos 𝜃 sin 𝜃 − (𝑔(𝑟 cos 𝜃) − 𝑝(𝑡, 𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃)) sin 𝜃.
�
�
	�

�




!�������� ������
���� �������
�

��� �
 �
����� ��
�����
 (𝑟0, 𝜃0)� ��
� (𝑟(𝑡; 0, 𝑟0, 𝜃0), 𝜃(𝑡; 0, 𝑟0, 𝜃0)) ��� �������

�� �
�
	� �������
� ��� �
����� ��
�����
 (𝑟0, 𝜃0) �� ���� 𝑡 = 0� !� ��� �
����� ����
�� ������ �� ����� (𝑟(𝑡; 𝑟0, 𝜃0), 𝜃(𝑡; 𝑟0, 𝜃0))�
,�� ����� �� ��� �������
� ������ �� � ��
�����
�� �� ������� ���� ��
 ��

���
� �
 3��5�

$���� 
�

� +������ �𝑔∞� �� ��������� ,��
 ����� ������ 𝑑 > 0 ������
���
����� ���� ����

𝑟0 > 𝑑 =⇒ 𝑑

𝑑𝑡
𝜃(𝑡; 𝑟0, 𝜃0) < 0 ��� ����� 𝜃0 ∈ R.

,��� ����� ����� �� ���� ��� �������
� �� �
���� ���
 ����
���� ����
� ���
�����
�

���
����
 
�
�� ,�
� 𝑍+ �� ��� ��� �� 
�

������� �
������� ��� 𝑟 ≥ 𝑑 �
�
𝑡 ∈ (0, 𝑇 ]� ��� 𝑛*(𝑟, 𝑡) �
� 𝑛*(𝑟, 𝑡) ��

𝑛*(𝑟, 𝑡) = max
{︂
𝑛 ∈ 𝑍+ : 𝑛 ≤ inf

{︂
|𝜃(𝑡; 𝑟, 𝜃0) − 𝜃0|

2𝜋 : 𝜃0 ∈ R
}︂}︂

,

𝑛*(𝑟, 𝑡) = min
{︂
𝑛 ∈ 𝑍+ : 𝑛 ≥ sup

{︂
|𝜃(𝑡; 𝑟, 𝜃0) − 𝜃0|

2𝜋 : 𝜃0 ∈ R
}︂}︂

.

,���� ��� 
�

������� 
������ ���� ��� �������
� �
�����������
� �
�
�������
 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ����

√︀
𝑥(0)2 + 𝑦(0)2 = 𝑟 ��
�� �� ����� 𝑛*(𝑟, 𝑡)� �
� ��

���� 𝑛*(𝑟, 𝑡)� ���
� ����
� ��� �����
 �
 ��� �
������ [0, 𝑡]�
,�� �������� �� ��� ���� 𝜏 � 𝜏+ �
� 𝜏− �� ���� �������
�� /� ��
����� ���

�������
� ��������
��

lim
𝜁→+∞

𝜏(𝜁) = 0, �𝜏0�

lim
𝜁→+∞

𝜏+(𝜁) = ∞, �𝜏+
∞�

lim
𝜁→+∞

𝜏−(𝜁) = ∞. �𝜏−
∞�

�� �
 �������� �� ���� ��� �������
� �������� ����� ��
 �� ���
�� ��� ��������
�
 3
�� ������� 	�5�

,������ 
�
�� $�� 𝑔 : R −→ R �� � ��
��
���� ��
����
 ���� ���� 𝑔 ��
�������
��� �� �
�
���� ���� ���

lim
|𝑥|→∞

𝑔(𝑥)
𝑥

= +∞.

,��
 �𝑔∞� �
� �𝜏0� ��� ���������

��




��� !������� �� �������� �����

,������ 
�

� $�� 𝑔 ∈ 𝒞1(R,R) ���� ����

lim
|𝑥|→∞

𝑔′(𝑥) = +∞.

,��
 �𝑔∞� �
� �𝜏0� ��� ���������

,������ 
�
�� $�� 𝑔 : R −→ R �� � ��
��
���� ��
����
 �������
� �𝑔∞� �
�

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥)
𝑥

= 0.

,��
 �𝜏+
∞� �� ���������

�
 �
������� ������ ����� ��� ��� ����� �� −∞ �
� �𝜏−
∞�� /� �����
� ���

��������
��� � �
���� �� ��� ������� ,�� ���
 ���� �� ��� ����� �� ����� ��������
�� �� ��
����� ����� ������
����� ,��
 𝜏(𝜁) ��
 �� ��������� ��

𝜏(𝜉) =
∫︁ 2𝜋

0

1
sin2 𝜃 + 𝑔(𝑟 cos 𝜃) cos2 𝜃/(𝑟 cos 𝜃)

. �
�

�

��� 𝜀 > 0 ������
��� ������ ,�
� 𝐴,𝐵 > 0 ������
��� ����� ���� ���� 𝐴/𝐵 < 𝜀�
,��
 �� ��
�����

𝐶1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : |𝑥| ≤ 𝐴, 𝑦 > 𝐵}, 𝐶2 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 ≥ 𝐴},
𝐶3 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : |𝑥| ≤ 𝐴, 𝑦 < −𝐵}, 𝐶4 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 ≤ −𝐴},

𝐶 = 𝐶1 ∪ 𝐶2 ∪ 𝐶3 ∪ 𝐶4.

/� ����� ��� ������
��� ����� 𝜁� ���� ��� ������ ������ ���� ��� �������� �������
�
��� ��
���
�� �
 𝐶� ,�
� [𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1] ��� �
������ �� ���� ���� ���� ��� �������
�
����� �
 𝐶𝑗 � ,��������� �� ���� ����

𝜏(𝜁) = (𝑡2 − 𝑡1) + · · · + (𝑡5 − 𝑡4) = 𝑡5 − 𝑡1.

!� ��
 �� ������ ������ ���� 𝑡2 − 𝑡1 < 2𝐴/𝐵 �
� 𝑡4 − 𝑡3 < 2𝐴/𝐵� '
 ��� �
�
��
�� �� 𝑔 �� �������
��� �� �
�
���� �� ���� ���� 𝑡3 − 𝑡2 �
� 𝑡5 − 𝑡4 �� ������
���
������ ������� 𝑔(𝑥)/𝑥 �� ����� ��� |𝑥| ������ '
 ��� ����� ��
�� �� 𝑔 �� �����
���
�� �
�
���� �� ���� ���� 𝑡3 − 𝑡2 �
� 𝑡5 − 𝑡4 �� ������ ������� 𝑔(𝑥)/𝑥 �� ��������
�
� ����� ��� ����� 𝑥�

,���� �������� ������� ���� ���� ��
�����
� �𝜏0�� �𝜏+
∞�� �
� �𝜏−

∞� ��� ��������
�� ��
����
� 𝑔 ���� �������
��� �� �����
��� �������� �� �
�
����
,�� �������
� ��� ������ ��������� ��� ������
�� ������
 ��
�����
� �𝜏0�

�
� �𝜏+
∞� �������� ���� �𝜏−

∞�� ,�� �����
 ���� �� ����� ������ �� �� ��
����� �
��� �� ��� ����

𝐷 =
{︀

(𝑎, 𝑏) ∈ R2 : |(𝑎, 𝑏)| ≥ 𝑅
}︀
,

��



!�������� ������
���� �������
�

������ 
��� �������
 �� 𝐶 �
�� ���� �����
��

������ 
��� �������
 �� 𝐷 �
�� ��� �����
��

�





��� !������� �� �������� �����

��� ���� 𝑅 ��� �
����� ,��� ���𝐷 ��
 �� ������� �
�� ��� �����
� ���� ������ 
����
������������ �𝑔∞� ������� ���� �
� �������
 �� �
���� ����� ���� 𝐷𝑖 �� 𝐷𝑗

�������
� ��� �����

𝐷1 −→ 𝐷2 −→ 𝐷3 −→ 𝐷4 −→ 𝐷5 −→ 𝐷6 −→ 𝐷1.

$���� 
�
�� !� �𝑔∞� �
� �𝜏0� ��� ��������� ���


lim
𝑟→∞

𝑛*(𝑟, 𝑡) = +∞.

,�� ���� �� ��� ����� �� $���� 
�
� ��
 �� ���
� �
 +�����
 
 �� 3��5� /�
��
� ���� � �
���� ��� ��������
����

,�� ���
 ��	������ �� �� ����� ��� �������
� ������ ��� ����� 𝜀 ∈ (0, 1)� �����
������ 𝑅(𝜀) ������
��� ����� ���� ����

𝑟 ≥ 𝑅(𝜀) =⇒ 𝑛*(𝑟, 𝑡) ≥
⌊︂
𝑡

6𝜀 − 3
⌋︂
,

���� ⌊·⌋ �������
��
� ��� ���� ��
����
� !
 ����� �� ����� ���� ������ ��� � ����
𝜀� �� ��
 �
� 𝑅0(𝜀) ≤ 𝑅1(𝜀) ≤ 𝑅2(𝜀) ������
��� ����� ���
� �𝑔∞�� �𝜏0�� �
�
$���� 
�
	 �������
� ���� ����
���� ��
�����
�� +������ ���� |𝑢(0)| ≥ 𝑅2(𝜀)
�
� |𝑢(𝑠)| ≥ 𝑅1(𝜀) ��� ����� 𝑠 ∈ [0, 𝑡]� /� ��
�

𝐷 =
{︀

(𝑎, 𝑏) ∈ R2 : |(𝑎, 𝑏)| ≥ 𝑅1(𝜀)
}︀
,

�
� �� ��
����� ��� ���� 𝐷1, . . . , 𝐷6 �� �
 ��� ������ 
���
/� ���� 
�� ������ ���� � �������
 ������� ���� 𝐷𝑖 �� 𝐷𝑗 � ,������������� �

�������
 ����� ���� �
 ���� 𝐷𝑖 ��� ����� 𝑠 ∈ [0, 𝑡]�  ������� �� ��
 �� ������
����

|𝜃(𝑡) − 𝜃(0)|
2𝜋 ≥ 𝑛𝑘 − 2

��� �
� 𝑘 ∈ {1, . . . , 6}� ���� 𝑛𝑘 ��� 
����� �� ������
� ����
������� �� [0, 𝑡]
���� ���� 𝑢(𝑠) ∈ 𝐷𝑘� ,�� 
��� ���� �� �� �
� ����� ���
�� ��� ��� ��
��� ��
���� ����
������� !� ��
 �� ������ ���� ���� ��
��� �� ������ ���� �� ����� ���

𝜀� �� ��� ����� �� ������ ��
�
� 𝑅(𝜀) := 𝑅2(𝜀)� ,��������� 𝑛*(𝑟, 𝑡) −→ ∞ ��
𝜀 −→ 0+�

$���� 
�
�� !� ��� ��
�����
� �𝑔∞�� �𝜏+
∞�� �
� �𝜏−

∞� ��� ��������� � �������

�������� 𝑟(𝑡; 𝑧0) ≥ 𝑅0� �
� 𝜃(𝑡2; 𝑧0) − 𝜃(𝑡1; 𝑧0) = −2𝜋� ���
 𝑡2 − 𝑡1 �� �����������
����� �������� 𝑅0 �� ����� �
�����

,��� �� ��������� 3
�� $���� 	��
5� /� ��
� ���� � �
���� �� ��� ����� ���
��������
���� !� ��� �������
 ������� �
�� ����
� ��� �����
 ������ �� ���������
���� ��� ��
�����
 𝜃(𝑡2; 𝑧0) − 𝜃(𝑡1; 𝑧0) = −2𝜋 ������ ���
 ����� �� �
 �
������

��



!�������� ������
���� �������
�

[𝑠1, 𝑠2] ���� ���� ��� �������
 ����� �
 𝐷2 ��� ��� ����� �
 [𝑠1, 𝑠2]� �
 �
�������
������
� ��
 �� ��
� ��� ��� ���� 𝐷3� 𝐷5� �
� 𝐷6� ,��
 �� ���� ����

𝑥(𝑡) > 𝑐0, 𝑥
′(𝑡) = 𝑦(𝑡) > 0 ��� ����� 𝑡 ∈ (𝑠1, 𝑠2),

𝑥(𝑠1) = 𝑐0, 𝑥(𝑠2) = 𝑥2 > 𝑐0, 𝑦(𝑠2) = 0,

��� ���� 𝑐0 ≥ 𝑅0� ,��
� �� ��
 �� ������ ����

𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡) ≥ −𝑔(𝑥(𝑡))𝑥′(𝑡) +𝑚𝑥′(𝑡),

���� 𝑚 = min{𝑝(𝑡, 𝑥, 𝑦) : 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑥, 𝑦 ∈ R}� ����� ���
� ��� ���
 �����
������� �
� �
�������
� �
 [𝑡, 𝑠2] ���� 𝑡 ∈ (𝑠1, 𝑠2)� �� ���� ����

𝑦(𝑡)2 ≤ 2[𝐺(𝑥2) −𝐺(𝑥(𝑡))].

%�������� 𝑦(𝑡) �� ��������� �� �� ���� ����

0 < 𝑦(𝑡)√︀
2(𝐺(𝑥2) −𝐺(𝑥(𝑡)))

≤ 1.

,��������� �� ���
𝜏+(𝑥2) − 𝜏−(𝑐0)

2 ≤ 𝑠2 − 𝑠1.

�� 𝑐0 �� ���� �
� 𝑥2 > 𝑅0� �𝜏+
∞� ������� ����� ��� 𝑅0 ������
��� ������ 𝑠2 − 𝑠1

��
 �� ����� �
�����
,�� ����� ��� 𝐷3� 𝐷5� �
� 𝐷6 �� �������� ��
�
� �
�� �����
� ��� ���
� ��

𝑥(𝑡) �
� 𝑦(𝑡)�

$���� 
�
�� +������ �𝑔∞� �
� �𝜏0� ��� ��������� �
� 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ]� ,��


∀𝑁 ∈ N, ∃ 𝜌 > 0 : 𝑟0 > 𝜌 =⇒ 𝜃(𝑡; 𝑟0, 𝜃0) − 𝜃0 < −2𝑁𝜋 ∀ 𝜃0 ∈ R.

(����� $�� 𝑁 ∈ N �� ����� $���� 
�
� ������� ����

lim
𝑟→∞

𝑛*(𝑟, 𝑡) = +∞.

,���� ������ 𝜌 > 0 ���� ���� 𝑟 ≥ 𝜌 =⇒ 𝑛*(𝑟, 𝑡) ≥ 𝑁 � /������ ���� �� ��
��������
�� ��� ������ 𝜌 > 𝑑� ���� 𝑑 ����
� ���� $���� 
�

� ,��


𝑁 ≤ 𝑛*(𝑟, 𝑡) ≤ |𝜃(𝑡; 𝑟, 𝜃0) − 𝜃0|
2𝜋 ∀ 𝜃0 ∈ R

=⇒ 𝜃0 − 𝜃(𝑡; 𝑟, 𝜃0) ≥ 2𝜋𝑁 ∀ 𝜃0 ∈ R.

,�� ������ ������� ���� ���� ���� �
���������

��




��� !������� �� �������� �����

/� ����� �
� ����� ��� ������
�� �� �������� �������
� ��� ��� ���������
������ �
����� ,�� �������� �������� ����� ���� ����� ��� 
�
��������� �����
���� �� ��� 
�������� ��������
 �� ����� �
� ����� ��� ������
�� �� ��������
�������
� �� �
�����

,������ 
���� +������ ��	����
�� �𝑔∞�� �
� �𝜏0� ��� ��������� �
� ���

𝜑 : (𝑥, 𝑦) ∈ R2 −→ (𝑥+ 𝐼1(𝑥, 𝑦), 𝑦 + 𝐽1(𝑥, 𝑦)) ∈ R2.

!� 𝜑 ��� ��� �������� �� ������� ���
���
��� ���� ���
����
 
����� ���
 𝑃 ���
�� ����� �
� ���� ���
�� ���� ��� ����� ������ �� ����� �
� 𝑇 ��������� �������

�� �
�����

(����� ,���� ����� 𝐷 � ���
��� ������ R2� � ��
��� ��
�� �
� � ����� Γ ������
�
�� ��� �����
� Γ: 𝜆 ∈ [0,∞) −→ (𝑥(𝜆), 𝑦(𝜆)) ∈ R2� ��
���
�� �
 ��� ��
�� ����
����

lim
𝜆→∞

(|𝑥(𝜆)| + |𝑦(𝜆)|) = +∞ �
� (𝜑 ∘ Γ)([0,∞)) ⊂ 𝐷.

/������ ���� �� ��
�������� �� ��� ������ ���� 𝐷 �� � ������ ���� ��
�� 𝐷
�� �������� ,�� ��
����
 𝑓5� �� ���
�� �
 ��� ����� �� $���� 
���� �� ����
��
��
����� ,���� ������ 𝑀𝐷 > 0 ���� ����

|𝑓5(𝑡, 𝑥)| ≤ 𝑀𝐷 ��� ��� (𝑡, 𝑥) ∈ [𝛾−, 𝛾+] ×𝐷,

����� �� � ������� ���� ,�
� 𝑅1 �
� 𝑅2 ������
��� ������ ���� 𝑅2 > 𝑅1 > 𝑀𝐷�
���� ����

𝜃(𝛾+;𝑅1, 𝜃0) − 𝜃(0;𝑅1, 𝜃0) > −𝑎,
𝜃(𝛾−;𝑅2, 𝜃0) − 𝜃(0;𝑅2, 𝜃0) < −𝑎− 4𝜋,

��� ���� 𝑎 > 0 �
� ��� 𝜃0 ∈ R� ,��� ������� ���� $���� 
�
� �
� ��� ����
���� 0 ≤ 𝑛*(𝑟, 𝑡) ≤ 𝑛*(𝑟, 𝑡)� /� �������� ��������� �� �
����� ������
�� �
 [0, 2𝜋]�
,��
 �� ���� ����

𝜃(𝑡(𝑅2,𝜃0);𝑅2, 𝜃0) − 𝜃(𝑡(𝑅1,𝜃1);𝑅1, 𝜃1) ≤ 𝜃(𝛾−;𝑅2, 𝜃0) − 𝜃(𝛾+;𝑅1, 𝜃1)
< −𝑎− 4𝜋 + 𝑎+ (𝜃0 − 𝜃1) ≤ −4𝜋 + 2𝜋 = −2𝜋 �
�
��

��� 𝜃0, 𝜃1 ∈ [0, 2𝜋)� ���� 𝑡(𝑅𝑗 ,𝜃𝑖) ��� �
���� ��������� ���
��
,�
� 𝐶𝑖 = {𝑧 ∈ R2 : |𝑧| = 𝑅𝑖}, 𝑖 ∈ {1, 2}� !
 ����� �� ��� ,������ 	�
�� ���

𝛽 : 𝐼 ⊂ R −→ R2 � ����� ��

����
� 𝐶1 �
� 𝐶2� ���� 𝑧1 �
� 𝑧2 ��� �
����� �
�
�
�� ���
��� ,�� �����

𝛽 : 𝑡 ∈ 𝐼 ↦−→ 𝑃2(𝑓3(𝑓2(𝑓1(𝛽(𝑡))))) ∈ R2

��
�� �� ����� �
� ���
 ����
� ��� �����
 ������� �� �
�
��� ����� ��� ���
𝑃2 : [0, 𝑇 ] × R2 −→ R2 ��
���� ��� ���	�����
 ���� ������ 
�	��� +� ��� ������

��



!�������� ������
���� �������
�

(x(t•; 0, •), y(t•; 0, •))

β

Γ

������ 
�	�� !
���������
 �� ��� ������ 𝛽 �
� Γ�

𝛽 �
� Γ �
������� �� ����� �
 �
� ���
�� ������� ��� ����� Γ �� �
���� � ��
���
��
�� $�� 𝑧 �� ���� ���
�� ,��
 𝜑(𝑧) ∈ 𝐷� ������������ �� ��
� 𝑡* ���� ����
𝛽(𝑡*) = 𝑧� �
� ���
� 𝑤 = 𝛽(𝑡*)� ,��
 �� ���� ����

𝑓4(𝑓3(𝑓2(𝑓1(𝑤)))) = (𝑡𝑤, 𝜑(𝑧)),
|𝑓5(𝑡, 𝑥)| ≤ 𝑀𝐷 ��� ����� (𝑡, 𝑥) ∈ [𝛾−, 𝛾+] ×𝐷,

(𝑡𝑤, 𝜑(𝑧)) ∈ [𝛾−, 𝛾+] ×𝐷,

𝑀𝐷 < 𝑅1 ≤ |𝑤| ≤ 𝑅2.

,��� ������� ���� |𝑃 (𝑤)| ≤ 𝑀𝐷 < |𝑤|� ,��������� ��� ��� 𝑃 �������� ���
���������� �� ,������ 	�
�� /� ��
 �����
��� ���� ��� ��� 𝑃 : R2 −→ R2

��� �� ����� �
� ���� ���
�� �� ����� ������ � �������
 �� �
����� �
� ���� �
𝑇 ��������� �������
 �� �
�����

������� 
��	� ��
����� ��� �������
� �������⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥′′(𝑡) + 𝑥3(𝑡) = (arctan(𝑥(𝑡)) + cos(2𝑡))/2, 𝑡 ̸= 𝛾(𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)),
𝑥(𝑡+) = 𝑥(𝑡) + 𝐼1(𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)),

𝑡 = 𝛾(𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡))�
𝑥′(𝑡+) = 𝑥′(𝑡) + 𝐽1(𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)),

���� 𝑇 = 𝜋� 𝐼1(𝑥, 𝑦) = −𝑥�

𝐽1(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−|𝑥|𝑦

2 , |𝑥| ≤ 1,
−𝑦
2 , |𝑥| ≥ 1,

�
�
𝛾(𝑥, 𝑦) = 1

2 + arctan
(︂

1
4𝑥

4 + 1
2𝑦

2
)︂
.

��




��� !������� �� �������� �����

��� (��� �� ��� �������
� ��� (��� �� ��� �����������

������ 
�		� +������
 �� ������� 
��	�

$�� �� ����
 ��� ���������� �� ,������ 
����

• 𝑔(𝑥) = 𝑥3 �� �������
��� �� �
�
���� �� ,������ 
�
� ������� �𝑔∞� �
� �𝜏0��

• 𝑝(𝑡, 𝑥, 𝑦) = (arctan(𝑥) + sin(2𝑡))/2 �� ��
��
����� ������� $��������� �
�
���
����

•  ��������� ��	������ ��� ����������������

•  ��������� ���� �� ��������� �� �� �� ���� �� ����
 ����

𝛾(𝑥+ 𝐼1(𝑥, 𝑦), 𝑦 + 𝐽1(𝑥, 𝑦)) ≤ 𝛾(𝑥, 𝑦) ��� 𝑥, 𝑦 ∈ R.

•  ��������� ��
� �� ��������� ��
��

𝐷𝛾(𝑥, 𝑦) · 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 𝐷1𝛾(𝑥, 𝑦) · 𝑦 +𝐷2𝛾(𝑥, 𝑦) · (−𝑔(𝑥) + 𝑝(𝑡, 𝑥, 𝑦))

= 8𝑦(arctan(𝑥) + cos(2𝑡))
𝑥8 + 4𝑥4𝑦2 + 4𝑦4 + 16 ≤ 0.7 < 1.

• ,�� ��� (𝑥, 𝑦) ↦−→ (𝑥+ 𝐼1(𝑥, 𝑦), 𝑦 + 𝐽1(𝑥, 𝑦)) �������� ��� ������� ���
��
��
��� ��������� �� ��
�
� ��� ����� Γ: 𝜆 ∈ [0,∞) −→ (𝜆, 0) ∈ R2�

,������ 
��� ��
 �� �������� �� ����� ������ � 𝜋��������� �������
 �� ���� ��������
'
 ������ 
�		 �� �������
� ��� ����������� �������
 �
� ��� �����������

/� ����� 
�� ��� ����
� ������ ��� ��� ������
�� �� �������� �������
�
��� �
�����

��



!�������� ������
���� �������
�

,������ 
��
� +������ ��	����
�� �𝑔∞�� �𝜏+
∞�� �
� �𝜏−

∞� ��� �������� �
�
���

𝜑 : (𝑥, 𝑦) ∈ R2 −→ (𝑥+ 𝐼1(𝑥, 𝑦), 𝑦 + 𝐽1(𝑥, 𝑦)) ∈ R2.

!� 𝜑 �������� (������� �&*�� ���
 𝑃 ��� �� ����� �
� ���� ���
�� ���� ��� �����
������ �� ����� �
� 𝑇 ��������� �������
 �� �
�����

(����� ,�
� 𝑅0, 𝑅1, 𝑅2 ����� �
���� ���� ����

𝑟(𝑡; 0, 𝑟0, 𝜃0) ≥ 𝑅1, ��� ��� 𝑟0 > 𝑅0, 𝑡 ∈ [0, 𝛾+], 𝜃0 ∈ R,

− 𝜋/2 < 𝜃(𝛾+; 0, 𝑟0, 𝜃0) − 𝜃0 < 0, ��� ��� 𝑟0 > 𝑅0, 𝜃0 ∈ R,

ϒ(𝑟0, 𝜃0) ≥ 𝑅2, ��� ��� 𝑟0 ≥ 𝑅1, 𝜃0 ∈ R,

− 𝜋 ≤ Ξ(𝑟0, 𝜃0) − 𝜃0 ≤ 0, ��� ��� 𝑟0 > 𝑅1, 𝜃0 ∈ R,

− 𝜋/2 < 𝜃(𝑇 ; 𝑡, 𝑟0, 𝜃0) − 𝜃0 < 0, ��� ��� 𝑟0 ≥ 𝑅2, 𝑡 ∈ [𝛾−, 𝛾+], 𝜃0 ∈ R.

,��� �� �������� �� $����� 
�
	 �
� 
�
� �
� (������� �&*� �� 𝜑�
/� ��� ���
� ����� ������
���� �
 ��� ������ ������� ��������� '
 ���

��������� ����� �� ���� ����� ��� �
 �
����� ��
�����
 𝑧0 ���� ����� ������
����
(𝑟0, 𝜃0)�

𝑡1 = 𝑡𝑧0 , 𝑟1 = 𝑟(𝑡1; 0, 𝑟0, 𝜃0), 𝜃1 = 𝜃(𝑡1; 0, 𝑟0, 𝜃0),
𝑟+

1 = ϒ(𝑟1, 𝜃1), 𝜃+
1 = Ξ(𝑟1, 𝜃1),

𝑟2 = 𝑟(𝑇 ; 𝑡1, 𝑟+
1 , 𝜃

+
1 ), 𝜃2 = 𝜃(𝑇 ; 𝑡1, 𝑟+

1 , 𝜃
+
1 ).

,��
� ��� ��� ��������� ������� ��� ������ �� ���� 𝑇 ��� ����
 �� (𝑟2, 𝜃2)�
���� ��� ��� (��
���	 ��� �
 ����� ������
���� ��� 𝑟 ≥ 𝑅0 �� ��������� (𝑟2, 𝜃2)�
������������ ��
����� ��� ���
 𝐷 = 𝐵(0, 𝑅0)� ,��
� ��� �
� 𝑧0 ∈ 𝜕𝐷� �� (𝑟0, 𝜃0)
��� ��� ����� ������
���� �� 𝑧0� �� ���� �����

− 𝜋/2 < 𝜃(𝑡1; 0, 𝑟0, 𝜃0) − 𝜃0 < 0,
− 𝜋 ≤ Ξ(𝑟1, 𝜃1) − 𝜃1 ≤ 0,
− 𝜋/2 < 𝜃(𝑇 ; 𝑡1, 𝑟+

1 , 𝜃
+
1 ) − 𝜃+

1 < 0.

,��� ������� ���� −2𝜋 < 𝜃(𝑇 ; 𝑡1, 𝑟+
1 , 𝜃

+
1 ) − 𝜃0 < 0� ���� ��� −2𝜋 < 𝜃2 − 𝜃0 < 0�

,��������� �� ���� ���� ��� (��
���	 ��� �������� ��� ���������� �� ,����
��� 	�
�� �� ����� ������ �� ����� �
� 𝑇 ��������� �������
 �� �
�����

������� 
���� ��
����� ��� �������
� �������⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥′′(𝑡) + 𝑥(𝑡)1/3 = cos(2𝑡), 𝑡 ̸= 𝛾(𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)),
𝑥(𝑡+) = 𝑥(𝑡) + 𝐼1(𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)),

𝑡 = 𝛾(𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡))�
𝑥′(𝑡+) = 𝑥′(𝑡) + 𝐽1(𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)),

�	




��� !������� �� �������� �����

��� (��� �� ��� �������
� ��� (��� �� ��� �����������

������ 
�	
� +������
 �� ������� 
����

���� 𝑇 = 𝜋� 𝐼1(𝑥, 𝑦) = −2𝑥� 𝐽1(𝑥, 𝑦) = −2𝑦� �
�

𝛾(𝑥, 𝑦) = 2 + exp
(︂

−3
4𝑥

4/3 − 1
2𝑦

2
)︂
.

,�� ���������� �� ,������ 
��
 ����� �� �� ���� ���� 𝜑(𝑥, 𝑦) = (−𝑥,−𝑦)� �����
������� ���� Ξ(𝑟, 𝜃) − 𝜃 = −𝜋� ,��������� ����� ������ � 𝑇 ��������� �������
� !

������ 
�	
 �� �������
� ��� ����������� �������
 �
� ��� ���������� �� ����
��������

�




������� �

!�������� ��
������ +������

,��� ������� ������� �
 ��� ������ �� ��������� ��
������ �������� ,���
������ ��������� ������ �
 ����� � ��
��
���� ��������
 �� �������� �
���������
�� �����
 ���
��� �� ������ ������ �
 ����������
�� ��
 �� �
��������� ��
������ 	���� �� ����� �� ������ ���������
� �� ��� ��������
 ���� �
 ����� ��
�����
� �
��
��� �������� /� ���� ���
�� ����� �
 ��� ����� �� ���������

�
����
����� ��
������ �������� �
 ���������� ��������� ��������
 ����������
�
� ��� ������
�� �� ����������� ���
� ���� ���� �����������
,��� ������� �� ������� �� �������� /� ����� ���� �
 �
���������
 �
 +���

���
 ��	� ����� �
������ � ������� �� ������� ��� ��� ����
����� ��������
� !

+�����
 ��
 �� ������� ��� ������ �� ��������� ��������
 ���������� �������� ����
���� ����������� !
 +�����
 ���� �� �����
� ��� ��
����� �� �������
 �����������
���� �
� �������
 ���������� ��� ��������� ��������
 ���������� �
� �� �����

������� �� �
���� ����� ������
��� ��������
� ��� ������
� ��� ������� ����������
�
������ ��� 
�
����
����� ���� ��
�����
� �
 +��������
 ����	 �
� �����
��
�����
� ��
� ��
�����
 �,� �
 +��������
 ����
�� !
 +�����
 ���� �� ����
 ���
����� �� �����������
� �� ���������� �
 ��� ��������� ��������
� /� �����

���� ������� �������
� ��� ����� ������
��
���� �
�
��������
 �� �������
���
�
� � ���
�� ������
 �� ��� ����� ������
��
���� �
�
��������
 �� �������
���
!
 +�����
 ��
� �� ����
� ���� ������� ����
 �
 +�����
� ��
 �
� ��� �� ���
����������� ��������
� ���
�
� ��� 
����
 �� ��������� ��
�������� ���������� !

+�����
 ���� �� ����� 
�
����
����� ��
������ ������� ���
� ���������  ����
�
 ��
����� ���� �������� ���
�� �� ���� ������ ���� ��� �������� ����� �
 ���
�����
� ��������� �
� 
�� �������� �
 ��� �������� ��
����� �
 +�����
 ���� �� ����
���� ����������
� �
� �������� �� ��� ������� �����
�� �
 ��� �������� ������
��
,���� ����������
� �
������ ���
� ������� � 
�
����
����� �
���������
�����
������ �
 ��������� �
� ��������
���
�� &������+��
�� �������
� �
 ���������
����������� �������
��������
 �������
� �
� ������� ��������

��	 !
���������
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��������� ���� ������� �� #��� 3�	���5 �
� ��������
� 3���
�5� !
 ����
� ������
��������� �
 ��� ���� �� ��������� ����
����� ��
������ �������� ����� ����
���
 ������� ������� �
 ���������� �
� ��� ���������� 3	�� 	�� 	��
�� 
�� 
��
�5�

/� ����� ���� � ��
��
���� ���������� �� �
 ���
����
 	��
� ��� ���� 𝐴 ⊂ 𝑋
�
� 𝐽 ⊂ [0,+∞)� �� ���
� ��� ���

𝐹 (𝐴, 𝐽) := {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝜋(𝑡)𝑥 ∈ 𝐴 ��� ���� 𝑡 ∈ 𝐽} =
⋃︁
𝑡∈𝐽

𝜋(𝑡)−1(𝐴).

���
����
 ��	� �
 ��������� ��
������ ������� ����� ���� �� ��
���� ��
(𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼)� ��
����� �
 � ��������� 𝜋 �
 � ������ ����� 𝑋� � 
�
������ ������
������ 𝑀 ⊂ 𝑋 ���� ���� ��� ����� 𝑥 ∈ 𝑀 ����� ������ 𝜀 = 𝜀(𝑥) > 0 ��������
�⋃︁

𝑡∈(0,𝜀)

{𝜋(𝑡)𝑧} ∩𝑀 = ∅, ���	�

�
� � ��
��
���� ��
����
 𝐼 : 𝑀 −→ 𝑋�

,�� ��� 𝑀 ���� �� ������ ��� ��������� ��� �
� ��� ��
����
 𝐼 ��� �������
�� ��������� ��
����
� ,�� ���� �� 𝐼 ���� �� ������
�� �
 ���
����
 ����
*����
 ��
� ��
�����
 ���	� �� ����� �
 3
�5� �
� �� �� ������
� ���� ��� �����
��
�����
 ��� ��������� ��
������ ������� ���� ��� ������� 3	�� ���
����
 	�
5
�� 3
�� ���
����
 
��5��
��
����� ��� ���

𝑀+(𝑥) =
(︃⋃︁
𝑡>0

𝜋(𝑡)𝑥
)︃

∩𝑀 ��� ���� 𝑥 ∈ 𝑋. ���
�

!� ��
 �� ������ ����� �� 𝑀+(𝑥) ̸= ∅� ���
 ����� ������ � �
���� 𝑠 > 0 ���� ����
𝜋(𝑠)𝑥 ∈ 𝑀 �
� 𝜋(𝑡)𝑥 /∈ 𝑀 ��� 0 < 𝑡 < 𝑠� ,�� ���� �� ��� ����� ��
 �� ���
 �

(���������
 ��
�� ����� �� � ��
����������
 �� ���� ������� �� � ��
�����
��� ��
��
 ���
� ��� ��
����
 𝜑 : 𝑋 −→ (0,∞] ��

𝜑(𝑥) =
{︃
𝑠, �� 𝜋(𝑠)𝑥 ∈ 𝑀 �
� 𝜋(𝑡)𝑥 /∈ 𝑀 ��� 0 < 𝑡 < 𝑠,

∞, �� 𝑀+(𝑥) = ∅.

!� 𝑀+(𝑥) ̸= ∅� ���
 𝜑(𝑥) ��
���� ��� �������� �������� ���� ���� ���� ���
���	������ �� 𝑥 ����� 𝑀 � ���� ��� �� 𝜋(𝑡)𝑥 ∈ 𝑀 � ���
 𝜑(𝑥) ≤ 𝑡� ,��� ��� ��
������ ��� ������ ���� ��� �� 𝜋� /� ��
 ���� ��� ���� ���������

(���������
 ���� ,�� ������ ���� ��� 𝜑 �� ����� ������
��
���� �
 𝑋 ∖𝑀 �

�������
�� ��
�����
� ����� �� ����� ���� �� ������
�� ������ ��� ��������
�
 ����� �� ����� ��� ����� ������
��
�����

��
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���
����
 ���� $�� 𝑥 ∈ 𝑋� ,�� ��������� �������	������ �� 𝑥� ���
�� �
 �

�
������ [0, ℓ(𝑥))� ���� ℓ(𝑥) ∈ (0,∞]� �
� ��
���� �� 𝜋̃(·)𝑥� �� ����
 ���

+��� 	� !� 𝑀+(𝑥) = ∅� ���
 𝜑(𝑥) = ∞� ,��
 �� ���
� 𝜋̃(𝑡)𝑥 = 𝜋(𝑡)𝑥 ��� ���
𝑡 ≥ 0� ,��� ������� ����� �
 ���� ��������
� ��� ������� �
��� !� 𝑀+(𝑥) ̸= ∅� ���

�� ��
��� 𝑥+

0 = 𝑥� 𝑠0 = 𝑡0 = 𝜑(𝑥+
0 ) < ∞� 𝑥+

1 = 𝐼(𝜋(𝑠0)𝑥+
0 )� �
� ���
� 𝜋̃(·)𝑥 �


[0, 𝑡0] ��

𝜋̃(𝑡)𝑥 =
{︃
𝜋(𝑡)𝑥+

0 , 0 ≤ 𝑡 < 𝑡0,

𝑥+
1 , 𝑡 = 𝑡0.

���� ���� ���
����
 �� �� �� +��� 
�

+��� 
� !� 𝑀+(𝑥+
1 ) = ∅� ���
 𝜑(𝑥+

1 ) = ∞� �
� �� ���
� 𝜋̃(𝑡)𝑥 = 𝜋(𝑡 − 𝑡0)𝑥+
1

��� ��� 𝑡 ⩾ 𝑡0� !
 ���� ����� ��� ������� �
�� �����  ������� �� 𝑀+(𝑥+
1 ) ̸= ∅�

���
 �� ��
��� 𝑠1 = 𝜑(𝑥+
1 ) < ∞� 𝑡1 = 𝑠1 + 𝑡0� 𝑥+

2 = 𝐼(𝜋(𝑠1)𝑥+
1 )� �
� ���
�

𝜋̃(·)𝑥 �
 [𝑡0, 𝑡1] ��

𝜋̃(𝑡)𝑥 =
{︃
𝜋(𝑡− 𝑡0)𝑥+

1 , 𝑡0 ≤ 𝑡 < 𝑡1,

𝑥+
2 , 𝑡 = 𝑡1,

�
�� �
 ���� ����� �� ���� �� ��� 
��� �����

!
������� +���� ������ ���� 𝜋̃(·)𝑥 �� ���
�� �
 ��� �
������ [𝑡𝑛−1, 𝑡𝑛]� �
� ����
𝜋̃(𝑡𝑛)𝑥 = 𝑥+

𝑛+1 ������
� 𝑡−1 = 0�� ����� 𝑠𝑛 = 𝜑(𝑥+
𝑛 ) �
� 𝑡𝑛 = 𝑠𝑛 + 𝑡𝑛−1� !�

𝑀+(𝑥+
𝑛+1) = ∅� ���
 𝜑(𝑥+

𝑛+1) = ∞� �
� �� ���
� 𝜋̃(𝑡)𝑥 = 𝑇 (𝑡 − 𝑡𝑛)𝑥+
𝑛+1 ���

𝑡 ≥ 𝑡𝑛� !
 ���� ����� ��� ������� �
�� �����  ������� �� 𝑀+(𝑥+
𝑛+1) ̸= ∅� ���
 ��

��
��� 𝑠𝑛+1 = 𝜑(𝑥+
𝑛+1) < ∞� 𝑡𝑛+1 = 𝑠𝑛+1 + 𝑡𝑛� 𝑥+

𝑛+2 = 𝐼(𝜋(𝑠𝑛+1)𝑥+
𝑛+1)� �
�

���
� 𝜋̃(·)𝑥 �
 [𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1] ��

𝜋̃(𝑡)𝑥 =
{︃
𝜋(𝑡− 𝑡𝑛)𝑥+

𝑛+1, 𝑡𝑛 ≤ 𝑡 < 𝑡𝑛+1,

𝑥+
𝑛+2, 𝑡 = 𝑡𝑛+1.

��
������
 +���� ,��� ������� ��
 �
� ����� � �
��� 
����� �� ������ �� ��
��
��
�
���
������ ,�� ���� ���� �����
� ���
 𝑀+(𝑥+

𝑛 ) = ∅ ��� ���� 𝑛 ∈ N� ,��
����
� ���� �����
� ���
 𝑀+(𝑥+

𝑛 ) ̸= ∅ ��� ��� 𝑛 ∈ N� !
 ��� ���� ����� 𝜋̃(·)𝑥
�� ���
�� �
 [0,∞) ��
� ℓ(𝑥) = ∞�� ��� �
 ��� ����
� ���� �� �� ���
�� �
 ���
�
������ [0, ℓ(𝑥))� ����

ℓ(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑡𝑛 =
∞∑︁
𝑖=0

𝑠𝑖,

�
� �� ��
 �� ������ �
��� �� �
�
����
,�� ����� {𝑡𝑛}𝑛 ���� �� ������ ��� 	��� ����� �� ��� ��������� ��
������ ������
(𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼) �� 𝑥�

�




��	� !
���������


���� ��� ���
����
 �� ���� ��� �������
� ������ ��������

(���������
 ��
� $�� (𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼) �� �
 ��������� ��
������ ������ ���� ����
𝐼(𝑀) ∩𝑀 = ∅� ,��
 𝜋̃(𝑡)𝑥 /∈ 𝑀 ��� �
� 𝑥 ∈ 𝑋 �
� 𝑡 ∈ (0, ℓ(𝑥))�

(���������
 ���� $�� (𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼) �� �
 ��������� ��
������ ������� ,��


	� 𝜋̃(0)𝑥 = 𝑥 ��� ����� 𝑥 ∈ 𝑋�


� 𝜋̃(𝑡+ 𝑠)𝑧 = 𝜋̃(𝑡)𝜋̃(𝑠)𝑧 ��� ���� 𝑡, 𝑠 ∈ [0, ℓ(𝑥)) ���� 𝑡+ 𝑠 ∈ [0, ℓ(𝑥))�

!
 ����� �� ����� ������ ���������� ��� ����
����� ��
������ �������� ��

��� �� ������ ���� ��� ��������� ���	�������� ����� ��� ��� 𝑡 ≥ 0� ���� ���

ℓ(𝑥) = ∞ ��� ��� 𝑥 ∈ 𝑋. �����

!
 ����� �� �������� ��� ���������
� �� ���� ������ ����

,���� ������ 𝜉 > 0 ���� ���� 𝜑(𝑥) ≥ 2𝜉 ��� ��� 𝑥 ∈ 𝐼(𝑀)� � ����

!� �� ���� �� ��� ���� ��
�����
 � ���� ������� ������  ������� �� ��� ����
���
� �� 
��� ���� ��
�����
 �
 ���� ������� ���� 
�� �
� ���
 �������
�
�� �
 ��������� ��
������ ������ (𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼)� �� ���� ���������� ������ ����
��
�����
 � ���� ������
���
����
� 	��
� 	���� 	���� 	�
�� �
� 	�
� ��� ��
��
���� ���������� ��


�� ����
��� ��� ��������� ���������� 𝜋̃� �� 	��� ������� 𝜋 �� 𝜋̃� ,��� ��
���

��� ��
����� �� �
�����
��� ���������
� 𝜔������ ���� ���������� �������
���� �
�
�����������
����  ������� ��� ���� ���� ��������� ���	�������� ��� 
�� ��
��
����
������� ���� ��� ���
����
 �� ������ ��������� ��� �
 ��������� ��
������ ������
(𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼) 
���� �� �� ���
��� ���� ������� �� ��� ��
��
���� ���� ����
���
����
 	�
	��

���
����
 ���� $�� 𝐴 ⊂ 𝑋 �
� (𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼) �
 ��������� ��
������ �������
/� ��� ���� 𝐴 �� � ������������� ��� (𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼) �� �� �� ������� �
� 𝜋̃���������
����� ���
��� ������ �� 𝑋� %�������� �� ��� ���� 𝐴 �� � ������ ��������� ���
(𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼) �� ��� ��� 𝐴 ∖𝑀 �� 𝜋̃��
�����
��

*����
 ���� ��� ��������� ��
������ �������� ���� ���
����
 �� ������ ���������
���� 
�� ����� �
����
���� !
 ����� �� 𝐴1 �
� 𝐴2 ��� ��� ������ ���������� ���
(𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼)� ���
 𝐴1 ∖𝑀 = 𝐴2 ∖𝑀 �

���
����
 ���� $�� (𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼) �� �
 ��������� ��
������ ������ �
� 𝑥 ∈ 𝑋�
/� ��� ���� 𝜓 : R −→ 𝑋 �� � ������ �������
 ������� 𝑥 �� 𝜓(0) = 𝑥 �
�
𝜋̃(𝑡)𝜓(𝑠) = 𝜓(𝑡+ 𝑠) ��� 𝑡 ≥ 0 �
� 𝑠 ∈ R�

,������ ��	�� $�� (𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼) �� �
 ��������� ��
������ ������ �
� 𝐴 �
������ ���������� ,��


𝐴 ∖𝑀 = {𝑥 ∈ 𝑋 : ����� ������ 𝜓 � ���
��� ������ �������
 ������� 𝑥}.

��
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,�� �������
� ������ �� ���� ������� �� ��� �
� �� ���� �
 ��� ��
��
����
����� ��� ,������ 	�
��

,������ ��		� �
 ��������� ��
������ ������ (𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼) ��� � �����������
��� �� �
� �
�� �� 𝜋̃ �� �������������� ������� �
� ������������ ,�� �������������
𝐴� �� �� ������� ���� �� ����
 �� 𝐴 = 𝜔̃(𝐵0)� ���� 𝐵0 �
 �������
� ����

,�� �������
� ������� ���
�
 ���� 3
�� ������� ��		5� ����� ���� � �������
������� ��� 
�� �� � ������ ����������

������� ��	
� ��
����� ��� ������
���� ������{︃
𝑥′(𝑡) = 𝑥(𝑡)(1 − 𝑥(𝑡))(1 + 𝑥(𝑡)),
𝑦′(𝑡) = −𝑦(𝑡),

�
� ��� ��������� 𝜋 �
 R2 ����
 �� ��� �������
�� ,�
�𝑀 = {1/2}× [−1, 0] �
�
𝐼(1/2, 𝑦) = (3/4, 𝑦) ��� �
� 𝑦 ∈ [−1, 0]� /� ��
 ��
� 𝐵0 = [−2, 2] × [−2, 2] ��
�
 �������
� ���� �� ��� ��������� ��������� 𝜋̃ �� ����������� �
� ��������������
�������� �� 𝐵0 �� � ������� ���� ,��
 𝐴 = [−1, 1] × {0} �� ��� 𝜔̃������ ��
𝐵0� �� 𝜋̃��������� ��� ���
��� ����� �
� �� �� �������� �� ���
����
 ���� �� �� �
��������������  ������� 
������ 𝐴 
�� 𝐴 ∖𝑀 ��� 𝜋̃�
��������� �
�����
��

,� �����
 � ������ ���������� �� �
 3
�5� �� ������� �������
�� ��
�����
��
/� �����
� ��� ������
� ����������� �
 ��
� ���� ���� �� ���� �� ��� ���������
��������
 ���������� ���� �� ��� ���������� ��
 ��� ��� ��������� 𝜋 �� ������

����� 
��� 𝑀 �
,�� ���� �������� ��
������� �� ��� ��������� ���� ��
�����
�� ������ ��


��� �
 �������
�� ��
�����
 �������� ���� ���	�� ����� ���

∀𝑥 ∈ 𝑀, ∃ 𝜀 = 𝜀(𝑥) > 0 : 𝐹 (𝑥, (0, 𝜀)) ∩𝑀 = ∅. �����

 ������� ���� 
�� ��
�����
 �� ����� 
�� �
���� ��� ��� �
�����
���

���
����
 ��	�� $�� {𝜋(𝑡) : 𝑡 ≥ 0} �� � ���������� 𝑥 ∈ 𝑋� �
� 𝑆 � ������
������ �� 𝑋 ���� ���� 𝑥 ∈ 𝑆� /� ��� ���� 𝑆 �� � ������
 ������� 𝑥 �� ����� �����
𝜆 > 0 �
� 𝐿 � ������ ������ �� 𝑋 ���� �����

	� 𝐹 (𝐿, 𝜆) = 𝑆�


� 𝐹 (𝐿, [0, 2𝜆]) ��
���
� � 
����������� �� 𝑥�

�� 𝐹 (𝐿, 𝜈) ∩ 𝐹 (𝐿, 𝜁) = ∅ �� 0 ≤ 𝜈 < 𝜁 ≤ 2𝜆�

,�� ��� 𝐹 (𝐿, [0, 2𝜆]) �� ���� �� �� � 𝜆����� �
� ��� ��� 𝐿 �� � ����

/� ���������� � ���� �
 ������ ��	�

��



��	� !
���������


������ ��	� ������� �� � �����

���
����
 ��	�� $�� (𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼) �� �
 ��������� ��
������ ������ �
� 𝑥 ∈ 𝑋�
/� ��� ���� 𝑥 ��������

• ��� ���� ��
�����
 �,����� �� ����� ������ � 𝜆�������
 𝑆 ������� 𝑥 ����
���� 𝑆 ⊂ 𝑀 ∩ 𝐹 (𝐿, [0, 2𝜆])�

• ��� ����
� ���� ��
�����
 �+,����� �� ����� ������ � 𝜆�������
 𝑆 �������
𝑥 ���� ���� 𝑆 = 𝑀 ∩ 𝐹 (𝐿, [0, 2𝜆])�

• ��� ������� ����
� ���� ��
�����
 �++,����� �� �� �������� �+,����� �
�

𝐹 (𝐿, [0, 𝜆]) ∩ 𝐼(𝑀) = ∅.

/� ���� ���
 ���� ��� ������ ���� ��� �� ����� ������
��
���� �� 𝑋 ∖𝑀
���� (���������
 ����� ,�� ���� ��
�����
 ����� �� ����� ���� ��� ������ ����
��� �� ����� ������
��
���� �
 𝑋�

(���������
 ��	
� $�� (𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼) �� �
 ��������� ��
������ ������ ���� ����
����� ���
� �
 𝑀 �������� �,������ ,��
� ��� ������ ���� ��� 𝜑 : 𝑋 −→ (0,∞]
�� ����� ������
��
�����

/� �����
� 
��� ���� ������� ����� ��� �������� �� ��� ��������� ���	��������

��� 𝑀 �
� ���� ��
�����
�� ��������

(���������
 ��	�� $�� (𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼) �� �
 ��������� ��
������ ������� 𝑦 ∈ 𝑀
��������
� �++,����� ���� � 𝜆����� 𝐹 (𝐿, [0, 2𝜆])� �
� 𝐼(𝑀) ∩ 𝑀 = ∅� ,��

𝜋̃(𝑡)𝑋 ∩ 𝐹 (𝐿, [0, 𝜆]) = ∅ ��� 𝑡 > 𝜆�

��



!�������� ��
������ +������

(���������
 ��	�� $�� (𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼) �� �
 ��������� ��
������ ������ ����
𝐼(𝑀)∩𝑀 = ∅� ����� �����
� ��𝑀 �������� �+,������ 𝑥 /∈ 𝑀 � {𝑥𝑛}𝑛 � �����
��
��
�����
� �� 𝑥� �
� 𝑡 ≥ 0� ,��
 ����� ������ � �����
�� {𝜂𝑛}𝑛 �� 
�

�������

������ ���� ���� 𝜋̃(𝑡+ 𝜂𝑛)𝑥𝑛 −→ 𝜋̃(𝑡)𝑥�

(���������
 ��	�� $�� (𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼) �� �
 ��������� ��
������ ������ ����
���� ����� �����
� �� 𝑀 �������� �+,������ 𝑥 /∈ 𝑀 � �
� {𝑥𝑛}𝑛 � �����
�� �

𝑋 ∖𝑀 ��
�����
� �� 𝑥� ,��
� ��� �
� �����
�� {𝛼𝑛}𝑛 �� 
�

������� 
������
��
�����
� �� 0� �� ���� 𝜋̃(𝛼𝑛)𝑥𝑛 −→ 𝑥�

(���������
 ��	�� $�� (𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼) �� �
 ��������� ��
������ ������� 𝑥 ∈
𝑀 ��������
� �++,������ 𝐹 (𝐿, [0, 2𝜆]) ��� 𝜆������ �
� {𝑥𝑛}𝑛 � �����
�� �

𝐹 (𝐿, (𝜆, 2𝜆]) ��
�����
� �� 𝑥� ,��
 ����� ����� � ��������
�� {𝑥𝑛𝑘

}𝑘 �
� �
�����
�� �� �������� 
������ {𝜀𝑘}𝑘 ��
�����
� �� 0 ���� ���� 𝜋(𝜀𝑘)𝑥𝑛𝑘

∈ 𝑀 �
𝜑(𝑥𝑛𝑘

) = 𝜀𝑘� �
� 𝜋(𝜀𝑘)𝑥𝑛𝑘
��
������ �� 𝑥�

,���� ���� ������� ����� �� �� ����� ���� ��� ��� 𝜔̃(𝐵) ∖𝑀 �� 𝜋̃��
�����
� ���
�
� 
�
����� ���
��� ������ 𝐵 ��𝑋� �� ��
� �� 𝜔̃(𝐵) �� ������� �
� 𝜋̃���������
𝐵� !
 ����������� ���� ���
� ��� ��� ������������� ����
 �� ,������ ��		� �� �
��
�����
��� �� ����

,������ ��
�� $�� (𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼) �� �
 ��������� ��
������ ������ ���� ���� 𝜋̃
�� �������������� ������� �
� ������������ +������ ���� ���� 𝐼(𝑀) ∩𝑀 = ∅ �
�
����� ���
� �
 𝑀 �������� �++,������ ,��
 (𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼) ��� � ������ ���������
𝐴�

/� �����
� 
��� ��� ����
� �������� �� �����
 ��� ������
�� �� � ������
���������� ������ �� �� 
�� 
��� ��
�����
 ������ ����� ��� 
����� �
 ���
�������� ��������� ,�� ���
 ��
�����
 �� 
��� �� ��� �������
� �
��⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

$�� 𝑡 > 0� 𝑥 ∈ 𝑀 � �
� {𝑧𝑛}𝑛 � ��
�����
� �����
�� �
 𝑋 ����
���� 𝜋(𝑡)𝑧𝑛 ��
������ �� 𝑥� ,��
 ����� ����� � ��������
��
{𝑧𝑛𝑘

}𝑘 �� {𝑧𝑛}𝑛 �
� � �����
�� {𝛼𝑘}𝑘 ��
�����
� �� 0 ����
���� 𝜋(𝑡+ 𝛼𝑘)𝑧𝑛𝑘

∈ 𝑀 �

�,����

,��� ��
�����
 ��� �
�������� �
 3
�5 �
 ��� ��
���� �� ��
�������� ���������
�� �� ��� ������
�� ��� ��� ���� ��
�����
 �,������ �� ��
 �� ������ ����
��
�����
 �,���� ������� ���� ��� ������ ���� ��� �� ����� ������
��
���� �

𝑋�

(���������
 ��
	� $�� (𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼) �� �
 ��������� ��
������ ������ ���� ����
����� ���
� �
 𝑀 �������� �,����� ,��
 ��� ������ ���� ��� 𝜑 : 𝑋 −→ (0,∞]
�� ����� ������
��
�����

/��� ���� ��
�����
 �,����� �������� ���� ��
�����
 � ���� �� ������� �
�
𝐼(𝑀) ∩𝑀 = ∅� �� �� �������� �� ����� ��� ������
�� �� � ������ ����������

��



��
� !�������� ��������
 ���������

,������ ��

� $�� (𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼) �� �
 ��������� ��
������ ������ ���� ����
𝜋̃ �� �������������� ������� �
� ������������ !� 𝐼(𝑀) ∩ 𝑀 = ∅ �
� ��
���
���
� � ���� �
� �,���� ��� ��������� ���
 (𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼) ��� � ������ ��������� 𝐴�
����� �� ��� 𝜔������ �� �
 �������
� ����

/� �
��� ���� ������
 �� 
���
� ���� ����� �� � �������
 ������
 ��� ����
��
�����
� �,����� �
� ��
�����
 �,����� !
 ����� �� ��
 �� ������ ����

(���������
 ��
�� $�� 𝑥 ∈ 𝑋 �
� (𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼) �
 ��������� ��
������ �������
!� 𝑥 �������� ��� ���� ��
�����
 �,������ ���
 𝑥 �������� ��
�����
 �,�����

��
 !�������� ��������
 ���������

!
 ���� ������
� �� �����
� ��� ������ �� ��������� ��������
 ��������� �
�
������� ��������������� �� ����� ���� �� ����������
/� ��
� (𝑋, 𝑑) � ������ ����� �
� 𝒰 �
 ��������
 ������� �
 𝑋� �� �


���
����
 	���� !
 ����� �� ���
� �
 ��������� ��������
 �������� �� 
��� ����

�� ���
����
�� !
 ��� ����
����� ����� �� �������� ��� ��� 𝑀 �� �� � ������
��� �
� ��� ��� 𝐼 �� �� ��
��
����� ,�� ���� ���� ����� �� �� ��
����� � ������

�
����
����� ���� �� �
 ���
����
 	����  ������� ���� �� 
�� �
���� ��� ���
��������� /� 
��� ��� �������
� ���
����
�

���
����
 ��
�� $�� 𝐷̂ = {𝐷(𝑡)}𝑡∈R �� � 
�
����
����� ���� 𝐷̂ �� ������
������������ ������ ��� ����
 ��� �����
��� {𝑡𝑛}𝑛 �
� {𝑥𝑛}𝑛� ���� 𝑡𝑛 −→ 𝑡�
𝑥𝑛 ∈ 𝐷(𝑡𝑛)� �
� 𝑥𝑛 −→ 𝑥� ���
 𝑥 ∈ 𝐷(𝑡)� ����� ��� ������ 𝐷̂ �� ������
������������ ������� ��� ����
 ��� �����
��� {𝑡𝑛}𝑛 �
� {𝑥𝑛}𝑛� ���� 𝑡𝑛 −→ 𝑡
�
� 𝑥𝑛 ∈ 𝐷(𝑡𝑛)� ���
 ��� �����
�� {𝑥𝑛}𝑛 ��� � ��
�����
� ��������
�� ����
����� �
 𝐷(𝑡)�

���
����
 ��

� $�� 𝐷̂ �� � ������������ ������ ������ �� ���� �
� 𝑓 � ������ ��
��
����
�� 𝑓 = {𝑓𝑡 : 𝐷(𝑡) −→ 𝑋}𝑡∈R� /� ��� ���� 𝑓 �� ������������ ��
��
���� ���
��� �
� �����
��� {𝑡𝑛}𝑛 �
� {𝑥𝑛}𝑛� ���� 𝑡𝑛 −→ 𝑡� 𝑥𝑛 −→ 𝑥� �
� 𝑥𝑛 ∈ 𝐷(𝑡𝑛)�
�� ���� ���� 𝑓𝑡𝑛(𝑥𝑛) −→ 𝑓𝑡(𝑥)�

/� ���
� 
��� ��� ��
���� �� �
 ��������� ��������
 ��������

���
����
 ��
�� �
 ��������� ��������
 �������� ����� �� ���� ��
��� ��

𝒰 = (𝒰 , 𝑋, 𝑀̂, 𝐼),

�� ������ �� �
 ��������
 ������� 𝒰 �
 � ������ ����� 𝑋� � ������������ ������
������ 𝑀̂ � �
� 𝐼 = {𝐼𝑡 : 𝑀(𝑡) −→ 𝑋}𝑡∈R� � ������������ ��
��
���� ������ ��

��



!�������� ��
������ +������

��
����
�� ������������ ��� ������������ ������ ������ 𝑀̂ �������� ����� ��� �����
𝑥 ∈ 𝑀(𝑠)� ����� ������ 𝜀 = 𝜀(𝑥, 𝑠) > 0 ���� ����⋃︁

𝑟∈(0,𝜀)

(︀
{𝑈(𝑠+ 𝑟, 𝑠)𝑥} ∩𝑀(𝑠+ 𝑟)

)︀
= ∅. ���
�

,�� ������ 𝑀̂ �� ����
 ������ ��� ��������� ������� ���� 𝑀(𝑡) �� ������ ���
��������� ��� �� ���� 𝑡� ��� ������ �� ��
����
� 𝐼 �� ������ ��� ������� ��
����
�
�
� ���� �
�������� ��
����
 𝐼𝑡 �� ������ ��� ������� ��
����
 �� ���� 𝑡� ,��
���� �� 𝐼 ���� ������ ����� �
 ���
����
 ���	�
*����
 ��
�� ��
�����
 ���
� �� ������
� ���� ������� ����� ���� �
����� ���
�
����� ���
�����������  ������� �� ���� �� �
���� ��� ���� �� ��� ��������

��� ���� 𝑥 ∈ 𝑋 �
� 𝑠 ∈ R� �� ���
� ��� ���

ℳ(𝑥, 𝑠) =
⋃︁
𝑟>0

(︀
{𝑈(𝑟 + 𝑠, 𝑠)𝑥} ∩𝑀(𝑟 + 𝑠)

)︀
. �����

,��� ���
����
 ������ �� �� ����� ��� �������
� �������

(���������
 ��
�� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 �������� 𝑥 ∈ 𝑋� 𝑠 ∈ R� �
�
ℳ(𝑥, 𝑠) ̸= ∅� ,��
 ����� ������ � �
���� 𝜏 > 0 ���� ���� 𝑈(𝑠+𝜏, 𝑠)𝑥 ∈ 𝑀(𝑠+𝜏)
�
� 𝑈(𝑠+ 𝑟, 𝑠)𝑥 /∈ 𝑀(𝑠+ 𝑟) ��� ��� 0 < 𝑟 < 𝜏 �

(����� /� ��
� 𝜏 = inf{𝑟 > 0: 𝑈(𝑠+ 𝑟, 𝑠)𝑥 ∈ 𝑀(𝑠+ 𝑟)}� !� �� ����� ���� 𝜏 ��
��������� ���
 �� ����� �� �
������ +������ ���� 𝜏 = 0� ,��
 ����� ������ �
�����
�� �� �������� 
������ {𝑟𝑛}𝑛 ��
�����
� �� 0 ���� ����

𝑈(𝑟𝑛 + 𝑠, 𝑠)𝑧 ∈ 𝑀(𝑟𝑛 + 𝑠).

��� ���� ��
�������� ���
�� ,��������� �� ��� �
������

,��� ������ ������ �� �� ���
� ��� ������ ���� ��� ��� ��������� ��������

����������

���
����
 ��
�� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 �������� /� ���
� ���
������ ���� ��� �� 𝒰 �� ��� ��
����
 𝜑 : 𝑋 × R −→ (0,∞] ����
 ��

𝜑(𝑥, 𝑠) =
{︃
𝜏, �� 𝑀+(𝑥, 𝑠) ̸= ∅,
∞, �� 𝑀+(𝑥, 𝑠) = ∅,

����� 𝜏 ��� ����
 �
 (���������
 ��
��

,��� ���
����
 ������� ���� �� 𝑡 > 0 �
� 𝑈(𝑠+ 𝑡, 𝑠)𝑥 ∈ 𝑀(𝑠+ 𝑡)� ���
 ���
������ ���� ��� �������� 𝜑(𝑥, 𝑠) ≤ 𝑡�

�	



��
� !�������� ��������
 ���������

(���������
 ����� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 ������� �
� 𝜑 ��� ������
���� ���� ,��
 𝜑 �� ����� ������
��
���� �
 ��� ���

H =
⋃︁
𝑡∈R

(︀
𝑋 ∖𝑀(𝑡)

)︀
× {𝑡},

����� �� ��
���
�� �
 𝑋 × R�

(����� $�� {(𝑥𝑛, 𝑠𝑛)}𝑛 �� �
� �����
�� �
 H ��
�����
� �� � ���
� (𝑥, 𝑠) ∈ H�
/� ��
� �� ����� ����

𝜑(𝑥, 𝑠) ≤ lim inf
𝑛→∞

𝜑(𝑥𝑛, 𝑠𝑛).

!� lim inf
𝑛→∞

𝜑(𝑥𝑛, 𝑠𝑛) = ∞� ���
 ����� �� 
����
� �� ������ ,��������� �� ������
����

lim inf
𝑛→∞

𝜑(𝑥𝑛, 𝑠𝑛) = 𝛼 ��� ���� 𝛼 ∈ [0,∞).

/� ��
 ������� ������� ���� �� ��
�������� ���� 𝜑(𝑥𝑛, 𝑠𝑛) −→ 𝛼� /� ���� ����

𝑈(𝑠𝑛 + 𝜑(𝑥𝑛, 𝑠𝑛), 𝑠𝑛)𝑥𝑛 ∈ 𝑀(𝑠𝑛 + 𝜑(𝑥𝑛, 𝑠𝑛)),
𝑠𝑛 + 𝜑(𝑥𝑛, 𝑠𝑛) −→ 𝑠+ 𝛼,

𝑈(𝑠𝑛 + 𝜑(𝑥𝑛, 𝑠𝑛), 𝑠𝑛)𝑥𝑛 −→ 𝑈(𝑠+ 𝛼, 𝑠)𝑥.

,�� ���� ���� 𝑀̂ �� ������������ ������ ������� ���� 𝑈(𝑠+ 𝛼, 𝑠)𝑥 ∈ 𝑀(𝑠+ 𝛼)� ��
0 < 𝜑(𝑥, 𝑠) ≤ 𝛼� ����� ������� ���� 𝛼 > 0 �
� 𝜑(𝑥, 𝑠) ≤ 𝛼�

/� ��
 ���
� 
�� ��� ��������� �������	��������� /� ���� ��� ��� �������
��
�� ��� ���������
 �� ��
����
� 𝐼� ����� ��� 
�� ���
 ���� �
��� 
���

���
����
 ���	� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 �������� 𝑥 ∈ 𝑋� �
� 𝑠 ∈ R�
,�� ��������� ���	������ �� 𝑥 ∈ 𝑋 ������
� �� ���� 𝑠� ����� �� ��
���� ��
𝑈̃(·, 𝑠)𝑧 �
� ���
�� �
 �
 �
������ [𝑠, ℓ(𝑥, 𝑠))� �� ����
 ���

+��� 	� !� ℳ(𝑥, 𝑠) = ∅� ���
 𝜑(𝑥, 𝑠) = ∞� /� ���
 ���
� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥 ���
����� 𝑡 ≥ 𝑠 �
� ℓ(𝑥, 𝑠) = ∞� ,�� ������� �
�� ���� �
 ���� ����� !� ℳ(𝑥, 𝑠) ̸= ∅�
�� ��
��� 𝑥+

0 := 𝑥� 𝑠0 := 𝑠� 𝑠1 := 𝑠0 + 𝜑(𝑥+
0 , 𝑠0)� �
� 𝑥+

1 := 𝐼𝑠1(𝑈(𝑠1, 𝑠0)𝑥+
0 )�

��
����� �� ���
� 𝑈̃(·, 𝑠)𝑥 �
 [𝑠0, 𝑠1] ��

𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 =
{︃
𝑈(𝑡, 𝑠0)𝑥+

0 , 𝑠0 ≤ 𝑡 < 𝑠1,

𝑥+
1 , 𝑡 = 𝑠1.

!
 ���� ��������
� �� �� �� +��� 
�

+��� 
� !� ℳ(𝑥+
1 , 𝑠1) = ∅� ���
 𝜑(𝑥+

1 , 𝑠1) = ∞� !
 ���� ����� �� ���
�� �� �

��� �������� ����� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝑈(𝑡, 𝑠1)𝑥+

1 ��� ��� 𝑡 ≥ 𝑠1� �
� �� ��� ℓ(𝑥, 𝑠) = ∞�

�




!�������� ��
������ +������

!
 ���� ��������
� ��� ������� �
�� �����  ������� �� ℳ(𝑥+
1 , 𝑠1) ̸= ∅� �� ����

𝜑(𝑥+
1 , 𝑠1) < ∞� /� ���
� 𝑠2 := 𝑠1 + 𝜑(𝑥+

1 , 𝑠1) �
� 𝑥+
2 := 𝐼𝑠2(𝑈(𝑠2, 𝑠1)𝑥+

1 )�
��
����� 𝑈̃(·, 𝑠)𝑥 �
 [𝑠1, 𝑠2] �� ����
 ��

𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 =
{︃
𝑈(𝑡, 𝑠1)𝑥+

1 , 𝑠1 ≤ 𝑡 < 𝑠2,

𝑥+
2 , 𝑡 = 𝑠2,

/� ���
 ���� �� ��� 
��� �����

!
������� +���� +������ ���� 𝑈̃(·, 𝑠)𝑥 �� ������� ���
�� �
 ��� �
������ [𝑠𝑛−1, 𝑠𝑛]
�
� 𝑈̃(𝑠𝑛, 𝑠)𝑥 = 𝑥+

𝑛 � ���� 𝑠𝑛 = 𝑠𝑛−1 +𝜑(𝑥+
𝑛−1, 𝑠𝑛−1)� '
�� ����
� ��� ������
�

��������
� ������ !� ℳ(𝑥+
𝑛 , 𝑠𝑛) = ∅� ���
 �� ���� ���� 𝜑(𝑥+

𝑛 , 𝑠𝑛) = ∞� /�
��
 ���
� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝑈(𝑡, 𝑠𝑛)𝑥+

𝑛 ��� 𝑡 ≥ 𝑠𝑛� �
� �� ��� ℓ(𝑥, 𝑠) = ∞� !

���� ��������
� ��� ������� �
�� �����  ������� �� ℳ(𝑥+

𝑛 , 𝑠𝑛) ̸= ∅� �� ���
𝑠𝑛+1 := 𝑠𝑛 + 𝜑(𝑥+

𝑛 , 𝑠𝑛)� 𝑥+
𝑛+1 = 𝐼𝑠𝑛+1(𝑈(𝑠𝑛+1, 𝑠𝑛)𝑥+

𝑛 )� �
� �
���� �� ���
�
𝑈̃(·, 𝑠)𝑥 �
 [𝑠𝑛, 𝑠𝑛+1] ��

𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 =
{︃
𝑈(𝑡, 𝑠𝑛)𝑥+

𝑛 , 𝑠𝑛 ≤ 𝑡 < 𝑠𝑛+1,

𝑥+
𝑛+1, 𝑡 = 𝑠𝑛+1.

��
������
 +���� ,�� ������� ���� ��� ���
 ��������� ��
 �
� ����� � �
��� 
���
��� �� ������ �� ��
��
�� �
���
������ ,�� ���� ���� �����
� ���
ℳ(𝑥+

𝑛 , 𝑠𝑛) = ∅
��� ���� 𝑛 ∈ N� ,��
� �� ���� ���� ℓ(𝑥, 𝑠) = ∞ �
� 𝑈̃(·, 𝑠)𝑥 �� ���
�� �

[𝑠,∞)� ,�� ����
� ���� �����
� �� ℳ(𝑥+

𝑛 , 𝑠𝑛) ̸= ∅ ��� ��� 𝑛 ∈ N� ,��
 𝑈̃(·, 𝑠)𝑥
�� ���
�� �
 ��� �
������ [𝑠, ℓ(𝑥, 𝑠))� ����

ℓ(𝑥, 𝑠) = lim
𝑛→∞

𝑠𝑛,

�
� ℓ(𝑥, 𝑠) ��
 �� �
��� 
����� �� �
�
����
,�� ����� {𝑠𝑛} ��� ������ ��� 	��� ����� �� ��� ��������� ��������
 ������� 𝒰
�� (𝑥, 𝑠)�

���� ���� ���
����
� �� ��� ��� �������
� ��������

(���������
 ���
� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 ������� ���� ����

𝐼𝜏 (𝑀(𝜏)) ∩𝑀(𝜏) = ∅ ��� ��� 𝜏 ∈ R. �!�

,��
� ��� ���� 𝑥 ∈ 𝑋 �
� 𝑡 ∈ (𝑠, ℓ(𝑥, 𝑠))� �� ���� ���� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 /∈ 𝑀(𝑡)�

$���� ����� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 �������� 𝑥 ∈ 𝑋� �
� 𝑠 ∈ R ����
𝜑(𝑥, 𝑠) < ∞� !� �� ��
��� 𝑠1 = 𝑠+ 𝜑(𝑥, 𝑠) �
� 𝑥+

1 = 𝑈̃(𝑠1, 𝑠)𝑥� �� �����

��� �� 𝑠 < 𝜏 < 𝑠1� ���


𝑠1 = 𝜏 + 𝜑(𝑈(𝜏, 𝑠)𝑥, 𝜏) �
� 𝑈̃(𝑠1, 𝑠)𝑥 = 𝑈̃(𝑠1, 𝜏)𝑈̃(𝜏, 𝑠)𝑥,

��



��
� !�������� ��������
 ���������

���� �� 𝑠 < 𝜏 < 𝑡 < 𝑠1� ���


𝑡 < 𝜏 + 𝜑(𝑈(𝜏, 𝑠)𝑥, 𝜏) �
� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝑈̃(𝑡, 𝜏)𝑈̃(𝜏, 𝑠)𝑥,

����� �� 𝑠1 < 𝑡 ≤ 𝑠1 + 𝜑(𝑥+
1 , 𝑠1)� ���
 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝑈̃(𝑡, 𝑠1)𝑈̃(𝑠1, 𝑠)𝑥�

(����� ,�� ����� �� ���� ������ �� 
�� ���� �������� !� 	��� ���� ���
����
 ���	
�� ��� ��������� ���	���������

��� ��
��� 𝑟 = 𝜑(𝑈(𝜏, 𝑠)𝑥, 𝜏) + 𝜏 � /� ���� ����

𝑈(𝑟, 𝑠)𝑥 = 𝑈(𝑟, 𝜏)𝑈(𝜏, 𝑠)𝑥 ∈ 𝑀(𝑟),

�� ���
����
 �� 𝑟� ,��
 𝑟 ≥ 𝑠1� ��� �
� 𝑡 ∈ (𝜏, 𝑟)� �� ����

𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝑈(𝑡, 𝜏)𝑈(𝜏, 𝑠)𝑥 /∈ 𝑀(𝑡).

�� � ��
�����
��� 𝑠1 ≥ 𝑟� /� ��
 ��
����� ���� 𝑟 = 𝑠1� /� ��
���
𝑥𝜏 = 𝑈̃(𝜏, 𝑠)𝑥 = 𝑈(𝜏, 𝑠)𝑥� /� ���� ����

𝑈̃(𝑠1, 𝜏)𝑥𝜏 = 𝐼𝑠1(𝑈(𝑠1, 𝜏)𝑥𝜏 ) = 𝐼𝑠1(𝑈(𝑠1, 𝜏)𝑈(𝜏, 𝑠)𝑥)
= 𝐼𝑠1(𝑈(𝑠1, 𝑠)𝑥) = 𝑈̃(𝑠1, 𝑠)𝑥.

,��� ������� ���� 𝑈̃(𝑠1, 𝑠)𝑥 = 𝑈̃(𝑠1, 𝜏)𝑥𝜏 = 𝑈̃(𝑠1, 𝜏)𝑈̃(𝜏, 𝑠)𝑥�

���� ��
��� 𝑥𝜏 = 𝑈(𝜏, 𝑠)𝑥� �� ����������� 𝜏 ∈ (𝑠, 𝑠1)� �� �� ���� ����
𝑈̃(𝜏, 𝑠)𝑥 = 𝑥𝜏 � /� �����
 𝜑(𝑥𝜏 , 𝜏) + 𝜏 = 𝜑(𝑥, 𝑠) + 𝑠� ���� ���� ���� /�
���� ���� ���� 𝜏 < 𝑡 < 𝑠+ 𝜑(𝑥, 𝑠)� �� �� �����
 𝜏 < 𝑡 < 𝜏 + 𝜑(𝑥𝜏 , 𝜏)� ��
� ��
�����
��� 𝑈̃(𝑡, 𝜏)𝑥𝜏 = 𝑈(𝑡, 𝜏)𝑥𝜏 � ��
�����

𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝑈(𝑡, 𝜏)𝑈(𝜏, 𝑠)𝑥 = 𝑈(𝑡, 𝜏)𝑥𝜏
= 𝑈̃(𝑡, 𝜏)𝑥𝜏 = 𝑈̃(𝑡, 𝜏)𝑈̃(𝜏, 𝑠)𝑥.

����� ��� 𝑡 ∈ (𝑠1, 𝑠1 + 𝜑(𝑥+
1 , 𝑠1))� �� ����

𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝑈(𝑡, 𝑠1)𝑈̃(𝑠1, 𝑠)𝑥 = 𝑈̃(𝑡, 𝑠1)𝑈̃(𝑠1, 𝑠)𝑥,

���� ���
����
 ���	� !� 𝑡 = 𝑠1 + 𝜑(𝑥+
1 , 𝑠1) �� ����

𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝐼𝑠1(𝑈(𝑡, 𝑠1)𝑥+
1 ) = 𝑈̃(𝑡, 𝑠1)𝑥+

1 = 𝑈̃(𝑡, 𝑠1)𝑈̃(𝑠1, 𝑠)𝑥.

�� � ��
�����
��� �� ��
 ������ ��� �������
� �������

(���������
 ����� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 �������� ,��


	� 𝑈̃(𝑡, 𝑡)𝑥 = 𝑥 ��� ����� 𝑥 ∈ 𝑋 �
� 𝑡 ∈ R�

��



!�������� ��
������ +������


� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝑈̃(𝑡, 𝜏)𝑈̃(𝜏, 𝑠)𝑥 ��� 𝑠 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡 < ℓ(𝑥, 𝑠)�

/� ��� ��
���
�� ����� ��� ���������� �������� �� �������
�� /� ������
���� ��� ��������� ���	�������� ����� ��� ��� 𝑡 ≥ 𝑠� ���� ��� �� ���� ������ ����

ℓ(𝑥, 𝑠) = ∞ ��� ��� 𝑥 ∈ 𝑋 �
� 𝑠 ∈ R. �����

/��� ���� ��
�����
� ��� ���
����
� �� 𝒰��
�����
�� �
� �������
 𝒰����������

��� �
 ��������� ��������
 ������� 𝒰 ��� �
������� �� ��� �
�� ��� 𝒰 � 	���
�������
� 𝑈 �� 𝑈̃ ���� ���
����
� 	��� �
� 	��	��

��� (������
 ���������� ��� ��������� ��������

���������

!
 ���� ������
� �� ���� ����� ��� ������
�� �� �������
 ���������� ��� ���������
��������
 ���������� /� ����� ���� ���� ��
���� �
� ������� �������� $����� �

+��������
� ����	 �
� ����
� �� ����� �
 �����
� ��� �
�����
�� �������� ��� ��
���
����
 ���
�
���� 
�� �
� �� ���� ������ ���� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 �������

��������
� ����� �
� ���� D �� � �
������ �
 𝑋 ���� ���
����
 	����� /� �����
���� ��� ���
����
 �� �������
 D�������������� �
� �������
 D�����������

���
����
 ���
� /� ��� ���� � ������ 𝐴 ∈ D ��𝑋 �� � �������
D��������������
��� 𝒰 ���

��� 𝐴 �� ��������

��� 𝐴 �������
 𝒰��������� ���� 𝐷̂ ∈ D�

/��
 𝐴 ���� ���������

��� ��� ������ 𝐴 ∖ 𝑀̂ = {𝐴(𝑡) ∖𝑀(𝑡)}𝑡∈R �� 𝒰��
�����
��

�� ��� ���� 𝐴 �� � �������
 D���������� ��� 𝒰 �

(���������
 ����� $�� 𝐴1 �
� 𝐴2 �� ��� �������
 D����������� ��� 𝒰 � ,��

𝐴1 ∖ 𝑀̂ = 𝐴2 ∖ 𝑀̂ �

(����� /� ���� ���� 𝐴1 �� � �������
 D���������� �
� 𝐴2 ∈ D� �� D �� �
�
������� ���
 𝐴2 ∖ 𝑀̂ ∈ D� ,�� �
�����
�� �� 𝐴2 ∖ 𝑀̂ ∈ D ������� ����

𝑑 (𝐴2(𝑡) ∖𝑀(𝑡), 𝐴1(𝑡)) = 𝑑 (𝑈̃(𝑡, 𝑠)(𝐴2(𝑠) ∖𝑀(𝑠)), 𝐴1(𝑡))

��� ����� 𝑡 ∈ R �
� 𝑠 ≤ 𝑡� ,�
�
� ��� ����� �� 𝑠 ���� �� −∞ �� ���

𝑑 (𝐴2(𝑡) ∖𝑀(𝑡), 𝐴1(𝑡)) = 0.

�




���� (������
 ���������� ��� ��������� ��������
 ���������

,��� ������� ���� 𝐴2(𝑡) ∖𝑀(𝑡) ⊂ 𝐴1(𝑡)� �� 𝐴2(𝑡) ∖𝑀(𝑡) ⊂ 𝐴1(𝑡) ∖𝑀(𝑡)� !� ��
�
������
�� 𝐴1 �
� 𝐴2� �� �����
 ���� 𝐴1(𝑡) ∖ 𝑀(𝑡) ⊂ 𝐴2(𝑡) ∖ 𝑀(𝑡)� /� ���
��� ������� �������

���
����
 ����� � ��
����
 𝜓 : R −→ 𝑋 �� � ������ �������
 �� 𝒰 ��

𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝜓(𝑠) = 𝜓(𝑡) ��� 𝑡 ≥ 𝑠.

(���������
 ����� $�� 𝒰 ������� ��
�����
 �!� �
� 𝐴 � �������
 D����������
��� 𝒰 � ��� ���� 𝑡 ∈ R �� ���
�

Ξ(𝑡) =
{︀
𝜓(𝑡) : 𝜓 �� � ������ �������
 �� 𝒰 ���� 𝜓 = {𝜓(𝑡)}𝑡∈R ∈ D

}︀
.

,��
 𝐴(𝑡) ∖𝑀(𝑡) = Ξ(𝑡) ��� ���� 𝑡 ∈ R�

(����� ��� 𝑡 ∈ R� ��� �
� ����� ��
� 𝑥 ∈ Ξ(𝑡)� ,��
 ����� ������ 𝜓 � ������
�������
 �� 𝒰 ���� 𝜓 = {𝜓(𝑡)}𝑡∈R ∈ D �
� 𝑥 = 𝜓(𝑡)� ��
�����
 �!� ������� ����
𝜓(𝑡) /∈ 𝑀(𝑡) ��� ��� 𝑡 ∈ R ���� (���������
 ���
�� /� 

�� ���� 𝜓 ∈ D� 𝜓 �� �
������ �������
 �� 𝒰 �
� 𝐴 �� � �������
 D����������� ,��� ������� ����

𝑑 (𝜓(𝑡), 𝐴(𝑡)) = 𝑑 (𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝜓(𝑠), 𝐴(𝑡)) −→ 0

�� 𝑠 ���� �� −∞� ,��������� 𝜓(𝑡) ∈ 𝐴(𝑡)� ������� 𝐴(𝑡) �� ������� �
� ����
�������  �
��� 𝜓(𝑡) ∈ 𝐴(𝑡) ∖𝑀(𝑡)�

��� ��� ����� ����� ��
� 𝑥 ∈ 𝐴(𝑡) ∖𝑀(𝑡)� /� ���� ���� ��� ������ 𝐴 ∖ 𝑀̂ ��
𝒰��
�����
�� �� 𝑥 ∈ 𝑈̃(𝑡, 𝑡− 1)(𝐴(𝑡 − 1) ∖ 𝑀(𝑡 − 1))� �� � ��
�����
��� �����
������ 𝑥−1 ∈ 𝐴(𝑡 − 1) ∖ 𝑀(𝑡 − 1) ���� ���� 𝑥 = 𝑈̃(𝑡, 𝑡 − 1)𝑥−1� /��� ����
��������� �� ��
������ � �����
�� {𝑥−𝑛}𝑛 ���� 𝑥−𝑛 ∈ 𝐴(𝑡− 𝑛) ∖𝑀(𝑡− 𝑛) �
�
𝑈̃(𝑡− 𝑛+ 1, 𝑡− 𝑛)𝑥−𝑛 = 𝑥−𝑛+1� /� ���
� � ��
����
 𝜓 : R −→ 𝑋 ��

𝜓(𝑠) =
{︃
𝑈̃(𝑠, 𝑡− 𝑛)𝑥−𝑛, 𝑠 ∈ [𝑡− 𝑛, 𝑡− 𝑛+ 1], 𝑛 ∈ N,
𝑈̃(𝑠, 𝑡)𝑥, 𝑠 ∈ [𝑡,∞).

,�� ��
����
 𝜓 �� � ������ �������
 �� 𝒰 �� ��
��������
� %�������� �� ����
���� 𝜓(𝑠) ∈ 𝐴(𝑠) ∖ 𝑀(𝑠) ⊂ 𝐴(𝑠) ��� ����� 𝑠 ∈ R� ,�� 
�
����
����� ���
𝜓 = {𝜓(𝑠)}𝑠∈R ����
�� �� D� ������� D �� � �
������ �
� 𝐴 ∈ D� �� �
��
�����
��� 𝑥 = 𝜓(𝑡) ∈ Ξ(𝑡)�

/� 
��� ���� � �������
 D�������������� ��� 
�� �� � �������
 D����������
���� ������� ��	
 ��� ��� ����
����� ������

,�� �������
 𝜔������ �� ���� �������
� �
 ��� ������ �� �������
 ����������
��� ��
��
���� ��������
 ���������� ��� ��� ��������� ����� �� �� ���� ����
�������
��  ������� ��� ���� ���� ���	�������� ��� 
�� ��
��
���� �������� �� ��
���
�� ��� ���
����
� �
 ����� �� �����
 ���� �����������

��



!�������� ��
������ +������

���
����
 ����� ,�� ��������� �������
 𝜔������ ��� �� � 
�
����� ������ 𝐷̂ ��
���� 𝑡 ∈ R �� ��
���� �� 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡)� �
� �� �� ���
�� �� ��� ��� �� �����
�� 𝑥 ∈ 𝑋
���� ���� ����� ����� �����
��� {𝑠𝑛}𝑛� {𝜀𝑛}𝑛� �
� {𝑥𝑛}𝑛� ���� 𝑠𝑛 −→ −∞�
𝜀𝑛 −→ 0� �
� 𝑥𝑛 ∈ 𝐷(𝑠𝑛) ��� ���� 𝑛 ∈ N� ���� ����

𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛.

,�� ��������� �������
 𝜔������ �� 𝐷̂ �� ��� ������ 𝜔̃(𝐷̂) = {𝜔̃(𝐷̂, 𝑡)}𝑡∈R�

���
����
 ����� �
 ��������� ��������
 ������� 𝒰 ���� �� ������ �������

D��������������� ������� �� ��� ��� 𝐷̂ ∈ D� 𝑡 ∈ R� �
� �����
��� {𝑠𝑛}𝑛� {𝜀𝑛}𝑛�
�
� {𝑥𝑛}𝑛� ���� 𝑠𝑛 −→ −∞� 𝜀𝑛 −→ 0� �
� 𝑥𝑛 ∈ 𝐷(𝑠𝑛) ��� ���� 𝑛 ∈ N� ���

��� �����
�� {𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛}𝑛 ��� � ��
�����
� ��������
�� �
 𝑋�

���
����
 ���	� �
 ��������� ��������
 ������� 𝒰 ���� �� ������ �������

D������������ �� ����� ������ 𝐵̂0 ∈ D ������������ ������ ���� ����� ��� ��� 𝐷̂ ∈ D�
𝑡 ∈ R� �
� �����
��� {𝑠𝑛}𝑛� �
� {𝜀𝑛}𝑛� ���� 𝑠𝑛 −→ −∞ �
� 𝜀𝑛 −→ 0� �����
������ 𝑛0 = 𝑛0(𝐷̂, 𝑡) ∈ N ���� ����

𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝐷(𝑠𝑛) ⊂ 𝐵0(𝑡+ 𝜀𝑛) ��� ��� 𝑛 ≥ 𝑛0.

�
� ������ 𝐵̂0 ���� ���� �������� �� � �������
 D��������
� �������

/� ��
��
�� �� �
�����
� ���� ������� �� �����
��� ����� ��� ��
�����
�
�
� ���� ���� ��
�����
��� �� ����� ���
����
��

(���������
 ���
� $�� 𝐵̂0 ∈ D �� � 
�
����� �
� ������������ ������ �������
,��� ������ �� � �������
 D��������
� ������ ��� 𝒰 �� �
� �
�� �� ��� �����
𝐷̂ ∈ D� 𝑡 ∈ R� �
� ����� ��
����
 𝜀 : R −→ R ���� 𝜀(𝑠) −→ 0 �� 𝑠 −→ −∞
�
� 𝑡+ 𝜀(𝑠) ≥ 𝑠 ��� ��� 𝑠 ≤ 𝑡� ����� ������ 𝑠0 = 𝑠0(𝐷̂, 𝑡, 𝜀) ≤ 𝑡 ���� ����

𝑠 ≤ 𝑠0 =⇒ 𝑈̃(𝑡+ 𝜀(𝑠), 𝑠)𝐷(𝑠) ⊂ 𝐵0(𝑡+ 𝜀(𝑠)).

(����� ,�
� 𝐵̂0 � �������
 D��������
� ������ ��� 𝒰 � +������ ���� ��� ������
�� ������ ,��������� ����� ������ 𝐷̂ ∈ D� 𝑡 ∈ R� �
� � ��
����
 𝜀 : R −→ R ����
𝜀(𝑠) −→ 0 �� 𝑠 −→ −∞ �
� 𝑡+𝜀(𝑠) ≥ 𝑠 ��� ��� 𝑠 ≤ 𝑡� ���� ���� ��� ��
������
 ��

�� ����� ,��� ������� ���� ����� ����� �����
��� {𝑠𝑛}𝑛� {𝜀𝑛}𝑛� �
� {𝑥𝑛}𝑛 ����
𝑠𝑛 −→ −∞� 𝜀𝑛 −→ 0� �
� 𝑥𝑛 ∈ 𝐷(𝑠𝑛) ���� ���� 𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 /∈ 𝐵0(𝑡+ 𝜀𝑛)
��� ��� 𝑛 ∈ N� ��� 𝐵̂0 ��� � �������
 D��������
� ������ ��� 𝒰 � �� �� ��� �
��
���������
� ,�� ����� ����������
 �� ����������������

(���������
 ����� $�� 𝐵̂0 ∈ D �� � 
�
����� ������ ����� �� ������������
������ �
� ���������� 𝒰��
�����
�� +������ ���� ��� ���� 𝐷̂ ∈ D �
� 𝑡 ∈ R� �����
������ 𝑠0 = 𝑠0(𝐷̂, 𝑡) ≤ 𝑡 ���� ����

𝑠 ≤ 𝑠0 =⇒ 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝐷(𝑠) ⊂ 𝐵0(𝑡).

,��
 𝒰 �� �������
 D�������������

��



���� (������
 ���������� ��� ��������� ��������
 ���������

(����� ,�
� 𝐷̂ ∈ D� 𝑡 ∈ R� �
� �����
��� {𝑠𝑛}𝑛 �
� {𝜀𝑛}𝑛 ���� 𝑠𝑛 −→ −∞
�
� 𝜀𝑛 −→ 0� /� ��
� �� ����� ���� ����� ������ 𝑛0 = 𝑛0(𝐷̂, 𝑡) ∈ N ���� ����

𝑛 ≥ 𝑛0 =⇒ 𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝐷(𝑠𝑛) ⊂ 𝐵0(𝑡+ 𝜀𝑛).

���� ��� ����������� �� 

�� ���� ����� ������ 𝑠0 = 𝑠0(𝐷̂, 𝑡− 1) ≤ 𝑡− 1 ����
���� 𝑈̃(𝑡− 1, 𝑠)𝐷(𝑠) ⊂ 𝐵0(𝑡− 1) ��� ��� 𝑠 ≤ 𝑠0� ,��� ������� ���� �� ��
 ��
�
𝑛0 ∈ N ���� ���� 𝑠𝑛 ≤ 𝑠0 �
� |𝜀𝑛| < 1 ��� ��� 𝑛 ≥ 𝑛0� /� ����

𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝐷(𝑠𝑛) = 𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑡− 1)𝑈̃(𝑡− 1, 𝑠𝑛)𝐷(𝑠𝑛)
⊂ 𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑡− 1)𝐵0(𝑡− 1) ⊂ 𝐵0(𝑡+ 𝜀𝑛).

,�� �������� 𝒰��
�����
�� �� 𝐵̂0 ������� ��� ���� �
������
� �� � ��
�����
���
𝐵̂0 �� � �������
 D��������
� ������� �
� ���� 𝒰 �� �������
 D�������������

(���������
 ����� $�� 𝒰 �� � �������
 D������������ ��������� ��������
 �������
���� 𝐵̂0 � ������������ ������� �������
 D��������
� ������� ,��
 𝒰 �� �������

D��������������� ��������

(����� $�� 𝐷̂ ∈ D� 𝑡 ∈ R� �
� ����� �����
��� {𝑠𝑛}𝑛� {𝜀𝑛}𝑛� �
� {𝑥𝑛}𝑛 ����
���� 𝑠𝑛 −→ −∞� 𝜀𝑛 −→ 0� �
� 𝑥𝑛 ∈ 𝐷(𝑠𝑛) ��� ���� 𝑛 ∈ N� /� ��
� �� �����
���� {𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛}𝑛 ��� � ��
�����
� ��������
��� ,�� ��������� ��������

������� 𝒰 �� �������
 D������������� ����� ������� ���� ����� ������ 𝑛0 ∈ N ����
����

𝑛 ≥ 𝑛0 =⇒ 𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 ∈ 𝐵0(𝑡+ 𝜀𝑛).

/� ���� ���� 𝑡 + 𝜀𝑛 −→ 𝑡 �
� 𝐵̂0 ��� ������������ �������� �� ��� �����
��
{𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛}𝑛 ��� � ��
�����
� ��������
�� �� � ���
� �
 𝐵0(𝑡)�

(���������
 ���
� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 ������� ����� �� �������

D��������������� ������� �
� 𝐷̂ ∈ D� ,��
 ��� ��������� �������
 𝜔������
𝜔̃(𝐷̂) �� � 
�
����� ������ �
 𝑋� ������������ �������� �
� �� �������
 𝒰���������
𝐷̂�

(����� ,�� ������ 𝜔̃(𝐷̂) �� 
�
����� ������� 𝒰 �� �������
 D���������������
�������� !
 ����� �� ����� ��� ���������� �������
���� �� 
��� �� ���� ����
����
 ��� �����
��� {𝑡𝑛}𝑛 �
� {𝑦𝑛}𝑛 ���� 𝑡𝑛 −→ 𝑡 �
� 𝑦𝑛 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡𝑛)� ���

��� �����
�� {𝑦𝑛}𝑛 ��� � ��
�����
� ��������
�� ���� ����� �
 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡)� ��
𝑦𝑛 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡𝑛)� ����� ������ 𝑠𝑛 ≤ 𝑡𝑛 − 𝑛� |𝜀𝑛| ≤ 1/𝑛 �
� 𝑥𝑛 ∈ 𝐷(𝑠𝑛) ���� ����

𝑑(𝑦𝑛, 𝑈̃(𝑡𝑛 + 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛) ≤ 1
𝑛
.

𝒰 �� �������
 D��������������� �������� �� ��� �����
��

{𝑈̃(𝑡𝑛 + 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛}𝑛 = {𝑈̃(𝑡+ 𝑡𝑛 − 𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛}𝑛

��



!�������� ��
������ +������

��� � ��
�����
� ��������
��� ,�� ��������
�� ���� �� ��
���� ��� ����� �
�
��� 𝑥 ∈ 𝑋 �� ��� ������ ����� ����
�� �� 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡)� �� ���
����
� ��
����� ���
�����
�� {𝑦𝑛}𝑛 ��
������ �� 𝑥� �
� �� ��� �
������
/� ���� ��� �� ����� ��� �������
 𝒰����������
� +������ ���� ��� ������ ��

������ ,��
� �� ���
����
� ����� ����� 𝜀 > 0� 𝑡 ∈ R� �
� ��� �����
��� {𝑠𝑛}𝑛
�
� {𝑥𝑛}𝑛� ���� 𝑠𝑛 −→ −∞ �
� 𝑥𝑛 ∈ 𝐷(𝑠𝑛) ��� ���� 𝑛 ∈ N� ���� ����

𝑑 (𝑈̃(𝑡, 𝑠𝑛)𝑥𝑛, 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡)) ≥ 𝜀 ��� ��� 𝑛 ∈ N.

�� 𝒰 �� �������
 D��������������� �������� ����� ������ 𝑥 ∈ 𝑋 ���� ����

𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑈̃(𝑡, 𝑠𝑛)𝑥𝑛,

�� �� � ��������
��� ,��
 𝑥 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡)� �
� �� ��� � ��
���������
�

(���������
 ����� $�� 𝒰 �� � �������
 D������������ ��������� ��������
 ��������
𝐵̂0 � �������
 D��������
� ������� �
� 𝐷̂ ∈ D� ,��
� �� ���� 𝜔̃(𝐷̂) ⊂ 𝐵̂0�

(����� $�� 𝑡 ∈ R �
� 𝑥 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡)� /� ���� �� ����� ���� 𝑥 ∈ 𝐵0(𝑡)� ��
𝑥 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡)� ����� ����� �����
��� {𝑠𝑛}𝑛� {𝜀𝑛}𝑛� �
� {𝑥𝑛}𝑛� ���� 𝑠𝑛 −→ −∞�
𝜀𝑛 −→ 0� �
� 𝑥𝑛 ∈ 𝐷(𝑠𝑛)� ���� ����

𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛.

,�� ������ 𝐵̂0 �� � �������
 D��������
� ������� �� ����� ������ 𝑛0 ∈ N ����
����

𝑛 ≥ 𝑛0 =⇒ 𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 ∈ 𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝐷(𝑠𝑛) ⊂ 𝐵0(𝑡+ 𝜀𝑛).

,�� ������ 𝐵̂0 �� ������������ ������� �� �� ���� ���� 𝑥 ∈ 𝐵0(𝑡)�

,������ ����� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 ������� ����� �� �������

D��������������� ������� �
� �������
 D������������� ,��
 𝒰 ��� � �������

D�������������� 𝐴 ∈ D� %�������� 𝐴 �� ������������ ��������

(����� $�� 𝐵̂0 � �������
 D��������
� ������� ���
� 𝐴 = 𝜔̃(𝐵̂0)� /� ��� ���
�
�� ����� ���� 𝐴 �� � �������
 D�������������� ��� 𝒰 � /� ���� ���� 𝐵̂0 ∈ D�
(���������
 ���
 ������� ���� 𝐴 �� � 
�
����� ������ �
 𝑋� �� �� ������������
������� �
� �� �������
 𝒰 ��������� 𝐵̂0� ,��� ������� ���� 𝐴(𝑡) �� ������� ��� ���
𝑡 ∈ R� ������������ (���������
 ���� ������� ���� 𝐴 ⊂ 𝐵̂0� �� � ��
�����
���
�� ���� ���� 𝐴 ∈ D�

��
����� �� ���� �� ����� ���� 𝐴 �������
 𝒰��������� ����� 𝐷̂ ∈ D� ���
𝐷̂ ∈ D� 𝑡 ∈ R� �
� 𝜀 > 0� /� ���� �� ����� ���� ����� ������ 𝑠1 ≤ 𝑡 ���� ����

𝑠 ≤ 𝑠1 =⇒ 𝑑 (𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝐷(𝑠), 𝐴(𝑡)) < 𝜀.

��



���� (������
 ���������� ��� ��������� ��������
 ���������

,�� ������ 𝐴 �������
 𝒰��������� 𝐵̂0� �� ����� ������ 𝑠0 ≤ 𝑡 ���� ����

𝑠 ≤ 𝑠0 =⇒ 𝑑 (𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝐵0(𝑠), 𝐴(𝑡)) < 𝜀.

-��
� (���������
 ���
 ���� 𝜀(𝑠) = 0� ����� ������ 𝑠1 ≤ 𝑠0 ���� ����

𝑠 ≤ 𝑠1 =⇒ 𝑈̃(𝑠0, 𝑠)𝐷(𝑠) ⊂ 𝐵0(𝑠0).

,��������� ��� 𝑠 ≤ 𝑠1 �� ����

𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝐷(𝑠) = 𝑈̃(𝑡, 𝑠0)𝑈̃(𝑠0, 𝑠)𝐷(𝑠) ⊂ 𝑈̃(𝑡, 𝑠0)𝐵0(𝑠0).

�� � ��
�����
���

𝑠 ≤ 𝑠1 =⇒ 𝑑 (𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝐷(𝑠), 𝐴(𝑡)) ≤ 𝑑 (𝑈̃(𝑡, 𝑠0)𝐵0(𝑠0), 𝐴(𝑡)) < 𝜀.

,��� ������ ����
lim

𝑠→−∞
𝑑 (𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝐷(𝑡), 𝐴(𝑡)) = 0.

,��
 𝐴 �� � �������
 D�������������� ��� 𝒰 �

/� �����
� ���� 
�������� ��
�����
� ��� ��� ������
�� �� � �������
 D�
������������� ��� �
 ��������� ��������
 ������� 𝒰 � ������ �� 
��� � ��
�����
�
����� ���� ���� �� ���� �� ����� ��� ������
�� �� � �������
 D�����������

,���� ������ 𝜉 > 0 ���� ���� 𝜑(𝑧, 𝑠) ≥ 2𝜉
��� ��� 𝑠 ∈ R �
� 𝑧 ∈ 𝐼𝑠(𝑀(𝑠)).

� �

!
 ����������� ���� ��
�����
 � � ������� ������

(���������
 ����� !� 𝒰 ��� � �������
 D�������������� 𝐴 �
� �������� ��
���
���
� � � �
� �!�� ���
 𝒰 �� �������
 D��������������� ��������

(����� $�� 𝐴 �� � �������
 D�������������� ��� 𝒰 � ,�
� 𝑡 ∈ R� 𝐷̂ ∈ D� �
�
����� �����
��� {𝑠𝑛}𝑛� {𝜀𝑛}𝑛� �
� {𝑥𝑛}𝑛 ���� ���� 𝑠𝑛 −→ −∞� 𝜀𝑛 −→ 0� �
�
𝑥𝑛 ∈ 𝐷(𝑠𝑛) ��� ���� 𝑛 ∈ N� /� ��
� �� ����� ���� {𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛}𝑛 ��� �
��
�����
� ��������
��� ������ �� ������ ���� 𝜀𝑛 ≤ 𝜉/4 ��� ��� 𝑛 ∈ N� ,��
������ 𝐴 �������
 𝒰��������� 𝐷̂� ��

𝑑 (𝑈̃(𝑡− 𝜉, 𝑠𝑛)𝑥𝑛, 𝐴(𝑡− 𝜉)) ≤ 𝑑 (𝑈̃(𝑡− 𝜉, 𝑠𝑛)𝐷(𝑠𝑛), 𝐴(𝑡− 𝜉)) −→ 0

�� 𝑛 ���� �� ∞� /� ��
 �
� ��������
��� {𝑠𝑛𝑘
}𝑘� {𝑥𝑛𝑘

}𝑘� �
� � �����
��
{𝑦𝑘}𝑘 �
 𝐴(𝑡− 𝜉) ���� ����

𝑑 (𝑈̃(𝑡− 𝜉, 𝑠𝑛𝑘
)𝑥𝑛𝑘

, 𝑦𝑘) ≤ 1
𝑘

��� ��� 𝑘 ∈ N.

	��



!�������� ��
������ +������

,�� ��� 𝐴(𝑡 − 𝜉) �� ������� �
� {𝑦𝑘}𝑘 �� � �����
�� �
 𝐴(𝑡 − 𝜉)� �� �����
������ � ��
�����
� ��������
�� �� {𝑦𝑘}𝑘 �� �
 �����
� 𝑦 ∈ 𝐴(𝑡 − 𝜉)� ,��
��
�����
� ��������
�� ���� �� ��
���� ��� ����� �� � ��
�����
��� ��
���� ���� ��� �����
�� {𝑈̃(𝑡 − 𝜉, 𝑠𝑛𝑘

)𝑥𝑛𝑘
}𝑘 ��
������ �� 𝑦� /� ������� ���

�����
��� �
� ������ 𝑧𝑛 = 𝑈̃(𝑡− 𝜉, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 −→ 𝑦� &��� ���� ��
�����
 �!� �
�
(���������
 ���
 ����� ���� 𝑧𝑛 /∈ 𝑀(𝑡 − 𝜉)� ��
����� ��� ������� ���	������
���
�� �� 𝜙𝑛 : 𝑢 ∈ [𝑡 − 𝜉, 𝑡 + 𝜀𝑛] −→ 𝑈̃(𝑢, 𝑡 − 𝜉)𝑧𝑛 ∈ 𝑋� /� �����
����� ���
������

���� 	� -� �� � ��������
��� ��
���� ��� ����� ����� ��� 
� 	��� ����� ��
𝒰 �� (𝑧𝑛, 𝑡− 𝜉) �
 ��� �
������ [𝑡− 𝜉, 𝑡+ 𝜀𝑛]�
!
 ���� ����� �� ���� ����

𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑡− 𝜉)𝑧𝑛 = 𝑈(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑡− 𝜉)𝑧𝑛 −→ 𝑈(𝑡, 𝑡− 𝜉)𝑦.

/� ���� ���� 𝑈̃(𝑡 + 𝜀𝑛, 𝑡 − 𝜉)𝑧𝑛 = 𝑈̃(𝑡 + 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛� ����� ������� ���� ���
�����
�� {𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛}𝑛 ��� � ��
�����
� ��������
��� �
� �� ��� �
������

���� 
� -� �� � ��������
��� ��
���� ��� ����� ����� �� �� ����� �
� 	���
���� �� (𝑧𝑛, 𝑡− 𝜉) �
 ��� �
������ [𝑡− 𝜉, 𝑡+ 𝜀𝑛]�
!
 ���� ����� ��
�����
 � � ������� ���� ����� �� �
�� �
� 	��� ���� �
 ����
�
������� /� ��
��� �� �� 𝜏𝑛� �
� �� ����
�� �� (𝑡− 𝜉, 𝑡+ 𝜀𝑛]� ,��
 �� ����

𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝜏𝑛)𝑈̃(𝜏𝑛, 𝑡− 𝜉)𝑧𝑛,
𝑈̃(𝜏𝑛, 𝑡− 𝜉)𝑧𝑛 = 𝐼𝜏𝑛(𝑈(𝜏𝑛, 𝑡− 𝜉)𝑧𝑛),

�� 𝑈(𝜏𝑛, 𝑡− 𝜉)𝑧𝑛 ∈ 𝑀(𝜏𝑛)� /� ��
 ������ ���� 𝜏𝑛 −→ 𝜏 ��� ���� 𝜏 ∈ [𝑡− 𝜉, 𝑡]�
�� ��
�
� ��������
���� �� 
��������� ,��
� �� ���
����
 �� 𝑀̂ �
� 𝐼� �� ����
����

𝑈(𝜏𝑛, 𝑡− 𝜉)𝑧𝑛 −→ 𝑈(𝜏, 𝑡− 𝜉)𝑦 ∈ 𝑀(𝜏),
𝑈̃(𝜏𝑛, 𝑡− 𝜉)𝑧𝑛) = 𝐼𝜏𝑛(𝑈(𝜏𝑛, 𝑡− 𝜉)𝑧𝑛) −→ 𝐼𝜏 (𝑈(𝜏, 𝑡− 𝜉)𝑦).

,��������� �� �����
 ���� 𝑈̃(𝑡+𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 ��
������ �� 𝑈(𝑡, 𝜏)𝐼𝜏 (𝑈(𝜏, 𝑡−𝜉)𝑦)�

(���������
 ����� $�� 𝐴 �� � �������
 D�������������� �� 𝒰 ����� �� �������
������ �������� ��� 𝑟 > 0� ���
�

𝐴𝑟 = {𝐴𝑟(𝑡)}𝑡∈R =
{︁

𝒪𝑟(𝐴(𝑡))
}︁
𝑡∈R

,

!� 𝐴𝑟 ∈ D ��� ���� 𝑟 > 0� ���
 ��� ���� 𝐷̂ ∈ D �
� 𝑡 ∈ R� ����� ������
𝑠0 = 𝑠0(𝐷, 𝑡) ≤ 𝑡 ���� ����

𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝐷(𝑠) ⊂ 𝐴𝑟(𝑡) ��� ��� 𝑠 ≤ 𝑠0.

	�	



���� (������
 ���������� ��� ��������� ��������
 ���������

%�������� �� ��� ������ 𝐴𝑟 �� ���� ���������� 𝒰��
�����
�� ���
 𝒰 �� �������

D�������������

(����� ��� 𝐷̂ ∈ D �
� 𝑡 ∈ R� /� ������ ���� 𝐴𝑟 ∈ D ��� ���� 𝑟 > 0� ,��
������ 𝐴 �� �������
D���������
�� ��� �� ���
����
� ����� ������ 𝑠0 = 𝑠0(𝐷̂, 𝑡) ≤ 𝑡
���� ����

𝑠 ≤ 𝑠0 =⇒ 𝑑 (𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝐷(𝑠), 𝐴(𝑡)) < 𝑟.

,��� ������� ����

𝑠 ≤ 𝑠0 =⇒ 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝐷(𝑠) ⊂ 𝒪𝑟(𝐴(𝑡)) ⊂ 𝐴𝑟(𝑡),

�
� ��� ���� ���� �� �������
!
 ����� �� ����� ��� ����
� ����� �� ��� ���
� �� ��� (���������
 ����� !�

�� �
���� �� ����� ���� 𝐴𝑟 �� ������������ ������� ��
�� �� ��� ������
� ����
𝐴𝑟 �� ���������� 𝒰��
�����
�� ,�
� ��� �����
��� {𝑡𝑛}𝑛 �
� {𝑥𝑛}𝑛 ���� ����
𝑡𝑛 −→ 𝑡 �
� 𝑥𝑛 ∈ 𝐴𝑟(𝑡𝑛) ���� 𝑥𝑛 −→ 𝑥� /� ���� �� ����� ���� 𝑥 ∈ 𝐴𝑟(𝑡)� ���
�
� 𝑛 ∈ N� ����� ����� 𝑦𝑛 ∈ 𝒪𝑟(𝐴(𝑡𝑛)) �
� 𝑧𝑛 ∈ 𝐴(𝑡𝑛) ���� ����

𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) < 1
𝑛

�
� 𝑑(𝑦𝑛, 𝑧𝑛) < 𝑟.

,�� ������ 𝐴 �� ������������ �������� 𝑧𝑛 ∈ 𝐴(𝑡𝑛)� �
� 𝑡𝑛 −→ 𝑡� �� �� ���� ����
{𝑧𝑛}𝑛 ��� � ��
�����
� ��������
�� �
 𝐴(𝑡)� /� ��
��� ��� ��������
�� ���
����� �
� 𝑧 ∈ 𝐴(𝑡) ��� ������ �� �� ��� ������ 𝑧𝑛 −→ 𝑧 ∈ 𝐴(𝑡)� ,��� �������
����

𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑥𝑛) + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑑(𝑦𝑛, 𝑧𝑛) + 𝑑(𝑧𝑛, 𝑧)

< 𝑑(𝑥, 𝑥𝑛) + 1
𝑛

+ 𝑟 + 𝑑(𝑧𝑛, 𝑧).

,�
�
� ��� ����� �� 𝑛 −→ ∞� �� ��� 𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑟� ��
����� �� 𝑧 ∈ 𝐴(𝑡)� ����
������� ���� 𝑥 ∈ 𝒪𝑟(𝐴(𝑡)) = 𝐴𝑟�

!
 ��� 
��� ��� ���������
�� �� ���� �����
 ��
�����
� �
 ����� �� ��� �������

�����������

����	 ,��� ��
�����
�

/� ����� �� ���
�
�� ��� ����� 𝑠 ∈ R� 𝑟 ≥ 0� �
� ������ 𝐷̂� ��� ���

𝐹 (𝐷̂, 𝑟, 𝑠) = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑈(𝑟 + 𝑠, 𝑠)𝑥 ∈ 𝐷(𝑟 + 𝑠)}. �����

��� ���������� �� 
������
� �� ����� ����� 𝐹 (𝐷, 𝑟, 𝑠) �� 𝐷(𝑡) = 𝐷 ��� ��� 𝑡 ∈ R�
�
� 𝐹 (𝑥, 𝑟, 𝑠) �� 𝐷(𝑡) = {𝑥} ��� ��� 𝑡 ∈ R�

	�




!�������� ��
������ +������

������ �� 
��� �
 �������
�� ��
�����
 ����� ���� ���
�� ����� ���

∀𝑥 ∈ 𝑀(𝑠), ∃ 𝜀 = 𝜀(𝑥, 𝑠) > 0 :
⋃︁

𝑟∈(0,𝜀)

(︀
𝐹 (𝑥, 𝑟, 𝑠− 𝑟) ∩𝑀(𝑠− 𝑟)

)︀
= ∅ �����

���
����
 ��
�� $�� 𝒰 �� � ��
��
���� ��������
 �������� 𝑥 ∈ 𝑋� 𝑠0 ∈ R�
𝜆 > 0� �
� 𝑆 � ������ ������ �
 𝑋 ���� 𝑥 ∈ 𝑆(𝑠0)� /� ��� ���� 𝑆 �� � 𝜆�������

������� 𝑥 �� 𝑠0 �� ����� ������ 𝐿̂� � ������������ ������ ������ �
 𝑋� ���� ����

��� 𝐹 (𝐿̂, 𝜆, 𝑠) = 𝑆(𝑠) ��� ��� 𝑠 ≤ 𝑠0 + 𝜆�

���� ��� ���
⋃︀

𝑡∈[0,2𝜆]
𝐹 (𝐿̂, 𝑡, 𝑠0) ��
���
� � 
����������� �� 𝑥 �
 𝑋�

����� 𝐹 (𝐿̂, 𝜇, 𝑠) ∩ 𝐹 (𝐿̂, 𝜈, 𝑠) = ∅ ��� ��� 𝑠 ≤ 𝑠0 + 𝜆 �
� 0 ≤ 𝜇 < 𝜈 ≤ 2𝜆�

!
 ���� ��������
� �� ��� ���� 𝐿̂ �� � 𝜆���� �
�
⋃︀

𝑡∈[0,2𝜆]
𝐹 (𝐿̂, 𝑡, 𝑠0) �� � 𝜆������

+�������� �� ���� ������ ��� 𝜆 ���
 ��� ����� �� 
�� 
����� ����������� �
�����
 �� �� ���� �� ��� �������
� �������

(���������
 ��
	� $�� 𝑆 �� � 𝜆�������
 ������� 𝑥 �� 𝑠0 �
� 𝜇 ∈ (0, 𝜆)� ,��

𝑆 �� � 𝜇�������
 ������� 𝑥 �� 𝑠0� ,�� 𝜇���� 𝐿̂𝜇 �� ����
 �� 𝐿𝜇(𝑡) = 𝐹 (𝐿̂, 𝜆−𝜇, 𝑡)
��� ���� 𝑡 ∈ R�

(����� ,�� ������ 𝐿̂𝜇 �� ������������ ������ ������� 𝐿̂ �� ������������ ������� ������
�� ����� ����

𝐹 (𝐿̂𝜇, 𝑟, 𝑡) = 𝐹 (𝐿̂, 𝜆− 𝜇+ 𝑟, 𝑡) ��� ��� 𝑟 ≥ 0 �
� 𝑡 ∈ R. ���	��

�� ���
����
� �� ����

𝐹 (𝐿̂𝜇, 𝑟, 𝑡) = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑈(𝑡+ 𝑟, 𝑡)𝑥 ∈ 𝐿𝜇(𝑡+ 𝑟)},
𝐿𝜇(𝑡+ 𝑟) = {𝑧 ∈ 𝑋 : 𝑈(𝑡+ 𝜆− 𝜇+ 𝑟, 𝑡+ 𝑟)𝑧 ∈ 𝐿(𝑡+ 𝜆− 𝜇+ 𝑟)}.

/� ������ ��� �������
�

𝑥 ∈ 𝐹 (𝐿̂𝜇, 𝑟, 𝑡) ⇐⇒ 𝑈(𝑡+ 𝑟, 𝑡)𝑥 ∈ 𝐿𝜇(𝑡+ 𝑟)
⇐⇒ 𝑈(𝑡+ 𝜆− 𝜇+ 𝑟, 𝑡+ 𝑟)𝑈(𝑡+ 𝑟, 𝑡)𝑥 ∈ 𝐿(𝑡+ 𝜆− 𝜇+ 𝑟)
⇐⇒ 𝑈(𝑡+ 𝜆− 𝜇+ 𝑟, 𝑡)𝑥 ∈ 𝐿(𝑡+ 𝜆− 𝜇+ 𝑟)
⇐⇒ 𝑥 ∈ 𝐹 (𝐿̂, 𝜆− 𝜇+ 𝑟, 𝑡).

,��� ������� ���� �������
 ���	�� �� ����� /� ��
� 𝑠 ≤ 𝑠0 + 𝜇� /� ���
�������
 ���	�� ���� 𝑡 = 𝑠 �
� 𝑟 = 𝜇� /� ��� ����

𝐹 (𝐿̂𝜇, 𝜇, 𝑠) = 𝐹 (𝐿̂, 𝜆, 𝑠) = 𝑆(𝑠),

	��



���� (������
 ���������� ��� ��������� ��������
 ���������

�
� ���� �� ���� ������ ��� �
 ���
����
 ��
�� ,�
� 0 ≤ 𝜂 < 𝜈 ≤ 2𝜇 �
� 𝑠 ��
������� ,��


𝐹 (𝐿̂𝜇, 𝜂, 𝑠) ∩ 𝐹 (𝐿̂𝜇, 𝜈, 𝑠) = 𝐹 (𝐿̂, 𝜂 + 𝜆− 𝜇, 𝑠) ∩ 𝐹 (𝐿̂, 𝜈 + 𝜆− 𝜇, 𝑠) = ∅.

,��� ������ ������ ,�� ����� �� ���� �� ���� �������� +������ ���� �� �� 
�� �����
���� ��� ��� ��� ⋃︁

𝑡∈[0,2𝜇]

𝐹 (𝐿̂𝜇, 𝑡, 𝑠0)

���� 
�� ��
���
 � 
����������� �� 𝑥�  ������� �� 𝑆 �� � 𝜆�������
 ������� 𝑥
�� 𝑠0� �� ���� ���� ����� ������ � �����
�� {𝑥𝑛}𝑛� ��
�����
� �� 𝑥� ���� ����

𝑥𝑛 /∈
⋃︁

𝑡∈[0,2𝜇]

𝐹 (𝐿̂𝜇, 𝑡, 𝑠0) �
� 𝑥𝑛 ∈
⋃︁

𝑡∈[0,2𝜆]

𝐹 (𝐿̂, 𝑡, 𝑠0).

�������
 ���	�� ������� ����⋃︁
𝑡∈[0,2𝜇]

𝐹 (𝐿̂𝜇, 𝑡, 𝑠0) =
⋃︁

𝑡∈[0,2𝜇]

𝐹 (𝐿̂, 𝜆− 𝜇+ 𝑡, 𝑠0) =
⋃︁

𝑡∈[𝜆−𝜇,𝜆+𝜇]

𝐹 (𝐿̂, 𝑡, 𝑠0).

�� � ��
�����
��� �� ���

𝑥𝑛 ∈
⋃︁

𝑡∈[0,𝜆−𝜇)∪(𝜆+𝜇,2𝜆]

𝐹 (𝐿̂, 𝑡, 𝑠0) ��� ���� 𝑛 ∈ N.

,��
� ��� ����� 𝑛 ∈ N� ����� ������ 𝑡𝑛 ∈ [0, 𝜆 − 𝜇) ∪ (𝜆 + 𝜇, 2𝜆] ���� ����
𝑥𝑛 ∈ 𝐹 (𝐿̂, 𝑡𝑛, 𝑠0)� /� ��� ������ ���� ��� �����
�� {𝑡𝑛}𝑛 ��
������ �� ����
𝑡 ∈ [0, 𝜆− 𝜇] ∪ [𝜆+ 𝜇, 2𝜆]� ,��� ������� ����

𝑈(𝑡𝑛 + 𝑠0, 𝑠0)𝑥𝑛 ∈ 𝐿(𝑡𝑛 + 𝑠0) �
� 𝑈(𝑡𝑛 + 𝑠0, 𝑠0)𝑥𝑛 −→ 𝑈(𝑡+ 𝑠0, 𝑠0)𝑥.

,�� ������ 𝐿̂ �� ������������ ������� �� 𝑈(𝑡+ 𝑠0, 𝑠0)𝑥 ∈ 𝐿(𝑡+ 𝑠0)� ,��� �������
���� 𝑥 ∈ 𝐹 (𝐿̂, 𝑡, 𝑠0)� ��� 𝑥 ∈ 𝑆(𝑠0) = 𝐹 (𝐿̂, 𝜆, 𝑠0)� �
� ���� ����� ������� ����
𝑡 = 𝜆� ,���� �� ������ �� � ��
���������
�

/� �
������� 
��� ��� ���� ��
�����
� ��� ��������� ��������
 ����������

���
����
 ��

� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 �������� 𝑠0 ∈ R� �
� �

�����
� 𝑥 ∈ 𝑀(𝑠0)� /� ��� ���� 𝑥 ���������

• ��� ���� ��
�����
 �,�� �� ����� ������ � 𝜆�������
 𝑆 ������� 𝑥 �� 𝑠0 ����

𝑠 ≤ 𝑠0 + 𝜆 =⇒ 𝑆(𝑠) ⊂ 𝑀(𝑠) ∩
⋃︁

𝑡∈[0,2𝜆]

𝐹 (𝐿̂, 𝑡, 𝑠);

	��



!�������� ��
������ +������

• ��� ����
� ���� ��
�����
 �+,�� �� ����� ������ � 𝜆�������
 𝑆 ������� 𝑥
�� 𝑠0 ���� ����

𝑠 ≤ 𝑠0 + 𝜆 =⇒ 𝑆(𝑠) = 𝑀(𝑠) ∩
⋃︁

𝑡∈[0,2𝜆]

𝐹 (𝐿̂, 𝑡, 𝑠);

• ��� ������� ����
� ���� ��
�����
 �++,�� �� �� �������� �+,�� �
�

𝑠 ≤ 𝑠0 + 𝜆 =⇒ 𝐼𝑠(𝑀(𝑠)) ∩
⋃︁

𝑡∈[0,𝜆]

𝐹 (𝐿̂, 𝑡, 𝑠) = ∅.

������������ �� ��� ����� 𝑠0 ∈ R �
� 𝑥 ∈ 𝑀(𝑠0) �
� �� ����� ��
�����
�
�� ��������� �� ���� ��� ���� ��� ��������� ��������
 ������� 𝒰 �������� ����
��
�����
�

������ �� ��� ���
� �� ����� ���� �� ��� ���� �� �����
 �
 ����� ������
��
����
�������� ��� ��� ������ ���� ����  ������� �� ��� 
�� ���� �� ����� �� ���
���� ���������� �� �� �� ��� ����� ���� ���� 𝑠�

(���������
 ��
�� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 ������� ���� �������� �,��
�
� 𝑠 ∈ R� ,��
 ��� ��� 𝜑(·, 𝑠) : 𝑋 −→ (0,∞] �� ����� ������
��
�����

(����� ,�
� 𝑥 ∈ 𝑋 ���� ���� 𝜑(𝑥, 𝑠) ∈ (0,∞)� !� 𝜑(𝑥, 𝑠) = ∞� ����� �� 
����
�
�� ������ ��� 𝜀 > 0� /� ���� ����� ���� ����� ������ 𝑉 � 
����������� �� 𝑥
���� ����

𝑣 ∈ 𝑉 =⇒ 𝜑(𝑣, 𝑠) < 𝜑(𝑥, 𝑠) + 𝜀.

��� ���������� �� 
������
� �� ��� 𝑠1 = 𝑠+ 𝜑(𝑥, 𝑠) �
� 𝑦 = 𝑈(𝑠1, 𝑠)𝑥 ∈ 𝑀(𝑠1)�
%�������� 𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥 /∈ 𝑀(𝑡) ��� ����� 𝑡 ∈ (𝑠, 𝑠1)� �� 𝑦 ∈ 𝑀(𝑠1) �
� 𝒰 ��������
�,��� ����� ������ 𝑆 � 𝜆�������
 ������� 𝑦 �� 𝑠1 ���� � 𝜆���� 𝐿̂� �� (�����
�����
 ��
	� �� ��� ������ ���� 𝜆 < 𝜑(𝑥, 𝑠) �
� 𝜆 < 𝜀� /� ��
����� 𝑊 �

����������� �� 𝑦 ���� ����

𝑦 ∈ 𝑊 ⊂
⋃︁

𝑡∈[0,2𝜆]

𝐹 (𝐿̂, 𝑡, 𝑠1).

,�� ��� 𝑈(𝑠1, 𝑠) : 𝑋 −→ 𝑋 �� ��
��
����� �� ����� ������ 𝑉 � 
����������� ��
𝑥 ���� ���� 𝑈(𝑠1, 𝑠)𝑉 ⊂ 𝑊 � ,��� ������� ����

𝑈(𝑠1, 𝑠)𝑣 ∈
⋃︁

𝑡∈[0,2𝜆]

𝐹 (𝐿̂, 𝑡, 𝑠1) ��� ����� 𝑣 ∈ 𝑉.

,��
� ��� �
� 𝑣 ∈ 𝑉 � ����� ������ 𝑡𝑣 ∈ [0, 2𝜆] ���� ���� 𝑈(𝑠1, 𝑠)𝑣 ∈ 𝐹 (𝐿̂, 𝑡𝑣, 𝑠1)�
!
 ����� ������

𝑈(𝑠1 + 𝑡𝑣, 𝑠1)𝑈(𝑠1, 𝑠)𝑣 ∈ 𝐿(𝑠1 + 𝑡𝑣) ⇐⇒ 𝑈(𝑠1 + 𝑡𝑣, 𝑠)𝑣 ∈ 𝐿(𝑠1 + 𝑡𝑣).

	�




���� (������
 ���������� ��� ��������� ��������
 ���������

,��� ������� ���� 𝑈(𝑠1 + 𝑡𝑣 − 𝜆, 𝑠)𝑣 ∈ 𝐹 (𝐿̂, 𝜆, 𝑠1 + 𝑡𝑣 − 𝜆) = 𝑆(𝑠1 + 𝑡𝑣 − 𝜆)�
��� ��
�����
 �,�� ������� ���� 𝑈(𝑠1 + 𝑡𝑣 − 𝜆, 𝑠)𝑣 ∈ 𝑀(𝑠1 + 𝑡𝑣 − 𝜆)� �������
𝑠1 + 𝑡𝑣 − 𝜆 ≤ 𝑠1 + 𝜆� �� � ��
�����
���

𝜑(𝑣, 𝑠) ≤ 𝜑(𝑥, 𝑠) + 𝑡𝑣 − 𝜆 ≤ 𝜑(𝑥, 𝑠) + 𝜆 < 𝜑(𝑥, 𝑠) + 𝜀.

,��������� ����� ������ 𝑉 � 
����������� �� 𝑥 ���� ����

𝑣 ∈ 𝑉 =⇒ 𝜑(𝑣, 𝑠) < 𝜑(𝑥, 𝑠) + 𝜀.

�� � ��
�����
�� �� (���������
 ���� �
� ���� ���� ������� �� �����


��������� ��
�� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 ������� ��������
� �,�� �
�
𝑠 ∈ R� ,��
 ��� ��� 𝜑(·, 𝑠) : 𝑋 ∖𝑀(𝑠) −→ (0,∞] �� ��
��
�����

/� ����
 ��� ����� �� ����� ��� ������
�� �� �������
 D����������� ���� �
��� ��������� ��������

(���������
 ��

� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 ������� ��������
� ��
���
���
 �!� �
� �++,��� 𝑡 ∈ R� �
� 𝑦 ∈ 𝑀(𝑡)� !� 𝑆 �� � 𝜆�������
 ������� 𝑦 �� 𝑡
���� � 𝜆���� 𝐿̂� ���


𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑋 ∩
⋃︁

𝑟∈[0,𝜆]

𝐹 (𝐿̂, 𝑟, 𝑡) = ∅ ��� ��� 𝑠 < 𝑡− 𝜆.

(����� +������ ���� ��� ������ �� ������ ,��
 ����� ������ 𝑥 ∈ 𝑋 �
� 𝜇 ∈ [0, 𝜆]
���� ���� 𝑧 = 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 ∈ 𝐹 (𝐿̂, 𝜇, 𝑡) ��� ���� 𝑠 < 𝑡− 𝜆� ,��������� �� ���� ����

𝑈(𝑡+ 𝜇, 𝑡)𝑧 ∈ 𝐿(𝑡+ 𝜇).

������ �� ���� ��� ���� 𝜇 ̸= 𝜆� !� 𝜇 = 𝜆� ���
 𝑈(𝑡+𝜆, 𝑡)𝑧 ∈ 𝐿(𝑡+𝜆)� ����� �������
���� 𝑧 ∈ 𝐹 (𝐿̂, 𝜆, 𝑡) = 𝑆(𝑡) ⊂ 𝑀(𝑡)� ,��� �� � ��
���������
 ���� ��
�����
 �!�
�
� (���������
 ���
� ��
�� 𝑧 = 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 /∈ 𝑀(𝑡)� ,���� �� ���� ���� 𝜇 ∈ [0, 𝜆)�
!� 𝑡 − 𝑠 < 𝜑(𝑥, 𝑠)� ���
 �� ���� ���� 𝑧 = 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥� /� ���
�

𝑤 = 𝑈(𝑡− (𝜆− 𝜇), 𝑠)𝑥� ,��� ������� ����

𝑈(𝑡+ 𝜇, 𝑠)𝑥 = 𝑈(𝑡+ 𝜇, 𝑡− (𝜆− 𝜇))𝑈(𝑡− (𝜆− 𝜇), 𝑠)𝑥
= 𝑈(𝑡+ 𝜇, 𝑡− (𝜆− 𝜇))𝑤 ∈ 𝐿(𝑡+ 𝜇).

�� � ��
�����
��� 𝑤 ∈ 𝐹 (𝐿̂, 𝜆, 𝑡− (𝜆− 𝜇)) = 𝑆(𝑡− (𝜆− 𝜇)) ⊂ 𝑀(𝑡− (𝜆− 𝜇))�
,��� ������� ���� 𝜑(𝑥, 𝑠) ≤ 𝑡− (𝜆− 𝜇) − 𝑠 < 𝑡− 𝑠� � ��
���������
�

!� 𝑡− 𝑠 ≥ 𝜑(𝑥, 𝑠)� �� ��
����� 𝑡1 �
� 𝑥+ ���� ����

𝑧 = 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝑈(𝑡, 𝑡1)𝑥+,

𝑥+ ∈ 𝐼𝑡1(𝑀(𝑡1)),
𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡1 + 𝜑(𝑥+, 𝑡1)).

	��



!�������� ��
������ +������

%�������� �� ���� ���� ����

𝑈(𝑡+ 𝜇, 𝑡1)𝑥+ = 𝑈(𝑡+ 𝜇, 𝑡)𝑈(𝑡, 𝑡1)𝑥+ = 𝑈(𝑡+ 𝜇, 𝑡)𝑧 ∈ 𝐿(𝑡+ 𝜇).

/� ���� �� �����
����� ��� ������
� ������

���� 	� 𝑡 ≥ 𝑡1 + 𝜆− 𝜇�
,��� ������� ���� 𝑈(𝑡+ 𝜇− 𝜆, 𝑡1)𝑥+ ∈ 𝐹 (𝐿̂, 𝜆, 𝑡− (𝜆− 𝜇))� ���� ���

𝑈(𝑡+ 𝜇− 𝜆, 𝑡1)𝑥+ ∈ 𝑆(𝑡− (𝜆− 𝜇)) ⊂ 𝑀(𝑡− (𝜆− 𝜇)).

,��������� �� ���� 𝜑(𝑥+, 𝑡1) ≤ (𝑡+ 𝜇− 𝜆) − 𝑡1 < 𝑡− 𝑡1 < 𝜑(𝑥+, 𝑡1)� � ��
����
������
�

���� 
� 𝑡 < 𝑡1 + 𝜆− 𝜇�
,��� ������� ���� 𝑈(𝑡1 + (𝑡+ 𝜇− 𝑡1), 𝑡1)𝑥+ ∈ 𝐿(𝑡+ 𝜇)� �� �� ���
����
 �� ���
���� 𝑥+ ∈ 𝐹 (𝐿̂, 𝑡 + 𝜇 − 𝑡1, 𝑡1)� ��
����� �� 

�� ���� 𝑡 + 𝜇 − 𝑡1 < 𝜆� �� ��
�����
 ����

𝑥+ ∈
⋃︁

𝑟∈[0,𝜆)

𝐹 (𝐿̂, 𝑟, 𝑡1).

 ������� 𝑥+ ∈ 𝐼𝑡1(𝑀(𝑡1)) �
� 𝑡1 ≤ 𝑡� �
� ���� ��
�������� �++,���

,�� �������� ����������
 ����� �� ���� �� ��� ������� ���� �� ��
��� ���
 𝜆�
���
 �� ��
 
�� �� �
 ⋃︁

𝑟∈[0,𝜆]

𝐹 (𝐿̂, 𝑟, 𝑡).

(���������
 ��
�� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 ������� ��������
� �,���
𝑠 ∈ R� 𝑡 ≥ 𝑠� 𝑥 ∈ 𝑋 ∖𝑀(𝑠)� �
� {𝑥𝑛}𝑛 � ��
�����
� �����
�� �� 𝑥� ,��
 �����
������ � �����
�� {𝜂𝑛}𝑛 ��
�����
� �� 0 ���� ���� 𝑈̃(𝑡+ 𝜂𝑛, 𝑠)𝑧𝑛 −→ 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥�

(����� +������ ���� ���� 𝜑(𝑥, 𝑠) = ∞� ,�� ��� 𝑋 ∖𝑀(𝑠) �� ���
� 𝑥 ∈ 𝑋 ∖𝑀(𝑠)�
�
� ��� �����
�� {𝑥𝑛}𝑛 ��
������ �� 𝑥� ,��� ������� ���� �� ��
 ������
���� 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 ∖ 𝑀(𝑠) ��� ����� 𝑛 ∈ N� ,��������� 𝜑(𝑥𝑛, 𝑠) −→ 𝜑(𝑥, 𝑠)� ��
��������� ��
�� �� � ��
�����
��� �� ��
 �����
 ���� 𝜑(𝑥𝑛, 𝑠) > 𝑡 − 𝑠 ��� 𝑛
������
��� ������ ��

𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥𝑛 −→ 𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥.

,�
�
� 𝜂𝑛 = 0 ��� ��� 𝑛 ∈ N �� �
��� ���� �����
'
 ��� ����� ��
�� �� 𝜑(𝑥, 𝑠) < ∞� �� ��
 ������ ���� 𝜑(𝑥𝑛, 𝑠) < ∞ ��� ���

𝑛 ∈ N� ,� �������� 
������
� �� ��
� 𝑠1 = 𝑠+ 𝜑(𝑥, 𝑠)� /� ��
 ��
����� �����
������
� ������

	��



���� (������
 ���������� ��� ��������� ��������
 ���������

���� 	� 𝑠 ≤ 𝑡 < 𝑠1�
/� ��
� 𝜀 ∈ (0, 𝑠1 − 𝑡)� (���������
 ���� ������� ���� ����� ������ 𝑛0 ∈ N ����
���� �� 𝑛 ≥ 𝑛0� ���
 𝜑(𝑥, 𝑠) − 𝜀 < 𝜑(𝑥𝑛, 𝑠)� ,��� ������� ���� 𝑡 < 𝑠+ 𝜑(𝑥𝑛, 𝑠)�
,�
�
� 𝜂𝑛 = 0� ��� ����� �� �
������� �� ��� ���� 𝜑(𝑥, 𝑠) = ∞�

���� 
� 𝑡 = 𝑠1�
!
 ���� ����� �� ���� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝑈̃(𝑠1, 𝑠)𝑥 = 𝐼𝑠1(𝑈(𝑠1, 𝑠)𝑥)� %�������� �� ����
���� ���� 𝑈(𝑠1, 𝑠)𝑥𝑛 −→ 𝑈(𝑠1, 𝑠)𝑥� �
�

𝑈̃(𝑠+ 𝜑(𝑥𝑛, 𝑠), 𝑠)𝑥𝑛 = 𝐼𝑠+𝜑(𝑥𝑛,𝑠)(𝑈(𝑠+ 𝜑(𝑥𝑛, 𝑠), 𝑠)𝑥𝑛).

,��� ���� ����� �� ��
�����
� �� 𝐼𝑠1(𝑈(𝑠1, 𝑠)𝑥) = 𝑈̃(𝑠1, 𝑠)𝑥 �� ��������� ��
��
,��������� �� ���
� 𝜂𝑛 = 𝜑(𝑥𝑛, 𝑠) − 𝜑(𝑥, 𝑠) ��� ���� 𝑛 ∈ N� /� ���� ����� ����
���� �� ��� �����
�� �� ��� ���
�
� ���� �� ��������� ��
�� �� ��
 ��
����� ����
𝜂𝑛 −→ 0� �
�

𝑈̃(𝑡+ 𝜂𝑛, 𝑠)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝑠1 + 𝜂𝑛, 𝑠)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝑠+ 𝜑(𝑥𝑛, 𝑠), 𝑠)𝑥𝑛,

����� ��
������ �� 𝑈̃(𝑠1, 𝑠)𝑥 = 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥�

���� �� 𝑡 > 𝑠1�
/� ��
��� 𝑠0 = 𝑠� �
� ��
����� 𝑠1, . . . , 𝑠𝑚 ��� 	��� ����� ��

𝜙𝑛 : 𝑟 ∈ [𝑠, 𝑡] −→ 𝑈̃(𝑟, 𝑠)𝑥 ∈ 𝑋,

����� �� ��� ������� ��������� �������	������ �� 𝑥 ������
� �� ���� 𝑠� ,��� �������
���� 𝑡 = 𝑠𝑚+𝑟1� ���� 𝑟1 ≥ 0� /� ��
� 𝑥+

0 = 𝑥 �
� ���
�� ��� 𝑖 ∈ {0, . . . ,𝑚−1}�

𝑠𝑖+1 = 𝑠𝑖 + 𝜑(𝑥+
𝑖 , 𝑠𝑖),

𝑥+
𝑖+1 = 𝐼𝑠𝑖+1(𝑈(𝑠𝑖+1, 𝑠𝑖)𝑥+

𝑖 ) = 𝑈̃(𝑠𝑖+1, 𝑠𝑖)𝑥+
𝑖 .

���� 
 ������� ���� ����� ������ � �����
�� {𝜂𝑛}𝑛 ��
�����
� �� 0 ���� ����
𝑈̃(𝑠1 + 𝜂𝑛, 𝑠)𝑥𝑛 −→ 𝑈̃(𝑠1, 𝑠)𝑥� /� ��
 ������� ���� (���������
 ����� ����

𝜑(𝑥+
1 , 𝑠1)
2 < 𝜑(𝑈̃(𝑠1 + 𝜂𝑛, 𝑠)𝑥𝑛, 𝑠1 + 𝜂𝑛) ��� ����� 𝑛 ∈ N.

/� ���
� 𝛿 = min{𝑠𝑖+1 − 𝑠𝑖 : 𝑖 = 0, · · · ,𝑚− 1}� �
� 𝑎 �� ��� �������� 
�����
����
 ��

2𝑎 =
{︃

min{𝑟1, 𝛿}, �� 𝑟1 > 0,
𝛿, �� 𝑟1 = 0.

/������ ���� �� ��
�������� �� ������� ���� |𝜂𝑛| ≤ 𝑎 ��� ����� 𝑛 ∈ N� ,���
������� ����

𝑎 ≤ 𝑠2 − 𝑠1

2 < 𝜑(𝑈̃(𝑠1 + 𝜂𝑛, 𝑠)𝑥𝑛, 𝑠1 + 𝜂𝑛),

	��



!�������� ��
������ +������

�
�� �� � ��
�����
���

𝑈̃(𝑠1 + 𝑎, 𝑠1 + 𝜂𝑛)𝑈̃(𝑠1 + 𝜂𝑛, 𝑠)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑠1 + 𝑎, 𝑠1 + 𝜂𝑛)𝑈̃(𝑠1 + 𝜂𝑛, 𝑠0)𝑥𝑛.

,��� ��
������ �� 𝑈(𝑠1 + 𝑎, 𝑠1)𝑈̃(𝑠1, 𝑠)𝑥 = 𝑈̃(𝑠1 + 𝑎, 𝑠1)𝑈̃(𝑠1, 𝑠)𝑥�
!� 𝑚 = 1� �� ���� ���� 𝑟1 > 0� �� 𝑟1 = 0 �� ���� 
� ,��
 �� ���� ����

𝑎 < 𝑟1 < 𝜑(𝑈̃(𝑠1, 𝑠)𝑥, 𝑠1)� /� ��
��
�� �� �
 ���� 	� �
� �� �����


𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝑠1 + 𝑟1, 𝑠1 + 𝑎)𝑈̃(𝑠1 + 𝑎, 𝑠)𝑥𝑛
= 𝑈(𝑠1 + 𝑟1, 𝑠1 + 𝑎)𝑈̃(𝑠1 + 𝑎, 𝑠)𝑥𝑛

��� 𝑛 ������
��� ������ ,��� �� ��
�����
� ��

𝑈(𝑠1 + 𝑟1, 𝑠1 + 𝑎)𝑈̃(𝑠1 + 𝑎, 𝑠)𝑥 = 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥.

!� 𝑚 = 2� �� ��
��� 𝑦𝑛 = 𝑈̃(𝑠1 + 𝑎, 𝑠0)𝑥𝑛 �
� 𝑦 = 𝑈̃(𝑠1 + 𝑎, 𝑠0)𝑥� /� ���
���� 𝑎+ 𝜑(𝑦, 𝑠1 + 𝑎) = 𝜑(𝑈̃(𝑠1, 𝑠0)𝑥, 𝑠1)� �� $���� ����� ,��� ������� ����

𝑠2 = 𝑠1 + 𝜑(𝑈̃(𝑠1, 𝑠0)𝑥, 𝑠1) = 𝑠1 + 𝑎+ 𝜑(𝑦, 𝑠1 + 𝑎).

,��
� ����� ������ � �����
�� {𝜂𝑛}𝑛� ����� ��
������ �� 0� ���� ���� ��
���� 𝑈̃(𝑠2 + 𝜂𝑛, 𝑠1 + 𝑎)𝑦𝑛 −→ 𝑈̃(𝑠2, 𝑠1 + 𝑎)𝑦� �� � ��
�����
��� �� �����

𝑈̃(𝑠2 + 𝜂𝑛, 𝑠)𝑥𝑛 −→ 𝑈̃(𝑠2, 𝑠)𝑥� �� ������� �� 𝑟1 = 0� �� ��� ��
�� �
� �� 𝑟1 > 0�
���
 �� ������ ���� 	 �� �����
 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑧𝑛 −→ 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥�

!� 𝑚 > 2� �� ������� �� ������ �
 ����� �� ��� � �����
�� {𝜂𝑛}𝑛 ��
�����
�
�� 0 ���� 𝑈̃(𝑠𝑚 + 𝜂𝑛, 𝑠)𝑥𝑛 −→ 𝑈̃(𝑠𝑚, 𝑠)𝑥� '
� ���� ����� �� 𝑟1 = 0� �� ���
��
�� �
� �� 𝑟1 > 0� �� ������ ���� 	�

$���� ��
�� $�� 𝑠 ∈ R� 𝑥 /∈ 𝑀(𝑠)� �
� {𝛼𝑛}𝑛� {𝛽𝑛}𝑛 ��� �����
��� ��
����
��
� �� 0 ���� ���� 𝛽𝑛 ≤ 𝛼𝑛� ,��
� ��� �
� �����
�� {𝑥𝑛}𝑛 ��
�����
� �� 𝑥
���� 𝑥𝑛 /∈ 𝑀(𝑠+ 𝛽𝑛) ��� ���� 𝑛 ∈ N� �� ���� ���� 𝑈̃(𝑠+ 𝛼𝑛, 𝑠+ 𝛽𝑛)𝑥𝑛 −→ 𝑥�

(����� /� 

�� ���� 𝜑 �� ����� ������
��
���� �� (𝑥, 𝑠)� �� ���
� (�������
���
 ����� ,��
� �� ���� ����

0 ≤ 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 <
𝜑(𝑥, 𝑠)

2 < 𝜑(𝑥𝑛, 𝑠+ 𝛽𝑛)

��� 𝑛 ������
��� ������ ,��� ������� ����

𝑈̃(𝑠+ 𝛼𝑛, 𝑠+ 𝛽𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝑠+ 𝛽𝑛 + (𝛼𝑛 − 𝛽𝑛), 𝑠+ 𝛽𝑛)𝑥𝑛
= 𝑈(𝑠+ 𝛽𝑛 + (𝛼𝑛 − 𝛽𝑛), 𝑠+ 𝛽𝑛)𝑥𝑛,

����� ��
������ �� 𝑈(𝑠, 𝑠)𝑥 = 𝑥�

/��� ���� ������� �� ��� ���� �� ����� ��� �������
��

	��



���� (������
 ���������� ��� ��������� ��������
 ���������

��������� ��
�� /��� ��� ���������� �� (���������
 ��
�� �� ��
 ������ ����
��� �����
�� {𝜂𝑛}𝑛 �� 
�

��������

(����� /� ���� ���� 𝑦𝑛 = 𝑈̃(𝑡 + 𝜂𝑛, 𝑠)𝑥𝑛 −→ 𝑦 = 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 ��� ���� �����
��
{𝜂𝑛}𝑛 ��
�����
� �� 0� �� (���������
 ��
�� �� $���� ��
�� �� ��
 ��
�
𝛼𝑛 = 𝜂𝑛 + |𝜂𝑛| �
� 𝛽𝑛 = 𝜂𝑛� �� �� �����


𝑈̃(𝑡+ 𝜂𝑛 + |𝜂𝑛|, 𝑠)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝑡+ 𝜂𝑛 + |𝜂𝑛|, 𝑡+ 𝜂𝑛)𝑦𝑛 −→ 𝑦 = 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥.

$���� ��
�� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 ������� ��������
� �+,��� 𝑠 ∈ R�
�
� 𝑥 ∈ 𝑀(𝑠)� +������ ���� {𝑥𝑛}𝑛 �� � ��
�����
� �����
�� �� 𝑥 ���� ����

𝑥𝑛 ∈
⋃︁

𝑡∈(𝜆,2𝜆]

𝐹 (𝐿̂, 𝑡, 𝑠).

,��
 ����� ����� � ��������
�� {𝑥𝑛𝑘
}𝑘 ���� ����� �� 𝜀𝑘 = 𝜑(𝑥𝑛𝑘

, 𝑠)� �� ����

𝑦𝑘 = 𝑈(𝑠+ 𝜀𝑘, 𝑠)𝑥𝑛𝑘
∈ 𝑀(𝑠+ 𝜀𝑘) �
� 𝑦𝑘 −→ 𝑥.

(����� /� 

�� ����
𝑥𝑛 ∈

⋃︁
𝑡∈(𝜆,2𝜆]

𝐹 (𝐿̂, 𝑡, 𝑠)

��� ����� 𝑛 ∈ N� �� ����� ������ 𝑟𝑛 ∈ (𝜆, 2𝜆] ���� ���� 𝑥𝑛 ∈ 𝐹 (𝐿̂, 𝑟𝑛, 𝑠)� ,���
������� ���� 𝑈(𝑠+ 𝑟𝑛, 𝑠)𝑥𝑛 ∈ 𝐿(𝑠+ 𝑟𝑛)� /� ������ ���� ��� �����
�� {𝑟𝑛}𝑛
�� ��
�����
� �� � 
����� 𝑟 ∈ [𝜆, 2𝜆]� �� ��������
� ��� �����
��� �� 
���������
,��
 𝑈(𝑠 + 𝑟𝑛, 𝑠)𝑥𝑛 −→ 𝑈(𝑠 + 𝑟, 𝑠)𝑥 ∈ 𝐿(𝑠 + 𝑟)� �� � ��
�����
��� �� ����
���� 𝑥 ∈ 𝐹 (𝐿̂, 𝑟, 𝑠)� ��
����� �� 

�� ���� 𝑥 ∈ 𝑆(𝑠) = 𝐹 (𝐿̂, 𝜆, 𝑠) �� �+,���
����� ������� ���� 𝑟 = 𝜆� �� ���
����
 �� ������
 ������� 𝑥 �� 𝑠�
/� ���
� 𝛿𝑛 = 𝑟𝑛 − 𝜆 �
� 𝑧𝑛 = 𝑈(𝑠 + 𝛿𝑛, 𝑠)𝑥𝑛� /� 

�� ���� {𝛿𝑛}𝑛

��
������ �� 0 �
� ���� 𝑧𝑛 −→ 𝑈(𝑠, 𝑠)𝑥 = 𝑥� ������������ �� ���� ����

𝑈(𝑠+ 𝛿𝑛 + 𝜆, 𝑠+ 𝛿𝑛)𝑧𝑛 = 𝑈(𝑠+ 𝑟𝑛, 𝑠)𝑥𝑛 ∈ 𝐿(𝑠+ 𝑟𝑛).

�� � ��
�����
��� �� ��� ����

𝑧𝑛 ∈ 𝐹 (𝐿̂, 𝜆, 𝑠+ 𝛿𝑛) = 𝑆(𝑠+ 𝛿𝑛) ⊂ 𝑀(𝑠+ 𝛿𝑛).

/� ��� ���
� �� ����� ���� 𝛿𝑛 = 𝜑(𝑥𝑛, 𝑠) ��� ��� 𝑛 ∈ N� ����� ����� ����� ���
������ �� ��
�
� 𝑦𝑛 := 𝑧𝑛� +������ ���� �� �� ������ ,��
 ����� ����� 𝑛 ∈ N �
�
𝑡0 ∈ (0, 𝛿𝑛) ���� 𝑤𝑛 = 𝑈(𝑠+ 𝑡0, 𝑠)𝑥𝑛 ∈ 𝑀(𝑠+ 𝑡0)� /� ���� ����

𝑈(𝑠+ 𝑡0 + (𝑟𝑛 − 𝑡0), 𝑠+ 𝑡0)𝑤𝑛 = 𝑈(𝑠+ 𝑟𝑛, 𝑠+ 𝑡0)𝑤𝑛
= 𝑈(𝑠+ 𝑟𝑛, 𝑠+ 𝑡0)𝑈(𝑠+ 𝑡0, 𝑠)𝑥𝑛
= 𝑈(𝑠+ 𝑟𝑛, 𝑠)𝑥𝑛 ∈ 𝐿(𝑠+ 𝑟𝑛).

		�



!�������� ��
������ +������

,��� ������� ���� 𝑤𝑛 ∈ 𝐹 (𝐿̂, 𝑟𝑛 − 𝑡0, 𝑠+ 𝑡0)� /� ���� ���� ����

𝑤𝑛 ∈ 𝑀(𝑠+ 𝑡0) ∩
⋃︁

𝑡∈[0,2𝜆]

𝐹 (𝐿̂, 𝑡, 𝑠+ 𝑡0) = 𝑆(𝑠+ 𝑡0).

,��
� �� ��� 𝑤𝑛 ∈ 𝑆(𝑠 + 𝑡0) = 𝐹 (𝐿̂, 𝜆, 𝑠 + 𝑡0)� ��
����� ���� ������� ����
𝑟𝑛 − 𝑡0 = 𝜆� �� 𝑡0 = 𝑟𝑛 − 𝜆 = 𝛿𝑛� ����� �� � ��
���������
 ���� 𝑡0 ∈ (0, 𝛿𝑛)�

&�� �� ���� ��� ��� 
�������� ����� �� ����� �
 �
�����
�� �������� ���
��������� �������
 𝜔��������

(���������
 ����� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 ������� ����� ��������
��
�����
 �!� �
� �,��� +������ ���� ���� �� �� �������
 D���������������
�������� ��� �
� 𝐷̂ ∈ D� ��� ������ 𝜔̃(𝐷̂) ∖ 𝑀̂ �� ���������� 𝒰��
�����
��

(����� (���������
 ���
 ������� ���� ��� ������ 𝜔̃(𝐷̂) �� 
�
����� �
� �������
������ �������� !
 ����� �� ����� ���� 𝜔̃(𝐷̂) ∖ 𝑀̂ �� ���������� 𝑈̃ ��
�����
��
�� �� 𝑠 ∈ R� 𝑡 > 𝑠� �
� 𝑥 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑠) ∖ 𝑀(𝑠)� /� 
��� �� ����� ����
𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡) ∖𝑀(𝑡)�
/� 

�� ���� 𝑥 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑠)� ��� �� ���
����
� ����� ����� ����� �����
���

{𝑠𝑛}𝑛� {𝜀𝑛}𝑛� �
� {𝑥𝑛}𝑛� ���� 𝑠𝑛 −→ −∞� 𝜀𝑛 −→ 0� �
� 𝑥𝑛 ∈ 𝐷(𝑠𝑛)� ����
����

𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑈̃(𝑠+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛.

/� ��
���� ��� ����������� 𝑦𝑛 = 𝑈̃(𝑠 + 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛� ��
�����
 �!� ������� ����
𝑦𝑛 /∈ 𝑀(𝑠+ 𝜀𝑛)� ������������ 𝑥 /∈ 𝑀(𝑠)� �� (���������
 ���� ������� ����

𝜑(𝑥, 𝑠) ≤ lim inf
𝑛→∞

𝜑(𝑦𝑛, 𝑠+ 𝜀𝑛).

�� � ��
�����
��� ��� 𝑛 ������
��� ������ �� 

�� ����

0 < 𝜑(𝑥, 𝑠)
2 < 𝜑(𝑦𝑛, 𝑠+ 𝜀𝑛).

/� ��
� 𝛼 = min{𝑡− 𝑠, 𝜑(𝑥, 𝑠)/2} > 0� /� ������ ���� |𝜀𝑛| ≤ 𝛼� �� 𝜀𝑛 −→ 0�
,��
 𝑈̃(𝑠+ 𝛼, 𝑠+ 𝜀𝑛)𝑦𝑛 = 𝑈(𝑠+ 𝛼, 𝑠+ 𝜀𝑛)𝑦𝑛� ����� ������� ����

𝑈̃(𝑠+ 𝛼, 𝑠+ 𝜀𝑛)𝑦𝑛 −→ 𝑈(𝑠+ 𝛼, 𝑠)𝑥 = 𝑈̃(𝑠+ 𝛼, 𝑠)𝑥.

��������� ��
� ����� �� ���� ����� ������ � �����
�� {𝜂𝑛}𝑛 �� 
�

������� 
������
��
�����
� �� 0 ���� ����

𝑈̃(𝑡+ 𝜂𝑛, 𝑠+ 𝛼)𝑈̃(𝑠+ 𝛼, 𝑠+ 𝜀𝑛)𝑦𝑛 −→ 𝑈̃(𝑡, 𝑠+ 𝛼)𝑈̃(𝑠+ 𝛼, 𝑠)𝑥 = 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥.

,��� ������� ���� 𝑈̃(𝑡 + 𝜂𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 −→ 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥� ,��������� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡)�
��
����� (���������
 ���
 ������� ���� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 /∈ 𝑀(𝑡)� �� �� ��
 ��
����� ����
𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡) ∖𝑀(𝑡)� �
� �� ��� �
������

			



���� (������
 ���������� ��� ��������� ��������
 ���������

,�� 
������� 𝒰 ��
�����
�� �� ���� �������� �
� �� 
��� ����
��� ����������
�� ����� ���

(���������
 ���	� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 ������� ��������
� ��
���
���
� �!�� � �� �
� �++,��� +������ ���� ���� �� �� �������
 D���������������
�������� ��� �
� 𝐷̂ ∈ D� ��� ������ 𝜔̃(𝐷̂) ∖ 𝑀̂ �� 
��������� 𝒰��
�����
��

(����� /� �� 𝑠 ∈ R� 𝑡 > 𝑠� �
� 𝑥 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡) ∖ 𝑀(𝑡)� /� ���� �� ����� ����
����� ������ 𝑦 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑠) ∖𝑀(𝑠) ���� ���� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑦 = 𝑥�
�� 𝑥 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡) ∖ 𝑀(𝑡)� �� ���
����
 ����� ����� {𝑠𝑛}𝑛� {𝜀𝑛}𝑛� �
� {𝑥𝑛}𝑛

���� 𝑠𝑛 −→ −∞� 𝜀𝑛 −→ 0� �
� 𝑥𝑛 ∈ 𝐷(𝑠𝑛) ���� ����

𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 −→ 𝑥.

/� ���� ������ ���� 𝑠𝑛 ≤ 𝑠 ��� ����� 𝑛 ∈ N �� 𝑠𝑛 −→ −∞� ��� �����������
�� ��
��� 𝑦𝑛 = 𝑈̃(𝑠, 𝑠𝑛)𝑥𝑛� /� 

�� ���� 𝒰 �� �������
 D���������������
�������� ����� ������� ���� {𝑦𝑛}𝑛 ��� � ��
�����
� ��������
�� ������ ����
�� ��
���� ��� ����� �� � ���
� 𝑦 ∈ 𝑋� ������ �� ���
����
� ���� ����
� ��
𝑦 ∈ 𝜔̃(𝐵̂, 𝑠)� /� ���� �� �����
����� ��� ������

���� 	� 𝑦 ∈ 𝑀(𝑠)�
-��
� �++,��� �� 

�� ���� ⋃︁

𝑟∈[0,2𝜆]

𝐹 (𝐿̂, 𝑟, 𝑠)

��
���
� � 
����������� �� 𝑦� �� 𝑦𝑛 −→ 𝑦� �� ��� ������ ���� 𝑦𝑛 ����
�� ��
���� ��� �
� ���� |𝑠− 𝑠𝑛| > 𝜆 ��� ��� 𝑛 ∈ N� (���������
 ��

 ������� ����

𝑦𝑛 ∈
⋃︁

𝑢∈(𝜆,2𝜆]

𝐹 (𝐿̂, 𝑟, 𝑠)

��� ���� 𝑛 ∈ N� $���� ��
� ������� ����� �� �� � ��������
�� �� {𝑦𝑛}𝑛�
����� ��
���� ��� ����� �
� ��
�
� 𝛿𝑛 = 𝜑(𝑦𝑛, 𝑠)� �� ���� ���� 𝛿𝑛 −→ 0�
𝑧𝑛 = 𝑈(𝑠+ 𝛿𝑛, 𝑠)𝑦𝑛 −→ 𝑦� �
� 𝑧𝑛 ∈ 𝑀(𝑠+ 𝛿𝑛) ��� ����� 𝑛 ∈ N� ,��� �������
����

𝑧+
𝑛 = 𝑈̃(𝑠+ 𝛿𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝑠+ 𝛿𝑛, 𝑠)𝑦𝑛 = 𝐼𝑠+𝛿𝑛

(𝑧𝑛) −→ 𝐼𝑠(𝑦) =: 𝑧.

%�������� �� ���� ��� ���� 𝑧 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑠) ∖𝑀(𝑠)� /� ���
� 𝑎 = min{𝑡− 𝑠, 𝜉} > 0�
���� 𝜉 ���� ��
�����
 � �� �� 𝛿𝑛 −→ 0� �� ������ ���� 𝛿𝑛 ∈ (0, 𝑎)� ,���
������� ����

𝑣𝑛 := 𝑈̃(𝑠+ 𝑎, 𝑠+ 𝛿𝑛)𝑧+
𝑛 = 𝑈(𝑠+ 𝑎, 𝑠+ 𝛿𝑛)𝑧+

𝑛

		




!�������� ��
������ +������

��
������ �� 𝑈(𝑠+ 𝑎, 𝑠)𝑧 = 𝑈̃(𝑠+ 𝑎, 𝑠)𝑧 =: 𝑣� ��������� ��
� ������� ���� �����
������ � �����
�� {𝜂𝑛}𝑛 �� 
�

������� 
������ ��
�����
� �� 0 ���� ����

𝑈̃(𝑡+ 𝜂𝑛, 𝑠+ 𝑎)𝑣𝑛 −→ 𝑈̃(𝑡, 𝑠+ 𝑎)𝑣.

,��� ������� ���� 𝑈̃(𝑡 + 𝜂𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 −→ 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑧� �
� ��������� �� �����
 ����
𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑧 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡) ∖𝑀(𝑡)�

+������ 	� -� �� � ��������
��� 𝜂𝑛 ≤ 𝜀𝑛�
/� ���� ����

𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑡+ 𝜂𝑛)𝑈̃(𝑡+ 𝜂𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛.

�� $���� ��
� �� ���� ���� 𝑥 = 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑧�

+������ 
� -� �� � ��������
��� 𝜂𝑛 > 𝜀𝑛�
/� ���� ����

𝑈̃(𝑡+ 𝜂𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝑡+ 𝜂𝑛, 𝑡+ 𝜀𝑛)𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛.

�� $���� ��
� �� ���� ���� 𝑥 = 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑧�

���� 
� 𝑦 /∈ 𝑀(𝑠)�

/� 

�� ���� 𝑦 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑠) ∖ 𝑀(𝑠)� ��������� ��
� ������� ���� ����� ������ �
�����
�� {𝜂𝑛}𝑛 �� 
�

������� 
������ ��
�����
� �� 0 ����

𝑈̃(𝑡+ 𝜂𝑛, 𝑠)𝑦𝑛 −→ 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑦.

-��
� ��� ���� ����� �� �
 �������� �� ���� 	� �� ��� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑦 = 𝑥�

�� � ��
�����
��� �� �����
 ��� �������
� �������

,������ ���
� $�� 𝒰 �� � �������
 D��������������� ������� �
� �������

D������������ ��������� ��������
 �������� !� �� ���� �������� ��
�����
� �!�� � ��
�
� �++,��� ���
 𝒰 ��� � ������������ ������ �������
 D���������� 𝐴�

(����� ,�
� 𝐵̂0 � �������
 D��������
� ������� ,������ ���� ������� ���� ���
������ 𝐴 = 𝜔̃(𝐵̂0) ∈ D �� � �������
 D��������������� ����� �� ���� ������������
������� ��
����� �� ���� ���� 𝐴∖𝑀̂ �� 𝒰 ��
�����
� �� (���������
� ���� �
� ���	�
�� � ��
�����
��� �� ���� ���� 𝐴 �� � �������
 D�����������

		�



���� (������
 ���������� ��� ��������� ��������
 ���������

����
 &�� ��
�����
�

!
 ���� ���������
� �� ���� �����
 ��
�����
� ��� ��� 𝒰��
�����
�� �� 𝜔̃(𝐷̂) ∖ 𝑀̂
��� �
� ������ 𝐷̂ ∈ D� ,���� ��
�����
� ���� �� ������
� �� ��� �
�� ��
�������
�
 +��������
 ����	�
������ �����
� ��� ���
 ������� �� ���� ���������
� �� 
��� ����� �
 ����

���������
� �� ���� 
�� 
��� ��
�����
 ���
�� �� �� ��� 
����� �
 +��������
 ����	�
!
 ��� �� ����� ��� �������� �� ��� ���
� �� 
����⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

$�� 𝑠 ∈ R� 𝑡 > 𝑠� 𝑥 ∈ 𝑀(𝑡)� �
� {𝑧𝑛}𝑛 � ��
�����
� �����
�� ����
���� {𝑈(𝑡, 𝑠)𝑧𝑛}𝑛 ��
������ �� 𝑥� ,��
 ����� ����� � ��������
��
{𝑧𝑛𝑘

}𝑘 �� {𝑧𝑛}𝑛� �
� � �����
�� {𝛼𝑘}𝑘 ���� 𝛼𝑘 −→ 0
�
� 𝑡+ 𝛼𝑘 ≥ 𝑠� ���� ���� 𝑈(𝑡+ 𝛼𝑘, 𝑠)𝑧𝑛𝑘

∈ 𝑀(𝑡+ 𝛼𝑘)�

�,�

������ �� �� ��� ��
� �
 +��������
 ����	� �� ��� ���
� �� ����� �
 �����
������
��
���� �������� ��� ��� ������ ���� ����

(���������
 ����� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 ������� ���� ��������
��
�����
 �,� �
� 𝑠 ∈ R� ,��
 ��� ��� 𝜑(·, 𝑠) : 𝑋 −→ (0,∞] �� ����� �����
��
��
�����

(����� ,�
� 𝑥 ∈ 𝑋� /� ��
� {𝑥𝑛}𝑛 � �����
�� ��
�����
� �� 𝑥� /� ��
� ��
����� ����

lim sup
𝑛→∞

𝜑(𝑥𝑛, 𝑠) ≤ 𝜑(𝑥, 𝑠).

!� 𝜑(𝑥, 𝑠) = ∞� ���
 ����� �� 
����
� �� ������ +������ ���� 𝜑(𝑥, 𝑠) ∈ (0,∞)�
���
�

𝛽 := lim sup
𝑛→∞

𝜑(𝑥𝑛, 𝑠),

�� ����� ������ � ��������
�� �� {𝜑(𝑥𝑛, 𝑠)}𝑛 ����� ��
������ �� 𝛽� /� ��
���
�� ��� ����� �� �� ������ ���� 𝜑(𝑥𝑛, 𝑠) −→ 𝛽� /� ���� ����

𝑈(𝑠+ 𝜑(𝑥, 𝑠), 𝑠)𝑥𝑛 −→ 𝑈(𝑠+ 𝜑(𝑥, 𝑠), 𝑠)𝑥,
𝑈(𝑠+ 𝜑(𝑥, 𝑠), 𝑠)𝑥 ∈ 𝑀(𝑠+ 𝜑(𝑥, 𝑠)).

��
�����
 �,� ������� ���� ����� ����� � ��������
�� {𝑥𝑛𝑘
}𝑘 �
� � �����
��

{𝛼𝑘}𝑘� ���� {𝛼𝑘}𝑘 ��
�����
� �� 0� 𝑠+ 𝜑(𝑥, 𝑠) + 𝛼𝑘 > 𝑠� �
�

𝑈(𝑠+ 𝜑(𝑥, 𝑠) + 𝛼𝑘, 𝑠)𝑥𝑛𝑘
∈ 𝑀(𝑠+ 𝜑(𝑥, 𝑠) + 𝛼𝑘).

,��
 �� ���� ����

𝑠+ 𝜑(𝑥𝑛𝑘
, 𝑠) ≤ 𝑠+ 𝜑(𝑥, 𝑠) + 𝛼𝑘 −→ 𝑠+ 𝜑(𝑥, 𝑠).

,��� ������� ���� 𝛽 ≤ 𝜑(𝑥, 𝑠)�

		�



!�������� ��
������ +������

,������ ����� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 ������� ����� �� �������

D��������������� ������� �
� ����� �������� ��
�����
� �!�� �,�� �
� � �� ���
�
� 𝑠 ∈ R� 𝑡 ≥ 𝑠 ���� 𝑡− 𝑠 ∈ [0, 𝜉]� �
� 𝐷̂ ∈ D� �� ���� ����

𝜔̃(𝐷̂, 𝑡) ∖𝑀(𝑡) ⊂ 𝑈̃(𝑡, 𝑠)
(︁
𝜔̃(𝐷̂, 𝑠) ∖𝑀(𝑠)

)︁
.

(����� ������ �� ������ ���� 𝑡 > 𝑠� ,�� ���� 𝑡 = 𝑠 ������� ������ ���� (�����
�����
 ����� ,�
� 𝑥 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡) ∖ 𝑀(𝑡)� /� ���� �� ����� ���� ����� ������
𝑧 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑠) ∖𝑀(𝑠) ���� ���� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑧 = 𝑥�
�� 𝑥 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡) ∖ 𝑀(𝑡)� �� ���
����
� �� 

�� ���� ����� ����� �����
���

{𝑠𝑛}𝑛� {𝜀𝑛}𝑛� �
� {𝑥𝑛}𝑛 ���� 𝑠𝑛 −→ 0� 𝜀𝑛 −→ 0� �
� 𝑥𝑛 ∈ 𝐷(𝑠𝑛) ���� ����

lim
𝑛→∞

𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑥.

/� ������� ���� |𝜀𝑛| ≤ 𝜉/4 �
� 𝑠𝑛 ≤ 𝑡− 2𝜉 ��� ����� 𝑛 ∈ N� ��� ���� 𝑛 ∈ N�
�� ��
����� ��� ������� ��������� �������	������

𝜙𝑛 : 𝑢 ∈ [𝑠𝑛, 𝑡+ 𝜉/4] −→ 𝑈̃(𝑢, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 ∈ 𝑋.

,�� ��� 𝜙𝑛 ��� � �
��� 
����� 𝑁𝑛 ≥ 0 �� 	��� ����� �� 𝒰 �� (𝑥𝑛, 𝑠𝑛)� /�
��
��� �� 𝜏𝑛 ��� ���� 	��� ����� !
 ��� ���� ���� 𝑁𝑛 = 0 �� ��
� 𝜏𝑛 = 𝑠𝑛� ,��
����� ���� �� ����� �
 ����� ������
� ������

���� 	� -� �� � ��������
��� ����� ���� �� ��
���� ��� ����� ����� ������
𝜀 ∈ (0, 𝜉/2) ���� 𝜏𝑛 < 𝑠− 𝜀/2 ��� ��� 𝑛 ∈ N�
��� 𝑢 ∈ [𝑠− 𝜀/2, 𝑡+ 𝜉/4]� �� ���� ����

𝑈̃(𝑢, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝑢, 𝑠− 𝜀/2)𝑈̃(𝑠− 𝜀/2, 𝑠𝑛)𝑥𝑛
= 𝑈(𝑢, 𝑠− 𝜀/2)𝑈̃(𝑠− 𝜀/2, 𝑠𝑛)𝑥𝑛,

���		�

�� ��� ���
����
 �� 𝜏𝑛� ������� 𝜏𝑛 < 𝑠− 𝜀� ,�� �����
�� {𝑈̃(𝑠− 𝜀/2, 𝑠𝑛)𝑥𝑛}𝑛
��� � ��
�����
� ��������
��� �� 𝒰 �� �������
 D��������������� �������� /�
������ ����

𝑦𝑛 := 𝑈̃(𝑠− 𝜀/2, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 −→ 𝑦.

/� ���� ����� ���� 𝑈(𝑢, 𝑠 − 𝜀/2)𝑦 /∈ 𝑀(𝑢) ��� �
� 𝑢 ∈ (𝑠 − 𝜀/2, 𝑡 + 𝜉/4)�
+������ ���� 𝑈(𝑢, 𝑠 − 𝜀/2)𝑦 ∈ 𝑀(𝑢) ��� ���� 𝑢 ∈ (𝑠 − 𝜀/2, 𝑡 + 𝜉/4)� ���� ���
𝜑(𝑦, 𝑠 − 𝜀/2) < 𝑡 + 𝜉/4 − (𝑠 − 𝜀/2)� ,��
� �� ���� ���� ��� �����
�� {𝑦𝑛}𝑛
��
������ �� 𝑦 �
�

𝑈(𝑢, 𝑠− 𝜀/2)𝑦𝑛 −→ 𝑈(𝑢, 𝑠− 𝜀/2)𝑦.

��
�����
 �,� ������� ���� ����� ����� � ��������
�� {𝑦𝑛𝑘
}𝑘 �
� {𝛼𝑘}𝑘 ��
����

��
� �� 0 ���� ���� 𝑢+𝛼𝑘 ≥ 𝑠− 𝜀/2 �
� 𝑈(𝑢+𝛼𝑘, 𝑠− 𝜀/2)𝑦𝑛𝑘
∈ 𝑀(𝑢+𝛼𝑘) ���

��� 𝑘 ∈ N� ��� ���� �� � ��
���������
� ������� 𝜏𝑛𝑘
< 𝑠− 𝜀� /� ���� ���� ����

𝑈̃(𝑠, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑠, 𝑠− 𝜀/2)𝑈̃(𝑠− 𝜀/2, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑠, 𝑠− 𝜀/2)𝑦𝑛,

		




���� (������
 ���������� ��� ��������� ��������
 ���������

����� �� ���� ���� �������
 ���		�� ,��� ������� ���� �� ���

𝑈̃(𝑠, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 −→ 𝑈(𝑠, 𝑠− 𝜀/2)𝑦 = 𝑧.

�� � ��
�����
��� �� ���� ���� 𝑧 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑠) ∖ 𝑀(𝑠)� ��
����� �� ��� ���
� ��
����� ���� 𝑥 = 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑧� '
�� ����
� �� �������
 ���		��

𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠)𝑈̃(𝑠, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠)𝑈̃(𝑠, 𝑠𝑛)𝑥𝑛,

����� ������� ���� 𝑥 = 𝑈(𝑡, 𝑠)𝑧� %�������� �� ���� 

�� ���� 𝑧 /∈ 𝑀(𝑠) �
�
𝑈(𝑢, 𝑠)𝑧 /∈ 𝑀(𝑢) ��� ����� 𝑢 ∈ (𝑠, 𝑡]� �� 𝑥 = 𝑈(𝑡, 𝑠)𝑧 = 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑧�

���� 
� -� �� � ��������
��� ����� ���� �� ��
���� ��� ����� ����� ������
𝜀 ∈ (0, 𝜉/2) ���� 𝑠+ 𝜀 < 𝜏𝑛 ��� ��� 𝑛 ∈ N�
��� ���� 𝑛 ∈ N� �� ���� ���� 𝜏𝑛 ∈ (𝑠 + 𝜀, 𝑡 + 𝜉/4]� -� �� � ��������
���
����� ��
���� ��� ����� �� ���� ���� 𝜏𝑛 −→ 𝜏 ∈ [𝑠 + 𝜀, 𝑡 + 𝜉/4]� /� ���
�
𝑣𝑛 = 𝑈̃(𝑡−3𝜉/2, 𝑠𝑛)𝑥𝑛� ,�� �����
�� {𝑣𝑛}𝑛 ��� � ��
�����
� ��������
��� ���
�
���� 𝒰 �� �������
D��������������� �������� /� ����� ��
��� ��� �����
�� �� 𝑣𝑛�
�
� ��� ����� ���� �� ��
���� �� 𝑣 ∈ 𝑋� �� �� ������ 𝑣𝑛 −→ 𝑣� ��
�����
 � �
�
� |(𝑡− 3𝜉/2) − (𝑡+ 𝜉/4)| = 7𝜉/4 < 2𝜉 ����� ���� 𝜏𝑛 �� ��� �
���� 	��� ����
�� 𝒰 �� (𝑥𝑛, 𝑠𝑛) �
 [𝑠− 𝜀, 𝑡+ 𝜉/4]� �� � ��
�����
��� ��� 𝑢 ∈ [𝑡− 3𝜉/2, 𝜏𝑛)� ��
���� ����

𝑈̃(𝑢, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣𝑛 = 𝑈(𝑢, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣𝑛.

������������ �� ���� ���� ����

𝑈(𝜏𝑛, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣𝑛 ∈ 𝑀(𝜏𝑛) �
� 𝑈(𝜏𝑛, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣𝑛 −→ 𝑈(𝜏 , 𝑡− 3𝜉/2)𝑣.

,��� ������� ���� �� ���� 𝑈(𝜏 , 𝑡− 3𝜉/2)𝑣 ∈ 𝑀(𝜏)� ��
�����

𝑤𝑛 := 𝑈̃(𝜏𝑛, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣𝑛 = 𝐼𝜏𝑛
(𝑈(𝜏𝑛, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣𝑛),

����� ��
������ �� 𝑤 := 𝐼𝜏 (𝑈(𝜏 , 𝑡 − 3𝜉/2)𝑣) ∈ 𝐼𝜏 (𝑀(𝜏))� '
�� ����
� ��
�
�����
 � � ������� ���� 𝑈̃(𝑢, 𝑡 − 3𝜉/2)𝑣 = 𝑈(𝑢, 𝜏)𝑤 ��� ����� 𝑢 ∈ [𝜏 , 𝑡 + 𝜉/4]�
������� |𝑡+ 𝜉/4 − 𝜏 | < 2𝜉�
������ �� ��� ���
� �� ����� ���� 𝑈(𝑢, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣 /∈ 𝑀(𝑢) ��� 𝑢 ∈ (𝑡− 3𝜉/2, 𝜏)�
+������ �� �� ������ ���� ��� ������ ���� ����� ������ 𝑢 ∈ (𝑡− 3𝜉/2, 𝜏) ���� ����
𝑈(𝑢, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣 ∈ 𝑀(𝑢)� /� 

�� ����

𝑣𝑛 −→ 𝑣 �
� 𝑈(𝑢, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣𝑛 −→ 𝑈(𝑢, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣.

��
�����
 �,� ���� ���� ����� ������ � ��������
�� {𝑣𝑛𝑘
}𝑘 �� {𝑣𝑛}𝑛 �
� �

�����
�� {𝛼𝑘}𝑘 ��
�����
� �� 0� ���� 𝑢 + 𝛼𝑘 ≥ 𝑡 − 3𝜉/2� ���� ���� �� ����
𝑈(𝑢+ 𝛼𝑘, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣𝑛𝑘

∈ 𝑀(𝑟 + 𝛼𝑘)� /� ��
� 𝛿 > 0 ���� 𝑢 < 𝜏 − 𝛿 < 𝜏 � ���

		�



!�������� ��
������ +������

����� 𝑘� �� ���� 𝑢+ 𝛼𝑘 ≤ 𝜏 − 𝛿 < 𝜏𝑛𝑘
� ��� ���� ��
�������� ��� ���� ���� 𝜏𝑛𝑘

��� ��� �
�� 	��� ���� �
 ��� �
������ [𝑡− 3𝜉/2, 𝑡+ 𝜉/4]� �� � ��
�����
���

𝑈(𝑢, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣 /∈ 𝑀(𝑢) ��� 𝑢 ∈ (𝑡− 3𝜉/2, 𝜏).

,��������� �� ��
 ���
� 𝑧 = 𝑈̃(𝑠, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣� ����� ���� 
�� ����
� �� 𝑀(𝑠)�
,��


𝑈̃(𝑠, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝑠, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣𝑛 = 𝑈(𝑠, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣𝑛
��
������ ��

𝑈(𝑠, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣 = 𝑈̃(𝑠, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣 = 𝑧,

�� 𝑧 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑠)� ��
����� �� ����� ���� 𝑥 = 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑧� /� 

�� ����

𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑧 = 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑈̃(𝑠, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣 = 𝑈̃(𝑡, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣,

�
� �� ���� ����� ���� 𝑥 = 𝑈̃(𝑡, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣� /� ����

𝑈̃(𝑢, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣 =
{︃
𝑈(𝑢, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣, 𝑢 ∈ [𝑡− 3𝜉/2, 𝜏),
𝑈(𝑢, 𝜏)𝑤, 𝑢 ∈ [𝜏 , 𝑡+ 𝜉/4].

/� �����
����� ��� ���������

+������ 	� -� �� � ��������
��� ��
���� ��� ����� 𝜏𝑛 ≤ 𝑡+ 𝜀𝑛�
!
 ���� ������� 𝜏 ≤ 𝑡 �
�

𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝜏𝑛)𝑈̃(𝜏𝑛, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣𝑛
= 𝑈(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝜏𝑛)𝑈̃(𝜏𝑛, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣𝑛.

,�
�
� ������� �� �����
 𝑥 = 𝑈(𝑡, 𝜏)𝑤 = 𝑈̃(𝑡, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣�

+������ 
� -� �� � ��������
��� ��
���� ��� ����� 𝜏𝑛 > 𝑡+ 𝜀𝑛�
,��� ���� �� ���� 𝜏 ≥ 𝑡 �
�

𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣𝑛 = 𝑈(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣𝑛.

,�
�
� ������� �� ���� 𝑥 = 𝑈(𝑡, 𝑡 − 3𝜉/2)𝑣� !� 𝜏 = 𝑡� �� ����� ���� ����
𝑥 = 𝑈(𝑡, 𝑡 − 3𝜉/2)𝑣 ∈ 𝑀(𝑡)� � ��
���������
� �� 𝑥 /∈ 𝑀(𝑡)� ,��� ������� ����
𝜏 > 𝑡� �� � ��
�����
��� 𝑈(𝑡, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣 = 𝑈̃(𝑡, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣�

���� �� 𝜏𝑛 −→ 𝑠�
��� ���� 𝑛 ∈ N� �� ���
�

𝑧𝑛 := 𝑈̃(𝜏𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 ∈ 𝐼𝜏𝑛(𝑀(𝜏𝑛)) �
� 𝑣𝑛 := 𝑈̃(𝑡− 3𝜉/2, 𝑠𝑛)𝑥𝑛.

		�



���� (������
 ���������� ��� ��������� ��������
 ���������

��
�����
 � � ������� ���� ����� �� �
�� �
� 	��� ���� ��� 𝜙𝑛 �
���� ��� �
������
[𝑡− 3𝜉/2, 𝑡+ 𝜉/4]� ����� �� 𝜏𝑛� ,��
 �� ����

𝑈̃(𝑢, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 :=
{︃
𝑈(𝑢, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣𝑛, 𝑢 ∈ [𝑡− 3𝜉/2, 𝜏𝑛),
𝑈(𝑢, 𝜏𝑛)𝑧𝑛, 𝑢 ∈ [𝜏𝑛, 𝑡+ 𝜉/4].

���	
�

,��� ������� ���� 𝑧𝑛 = 𝐼𝜏𝑛
(𝑈(𝜏𝑛, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣𝑛)� ,�� ��������� ��������
 �������

�� �������
 D��������������� �������� �� ��� �����
��� {𝑣𝑛}𝑛 �
� {𝑧𝑛}𝑛 ����
��
�����
� ��������
���� ����� ���� �� ��
���� ��� ����� ,��������� �� ����
������ ���� 𝑣𝑛 −→ 𝑣 �
� 𝑧𝑛 −→ 𝑧 ��� ���� 𝑣, 𝑧 ∈ 𝑋� ������ �� 

�� ����
𝑈(𝜏𝑛, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣𝑛 ∈ 𝑀(𝜏𝑛)� ,�� ���� ���� 𝑀̂ �� ������������ ������ ������� ����
𝑈(𝑠, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣 ∈ 𝑀(𝑠)� %��������

𝐼𝜏𝑛
(𝑈(𝜏𝑛, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣𝑛) −→ 𝐼𝑠(𝑈(𝑠, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣),

����� ������� 𝑧 = 𝐼𝑠(𝑈(𝑠, 𝑡− 3𝜉/2)𝑣)� ��
�����
 � � ������� ���� 𝜑(𝑧, 𝑠) ≥ 2𝜉�
�� 𝑈̃(𝑢, 𝑠)𝑧 = 𝑈(𝑢, 𝑠)𝑧 ��� ��� 𝑢 ∈ [𝑠, 𝑠 + 2𝜉]� ��
����� �� �������
 ���	
�� ��
����

𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝜏𝑛)𝑧𝑛,

����� ������� ���� 𝑥 = 𝑈(𝑡, 𝑠) = 𝑈̃(𝑡, 𝑠)� ,��� �
����� ��� ������

,������ ���
� -
��� ��� ���������� �� ,������ ����� 𝜔̃(𝐷̂) ∖ 𝑀̂ �� 
���������
𝒰��
�����
��

(����� ��� 𝑠 ∈ R �
� 𝑡 ≥ 𝑠� ,�� ���� 𝑡 = 𝑠 �� �������� �� �� ������ 𝑡 > 𝑠� /�
��
� 𝑛 ∈ N ���� ����

0 < 𝑇 := 𝑡− 𝑠

𝑛
≤ 𝜉.

,������ ���� ������� ����� ��� 𝑚 ∈ {0, . . . , 𝑛− 1}� 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡−𝑚𝑇 ) ∖𝑀(𝑡−𝑚𝑇 )
�� ��
���
�� �


𝑈̃(𝑡−𝑚𝑇, 𝑡− (𝑚+ 1)𝑇 )
(︁
𝜔̃(𝐷̂, 𝑡− (𝑚+ 1)𝑇 ) ∖𝑀(𝑡− (𝑚+ 1)𝑇 )

)︁
.

%�������� ���� (���������
 ����� �� ���� ����

𝑈̃(𝑡, 𝑠) = 𝑈̃(𝑡, 𝑡− 𝑇 ) · · · 𝑈̃(𝑡− (𝑛− 1)𝑇, 𝑠),

����� ������� ���� 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡) ∖𝑀(𝑡) ⊂ 𝑈̃(𝑡, 𝑠)
(︁
𝜔̃(𝐷̂, 𝑠) ∖𝑀(𝑠)

)︁
�

/� ���� ������ ��� 
������� �
�����
�� �� 𝜔̃(𝐷̂) ∖ 𝑀̂ ��� �
� 𝐷̂� /� ���
���
� �� ��� ���� ��� � �������
 D��������������� 
������� �
�����
�� �������
�������� �
�����
���

		�



!�������� ��
������ +������

(���������
 ����� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 ������� ����� ��������
��
�����
 �!�� !� 𝐴 �� � �������
 D�������������� �
� 𝐴 ∖ 𝑀̂ �� 
���������
𝒰��
�����
�� ���
 𝐴 ∖ 𝑀̂ �� 𝒰��
�����
��
(����� /� ���� ����� 𝐵(𝑡) = 𝐴(𝑡) ∖𝑀(𝑡) ��� ��� 𝑡 ∈ R ��� ����������� �� 𝐴 ∈ D�
�� ���� ���� ���� 𝐵̂ ∈ D� /� ���� ����� ���� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝐵(𝑠) ⊂ 𝐵(𝑡) ��� ��� 𝑡 ≥ 𝑠�
!� 𝑡 = 𝑠� ���
 ����� �� 
����
� �� ������ �� �� ������ ���� 𝑡 > 𝑠� ,�� ������ 𝐵̂
�� 
��������� 𝒰��
�����
�� ��

𝐵(𝑠) ⊂ 𝑈̃(𝑠, 𝑣)𝐵(𝑣) ��� ����� 𝑣 ≤ 𝑠.

!� �� ����� 𝑈̃(𝑡, 𝑠) �� ���� ���� �� � ��
�����
���

𝑑 (𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝐵(𝑠), 𝐴(𝑡)) ≤ 𝑑 (𝑈̃(𝑡, 𝑣)𝐵(𝑣), 𝐴(𝑡)) −→ 0

�� 𝑣 −→ −∞� �� ��� �������
 D����������
� ,��� ������� ����

𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝐵(𝑠) ⊂ 𝐴(𝑡) = 𝐴(𝑡),

������� 𝐴(𝑡) �� ������ ��� �� �� ��������� ��
����� (���������
 ���
 ����� �� ����
𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑋∩𝑀(𝑡) = ∅� �� �� ������ ���� 𝑈̃(𝑡, 𝑠) (𝐴(𝑠) ∖𝑀(𝑠)) ⊂ 𝐴(𝑡)∖𝑀(𝑡)�

/� ��
 ��
����� ��� �������
��
��������� ����� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 ������� ����� �� �������

D������������ �
� �������
 D��������������� �������� !� ��
�����
� �!�� �,��
�
� � � ��� ��������� ���
 𝒰 ��� � �������
 D�����������

 ������� �� ��� ���� ���� �� ����� ��� �������� �
�����
�� ��� 𝜔̃(𝐷̂) ∖ 𝑀̂ ���
�
� 𝐷̂�
,������ ����� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 ������� ����� �� �������

D��������������� ������� �
� �������� ��
�����
� � �� �!�� �
� �,�� !� 𝐷̂ ∈ D�
𝑠 ∈ R� �
� 0 < 𝑡− 𝑠 ≤ 𝜉� ���
 �� ����

𝑈̃(𝑡, 𝑠)
(︀
𝜔̃(𝐷̂, 𝑠) ∖𝑀(𝑠)

)︀
⊂ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡) ∖𝑀(𝑡).

(����� ,�
� 𝑥 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑠) ∖𝑀(𝑠)� /� ���� ����� ���� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡) ∖𝑀(𝑡)�
!
 ����� �� ��
�����
 �!� �
� (���������
 ���
� �� �
�� 
��� �� ����� ����
𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡)� �� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 /∈ 𝑀(𝑡)� �� ���
����
� �� 𝑥 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑠)� �����
����� {𝑠𝑛}𝑛� {𝜀𝑛}𝑛� �
� {𝑥𝑛}𝑛 ���� 𝑠𝑛 −→ −∞� 𝜀𝑛 −→ 0� �
� 𝑥𝑛 ∈ 𝐷(𝑠𝑛)
���� ����

𝑈̃(𝑠+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 −→ 𝑥.

/� ������� ���� 𝑠+ 𝜀𝑛 < 𝑡 ��� ��� 𝑛 ∈ N� �
� ��
�����

𝜙𝑛 : 𝑢 ∈ [𝑠𝑛, 𝑡+ 𝜉/4] −→ 𝑈̃(𝑢, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 ∈ 𝑋.

,��� ��� ��� � �
��� 
����� 𝑁𝑛 ≥ 0 �� 	��� ����� �� 𝒰 �� (𝑥𝑛, 𝑠𝑛)� /� ��
���
�� 𝜏𝑛 ��� ���� 	��� ����� !
 ��� ���� ���� 𝑁𝑛 = 0� �� ��
� 𝜏𝑛 = 𝑠𝑛� /� �����
��� ����� �
�� ����� ������

		�



���� (������
 ���������� ��� ��������� ��������
 ���������

���� 	� -� �� � ��������
��� ����� ��
���� �� 𝑛� ����� ������ 0 < 𝜀 < 𝜉/2
���� ���� 𝜏𝑛 < 𝑠− 𝜀�
+������ ���� 𝜀𝑛 > −𝜀/2 ��� ��� 𝑛 ∈ N� 𝒰 �� �������
 D��������������� ��������
�� ��� �����
�� {𝑦𝑛}𝑛� ���� 𝑦𝑛 := 𝑈̃(𝑠 − 𝜀/2, 𝑠𝑛)𝑥𝑛� ��� � ��
�����
� ������
���
��� /� ��
��� ��� ��������
�� ��� ����� �� �� ������ ���� 𝑦𝑛 −→ 𝑦� /�


�� ���� 𝜏𝑛 ��� ��� ���� 	��� ���� �
 [𝑠𝑛, 𝑠+ 5𝜉/4] �
� 𝜏𝑛 < 𝑠− 𝜀/2� �� ��
���

𝑈̃(𝑠+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝑠+ 𝜀𝑛, 𝑠− 𝜀/2)𝑈̃(𝑠− 𝜀/2, 𝑠𝑛)𝑥𝑛
= 𝑈(𝑠+ 𝜀𝑛, 𝑠− 𝜀/2)𝑦𝑛.

,��� ������� ���� 𝑈(𝑠, 𝑠− 𝜀/2)𝑦 = 𝑥� ��
�
� ������� %�������� �� �����
 ����

𝑈̃(𝑠, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝑠, 𝑠− 𝜀/2)𝑈̃(𝑠− 𝜀/2, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑠, 𝑠− 𝜀/2)𝑦𝑛,

����� ���� ��
������ �� 𝑥� ��
����� �� ���� ���� ����

𝑈̃(𝑢, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝑢, 𝑠)𝑈̃(𝑠, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑢, 𝑠)𝑈̃(𝑠, 𝑠𝑛)𝑥𝑛

��� ���� 𝑢 ∈ (𝑠, 𝑠 + 𝜉)� �� 𝑈̃(𝑢, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 −→ 𝑈(𝑢, 𝑠)𝑥� ,��������� �� ���� ����
𝑈̃(𝑡, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 −→ 𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥� ,� �
� ���� ����� �� ���� ����� ���� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥�
!� ���� �� 
�� ����� ����� ������ 𝑢 ∈ (𝑠, 𝑡] ���� 𝑈(𝑢, 𝑠)𝑥 ∈ 𝑀(𝑢)� ��
�����
 �,�
������� ���� ����� ����� � ��������
�� {𝑈̃(𝑠, 𝑠𝑛𝑘

)𝑥𝑛𝑘
}𝑘 �
� � �����
�� {𝛼𝑘}𝑘�

��
�����
� �� 0� ���� 𝑢+𝛼𝑘 ≥ 𝑠 �
� 𝑈(𝑢+𝛼𝑘, 𝑠)𝑈̃(𝑠, 𝑠𝑛𝑘
)𝑥𝑛𝑘

∈ 𝑀(𝑢+𝛼𝑘) ���
��� 𝑘� ,��
 𝑢+ 𝛼𝑘 �� � 	��� ����� �
� ���� �� � ��
���������
 ���� 𝜏𝑛𝑘

���
�
��� ���� 	��� ����� �� � ��
�����
��� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥� ��

𝑈̃(𝑡, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 −→ 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥.

,��� ������� ���� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡)�

���� 
� -� �� � ��������
��� ����� ��
���� �� 𝑛� ����� ������ 0 < 𝜀 < 𝜉/2
���� ���� 𝜏𝑛 > 𝑠+ 𝜀�
/� ������� ���� 𝜀𝑛 ∈ (−𝜀/2, 𝜀)� /� ���
� 𝑦𝑛 := 𝑈̃(𝑠 − 𝜀/2, 𝑠𝑛)𝑥𝑛� 𝒰 ��
�������
 D��������������� �������� �� {𝑦𝑛}𝑛 ��� � ��
�����
� ��������
���
/� ��
��� �� ��� ����� �� �� ������ ���� 𝑦𝑛 −→ 𝑦 ∈ 𝑋 ��� ���� 𝑦 ∈ 𝑋� /�


�� ���� 𝜏𝑛 �� ��� �
���� 	��� ���� �
 ��� �
������ [𝑠− 𝜉/2, 𝑠+ 5𝜉/4]� �
�
𝜏𝑛 > 𝑠+ 𝜀 > 𝑠+ 𝜀𝑛� ,��������� �� ����

𝑈̃(𝑠+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝑠+ 𝜀𝑛, 𝑠− 𝜀/2)𝑈̃(𝑠− 𝜀/2, 𝑠𝑛)𝑥𝑛
= 𝑈(𝑠+ 𝜀𝑛, 𝑠− 𝜀/2)𝑦𝑛.

,�
�
� ������� �� ���� ���� 𝑥 = 𝑈(𝑠, 𝑠− 𝜀/2)𝑦� %��������

𝑈̃(𝑠, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝑠, 𝑠− 𝜀/2)𝑈̃(𝑠− 𝜀/2, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑠, 𝑠− 𝜀/2)𝑦𝑛,

	
�



!�������� ��
������ +������

����� ���� ��
������ �� 𝑈(𝑠, 𝑠− 𝜀/2)𝑦 = 𝑥� /� ����� ��� ����� �� ���� ���� �
��
����� ������
� ���������

+������ 	� -� �� � ��������
��� ��
���� ��� ����� ����� ������ 𝛿 > 0 ���� ����
𝜏𝑛 > 𝑡+ 𝛿�
��� ����� 𝑢 ∈ (𝑠, 𝑡]� �� ����

𝑈̃(𝑢, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝑢, 𝑠)𝑈̃(𝑠, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑢, 𝑠)𝑈̃(𝑠, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 −→ 𝑈(𝑢, 𝑠)𝑥.

,�
�
� 𝑢 = 𝑡� �� �����
 𝑈̃(𝑡, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 −→ 𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥� /� ��� ���
� �� �����
𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥� !� �� �� 
�� ����� ����� ������ 𝑢 ∈ (𝑠, 𝑡] ���� 𝑈(𝑢, 𝑠)𝑥 ∈ 𝑀(𝑢)�
��
�����
 �,�� �� ������� ������� ���� ����� ����� � ��������
�� {𝑈̃(𝑠, 𝑠𝑛𝑘

)𝑥𝑛𝑘
}𝑘

�� {𝑈̃(𝑠, 𝑠𝑛)𝑥𝑛}𝑛 �
� � �����
�� {𝛼𝑘}𝑘 ��
�����
� �� 0� ���� ���� 𝑢+ 𝛼𝑘 ≥ 𝑠
�
� 𝑈(𝑢 + 𝛼𝑘, 𝑠)𝑈̃(𝑠, 𝑠𝑛𝑘

)𝑥𝑛𝑘
∈ 𝑀(𝑢 + 𝛼𝑘) ��� ����� 𝑘� ��� 𝑘 ������
���

������ 𝑠 ≤ 𝑢 + 𝛼𝑘 < 𝑡 + 𝛿 < 𝜏𝑛𝑘
� � ��
���������
 ���� 𝜏𝑛𝑘

���
� ��� �
����
	��� ���� �
 ��� �
������ [𝑠 − 𝜉/2, 𝑠 + 5𝜉/4]� ��
�����
���� �� ���� ����
𝑈̃(𝑡, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 −→ 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥� ����� ������� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡)�

+������ 
� -� �� � ��������
��� ��
���� ��� ����� ����� ������ 𝛿 > 0 ���� ����
𝜏𝑛 < 𝑡− 𝛿�
/� ���� 𝑠+ 𝜀 < 𝜏𝑛 < 𝑡− 𝛿� ,�
�
� � ��������
�� �� 
��������� �� ������ ����
{𝜏𝑛}𝑛 �� ��
�����
� �
� 𝜏 ∈ [𝑠 + 𝜀, 𝑡 − 𝛿] ��� ������ ������������ �� 𝜏𝑛 �� ���
�
�� 	��� ���� �
 [𝑠− 𝜉/2, 𝑠+ 5𝜉/4]� �� ���� ����

𝑈(𝜏𝑛, 𝑠)𝑈̃(𝑠, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 ∈ 𝑀(𝜏𝑛),

�� �� ��� 𝑈(𝜏 , 𝑠)𝑥 ∈ 𝑀(𝜏)� %�������� �� 𝑢 ∈ (𝑡− 𝛿, 𝑡]� �� ����

𝑈̃(𝑢, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝑢, 𝜏𝑛)𝑈̃(𝜏𝑛, 𝑠)𝑈̃(𝑠, 𝑠𝑛)𝑥𝑛
= 𝑈(𝑢, 𝜏𝑛)𝐼𝜏𝑛

(︀
𝑈(𝜏𝑛, 𝑠)𝑈̃(𝑠, 𝑠𝑛)𝑥𝑛

)︀
,

����� ��
������ �� 𝑈(𝑢, 𝜏)𝐼𝜏
(︀
𝑈(𝜏 , 𝑠)𝑥

)︀
� ,��


𝑈̃(𝑡, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 −→ 𝑈(𝑡, 𝜏)𝐼𝜏
(︀
𝑈(𝜏 , 𝑠)𝑥

)︀
.

/� ���� ����� ���� 𝑈(𝑡, 𝜏)𝐼𝜏
(︀
𝑈(𝜏 , 𝑠)𝑥

)︀
�� ����� �� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥� /� ���� ����� ����

𝑈(𝑢, 𝑠)𝑥 /∈ 𝑀(𝑢) ��� ���� 𝑢 ∈ (𝑠, 𝜏 ]� !� ���� �� ������ ���
 ����� ������ 𝑢 ∈ (𝑠, 𝜏)
���� ���� 𝑈(𝑢, 𝑠)𝑥 ∈ 𝑀(𝑢)� ��
�����
 �,� ����� ����� � ��
���������
� �������
�� ����� ���� ���� 𝑢+ 𝛼𝑘 �� � 	��� ���� �
� 𝑢+ 𝛼𝑘 < 𝜏𝑛𝑘

��� 𝑘 ������
���
����� ���������� �� �������� /� 

�� ���� 𝑈(𝜏 , 𝑠)𝑥 ∈ 𝑀(𝜏)� ��
�����
 � � �
�
|𝑡− 𝜏 | < 2𝜉 ����� ����

𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝑈̃(𝑡, 𝜏)𝑈̃(𝜏 , 𝑠)𝑥 = 𝑈(𝑡, 𝜏)𝐼𝜏 (𝑈(𝜏 , 𝑠)𝑥).

	
	



���� (������
 ���������� ��� ��������� ��������
 ���������

�� � ��
�����
�� �� ��� ���� 𝑈̃(𝑡, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 −→ 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥� ����� ������� ����
𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡)�

+������ �� 𝜏𝑛 −→ 𝑡�
/� �����
 ���� 𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥 ∈ 𝑀(𝑡)� ��� ���� ��� �� �
 +������ 
� ,��
 �� ����
����

𝑈̃(𝜏𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝜏𝑛, 𝑠)𝑈̃(𝑠, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝐼𝜏𝑛

(︀
𝑈(𝜏𝑛, 𝑠)𝑈̃(𝑠, 𝑠𝑛)𝑥𝑛

)︀
,

����� ��
������ �� 𝐼𝑡(𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥)� /� ���� ����� ���� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝐼𝑡 (𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥)�
!� ���� �� 
�� ����� ���
 ����� ������ 𝑢 ∈ (𝑠, 𝑡) ���� ���� 𝑈(𝑢, 𝑠)𝑥 ∈ 𝑀(𝑢)�
����
� ���� ��
�����
 �,�� �� �����
 � ��
���������
� ,��
 �� �����
 ����
𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝐼𝑡 (𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥)� ��
�����

𝑈̃(𝑡+ (𝜏𝑛 − 𝑡), 𝑠𝑛)𝑥𝑛 −→ 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥,

����� ������� ���� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡)�

���� �� 𝜏𝑛 −→ 𝑠�
,�
� 𝜀 ∈ (0, 𝜉/2)� �� �
 ���� 
� �� ��
 ������ ����� �� 𝑦𝑛 := 𝑈̃(𝑠− 𝜀/2, 𝑠𝑛)𝑥𝑛�
���
 {𝑦𝑛}𝑛 ��
������ �� ���� 𝑦 ∈ 𝑋� �
� ���� 𝑠− 𝜀/2 < 𝜏𝑛 < 𝑠+ 𝜀�

+������ 	� -� �� � ��������
��� ��
���� ��� ����� 𝑠+ 𝜀𝑛 < 𝜏𝑛�
/� ��� ����

𝑈̃(𝑠+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝑠+ 𝜀𝑛, 𝑠− 𝜀/2)𝑈̃(𝑠− 𝜀/2, 𝑠𝑛)𝑥𝑛
= 𝑈(𝑠+ 𝜀𝑛, 𝑠− 𝜀/2)𝑦𝑛,

����� ��
������ �� 𝑈(𝑠, 𝑠− 𝜀/2)𝑦 = 𝑥� %�������� 𝜏𝑛 ��� ��� �
���� 	��� ����
�
 ��� �
������ [𝑠− 𝜉/2, 𝑠+ 5𝜉/4]� �� �� ���� ����

𝑈(𝜏𝑛, 𝑠− 𝜀/2)𝑦𝑛 = 𝑈(𝜏𝑛, 𝑠− 𝜀/2)𝑈̃(𝑠− 𝜀/2, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 ∈ 𝑀(𝜏𝑛).

��
����� �� 

�� ���� 𝜏𝑛 −→ 𝑠 �
� 𝑀̂ �� ������������ ������� ,��� ������� ����
𝑥 = 𝑈(𝑠, 𝑠− 𝜀/2)𝑦 ∈ 𝑀(𝑠)� � ��
���������
� ��
�����
���� ���� ������� �� 
��
���������

+������ 
� ,���� ������ � ��������
�� �� 𝜏𝑛 ������ ��
���� �� 𝑛� ���� ����
𝑠+ 𝜀𝑛 ≥ 𝜏𝑛�
/� ���� ����

𝑈̃(𝑠+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝑠+ 𝜀𝑛, 𝜏𝑛)𝑈̃(𝜏𝑛, 𝑠− 𝜀/2)𝑦𝑛
= 𝑈(𝑠+ 𝜀𝑛, 𝜏𝑛)𝐼𝜏𝑛

(𝑈(𝜏𝑛, 𝑠− 𝜀/2)𝑦𝑛) ,

	





!�������� ��
������ +������

����� ��
������ �� 𝐼𝑠(𝑈(𝑠, 𝑠 − 𝜀/2)𝑦) = 𝑥� +� 𝑥 ∈ 𝐼𝑠(𝑀(𝑠))� ��
�����
 � �
������� ���� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 = 𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥� ������� 𝑡− 𝑠 ≤< 2𝜉� ��
�����

𝑈̃(𝑡, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈̃(𝑡, 𝑠+ 𝜀𝑛)𝑈̃(𝑠+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑡, 𝑠+ 𝜀𝑛)𝑈̃(𝑠+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛,

����� ��
������ �� 𝑈(𝑡, 𝑠) = 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥� ��
�����
���� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝑥 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡)�

,������ ���� �(������� �
�����
���� $�� 𝒰 �� ��������
� ��
�����
� � �� �!��
�
� �,�� �������
 D��������������� �������� �
� 𝐷̂ ∈ D� ,��
 ��� ������
𝜔̃(𝐷̂) ∖ 𝑀̂ �� ���������� 𝒰��
�����
��

(����� ��� 𝑠 ∈ R �
� 𝑡 ≥ 𝑠� ,�� ���� 𝑡 = 𝑠 �� �������� �� �� ������ 𝑡 > 𝑠� /�
��
� 𝑛 ∈ N ���� ����

0 < 𝑇 := 𝑡− 𝑠

𝑛
≤ 𝜉.

,������ ���� ������� ����� ��� 𝑚 ∈ {1, . . . , 𝑛}�

𝑈̃(𝑠+𝑚𝑇, 𝑠+ (𝑚− 1)𝑇 )
(︀
𝜔̃(𝐷̂, 𝑠+ (𝑚− 1)𝑇 ) ∖𝑀(𝑠+ (𝑚− 1)𝑇 )

)︀
⊂ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑠+𝑚𝑇 ) ∖𝑀(𝑠+𝑚𝑇 )

%�������� ���� (���������
 ����� �� ���� ����

𝑈̃(𝑡, 𝑠) = 𝑈̃(𝑡, 𝑠+ (𝑛− 1)𝑇 ) · · · 𝑈̃(𝑠+ 𝑇, 𝑠),

����� ������� ���� 𝑈̃(𝑡, 𝑠)
(︀
𝜔̃(𝐷̂, 𝑠) ∖𝑀(𝑠)

)︀
⊂ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡) ∖𝑀(𝑡)�

,�� �������� ������� ���� �� ��� �������
��

,������ ���� �!
�����
���� !� �
 ��������� ��������
 ������� 𝒰 �� �������

D��������������� ������� �
� �������� ��
�����
� � �� �!�� �
� �,�� ���
 ���
�
� 𝐷̂ ∈ D� ��� ��� 𝜔̃(𝐷̂) ∖ 𝑀̂ �� 𝒰��
�����
��

�� � ��
�����
��� �� �����
 ��������� ���� ����
� /��� ��� �������
�
��
�����
� ��� �������� ������� ��� ���� �����{︃

$�� 𝑠 ∈ R� 𝑥 ∈ 𝑋 ∖𝑀(𝑠)� �
� {𝑥𝑛}𝑛 � �����
�� ��
�����
�
�� 𝑥� ,��
 lim inf

𝑛→∞
𝜑(𝑥𝑛, 𝑠) ≤ 𝜑(𝑥, 𝑠). �&,�

(���������
 ���� ������� ���� �� �
 ��������� ��������
 ������� 𝒰 �������� ��
�
�����
 �,�� ���
 �� ���� �������� ��
�����
 �&,�� ,�� ������ �� ,������� ����
�
� ���� ���� ��
�����
 �&,� �
����� �� ��
�����
 �,� ��� ���� ������� �
����
��� �������� ���� ��� ����� �� ���� 	 �
 ,������ ���� �� ��������� ��� ����
���� ��
�����
 �&,� �
����� �� ��
�����
 �,��

/� �
� ���� ������
 ���� � ������ ������
� ��� 
�
����
����� ���� ��
�����
��
���
 �
 +��������
 ����	� �
� ��
�����
 �,�� ���
 �
 ���� ���������
� /� ����
���� ���� �,�� ������� ��
�����
 �,��

	
�



���� ��
��
���� �� ����������

,������ ���	� !� �
 ��������� ��������
 ������� �������� �,��� ���
 ��
���
���
 �,� ������

(����� ��� 𝑠 ∈ R� 𝑡 > 𝑠� 𝑥 ∈ 𝑀(𝑡)� �
� {𝑧𝑛}𝑛 � ��
�����
� �����
�� ���� ����

𝑈(𝑡, 𝑠)𝑧𝑛 −→ 𝑥.

/� ���� �� ����� ���� ����� ������ � ��������
�� {𝑧𝑛𝑘
}𝑘 �
� � �����
�� {𝛼𝑘}𝑘

��
�����
� �� 0� ���� ���� 𝑡 + 𝛼𝑘 ≥ 𝑠 �
� 𝑈(𝑡 + 𝛼𝑘, 𝑠)𝑧𝑛𝑘
∈ 𝑀(𝑡 + 𝛼𝑘)� /�

��
� 𝑧 ��� ����� �� ��� �����
�� {𝑧𝑛}𝑛� �� �� ���� ���� 𝑈(𝑡, 𝑠)𝑧 = 𝑥� /� ����
���� 𝑥 ∈ 𝑀(𝑡)� �� ��
�����
 ���
� ������� ���� ����� ������ 𝜀 > 0 ���� ����

𝑈(𝑡+ 𝑟, 𝑡)𝑥 /∈ 𝑀(𝑡+ 𝑟) ��� 𝑟 ∈ (0, 𝜀).

�� 𝑈̃ �������� �,��� �� 

�� ���� ����� ����� 𝜆 > 0 �
� 𝑆 � 𝜆�������
 �������
𝑥 �� 𝑡� /� ������ ���� 𝜆 < 𝜀� �� (���������
 ��
	� ������������ �� ���� ����
����� ������ � 
����������� �� 𝑥 �
 𝑋 ��
���
�� �
⋃︁

𝑟∈[0,2𝜆]

𝐹 (𝐿̂, 𝑟, 𝑡).

,�� �����
�� {𝑈(𝑡, 𝑠)𝑧𝑛}𝑛 ��
������ �� 𝑥� �� �� ����

𝑈(𝑡, 𝑠)𝑧𝑛 ∈
⋃︁

𝑟∈[0,2𝜆]

𝐹 (𝐿̂, 𝑟, 𝑡)

��� 𝑛 ������
��� ������ ,��� ������� ���� ����� ������ 𝑟𝑛 ∈ [0, 2𝜆] ���� ����
𝑈(𝑡+ 𝑟𝑛, 𝑠)𝑧𝑛 = 𝑈(𝑡+ 𝑟𝑛, 𝑡)𝑈(𝑡, 𝑠)𝑧𝑛 ∈ 𝐿(𝑡+ 𝑟𝑛)� *�������
� ��� �����
��� ��

��������� �� ��
 ������ ���� {𝑟𝑛}𝑛 ��
������ �� � 
����� 𝑟 ∈ [0, 2𝜆]� /�
��
����� 𝛼𝑛 = 𝑟𝑛 −𝜆� /� ���� ���� 𝑈(𝑡+ 𝑟𝑛, 𝑠)𝑧𝑛 ∈ 𝐿(𝑡+ 𝑟𝑛)� ,�� ������ 𝐿̂ ��
������������ ������� �� 𝑈(𝑡+𝑟, 𝑠)𝑧 ∈ 𝐿(𝑡+𝑟)� /� ���� 

�� ���� 𝑥 ∈ 𝑆(𝑡)∩𝑀(𝑡)�
,��
 �,�� ������� ����

𝑥 ∈ 𝐹 (𝐿̂, 𝜆, 𝑡).
 ������� 𝑈(𝑡+ 𝑟, 𝑡)𝑥 = 𝑈(𝑡+ 𝑟, 𝑠)𝑧 ∈ 𝐿(𝑡+ 𝑟)� �� � ��
�����
��� 𝑥 ∈ 𝐹 (𝐿̂, 𝑟, 𝑡)�
���� ��� 𝑟 = 𝜆� ,��������� �� ���� ������ ���� ��� �����
�� {𝛼𝑛}𝑛 ��
������ ��
0� %�������� �� ��
 ������ ���� 𝑡+ 𝛼𝑛 > 𝑠 ��� ����� 𝑛 ∈ N� ��
�����

𝑈(𝑡+ 𝛼𝑛, 𝑠)𝑧𝑛 ∈ 𝐹 (𝐿̂, 𝜆, 𝑡+ 𝛼𝑛) = 𝑆(𝑡+ 𝛼𝑛) ⊂ 𝑀(𝑡+ 𝛼𝑛).

��� ��
��
���� �� ����������

!
 ���� ������
� �� ����� �����������
� �� ��� �������
 ���������� ��� ���������
��������
 ���������� /� �����
 ���� ������� �
 ��� ����� ������
��
���� �
�
���
 ������
 �� ��� ����� ������
��
�����

	
�
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���� 
�� �
� ��
����� � ������ {𝒰𝜂}𝜂∈[0,1] �� ��������� ��������
 ���������
𝒰𝜂 = (𝒰𝜂, 𝑋, 𝑀̂𝜂, 𝐼𝜂) ��� ���� 𝜂 ∈ [0, 1]� *����� ���� ���
����
 	��� ���� ��
��� ���� � ������ �� ��
��
���� ��������
 ��������� {𝒰𝜂}𝜂∈[0,1] �� ��
��
����
�� 𝜂 = 0 �� 𝑈𝜂(𝑡, 𝑠)𝑥 −→ 𝑈0(𝑡, 𝑠)𝑥 �� 𝜂 −→ 0� �
������� ��� (𝑡, 𝑠, 𝑥) �
 �������
������� �� 𝒫 ×𝑋�

���
����
 ���
� $�� {𝐷̂𝜂}𝜂∈[0,1] �� � ���������
 �� 
�
����
����� ���� ��
𝑋 �
� {𝐼𝜂}𝜂∈[0,1] = {{𝐼𝜂𝑡 : 𝐷𝜂(𝑡) −→ 𝑋}𝑡∈R}𝜂∈[0,1] � ���������
 �� �������� ��
��
����
��

�	� /� ��� ���� {𝐷̂𝜂}𝜂∈[0,1] �� ������������ ������ �� 𝜂 = 0� �� ��� �
� �����
���
{𝜂𝑘}𝑘 ��
�����
� �� 0� {𝑡𝑘}𝑘 ��
�����
� �� 𝑡� �
� {𝑥𝑘}𝑘 ���� 𝑥𝑘 ∈ 𝐷𝜂𝑘 (𝑡𝑘)
�
� ��
�����
� �� 𝑥� �� ���� ���� 𝑥 ∈ 𝐷0(𝑡)�

�
� /� ��� ���� {𝐼𝜂}𝜂∈[0,1] �� ������������ ��
��
���� �� 𝜂 = 0� �� ��� �
�
�����
��� {𝜂𝑘}𝑘 ��
�����
� �� 0� {𝑡𝑘}𝑘 ��
�����
� �� 𝑡� �
� {𝑥𝑘}𝑘 ����
𝑥𝑘 ∈ 𝐷𝜂𝑘 (𝑡𝑘) �
� ��
�����
� �� 𝑥� �� ���� ���� 𝐼𝜂𝑘

𝑡𝑘
(𝑥𝑘) ��
������ ��

𝐼0
𝑡 (𝑥)�

*����
 ����� ���
����
� ��
� �
� ���
 ���� � ������� 
���� ��� �� ��� ���
�
�
����� ��� ������
� ���
���
���� 
�� �
� �� ������ ���� �� ���� � ������ �� ��������� ��������


��������� {𝒰𝜂}𝜂∈[0,1] ���� �����

• 𝒰𝜂 �������� ����� �
� �!� ��� ���� 𝜂 ∈ [0, 1]�

• ��� ���������� ������ �� ��
��
���� ��������
 ��������� {𝒰𝜂}𝜂∈[0,1] ��
��
��
���� �� 𝜂 = 0�

• ��� ���������
 �� ��������� ���� {𝑀𝜂}𝜂∈[0,1] �� ������������ ������ �� 𝜂 = 0�

• ��� ���������
 �� ������� ��
����
� {𝐼𝜂}𝜂∈[0,1] �� ������������ ��
��
���� ��
𝜂 = 0�

• 𝒰0 �������� ������

$���� ����� $�� 𝑠 ∈ R� 𝑥0 /∈ 𝑀0(𝑠)� �
� {𝑥𝑘}𝑘 �
� {𝜂𝑘}𝑘 ��� �����
���
��
�����
� �� 𝑥0 �
� 0� ������������� ,��
�

��� �� {𝑠𝑘}𝑘 �� � �����
�� ��
�����
� �� 𝑠� ���
 𝑥𝑘 /∈ 𝑀𝜂𝑘 (𝑠𝑘) ��� 𝑘 ������
���
������

��� �� {𝑠𝑘}𝑘 �� � �����
�� ��
�����
� �� 𝑠� ���


lim inf
𝑘→∞

𝜑𝜂𝑘
(𝑥𝑘, 𝑠𝑘) ≥ 𝜑0(𝑥0, 𝑠),

���� 𝜑𝜂 ��� ������ ���� ��� �� 𝒰𝜂 ��� ����� 𝜂 ∈ [0, 1]�

	





���� ��
��
���� �� ����������

��� �� {𝛼𝑘}𝑘 �
� {𝛽𝑘}𝑘 ��� ��� �����
��� ��
�����
� �� 0 ���� ���� 𝛽𝑘 ≤ 𝛼𝑘
���


𝑈̃𝜂𝑘
(𝑠+ 𝛼𝑘, 𝑠+ 𝛽𝑘)𝑥𝑘 −→ 𝑥0.

(����� /� �� 𝑠 ∈ R� 𝑥0 /∈ 𝑀0(𝑠)� �
� ��� �����
��� {𝑥𝑘}𝑘 �
� {𝜂𝑘}𝑘 �����
��� ��
�����
� �� 𝑥0 �
� 0�

��� !� ������� ���� ��� ���������� ������
��� �� {𝑀̂𝜂}𝜂∈[0,1] �� 𝜂 = 0� �������
�� 𝑥𝑘 ∈ 𝑀𝜂𝑘 (𝑠𝑘) ��� � ��������
��� ���
 �� ����� ���� 𝑥0 ∈ 𝑀0(𝑠)�

��� /� ��
�
𝛼 := lim inf

𝑘→∞
𝜑𝜂𝑘

(𝑥𝑘, 𝑠𝑘),

�
� �� �������� �� ��������
� ��� �����
��� ���� 𝜑𝜂𝑘
(𝑥𝑘, 𝑠𝑘) −→ 𝛼� !�

������� ����

𝑈𝜂𝑘
(𝑠𝑘 + 𝜑𝜂𝑘

(𝑥𝑘, 𝑠𝑘), 𝑠𝑘)𝑥𝑘 ∈ 𝑀𝜂𝑘 (𝑠𝑘 + 𝜑𝜂𝑘
(𝑥𝑘, 𝑠𝑘)).

,�
�
� ������� �� ���� ���� 𝑈0(𝑠+ 𝛼, 𝑠)𝑥 ∈ 𝑀0(𝑠+ 𝛼)� �� 𝜑0(𝑥, 𝑠) ≤ 𝛼�

��� -��
� ���� �� ���� ����

0 ≤ 𝛼𝑘 − 𝛽𝑘 <
𝜑0(𝑥0, 𝑠)

2 < 𝜑𝜂𝑘
(𝑥𝑘, 𝑠+ 𝛽𝑘),

��� 𝑘 ������ �� � ��
�����
���

𝑈̃𝜂𝑘
(𝑠+ 𝛼𝑘, 𝑠+ 𝛽𝑘)𝑥𝑘 = 𝑈̃𝜂𝑘

(𝑠+ 𝛽𝑘 + (𝛼𝑘 − 𝛽𝑘), 𝑠+ 𝛽𝑘)𝑥𝑘
= 𝑈𝜂𝑘

(𝑠+ 𝛽𝑘 + (𝛼𝑘 − 𝛽𝑘), 𝑠+ 𝛽𝑘)𝑥𝑘,

����� ��
������ �� 𝑈0(𝑠, 𝑠)𝑥0 = 𝑥0�

!
 ����� �� ����� ��� �������� �� ��� ���
� �� 
��� ��� �������
� ��
�����
�
����� �� ���� ������ ��
�����
 ���������� �,��⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

$�� 𝑠 ∈ R� 𝑡 > 𝑠� 𝑥 ∈ 𝑀0(𝑡)� ��� ��
�����
� �����
��� {𝑥𝑛}𝑛 �
�
{𝜂𝑛}𝑛 ���� ���� {𝜂𝑛}𝑛 ��
������ �� 0� �
� 𝑈𝜂𝑛(𝑡, 𝑠)𝑥𝑛 −→ 𝑥�
,��
 ����� ����� ��������
��� {𝑥𝑛𝑘

}𝑘 �
� {𝜂𝑛𝑘
}𝑘� �
� �

�����
�� {𝛼𝑘}𝑘 ���� 𝛼𝑘 −→ 0 �
� 𝑡+ 𝛼𝑘 ≥ 𝑠 ���� ����
𝑈𝜂𝑛𝑘

(𝑡+ 𝛼𝑘, 𝑠)𝑥𝑛𝑘
∈ 𝑀𝜂𝑛𝑘 (𝑡+ 𝛼𝑘).

��,�

$���� ���
� $�� {𝒰𝜂}𝜂∈[0,1] �� � ������ �� ��������� ��������
 ���������
��������
� ��
�����
 ��,�� !� 𝑥0 ∈ 𝑋� 𝑠 ∈ R� �
� {𝜂𝑘}𝑘 �
� {𝑥𝑘}𝑘 ��� ���
�����
��� ��
�����
� �� 0 �
� 𝑥0� ������������� ���


lim sup
𝑘→∞

𝜑𝜂𝑘
(𝑥𝑘, 𝑠) ≤ 𝜑0(𝑥0, 𝑠).

	
�
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(����� ������ ���� 𝜑0(𝑥0, 𝑠) < ∞� ������� �� 𝜑0(𝑥0, 𝑠) = ∞� ��� ������ ��
�������� ��
��� 𝑡 = 𝜑0(𝑥0, 𝑠)� ���
 𝑈0(𝑠+ 𝑡, 𝑠)𝑥0 ∈ 𝑀0(𝑡+ 𝑠)� ������������
𝑈𝜂𝑘

(𝑡+ 𝑠, 𝑠)𝑥𝑘 −→ 𝑈0(𝑡+ 𝑠, 𝑠)𝑥0� ��
��� ����

𝛽 := lim sup
𝑘→∞

𝜑𝜂𝑘
(𝑥𝑘, 𝑠),

�
� �� �������� �� ��������
� ��� �����
��� ���� 𝜑𝜂𝑘
(𝑥𝑘, 𝑠) −→ 𝛽� /� ���

��
�����
 ��,�� �
�� �� �� � ��������
��� ����� ����� � �����
�� {𝛼𝑘}𝑘�
��
�����
� �� 0� ���� ���� 𝑠+ 𝑡+ 𝛼𝑘 ≥ 𝑠 �
�

𝑈𝜂𝑘
(𝑠+ 𝑡+ 𝛼𝑘, 𝑠)𝑥𝑘 ∈ 𝑀𝜂𝑘 (𝑠+ 𝑡+ 𝛼𝑘).

�� � ��
�����
���

𝜑𝜂𝑘
(𝑥𝑘, 𝑠) ≤ 𝑡+ 𝛼𝑘 = 𝜑0(𝑥0, 𝑠) + 𝛼𝑘.

,�
�
� ������� �� �����
 𝛽 ≤ 𝜑0(𝑥0, 𝑠)�

���� $����� ���� �
� ���
 �� �����


,������ ����� $�� {𝒰𝜂}𝜂∈[0,1] �� � ������ �� ��������� ��������
 ���������
����� �������� ��
�����
 ��,�� �
� �� 𝑠 ∈ R� 𝑥0 /∈ 𝑀0(𝑠)� �
� {𝑥𝑘}𝑘 �
�
{𝜂𝑘}𝑘 ��� �����
��� ��
�����
� �� 𝑥0 �
� 0� ������������� ,��


lim
𝑘→∞

𝜑𝜂𝑘
(𝑥𝑘, 𝑠) = 𝜑0(𝑥0, 𝑠).

(���������
 ����� $�� {𝒰𝜂}𝜂∈[0,1] �� � ������ �� ��������� ��������
 ���������
����� �������� ��
�����
 ��,�� ,�
� 𝑠 ∈ R� 𝑡 ≥ 𝑠� 𝑥0 /∈ 𝑀0(𝑠)� �
� ���
�����
��� {𝑥𝑘}𝑘 �
� {𝜂𝑘}𝑘 ��
�����
� �� 𝑥0 �
� 0� ,��
 ����� ������ � �����
��
{𝜀𝑘}𝑘 ��
�����
� �� 0 ���� ���� 𝑈̃𝜂𝑘

(𝑡+ 𝜀𝑘, 𝑠)𝑥𝑘 −→ 𝑈̃0(𝑡, 𝑠)𝑥0�

(����� /� ���� �� �����
����� ������� ����� ����
��
� �
 ��� ����� �� 𝜑0(𝑥0, 𝑠)�
$���� ����� ���� ��� ������� ����� �� 𝜑0(𝑥0, 𝑠) = ∞� ���
 �� ���� ����
𝜑𝜂𝑘

(𝑥𝑘, 𝑠) > 𝑡− 𝑠 ��� 𝑘 ������
��� ������ ,��� ������� ����

𝑈̃𝜂𝑘
(𝑡, 𝑠)𝑥𝑘 = 𝑈𝜂𝑘

(𝑡, 𝑠)𝑥𝑘 −→ 𝑈0(𝑡, 𝑠)𝑥0 = 𝑈̃0(𝑡, 𝑠)𝑥0.

,�
�
� 𝜀𝑘 = 0 �� ��� �
������
'
 ��� ����� ��
�� ������ ���� 𝜑0(𝑥0, 𝑠) < ∞� $���� ���
 ������� ����

𝜑𝜂𝑘
(𝑥𝑘, 𝑠) < ∞ ��� 𝑘 ������
��� ������ /� �����
����� ����� ������
� ������

���� 	� 0 ≤ 𝑡− 𝑠 < 𝜑0(𝑥0, 𝑠)�
���� $���� ����� ���� ���� �� ���� 𝑡 − 𝑠 < 𝜑𝜂𝑘

(𝑥𝑘, 𝑠) ��� ����� 𝑘� /� ��
�
𝜀𝑘 = 0� ���������

𝑈̃𝜂𝑘
(𝑡+ 𝜀𝑘, 𝑠)𝑥𝑘 = 𝑈̃𝜂𝑘

(𝑡, 𝑠)𝑥𝑘 = 𝑈𝜂𝑘
(𝑡, 𝑠)𝑥𝑘,

����� ��
������ �� 𝑈0(𝑡, 𝑠)𝑥0 = 𝑈̃0(𝑡, 𝑠)𝑥0�

	
�



���� ��
��
���� �� ����������

���� 
� 𝑡− 𝑠 = 𝜑0(𝑥0, 𝑠)�
/� ��
� 𝑡𝑘 = 𝑠 + 𝜑𝜂𝑘

(𝑥𝑘, 𝑠)� ,������ ���� ������� ���� ��� �����
�� {𝑡𝑘}𝑘
��
������ �� 𝑡� ,��


𝑈̃𝜂𝑘
(𝑡𝑘, 𝑥)𝑥𝑘 = 𝐼𝜂𝑘

𝑡𝑘
(𝑈𝜂𝑘

(𝑡𝑘, 𝑠)𝑥𝑘) −→ 𝐼0
𝑡 (𝑈0(𝑡, 𝑠)𝑥0) = 𝑈̃0(𝑡, 𝑠)𝑥0.

��
����� �� ��
� 𝜀𝑘 = 𝜑𝜂𝑘
(𝑥𝑘, 𝑠) − 𝜑0(𝑥0, 𝑠) = 𝑡𝑘 − 𝑡� �
� �� ��� ���� 𝜀𝑘 −→ 0

�
�
𝑈̃𝜂𝑘

(𝑡+ 𝜀𝑘, 𝑠)𝑥𝑘 = 𝑈̃𝜂𝑘
(𝑡𝑘, 𝑠)𝑥𝑘 −→ 𝑈̃0(𝑡, 𝑠)𝑥0.

���� �� 𝑡− 𝑠 > 𝜑0(𝑥0, 𝑠)�
/� ��
��� 𝑠0 = 𝑠� �
� �� ��
����� 𝑠1, . . . , 𝑠𝑚 ��� 	��� ����� �� 𝒰0 �� (𝑥0, 𝑠)
�
 ��� �
������ [𝑠, 𝑡]� ,��� ������� ���� 𝑡 = 𝑠𝑚 + 𝑟 ��� 𝑟 ≥ 0� /� ���
�

𝛿 = min{𝑠𝑖+1 − 𝑠𝑖 : 𝑖 = 0, . . . ,𝑚− 1},

�
�� ���� ���� ���
����
 �� 𝛿� �� ���� ��
�����

2𝑎 =
{︃

min{𝑟, 𝛿}, 𝑟 > 0,
𝛿, 𝑟 = 0.

/� ��
� 𝑥+
0 = 𝑥0 �
� ���
�� ��� 𝑖 ∈ {0, . . . ,𝑚− 1}�

𝑠𝑖+1 = 𝑠𝑖 + 𝜑0(𝑥+
𝑖 , 𝑠𝑖),

𝑥𝑖+1 = 𝑈0(𝑠𝑖+1, 𝑠𝑖)𝑥+
𝑖 ,

𝑥+
𝑖+1 = 𝐼0

𝑠𝑖+1
(𝑥𝑖+1).

���� 
 ������� ���� ����� ������ � �����
�� {𝛾𝑘}𝑘 ��
�����
� �� 0 ���� ����

𝑈̃𝜂𝑘
(𝑠1 + 𝛾𝑘, 𝑠0)𝑥𝑘 −→ 𝑈̃0(𝑠1, 𝑠)𝑥0.

%�������� �� ��
 ������� ���� |𝛾𝑘| ≤ 𝑎� ��
�����
 �!� �
� $���� �����
���� ���� ����� ����

𝜑0(𝑈̃0(𝑠1, 𝑠0)𝑥, 𝑠1)
2 < 𝜑𝜂𝑘

(𝑈̃𝜂𝑘
(𝑠1 + 𝜀𝑘, 𝑠0)𝑥𝑘, 𝑠1 + 𝜀𝑘) ��� ����� 𝑘 ∈ N.

�� � ��
�����
���

𝑎 ≤ 𝑠2 − 𝑠1

2 = 𝜑0(𝑈̃0(𝑠1, 𝑠0)𝑥, 𝑠1)
2 < 𝜑𝜂𝑘

(𝑈̃𝜂𝑘
(𝑠1 + 𝛾𝑘, 𝑠0)𝑥𝑘, 𝑠1 + 𝛾𝑘).

,��������� �� �����


𝑈̃𝜂𝑘
(𝑠1 + 𝑎, 𝑠0)𝑥𝑘 = 𝑈̃𝜂𝑘

(𝑠1 + 𝑎, 𝑠1 + 𝛾𝑘)𝑈̃𝜂𝑘
(𝑠1 + 𝛾𝑘, 𝑠0)𝑥𝑘

= 𝑈𝜂𝑘
(𝑠1 + 𝑎, 𝑠1 + 𝛾𝑘)𝑈̃𝜂𝑘

(𝑠1 + 𝛾𝑘, 𝑠0)𝑥𝑘,
���	��

	
�



!�������� ��
������ +������

����� ��
������ �� 𝑈0(𝑠1 + 𝑎, 𝑠1)𝑈̃0(𝑠1, 𝑠)𝑥0 = 𝑈̃0(𝑠1 + 𝑎, 𝑠1)𝑥0� /� ���� �����
�� $���� ����� ����

𝜑0(𝑈̃0(𝑠1 + 𝑎, 𝑠)𝑥0, 𝑠1 + 𝑎) = 𝜑0(𝑈0(𝑠1 + 𝑎, 𝑠1)𝑈̃0(𝑠1, 𝑠)𝑥0, 𝑠1 + 𝑎)
= 𝜑0(𝑈̃0(𝑠1, 𝑠)𝑥0, 𝑠1) − 𝑎.

���	��

!� 𝑚 = 1� �� ���� ���� 0 < 𝑟 < 𝜑0(𝑈̃0(𝑠1, 𝑠)𝑥0, 𝑠1)� ����� �������� ����
�������
 ���	��� ����� ���� 0 < 𝑟−𝑎 < 𝜑0(𝑈̃(𝑠1 +𝑎, 𝑠0)𝑥0, 𝑠1 +𝑎)� /� ��
��
��
�� �
 ���� 	� �
� �� ���� ����

𝑈̃𝜂𝑘
(𝑠1 + 𝑟, 𝑠0)𝑥𝑘 = 𝑈̃𝜂𝑘

(𝑠1 + 𝑟, 𝑠1 + 𝑎)𝑈̃𝜂𝑘
(𝑠1 + 𝑎, 𝑠0)𝑥𝑘,

����� �� ��
�����
� ��

𝑈̃0(𝑠1 + 𝑟, 𝑠1 + 𝑎)𝑈̃0(𝑠1 + 𝑎, 𝑠0)𝑥0 = 𝑈̃0(𝑡, 𝑠)𝑥0

!� 𝑚 > 1� �� ���� ����

𝑠2 = 𝑠1 + 𝜑0(𝑈̃0(𝑠1, 𝑠0)𝑥, 𝑠1) = 𝑠1 + 𝑎+ 𝜑0(𝑈̃0(𝑠1 + 𝑎, 𝑠)𝑥0, 𝑠1 + 𝑎).

�������
 ���	��� ��
�����
 �!�� �
� ���� 
 ����� ���� ����� ������ � �����
��
{𝜀𝑘}𝑘 ��
�����
� �� 0 ���� ����

𝑈̃𝜂𝑘
(𝑠2 + 𝜀𝑘, 𝑠0)𝑥𝑘 = 𝑈̃𝜂𝑘

(𝑠2 + 𝜀𝑘, 𝑠1 + 𝑎)𝑈̃𝜂𝑘
(𝑠1 + 𝑎, 𝑠0)𝑥𝑘,

����� ��
������ �� 𝑈̃0(𝑠2, 𝑠0)𝑥�
!� 𝑚 = 2 �
� 𝑟 = 0� ���
 �� ���� �
������ !� 𝑚 = 2 �
� 𝑟 > 0� ���
 ��

������ ��� ����� ���� ��� �� ��� ����

�
� �� ���� �� !� 𝑚 > 2� �� ��� ��� ����
����� �� ������ �� ��� � �����
�� {𝜀𝑘}𝑘 ��
�����
� �� 0 ���� ����

𝑈̃(𝑠𝑚 + 𝜀𝑘, 𝑠)𝑥𝑛 −→ 𝑈̃(𝑠𝑚, 𝑠)𝑥0.

'
� ���� ����� �� 𝑟 = 0� �� ��� �
������ �
� �� 𝑟 > 0� ���
 �� ��� ���� �� ���
���� 	�

��������� ����� /��� ��� ���������� �� (���������
 ����� �� ��
 ��
� ���
�����
�� {𝜀𝑘}𝑘 �� 
�

������� 
�������

(����� (���������
 ���� ������� ���� ����� ������ � �����
�� {𝜀𝑘}𝑘 ��
�����
�
�� 0 ���� ����

𝑦𝑘 := 𝑈̃𝜂𝑘
(𝑡+ 𝜀𝑘, 𝑠)𝑥𝑘 −→ 𝑈̃0(𝑡, 𝑠)𝑥0 =: 𝑦0.

/� ���
� 𝛼𝑘 = 𝜀𝑘 + |𝜀𝑘| �
� 𝛽𝑘 = 𝜀𝑘� �
� �� ��
����� ��� �����
��� {𝛼𝑘}𝑘
�
� {𝛽𝑘}𝑘� /� 

�� ���� 𝑦0 /∈ 𝑀0(𝑠) �� ��
�����
 �!�� $���� ����� ���� ����
������� ����

𝑈̃𝜂𝑘
(𝑡+ 𝛼𝑘, 𝑠)𝑥𝑘 = 𝑈̃𝜂𝑘

(𝑡+ 𝛼𝑘, 𝑡+ 𝛽𝑘)𝑦𝑘,
����� ��
������ �� 𝑦0 = 𝑈̃0(𝑡, 𝑠)𝑥0� ��
����� ��� �����
�� {𝛼𝑘}𝑘 �� ��� �����
��
�� ��� ���
�
� ���� ������� 𝛼𝑘 ≥ 0 ��� ����� 𝑘 ∈ N�

	
�



���� ��
��
���� �� ����������

/� ����� �� ���
�
� ��� ����� ������
��
���� ��� �������
 ���������� ���
��������� ��������
 ���������� &��� ���� �� �� ������
� ���� ���
����
 	��	�

���
����
 ����� $�� {𝒰𝜂}𝜂∈[0,1] �� � ������ �� ��������� ��������
 ���������
���� � �������
 D���������� 𝐴𝜂 ��� ����� 𝜂 ∈ [0, 1]� ,��� ������ �� �����
������
��
���� �� 𝜂 = 0 ��

lim
𝜂→0

𝑑 (𝐴𝜂(𝑡) ∖𝑀𝜂(𝑡), 𝐴0(𝑡)) = 0 ��� ����� 𝑡 ∈ R.

/� ���� ������� ���
�� ��
�����
 ��,�� �
� �� ���� ���� �� �� �����
���� ������� ����� ��� ������ ���� ����� !
 ����� �� ����� ���� ��� ������
�� �������
 D����������� �� ����� ������
��
���� �� 𝜂 = 0� �� ���� 
��� ���
�������
� ��
�����
�

∃ 𝜉 > 0 : 𝜑𝜂(𝑥, 𝑠) ≥ 2𝜉 ��� ����� 𝑥 ∈ 𝐼𝜂𝑠 (𝑀𝜂(𝑠)), 𝑠 ∈ R �
� 𝜂 ∈ [0, 1]. �� �

,�� ���� ������ �� � ����
���� ������

$���� ����� $�� {𝒰𝜂}𝜂∈[0,1] �� � ������ �� ��������� ��������
 ��������� ����
� �������
 D���������� ��� ����� 𝜂 ∈ [0, 1]� �
� ��������
� ��,�� �� �� �
� ����
���� ⋃︁

𝜂∈[0,1]

𝐴𝜂(𝑡) �� ���������� ������� ��� ��� 𝑡 ∈ R

!� 𝑠 ∈ R� {𝜂𝑘}𝑘� �
� {𝑥𝑘}𝑘 ��� ��� �����
��� ���� ���� {𝜂𝑘}𝑘 ��
������ �� 0�
𝑥𝑘 ∈ 𝐴𝜂𝑘

(𝑠) ∖𝑀𝜂𝑘 (𝑠)� �
� {𝑥𝑘}𝑘 ��
������ �� 𝑥0 ∈ 𝑀0(𝑠)� ���
 �� ���� ����
𝜑𝜂𝑘

(𝑥𝑘, 𝑠) −→ 0�

(����� /� 

�� ���� 𝑥𝑘 ∈ 𝐴𝜂𝑘
(𝑠) ∖ 𝑀𝜂𝑘 (𝑠)� �� (���������
 ���� ������� ����

����� ������ 𝜓𝑘 � ������ �������
 �� 𝒰𝜂𝑘
���� 𝜓𝑘(𝑠) = 𝑥𝑘 �
� 𝜓𝑘 ∈ D� /� ���
�

𝑠𝑘 �� ��� ���� 	��� ���� �� 𝜓𝑘 �
 ��� �
������ [𝑠− 1, 𝑠+ 𝜉/2]� �� �� ������� !� ��
���� 
�� ������ �� ��
� 𝑠𝑘 = 𝑠− 1� /� ����� �� ����� �
 ��� ������
� ������

���� 	� -� �� � ��������
��� ����� ������ 0 < 𝜀 < min{𝜉/2, 1/2} ���� ����
|𝑠𝑘 − 𝑠| ≥ 2𝜀�
/� ����� ���� ����� ��
 
�� �� 	��� ����� �
 ��� �
������ [𝑠− 𝜀, 𝑠+ 𝜀]� !
�����

• !� 𝑠𝑘 < 𝑠− 2𝜀� ���
 ����� ��� 
� 	��� ����� �
 [𝑠− 𝜀, 𝑠+ 𝜀]� ������� 𝑠𝑘
��� ��� ���� 	��� ���� �
 [𝑠−1, 𝑠+𝜉/2]� �
� [𝑠−𝜀, 𝑠+𝜀] ⊂ [𝑠−1, 𝑠+𝜉/2]�

• !� 𝑠𝑘 > 𝑠 + 2𝜀 �
� 𝑠 �� � 	��� ���� �
 [𝑠 − 𝜀, 𝑠 + 𝜀]� ���
 �� ���� ����
𝜑𝜂𝑘

(𝑦, 𝑠) = 𝑠𝑘 − 𝑠 ��� ���� 𝑦 ∈ 𝐼𝜂𝑘
𝑠 (𝑀𝜂𝑘 (𝑠))� ��� ���� ������� ����

𝜑𝜂𝑘
(𝑦, 𝑠) = 𝑠𝑘 − 𝑠 ≤ 𝑠+ 𝜉/2 − (𝑠− 𝜉/2) = 𝜉 < 2𝜉,

� ��
���������
 ���� ��
�����
 �� ��

	��



!�������� ��
������ +������

/� ���� ����

𝑥𝑘 = 𝑈̃𝜂𝑘
(𝑠, 𝑠− 1)𝜓𝑘(𝑠− 1)

= 𝑈̃𝜂𝑘
(𝑠, 𝑠− 𝜀/2)𝑈̃𝜂𝑘

(𝑠− 𝜀/2, 𝑠− 1)𝜓𝑘(𝑠− 1)
= 𝑈𝜂𝑘

(𝑠, 𝑠− 𝜀/2)𝑈̃𝜂𝑘
(𝑠− 𝜀/2, 𝑠− 1)𝜓𝑘(𝑠− 1).

/� ���
� 𝑦𝑘 := 𝑈̃𝜂𝑘
(𝑠 − 𝜀/2, 𝑠 − 1)𝜓𝑘(𝑠 − 1)� ,��������� ��� �����
�� {𝑦𝑘}𝑘

��������
𝑦𝑘 ∈

⋃︁
𝜂∈[0,1]

𝐴𝜂(𝑠− 𝜀/2),

����� �� ���������� �������� �� � ��
�����
��� ��� �����
�� {𝑦𝑘}𝑘 ��� �
��
�����
� ��������
��� ,��������� �� ������ ���� 𝑦𝑘 −→ 𝑦0� /� ���� ���
��
�����
 ��,� �� ����� ���� ���� ���� �� 
�� ��������� /� ���� ���� ���
�����
�� {𝑦𝑘}𝑘 ��
������ �� 𝑦0 �
� ���� 𝑈𝜂𝑘

(𝑠, 𝑠−𝜀/2)𝑦𝑘 = 𝑥𝑘� ����� ��
������
�� 𝑥0 ∈ 𝑀0(𝑠)� ,��
 ��
�����
 ��,� ������� ���� ����� ����� � ��������
�� ��
{𝑦𝑘}𝑘� � ��������
�� �� {𝜂𝑘}𝑘 ����� �� ����� ���� �� ��
���� ��� ������ �
� �
�����
�� {𝛼𝑘}𝑘 ��
�����
� �� 0� ���� ���� 𝑠+ 𝛼𝑘 ≥ 𝑠− 𝜀/2 �
�

𝑈𝜂𝑘
(𝑠+ 𝛼𝑘, 𝑠− 𝜀/2)𝑦𝑘 ∈ 𝑀𝜂𝑘 (𝑠+ 𝛼𝑘).

,��� ��
�������� ��� ���� ���� ����� ��� 
� 	��� ����� �
 [𝑠 − 𝜀, 𝑠 + 𝜀] ��� 𝑘
������ �� � ��
�����
��� ���� 	 ��
 
�� �����
�

���� 
� 𝑠𝑘 −→ 𝑠�
,�
� 0 < 𝜀 < min{𝜉/2, 1/2} �
� 𝑘 ������
��� ������ ,��
 𝑠𝑘 �� ��� �
�� 	���
���� �
 ��� �
������ (𝑠 − 𝜀, 𝑠 + 𝜀)� ������� �� ��
�����
 �� �� /� ���� �����
��� ����� �
�� ��� ��������� ������ 𝑠𝑘 ≤ 𝑠 �� 𝑠𝑘 > 𝑠� �� �� ��������
���� /�
���� ����� ���� ��� ������� 𝑠𝑘 ≤ 𝑠 ��
 
�� �����
� �
� ��������� �� ���� ����
������ ���� 𝑠𝑘 > 𝑠�
+������ ���� 𝑠𝑘 ≤ 𝑠 �
� ������ ���� 𝑠 − 𝜀/2 < 𝑠𝑘 ≤ 𝑠� �� �
 ���� 	�

��� �����
�� {𝑦𝑘}𝑘 ���� 𝑦𝑘 := 𝑈̃𝜂𝑘
(𝑠 − 𝜀/2, 𝑠 − 1)𝜓𝑘(𝑠 − 1) ��� � ��
�����
�

��������
��� /� ��
 ������� ���� 𝑦𝑘 −→ 𝑦0 ��� ���� 𝑦0 ∈ 𝑋� ,��


𝑥𝑘 = 𝑈̃𝜂𝑘
(𝑠, 𝑠− 1)𝜓𝑘(𝑠− 1)

= 𝑈̃𝜂𝑘
(𝑠, 𝑠𝑘)𝑈̃𝜂𝑘

(𝑠𝑘, 𝑠− 𝜀/2)𝑈̃𝜂𝑘
(𝑠− 𝜀/2, 𝑠− 1)𝜓𝑘(𝑠− 1)

= 𝑈𝜂𝑘
(𝑠, 𝑠𝑘)𝑈̃𝜂𝑘

(𝑠𝑘, 𝑠− 𝜀/2)𝑦𝑘
= 𝑈𝜂𝑘

(𝑠, 𝑠𝑘)𝐼𝜂𝑘
𝑠𝑘

(𝑈𝜂𝑘
(𝑠𝑘, 𝑠− 𝜀/2)𝑦𝑘).

,�
�
� ������� �� ���� ���� 𝑥0 = 𝐼0
𝑠 (𝑈0(𝑠, 𝑠 − 𝜀/2)𝑦0)� ��� ���� ������� ����

𝑥0 ∈ 𝑀0(𝑠) ∩ 𝐼0
𝑠 (𝑀0(𝑠))� � ��
���������
 ���� ��
�����
 �!��

�� � ��
�����
��� ��� �
�� ����������� �� ���� ��� �����
�� {𝑠𝑘}𝑘 ��
������
�� 𝑠 �
� 𝑠𝑘 > 𝑠 ��� 𝑘 ������
��� ������ /� 

�� ���� 𝑥𝑘 = 𝑈̃𝜂𝑘

(𝑠, 𝑠−1)𝜓𝑘(𝑠−1)

	�	



���� ��
��
���� �� ����������

�
� ���� 𝑠𝑘 ��� ��� �
�� 	��� ���� �
 (𝑠− 𝜀, 𝑠+ 𝜀)� ,��������� �� ��
 ��
�����
���� 𝑈𝜂𝑘

(𝑠𝑘, 𝑠)𝑥𝑘 ∈ 𝑀𝜂𝑘 (𝑠𝑘)� ��

𝜑𝜂𝑘
(𝑥𝑘, 𝑠) = 𝑠𝑘 − 𝑠 −→ 0.

/� 
�� ����� ��� ����� ������
��
���� ��� � ���������
 �� �������
 ����������
�� � ������ �� ��������� ��������
 ����������

,������ ���	� $�� {𝒰𝜂}𝜂∈[0,1] �� � ������ �� ��������� ��������
 ���������
��������
� ��,� �
� �� �� 𝒰𝜂 ��� � �������
 D���������� 𝐴𝜂 ��� ���� 𝜂 ∈ [0, 1]�
�
� 𝐴0 �� ������������ ������� ������������ ������ ���� ��� ���� 𝑡 ∈ R� �����
������ 𝛾𝑡 > 0 ���� ����

𝐷(𝑡) =
⋃︁

𝜂∈[0,𝛾𝑡]

⋃︁
𝑠∈[𝑡−𝛾𝑡,𝑡+𝛾𝑡]

𝐴𝜂(𝑠) ∖𝑀𝜂(𝑠) �� ������� ���	
�

�
� 𝐷̂ = {𝐷(𝑡)}𝑡∈R ∈ D� ,��
 ��� ������ {𝐴𝜂}𝜂∈[0,1] �� ����� ������
��
����
�� 𝜂 = 0� �
 ��� ��
�� �� ���
����
 �����

(����� /� �� 𝑡 ∈ R �
� �����
��� {𝜂𝑘}𝑘 �
� {𝑥𝑘}𝑘� ���� {𝜂𝑘}𝑘 ��
�����
�
�� 0 �
� 𝑥𝑘 ∈ 𝐴𝜂𝑘

(𝑡) ∖ 𝑀𝜂𝑘 (𝑡)� !
 ���� �� ���
����
 ���� �
� �
 �
�������
������ �� (���������
 	�
�� �� �� ����� ���� ��� �����
�� {𝑥𝑘}𝑘 ��� � ��
�����
�
��������
�� ���� ����� �
 𝐴0(𝑡)� ���
 �� ���� �� �
������
�� 𝑥𝑘 ∈ 𝐴𝜂𝑘

(𝑡) ∖𝑀𝜂𝑘 (𝑡)� �� ���� ����

𝑥𝑘 ∈
⋃︁

𝜂∈[0,𝛾𝑡]

𝐴𝜂(𝑡) ∖𝑀𝜂(𝑡)

��� ����� 𝑘� �� ����� ������ � ��
�����
� ��������
��� /� ��
��� ��� ��
�����
�
��������
�� ��� ����� �� �� ������ 𝑥𝑘 −→ 𝑥0� /� ���� ����� ���� 𝑥0 ∈ 𝐴0(𝑡)�
�
� �� ���� �� ��
��
����
� �� 𝑥𝑘 ∈ 𝐴𝜂𝑘

(𝑡) ∖𝑀𝜂𝑘 (𝑡)� (���������
 ���� ������� ���� ����� ������ �
������ �������
 𝜓𝑘 �� 𝒰𝜂𝑘

� ���� 𝜓𝑘(𝑡) = 𝑥𝑘 �
� 𝜓𝑘 ∈ D� ��� 𝑘 ������ �� ����
����

𝜓𝑘(𝑡− 1) ∈
⋃︁

𝜂∈[0,𝛾𝑡−1]

𝐴𝜂(𝑡− 1) ∖𝑀𝜂(𝑡− 1).

,��������� �� ���� � ��
�����
� ��������
�� �� {𝜓(𝑡− 1)}𝑘� !
 ����� ������
�� ���� 𝑁1 ⊂ N� 𝑁1 �
�
���� �
� 𝑥−1 ∈ 𝑋 ���� ����

lim
𝑘→∞
𝑘∈𝑁1

𝜓𝑘(𝑡− 1) = 𝑥−1.

��
����� 
�� ��� �����
�� {𝜓𝑘(𝑡− 2)}𝑘∈𝑁1 � ��� 𝑘 ∈ 𝑁1 ������ �� ����

𝜓𝑘(𝑡− 2) ∈
⋃︁

𝜂∈[0,𝛾𝑡−2]

𝐴𝜂(𝑡− 2) ∖𝑀𝜂(𝑡− 2).

	�




!�������� ��
������ +������

,��
 �� ���� ���� ����� ����� 𝑁2 ⊂ 𝑁1 �
 �
�
��� ������� �
� 𝑥−2 ∈ 𝑋 ����
����

lim
𝑘→∞
𝑘∈𝑁2

𝜓𝑘(𝑡− 2) = 𝑥−2.

/� ��
������ �� �
������
 � ��������
�� �� {𝜓𝑘}𝑘 �
� � �����
�� �� �����
��
{𝑥−𝑚}𝑚 ���� ����

lim
𝑘→∞

𝜓𝑘(𝑡−𝑚) = 𝑥−𝑚 ��� 𝑚 ∈ N.

/� �����
����� ��� ������

���� 	� 𝑥0 /∈ 𝑀0(𝑡)�
/� ���� ��
������ 𝜓0 � ������ �������
 �� 𝒰0 ���� 𝜓(𝑡) = 𝑥0 �
� 𝜓0 ∈ D� ,��

(���������
 ���� ����� ����� ���� 𝑥0 ∈ 𝐴0(𝑡)∖𝑀0(𝑡)� �
� �� ����� �� �
������

+������ 	� 𝑥−𝑚𝑗 /∈ 𝑀0(𝑡−𝑚𝑗) ��� ��� 𝑗 ∈ N ��� � �����
�� {𝑚𝑗}𝑗 �� ��������

������ ����� �� �������� �
������
��
��� 𝑗 ∈ N� ��������� ���� ������� ���� �� ���� � �����
�� {𝜀𝑗𝑘}𝑘 �� 
�

�������

������ ����� ��
������ �� 0 ���� ����

lim
𝑘→∞

𝑈̃𝜂𝑘
(𝑡−𝑚𝑗 + 𝜀𝑗𝑘, 𝑡−𝑚𝑗+1)𝜓𝑘(𝑡−𝑚𝑗+1) = 𝑈̃0(𝑡−𝑚𝑗 , 𝑡−𝑚𝑗+1)𝑥−𝑚𝑗+1 .

/� 

�� ����

𝑈̃𝜂𝑘
(𝑡−𝑚𝑗 + 𝜀𝑗𝑘, 𝑡−𝑚𝑗+1)𝜓𝑘(𝑡−𝑚𝑗+1) = 𝑈̃𝜂𝑘

(𝑡−𝑚𝑗 + 𝜀𝑗𝑘, 𝑡−𝑚𝑗)𝜓𝑘(𝑡−𝑚𝑗),

���������� $���� ����� ���� ���� ������� ����

lim
𝑘→∞

𝑈̃𝜂𝑘
(𝑡−𝑚𝑗 + 𝜀𝑗𝑘, 𝑡−𝑚𝑗+1)𝜓𝑘(𝑡−𝑚𝑗+1) = 𝑥−𝑚𝑗

.

�� � ��
�����
��� �� ��� 𝑈̃0(𝑡 − 𝑚𝑗 , 𝑡 − 𝑚𝑗+1)𝑥−𝑚𝑗+1 = 𝑥−𝑚𝑗 � /� ���
�
𝜓0 : R −→ 𝑋 ��

𝜓0(𝑟) =
{︃
𝑈̃0(𝑟, 𝑡)𝑥0, 𝑟 ≥ 𝑡.

𝑈̃0(𝑟, 𝑡−𝑚𝑗)𝑥−𝑚𝑗
, 𝑟 ∈ [𝑡−𝑚𝑗 , 𝑡−𝑚𝑗−1), 𝑗 ∈ N,

���� 𝑚0 = 0� �� ��
��������
� 𝜓0 �� � ������ �������
 �
� 𝜓0(𝑡) = 𝑥0� /� ����
����� ���� 𝜓0 ∈ D�
,�
� 𝑟 ≥ 𝑡� ,���� ������ � �����
�� {𝜀𝑘}𝑘� �� ��������� ����� ���� ����

𝜀𝑘 ≥ 0� 𝜀𝑘 −→ 0� �
�

𝑈̃𝜂𝑘
(𝑟 + 𝜀𝑘, 𝑡)𝑥𝑘 −→ 𝑈̃0(𝑟, 𝑡)𝑥0 = 𝜓0(𝑟).

	��



���� ��
��
���� �� ����������

/� 

�� ���� 𝑥𝑘 ∈ 𝐴𝜂𝑘
(𝑡) ∖ 𝑀𝜂𝑘 (𝑡) �
� ���� 𝐴𝜂𝑘

∖ 𝑀̂𝜂𝑘 �� 𝒰𝜂𝑘
��
�����
��

,���������
𝑈̃𝜂𝑘

(𝑟 + 𝜀𝑘, 𝑡)𝑥𝑘 ∈ 𝐴𝜂𝑘
(𝑟 + 𝜀𝑘) ∖𝑀𝜂𝑘 (𝑟 + 𝜀𝑘).

�� � ��
�����
��� �� �����
 ����

𝜓0(𝑟) ∈
⋃︁

𝜂∈[0,𝛾𝑟]

⋃︁
𝑠∈[𝑟−𝛾𝑟,𝑟+𝛾𝑟]

𝐴𝜂(𝑠) ∖𝑀𝜂(𝑠) = 𝐷(𝑟).

!� 𝑟 < 𝑡� ���
 ����� ������ 𝑗 ∈ N ���� ���� 𝑟 ∈ [𝑡−𝑚𝑗 , 𝑡−𝑚𝑗−1)� '
�� ����
�
����� ������ � �����
�� {𝜀𝑘}𝑘� �� ��������� ����� ���� ���� 𝜀𝑘 ≥ 0� 𝜀𝑘 −→ 0�
�
�

𝑈̃𝜂𝑘
(𝑟 + 𝜀𝑘, 𝑡−𝑚𝑗)𝜓𝑘(𝑡−𝑚𝑗) −→ 𝑈̃0(𝑟, 𝑡−𝑚𝑗)𝑥−𝑚𝑗

= 𝜓0(𝑟).

�� ������� �� �����
 ���� 𝜓0(𝑟) ∈ 𝐷(𝑟)� ,��
 �� ���� ������ ���� 𝜓0 ⊂ 𝐷̂�
�� 𝐷̂ ∈ D �
� D �� � �
������� �� ��� 𝜓0 ∈ D� �
� �� �
��� ��� ����� �� ����
+�������

+������ 
� 𝑥−𝑚 ∈ 𝑀0(𝑡−𝑚) ��� ��� 𝑚 ∈ N ������
��� ������
/� 

��� �� ��
��������
� ���� 𝜓𝑘(𝑡 − 𝑚) −→ 𝑥−𝑚� /� ���� 

�� ����
𝜓𝑘(𝑡−𝑚) ∈ 𝐴𝜂𝑘

(𝑡−𝑚) ∖𝑀𝜂𝑘 (𝑡−𝑚) �
� (𝑥0)−𝑚 ∈ 𝑀0(𝑡−𝑚)� $���� ����
������� ���� 𝑠𝑘,𝑚 := 𝜑𝜂𝑘

(𝜓𝑘(𝑡 − 𝑚), 𝑡 − 𝑚) −→ 0� �� ��
�
� ��������
���� ��

��������� ��� 𝑚 ������
��� ����� �
� 𝛽 ∈ (0,min{𝜉/2, 1/4})� /� ���
�

𝑤𝑘,𝑚 = 𝑈𝜂𝑘
(𝑡−𝑚+ 𝑠𝑘,𝑚, 𝑡−𝑚)𝜓𝑘(𝑡−𝑚)

�� ���
����
� �� ���� ���� 𝑤𝑘,𝑚 ∈ 𝑀𝜂𝑘 (𝑡−𝑚+ 𝑠𝑘,𝑚)� %��������

lim
𝑘→∞

𝑤𝑘,𝑚 = lim
𝑘→∞

𝑈𝜂𝑘
(𝑡−𝑚+ 𝑠𝑘,𝑚, 𝑡−𝑚)𝜓𝑘(𝑡−𝑚) = 𝑥−𝑚,

����� ����
�� �� 𝑀0(𝑡−𝑚)� ,��������� �� ���� ����

𝐼𝜂𝑘
𝑡𝑘,𝑚

(𝑤𝑘,𝑚) −→ 𝐼0
𝑡−𝑚(𝑥−𝑚) /∈ 𝑀0(𝑡−𝑚),

��
�
� 𝑡𝑘,𝑚 = 𝑡−𝑚+ 𝑠𝑘,𝑚� ��� ����������� $���� ����� ���� ���� ������� ����

𝑠𝑘,𝑚 < 𝛽 < 𝜉 ≤
𝜑0(𝐼0

𝑡−𝑚(𝑥−𝑚), 𝑡−𝑚)
2 ≤ 𝜑𝜂𝑘

(𝐼𝜂𝑘
𝑡𝑘

(𝑤𝑘,𝑚), 𝑡−𝑚+ 𝑠𝑘,𝑚)

��� 𝑘 ������
��� ������ ,��� ������� ����

𝜓𝑘(𝑡−𝑚+ 𝛽) = 𝑈̃𝜂𝑘
(𝑡−𝑚+ 𝛽, 𝑡−𝑚+ 𝑠𝑘,𝑚)𝜓𝑘(𝑡−𝑚+ 𝑠𝑘,𝑚)

= 𝑈̃𝜂𝑘
(𝑡−𝑚+ 𝛽, 𝑡−𝑚+ 𝑠𝑘,𝑚)𝐼𝜂𝑘

𝑡𝑘
(𝑤𝑘,𝑚)

= 𝑈𝜂𝑘
(𝑡−𝑚+ 𝛽, 𝑡−𝑚+ 𝑠𝑘,𝑚)𝐼𝜂𝑘

𝑡𝑘
(𝑤𝑘,𝑚),

	��



!�������� ��
������ +������

����� ��
������ ��

𝑈0(𝑡−𝑚+ 𝛽, 𝑡−𝑚)𝐼0
𝑡−𝑚(𝑥−𝑚) = 𝑈̃0(𝑡−𝑚+ 𝛽, 𝑡−𝑚)𝐼0

𝑡−𝑚(𝑥−𝑚).

,��� �����
� ���� 
�� ����
� �� 𝑀0(𝑡−𝑚+ 𝛽)� ��� ���� 𝑚 ������
��� ������
�� ���� ��� �����
�� {𝜓𝑘(𝑡−𝑚+ 𝛽}𝑘 ����� ��
������ �� �
 �����
� 
�� �

𝑀0(𝑡 − 𝑚 + 𝛽)� ,��
� �� ������ ��� ��
��������
 �� ��� ����� �� ��� ������
�
����� �� 𝜓𝑘(𝑡 − 𝑚) ��
����� 𝜓𝑘(𝑡 − 𝑚 + 𝛽)� �� ���� ���
�� �� ���� ������
+������ 	 �
� ��� � ������ �������
 𝜓0 �� 𝒰0 ���� 𝜓0(𝑡) = 𝑥0 �
� 𝜓0 ∈ D�

���� 
� 𝑥0 ∈ 𝑀0(𝑡)�
/� ���� ���� 𝑥𝑘 ∈ 𝐴𝜂𝑘

(𝑡) ∖ 𝑀𝜂𝑘 (𝑡) �
� 𝑥𝑘 −→ 𝑥0� $���� ���� ������� ����
𝜑𝜂𝑘

(𝑥𝑘, 𝑡) −→ 0� /� ������� ����

0 < 𝜑𝜂𝑘
(𝑥𝑘, 𝑡) <

𝜉

4 .

%�������� �������
 ����� ������� ���� ����� ������ 𝜀 = 𝜀(𝑥0, 𝑡) > 0 ���� ����⋃︁
𝑟∈(0,𝜀)

𝐹0(𝑥0, 𝑟, 𝑡− 𝑟) ∩𝑀0(𝑡− 𝑟) = ∅. ���	��

/� ��
� 𝑚0 ∈ N ���� ���� 1/𝑚0 < min{𝜀, 𝜉/2}� �� �� 𝑚 ≥ 𝑚0� �
� �� ���
�

𝑤𝑘,𝑚 := 𝜓𝑘(𝑡− 1/𝑚) ∈ 𝐴𝜂𝑘
(𝑡− 1/𝑚) ∖𝑀𝜂𝑘 (𝑡− 1/𝑚).

/� 

�� ���� ⋃︁
𝜂∈[0,𝛾𝑡−1/𝑚]

𝐴𝜂(𝑡− 1/𝑚) ∖𝑀𝜂(𝑡− 1/𝑚)

�� ���������� �������� �� �� ��
 ������ ���� 𝑤𝑘,𝑚 −→ 𝑤0
𝑚 �� 𝑘 −→ ∞�

������ ����� ������ 𝑘1 ∈ N ���� ����

𝑠𝑘,𝑚 := 𝜑𝜂𝑘
(𝑤𝑘,𝑚, 𝑡− 1/𝑚) > 1/𝑚

��� 𝑘 ≥ 𝑘1�
!� ��� ����� �� ������ ���
 ����� ������ � ��������
�� ���
���� ��� ����� ����

���� 𝑠𝑘,𝑚 ≤ 1/𝑚� ,��������� �� ������� ���� ��� �����
�� �� ��
�����
� ���
��������
� �� 
���������� ���� ��� 𝑠𝑘,𝑚 −→ 𝛼 ∈ [0, 1/𝑚]� ,��


𝑧𝑘,𝑚 := 𝑈𝜂𝑘
(𝑡−1/𝑚+𝑠𝑘,𝑚, 𝑡−1/𝑚)𝑤𝑘,𝑚 −→ 𝑈0(𝑡−1/𝑚+𝛼, 𝑡−1/𝑚)𝑤0

𝑚 =: 𝑧0
𝑚.

/� ���� ���� 𝑧𝑘,𝑚 ∈ 𝑀𝜂𝑘 (𝑡− 1/𝑚+ 𝑠𝑘,𝑚)� �� � ��
�����
��� �� ��
 �����

���� 𝑧0

𝑚 ∈ 𝑀0(𝑡− 1/𝑚+ 𝛼)� %��������

𝑣𝑘,𝑚 := 𝐼𝜂𝑘

𝑡−1/𝑚+𝑠𝑘,𝑚
(𝑧𝑘,𝑚) −→ 𝐼0

𝑡−1/𝑚+𝛼(𝑧0
𝑚) =: 𝑣0

𝑚.

	�




���� ��
��
���� �� ����������

��
�����
 �� � ������� ���� 𝜑0(𝑣0
𝑚, 𝑡 − 1/𝑚 + 𝛼) ≥ 2𝜉� $���� ���� �������

����� ��� 𝑘 ������
��� ������ �� ����

1
𝑚
< 𝜉 ≤ 𝜑0(𝑣0

𝑚, 𝑡− 1/𝑚+ 𝛼)
2 ≤ 𝜑𝜂𝑘

(𝑣𝑘,𝑚, 𝑡− 1/𝑚+ 𝑠𝑘,𝑚).

,��� ������� ����

𝑈𝜂𝑘
(𝑡+ 𝜑𝜂𝑘

(𝑥𝑘, 𝑡), 𝑡− 1/𝑚+ 𝑠𝑘,𝑚)𝑣𝑘,𝑚
= 𝑈𝜂𝑘

(𝑡+ 𝜑𝜂𝑘
(𝑥𝑘, 𝑡), 𝑡)𝑈𝜂𝑘

(𝑡, 𝑡− 1/𝑚+ 𝑠𝑘,𝑚)𝑣𝑘,𝑚
= 𝑈𝜂𝑘

(𝑡+ 𝜑𝜂𝑘
(𝑥𝑘, 𝑡), 𝑡)𝑈𝜂𝑘

(𝑡, 𝑡− 1
𝑚 + 𝑠𝑘,𝑚)𝑈̃𝜂𝑘

(𝑡− 1
𝑚 + 𝑠𝑘,𝑚, 𝑡− 1

𝑚 )𝑤𝑘,𝑚
= 𝑈𝜂𝑘

(𝑡+ 𝜑𝜂𝑘
(𝑥𝑘, 𝑡), 𝑡)𝑈̃𝜂𝑘

(𝑡, 𝑡− 1/𝑚)𝑤𝑘,𝑚
= 𝑈𝜂𝑘

(𝑡+ 𝜑𝜂𝑘
(𝑥𝑘, 𝑡), 𝑡)𝑈̃𝜂𝑘

(𝑡, 𝑡− 1/𝑚)𝜓𝑘(𝑡− 1/𝑚)
= 𝑈𝜂𝑘

(𝑡+ 𝜑𝜂𝑘
(𝑥𝑘, 𝑡), 𝑡)𝜓𝑘(𝑡)

= 𝑈𝜂𝑘
(𝑡+ 𝜑𝜂𝑘

(𝑥𝑘, 𝑡), 𝑡)𝑥𝑘,

����� ����
�� �� 𝑀𝜂𝑘 (𝑡 + 𝜑𝜂𝑘
(𝑥𝑘, 𝑡))� !
 ��� ����� �������� �� ���� ����

��
�����
 �� �� 1/𝑚− 𝑠𝑘,𝑚 < 1/𝑚 < 2𝜉� �
�

𝑈̃𝜂𝑘
(𝑡− 1/𝑚+ 𝑠𝑘,𝑚, 𝑡− 1/𝑚)𝑤𝑘,𝑚 ∈ 𝐼𝜂𝑘

𝑡−1/𝑚+𝑠𝑘,𝑚
(𝑀𝜂𝑘 (𝑡− 1/𝑚+ 𝑠𝑘,𝑚)).

�� � ��
�����
��� �� ���� ����

𝜑𝜂𝑘
(𝑣𝑘,𝑚, 𝑡− 1/𝑚+ 𝑠𝑘,𝑚) ≤ 𝜑𝜂𝑘

(𝑥𝑘, 𝑡) + 1/𝑚− 𝜑𝜂𝑘
(𝑤𝑘,𝑚, 𝑡− 1/𝑚)

< 𝜑𝜂𝑘
(𝑥𝑘, 𝑡) + 1/𝑚 <

𝜉

2 + 𝜉

2 = 𝜉,

� ��
���������
 ���� ��
�����
 �� �� ,��� ������� ���� ��� ����� �� �������

,��
� ��� 𝑘 ������
��� ����� �������� ���
 𝑘1�� �� ����

𝑈𝜂𝑘
(𝑡, 𝑡− 1/𝑚)𝑤𝑘,𝑚 = 𝑈̃𝜂𝑘

(𝑡, 𝑡− 1/𝑚)𝑤𝑘,𝑚
= 𝑈̃𝜂𝑘

(𝑡, 𝑡− 1/𝑚)𝜓𝑘(𝑡− 1/𝑚)
= 𝜓𝑘(𝑡) = 𝑥𝑘.

���	��

/� ���� ���� 𝑈𝜂𝑘
(𝑡, 𝑡−1/𝑚)𝑤𝑘,𝑚 /∈ 𝑀𝜂𝑘 (𝑡) �� ��� ������ ,�
�
� ������ �
 ���	���

�� ��� ����
𝑈0(𝑡, 𝑡− 1/𝑚)𝑤0

𝑚 = 𝑥0.

/� ���� ���� 𝑤0
𝑚 /∈ 𝑀0(𝑡 − 1/𝑚)� ���
� �������
 ���	��� /� ��� ���� 	 ��

�����
 ���� 𝑤0
𝑚 ∈ 𝐴0(𝑡− 1/𝑚) ∖𝑀0(𝑡− 1/𝑚)� ������� �� ����

𝑤𝑘,𝑚 ∈ 𝐴𝜂𝑘
(𝑡− 1/𝑚) ∖𝑀𝜂𝑘 (𝑡− 1/𝑚) �
� 𝑤𝑘,𝑚 −→ 𝑤0.

	��



!�������� ��
������ +������

��������
� �� ���� ������ �� ��� ��� ����� ��� �
� 𝑚 ≥ 𝑚0� ��
����� ���
�����
�� {𝑤0

𝑚}𝑚� ��� 𝑚 ������
��� ������ �� ���� ���� 𝑤0
𝑚 ∈ 𝐷(𝑡)� ����� ��

�������� ,��������� {𝑤0
𝑚}𝑚 ��� � ��
�����
� ��������
��� �� ��������
� ��


��������� �� ������ ���� 𝑤0
𝑚 −→ 𝑤0 ��� ���� 𝑤0 ∈ 𝑋� ��� �� 

�� ����

𝑈0(𝑡, 𝑡− 1/𝑚)𝑤0
𝑚 = 𝑥0 ��� ��� 𝑚 ������
��� ������ ,�
�
� ������� �� ���� ����

𝑤0 = 𝑥0� ��������� 𝑤0
𝑚 −→ 𝑥0� ��
����� �� ���� ���� 𝐴0 �� ������������ ������

�� ����������� �
� 𝑤0
𝑚 ∈ 𝐴0(𝑡− 1/𝑚)� ,��������� 𝑥0 ∈ 𝐴0(𝑡)�

*����
 ���
� ��
������
� ��� �
������ D𝑏 �� �
��
 ���
��� ��������� �����
��
����� �� �������� 𝐷̂ = {𝐷(𝑡)}𝑡∈R ���� ����⋃︁

𝑡∈R
𝐷(𝑡) �� ���
��� �
 𝑋,

��
�����
 ���	
� �� ,������ ���	 ��
 �� �������� ��⋃︁
𝜂∈[0,1]

⋃︁
𝑡∈R

𝐴(𝑡) ∖𝑀(𝑡) �� �������.

,�� ����� ������
��
����� �������� �
 ������ �� ������� �� �� ���� ��������
�� ���� ���� ����������� ���
 ��� ����� ������
��
�����

���
����
 ����� $�� {𝒰𝜂}𝜂∈[0,1] �� � ������ �� ��������� ��������
 ���������
����� ��� � �������
 D���������� 𝐴𝜂 ��� ���� 𝜂 ∈ [0, 1]� ,�� ������ {𝐴𝜂}𝜂∈[0,1]
�� ���� �� �� ���
������ ������
��
���� �� 𝜂 = 0� �� ��� ��� 𝑡 ∈ R� 𝑥0 ∈ 𝐴0(𝑡)�
�
� �
� �����
�� {𝜂𝑘}𝑘 �� 
�

������� 
������ ��
�����
� �� 0� ����� �����
��� �����
��� {𝜀𝑘}𝑘 �
� {𝑥𝑘}𝑘� ���� {𝜀𝑘}𝑘 
�

������� �
� ��
�����
� �� 0�
�
� 𝑥𝑘 ∈ 𝐴𝜂𝑘

(𝑡+ 𝜀𝑘) ∖𝑀𝜂𝑘 (𝑡+ 𝜀𝑘)� ���� ���� 𝑥𝑘 −→ 𝑥0�

*����
 ����� ,�� ����� ������
��
���� �� 𝜂 = 0 ������ ��

𝑑 (𝐴0(𝑡), 𝐴𝜂(𝑡) ∖𝑀𝜂(𝑡)) = 0 ��� ��� 𝑡 ∈ R

��� ��������� ��������
 ���������� ��������� �� �� ��� ��
������� �
 ��� �����
������
��
����� �������
� �� (���������
 	�
�� ���� 
����
 ����� �� ��������
�
��� ��� �
� 𝑡 ∈ R� 𝑥0 ∈ 𝐴0(𝑡)� �
� {𝜂𝑘}𝑘 � �����
�� ��
�����
� �� 0� �����
������ � �����
�� {𝑥𝑘}𝑘 ���� ���� 𝑥𝑘 ∈ 𝐴𝜂𝑘

(𝑡) ∖𝑀𝜂𝑘 (𝑡) �
� 𝑥𝑘 −→ 𝑥0�
/� ����� �� ���
�
� ��� �
������ ����� �� �
 ���
����
 	��
�

���
����
 ���
� $�� 𝒰 �
 ��������� ��������
 �������� D � �
������ �
 𝑋�
𝛿 > 0� �
� 𝐸̂ ∈ D � 𝒰��
�����
� ������� ,��
 �� ���
��

��� ��� �
������ ��� �� 𝐸̂ �� ���� 𝑡 ∈ R ��

𝑊𝑢(𝐸̂)(𝑡) = {𝜓(𝑡) | 𝜓 : R −→ 𝑋 �� � ������ �������
 �� 𝒰 ����

lim
𝑠→−∞

𝑑(𝜓(𝑠), 𝐸(𝑠)) = 0
}︁

;

	��



���� ��
��
���� �� ����������

��� ��� �
������ ������ �� 𝐸̂ ��

𝑊𝑢(𝐸̂) = {𝑊𝑢(𝐸̂)(𝑡)}𝑡∈R;

��� ��� �𝛿������� �
������ ��� �� 𝐸̂ �� ���� 𝑡 ��

𝑊𝑢
𝛿 (𝐸̂)(𝑡) = {𝜓(𝑡) | 𝜉 : R −→ 𝑋 �� � ������ �������
 �� 𝒰 ����

𝑑(𝜓(𝑠), 𝐸(𝑠)) < 𝛿 ��� ��� 𝑠 ≤ 𝑡 �
�

lim
𝑠→−∞

𝑑(𝜓(𝑠), 𝐸(𝑠)) = 0
}︁

;

��� ��� �𝛿������� �
������ ������ �� 𝐸̂ ��

𝑊𝑢
𝛿 (𝐸̂) = {𝑊𝑢

𝛿 (𝐸̂)(𝑡)}𝑡∈R.

���
����
 ����� $�� D �� � �
������� � ������ 𝐸̂ = {𝐸(𝑡)}𝑡∈R �� ���� �� ��
���
����� �
 D �� ����� ����� 𝜏 ∈ R �
� 𝐷̂ ∈ D� ���� ���� 𝐸(𝑡) ⊂ 𝐷(𝑡) ���
����� 𝑡 ≤ 𝜏 �
������������ ��� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 �������� � ������ �������
 𝜓

�� 𝒰 �� ���� �� �� ���
����� �
 D �� ��� ������ 𝜓 �� ���
����� �
 D�

$���� ����� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 ������� �
� 𝐴 � �������

D����������� !� 𝒰 �������� ��
�����
 �!� �
� 𝐸̂ �� � 𝒰��
�����
� ������ ���
�����
�
 D� ���
 𝐸(𝑡) ⊂ 𝐴(𝑡) ��� ��� 𝑡 ∈ R� %�������� ���
 ��� �
�����
� ��� �� 𝜓�
���� 𝜓 � ���
����� �
 D ������ �������
� ���
 𝜓(𝑡) ∈ 𝐴(𝑡) ∖𝑀(𝑡) ��� ��� 𝑡 ∈ R�

(����� ,�
� 𝑡 ∈ R� ,�� ������ 𝐸̂ �� ���
����� �
 D� ����� ������� ���� �����
����� 𝜏 ∈ R �
� 𝐷̂ ∈ D ���� 𝐸(𝑠) ⊂ 𝐷(𝑠) ��� ����� 𝑠 ≤ 𝜏 � ,�
� 𝑠 ≤ min{𝑡, 𝜏}�
���
� �� ��� �
�����
�� �� 𝐸̂� �� ���

𝐸(𝑡) = 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝐸(𝑠) ⊂ 𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝐷(𝑠).

,�� ������ 𝐴 �� � �������
 D����������� �� �� �����


𝑑 (𝐸(𝑡), 𝐴(𝑡)) ≤ 𝑑 (𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝐷(𝑠), 𝐴(𝑡)) −→ 0

�� 𝑠 −→ −∞� ,��� ������� ���� 𝐸(𝑡) ⊂ 𝐴(𝑡) = 𝐴(𝑡) ������� 𝐴(𝑡) �� ��������
��
�� ������� ,��������� �� ��
����� ���� 𝐸(𝑡) ⊂ 𝐴(𝑡) ��� �
� 𝑡 ∈ R�
!� 𝐸̂ = 𝜓� ��
�����
 �!� �
� (���������
 ���
 ����� ���� 𝜓(𝑡) /∈ 𝑀(𝑡)�

��������� 𝜓(𝑡) ∈ 𝐴(𝑡) ∖𝑀(𝑡)�

��� ��� ���� �� ���� ������
� �� ���� ��
����� ���� D �� � �
������ �����
���������

����
 𝐷̂ ∈ D� ����� ������ 𝜀 > 0 ���� ���� {𝒪𝜀(𝐷(𝑡))}𝑡∈R ∈ D� ���	��

	��



!�������� ��
������ +������

(���������
 ����� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 ������� �
� 𝐴 � �������

D����������� !� 𝒰 �������� ��
�����
 �!� �
� 𝐸̂ �� � 𝒰��
�����
� ������ ����� ��
���
����� �
 D� ���
 𝑊𝑢(𝐸̂)(𝑡) ⊂ 𝐴(𝑡) ∖𝑀(𝑡) ��� ����� 𝑡 ∈ R�

(����� ��� �
� 𝑡 ∈ R �
� ��
� 𝑥 ∈ 𝑊𝑢(𝐸̂(𝑡)� ,��
 ����� ������ 𝜓 � ������
�������
 �� 𝒰 ���� ����

lim
𝑠→−∞

𝑑(𝜓(𝑠), 𝐸(𝑠)) = 0. ���	��

,�� ������ 𝐸̂ �� ���
����� �
 D� ����� ������� ���� ����� ����� 𝜏 ∈ R �
�
𝐷̂ ∈ D ���� 𝐸(𝑠) ⊂ 𝐷(𝑠) ��� ��� 𝑠 ≤ 𝜏 � �������
 ���	�� ������� ���� �����
������ 𝜀 > 0 ���� ���� {𝒪𝜀(𝐷(𝑡))}𝑡∈R ∈ D� �������
 ���	�� ������� ���� �����
������ 𝑠0 ≤ 𝜏 ���� ����

𝑠 ≤ 𝑠0 =⇒ 𝑑(𝜓(𝑠), 𝐸(𝑠)) < 𝜀.

,��������� �� ��� ����

𝑠 ≤ 𝑠0 =⇒ 𝜓(𝑡) ∈ 𝒪𝜀(𝐸(𝑡)) ⊂ 𝒪𝜀(𝐷(𝑡)).

�� {𝒪𝜀(𝐷(𝑡))}𝑡∈R ∈ D� ���� ������� ���� ��� ������ �������
 𝜓 �� ���
����� �

D� $���� ���� ������� ���� 𝜓(𝑡) ∈ 𝐴(𝑡) ∖𝑀(𝑡)�

��������� ����� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 ������� �
� 𝐴 � �������

D����������� +������ ���� 𝒰 �������� ����� �
� ��
�����
 �!�� $�� B �� ���
���������
 �� ��� ������ �������
� ����� ��� ���
����� �
 D� ,��


𝐴(𝑡) ∖𝑀(𝑡) =
⋃︁
𝜓∈B

𝑊𝑢(𝜓)(𝑡) ��� ����� 𝑡 ∈ R. ���
��

(����� ��� 𝑡 ∈ R� (���������
 ���� ������� ����⋃︁
𝜓∈B

𝑊𝑢(𝜓)(𝑡) ⊂ 𝐴(𝑡) ∖𝑀(𝑡).

!� 𝑥 ∈ 𝐴(𝑡) ∖𝑀(𝑡)� ���
 (���������
 ���� ������� ���� �� ���� � ������ �������

𝜓 ���� 𝜓(𝑡) = 𝑥 �
� 𝜓 ∈ D� ,��������� �� ���� ���� 𝜓 �� ���
����� �
 D� ��
𝑥 = 𝜓(𝑡) ∈ 𝑊𝑢(𝜓)(𝑡)�

,��� ������� ���� ��� ��� 𝐴(𝑡) ∖ 𝑀(𝑡) ��
 �� ��������� ���� ��� ������
�������
� ����� ��� ���
����� �
 D �
� ����� �
������ �����

���
����
 ����� $�� 𝜓1, 𝜓2 �� ��� ������ �������
� �� �
 ��������� ��������

������� 𝒰 ����� �������� ������ 𝜓1 �
� 𝜓2 ��� ���
��������������� ��� ���������
�
 ��� ����� ��

lim sup
𝑠→−∞

𝑑(𝜓1(𝑠), 𝜓2(𝑠)) > 0.

	��



���� ��
��
���� �� ����������

!� 𝜓1 �
� 𝜓2 ��� 
�� ���
��������������� ����� ��� ���� ����
���� �� −∞���
���
 ����� �
������ ���� ��� ��� ����� ���� ���

𝑊𝑢(𝜓1)(𝑡) = 𝑊𝑢(𝜓2)(𝑡) ��� ����� 𝑡 ∈ R.

���� ���� ���
����
 �� ��� ��� �������
� �������

��������� ���	� $�� 𝒰 �� �
 ��������� ��������
 ������� �
� 𝐴 � �������

D����������� +������ ���� 𝒰 �������� ����� �
� ��
�����
 �!�� $�� B𝑠 �� ���
���������
 �� ��� ������ �������
� ����� ��� ���
����� �
 D �
� ���
������
��������� ����������� ,��


𝐴(𝑡) ∖𝑀(𝑡) =
⋃︁

𝜓∈B𝑠

𝑊𝑢(𝜓)(𝑡) ��� ����� 𝑡 ∈ R. ���
	�

,������ ���
� $�� {𝒰𝜂}𝜂∈[0,1] �� � ������ �� ��������� ��������
 ���������
���� ���� 𝒰𝜂 ��� � �������
 D���������� 𝐴𝜂 ��� ���� 𝜂 ∈ [0, 1]� +������ ����
{𝒰𝜂}𝜂∈[0,1] �������� ��,�� ������������ ������� ����

��� ����� �� � �����
�� �� ���
����� �
 D ������ �������
� {𝜓𝑗,0}𝑗 �� 𝒰0 ����
����

𝐴0(𝑡) =
⋃︁
𝑗∈N

𝑊𝑢(𝜓𝑗,0)(𝑡);

���� ��� ����� 𝑗 ∈ N� ����� ����� � ������ {𝜓𝑗,𝜂}𝜂 �� ������ �������
� ����� ���
���
����� �
 D �
� 𝑡𝑗 ∈ R ���� ����

lim
𝜂→0

sup{𝑑(𝜓𝑗,𝜂(𝑡), 𝜓𝑗,0(𝑡)) : 𝑡 ≤ 𝑡𝑗} = 0;

����� ��� ���� 𝑗 ∈ N� ����� ��� 𝛿𝑗 > 0 �
� 𝑡𝑗 ∈ R ���� ����

lim
𝜂→0

sup{𝑑 (𝑊𝑢
𝛿𝑗

(𝜓𝑗,0)(𝑡),𝑊𝑢
𝛿𝑗

(𝜓𝑗,𝜂)(𝑡)) : 𝑡 ≤ 𝑡𝑗} = 0.

,��
 {𝐴𝜂}𝜂∈[0,1] �� ���
������ ������
��
���� �� 𝜂 = 0� �
 ��� ��
�� �� ���
��
���
 �����

(����� $�� 𝑡 ∈ R� 𝑥0 ∈ 𝐴0(𝑡)� �
� � �����
�� {𝜂𝑘}𝑘 �� 
�

������� 
������
��
�����
� �� 0� /� ���� �� ����� ���� ����� ����� ��� �����
��� {𝜀𝑘}𝑘 �
�
{𝑥𝑘}𝑘 ���� ���� 𝜀𝑘 ≥ 0� {𝜀𝑘}𝑘 ��
�����
� �� 0� 𝑥𝑘 ∈ 𝐴𝜂𝑘

(𝑡+ 𝜀𝑘) ∖𝑀𝜂𝑘 (𝑡+ 𝜀𝑘)�
�
� 𝑥𝑘 −→ 𝑥0�

��� 𝜀 > 0� /� ���� ���� 𝑥0 ∈ 𝐴0(𝑡)� !��� ��� ������� ���� ������ 𝑗 ∈ N �
�
𝑥𝜀 ∈ 𝑊𝑢(𝜓𝑗,0)(𝑡) ���� 𝑑(𝑥, 𝑥𝜀) < 𝜀/2� �� ��� ���
����
 �� �
������ ���� ��
� 𝜓
� ������ �������
 �� 𝒰0 ���� 𝜓(𝑡) = 𝑥𝜀� �
�

lim
𝑠→−∞

𝑑(𝜓(𝑠), 𝜓𝑗,0(𝑠)) = 0. ���

�

	��



!�������� ��
������ +������

!���� ���� �
� ����� ����� ���� ����� ����� � �����
�� {𝜓𝑗,𝜂𝑘
}𝑘 �� ���
����� �


D ������ �������
�� 𝑡𝑗 ∈ R� �
� 𝛿𝑗 > 0 ���� ����

lim
𝑘→∞

sup{𝑑(𝜓𝑗,𝜂𝑘
(𝑡), 𝜓𝑗,0(𝑡)) : 𝑡 ≤ 𝑡𝑗} = 0,

lim
𝑘→∞

sup{𝑑 (𝑊𝑢
𝛿𝑗

(𝜓𝑗,0)(𝑡),𝑊𝑢
𝛿𝑗

(𝜓𝑗,𝜂𝑘
)(𝑡)) : 𝑡 ≤ 𝑡𝑗} = 0.

/� 

�� ���� 𝜓 �� � ������ �������
 ��������
� ���

�� ����� ������� ���� �����
������ 𝑠 < min{𝑡, 𝑡𝑗} ���� ����

𝑧 := 𝜓(𝑠) ∈ 𝑊𝑢
𝛿𝑗

(𝜉𝑗,0)(𝑠).

!��� ����� ������� ���� ����� ������ � �����
�� {𝑧𝑘}𝑘 ���� ����

𝑧𝑘 ∈ 𝑊𝑢
𝛿𝑗

( ̂︀𝜓𝑗,𝜂𝑘
)(𝑡− 𝜏) ⊂ 𝐴𝜂𝑘

(𝑡− 𝜏) �
� 𝑧𝑘 −→ 𝑧.

������������ 𝑧 := 𝜓(𝑠) ������� ���� 𝑧 /∈ 𝑀(𝑠)� �� ��
�����
 �!� �
� (�����
�����
 ���
� ,��������� ��������� ���� ������� ���� ����� ������ � �����
�� ��

�

������� 
������ {𝜀𝑘}𝑘 ���� ����

𝑥𝑘 := 𝑈̃𝜂𝑘
(𝑡+ 𝜀𝑘, 𝑠)𝑧𝑘 −→ 𝑈̃0(𝑡, 𝑠)𝑧.

��� �� 

�� ���� 𝑈̃0(𝑡, 𝑠)𝑧 = 𝑈̃0(𝑡, 𝑠)𝜓(𝑠) = 𝜓(𝑡) = 𝑥𝜀. /� ���� ���� ����
𝑧𝑘 ∈ 𝑊𝑢

𝛿𝑗
( ̂︀𝜓𝑗,𝜂𝑘

)(𝑠)� �� ����� ������ 𝜓𝑘 � ���
����� �
 D ������ �������
 ����
𝜓𝑘(𝑠) = 𝑧𝑘� ,���������

𝑥𝑘 = 𝜓𝑘(𝑡+ 𝜀𝑘) ∈ 𝐴𝜂𝑘
(𝑡+ 𝜀𝑘) ∖𝑀𝜂𝑘 (𝑡+ 𝜀𝑘).

%�������� �� 

�� ���� 𝑥𝑘 −→ 𝑥𝜀� �� ����� ������ 𝐾 ∈ N ���� ���� �� 𝑘 ≥ 𝐾�
���
 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥𝜀) < 𝜀/2� �� � ��
�����
���

𝑑(𝑥𝑘, 𝑥) ≤ 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥𝜀) + 𝑑(𝑥𝜀, 𝑥) < 𝜀/2 + 𝜀/2 = 𝜀.

*����
 ����� ,�� ����� �� ����� ������
��
���� ��� ��
��
���� ��������
 ����
������ �� ����� ,���� ��� ������� ������ ���� �����������
� �� ����
�����
�������� ����� ��� �
���
��� 3�
� ��� �
� ��5��  ������� 
�
����
����� �������
�����
� �� 
�
����
����� �������� �� ���
 ���� �������� ,�� �������� �� ��
����
 ��� �
������� �� ��
�����
� ��������� �� ,������ ���
�

��
 %���������� ��������� ��������
 ���������

!
 ���� ������
� �� ����
� ��� ������ ��������� �
 +�����
� ��
 �
� ��� �� ���
����������� ��������
� ,��� ������� ���� ���� ��� ��������
 ������� 𝒰 �
� ���

	�	



��
� %���������� ��������� ��������
 ���������

������ �� ��
����
� 𝐼 ��� ���
� �� �� ����������� ��
����
�� ,���� ��
������
������� �
����� ���� �������
��������
 �������
� �� ������
���� �
������
��
��������� ���
 ��� �
����
��� �� �������
� ��
 
�� �� ������� +��� ������� ��

�� ���
� �
 3�� 	�� �	� �
� 
	� 	��� 			5�
/� ����
 �� �������
� ��� ���
����
 �� ��
�������� �������

���
����
 ����� � ��
�������� ������� G = {G (𝑡)}𝑡∈R �
 𝑋 �� � ������ �� ����
G (𝑡) ��
�����
� �� ��
����
� 𝜙 : [𝑡,+∞) −→ 𝑋 ��������
��

��	� �������
��� ��� ���� 𝑡 ∈ R �
� 𝑥 ∈ 𝑋� ����� ������ �� ����� �
� 𝜙 ∈ G (𝑡)
���� ���� 𝜙(𝑡) = 𝑥�

��
� �,��
������
� !� 𝜙 ∈ G (𝑡) �
� 𝑠 ≥ 0� ���
 ��� ��� 𝜙+𝑠 ∈ G (𝑡+ 𝑠)� ����
𝜙+𝑠 = 𝜙|[𝑡+𝑠,+∞)�

���� �-���� ������
��
���� ���� ������� �� �
����� ����� !� {𝜙𝑛}𝑛 ⊂ G (𝑠) �
�
𝜙𝑛(𝑠) −→ 𝑥� ���
 ����� ����� � ��������
�� {𝜙𝑛𝑘

}𝑘 �� {𝜙𝑛}𝑛 �
� 𝜙 ∈ G (𝑠)
���� 𝜙(𝑠) = 𝑥 ���� ���� 𝜙𝑛𝑘

(𝑡) −→ 𝜙(𝑡) �� 𝑘 −→ ∞ ��� ���� 𝑡 ≥ 𝑠�

/� ���� ������ ����

���� ���
��
����� ����� ��� 𝜙 : [𝜏,+∞) −→ 𝑋 �
 G (𝜏) �� ��
��
�����

���
����
 ���
� /� ��� ���� � ��
�������� ������� G = {G (𝑡)}𝑡∈R �� �����
��� ������� �� �� �������� ��� �������
� ��
�����
�

��
� ���
����
����
� !� 𝜙 ∈ G (𝜏)� 𝜓 ∈ G (𝑟)� �
� 𝜙(𝑠) = 𝜓(𝑠) ��� ����
𝑠 ≥ 𝑟 ≥ 𝜏 � ���
 𝜃 ∈ G (𝜏)� ���� 𝜃 ���
�� ��

𝜃(𝑡) :=
{︃
𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [𝜏, 𝑠],
𝜓(𝑡), 𝑡 > 𝑠.

���
����
 ����� $�� G �� � ��
�������� �������� � ����������� �������
{𝑈(𝑡, 𝑠)}𝑡≥𝑠 �� � ������ �� ����������� ��������� 𝑈(𝑡, 𝑠) : P(𝑋) −→ P(𝑋)
���
�� ��

𝑈(𝑡, 𝑠)𝐷 := {𝜙(𝑡) : 𝜙 ∈ G (𝑠), 𝜙(𝑠) ∈ 𝐷}.

,��� ����������� ������� ���������

	� 𝑈(𝑡, 𝑡)𝑥 = 𝑥 ��� ��� 𝑡 ∈ R �
� 𝑥 ∈ 𝑋�


� 𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥 ⊂ 𝑈(𝑡, 𝜏) (𝑈(𝜏, 𝑠)𝑥) ��� ��� 𝑠 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡 �
� 𝑥 ∈ 𝑋�

������������ �� �� ���� �
 ����� ��
�������� �������� ���
 �
 ��� ����
�
�������� �� ���� �
 ��������� ���� ���

𝑈(𝑡, 𝑠) = 𝑈(𝑡, 𝜏)𝑈(𝜏, 𝑠).

	�




!�������� ��
������ +������

/� ������ ��� �������
� ������� ����� �� ������ ��� ��� ��������� ,�� �����
��
 �� ���
 �
 3�� ,������ 
�
5� ��� ��� ����
����� ����� /� �
����� ���
���������
 �� ��
�������� ��������� ��� ��������
����

(���������
 ����� $�� G �� �
 ����� ��
�������� �������� 𝑠 ∈ R� �
� {𝜙𝑛}𝑛�
𝜙 �����
�� �� G (𝑠) ���� ���� 𝜙𝑛(𝑡) ��
������ �� 𝜙(𝑡) ��� ��� 𝑡 > 𝑠� ,��
 𝜙𝑛(𝑡)
��
������ �� 𝜙(𝑡) �
������� ��� 𝑡 �
 ������� ������� �� (𝑠,∞)� !
 �����������
�� ���� ��� �������
� ���������⎧⎪⎨⎪⎩

!� {𝜙𝑛}𝑛 ⊂ G (𝑠) �
� 𝜙𝑛(𝑠) −→ 𝑥� ���
 ����� ����� � ��������
��
{𝜙𝑛𝑘

}𝑘 �
� 𝜙 ∈ G (𝑠) ���� 𝜙(𝑠) = 𝑥 �
� 𝜙𝑛𝑘
(𝑡) −→ 𝜙(𝑡)

�
������� ��� 𝑡 �
 ������� ������� �� (𝑠,∞)�
���
��

(����� ,�
� [𝑎, 𝑏] � 
�
������ ������� �
� ���
��� �
������ �� (𝑠,+∞)� 𝜀 > 0�
�
� 𝑘 ∈ N� /� ���
�

𝑆𝑘,𝜀 := {𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] : 𝑛 ≥ 𝑘 =⇒ 𝑑(𝜙𝑛(𝑡), 𝜙(𝑡)) ≤ 𝜀}.

�� 𝜙 �
� ����� ��
����
 𝜙𝑛 �� ��
��
����� �� ��� ���� 𝑆𝑘,𝜀 �� ������� ������������
�� ���� ���� ⋃︁

𝑘∈N
𝑆𝑘,𝜀 = [𝑎, 𝑏].

����� �������� ������� �,������ 	�	�� ������� ���� ����� ������ 𝑘 ∈ N ����
���� 𝑆𝑘,𝜀 ��
���
� �
 ���
 �
������� /� ���
� ��� �������
� ����

𝑆𝜀 := {𝑡0 ∈ (𝑠,+ ∞) | ∃ 𝛿 > 0, 𝑁 ∈ N ���� ����
𝑛 ≥ 𝑁, |𝑡− 𝑡0| < 𝛿 =⇒ 𝑑(𝜙𝑛(𝑡), 𝜙(𝑡)) ≤ 𝜀}.

/� ���� ����� ���� 𝑆𝜀 �� � 
�
������ ���
� �
� ��
�� ������ �� (𝑠,+∞)�

• &�
����� �
� ��
��� ,�
� (𝑎, 𝑏) � 
�
������ ���
� �
� ���
��� ����
/� ���� ����� ���� (𝑎, 𝑏) ∩ 𝑆𝜀 ̸= ∅� ,�� ��
��������
 �� ��� ����

�
� ��
��� ����� ������� ����

[𝑎, 𝑏] =
⋃︁
𝑘∈N

𝑆𝑘,𝜀.

,������ 	�	� ������ ��������� ������� ���� ����� ����� 𝑐, 𝑑 ∈ [𝑎, 𝑏]� ����
𝑐 < 𝑑� �
� 𝑘 ∈ N ���� ���� (𝑐, 𝑑) ⊂ 𝑆𝑘,𝜀� ,��� ������� ����

𝑐+ 𝑑

2 ∈ 𝑆𝜀 ∩ (𝑎, 𝑏).

,��� ������� ���� ��� ����� ���
 ��� �� ���� ���� ��� �
���������
 ���� 𝑆𝜀
�� 
�
������ ��������� 𝑆𝜀 �� 
�
����� �
� ��
���

	��



��
� %���������� ��������� ��������
 ���������

• '��
� ,�
� 𝑡0 ∈ 𝑆𝜀� ,��
 ����� ����� 𝛿 > 0 �
� 𝑁 ∈ N ���� ����

[𝑛 ≥ 𝑁, |𝑡− 𝑡0| < 𝛿] =⇒ 𝑑(𝜙𝑛(𝑡), 𝜙(𝑡)) ≤ 𝜀.

��� �
� 𝑡* ∈ (𝑡0 − 𝛿/2, 𝑡0 + 𝛿/2)� ��
�
� 𝛿/2 �� ���� ����

[𝑛 ≥ 𝑁, |𝑡− 𝑡*| < 𝛿/2] =⇒ 𝑑(𝜙𝑛(𝑡), 𝜙(𝑡)) ≤ 𝜀.

,��������� �� ���� ���� (𝑡0 − 𝛿/2, 𝑡0 + 𝛿/2) ⊂ 𝑆𝜀�

��
����� ��� ���

𝐾 =
∞⋂︁
𝑛=1

𝑆1/𝑛.

'
�� ����
� ����� �������� ������� �,������ 	�	�� ������� ���� 𝐾 �� ��
�� �

(𝑠,+∞)� ������� ���� 𝑆1/𝑛 �� ���
 �
� ��
��� +������ ���� �� �� 
�� ����
�
����� ��
�����
�� �
 ������� ������� �� (𝑠,+∞)� ,��
 ����� ������ {𝑡𝑛}𝑛 �
��
�����
� �����
�� �� 𝑡� ���� 𝑡 > 𝑠� ���� ���� {𝜙𝑛(𝑡𝑛)}𝑛 ���� 
�� ��
����� ��
𝜙(𝑡)� ,��
 �� ��
 ������� ���� ����� ������ 𝛿 > 0 ���� ����

𝑑(𝜙𝑛(𝑡𝑛), 𝜙(𝑡)) > 𝛿 ��� ����� 𝑛 ∈ N. ���
��

,�
� 𝑠0 ∈ 𝐾� 𝑠0 < 𝑡� �
� ��
����� 𝜓𝑛 = 𝜙𝑛
+𝑡𝑛+𝑠0−𝑡−𝑠� /� ���� ����

𝜓𝑛(𝑠) = 𝜙𝑛(𝑠+ 𝑡𝑛 + 𝑠0 − 𝑡− 𝑠) = 𝜙𝑛(𝑡𝑛 − 𝑡+ 𝑠0) −→ 𝜙(𝑠0).

,��������� ���� ������� ���� ����� ����� � ��������
�� {𝜓𝑛𝑘
}𝑘 �
� 𝜓 ∈ G (𝑠)

���� ����
𝜓𝑛𝑘

(𝜏) −→ 𝜓(𝜏) ��� 𝜏 ≥ 𝑠.

,�
� 𝜏 ≥ 0 ���� ���� 𝑠0 + 𝜏 ∈ 𝐾� ,��
 �� ���� ����

𝜓𝑛(𝑠+ 𝜏) = 𝜙𝑛(𝑠+ 𝜏 + 𝑡𝑛 + 𝑠0 − 𝑡− 𝑠) = 𝜙𝑛(𝑠0 + 𝜏 + 𝑡𝑛 − 𝑡),

����� ��
������ �� 𝜙(𝑠0 + 𝜏)� ��� �� ���� 

�� ���� 𝜓𝑛𝑘
(𝑠+ 𝜏) −→ 𝜓(𝑠+ 𝜏)�

,��������� �� ������ ���� 𝜙(𝑠0 + 𝜏) = 𝜓(𝑠+ 𝜏) �� 𝑠0 + 𝜏 ∈ 𝐾� �� 𝐾 �� ��
��
�
� 𝜙,𝜓 ��� ��
��
����� �� ���� ���� 𝜙(𝑠0 + 𝜏) = 𝜓(𝑠+ 𝜏) ��� ��� 𝜏 ≥ 0� ,��


𝜙𝑛𝑘
(𝑡𝑛𝑘

) = 𝜓𝑛𝑘
(𝑡+ 𝑠− 𝑠0 + 𝑡𝑛𝑘

− 𝑡+ 𝑠0 − 𝑠) = 𝜓𝑛𝑘
(𝑠+ 𝑡− 𝑠0),

����� ��
������ �� 𝜓(𝑠 + 𝑡 − 𝑠0) = 𝜙(𝑠0 + 𝑡 − 𝑠0) = 𝜙(𝑡)� � ��
���������

���� ���
���

,��� ������� �
 ��
����� �� 
�� ����� ��� ������� ������� �� [𝑠,∞)� ��������
��
 �� ���
� �
 3��5 �� �
 3�� +�����
 ��
5�
,�� 
����
 �� �
�����
�� �
� �������
 ���������
 ��� �
������� �� ���

��
��
���� �����

	��



!�������� ��
������ +������

���
����
 ����� �
 ��������� ��
�������� ������� (G , 𝑀̂ , 𝐼) ��
����� �� �
��
�������� ������� G � � ������������ ������ ������ �� ���� 𝑀̂ = {𝑀(𝑡)}𝑡∈R ����
���� ��� ����� 𝑠 ∈ R� 𝑥 ∈ 𝑀(𝑠)� �
� 𝜙 ∈ G (𝑠) ���� 𝜙(𝑠) = 𝑥� �� ����

∃ 𝜀 = 𝜀(𝜙, 𝑠) > 0 ���� ����
⋃︁

𝑟∈(0,𝜀)

{𝜙(𝑠+ 𝑟)} ∩𝑀(𝑠+ 𝑟) = ∅, ���

�

�
� ���������
 �� ������������ ����� ������
��
���� �������
����
� ����� ���
�������������� 𝐼 = {𝐼𝑡 : 𝑀(𝑡) −→ P(𝑋)}𝑡∈R� ���� ���

�� {𝑡𝑛}𝑛� {𝑥𝑛}𝑛� �
� {𝑦𝑛}𝑛 ��� ����� �����
��� ���� ���� 𝑡𝑛 −→ 𝑡�
𝑥𝑛 −→ 𝑥� �
� 𝑦𝑛 ∈ 𝐼𝑡𝑛(𝑥𝑛)� ���
 ����� ������ � ��
�����
�
��������
�� �� {𝑦𝑛}𝑛 ���� ����� �
 𝐼𝑡(𝑥)�

���
��

*����
 ����� �������
 ���
�� ������� ���� (���������
 	���
$�� (G , 𝑀̂ , 𝐼) �� �
 ��������� ��
�������� �������� ��� ���� 𝑠 ∈ R �
�

𝜙 ∈ G (𝑠)� �� ���
� ��� ������ ���� ��� ��

𝜑(𝜙, 𝑠) := inf{𝑡 > 0 : 𝜙(𝑠+ 𝑡) ∈ 𝑀(𝑠+ 𝑡)}, ���
��

�
� �� ��
��� 𝜑(𝜙, 𝑠) = ∞ �� 𝜙(𝑠+ 𝑡) /∈ 𝑀(𝑠+ 𝑡) ��� ��� 𝑡 > 0�

(���������
 ��	��� ,�� ��� 𝜑(𝜙, 𝑠) > 0 ��� ��� 𝑠 ∈ R �
� 𝜙 ∈ G (𝑠)�

(����� ��� 𝑠 ∈ R �
� 𝜙 ∈ G (𝑠)� !� 𝜙(𝑠) ∈ 𝑀(𝑠)� ���
 𝜑(𝜙, 𝑠) ≥ 𝜀� ���� 𝜀 ����

�� ���

�� !� 𝜙(𝑠) /∈ 𝑀(𝑠) �
� 𝜑(𝜙, 𝑠) = 0� ���
 ����� ������ � �����
�� {𝑟𝑛}𝑛
�� �������� 
������ ��
�����
� �� 0� ���� ���� 𝜙(𝑠+ 𝑟𝑛) ∈ 𝑀(𝑠+ 𝑟𝑛)� �� 𝜙 ��
��
��
���� �
� 𝑀̂ �� ������������ ������� ���
 𝜙(𝑠) ∈ 𝑀(𝑠)� � ��
���������
�

*����
 ��	�	� !� 𝜑(𝜙, 𝑠) ̸= ∞� ���
 𝜙(𝑠+ 𝜑(𝜙, 𝑠)) ∈ 𝑀(𝑠+ 𝜑(𝜙, 𝑠))�

���
����
 ��	�
� ����
 𝑠 ∈ R� � ��� 𝜙 : [𝑠, 𝜔) −→ 𝑋� ���� 𝜔 ∈ (𝑠,+∞)�
���� �� ������ �
 ��������� ���	������ �� (G , 𝑀̂ , 𝐼) �� ����� ������ � �������
 ��
[𝑠, 𝜔) �
�� � ������ �� ����
�������

[𝑠, 𝜔) = [𝑡0, 𝑡1) ∪ [𝑡1, 𝑡2) ∪ · · ·

���� 𝑡0 = 𝑠� 𝑡𝑘 < 𝑡𝑘+1� �
� ��� �
��
 ����� �� �
��� �� 
�� �
���� ������������
��� ���� 𝑘� ����� ������ 𝜙𝑘 ∈ G (𝑡𝑘) ��������
��

��� 𝜑(𝜙𝑘, 𝑡𝑘) = ∞ �� 𝜑(𝜙𝑘, 𝑡𝑘) = 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘�

���� 𝜙(𝑡) = 𝜙𝑘(𝑡) ��� 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1)�

����� �� 𝜑(𝜙𝑘, 𝑡𝑘) ̸= ∞� ���
 𝜙(𝑡𝑘+1) ∈ 𝐼𝑡𝑘+1(𝜙𝑘(𝑡𝑘+1))�

	�




��
� %���������� ��������� ��������
 ���������

,�� ����� 𝑡𝑘 ���� �� ������ 	��� ����� �� 𝜙� ��� ������ �� ��������� ���	��������
������
� �� 𝑠 ���� �� ��
���� �� G̃ (𝑠) �
� �� ���� ���� ��
��� G̃ = {G̃ (𝑠)}𝑠∈R�

(���������
 ��	��� ��� ���� 𝑠 ∈ R �
� 𝑥 ∈ 𝑋� ����� ������ 𝜙 ∈ G̃ (𝑠)� ���
��
�
 [𝑠, 𝜔)� ���� 𝜙(𝑠) = 𝑥�

(����� �� ���
����
 �� ��������� ���	������ �
� ��	�� ����� ������ 𝜙0 ∈ G (𝑠)
���� 𝜙0(𝑠) = 𝑥� !� 𝜑(𝜙0, 𝑠) = ∞� ���
 𝜙(𝑡) = 𝜙0(𝑡) ��� ��� 𝑡 ≥ 𝑠� '
 ��� �����
��
�� �� 𝜑(𝜙0, 𝑠) ̸= ∞� ���
 𝜑(𝜙0, 𝑠) > 0� ��
��� 𝑡1 := 𝑠+ 𝜑(𝜙0, 𝑠)� /� ����
���� 𝜙0(𝑡1) ∈ 𝑀(𝑡1)� ,�
� 𝑥1 ∈ 𝐼𝑡1(𝜙0(𝑡1)) �
� 𝜙1 ∈ G (𝑡1) ���� 𝜙1(𝑡1) = 𝑥1�
!� 𝜑(𝜙1, 𝑡1) = ∞� ���
 �� ���
�

𝜙(𝑡) =
{︃
𝜙0(𝑡), 𝑠 ≤ 𝑡 < 𝑡1,

𝜙1(𝑡), 𝑡1 ≤ 𝑡.

!� 𝜑(𝜙1, 𝑡1) �� �
���� �� ��
��� 𝑡2 = 𝑡1+𝜑(𝜙1, 𝑡1)� �
� ���
 𝜙1(𝑡2) ∈ 𝑀(𝑡2)� ,�
�
𝑥2 ∈ 𝐼𝑡2(𝜙1(𝑡2)) �
� 𝜙2 ∈ G (𝑡2) ���� 𝜙2(𝑡2) = 𝑥2� /� ��
��
�� �
����������

(���������
 ��	��� $�� (G , 𝑀̂ , 𝐼) �� �
 ��������� ��
�������� ������� ����
����

𝐼𝜏 (𝑀(𝜏)) ∩𝑀(𝜏) = ∅ ��� ��� 𝜏 ∈ R. �!�%����
,��
 ��� ���� 𝑠 ∈ R� 𝜙 ∈ G̃ (𝑠)� �
� 𝑡 ∈ (𝑠, 𝜔)� �� ���� 𝜙(𝑡) /∈ 𝑀(𝑡)�

���� 
�� �
 �� ���� �������

����� ��������� ���	������ �� ���
�� �
 [𝑠,+∞). ���
��

���� ��� ���
����
 �� ��������� ���	��������� �� ��
 ���
� � 
�� ������ ��
����������� ���� {𝑈̃(𝑡, 𝑠)}𝑡≥𝑠� ����
 �� 𝑈̃(𝑡, 𝑠) : P(𝑋) −→ P(𝑋) �
� ���
��
��

𝑈̃(𝑡, 𝑠)𝐷 := {𝜙(𝑡) : 𝜙 ∈ G̃ (𝑠), 𝜙(𝑠) ∈ 𝐷}.

$���� ��	�
� $�� (G , 𝑀̂ , 𝐼) �� �
 ��������� ��
�������� �������� ,��


	� G̃ �������� ��
� �
� ��
��


� 𝑈̃(𝑡, 𝑠) = 𝑈̃(𝑡, 𝜏)𝑈̃(𝜏, 𝑠) ��� �
� 𝑠 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡�

,�� ���
����
� �� �
�����
�� �
� �������
 ���������
 ��� 𝑈̃ ��� �
�������� 	���
������� 𝑈 �� 𝑈̃ � �� ���� �� �������
 D�������������� �
� �������
 D�����������
/� �����
� � ��� ���
����
� ���� ��� ���� ������� �� ��� ��
���������� �����

���
����
 ��	��� $�� 𝐷̂ �� � ������ �� ����� ,�� ��������� �������
 𝜔������
��� �� 𝐷̂ �� ���� 𝑡 ∈ R� ��
���� �� 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡)� �� ���
�� �� ��� ��� �� �����
��
𝑥 ∈ 𝑋 ���� ���� ����� ����� ����� �����
��� {𝑠𝑛}𝑛� {𝜀𝑛}𝑛� �
� {𝜙𝑛}𝑛� ����
𝑠𝑛 −→ −∞� 𝜀𝑛 −→ 0� 𝜙𝑛 ∈ G̃ (𝑠𝑛)� �
� 𝜙𝑛(𝑠𝑛) ∈ 𝐷(𝑠𝑛) ��� ���� 𝑛 ∈ N� ����
���� 𝜙𝑛(𝑡 + 𝜀𝑛) −→ 𝑥� ,�� ��������� �������
 𝜔������ �� 𝐷̂ �� ��� ������
𝜔̃(𝐷̂) = {𝜔̃(𝐷̂, 𝑡)}𝑡∈R�

	��



!�������� ��
������ +������

���
����
 ��	��� /� ��� ���� G̃ �� �������
 D��������������� ������� �� ���
���� 𝐷 ∈ D� 𝑡 ∈ R� �
� �����
��� {𝑠𝑛}𝑛� {𝜀𝑛}𝑛� �
� {𝜙𝑛}𝑛� ���� 𝑠𝑛 −→ −∞�
𝜀𝑛 −→ 0� 𝜙𝑛 ∈ G̃ (𝑠𝑛)� �
� 𝜙𝑛(𝑠𝑛) ∈ 𝐷(𝑠𝑛)� ���
 ��� �����
�� {𝜙𝑛(𝑡+ 𝜀𝑛)}𝑛
��� � ��
�����
� ��������
���

���
����
 ��	��� /� ��� ���� G̃ �� �������
 D������������ �� ����� ������
𝐵̂0 ∈ D ������������ ������ ���� ���� ��� ��� 𝐷̂ ∈ D� 𝑡 ∈ R� �
� �����
��� {𝑠𝑛}𝑛
�
� {𝜀𝑛}𝑛� ���� 𝑠𝑛 −→ −∞ �
� 𝜀𝑛 −→ 0� ����� ������ 𝑛0 = 𝑛0(𝐷̂, 𝑡) ∈ N ����
����� �� 𝑛 ≥ 𝑛0� 𝜙 ∈ G̃ (𝑠𝑛)� �
� 𝜙(𝑠𝑛) ∈ 𝐷(𝑠𝑛)� ���
 𝜙(𝑡 + 𝜀𝑛) ∈ 𝐵0(𝑡 + 𝜀𝑛)�
,�� ������ 𝐵̂0 �� ������ �������
 � D��������
� �������

/� �����
� ���� ����������� �
�� ����
� �
������� ���� ��� ���
����
� ����
��� �
 +�����
 ���� /� �� 
�� �
����� ����� ������� �� ���� ��� ���� ��������

(���������
 ��	��� $�� G̃ �� � �������
 D��������������� ������� ���������
��
�������� �������� 𝐷̂ ∈ D� �
� 𝑡 ∈ R� ,��
 ��� ��������� �������
 𝜔������ ��
𝐷̂� 𝜔̃(𝐷̂)� �� 
�
������ ������������ �������� �
� �������
 �������� 𝐷̂�

(���������
 ��		�� $�� G̃ �� � �������
 D������������ ��������� ��
��������
������� ���� 𝐵̂0 � �������
 D��������
� ������� ,��
� ��� �
� 𝐷̂ ∈ D� �� ����
���� 𝜔̃(𝐷̂) ⊂ 𝐵̂0�

$����� �� ���� ����� ��� ������
�� �� � �������
 D����������� /� ���� 
���
��� �������
� ��
�����
� ����� �� � ��
����������
 �� ��
�����
 � ��{︃

,���� ������ 𝜉 > 0 ���� ���� 𝜑(𝜙, 𝑠) ≥ 2𝜉 ��� ��� 𝑠 ∈ R
�
� 𝜙 ∈ G̃ (𝑠) ���� 𝜙(𝑠) ∈ 𝐼𝑠(𝑀(𝑠))�

� �%����

*����
 ��			� ��
�����
 � �%���� ������� ���
��� ���� ��� ��� ��������� ���	���
������ ��� ���
�� �
��� +∞� !� ���� ������� ���� �� 𝜙 ∈ G̃ (𝑠) �
� 𝑡1 < 𝑡2 ��� ���
������
� 	��� ����� �� 𝜙� ���
 𝑡2 − 𝑡1 ≥ 2𝜉�
/� ����� � ������ �����
����
� ��� ������
�� �� �������
 D���������������

,������ ��		
� $�� G̃ �� � �������
 D��������������� ������� ���������
��
�������� ������� �
� �������
 D������������� ,��
 ����� ������ � �������
 D�
�������������� ����
 �� ��� ��������� �������
 𝜔������ �� ��� �������
 D��������
�
�������

(����� ,�
� 𝐴 = 𝜔̃(𝐵̂0)� ���� 𝐵̂0 � �������
 D��������
� ������� ,�� ������
𝐴 �������
 D��������� 𝐵̂0 �
� 𝐴 ⊂ 𝐵̂0� �� (���������
 ��		�� ,��
 𝐴 ∈ D
������� 𝐵̂0 ∈ D �
� D �� � �
������� ������������ ��� ������ 𝐴 �� ������������
�������� �� (���������
 ��	��� �� 𝐴(𝑡) �� ������� ��� ��� 𝑡 ∈ R� !� �����
� ��
����� ���� 𝐴 �������
 �������� ����� 𝐷̂ ∈ D�

��� 𝑡 ∈ R� 𝐷̂ ∈ D �
� 𝜀 > 0� /� ��
� �� ����� ���� ����� ������ 𝑟 ≤ 𝑡 ����
���� �� [︀

𝑠 ≤ 𝑟, 𝜙 ∈ G̃ (𝑠) ���� 𝜙(𝑠) ∈ 𝐷(𝑠)
]︀

=⇒ 𝑑(𝜙(𝑡), 𝐴(𝑡)) < 𝜀.

	��



��
� %���������� ��������� ��������
 ���������

/� 

�� ���� 𝐴 �������
 �������� 𝐵̂0� �� ����� ������ 𝑠0 ≤ 𝑡 ���� ����[︀
𝑠 ≤ 𝑠0, 𝜙 ∈ G̃ (𝑠) ���� 𝜙(𝑠) ∈ 𝐵0(𝑠)

]︀
=⇒ 𝑑(𝜙(𝑡), 𝐴(𝑡)) < 𝜀.

�� �������
 D��������������� ����� ������ 𝑠1 ≤ 𝑠0 ���� ���� �� 𝑠 ≤ 𝑠1 �
�
𝜙 ∈ G̃ (𝑠) ���� 𝜙(𝑠) ∈ 𝐷(𝑠)� ���
 𝜙(𝑠) ∈ 𝐵0(𝑠)� ��
����� ��
� 𝑟 := 𝑠1� !�
𝑠 ≤ 𝑟 �
� 𝜙 ∈ G̃ (𝑠) ���� 𝜙(𝑠) ∈ 𝐷(𝑠)� ���
 �� 

�� ���� 𝜙(𝑠0) ∈ 𝐵0(𝑠0)�
�� 𝜙|[𝑠0,∞) ∈ G̃ (𝑠0) �
� 𝜙(𝑠0) ∈ 𝐵0(𝑠0)� ,��� ������� ���� 𝑑(𝜙(𝑡), 𝐴(𝑡)) < 𝜀�
������� 𝐴 �������
 �������� 𝐵̂0�

&���� �� �
� ��
�����
� �� ����� ��� �
�����
�� �� ��� �������
 D������
��������� �� ���� 	��� �����
��� ������ �� 
��� � ��
�����
 ������� �������
�� ���� �
 ���
����
 ���� �
� �� ��
�����
 ���
�� �
 (���������
 ����� ��� �
������ ����
����

���′� !� 𝜏𝑛 −→ 𝜏 � 𝜙𝑛 ∈ G (𝜏𝑛)� �
� 𝜙𝑛(𝜏𝑛) −→ 𝑥� ���
 ����� �� � ��������
��
{𝜙𝑛𝑘

}𝑘 �� {𝜙𝑛}𝑛 �
� 𝜙 ∈ G (𝜏)� ���� 𝜙(𝜏) = 𝑥 �
�

lim
𝑘−→∞

sup
𝑡∈𝐽

𝑑(𝜙𝑛𝑘
(𝑡), 𝜙(𝑡)) = 0 ��� 𝐽 ��������

 ������� �� �� ��� ���
 �
 +�����
 ���� ���� ��
�����
 ���
� �� 
�� ���
� �� ��
�
����� /� ���� ������� �
 ���������
 �� ��
�����
� �,� �� �&,��⎧⎪⎨⎪⎩

��� 𝑠 ∈ R� 𝑥 ∈ 𝑋 ∖𝑀(𝑠)� {𝜙𝑛}𝑛 � �����
�� �
 G (𝑠)�
�
� 𝜙 ∈ G (𝑠) ���� ���� 𝜙(𝑠) = 𝑥 �
� 𝜙𝑛(𝑡) −→ 𝜙(𝑡)
��� ���� 𝑡 ≥ 𝑠� ,��
 lim inf

𝑛→∞
𝜑(𝜙𝑛, 𝑠) ≤ 𝜑(𝜙, 𝑠)�

�&,�%����

/� ���� ����� ��� 
������� �
�����
�� ��� 𝜔̃(𝐷̂) ∖ 𝑀̂ � /� ���� ����� ���
�������� ����� �� ��������� ��� ������ ����� �� ��� ���′� �
� �&,�%�����

,������ ��		�� $�� G̃ �� � �������
 D��������������� ������� ���������
��
�������� ������� ��������
� ��
�����
� � �%����� �!�%����� �
� �&,�%�����
!� 𝑡 > 𝑠 �
� 𝑡− 𝑠 ∈ (0, 𝜉]� ���


𝜔̃(𝐷̂, 𝑡) ∖𝑀(𝑡) ⊂ 𝑈̃(𝑡, 𝑠)
(︀
𝜔̃(𝐷̂, 𝑠) ∖𝑀(𝑠)

)︀
��� �
� 𝐷̂ ∈ D�

(����� ,�
� 𝑥 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡) ∖𝑀(𝑡)� /� ��
� �� ����� ���� ����� ������ 𝜙 ∈ G̃ (𝑠)
���� 𝜙(𝑠) ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑠)� 𝜙(𝑠) /∈ 𝑀(𝑠)� �
� 𝜙(𝑡) = 𝑥�
�� 𝑥 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑡)� ����� ����� ����� �����
��� {𝑠𝑛}𝑛� {𝜀𝑛}𝑛� �
� {𝜙𝑛}𝑛� ����

𝑠𝑛 −→ −∞� 𝜀𝑛 −→ 0� 𝜙𝑛 ∈ G̃ (𝑠𝑛)� �
� 𝜙𝑛(𝑠𝑛) ∈ 𝐷(𝑠𝑛)� ���� ���� �� ���� ����
𝜙𝑛(𝑡+ 𝜀𝑛) −→ 𝑥� ���� ��������� ���	������ 𝜙𝑛� ����� �� ���
�� �
 [𝑠𝑛,+∞)�
��� 𝑁𝑛 ≥ 0 	��� ������ /� ��
����� 𝜏𝑛 ��� ���� 	��� ���� �
 ��� �
������
[𝑠𝑛, 𝑡+ 𝜉/4]� !� ����� ��� 
� 	��� ����� �
 ���� �
������� �� ��
� 𝜏𝑛 = 𝑠𝑛� /�
���� ����� ��� ����� �
�� ����� ������
� ������

	��



!�������� ��
������ +������

���� 	� -� �� � ��������
�� ���
���� ��� ������ ����� ������ 𝜀 ∈ (0, 𝜉/2)
���� ���� 𝜏𝑛 < 𝑠− 𝜀�
/� ���� ���� ����� ����� 𝜓𝑛 ∈ G (𝑠 − 𝜀/2) ���� ���� 𝜙𝑛(𝑟) = 𝜓𝑛(𝑟) ��� �����
𝑟 ∈ [𝑠− 𝜀/2, 𝑡+ 𝜉/4]� ������� 𝜏𝑛 < 𝑠− 𝜀 �
� 𝜏𝑛 ��� ��� ���� 	��� ���� �� 𝜙𝑛
�
 [𝑠𝑛, 𝑡+ 𝜉/4]� ,�� �����
�� {𝜙𝑛(𝑠− 𝜀/2)}𝑛 ��� � ��
�����
� ��������
�� ��
�������
 D������������� �������
���� �� �� ��
 ������ 𝜙𝑛(𝑠 − 𝜀/2) −→ 𝑦�
�� ��������
���� 𝜓𝑛(𝑠 − 𝜀/2) −→ 𝑦� �� ��� ���
����
 �� ��
�������� ��������
�
 ���������� ����� ����� ����� � ��������
��� ����� ��
���� ��� ����� �
�
𝜓 ∈ G (𝑠−𝜀/2) ���� ���� 𝜓(𝑠−𝜀/2) = 𝑦 �
� 𝜓𝑛(𝑟) −→ 𝜓(𝑟) ��� ���� 𝑟 ≥ 𝑠−𝜀/2�
/� ����� ���� 𝜓(𝑟) /∈ 𝑀(𝑟) ��� 𝑟 ∈ [𝑠− 𝜀/2, 𝑡]� +������ ���� 𝜓(𝑟) ∈ 𝑀(𝑟) ���
���� 𝑟 ∈ [𝑠− 𝜀/2, 𝑡]� ,��� ������� ���� 𝜑(𝜓, 𝑠− 𝜀/2) ≤ 𝑡− (𝑠− 𝜀/2)� ��� 𝜙𝑛
��� 
� 	��� ����� �
 [𝑠− 𝜀/2, 𝑡+ 𝜉/4]� �� (𝑡+ 𝜉/4) − (𝑠− 𝜀/2) ≤ 𝜑(𝜓𝑛, 𝑠− 𝜀/2)�
,��
 ��
�����
 �&,�%���� ����� ����� � ��
���������
� ��

(𝑡+ 𝜉/4) − (𝑠− 𝜀/2) ≤ 𝜑(𝜓, 𝑠− 𝜀/2) ≤ 𝑡− (𝑠− 𝜀/2).

,��������� �� ���� ���� 𝜙𝑛(𝑡 + 𝜀𝑛) = 𝜓𝑛(𝑡 + 𝜀𝑛) ��� 𝑛 ������
��� ������ ��
𝑥 = 𝜓(𝑡)� ��
����� 𝜃 ∈ G̃ (𝑡) ���� ���� 𝜃(𝑡) = 𝑥� �
� ���
� 𝜓 ∈ G̃ (𝑠) ��

𝜙(𝑟) =
{︃
𝜓(𝑟), 𝑠 ≤ 𝑟 ≤ 𝑡,

𝜃(𝑟), 𝑡 ≤ 𝑟.

/� ���� ���� 𝜙(𝑠) = 𝜓(𝑠) /∈ 𝑀(𝑠) �
� 𝜙(𝑠) ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑠)� ������� 𝜙𝑛(𝑠) = 𝜓𝑛(𝑠)
�
� 𝜓𝑛(𝑠) −→ 𝜓(𝑠)� ,��� ������� ���� 𝜙 ∈ G̃ (𝑠)� 𝜙(𝑠) ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑠) ∖ 𝑀(𝑠)� �
�
𝜙(𝑡) = 𝑥�

���� 
� -� �� � ��������
�� ���
���� ��� ������ ����� ������ 𝜀 ∈ (0, 𝜉/2)
���� ���� 𝑠+ 𝜀 < 𝜏𝑛�
/� ���� ���� 𝜏𝑛 ∈ (𝑠 + 𝜀, 𝑡 + 𝜉/4]� �� �� ��� ������ ���� ��� �����
��
{𝜏𝑛}𝑛 ��
������ �� 𝜏 ∈ [𝑠 + 𝜀, 𝑡 + 𝜉/4]� ,�� �����
�� {𝜙𝑛(𝑡 − 3𝜉/2)}𝑛 ��� �
��
�����
� ��������
�� �� �������
 D������������� �������
���� �� �� ���
������ 𝜙𝑛(𝑡− 3𝜉/2) −→ 𝑣� &��� ���� 𝑡− 3𝜉/2 < 𝑠� /� ���� ���� 𝜏𝑛 �� ��� �
��
	��� ���� �
 [𝑡− 3𝜉/2, 𝑡+ 𝜉/4]� ������� |(𝑡+ 𝜉/4) − (𝑡− 3𝜉/2)| = 7𝜉/4 < 2𝜉
�
� ��
�����
 � �%���� ������� ���� *����
 ��			�� ,��� ������� ���� �����
����� 𝜓𝑛 ∈ G (𝑡− 3𝜉/2) �
� 𝜃𝑛 ∈ G (𝜏𝑛) ���� ����

𝜙𝑛(𝑟) =
{︃
𝜓𝑛(𝑟), 𝑡− 3𝜉/2 ≤ 𝑟 < 𝜏𝑛,

𝜃𝑛(𝑟), 𝜏𝑛 ≤ 𝑟 ≤ 𝑡+ 𝜉/4.

�� ���
����
 �� ��
�������� �������� ����� ����� � ��������
�� ������ ��
���� ���
����� �
� 𝜓 ∈ G (𝑡− 3𝜉/2) ���� ���� 𝜓(𝑡− 3𝜉/2) = 𝑣 �
� 𝜓𝑛(𝑟) −→ 𝜓(𝑟) ���
𝑟 ≥ 𝑡− 3𝜉/2� ,��� ������� ���� 𝜓𝑛(𝜏𝑛) −→ 𝜓(𝜏) �� (���������
 ����� ,�� ����

	��



��
� %���������� ��������� ��������
 ���������

���� 𝑀̂ �� ������������ ������ ������� ���� 𝜓(𝜏) ∈ 𝑀(𝜏)� ������� 𝜓𝑛(𝜏𝑛) ∈ 𝑀(𝜏𝑛)�
/� ���� ���� ���� 𝜃𝑛(𝜏𝑛) = 𝜙𝑛(𝜏𝑛) ∈ 𝐼𝜏𝑛

(𝜓𝑛(𝜏𝑛))� �� ��� ���������� �����
������
��
���� ���� ������� ������ �� 𝐼� ����� ����� � ��������
�� �� {𝜙𝑛(𝜏𝑛)}𝑛
���
���� ��� ����� �
� 𝑦 ∈ 𝐼𝜏 (𝜓(𝜏))� ���� ���� 𝜃𝑛(𝜏𝑛) = 𝜙𝑛(𝜏𝑛) ��
������ �� 𝑦�
!
 ����������� ���� ������� ���� 𝑦 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝜏)� ������� 𝜙𝑛(𝜏𝑛) = 𝜙𝑛(𝜏 + (𝜏𝑛 − 𝜏))�
%�������� ���
� ��
�����
 ���′�� ����� ����� � ��������
��� ��
���� ��� �����
�
� 𝜃 ∈ G (𝜏)� ���� ����

lim
𝑛→∞

sup
𝑟∈𝐽

𝑑(𝜃𝑛(𝑟), 𝜃(𝑟)) = 0 ��� ���� 𝐽 �������.

,��� ������� ���� 𝜃𝑛(𝜏𝑛) ��
������ �� 𝜃(𝜏)� �� 𝜃(𝜏) = 𝑦� /� ���� ����� ����
𝜓(𝑟) /∈ 𝑀(𝑟) ��� ����� 𝑟 ∈ (𝑡 − 3𝜉/2, 𝜏)� !� ����� ������ 𝑟 ∈ [𝑡 − 3𝜉/2, 𝜏) ����
���� 𝜓(𝑟) ∈ 𝑀(𝑟)� ���


𝜑(𝜓, 𝑡− 3𝜉/2) ≤ 𝑟 − (𝑡− 3𝜉/2) < 𝜏 − (𝑡− 3𝜉/2).

��� 𝜏𝑛 ��� ��� �
�� 	��� ���� �� 𝜙𝑛 �
 [𝑡− 3𝜉/2, 𝑡+ 𝜉/4]� ����� ������� ����
𝜑(𝜓𝑛, 𝑡 − 3𝜉/2) = 𝜏𝑛 − (𝑡 − 3𝜉/2)� ��� ���
 �� ��� � ��
���������
� �������
��
�����
 �&,�%���� �������

𝜏 − (𝑡− 3𝜉/2) ≤ 𝜑(𝜓, 𝑡− 3𝜉/2) < 𝜏 − (𝑡− 3𝜉/2).

������ ��
� 𝑧 = 𝜓(𝑠) ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑠) ������� 𝜙𝑛(𝑠) = 𝜓𝑛(𝑠) �
� 𝜓𝑛(𝑠) ��
������
�� 𝜓(𝑠)� ��� �� ���� ������ ���� 𝑧 /∈ 𝑀(𝑠)� ��
����� 𝛼̃ ∈ G̃ (𝑡 + 𝜉/4) ����
𝛼̃(𝑡+ 𝜉/4) = 𝜃(𝑡+ 𝜉/4) �
� ���
�

𝜙(𝑟) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜓(𝑟), 𝑠 ≤ 𝑟 < 𝜏,

𝜃(𝑟), 𝜏 ≤ 𝑟 ≤ 𝑡+ 𝜉/4,
𝛼̃(𝑟), 𝑡+ 𝜉/4 ≤ 𝑟.

,��
 𝜙 ∈ G̃ (𝑠) ���� 𝜙(𝑠) ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑠) ∖𝑀(𝑠)� /� ��
� �� ����� ���� 𝜙(𝑡) = 𝑥�

+������ 	� ��� � ��������
�� ���
���� ��� ������ 𝜏𝑛 ≤ 𝑡+ 𝜀𝑛�
,��� ������� ���� 𝜏 ≤ 𝑡� ,��
 �� ���� ���� 𝜙𝑛(𝑡+ 𝜀𝑛) = 𝜃𝑛(𝑡+ 𝜀𝑛) −→ 𝜃(𝑡)�
�� 𝑥 = 𝜃(𝑡) = 𝜙(𝑡)�

+������ 
� ��� � ��������
�� ���
���� ��� ������ 𝑡+ 𝜀𝑛 < 𝜏𝑛�
,��� ������� ���� 𝑡 ≤ 𝜏 � '
 ��� �
� ��
�� �� 𝑡 = 𝜏 � ���
 𝜙𝑛(𝑡+𝜀𝑛) = 𝜓𝑛(𝑡+𝜀𝑛)�
����� ��
������ �� 𝜓(𝑡) = 𝜓(𝜏) ∈ 𝑀(𝜏) �� (���������
 ����� ��������� �� ����
𝑥 = 𝜓(𝜏) ∈ 𝑀(𝑡)� � ��
���������
� ,��� ������� ���� 𝑡 ��

�� �� ����� �� 𝜏 �

���� +������� '
 ��� ����� ��
�� �� 𝑡 < 𝜏 � ���
 𝜙𝑛(𝑡+ 𝜀𝑛) = 𝜓𝑛(𝑡+ 𝜀𝑛)� �����
��
������ �� 𝜓(𝑡) = 𝜙(𝑡)� �� 𝑥 = 𝜙(𝑡)�

	
�



!�������� ��
������ +������

���� �� 𝜏𝑛 ��
������ �� 𝑠�
/� ���� ���� 𝜏𝑛 �� ��� �
�� 	��� ���� �� 𝜙𝑛 �
 (𝑡 − 3𝜉/2, 𝑡 + 𝜉/4)� ��� 𝑛
������
��� ������ ,��
 ����� ����� 𝜓𝑛 ∈ G (𝑡− 3𝜉/2) �
� 𝜃𝑛 ∈ G (𝜏𝑛) ���� ����

𝜙𝑛(𝑟) =
{︃
𝜓𝑛(𝑟), 𝑡− 3𝜉/2 ≤ 𝑟 < 𝜏𝑛,

𝜃𝑛(𝑟), 𝜏𝑛 ≤ 𝑟 ≤ 𝑡+ 𝜉/4.

,�� �����
�� {𝜙𝑛(𝑡 − 3𝜉/2)}𝑛 ��� � ��
�����
� ��������
�� �� �������

D������������� �������
���� �� �� ��� ������ 𝜙𝑛(𝑡−3𝜉/2) −→ 𝑣� ���� 𝑣 ∈ 𝑋�
�� ���
����
 �� ��
�������� �������� ����� ����� � ��������
�� ������ ��
����
��� ����� �
� 𝜓 ∈ G (𝑡− 3𝜉/2) ���� ���� 𝜓(𝑡− 3𝜉/2) = 𝑣 �
� 𝜓𝑛(𝑟) −→ 𝜓(𝑟)
��� 𝑟 ≥ 𝑡− 3𝜉/2� ,��� ������� ���� 𝜓(𝑠) ∈ 𝑀(𝑠)� ������� 𝜓𝑛(𝜏𝑛) ∈ 𝑀(𝜏𝑛)� 𝑀̂
�� ������������ ������� �
� (���������
 ���� �������� ������������ �� ���� ����
𝜃𝑛(𝜏𝑛) = 𝜙𝑛(𝜏𝑛) ∈ 𝐼𝜏𝑛

(𝜓𝑛(𝜏𝑛))� �� ��� ���������� ����� ������
��
���� ����
������� ������ �� 𝐼� ����� ����� � ��������
�� �� {𝜙𝑛(𝜏𝑛)}𝑛� ��
���� ��� �����
�
� 𝑦 ∈ 𝐼𝑠(𝜓(𝑠))� ���� ���� 𝜃𝑛(𝜏𝑛) = 𝜙𝑛(𝜏𝑛) ��
������ �� 𝑦� �� 𝑦 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑠)�
��
�����
 ���′� ������� ���� ����� ����� � ��������
��� ��
���� ��� ����� �
�
𝜃 ∈ G (𝑠) ���� ����

lim
𝑛→∞

sup
𝑟∈𝐽

𝑑(𝜃𝑛(𝑟), 𝜃(𝑟)) = 0 ��� ���� 𝐽 �������.

,��� ������� ���� 𝜃𝑛(𝜏𝑛) ��
������ �� 𝜃(𝑠) = 𝑦 ∈ 𝐼𝑠(𝜓(𝑠))� �� 𝑦 /∈ 𝑀(𝑠) ��
��
�����
 �!�%����� ������������ 𝜙𝑛(𝜏𝑛) = 𝜙𝑛(𝑠+ (𝜏𝑛 − 𝑠)) ��
������ �� 𝑦� ��
𝑦 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑠)� -��
� ��� ���� ������
�� �� ������� �� ���� ���� 𝜃(𝑟) /∈ 𝑀(𝑟) ���
𝑟 ∈ [𝑠, 𝑡 + 𝜉/4]� ������� 𝜃(𝑠) = 𝑦 ∈ 𝐼𝑠(𝜓(𝑠)) �
� ��
�����
 � �%���� ��������
,�
� 𝛼̃ ∈ G̃ (𝑡+ 𝜉/4) ���� 𝛼̃(𝑡+ 𝜉/4) = 𝜃(𝑡+ 𝜉/4)� �
� ���
�

𝜙(𝑟) =
{︃
𝜃(𝑟), 𝑠 ≤ 𝑟 ≤ 𝑡+ 𝜉/4,
𝛼̃(𝑟), 𝑡+ 𝜉/4 ≤ 𝑟.

,��
 𝜙 ∈ G̃ (𝑠) �
� 𝜙(𝑠) = 𝑦 ∈ 𝜔̃(𝐷̂, 𝑠) ∖𝑀(𝑠)� ��
�����

𝜙𝑛(𝑡+ 𝜀𝑛) = 𝜃𝑛(𝑡+ 𝜀𝑛) −→ 𝜃(𝑡) = 𝜙(𝑡),

����� ������� ���� 𝑥 = 𝜙(𝑡)�

,������ ��		�� -
��� ��� ���������� �� ,������ ��		�� 𝜔̃(𝐷̂) ∖ 𝑀̂ �� 
����
������ 𝒰��
�����
��

/� ���� 	��� ������ ���� 𝜔̃(𝐷̂) ∖ 𝑀̂ �� 
��������� �
�����
�� /��� �������
������ �� �
 +��������
 ����
 �
� ,������ ��		� �� ���� ���� ����

,������ ��		
� $�� G̃ �� � �������
 D��������������� ������� ���������
��
�������� ������� �
� �������
 D������������� 𝐴 ��� �������
 D��������������
����
 �� ,������ ��		
� !� 𝐴 ∖ 𝑀̂ 
��������� �
�����
� �
� ��
�����
 �!�%����
�� ��������� ���
 𝐴 ∖ 𝑀̂ �� ���� ���������� �
�����
��

	
	



���� !������� �
 �����
� ����������

��������� ��		�� $�� G̃ �� � �������
 D��������������� ������� ���������
��
�������� ������� �
� �������
 D������������� 𝐴 � �������
 D��������������
���� ���� 𝐴∖𝑀̂ �� 
��������� �
�����
�� �
� ��������
� ��
�����
 �!�%����� ,��

𝐴 �� � �������
 D�����������

,������ ��		�� $�� G̃ �� � �������
 D��������������� ������� ���������
��
�������� ������� ��������
� ��
�����
� � �%����� �!�%����� �
� �&,�%�����
,��
 𝜔̃(𝐷̂) ∖ 𝑀̂ �� ���������� �
�����
� ��� �
� 𝐷̂ ∈ D�

��������� ��		�� $�� G̃ �� � �������
 D��������������� ������� ���������
��
�������� ������� ��������
� ��
�����
� � �%����� �!�%����� �
� �&,�%�����
,��
 𝜔̃(𝐷̂) ∖ 𝑀̂ �� �
�����
� ��� �
� 𝐷̂ ∈ D�

��� !������� �
 �����
� ����������

!
 ���� ������
� �� ���� ����� ��������� 
�
����
����� ��
������ �������
���
� ��������� /� ������ ���� ��� �������� ����� �
 ��� �����
� ���������
�
� 
�� �������� �
 ��� ��������
��
����� � 
�
����
����� ��
������ ������ �� �
 ���
����
 	���� !


���� ��������
� ��� ������ �� ��������� 
�
����
����� ��
������ �������
��
�������� ��� �������� �
 3	
� 	�� 	�5� ������� ��� �������
� ����� ��
� ���
������ ������ 𝑋 �
� Σ� � ������� 𝜙� �
� � �����
� ��������� 𝜃� ,��
 ��� �
��
������� ��������� Π �
 𝑋 × Σ �� ��������
��� ��
����� 𝑀 � ������ �� 𝑋 ���
��������� ��� �
� 𝐼 : 𝑀 −→ 𝑋 ��� ������� ��
����
� ,�� ������� ���
� ��
�������� ����
 �
 �
����� ���� (𝑥, 𝜎)� ��
����� ��� ��� 𝑡 ↦−→ 𝜙(𝑡, 𝜎, 𝑥)� !� ����
���	������ ������� 𝑀 �� ���� 𝑡0� ���
 ��� ������� ���� �� (𝐼(𝜙(𝑡0, 𝜎, 𝑥)), 𝜃(𝑡)𝜎)
�
� �� ������ ����� ���� ���� ���
� ��������
 ��� �� ���� ��
����� � ������
� ��������� ,�� ��������� ��� 𝑀 ���� ��

��
������� �
 Σ �
� 
�� �
 𝑋� ,�� ���������
 �� ���� ��������� �� �� ������ ��
���
� ���������
�� �
 ��� �����
� ��������� �� ���
����� ��� ��������

$�� 𝜙 : [0,∞)×Σ×𝑋 −→ 𝑋 � ������� �
� 𝜃 : Σ −→ Σ ��� �����
� ����������
��� ����������� �� ���� ��
��� 𝜃𝑡𝜎 := 𝜃(𝑡)𝜎� ,�
� 𝑀 ⊂ 𝑋 �
� 𝐼 : 𝑀 −→ Σ �
��
��
���� ��
����
� �
� ��
����� ��� ��������� ��
������ ������ (𝜃,𝑋,𝑀, 𝐼)�
,��������� ��� ��� 𝑀 ���� ������� ���	� ����� 𝜃 �
����� �� 𝜋�� /� ���� ������
���� 𝜃 �������� �������
 ������
/� ���
� M := 𝑋 × 𝑀 �
� I : M −→ 𝑋 × Σ ����
 �� I(𝑥, 𝜎) = (𝑥, 𝐼(𝜎))�

,��� ������� ���� (Π, 𝑋 × Σ,M, I) �� �
 ��������� ��
������ �������

���
����
 ��		�� $�� (Π, 𝑋 × Σ,M, I) ��� ��������� ��
������ �������
��
������� ������ �
� (𝑡, 𝜎) ∈ [0,∞) × Σ� /� ���
� 𝜙𝑐(𝑡, 𝜎) : 𝑋 −→ 𝑋 ��

𝜙𝑐(𝑡, 𝜎)𝑥 = 𝜋𝑋(Π̃(𝑡)(𝑥, 𝜎)),

	





!�������� ��
������ +������

���� 𝜋𝑋 : 𝑋×Σ −→ 𝑋 ��� ���	�����
 �
 𝑋� ,�� ��� 𝜙𝑐 : [0,∞)×Σ×𝑋 −→ 𝑋
�� ������ ��� ������� ��������� ��������

,��� ���
����
 ������� ���� Π̃(𝑡)(𝑥, 𝜎) = (𝜙𝑐(𝑡, 𝜎)𝑥, 𝜃𝑡𝜎) ��� ��� 𝑡 ≥ 0� 𝜎 ∈ Σ�
�
� 𝑥 ∈ 𝑋�

,�� ������� ��������� ������� ��
 ���� �� ����
 �
 ����� �� 𝜙� �� 𝜑𝜃(𝜎) = ∞�
���
 𝜙𝑐(𝑡, 𝜎)𝑥 = 𝜙(𝑡, 𝜎)𝑥 ��� ��� 𝑡 ≥ 0� !� 𝜑𝜃(𝜎) < ∞� ��
��� 𝜎0 = 𝜎� 𝑥0 = 𝑥�
�
� 𝑠0 = 𝑡0 = 𝜑𝜃(𝜎)� ,��
 𝜙𝑐(𝑡, 𝜎)𝑥 = 𝜙(𝑡, 𝜎)𝑥 ��� 𝑡 ∈ [0, 𝑡0]� ������������
��
��� 𝜎1 = 𝜃𝑠0(𝜎0) �
� 𝑥1 = 𝜙(𝑠0, 𝜎)𝑥� &���� �� 𝜑𝜃(𝜎1) = ∞� ���
 �� ����
𝜙𝑐(𝑡, 𝜎)𝑥 = 𝜙(𝑡−𝑡0, 𝜎1)𝑥1 ��� ��� 𝑡 ≥ 𝑡0� !� 𝜑𝜃(𝜎1) < ∞� ���
 ��
��� 𝑠1 = 𝜑𝜃(𝜎1)
�
� 𝑡1 = 𝑡0 + 𝑠1� ,��
 𝜙𝑐(𝑡, 𝜎)𝑥 = 𝜙(𝑡 − 𝑡0, 𝜎1)𝑥1 ��� 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1]� &���� ��
��
��� 𝜎2 = 𝜃𝑠1(𝜎1) �
� 𝑥2 = 𝜙(𝑡1 − 𝑡0, 𝜎1)𝑥1�
!
���������� �� ������ ���� �������� ������ �� �
�� ����� � �
��� 
�����

�� ����� ���� ���� �� 𝜑𝜃(𝜎𝑛) = ∞ ��� ���� 𝑛 ∈ N� �� �� ��
��
��� �
���
�����
�𝜑𝜃(𝜎𝑛) < ∞ ��� ��� 𝑛 ∈ N�� !
 ���� ���� ����� �� 𝜃 �������� ������ �� 

��
����� ����� �����
��� {𝑡𝑛}𝑛� {𝜎𝑛}𝑛� �
� {𝑥𝑛}𝑛 ���� ���� {𝑡𝑛}𝑛 �� �
������
�
�
� ���
� �� +∞� 𝜎𝑛 ∈ 𝐼(𝑀)� �
� 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 ��� ��� 𝑛 ∈ N� �
�

𝜙𝑐(𝑡, 𝜎)𝑥 = 𝜙(𝑡− 𝑡𝑛−1, 𝜎𝑛)𝑥𝑛
���� ���������� �� Π̃� �� ��� ���� 𝜙𝑐 ���������
	� 𝜙𝑐(0, 𝜎)𝑥 = 𝑥 ��� ��� 𝑥 ∈ 𝑋 �
� 𝜎 ∈ Σ�


� 𝜙𝑐(𝑡+ 𝑠, 𝜎) = 𝜙𝑐(𝑡, 𝜃𝑠𝜎)𝜙𝑐(𝑠, 𝜎)� ��� ��� 𝑡, 𝑠 ≥ 0 �
� 𝜎 ∈ Σ�
,���� ��� ��
�����
� ��� ��� ���� ��� ��
�����
 �
 ���
����
 	��� ��� � ��������
 ������� ��� ��� 𝜙𝑐 �� 
�� ��
��
���� ������� 𝜃 �� 
�� ��
��
����� ��� �� ��
���� ��� �������
� �������
(���������
 ��	
�� $�� 𝜎 ∈ Σ �� ����� ,�� ���

(𝑡, 𝑥) ∈ [0,∞) ×𝑋 −→ 𝜙𝑐(𝑡, 𝜎)𝑥 ∈ 𝑋 ���
��

�� ��
��
�����
(����� +�� 𝑠 = 𝜑𝜃(𝜎)� !� 𝑠 = ∞� ���
 𝜙𝑐(𝑡, 𝜎)𝑥 = 𝜙(𝑡, 𝜎)𝑥 ��� ��� 𝑡 ≥ 0 �
�
𝑥 ∈ 𝑋� /� ���� ���� 𝜙 �� � ��
��
���� ���� �� �� ��� ���� ��� ��� ���
�� ��
���� ��
��
�����
������ 
��� ���� 𝑠 < ∞� ,�
� ��� �����
��� {𝑡𝑛}𝑛 �
� {𝑥𝑛}𝑛 ��
�����
�

�� 𝑡 �
� 𝑥� �������������

���� 	� 𝑡 < 𝑠�
/� 

�� ���� {𝑡𝑛}𝑛 ��
������ �� 𝑡� �� �� ��
 ������� ���� 𝑡𝑛 < 𝑠 ��� �����
𝑛 ∈ N� ,��
 �� ���� ����

𝜙𝑐(𝑡𝑛, 𝜎)𝑥𝑛 = 𝜙(𝑡𝑛, 𝜎)𝑥𝑛 −→ 𝜙(𝑡, 𝜎)𝑥 = 𝜙𝑐(𝑡, 𝜎)𝑥,

������� 𝜙 �� ��
��
�����

	
�



���� !������� �
 �����
� ����������

���� 
� 𝑡 = 𝑠�
!
 ���� ����� �� ���� ����� �� 𝛼𝑛 = 𝑡𝑛 − 𝑠� ���
 ��� �����
�� {𝛼𝑛}𝑛 ��
������
�� 0� /� ��� ������ ����

|𝛼𝑛| < 𝜑𝜃(𝜃𝑠𝜎) ��� ����� 𝑛 ∈ N.

-� �� ��������
���� �� ��
 ������ ���� 𝛼𝑛 < 0 ��� ��� 𝑛 ∈ N� �� 𝛼𝑛 ≥ 0 ��� ���
𝑛 ∈ N� !� 𝛼𝑛 < 0 ��� ��� 𝑛 ∈ N� ���
 𝑡𝑛 < 𝑠 �
�

𝜙𝑐(𝑡𝑛, 𝜎)𝑥𝑛 = 𝜙(𝑡𝑛, 𝜎)𝑥𝑛 −→ 𝜙(𝑠, 𝜎)𝑥 = 𝜙𝑐(𝑠, 𝜎)𝑥.

!� 𝛼𝑛 ≥ 0 ��� ��� 𝑛 ∈ N� ���


𝜙𝑐(𝑡𝑛, 𝜎)𝑥𝑛 = 𝜙𝑐(𝛼𝑛 + 𝑠, 𝜎)𝑥𝑛
= 𝜙𝑐(𝛼𝑛, 𝜃𝑠𝜎)𝜙𝑐(𝑠, 𝜎)𝑥𝑛
= 𝜙(𝛼𝑛, 𝜃𝑠𝜎)𝜙(𝑠, 𝜎)𝑥𝑛,

������� 𝛼𝑛 < 𝜑𝜃(𝜃𝑠𝜎) �
� 𝜙𝑐(𝑠, 𝜎)𝑥𝑛 = 𝜙(𝑠, 𝜎)𝑥𝑛� ,��
 �� ���� ����

𝜙𝑐(𝑡𝑛, 𝜎)𝑥𝑛 −→ 𝜙(𝑠, 𝜎)𝑥 = 𝜙𝑐(𝑠, 𝜎)𝑥.

���� �� 𝑡 > 𝑠�
!� ������� ���� �
 ������
� �� �
������
 �
 ��� 
����� �� �������� �� 𝜃(𝜎) �

��� �
������ [0, 𝑡]�

!
 ��� �������
� ���
����
�� �� ��� ���
� �� ��
����� ���� ��� �����
� �����
����� �
� ��� ������� ��� 
�� 
���������� ��
��
�����

���
����
 ��	
	� $��𝑋 �
� Σ �� ��� �������� ������ ������� 𝜙 � ������� ����
𝜃 ��� �����
� ���������� /� ��� ���� 𝜙 �� �
������� �������������� �������
�� ��� ��� �����
��� {𝑥𝑛}𝑛� {𝜎𝑛}𝑛� �
� {𝑡𝑛}𝑛 ���� ���� 𝑥𝑛 ∈ 𝑋� 𝜎𝑛 ∈ Σ� ����
{𝑥𝑛}𝑛 �
� {𝜎𝑛}𝑛 ���
���� �
� 𝑡𝑛 −→ ∞� ���
 ��� �����
�� {𝜙(𝑡𝑛, 𝜎𝑛)𝑥𝑛}𝑛
��� � ��
�����
� ��������
���

���
����
 ��	

� $�� 𝑋 �
� Σ �� ��� �������� ������ ������� 𝜙 � �������
���� 𝜃 ��� �����
� ���������� /� ��� ���� 𝜙 �� �
������� ����������� �� �����
������ 𝐵0 ⊂ 𝑋 ���
��� ���� ����� ��� ��� 𝐵 ⊂ 𝑋 ���
���� ��� ��� Γ ⊂ Σ
���
���� ����� ������ 𝑡0 = 𝑡0(𝐵,Γ) ≥ 0 ���� ����

𝑡 ≥ 𝑡0, 𝜎 ∈ Γ =⇒ 𝜙(𝑡, 𝜎)𝐵 ⊂ 𝐵0.

,�� ���
��� ��� 𝐵0 �� ������ � �
������� �������
� ��� ��� ��� ������� 𝜙�

���
����
 ��	
�� $�� 𝑋 �
� Σ �� ��� �������� ������ ������� 𝜙 � �������
���� 𝜃 ��� �����
� ���������� � ��� 𝐴 ⊂ 𝑋 �� ������ ��� �
����� ��������� ���
𝜙 ��

	
�



!�������� ��
������ +������

��� 𝐴 �� ��������

��� ��� ���� 𝐵 ⊂ 𝑋 ���
��� �
� Γ ⊂ Σ ���
���� ���


lim
𝑡→∞

sup
𝜎∈Γ

𝑑 (𝜙(𝑡, 𝜎)𝐵,𝐴) = 0,

��� 𝐴 �� ��� ��
���� ������ ��� ��������
� ��� �������� ��
�����
� ���� ��� �� 𝐶
�� ������ �
� �������� ���� ���
 𝐴 ⊂ 𝐶�

������������ ,������ 	��� �� ���� ����� ��� ��������
 ��������� �
 ����� ���
����� ��
�����
 �� ��� ���
����
� 
������ ��� ��
��
���� �� 𝑈 ���� 𝒫 ×𝑋 �� 𝑋�
�� 
�� ���������
*����
 ��	
�� !� ��� ��������� ��
������ ������ (𝜃,Σ,𝑀, 𝐼) �������� � ����
�
���� �,����� ���
 (Π, 𝑋 × Σ,M, I) ���� �������� � ���� �
���� �,�����

,������ ��	

� $�� (𝜃,Σ,𝑀, 𝐼) �� �
 ��������� ��
������ ������ ����������
����� �������� ������������ �
� ��������
� 𝐼(𝑀) ∩𝑀 = ∅ �
� ��
�����
� � ����
�
� �,����� ������ ���� ���� 𝜙𝑐 �� �
������� ����������� �
� �
������� ������
��������� �������� ,��
 (Π, 𝑋 × Σ,M, I) ��� � ������ ��������� A �
 𝑋 × Σ �
�
𝐴 = 𝜋𝑋(A) �� ��� �
����� ��������� �� 𝜙𝑐�

(����� $�� 𝐵0 � �
������� �������
� ��� ��� 𝜙𝑐 �
� Γ0 �
 �������
� ��� ��� 𝜃�
,��� ������� ���� 𝐵0 × Γ0 �� �
 �������
� ��� ��� Π̃� ,��������� Π̃ �� ������������
,�
� � ���
��� �����
�� {(𝑥𝑛, 𝜎𝑛)}𝑛 �
 𝑋 × Σ �
� {𝑡𝑛}𝑛 � �����
�� ���
� ��
∞� �� 𝜙𝑐 �� �
������� �������������� �������� �� ���� ���� {𝜙𝑐(𝑡𝑛, 𝜎𝑛)𝑥𝑛}𝑛
��� � ��
�����
� ��������
��� ����� �� ��
��� ��� ����� ������������ 𝜃 ��
�������������� �������� �� {𝜃𝑡𝑛𝜎𝑛}𝑛 ��� � ��
�����
� ��������
��� ����� ��
��
��� ��� ���� ����
� ,��
 {Π̃(𝑡𝑛)(𝑥𝑛, 𝜎𝑛)}𝑛 �� ��
�����
�� �� � ��
�����
���
Π̃ �� �������������� �������� ��
����� ��� ���
����
 ��M �
� I �
� *����
 ��	
�
����� ���� (Π, 𝑋 × Σ,M, I) �������� I(M) ∩ M = ∅ �
� ��
�����
� � ����
�
� �,����� ,��
 ,������ ��

 ������� ���� (Π, 𝑋 × Σ,M, I) ��� � ������
��������� A� �
� 𝐴 = 𝜋𝑋(A) �� ��� �
����� ��������� �� 𝜙𝑐�

+������ ���� (𝜃,Σ,𝑀, 𝐼) �� �
 ��������� ��
������ ������ ��������������
�������� ������������ �
� ��������
� 𝐼(𝑀) ∩ 𝑀 = ∅� �
� ��
�����
� � ����
�
� �,����� ,��
 ,������ ��

 ������� ���� (𝜃,Σ,𝑀, 𝐼) ��� � ������ ���������
Ξ� ,������ ��	� ������� ����

Ξ ∖𝑀 = {𝜓(0) : 𝜓 �� � ���
��� ������ �������
 �� 𝜃
}︀
. ������

/� ��
����� ��� ����������
 �� 𝜃 �� Ξ ∖𝑀 � ��� � ���
��� ������ �������
 𝜓� ��
��
����� ��� ��������
 �������

𝑈𝜓(𝑡, 𝑠) := 𝜙𝑐(𝑡− 𝑠, 𝜓(𝑠)), 𝑡 ≥ 𝑠. ����	�

	





���� !������� �
 �����
� ����������

,������ ��	
�� $�� 𝜙𝑐 �� �
������� �������������� ������� �
� �
�������
������������ ���
 𝑈𝜓 ��� � �������
 ��������� 𝐴𝜓� ����� 𝜓 �� �
� ���
��� ������
�������
�

(����� ,�
� � ���
��� ������ �������
 𝜓� /� ���� ����� ���� 𝑈𝜓 �� �������

�������������� ������� �
� �������
 ������������

��� 𝑡 ∈ R� {𝑠𝑛}𝑛 �
� {𝑥𝑛}𝑛 ��� �����
��� ���� ���� 𝑠𝑛 −→ −∞ �
� {𝑥𝑛}𝑛
���
��� �
 𝑋� ,��


𝑈𝜓(𝑡, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝜙𝑐(𝑡− 𝑠𝑛, 𝜓(𝑠𝑛))𝑥𝑛.

/� 

�� ���� 𝜙𝑐 �� �
������� �������������� �������� 𝑡 − 𝑠𝑛 −→ ∞� �
�
{𝜓(𝑠𝑛)}𝑛 �� ���
���� ,��� ������� ���� ��� �����
�� {𝜙(𝑡 − 𝑠𝑛, 𝜓(𝑠𝑛))𝑥𝑛}𝑛
��� � ��
�����
� ��������
��� �� {𝑈𝜓(𝑡, 𝑠𝑛)𝑥𝑛}𝑛 ��� � ��
�����
� ��������
���
,��������� 𝑈𝜓 �� �������
 �������������� ��������
/� �� 𝐵0 � �
������� �������
� ��� ��� 𝜙𝑐� ,�
� 𝐵 �
� ���
��� ��� �
�

𝑡 ∈ R� /� ���� ���� 𝜙𝑐 �� �
������� ����������� �
� 𝜓(R) �� ���
���� �� �����
������ 𝑡0 = 𝑡0(𝐵,𝜓(R)) ≥ 0 ���� ����

[𝑡− 𝑠 ≥ 𝑡0, 𝜓(𝑠) ∈ Ξ ∖𝑀 ] =⇒ 𝜙(𝑡− 𝑠, 𝜓(𝑠))𝐵 ⊂ 𝐵0.

��� 𝑡− 𝑠 ≥ 𝑡0 ������� ���� 𝑠 ≤ 𝑡− 𝑡0� �� ��
�
� 𝑠0 := 𝑡− 𝑡0 �� ���� ����

𝑠 ≤ 𝑠0 =⇒ 𝑈𝜓(𝑡, 𝑠)𝐵 ⊂ 𝐵0,

����� ������� ���� 𝑈𝜓 �� �������
 ������������ �� � ��
�����
��� ����� ������ �
�������
 ��������� 𝐴 ��� 𝑈𝜓 �� ,������ 	����

,�
� 𝑋 �
� 𝑌 ��� ��
��� ����� �
� ��
����� ��� �������
� ������⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥′ = 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑡 > 0,
𝑦′ = 𝑔(𝑦), 𝑡 > 0,
(𝑥(0), 𝑦(0)) = (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝑋 × 𝑌.

����
�

,��� ���� �� ������� ��� 

��
 �� ������� �������� ��� ���� �
��������
�
����
 3�� ��5� /� ������� ���� �� ���� � �
���� �������
 Π(·)(𝑥0, 𝑦0) ��� �����
�
����� ���� (𝑥0, 𝑦0)� ��� �������
 �� ���
�� ��� ��� 𝑡 ≥ 0� �
� ��� ���

(𝑡, 𝑥0, 𝑦0) ∈ [0,∞) ×𝑋 × 𝑌 −→ Π(𝑡)(𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝑋 × 𝑌

�� ��
��
����� ��
����� {︃
𝑦̇ = 𝑔(𝑦), 𝑡 > 0,
𝑦(0) = 𝑦0 ∈ 𝑌.

	
�



!�������� ��
������ +������

/� ���� � ��������� 𝜃 �
 𝑌 �
�{︃
𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝜃𝑡𝑦0), 𝑡 > 0,
𝑥(0) = 𝑥0 ∈ 𝑋.

$�� 𝜙(·, 𝑦0)𝑥0 �� ��� �������
 �� ���� �������� ,��������� �� ���� ����
Π(𝑡)(𝑥0, 𝑦0) = (𝜙(𝑡, 𝑦0)𝑥0, 𝜃𝑡𝑦0)� �
� 𝜙 �� � ��������
,�
� 𝑀 �
 ��������� ��� �
� 𝐼 : 𝑀 −→ 𝑌 �
 ������� ��
����
 ��� 𝜃 �
 𝑌 �

,��������� �� ���� ���� (𝜃, 𝑌,𝑀, 𝐼) �� �
 ��������� ��
������ ������� !� ��
�������� ������ ���
 𝜃 �� �
 ��������� ���������� �
� �� �����
 ��� ���������
��������� Π̃ �
 𝑋 × 𝑌 �
� ��� ���������� ������� ��������� ������� 𝜙𝑐�

������������ �� ��� ���������� �� ,������ ��

 ��� �������� ��� ��� ���������
��
������ ������ (𝜃, 𝑌,𝑀, 𝐼)� ���
 �� ���� � ������ ��������� Ξ� %�������� �� 𝜙𝑐
�� �
������� �������������� ������� �
� �
������� ������������ ,������ ��	
�
���� ��� ����� ������ � �������
 ��������� 𝐴𝜓 ��� ��� ���������� ��������
 �������
����
 �� �������
 ����	�� ���� 𝜓 � ���
��� ������ �������
 �� 𝜃 �
 Ξ ∖𝑀 � ,���
���������� ��������
 ������� 𝑈𝜓 ��
 �� ���
 �� ��� �������
 �� ��� �������

𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝜓(𝑡)), 𝑡 ≥ 𝑠,

�
 ���� ����
 ��
����

��� ����������
�

!
 ���� ������
� �� ���� ���� ����������
 �� ��� ������� �����
�� ������� ���
�������� ������ �� ���� �����
� ����� ������� ���� ���� �� ����� ������������
�������
��� �� �����������
����

(���������
 ��	
�� $�� (𝜋,𝑋,𝑀, 𝐼) �
 ��������� ��
������ ������� ���� 𝑋 �
��
��� ����� �
� 𝐼(𝑀) ���
���� +������ ���� ����� ������ 𝑘 > 0 ���� ����� ���
����� ���
��� ������ 𝐵� ����� ������ ℎ𝐵 : [0,∞) −→ [0,∞) � ���
��� ��
����

���� ����

lim
𝑡→∞

ℎ𝐵(𝑡) = 0,

sup
𝑥∈𝐵

‖𝜋(𝑡)𝑥‖2 ≤ ℎ𝐵(𝑡) + 𝑘 ��� ��� 𝑡 ≥ 0. ������

,��
 𝜋̃ �� ������������

(����� /� ��
� 𝐾 = {𝜋(𝑡)𝑥 : 𝑥 ∈ 𝐼(𝑀) �
� 0 ≤ 𝑡 < 𝜑(𝑥)}� � ���
��� ���
������� 𝐼(𝑀) �� ���
��� �
� ������ ��������

	
�



���� ����������
�

������ �� ��� ���
� �� ����� ���� 𝜋̃(𝐾) ⊂ 𝐾 ��� ��� 𝑡 ≥ 0� ,�
� �
� 𝑡 ≥ 0
�
� 𝑧 ∈ 𝐾� ,��� ������� ���� ����� ����� 𝑥 ∈ 𝐼(𝑀) �
� 𝑠 ∈ [0, 𝜑(𝑥)) ���� ����
𝑧 = 𝜋(𝑠)𝑥� /� ���� ����

𝜋̃(𝑡)𝑧 = 𝜋̃(𝑡)𝜋(𝑠)𝑥 = 𝜋̃(𝑡)𝜋̃(𝑠)𝑥 = 𝜋̃(𝑡+ 𝑠)𝑥.

���� 	� 𝑡+ 𝑠 < 𝜑(𝑥)�
𝜋̃(𝑡)𝑧 = 𝜋̃(𝑡+ 𝑠)𝑥 = 𝜋(𝑡+ 𝑠)𝑥 ∈ 𝐾.

���� 
� 𝑡+ 𝑠 = 𝜑(𝑥)�
𝜋̃(𝑡)𝑧 = 𝜋̃(𝑡+ 𝑠)𝑥 = 𝐼(𝜋(𝑡+ 𝑠)𝑥) ∈ 𝐼(𝑀) ⊂ 𝐾.

���� �� 𝑡+ 𝑠 > 𝜑(𝑥)�
,��� ������� ���� ����� ����� 𝑥+ ∈ 𝐼(𝑀) �
� 𝑟 ∈ [0, 𝜑(𝑥+)] ���� 𝜋̃(𝑡)𝑧 = 𝜋̃(𝑟)𝑥+�
,��
� �� 𝑟 ∈ [0, 𝜑(𝑥+))� ���� ������� ����

𝜋̃(𝑡)𝑧 = 𝜋̃(𝑟)𝑥+ = 𝜋(𝑟)𝑥+ ∈ 𝐾.

!� 𝑟 = 𝜑(𝑥+)� ���


𝜋̃(𝑡)𝑧 = 𝜋̃(𝑟)𝑥+ = 𝐼(𝜋(𝑟)𝑥+) ∈ 𝐼(𝑀) ⊂ 𝐾.

,�������� �� ��
����� ���� 𝜋̃(𝑡)𝐾 ⊂ 𝐾�
/� ���
� 𝐵0 = {𝑥 ∈ 𝑋 : ‖𝑥‖2 ≤ 2𝑘} ∪𝐾� ����� �� ���
���� ,�
� 𝐵 ⊂ 𝑋

�
 ��������� ���
��� ��� �
� 𝑡0 = 𝑡0(𝐵) ���� ���� ℎ𝐵(𝑡) < 𝑘 �� 𝑡 ≥ 𝑡0 ��� ��
�������� �� �
� ���� 𝑡0 �� �������� /� ��
���

𝐵1 = {𝑥 ∈ 𝐵 : 𝜑(𝑥) ≤ 𝑡0} �
� 𝐵2 = {𝑥 ∈ 𝐵 : 𝜑(𝑥) > 𝑡0}.

$�� 𝑡 ≥ 𝑡0 �
� 𝑥 ∈ 𝐵1� ,��
 𝜑(𝑥) ≤ 𝑡� �
� ���� �������

𝜋̃(𝑡)𝑥 = 𝜋̃(𝑡− 𝜑(𝑥))𝜋̃(𝜑(𝑥))𝑥.

��� 𝜋̃(𝜑(𝑥))𝑥 ∈ 𝐼(𝑀) ⊂ 𝐾� �
� ���������

𝜋̃(𝑡)𝑥 ∈ 𝜋̃(𝑡− 𝜑(𝑥))𝐾 ⊂ 𝐾 ⊂ 𝐵0.

$�� 𝑡 ≥ 𝑡0 �
� 𝑥 ∈ 𝐵2� !� 𝜑(𝑥) ≤ 𝑡� ���
 ���� �
 �
������� ������
� �� �������
�� ��� ���� 𝜋̃(𝑡)𝑥 ∈ 𝐾 ⊂ 𝐵0� !� 𝜑(𝑥) > 𝑡� ���
 𝜋̃(𝑡)𝑥 = 𝜋(𝑡)𝑥� ������������ ��
���� ����

‖𝜋(𝑡)𝑥‖2 ≤ ℎ𝐵(𝑡) + 𝑘 < 𝑘 + 𝑘 = 2𝑘,

�� 𝜋̃(𝑡)𝑥 ∈ {𝑦 ∈ 𝑋 : ‖𝑦‖2 ≤ 2𝑘} ⊂ 𝐵0�

	
�



!�������� ��
������ +������

(���������
 ��	
�� $�� 𝒰 �� � �������
 D������������ ��������� ��������

������� ����� �������� ��
�����
 � �� +������ ���� 𝐵̂0 �� � �������
 D��������
�
������ ���� 𝐵0(𝑡) ���
��� ��� ����� 𝑡 ∈ R� �
� 𝑈(𝑡, 𝑠) : 𝑋 −→ 𝑋 � �������
��� ��� ����� 𝑡 > 𝑠� ,��
 �� ���� ���� 𝒰 �� �������
 D��������������� ��������

(����� /� ��
� 𝐷̂ ∈ D� 𝑡 ∈ R� �
� ����� �����
��� {𝑠𝑛}𝑛� {𝜀𝑛}𝑛� �
� {𝑥𝑛}𝑛
���� ���� 𝑠𝑛 −→ −∞� 𝜀𝑛 −→ 0� �
� 𝑥𝑛 ∈ 𝐷(𝑠𝑛)� /� ���� �� ����� ���� ���
�����
�� {𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛}𝑛 ��� � ��
�����
� ��������
���
��� ���� 𝑛 ∈ N �� ��
����� ��� ������� ��������� �������	������

𝜙𝑛 : 𝑢 ∈ [𝑠𝑛, 𝑡+ 𝜉/4] −→ 𝑈̃(𝑢, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 ∈ 𝑋.

/� ��
��� �� 𝜏𝑛 ��� ���� 	��� ���� �� 𝜙𝑛 ��� ����� �� 
� 	��� ����� ��
�
𝜏𝑛 = 𝑠𝑛�� /� ������ ���� 𝜀𝑛 ≤ 𝜉/4 ��� ��� 𝑛 ∈ N� /� ���� ����� ��� ����� �

����� ������
� ������

���� 	� -� �� � ��������
��� ����� ���� �� ��
���� ��� ����� ����� ������
𝛿 > 0 ���� ���� 𝜏𝑛 ≤ 𝑡− 𝛿�
/� ��
 ������ ���� 𝜀𝑛 > −𝛿/2 �
� ���� 𝑦𝑛 = 𝑈̃(𝑡 − 𝛿, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 ∈ 𝐵0(𝑡 − 𝛿)�
������� 𝒰 �� �������
 D������������� /� 

�� ���� 𝑈(𝑡− 𝛿/2, 𝑡− 𝛿) �� ��������
�� �� ���� ���� {𝑈(𝑡− 𝛿/2, 𝑡− 𝛿)𝑦𝑛}𝑛 ��� � ��
�����
� ��������
��� �������
𝐵0(𝑡 − 𝛿) �� � ���
��� ���� /� ���� ��
��� ��� ��
�����
� ��������
�� ���
����� �� �� ���� �����

𝑈(𝑡− 𝛿/2, 𝑡− 𝛿)𝑦𝑛 −→ 𝑦.

�� 𝜏𝑛 ��� ��� ���� 	��� ����� �� ���� ����

𝑈̃(𝑢, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑢, 𝑡− 𝛿)𝑦𝑛, ��� 𝑢 ∈ [𝑡− 𝛿, 𝑡+ 𝜉/4].

,��� ������� ����

𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑡− 𝛿)𝑈̃(𝑡− 𝛿, 𝑠𝑛)𝑥𝑛
= 𝑈(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑡− 𝛿/2)𝑈(𝑡− 𝛿/2, 𝑡− 𝛿)𝑈̃(𝑡− 𝛿, 𝑠𝑛)𝑥𝑛
= 𝑈(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑡− 𝛿/2)𝑈(𝑡− 𝛿/2, 𝑡− 𝛿)𝑦𝑛,

����� ��
������ �� 𝑈(𝑡, 𝑡− 𝛿/2)𝑦�

���� 
� -� �� � ��������
��� ����� ���� �� ��
���� ��� ����� ����� ������
𝛿 > 0 ���� ���� 𝑡+ 𝛿 < 𝜏𝑛 ≤ 𝑡+ 𝜉/4�
/� ��
 ������ ���� −𝜉/4 < 𝜀𝑛 < 𝛿 �
� 𝑦𝑛 = 𝑈̃(𝑡− 𝜉/2, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 ∈ 𝐵0(𝑡− 𝜉/2)�
������� 𝒰 �� �������
 D������������� �� 𝑡 + 𝛿 < 𝜏𝑛 < 𝑡 + 𝜉/4� ��
�����
 � �
������� ���� ����� �� �
�� �
� 	��� ���� �
 [𝑡− 𝜉, 𝑡+ 𝜉/4]� ����� �� ���������

	
�



���� ����������
�

𝜏𝑛� ,��� ������� ���� 𝑈̃(𝑡 − 𝜉/4, 𝑡 − 𝜉/2)𝑦𝑛 = 𝑈(𝑡 − 𝜉/4, 𝑡 − 𝜉/2)𝑦𝑛� �
� ��
����������� 𝑈(𝑡− 𝜉/4, 𝑡− 𝜉/2) �� � ������� ���� �� 𝐵0(𝑡− 𝜉/2) �� ���
����
���
 {𝑈(𝑡 − 𝜉/4, 𝑡 − 𝜉/2)𝑦𝑛}𝑛 ��� � ��
�����
� ��������
��� ����� ���� ��
��
���� ��� ����� ��

𝑈(𝑡− 𝜉/4, 𝑡− 𝜉/2)𝑦𝑛 −→ 𝑦.

,��� ������� ����

𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑡− 𝜉/4)𝑈̃(𝑡− 𝜉/4, 𝑠𝑛)𝑥𝑛,

����� ��
������ �� 𝑈(𝑡, 𝑡− 𝜉/4)𝑦�

���� �� ,�� �����
�� {𝜏𝑛}𝑛 ��
������ �� 𝑡�
!
 ���� ����� �� �������� ��� ����� �
�� ��� ���������

+������ 	� -� �� � ��������
��� ����� ��
���� ��� ����� �� ���� 𝜏𝑛 ≤ 𝑡+ 𝜀𝑛�
/� ��
 ������ ���� 𝑡− 𝜉/4 < 𝜏𝑛 �
� 𝑦𝑛 = 𝑈̃(𝑡− 𝜉/2, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 ∈ 𝐵0(𝑡− 𝜉/2)� ��
𝑡− 𝜉/4 < 𝜏𝑛 < 𝑡+ 𝜉/4� ��
�����
 � � ������� ���� ����� �� �
�� �
� 	��� ����
�
 [𝑡− 𝜉, 𝑡+ 𝜉/4]� ����� �� ��������� 𝜏𝑛� ,��


𝑈̃(𝑡− 𝜉/4, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑡− 𝜉/4, 𝑡− 𝜉/2)𝑦𝑛.

,��������� ��� �����
�� {𝑈(𝑡− 𝜉/4, 𝑡− 𝜉/2)𝑦𝑛}𝑛 ��� � ��
�����
� ��������
��
���
���� ��� ����� �� ���� 𝑦� ,��


𝑈̃(𝜏𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝐼𝜏𝑛
(𝑈(𝜏𝑛, 𝑡− 𝜉/4)𝑈̃(𝑡− 𝜉/4, 𝑠𝑛)𝑥𝑛),

����� ��
������ �� 𝐼𝑡(𝑈(𝑡, 𝑡− 𝜉/4)𝑦)� ,��� ������� ����

𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝜏𝑛)𝑈̃(𝜏𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛.

,��� ���� �����
�� ��
������ �� 𝐼𝑡(𝑈(𝑡, 𝑡− 𝜉/2)𝑦)� �
� �� ��� �
������

+������ 
� -� �� � ��������
��� ����� ��
���� ��� ����� �� ���� 𝑡+ 𝜀𝑛 < 𝜏𝑛�
/� ��
 ������ ���� 𝜀𝑛 > −𝜉/4 �
� 𝑦𝑛 = 𝑈̃(𝑡 − 𝜉/2, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 ∈ 𝐵0(𝑡 − 𝜉/2)�
��
�����
 � � ������� ���� ����� �� �
�� �
� 	��� ���� �
 [𝑡− 𝜉, 𝑡+ 𝜉/4]� �����
�� 𝜏𝑛� /� ���� ����

𝑈̃(𝑡− 𝜉/4, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑡− 𝜉/4, 𝑡− 𝜉/2)𝑦𝑛.

,�� �����
�� {𝑈(𝑡− 𝜉/4, 𝑡− 𝜉/2)𝑦𝑛}𝑛 ��� � ��
�����
� ��������
��� �� ����
����
��� �� ��� ��� 𝑈(𝑡− 𝜉/4, 𝑡− 𝜉/2)� ,�� ��
�����
� ��������
�� ���� ��
��
���� ��� ����� �
� ��� 𝑦 �� ��� ������ ��
�����

𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛)𝑈(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑡− 𝜉/4)𝑈(𝑡− 𝜉/4, 𝑡− 𝜉/2)𝑦𝑛,

����� ��
������ �� 𝑈(𝑡, 𝑡− 𝜉/2)𝑦�

	��



!�������� ��
������ +������

$���� ��	
�� $�� 𝒰 �� � �������
 D��������������� ������� ��������
 �������
��������
� �� ���
����
 	����� +������ ���� {𝐼𝑡(𝑀(𝑡))}𝑡∈R ∈ D �
�⋃︁

𝑠≤𝑡

𝐼𝑠(𝑀(𝑠))

�� ���������� ������� �
 𝑋 ��� ��� 𝑡 ∈ R� ,��
 𝒰 �� �������
 D���������������
��������

(����� /� ��
� 𝐷̂ ∈ D� 𝑡 ∈ R� �
� ����� �����
��� {𝑠𝑛}𝑛� {𝜀𝑛}𝑛� �
� {𝑥𝑛}𝑛
���� ���� 𝑠𝑛 −→ −∞� 𝜀𝑛 −→ 0� �
� 𝑥𝑛 ∈ 𝐷(𝑠𝑛)� /� ��
� �� ����� ���� ���
�����
�� {𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛}𝑛 ��� � ��
�����
� ��������
���
��� ���� 𝑛 ∈ N �� ��
����� ��� ������� ��������� �������	������

𝜙𝑛 : 𝑢 ∈ [𝑠𝑛, 𝑡+ 𝜀𝑛] −→ 𝑈̃(𝑢, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 ∈ 𝑋.

/� ����� ��� ����� �
 ��� ������
� ������

���� 	� �� �� � ��������
��� ����� ��
���� ��� ����� ����� ��� 
� 	��� �����
�� 𝜙𝑛�
!
 ���� ��������
 �� ���� ���� 𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛� /� �������
���� 𝜀𝑛 > −1� /� 

�� ���� 𝒰 �� D��������������� �������� ����� �������
���� ��� �����
�� {𝑈(𝑡− 1, 𝑠𝑛)𝑥𝑛}𝑛 ��� � ��
�����
� ��������
�� ������ ����
�� ��
���� ��� ����� �� � ���
� 𝑦 ∈ 𝑋� ,���������

𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑡− 1)𝑈(𝑡− 1, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 −→ 𝑈(𝑡, 𝑡− 1)𝑦.

���� 
� ����� ������ 𝑛0 ∈ N ���� ���� 𝜙𝑛 ��� �� ����� �
� 	��� ���� ��� ���
𝑛 ≥ 𝑛0�
/������ ���� �� ��
�������� �� ��
 ������ ���� 𝜙𝑛 ��� �� ����� �
� 	��� ����
��� ��� 𝑛 ∈ N �
� 𝜀𝑛 < 1� /� ��
��� �� 𝜏𝑛 ��� ���� 	��� ���� �� 𝜙𝑛� ,���������
��� �
� 𝑛 ∈ N� �� ����

𝑦𝑛 := 𝑈̃(𝜏𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 ∈ 𝐼𝜏𝑛
(𝑀(𝜏𝑛)) ⊂

⋃︁
𝑠≤𝑡+1

𝐼𝑠(𝑀(𝑠)),

����� �� 

�� �� ���������� �������� ,��������� �� ���� ���� {𝑦𝑛}𝑛 ��� �
��
�����
� ��������
�� ������ �� ���� ��
��� ��� ����� �� � ���
� 𝑦 ∈ 𝑋� /�
����� ��� ����� �� ���� ���� �
 ��� ���������

+������ 	� {𝜏𝑛} �� � ���
��� �����
���
-� �� � ��������
��� ����� ���� �� ��
���� ��� ����� �� ������ ���� {𝜏𝑛}𝑛 ��
��
�����
� �� � 
����� 𝑡0� ,��


𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝜏𝑛)𝑈̃(𝜏𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝜏𝑛)𝑦𝑛,

	�	



���� ����������
�

����� ��
������ �� 𝑈(𝑡, 𝑡0)𝑦�

+������ 
� {𝜏𝑛} �� 
�� � ���
��� �����
���

-� �� � ��������
��� ��
���� ��� ����� �� ��� ������ ���� 𝜏𝑛 −→ −∞� /�
��� ���� ������ ���� 𝜏𝑛 < 𝑡−1 ��� ��� 𝑛 ∈ N� /� 

�� ���� {𝐼𝑠(𝑀(𝑠))}𝑠∈R ∈ D�
𝜏𝑛 −→ −∞� �
� 𝑦𝑛 ∈ 𝐼𝜏𝑛(𝑀(𝜏𝑛))� ,�� �������
 D����������� �������
��� ��
𝒰 ������� ���� ��� �����
�� {𝑈(𝑡− 1, 𝜏𝑛)𝑦𝑛}𝑛 ��� � ��
�����
� ��������
���
����� ���� �� ��
���� ��� ����� �� 𝑧 ∈ 𝑋� �� � ��
�����
���

𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑡− 1)𝑈(𝑡− 1, 𝜏𝑛)𝑦𝑛,

����� ��
������ �� 𝑈(𝑡, 𝑡− 1)𝑧�

!
���������
����� �����

/� ���� ��
����� �
 �
���������
����� 
����
� ����� �� � ���� ����������
�
+������ ������ ���� ��������� �
 3
�� 
�� ��5� ,��� ����� ���� �� ����
 ��

𝑢′(𝑡) = −𝛾(𝑡)𝑢(𝑡) + 𝑆(𝑡), ������

���� ��� �������
� ��
�����
�

�� 𝑢(𝑡) = 𝜃(𝑡) ���
 𝑢(𝑡) ������ �� 𝑢𝑟(𝑡) < 𝜃(𝑡).

,���� ������ ��������� ��� 3��5� ���
�� �����
��������� ������
���
/� ���� ��
����� ��� ��������� ��������
 ������� ���������� ���� ���� ������

/� �������

� 	� 𝛾 : R −→ (0,∞) �� ��
��
�����

.������� ����������

𝑢(𝑡) +���� �������� �������
� ����
�����
𝛾(𝑡) ����������

𝑆(𝑡) +������� �������
𝜃(𝑡) ����
� ���������
𝑢𝑟(𝑡) *���� �����

,���� ��	� ����������
 �� ��������� �� ��� �
���������
����� 
����
 ������

	�




!�������� ��
������ +������

� 
� 𝑆 : R −→ (0,∞) �� ��
��
�����

𝑘(𝑡) :=
∫︁ ∞

0
𝑆(𝑡− 𝑢) exp

{︂
−
∫︁ 𝑡

𝑡−𝑢
𝛾(𝑣) 𝑑𝑣

}︂
𝑑𝑢 < ∞ ��� ���� 𝑡 ∈ R,

lim
𝑠→−∞

𝑘(𝑠) exp
{︂

−
∫︁ 𝑡

𝑠

𝛾(𝑣)𝑑𝑣
}︂

= 0 ��� ���� 𝑡 ∈ R,

�
�

lim
𝜏→0+

sup
𝑡∈R

∫︁ 𝜏

0
𝑆(𝑡− 𝑢) exp

{︂
−
∫︁ 𝑡

𝑡−𝑢
𝛾(𝑣) 𝑑𝑣

}︂
𝑑𝑢 = 0;

� �� 𝜃 : R −→ (0,∞) �� ��
��
������ ������
�������

lim
𝑠→−∞

𝜃(𝑠) exp
{︂

−
∫︁ 𝑡

𝑠

𝛾(𝑣) 𝑑𝑣
}︂

= 0 ��� ���� 𝑡 ∈ R ����
�

�
�

𝜃′(𝑡) + 𝛾(𝑡)𝜃(𝑡) − 𝑆(𝑡) ̸= 0 ��� ��� 𝑡 ∈ R; ������

� �� 𝑢𝑟 : R −→ [0,∞) �� ��
��
���� �
� ����� ����� 𝑎, 𝛿 > 0 ���� ����� ��� ���
𝜂 ∈ [0, 𝛿] �
� ��� 𝑠 ∈ R� �� ���� 𝑢𝑟(𝑠) + 𝑎 < 𝜃(𝑠+ 𝜂)�

*����
 ��	��� ��
�����
� � 
� �
� ����
� ��� ��������� ��� �
���
��� ���
 𝛾
��� � �������� �
���� �
� 𝑆 �
� 𝜃 ��� ���
����
/� ��
 ����� ��� �
����� ����� �������{︃

𝑢′(𝑡) = −𝛾(𝑡)𝑢(𝑡) + 𝑆(𝑡), ��� 𝑡 > 𝑠,

𝑢(𝑠) = 𝑥0 ∈ R,

�
� ��� ��� ��������
 ������� 𝒰 � ���� 𝑈(𝑡, 𝑠) ����
 ��

𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥0 = 𝑥0 exp
{︂

−
∫︁ 𝑡

𝑠

𝛾(𝑣) 𝑑𝑣
}︂

+
∫︁ 𝑡

𝑠

𝑆(𝑥) exp
{︂

−
∫︁ 𝑡

𝑥

𝛾(𝑣) 𝑑𝑣
}︂
𝑑𝑥, ������

��� 𝑡 > 𝑠 �
� 𝑥0 ∈ R� /� ��
��� 𝑀(𝑡) = {𝜃(𝑡)} �
� 𝐼𝑡(𝜃(𝑡)) = 𝑢𝑟(𝑡) ���
���� 𝑡 ∈ R� ,��
 �� ���� ���� (𝑈,R, 𝑀̂ , 𝐼) �� �
 ��������� ��������
 ��������
�� 𝑀̂ �
� 𝐼 ��� ������������ ������ �
� ������������ ��
��
����� �������������
,�� �
�� ��
�����
 �� 
��� �� ����
 �� ���
�� ��� ���� ��
�����
 ������� ����
�������
 �������
/� ���� ����� 
��� ���� ���� ��������� ��������
 ������� ��� � �������


D���������� ��� ���� �
������ D�

(���������
 ��	�	� ,�� ��������� ��������
 ������� 𝒰 �������� ��
�����
 � ��

	��



���� ����������
�

(����� ,�
� 𝛼 ���� ���� �� ����∫︁ 𝜂

0
𝑆(𝑠+ 𝜂 − 𝑢) exp

{︂
−
∫︁ 𝑠+𝜂

𝑠+𝜂−𝑢
𝛾(𝑣) 𝑑𝑣

}︂
𝑑𝑢 ≤ 𝑎 ��� ��� 𝑠 ∈ R,

��� ����� 𝜂 ∈ [0, 𝛼]� �� �������� � 
�� ,��� ������� ����

𝑈(𝑠+ 𝜂, 𝑠)𝑢𝑟(𝑠) = 𝑢𝑟(𝑠) exp
{︂

−
∫︁ 𝑠+𝜂

𝑠

𝛾(𝑣) 𝑑𝑣
}︂

+
∫︁ 𝑠+𝜂

𝑠

𝑆(𝑥) exp
{︂

−
∫︁ 𝑠+𝜂

𝑥

𝛾(𝑣) 𝑑𝑣
}︂
𝑑𝑥

≤ 𝑢𝑟(𝑠) +
∫︁ 𝜂

0
𝑆(𝑠+ 𝜂 − 𝑢) exp

{︂
−
∫︁ 𝑠+𝜂

𝑠+𝜂−𝑢
𝛾(𝑣) 𝑑𝑣

}︂
𝑑𝑢

≤ 𝑢𝑟(𝑠) + 𝑎,

��� ��� 𝑠 ∈ R� !� 0 ≤ 𝜂 ≤ min{𝛿, 𝛼}� ���� 𝛿 > 0 ����
 �� � ��� �� ���

𝑈(𝑠+ 𝜂, 𝑠)𝑢𝑟(𝑠) ≤ 𝑢𝑟(𝑠) + 𝑎 < 𝜃(𝑠+ 𝜂).

,��������� 𝜑(𝑢𝑟(𝑠), 𝑠) > min{𝛿, 𝛼} > 0 ��� ��� 𝑠 ∈ R� �� � ��
�����
��� �� ��
�
𝜉 = min{𝛿, 𝛼}/2 > 0� �� ��
�����
 � � �� �����

/� ����� ���� 𝒰 �������� ��
�����
 �,��

(���������
 ��	�
� ,�� ��������� ��������
 ������� 𝒰 �������� ��
�����
 �,��

(����� /� �� 𝑠 ∈ R� 𝑡 > 𝑠� �
� {𝑧𝑛}𝑛 � ��
�����
� �����
�� �� 𝑧 ���� ����
𝑈(𝑡, 𝑠)𝑧𝑛 −→ 𝜃(𝑡)� /� ��
� �� ����� ���� ����� ����� {𝑧𝑛𝑘

}𝑘 � ��������
�� ��
{𝑧𝑛}𝑛 �
� � �����
�� {𝛼𝑘}𝑘 ���� ���� 𝑡+ 𝛼𝑘 ≥ 𝑠� {𝛼𝑘}𝑘 ��
�����
� �� 0� �
�
𝑈(𝑡+ 𝛼𝑘, 𝑠)𝑧𝑛𝑘

= 𝜃(𝑡+ 𝛼𝑘)�
,�� �����
�� {𝑈(𝑡, 𝑠)𝑧𝑛}𝑛 ��
������ �� 𝜃(𝑡)� �� 𝑈(𝑡, 𝑠)𝑧 = 𝜃(𝑡)� �������

���
 � �� ������� ����

𝜃′(𝑡) > −𝛾(𝑡)𝜃(𝑡) + 𝑆(𝑡) ��� ��� 𝑡 ∈ R
��

𝜃′(𝑡) < −𝛾(𝑡)𝜃(𝑡) + 𝑆(𝑡) ��� ��� 𝑡 ∈ R.

/� ������� ���� 𝜃′(𝑡) > −𝛾(𝑡)𝜃(𝑡) + 𝑆(𝑡)� �
� �� ���
� 𝑓(𝑟) = 𝑈(𝑟, 𝑠)𝑧 − 𝜃(𝑟)
��� 𝑟 ≥ 𝑠� ,��� ��� �� ������
������� 𝑓(𝑡) = 0� �
�

𝑓 ′(𝑟) = 𝑑

𝑑𝑟
(𝑈(𝑟, 𝑠)𝑧 − 𝜃(𝑟)) = −𝛾(𝑟)𝑈(𝑟, 𝑠)𝑧 + 𝑆(𝑟) − 𝜃′(𝑟).

,��� ������� ����

𝑓 ′(𝑡) = −𝛾(𝑡)𝑈(𝑡, 𝑠)𝑧 + 𝑆(𝑡) − 𝜃′(𝑡) = −𝛾(𝑡)𝜃(𝑡) + 𝑆(𝑡) − 𝜃′(𝑡) < 0.

	��



!�������� ��
������ +������

�� � ��
�����
��� ����� ������ 𝜀0 > 0 ���� 𝑡− 𝑠 > 𝜀0 �
�

𝑈(𝑡− 𝜀, 𝑠)𝑧 > 𝜃(𝑡− 𝜀) �
� 𝑈(𝑡+ 𝜀, 𝑠)𝑧 < 𝜃(𝑡+ 𝜀),

��� ����� 𝜀 ∈ (0, 𝜀0]� ,��� ������� ����

𝑈(𝑡− 𝜀0, 𝑠)𝑧𝑛 > 𝜃(𝑡− 𝜀0) �
� 𝑈(𝑡+ 𝜀0, 𝑠)𝑧𝑛 < 𝜃(𝑡+ 𝜀0).

,��������� ����� ������ 𝛼𝑛 ∈ [−𝜀0, 𝜀0] ���� ���� 𝑈(𝑡 + 𝛼𝑛, 𝑠)𝑧𝑛 = 𝜃(𝑡 + 𝛼𝑛)�
!� �� ����� ����� �� �� � ��������
��� {𝛼𝑛}𝑛 ��
������ �� 0� ���
 �� ���
�
������ �� 𝛼𝑛 ∈ [−𝜀0, 𝜀0]� �� �� � ��������
�� ���
���� ��� ������ �����
������ 𝛼̄ ∈ [−𝜀0, 𝜀0] ���� ���� 𝛼𝑛 −→ 𝛼̄� ,�� ������ 𝑀̂ �� ������������ ������� ��

𝑈(𝑡+ 𝛼̄, 𝑠)𝑧 = 𝜃(𝑡+ 𝛼̄).

/� ���� 

�� ���� 𝑈(𝑡+𝜂, 𝑠)𝑧 ≠ 𝜃(𝑡+𝜂) ��� ��� 𝜂 ∈ [−𝜀0, 𝜀0]∖{0}� ,��� �������
���� 𝛼̄ = 0�

/� ��
����� ��� ��� ℛ �� ��
����
� 𝑤 : R −→ (0,∞) ���� �������

lim
𝑠→−∞

𝑤(𝑠) exp
{︂

−
∫︁ 𝑡

𝑠

𝛾(𝑣) 𝑑𝑣
}︂

= 0 ��� ���� 𝑡 ∈ R.

,��
� �� ��
����� ��� �
������ D �� �������� 𝐷̂ = {𝐷(𝑡)}𝑡∈R ���� ���� 𝐷(𝑡) ⊂ R
�
� ����� ������ 𝜔𝐷̂ ∈ ℛ ����

𝐷(𝑡) ⊂ [−𝜔𝐷̂(𝑡), 𝜔𝐷̂(𝑡)] ��� ��� 𝑡 ∈ R.

(���������
 ��	��� ,�� ��������� ��������
 ������� 𝒰 �� �������
 D������������
�
� �������
 D��������������� ��������

(����� ,�
� 𝐷̂ ∈ D� 𝑡 ∈ R� 𝑠 < 𝑡� �
� 𝑥 ∈ 𝐷(𝑠)� ,��


|𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥| ≤ |𝑥| exp
{︂

−
∫︁ 𝑡

𝑠

𝛾(𝑣) 𝑑𝑣
}︂

+
∫︁ 𝑡

𝑠

𝑆(𝑥) exp
{︂

−
∫︁ 𝑡

𝑥

𝛾(𝑣) 𝑑𝑣
}︂
𝑑𝑥

= |𝑥| exp
{︂

−
∫︁ 𝑡

𝑠

𝛾(𝑣) 𝑑𝑣
}︂

+
∫︁ 𝑡−𝑠

0
𝑆(𝑡− 𝑢) exp

{︂
−
∫︁ 𝑡

𝑡−𝑢
𝛾(𝑣) 𝑑𝑣

}︂
𝑑𝑢

≤ 𝜔𝐷̂(𝑠) exp
{︂

−
∫︁ 𝑡

𝑠

𝛾(𝑣) 𝑑𝑣
}︂

+
∫︁ 𝑡−𝑠

0
𝑆(𝑡− 𝑢) exp

{︂
−
∫︁ 𝑡

𝑡−𝑢
𝛾(𝑣) 𝑑𝑣

}︂
𝑑𝑢.

	�




���� ����������
�

��� ����� 𝑡 ∈ R �� ���
�

𝜔(𝑡) = 2 max
{︂
𝜃(𝑡),

∫︁ ∞

0
𝑆(𝑡− 𝑢) exp

{︂
−
∫︁ 𝑡

𝑡−𝑢
𝛾(𝑣) 𝑑𝑣

}︂
𝑑𝑢

}︂
��� ���� 𝑡 ∈ R,

�
� 𝐵0(𝑡) = [−𝜔(𝑡), 𝜔(𝑡)]� /� ���� ���� 𝐵̂0 �� ������������ ������ �
� ����
𝐵̂0 ∈ D� /� ��
� �
� 𝐷̂ ∈ D� 𝑡 ∈ R� �
� ��� �����
��� {𝜀𝑛}𝑛 �
� {𝑠𝑛}𝑛 ����
���� 𝜀𝑛 −→ 0 �
� 𝑠𝑛 −→ −∞� ��� �
� 𝑛 ∈ N �
� 𝑥 ∈ 𝐷(𝑠𝑛)� �� ���� ���
������
� ������

���� 	� ,���� ��� 
� 	��� ����� �� 𝒰 �� (𝑥, 𝑠𝑛)�
,��� ������� ����

𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥 = 𝑈(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥.
!
 ���� ����� �� ���� ����

|𝑈(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥| ≤ 𝜔𝐷̂(𝑠𝑛) exp
{︂

−
∫︁ 𝑡+𝜀𝑛

𝑠𝑛

𝛾(𝑣) 𝑑𝑣
}︂

+
∫︁ 𝑡−𝑠𝑛

−𝜀𝑛

𝑆(𝑡− 𝑢) exp
{︂

−
∫︁ 𝑡+𝜀𝑛

𝑡−𝑢
𝛾(𝑣) 𝑑𝑣

}︂
𝑑𝑢

,��� ���� ���� ���� 
�� ����
� �
 𝑥� �
� �� 

�� ���� �� ��
������ ��∫︁ ∞

0
𝑆(𝑡− 𝑢) exp

{︂
−
∫︁ 𝑡

𝑡−𝑢
𝛾(𝑣) 𝑑𝑣

}︂
𝑑𝑢.

���� 
� ,���� �� �� ����� �
� 	��� ���� �� 𝒰 �� (𝑥, 𝑠𝑛)�
,��
 �� ��
� 𝜏 ∈ [𝑠𝑛, 𝑡+ 𝜀𝑛] ��� ���� 	��� ����� ,��������� �� ���
����
 �� 𝑀̂
�
� 𝐼�

𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥𝑛 = 𝑈(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝜏)𝑢𝑟(𝜏)
��� 𝑈(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝜏)𝑢𝑟(𝜏) ∈ [0, 𝜃(𝑡+ 𝜀𝑛))� ������� 𝜏 ��� ��� ���� 	��� ���� �
 ���
�
������ [𝑠𝑛, 𝑡+ 𝜀𝑛]� ,��
�

𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝑥 ∈ 𝐵0(𝑡+ 𝜀𝑛).

�� � ��
�����
�� �� ��� ��� ������ �
� ������� 𝑥 ∈ 𝐷(𝑠𝑛) ��� ����������
���� ������� ���� ����� ������ 𝑛0 ∈ N ���� ����

𝑛 ≥ 𝑛0 =⇒ 𝑈̃(𝑡+ 𝜀𝑛, 𝑠𝑛)𝐷(𝑠𝑛) ⊂ 𝐵0(𝑡+ 𝜀𝑛).

,��
 �� ���� ������ ���� 𝑈̃ �� �������
 D�������������
������������ �� ���� 𝐵0(𝑡) ⊂ R �� ������� �
� 𝑈(𝑡, 𝑠) �� � ������� ��� ���

����� 𝑡 > 𝑠� ���
 (���������
 ��	
� ������� ���� 𝑈̃ �� �������
 D���������������
��������

	��



!�������� ��
������ +������

!
 ����� �� ����� ��� �������
 D������������� �������
���� �� ����� ����
��� ��� ���� ���� 𝒰 �� �������������� �������� {𝐼𝑡(𝑀(𝑡))}𝑡∈R ∈ D� �
�⋃︁

𝑠≤𝑡

𝐼𝑠(𝑀(𝑠))

�� ���������� ������� �
 R ��� ����� 𝑡 ∈ R� ,��
 �� ����� $���� ��	
�� �
�
�� ��� ��� �������

/��� ��� ����� �������� ��� ��������� ��������
 ������� 𝒰 ��� � ������������
������� �������
 D���������� 𝐴 ∈ D� �� ��������� ����� ��
�� �� ������� ��������
��
�����
 �!��

!�������� &������+��
�� �������

/� ��� ���
� �� ��
����� � ��������
���
�� ��������� &������+��
�� �������
�

$�� Ω ⊂ R2 �� ���
 ���� ������ ���
���� 𝜕Ω� /� ������ ���� ���
(��
���	 �
�������� ������ ���� ��� ����� ������ 𝜆1 > 0 ���� ����

𝜆1

∫︁
Ω

|𝜙(𝑥)|2𝑑𝑥 ≤
∫︁

Ω
|∇𝜙(𝑥)|2 𝑑𝑥 ��� ��� 𝜙 ∈ 𝐻1

0 (Ω).

/� ��
����� ��� ��������
���
�� 
�
����
����� &������+��
�� �������� ����

�� ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝜈Δ𝑢+ (𝑢 · ∇)𝑢 = 𝑓(𝑡) − ∇𝑝, �
 (𝑠,+∞) × Ω,

div 𝑢 = 0 �
 (𝑠,+∞) × Ω,
𝑢 = 0 �
 (𝑠,+∞) × 𝜕Ω,
𝑢(𝑠, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) ��� 𝑥 ∈ Ω.

���� 𝜈 > 0� 𝑓 ��� �����
� ����� �
� 𝑝 ��� ���������
/� ��
� ��� �������
� �������

𝒱 = {𝑢 ∈ (𝒞∞
0 (Ω))2 : div 𝑢 = 0},

𝐻, ��� ������� �� 𝒱 �
 (𝐿2(Ω))2,

𝑉, ��� ������� �� 𝒱 �
 (𝐻1
0 (Ω))2,

���� ��� �

�� �������� ���
�� ��

(𝑢, 𝑣) =
2∑︁
𝑗=1

∫︁
Ω
𝑢𝑗𝑣𝑗 𝑑𝑥 �
� ((𝑢, 𝑣)) =

2∑︁
𝑖,𝑗=1

∫︁
Ω

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝑑𝑥,

�
 𝐻 �
� 𝑉 � /� ���� ��
����� |·| �
� ‖·‖ ��� 
���� ���� ����� �

�� ���������
��
����� �� ��
����� ⟨·, ·⟩ ��� ������� ������
 𝑉 �
� 𝑉 *� ‖·‖* ��� 
��� �� 𝑉 *�

	��



���� ����������
�

�
� 𝑏 ��� �����
��� ����

𝑏(𝑢, 𝑣, 𝑤) =
2∑︁

𝑖,𝑗=1

∫︁
Ω
𝑢𝑖
𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝑤𝑗 𝑑𝑥.

������ ���� 𝑢0 ∈ 𝐻 �
� 𝑓 ∈ 𝐿2
𝑙𝑜𝑐(R;𝑉 *)� ��� ���� 𝑠 ∈ R� ��
����� ��� �������⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑢 ∈ 𝐿2(𝑠, 𝑇 ;𝑉 ) ∩ 𝐿∞(𝑠, 𝑇 ;𝐻), ��� 𝑇 > 𝑠,
𝑑

𝑑𝑡
(𝑢(𝑡), 𝑣) + 𝜈((𝑢(𝑡), 𝑣)) + 𝑏(𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑣) = ⟨𝑓(𝑡), 𝑣⟩, ��� ��� 𝑣 ∈ 𝑉,

𝑢(𝑠) = 𝑢0.

!� ��� � �
���� �������
 𝑢(·; 𝑠, 𝑢0)� ����� �� ���
�� �
 ��� �
������ [𝑠,∞)� ,��
�������
 �� �
 𝒞0([𝜏,∞);𝐻)� ���
� 𝑈(𝑡, 𝑠)𝑢0 := 𝑢(𝑡, 𝑠;𝑢0)� ����� �� �
 ��������

������� �
 𝐻� ����� ���� �� �������� �� �� 𝒰 �
$�� 𝜎 = 𝜈𝜆1� �� ������� ���� 𝑓 ∈ 𝐿2

𝑙𝑜𝑐(R;𝑉 *) ��������∫︁ 𝑡

−∞
𝑒𝜎𝜁‖𝑓(𝜁)‖2

*𝑑𝜁 < ∞ ��� ����� 𝑡 ∈ R. ������

/� ���
� ℛ𝜎 ��� ��� �� ��
����
� 𝑟 : R −→ (0,∞) ���� ����

lim
𝑡→−∞

𝑒𝜎𝑡𝑟2(𝑡) = 0,

�
� ��
����� ��� �
������ D𝜎 �� ��� �������� 𝐷̂ �� ������� �� 𝐻 ���� ����

𝐷(𝑡) ⊂ {𝑣 ∈ 𝐻 : |𝑣| ≤ 𝑟𝐷̂(𝑡)} ��� ���� 𝑡 ∈ R,

��� ���� 𝑟𝐷̂ ∈ ℛ𝜎�
�������
� ��� ���� ����� �� 3��� ,������ 	�5� �� ����

• ,�� ��������
 ������� 𝒰 �� �������
 D𝜎��������������� ��������

• ��� ����� 𝑢0 ∈ 𝐻 �
� 𝑡 ≥ 𝑠�

|𝑈(𝑡, 𝑠)𝑢0|2 ≤ 𝑒−𝜎(𝑡−𝑠)|𝑢0|2 + 𝑒−𝜎𝑡

𝜈

∫︁ 𝑡

𝑠

𝑒𝜎𝜁‖𝑓(𝜁)‖2
*𝑑𝜁. ������

• ,�
�

𝑅𝜎(𝑡) :=
(︂

2𝑒−𝜎𝑡

𝜈

∫︁ 𝑡

−∞
𝑒𝜎𝜁‖𝑓(𝜁)‖2

*𝑑𝜁

)︂1/2

�
� 𝐵0(𝑡) = {𝑣 ∈ 𝐻 : |𝑣| ≤ 𝑅𝜎(𝑡)} ��� ����� 𝑡 ∈ R� /� ��� ���� 𝑅𝜎 ∈ ℛ𝜎�
����� ������� ���� 𝐵̂0 ∈ D𝜎� ������������ ��� ����� 𝐷̂ ∈ D𝜎 �
� 𝑡 ∈ R�
����� ������ 𝑠0 = 𝑠0(𝐷̂, 𝑡) ≤ 𝑡 ���� ����

𝑠 ≤ 𝑠0 =⇒ 𝑈(𝑡, 𝑠)𝐷(𝑠) ⊂ 𝐵0(𝑡).

	��



!�������� ��
������ +������

/� ��
����� 𝑀̂ �
 ��������� ������ �
 𝐻 ���� ���� �� �� ������������ ������ �
�
�������� ���
�� �
� � ������ �� ��
����
� 𝐼 = {𝐼𝑡 : 𝑀(𝑡) −→ 𝐻}𝑡∈R ���� ���� 𝐼
�� ������������ ��
��
����� ,��� ������� ���� 𝒰 = (𝒰 , 𝐻, 𝑀̂, 𝐼) �� �
 ���������
��������
 �������� /� ������� ����

• 𝒰 �������� ��
�����
� �!�� �,�� �
� � ��

• |𝐼𝑡(𝑣)| ≤ 2−1/2𝑅𝜎(𝑡) ��� ����� 𝑣 ∈ 𝑀(𝑡)�

• ��� ����� 𝑡 ∈ R� ��� ��� ⋃︁
𝑠≤𝑡

𝐼𝑠(𝑀(𝑠))

�� ���������� ��������

$���� ��	
� ������� ���� 𝒰 �� �������
 D𝜎��������������� �������� /� ����
����� ���� 𝒰 �� �������
 D𝜎�������������
$�� 𝜏 ∈ R� |𝑥| ≤ 2−1/2𝑅𝜎(𝜏) �
� 𝑡 ≥ 𝜏 � ,��
 �������
 ������ ������� ����

|𝑈(𝑡, 𝜏)𝑥|2 ≤ 𝑒−𝜎(𝑡−𝜏)|𝑥|2 + (𝑅𝜎(𝑡))2

2 ≤ (𝑅𝜎(𝑡))2, ������

���� ��� 𝑈(𝑡, 𝜏)𝑧 ∈ 𝐵0(𝑡)�
��� 𝐷̂ ∈ D𝜎� 𝑡 ∈ R� �
� |𝑟| ≤ 1� ,�
� 𝑠0 := 𝑠0(𝐷̂, 𝑡− 1) ≤ 𝑡− 1 ���� ����

𝑠 ≤ 𝑠0 =⇒ 𝑒𝜎𝑠(𝑟𝐷̂(𝑠))2 ≤ 𝑒𝜎(𝑡−1) (𝑅𝜎(𝑡− 1))2

2 . ����	�

,�
� 𝑠 ≤ 𝑠0 �
� 𝑣 ∈ 𝐷(𝑠)� /� ���� ��� �����
��

• ,���� ��� 
� 	��� ����� �� 𝒰 �� (𝑣, 𝑠)
,��
 �� ����

𝑈̃(𝑡+ 𝑟, 𝑠)𝑢 = 𝑈(𝑡+ 𝑟, 𝑠)𝑢.

�������
� ������ �
� ����	� ����� ����

|𝑈̃(𝑡+ 𝑟, 𝑠)𝑣|2 ≤ 𝑒−𝜎(𝑡+𝑟−𝑠)(𝑟𝐷̂(𝑠))2 + (𝑅𝜎(𝑡+ 𝑟))2

2

≤ 𝑒−𝜎(𝑡+𝑟)𝑒𝜎(𝑡−1) (𝑅𝜎(𝑡− 1))2

2 + (𝑅𝜎(𝑡+ 𝑟))2

2

≤ (𝑅𝜎(𝑡+ 𝑟))2

2 + (𝑅𝜎(𝑡+ 𝑟))2

2
= (𝑅𝜎(𝑡+ 𝑟))2,

������� �� ��� ���
����
 �� 𝑅𝜎� �� � ��
�����
���

𝑠 ≤ 𝑠0 =⇒ 𝑈̃(𝑡+ 𝑟, 𝑠)𝑣 ∈ 𝐵0(𝑡+ 𝑟).

	��



���� ����������
�

• ,���� �� �� ����� �
� 	��� ���� �� 𝒰 �� (𝑣, 𝑠)�
,�
� 𝜏 ��� ���� �
� �
 ��� �
������ [𝑠, 𝑡+ 𝑟]� ,��


𝑈̃(𝑡+ 𝑟, 𝑠)𝑣 = 𝑈(𝑡+ 𝑟, 𝜏)𝑈̃(𝜏, 𝑠)𝑣 = 𝑈(𝑡+ 𝑟, 𝜏)𝑤,

���� 𝑤 ∈ 𝐼𝜏 (𝑀(𝜏))� /� ���� ���� |𝑤| ≤ 2−1/2𝑅𝜎(𝜏)� ,��������� �����
���
 ������ ������� ����

|𝑈̃(𝑡+ 𝑟, 𝑠)𝑣|2 = |𝑈(𝑡+ 𝑟, 𝜏)𝑤|2 ≤ (𝑅𝜎(𝑡+ 𝑟))2.

�� � ��
�����
�� �� ����� ��� �����
�� �� ��
 �� ������ ������ ���� 𝒰 ��
�������
 D𝜎������������ ���� 𝐵̂0 � �������
 D𝜎��������
� ������� ��������� ����
������� ���� ����� ������ � �������
 D𝜎���������� 𝐴 ∈ D𝜎�

(����������
� �� ��� �
���������
����� �����
/� ��
����� ��� ���� 𝜂 ∈ [0, 1] ��� �������

𝑢′(𝑡) = −𝛾𝜂(𝑡)𝑢(𝑡) + 𝑆𝜂(𝑡), ����
�

���� ��� ��
�����


�� 𝑢(𝑡) = 𝜃𝜂(𝑡) ���
 𝑢(𝑡) ������ �� 𝑢𝑟,𝜂(𝑡) < 𝜃𝜂(𝑡). ������

/� �������

�!	� 𝛾𝜂 : R −→ (0,∞) �� � ��
��
���� ��� ��� ���� 𝜂 ∈ [0, 1] ���� ����

lim
𝜂→0

sup
𝑡∈R

|𝛾𝜂(𝑡) − 𝛾0(𝑡)| = 0,

𝛾−
0 = inf

𝑡∈R
𝛾0(𝑡) > 0, �
� 𝛾+

0 = sup
𝑡∈R

𝛾0(𝑡) < ∞;

�!
� 𝑆𝜂 : R −→ (0,∞) �� � ��
��
���� ��� ��� ���� 𝜂 ∈ [0, 1] ���� ����

lim
𝜂→0

sup
𝑡∈R

|𝑆𝜂(𝑡) − 𝑆0(𝑡)| = 0,

�
�
𝑆+

0 = sup
𝑡∈R

𝑆0(𝑡) < ∞;

�!�� 𝜃𝜂 : R −→ (0,∞) �� � 𝒞1 ��� ��� ���� 𝜂 ∈ [0, 1] ���� ����

lim
𝜂→0

sup
𝑡∈R

(︀
|𝜃𝜂(𝑡) − 𝜃0(𝑡)| + |𝜃′

𝜂(𝑡) − 𝜃′
0(𝑡)|

)︀
= 0.

	��



!�������� ��
������ +������

����� ������� ����
𝜃+

0 = sup
𝑡∈R

𝜃0(𝑡) < ∞,

�
� ���� ����� ������ 𝜀 > 0 ���� ���� ��� ��� 𝑡 ∈ R �� ����

|𝜃′
0(𝑡) + 𝛾0(𝑡)𝜃0(𝑡) − 𝑆0(𝑡)| > 𝜀;

�!�� 𝑢𝑟,𝜂 : R −→ [0,∞) �� � ��
��
���� ��� ��� ���� 𝜂 ∈ [0, 1] ���� ����

lim
𝜂→0

sup
𝑡∈R

|𝑢𝑟,𝜂(𝑡) − 𝑢𝑟,0(𝑡)| = 0,

�
� ����� ����� 𝑎, 𝛿 > 0 ���� ���� ��� ��� 𝑠 ∈ R �
� 𝜇 ∈ [0, 𝛿] �� ����

𝑢𝑟,0(𝑠) + 𝑎 < 𝜃0(𝑠+ 𝜇).

��� ���� 𝜂 ∈ [0, 1] ��� �
����� ����� �������{︃
𝑢′(𝑡) = −𝛾𝜂(𝑡)𝑢(𝑡) + 𝑆𝜂(𝑡), ��� 𝑡 > 𝑠,

𝑢(𝑠) = 𝑥 ∈ R,

��
 �� ������ ����������� �
� �� �����
 𝑈𝜂� ��������� �� �
 �������
 ������� ����
���

𝑈𝜂(𝑡, 𝑠)𝑥0 = 𝑥0 exp
{︂

−
∫︁ 𝑡

𝑠

𝛾𝜂(𝑣) 𝑑𝑣
}︂

+
∫︁ 𝑡

𝑠

𝑆𝜂(𝑥) exp
{︂

−
∫︁ 𝑡

𝑥

𝛾𝜂(𝑣) 𝑑𝑣
}︂
𝑑𝑥,

������

��� 𝑡 > 𝑠 �
� 𝑧 ∈ R� ���
� 𝑀𝜂(𝑡) = {𝜃𝜂(𝑡)} �
� 𝐼𝜂𝑡 (𝜃𝜂(𝑡)) = 𝑢𝑟,𝜂(𝑡) ��� ����
𝑡 ∈ R �
� 𝜂 ∈ [0, 1]�

-��
� ��
�����
� �!	���!��� ����� ������ 𝜂1 ∈ (0, 1] ���� ����� ��� ��� 𝜂 ∈ [0, 𝜂1]
�� ����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sup
𝑡∈R

|𝛾𝜂(𝑡) − 𝛾0(𝑡)| < 𝛾−
0
2 , sup

𝑡∈R
|𝑆𝜂(𝑡) − 𝑆0(𝑡)| < 𝑆+

0
2 ,

sup
𝑡∈R

|𝜃𝜂(𝑡) − 𝜃0(𝑡)| < min
{︂
𝜃+

0
2 ,

𝑎

4

}︂
, sup

𝑡∈R
|𝑢𝑟,𝜂(𝑡) − 𝑢𝑟,0(𝑡)| < 𝑎

2 ,

sup
𝑡∈R

⃒⃒
𝜃′
𝜂(𝑡) + 𝛾𝜂(𝑡)𝜃𝜂(𝑡) − 𝑆𝜂(𝑡) − 𝜃′

0(𝑡) − 𝛾0(𝑡)𝜃0(𝑡) + 𝑆0(𝑡)
⃒⃒
<
𝜀

2 .

����
�

(���������
 ��	��� +������ ���� �!	���!�� ����� �
� 𝜂1 �� �� �
 ����
�� ,��

𝒰𝜂 = (𝒰𝜂,R, 𝑀̂𝜂, 𝐼

𝜂) �������� ��� ��
�����
� � 	��� �� ��� ���� 𝜂 ∈ [0, 𝜂1]�

	�	



���� ����������
�

,��� ������� ���� �� ���� 𝒰𝜂 = (𝒰𝜂,R, 𝑀̂𝜂, 𝐼
𝜂) �
 ��������� ��������


�������� ������������ ��
�����
� �!�� � �� �
� �,� ��� ���� �������� ��� �����
𝜂 ∈ [0, 𝜂1]�
��
����� ��� �
������ �� �
��
 ���
��� �������� D𝑏 ���� *����
 ���
��

(���������
 ��	�
� ,�� ��������� ��������
 ������� 𝒰𝜂 �� �������
 D𝑏�������
�������

(����� ,�
� 𝐷̂ ∈ D𝑏� ,��
 �� ���� ���� ����� ������ 𝑀 > 0 ���� ����⋃︁
𝑡∈R

𝐷(𝑡) ⊂ [−𝑀,𝑀 ].

��� 𝑥 ∈ 𝐷(𝑠) �
� 𝑡 ≥ 𝑠� �� ����

|𝑈(𝑡, 𝑠)𝑥| ≤ 𝑀 exp
{︂

−𝛾−
0
2 (𝑡− 𝑠)

}︂
+ 3𝑆+

0
𝛾−

0

(︂
1 − exp

{︂
−𝛾−

0
2 (𝑡− 𝑠)

}︂)︂
.

,��� ���� ���� ��
������ ��
3𝑆+

0
𝛾−

0

�� 𝑠 −→ −∞� ,��������� ��
�
�

𝜔 = 2 max
{︂
𝜃+

0 ,
3𝑆+

0
𝛾−

0

}︂
,

��� �
������ [−𝜔, 𝜔] �� �������
 D𝑏��������
� �������

,�� ���� ���� 𝒰𝜂 �� �������
 D𝑏��������������� ������� ������� ���� ���
���� ���� �� ��� ���
�
� �
 � �
��� ����
���
�� ������ ,��� ������� ���� ��
�����

��������� ��	��� ������ ���� �!	���!�� ����� 𝜂1 �� �� �
 ����
� �
� 𝜔 �� �

��� ����� �� (���������
 ��	�
� ��� ���� 𝜂 ∈ [0, 𝜂1]� ��� ��������� ��������

������� 𝒰𝜂 = (𝒰𝜂,R, 𝑀̂𝜂, 𝐼

𝜂) ��� � ������������ ������� �������
 D𝑏����������
𝐴𝜂� ���� 𝐴𝜂(𝑡) ⊂ [−𝜔, 𝜔] ��� ���� 𝑡 ∈ R�

/� ������ ���� ��� ��
�����
� �� ,������ ���	 �����

(���������
 ��	��� ,���� ������ 𝜉 > 0 ���� ����

𝜑𝜂(𝑢𝑟,𝜂(𝑠), 𝑠) ≥ 2𝜉 ��� ��� 𝑠 ∈ R �
� 𝜂 ∈ [0, 𝜂1].

(����� /� ��
� 𝛼 > 0 ���� ����� ��� 𝜆 ∈ [0, 𝛼]� �� ����∫︁ 𝜆

0
𝑆𝜂(𝑠+ 𝜆− 𝑢) exp

{︃
−
∫︁ 𝑠+𝜆

𝑠+𝜆−𝑢
𝛾𝜂(𝑣) 𝑑𝑣

}︃
𝑑𝑢 ≤ 3𝑆+

0 𝜆

2 ≤ 𝑎

4

	�




!�������� ��
������ +������

��� ����� 𝑠 ∈ R �
� 𝜂 ∈ [0, 𝜂1]� ,��� ������� ����

𝑈𝜂(𝑠+ 𝜆, 𝑠)𝑢𝑟,𝜂(𝑠) = 𝑢𝑟,𝜂(𝑠) exp
{︃

−
∫︁ 𝑠+𝜆

𝑠

𝛾𝜂(𝑣) 𝑑𝑣
}︃

+
∫︁ 𝑠+𝜆

𝑠

𝑆𝜂(𝑥) exp
{︃

−
∫︁ 𝑠+𝜆

𝑥

𝛾𝜂(𝑣) 𝑑𝑣
}︃
𝑑𝑥

≤ 𝑢𝑟,𝜂(𝑠) +
∫︁ 𝜆

0
𝑆𝜂(𝑠+ 𝜆− 𝑢) exp

{︃
−
∫︁ 𝑠+𝜆

𝑠+𝜆−𝑢
𝛾𝜂(𝑣) 𝑑𝑣

}︃
𝑑𝑢

≤ 𝑢𝑟,𝜂(𝑠) + 𝑎

4 ,

��� ����� 𝑠 ∈ R� �� � ��
�����
��� �� 𝜆 ∈ [0,min{𝛿, 𝛼}]� �� ����

𝑈𝜂(𝑠+ 𝜆, 𝑠)𝑢𝑟,𝜂(𝑠) < 𝜃𝜂(𝑠+ 𝜆).

,��������� 𝜑(𝑢𝑟,𝜂(𝑠), 𝑠) > min{𝛿, 𝛼} > 0 ��� ��� 𝑠 ∈ R� ��
����� ��
�
�

𝜉 = min{𝛿, 𝛼}
2

�� �
��� ��� ������

,�� �������� {𝑀̂𝜂}𝜂∈[0,1] �
� {𝐼𝜂}𝜂∈[0,1] ��� ������������ ������ �� 𝜂 = 0 �
�
������������ ��
��
���� �� 𝜂 = 0� ������������� ������� ��� �
� �����
��� {𝜂𝑘}𝑛
�
� {𝑡𝑘}𝑘 ��
�����
� �� 0 �
� 𝑡� �� ���� ����

𝜃𝜂𝑘
(𝑡𝑘) −→ 𝜃0(𝑡) �
� 𝑢𝑟,𝜂𝑘

(𝑡𝑘) −→ 𝑢𝑟,0(𝑡),

%�������� ��� ������ �� ��������
 ��������� {𝒰𝜂}𝜂∈[0,1] �� ��
��
���� �� 𝜂 = 0�
 �
��� �� ����� ,������ ���	� �� �
�� �����
� �� ���� ���� ��
�����
 ��,�

������

(���������
 ��	��� ,�� ������ {𝒰𝜂}𝜂∈[0,1] �������� ��
�����
 ��,��

(����� /� ��
� 𝑠 ∈ R� 𝑡 > 𝑠� {𝜂𝑛} � �����
�� ��
�����
� �� 0� �
� {𝑧𝑛}𝑛 �
��
�����
� �����
�� �� 𝑧 ���� ���� 𝑈𝜂𝑛(𝑡, 𝑠)𝑧𝑛 −→ 𝜃0(𝑡) ���������� �� ���� ����
𝑈0(𝑡, 𝑠)𝑧 = 𝜃0(𝑡)�� /� ���� �� ����� ���� ����� ����� ��� ��������
���� {𝜂𝑛𝑘

}𝑘
�� {𝜂𝑛}𝑛 �
� {𝑧𝑗𝑘

}𝑘 �� {𝑧𝑛}𝑘� �
� � �����
�� {𝛼𝑘}𝑘 ���� ���� 𝑡 + 𝛼𝑘 ≥ 𝑠�
𝛼𝑘 −→ 0� �
� 𝑈𝜂𝑛𝑘

(𝑡+ 𝛼𝑘, 𝑠)𝑧𝑛𝑘
= 𝜃𝜂𝑛𝑘

(𝑡+ 𝛼𝑘) ��� ���� 𝑘�
��
�����
 �!�� ������� ����

𝜃′
0(𝑡) + 𝛾0(𝑡)𝜃0(𝑡) − 𝑆0(𝑡) > 0 ��� ����� 𝑡 ∈ R,

��
𝜃′

0(𝑡) + 𝛾0(𝑡)𝜃0(𝑡) − 𝑆0(𝑡) < 0 ��� ����� 𝑡 ∈ R.

	��



���� ����������
�

/� ������ ���� 𝜃′
0(𝑡) + 𝛾0(𝑡)𝜃0(𝑡) − 𝑆0(𝑡) > 0 ��� ����� 𝑡 ∈ R ���� ����� �


��� ����� ���� �� �
��������� /� ���
� ��� ��� 𝑓(𝑟) = 𝑈0(𝑟, 𝑠)𝑧 − 𝜃0(𝑟) ���
𝑟 ≥ 𝑠� ,��� ������� ���� 𝑓 �� ������
������� 𝑓(𝑡) = 0 �
�

𝑓 ′(𝑟) = 𝑑

𝑑𝑟
(𝑈0(𝑟, 𝑠)𝑧 − 𝜃0(𝑟)) = −𝛾0(𝑟)𝑈0(𝑟, 𝑠)𝑧 + 𝑆0(𝑟) − 𝜃′

0(𝑟).

,��� ������� ����

𝑓 ′(𝑡) = −𝛾0(𝑡)𝑈0(𝑡, 𝑠)𝑧 + 𝑆0(𝑡) − 𝜃′
0(𝑡) = −𝛾0(𝑡)𝜃0(𝑡) + 𝑆0(𝑡) − 𝜃′

0(𝑡) < 0.

�� � ��
�����
�� ����� ������ 𝜆0 > 0 ���� 𝑡− 𝑠 > 𝜆0 �
�

𝑈0(𝑡− 𝜆, 𝑠)𝑧 > 𝜃0(𝑡− 𝜆) �
� 𝑈0(𝑡+ 𝜆, 𝑠)𝑧 < 𝜃0(𝑡+ 𝜆),

��� ��� 𝜆 ∈ (0, 𝜆0]� ,��������� ��� 𝑛 ������
��� ����� �� ����

𝑈𝜂𝑛
(𝑡− 𝜆0, 𝑠)𝑧𝑛 > 𝜃𝜂𝑛

(𝑡− 𝜆0) �
� 𝑈𝜂𝑛
(𝑡+ 𝜆0, 𝑠)𝑧𝑛 < 𝜃𝜂𝑛

(𝑡+ 𝜆0).

,��� ������� ���� ����� �� 𝛼𝑛 ∈ [−𝜆0, 𝜆0] ���� ���� 𝑈𝜂𝑛
(𝑡+𝛼𝑛, 𝑠)𝑧𝑛 = 𝜃𝜂𝑛

(𝑡+𝛼𝑛)�
��
����� �� ���� ����� ���� {𝛼𝑛}𝑛 ��
������ �� 0 �� �� � ��������
��� /� 

��
���� 𝛼𝑛 ∈ [𝜆0, 𝜆0]� �� ����� ������ � ��
�����
� ��������
��� ����� ���� ��
��
���� ��� ����� ���� ���� 𝛼𝑛 −→ 𝛼̄� ,�� ������ {𝑀̂𝜂}𝜂∈[0,1] �� ������������
������ �� 𝜂 = 0� ����� ������� ���� 𝑈0(𝑡+ 𝛼̄, 𝑠)𝑧 = 𝜃0(𝑡+ 𝛼̄)� ��� �� 

�� ����
𝑈0(𝑡 + 𝜆, 𝑠)𝑧 ̸= 𝜃0(𝑡 + 𝜆) ��� ����� 𝜆 ∈ [−𝜆0, 𝜆0] ∖ {0}� �� � ��
�����
��� ��
��� ���� 𝛼̄ = 0�

��� ��� ���������� �� ,������ ���	 ��� ��������� �� ��� ������ {𝐴𝜂}𝜂 ��
�������
 D𝑏����������� �� ����� ������
��
���� �� 𝜂 = 0�

%���������� ��������

$�� 𝐹 : R × R −→ P(R) �� ����
 ��

𝐹 (𝑡, 𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−|cos(𝑡)|𝑥, |𝑥| > 1,
𝑥 (|cos(𝑡)| − 1/2) − 1/2, −1 < 𝑥 < 0,
𝑥 (|cos(𝑡)| − 1/2) + 1/2, 0 < 𝑥 < 1,
[−|cos(𝑡)|, |cos(𝑡)|], 𝑥 ∈ {−1, 1},
[−1/2, 1/2], 𝑥 = 0;

�
� ��
����� ��� ����
��� ������
���� �
������


𝑥′(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡))

,�� �������
� �� ��� ������
���� �
������
 ��� ���������� ��
��
���� ��
����
��
����
 �
 �
����� ���� (𝜏, 𝑥𝜏 )� �� ���� ��� ���� 𝑥 : [𝜏,+∞) −→ R �� � �������


	��



!�������� ��
������ +������

���� �
����� ���� (𝜏, 𝑥𝜏 ) �� 𝑥 �� ���������� ��
��
����� �� �������� ��� �
������

��� ������ ����� 𝑡 ≥ 𝜏 � �
� 𝑥(𝜏) = 𝑥𝜏 �
/� ���� �
����
��� �� �������
 �� 𝑥𝜏 ̸= 0� !� 𝑥𝜏 /∈ {−1, 0, 1}� ���
 ���

�������
 �� ����
 �� ��� �������
 �� ��� ������
���� �������
 �
��� �� ������� 1 ��
−1 �����
��
� �
 ��� ���
 �� ��� �
����� ��
�����
�� /��
 �� ������� 1 �� −1�
��� �������
 �� ��� ������
���� �
������
 ����� �� ���� ���
�� !� |𝑥𝜏 | = 1� ���

��� �
���� �������
 �� ��� ��
���
� ��
����
 𝑥(𝑡) = 𝑥𝜏 ��� ��� 𝑡 ≥ 𝜏 �

!� 𝑥𝜏 = 0 ���
 �� ���� �
�
��� ��
� �������
�� ��� �
� 𝑇 > 𝜏 � �� ���� ���
�������
� �������
�� ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥(𝑡) = 0 ��� ��� 𝑡 ≥ 𝜏,

𝑥(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝜏 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,

𝛼(𝑡), 𝑇 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 *,

1, 𝑇 * ≤ 𝑡.

𝑥(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝜏 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,

𝛽(𝑡), 𝑇 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 *,

1, 𝑇 * ≤ 𝑡.

����� 𝛼 ��
���� ��� �������
 �� 𝑥′ = 𝑥(|cos(𝑡)| − 1/2) + 1/2 ���� �
����� ����
𝑥(𝑇 ) = 0 �
� 𝑇 * �� ��� ���� ���� 𝛼 ������� 1 ������������� ��� 𝛽 �
� ���
�������
 ���
�� ��� ������ ������
 −1 �
� 0 �
� ��� ���� �� ������� −1��
/� ���� �
 ����� ��
�������� �������� ��� �
� 𝑡 ∈ R� ���

𝑀𝑡 =
{︂

6 + arctan(𝑡)
4

}︂
, 𝐼𝑡(𝑥) = {5 + sin(𝑡), 3}.

/� ��
� D ��� �
������ �� ��� ���������
��
� �������� 𝐷̂ ���� ���� ����� ���
���� � ���
��� ��� 𝐷 ���� 𝐷(𝑡) ⊂ 𝐷 ��� ��� 𝑡 ∈ R� !� �� ���� �� ��� ����
��� ��
�����
� �� �
 ��������� ��
�������� ������� ��� ��������� �� �� �������

D��������������� �������� �
� �������
 D������������� ������������ ��
���
���
� � �%����� �!�%����� �
� �&,�%���� ��� ���� ��������� �� �� ����� ������
� �������
 D����������� !� �� 
�� ���� �� ��� ���� ��� �������
 D���������� ��
����
 ��

𝐴(𝑡) = [−1, 1] ∪
[︂

6 + arctan(𝑡)
4 , 5 + sin(𝑡)

]︂
.

	�




���� ����������
�

��
����� ��� 
�
����
����� ������
���� �
������
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕 𝑢

𝜕𝑡
− 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 ∈ 𝑏(𝑡)𝐻0(𝑢) + 𝜔(𝑡)𝑢, �
 (𝜏,+∞) × (0, 1),

𝑢(0, 𝑡) = 0 = 𝑢(1, 𝑡),
𝑢(𝜏, 𝑥) = 𝑢𝜏 (𝑥),

������

����� 𝑏 : R −→ [0,∞)� 𝜔 : R −→ [0,∞) ��� ��
��
���� ��
����
� ����

0 < 𝑏0 ≤ 𝑏(𝑡) ≤ 𝑏1, 0 ≤ 𝜔0 ≤ 𝜔(𝑡) ≤ 𝜔1,

�
� 𝐻0 �� ���  �������� ��
����
� ���� ���

𝐻0(𝑢) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−1, 𝑢 < 0,
[−1, 1], 𝑢 = 0,
1, 𝑢 > 0.

,��� ������� �
� ������� �
�� ���� ���
 �������� ��� �������� �
 3�� ��� 		�5�
����� ���� ������� �
 ��� ��������� �� ��� ��������� ���� �����
���

/� ��� ���� � ��
��
���� ��� 𝑢 : [𝜏,+∞) −→ 𝐿2(0, 1) �� � ����
� �������

�� ������ ��

	� 𝑢(𝜏) = 𝑢𝜏 �


� ��� �
� 𝛿 > 0 �
� 𝑇 > 𝑡+ 𝛿� 𝑢 �� ���������� ��
��
���� �
 [𝑡+ 𝛿, 𝑇 ] �
�
𝑢(𝑡) ∈ 𝐻2(0, 1) ∩𝐻1

0 (0, 1) ��� ������ ��� 𝑡 ∈ (𝜏, 𝑇 )�

�� ����� ������ 𝑟 : [𝜏,+∞) −→ 𝐿2(0, 1) ���� �����

• 𝑟(𝑡) ∈ 𝐿2(0, 1)�
• 𝑟(𝑡)(𝑥) ∈ 𝑏(𝑡)𝐻0(𝑢(𝑡, 𝑥)) + 𝜔(𝑡)𝑢(𝑡, 𝑥) ��� ������ ��� 𝑥 ∈ (0, 1)�
• 𝑟 ∈ 𝐿2(𝜏, 𝑇 ;𝐿2(0, 1)) ��� �
� 𝑇 > 𝜏 �

• 𝑑𝑢

𝑑𝑡
− Δ𝑢 = 𝑟(𝑡)� ��� ������ ��� 𝑡 ∈ (𝜏,+∞)�

,������ ��	�� �,������ 	 �
 3��5�� ��� �
� 𝑢𝜏 ∈ 𝐿2(0, 1)� ������� ������
��� �� ����� �
� ����
� �������
�

!� �� ���� ������ ���� �� ���� � ��
��
���� �
� ����� ��
�������� �������
G = {G (𝑡)}𝑡∈R�

$�� 𝑀̂ = {𝑀(𝑡)}𝑡∈R � ������������ ������ ������ �� ���� ���� 𝑀(𝑡) ⊂ 𝐿2(0, 1)
��� ��� 𝑡 ∈ R �
� 𝐼 = {𝐼𝑡 : 𝑀(𝑡) −→ P(𝑋)}𝑡∈R � ���������
 �� ������������ �����
������
��
���� �������
����
� ����� ��� �������������� ���� ���� (G , 𝑀̂ , 𝐼) ��
�
 ��������� ��
�������� �������� /� ���� ������ ���� 𝑀̂ �
� 𝐼 ������� ��
�
�����
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� 𝑢 ∈ 𝑀(𝑡) �� ����� ���� ��� �������
 D������������
��� �
� ��� �������
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5� ,�
� Ω ⊂ R3

� ���
��� �����
 ���� ������ ���
���� 𝜕Ω� �
� �� ��
�����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡(𝑡, 𝑥) − Δ𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑔(𝑦(𝑡)), (𝑡, 𝑥) ∈ (0,∞) × Ω,
𝑢(𝑡, 𝑥) = 0, (𝑡, 𝑥) ∈ (0,∞) × 𝜕Ω,
𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑦), 𝑡 > 0,

𝑦(0) = 𝑦0 ∈ R,

���� 𝑔 : R −→ R � ��
��
���� ��
����
 �
� 𝑓 : R −→ R �������� $���������
+������ ���� ⎧⎨⎩

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑦), 𝑡 > 0,

𝑦(0) = 𝑦0,

��� � �
���� �������
 𝑦(·, 𝑦0) : [0,∞) −→ R �
� ����

(𝑡, 𝑦0) ∈ [0,∞) × R −→ 𝜃(𝑡)𝑦0 = 𝑦(𝑡, 𝑦0) ∈ R

�� � ��
��
���� ��������� �
 R� ,�
� 𝑀 ⊂ R �
� 𝐼 : 𝑀 −→ R ���� ����
(𝜃,R,𝑀, 𝐼) �� �
 ��������� ��
������ ������ ��������
� � ���� �
� ����� ��� �
������ ��������� Ξ� /� ��
����� ��� ����������
 �� 𝜃 �� Σ = Ξ�

$���� ��	��� ���
� 𝑔𝜓(𝑡) = 𝑔(𝜓(𝑡))� ���� 𝜓 � ������ �������
 �
 Ξ� ,��

��� ��� 𝑔𝜓 �� ����������� �
� ����� ������ 𝑘 ≥ 0� ����� �� �
����
��
� �� 𝜓�
���� ����

|𝑔𝜓(𝑡)| ≤ 𝑘 ��� ��� 𝑡 ∈ R. ������
%�������� 𝑔𝜓 ∈ 𝐿2

𝑙𝑜𝑐(R)� �
� ���� 𝑔𝜓 �� ���
������
 ���
���� ���� ���

sup
ℎ∈R

∫︁ ℎ+1

ℎ

|𝑔𝜓(𝑠)|2 𝑑𝑠 ≤ 𝑘2.

(����� �
� ������ �������
 𝜓 �� � ��������� ��
��
���� ��
����
� �� ��� ������
�����
 𝑔 ∘ 𝜓 �� ���������� ������� 𝑔 �� ��
��
����� %�������� Ξ �� � �������
��� �
� 𝑔 �� ��
��
����� �� ��� ���� �� ��� ������� �������
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� ���5� ��� ����� ������ �������
 𝜓 �
 Ξ�
𝑠 ∈ R� 𝑇 > 0� �
� 𝑝 ≥ 2� ��� �������⎧⎪⎨⎪⎩

𝑢𝑡(𝑡, 𝑥) − Δ𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑔(𝜓(𝑡)), (𝑡, 𝑥) ∈ (𝑠, 𝑠+ 𝑇 ) × Ω,
𝑢(𝑡, 𝑥) = 0, (𝑡, 𝑥) ∈ (𝑠, 𝑠+ 𝑇 ) × 𝜕Ω,
𝑢(𝑠, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,

��� � �
���� �������
 𝑢(·, 𝑠, 𝑢0, 𝜓)� ����� ����
�� ��

𝒞([𝑠, 𝑠+ 𝑇 ], 𝐿2(Ω)) ∩ 𝐿2(𝑠, 𝑠+ 𝑇 ;𝐻1
0 (Ω)) ∩ 𝐿𝑝(𝑠, 𝑠+ 𝑇 ;𝐿𝑝(Ω)).

%�������� ��� ����� 𝑢0, 𝑣0 ∈ 𝐿2(Ω) �
� 𝑡 ∈ [𝑠, 𝑠+ 𝑇 ]� �� ���

‖𝑢(𝑡, 𝑠, 𝑢0, 𝜓) − 𝑣(𝑡, 𝑠, 𝑣0, 𝜓)‖𝐿2(Ω) ≤ ‖𝑢0 − 𝑣0‖𝐿2(Ω).

��
����� ����� ������ 𝐵0 ���� ���� ��� ����� ���
��� ������ 𝐵 �� 𝐿2(Ω)� �����
������ 𝑡0 ≥ 0 ���� ����

𝜙𝑐(𝑡− 𝑠, 𝜓(𝑠))𝐵 ⊂ 𝐵0 ��� 𝑡− 𝑠 ≥ 𝑡0.

,��������� ��� ������ ��������� ������� 𝜙𝑐 �� �
������� ����������� �
� �
�������
�������������� �������� ,��
� �� ��� � �
����� ��������� 𝐴 �
 𝐿2(Ω)� ��
�����
��� ���������� ��������
 ������� 𝑈𝜓 ��
������� �
 ����	� ��� � �������
 ���������
𝐴𝜓�
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Many systems present a dynamic behavior that is characterized 
by the fact that at certain times they undergo a sudden
change throughout their evolution. This situation is going to be 
studied in this memory. On the one hand, different
techniques will be used to study some boundary value problems 
for impulsive differential equations. This type of
differential equations presents new and unexpected behaviors 
even in simple cases. On the other hand, the asymptotic 
behavior and attractors for dynamical systems with impulses 
will also be studied, mainly the case of evolution processes.
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