FORMA DE JORDAN REAL. CLASIFICACION DE
TRANSFORMACIONES ORTOGONALES

PAULA FERNANDEZ OTERO Y MARIA JESUS VALE GONSALVES

1. Introduccién

Karl Weierstrass (1815-1897) en 1858 determina las clases de semejanza de todas las matrices complejas.
Dos anos mas tarde, Camille Jordan (1838-1922) en su obra “Iraité des substitutions” introduce las formas
canodnicas que hoy en dia llevan su nombre para matrices sobre un cuerpo finito y presenta un proceso para
reducir matrices a su forma canoénica, muy parecido al actual.

En este trabajo se prueba que si K es un cuerpoy A € M,,(K) es una matriz cuyo polinomio caracteristico
tiene sus n raices en K, entonces A es semejante a una matriz de Jordan. Como caso particular se obtiene el
teorema de diagonalizacion de matrices que afirma que una matriz cuadrada n x n es diagonalizable si, y solo
si, su polinomio caracteristico tiene sus n raices en K y la multiplicidad de cada raiz coincide con la dimensién
del subespacio propio asociado a ese autovalor. Si A € M,,(R) es una matriz cuyo polinomio caracteristico no
tiene todas sus raices reales, se prueba que A es semejante a una matriz denominada forma de Jordan real de A
que coincide con la forma de Jordan de A si todos los autovalores de A son reales. Para probar este resultado se
introduce el concepto de complejificaciéon de un espacio vectorial real V' y de un endomorfismo de V' y se estudian
las propiedades de los autovalores y autovectores del endomorfismo complejificado. Se demuestra ademas, que el
complejificado de un espacio vectorial euclideo es un espacio vectorial hermitico y que la complejificada de una
transformacion ortogonal es una transformacion unitaria. Teniendo en cuenta que toda transformacion unitaria
es diagonalizable y que se puede encontrar una base ortonormal del espacio formada por vectores propios de la
transformacion, se calcula la forma de Jordan real de una transformaciéon ortogonal y se obtiene el teorema de
clasificacion de transformaciones ortogonales. Como consecuencia, se describen las transformaciones ortogonales
en espacios vectoriales euclideos de dimensiones 2, 3 y 4.

2. Forma de Jordan

Sea K un cuerpo y V un espacio vectorial sobre K de dimensién n > 1. Sea M,,(K) el conjunto de matrices
n X n sobre K.

Definicién 2.1. Sea V un espacio vectorial sobre K. Una combinacion lineal de los elementos vy, ...,v, € V
es una suma

-
Z)\iﬂi, NeK, i=1,...,r
i=1
Si S es un subconjunto finito de V, se llama subespacio generado por S, y se denota por (S), al conjunto de
todas las combinaciones lineales de los elementos de S.

Un subconjunto ordenado B = {v1,...,v,} de V es una base de V si el conjunto {v1,...,v,} genera V; en
particular, los vectores vq,..., v, son linealmente independientes.

Si S es un subconjunto de V', entonces (S) es el menor subespacio de V' que contiene a S.
Definicién 2.2. Sean B = {vy,...,v,} y B’ = {v],..., v} bases de un espacio vectorial V y sea

n
r_ -
vifg aj; v, aj; €K, i=1,...,n.
J=1



La matriz

idp'p = Lo © | = (aij) € Mp(K)
apl ... Qpp

se llama matriz de cambio de base de B’ a B.
Definicién 2.3. Un endomorfismo f de V es una aplicaciéon lineal f: V — V.

Denotaremos por Endg (V') el conjunto de endomorfismos de V.

Definicién 2.4. Sea V un espacio vectorial sobre K, B = {v1,...,v,} una base de V. Si f es un endomorfismo
de V'y
n
f(vl)_zajzv_]v aJZ€K7 =1, y Ty
j=1
la matriz
ayy ... Qip
fB: Z(aij)GMn(K)
an1 .. Qpnp

se llama matriz asociada a f respecto a la base B.

Definicién 2.5. Se dice que las matrices A, B € M, (K) son semejantes si existe una matriz regular P € M, (K)
tal que P~'AP = B.

La relacion “ser semejantes” en el conjunto de matrices n x n sobre K es una relacién de equivalencia.

Ejemplo 2.6. Si f: V — V es una aplicacion lineal y B y B’ son bases de V, entonces las matrices fg y fp
son semejantes. En efecto, fgr =idpp fpidp 5.

Definicion 2.7. Sea f un endomorfismo de V. Se dice que un escalar A € K es un autovalor o valor propio de
f sl existe un vector v € V, v # 0, tal que f(v) = Av. Un vector v € V, v # 0, tal que f(v) = Av se llama
autovector o vector propio de f asociado a .

Definicién 2.8. Se llama polinomio caracteristico de A al polinomio P4 (X) = det(4A — X1I).
Proposicion 2.9. Matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico.

Demostracion. Si A,B € M,(K) son semejantes, entonces existe una matriz regular P € M, (K) tal que
P~'AP = B. Se tiene

Pp(X) =det(B — XI) =det(P"'AP — XI) = det(P~*AP — XP~'IP)
=det(P'AP — P"Y(XI)P) = det(P~'(A - XI)P)
=det(P1) det(A — XTI) det(P) = det(A — XI) = Ps(X). O

Definicién 2.10. Si f es un endomorfismo de V, se llama polinomio caracteristico de f al polinomio Py(X) =
Py, (X), siendo fp la matriz asociada a f respecto a una base B de V.

Observacion 2.11. El polinomio caracteristico de f no depende de la base de V' considerada. En efecto, si B y B’
son bases de V, entonces las matrices fp y fp son semejantes. Por la proposicion 2.9, Py, (X) = Py, (X).

Proposicion 2.12. Si f es un endomorfismo de V', entonces A es un autovalor de f si, y solo si, A es una raiz
del polinomio caracteristico de f.



Demostracion. Si A es un autovalor de f existe v € V, v #£ 0, tal que f(v) = v, es decir (f — Aid)(v) = 0. Sea

B={vi,...,v,} unabasede V y v = zjv1 + ...+ z,v,. Se tiene
T 0
Aautovalor de f <= (fg—A)| = |=| : | & P, (\) =det(fp— ) =0. O
Tn 0

Definicién 2.13. Se dice que la matriz A € M,,(K) es diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal, es
decir si existe una matriz regular P € M, (K) tal que

MO .0
i p 0 X ... 0
0 0 .. A

Se dice que un endomorfismo f de un espacio vectorial V es diagonalizable si existe una base B de V tal que la
matriz fp asociada a f respecto a B es una matriz diagonal, equivalentemente, si existe una base de V' formada
por vectores propios de f.

Definicion 2.14. Se llama blogque elemental de Jordan de orden r asociado al escalar A € K a la siguiente
matriz triangular superior:

A1 0 ... 0
0 X 1 0
Jr = 0 0 A 0
0 0 0 A
Ejemplo 2.15.
\ 1 A1 0
A= =03 ) #=(0

0 0 A

Definicién 2.16. Una matriz de Jordan J es una matriz triangular superior de la forma:

S0 0
T
0o J2 ... 0
0 0o ... J;S
donde las matrices J;z son bloques elementales de Jordan de orden r;, parai =1,...,s. Si f es un endomorfismo

de V' y B es una base de V respecto a la cual la matriz asociada a f es una matriz de Jordan J, se dice que B
es una base de Jordan para f y que J es una forma de Jordan para f.

Lema 2.17. Sea f un endomorfismo de V. La aplicacion ®;: K[X| — Endg (V) dada por
Pi(amX™+...+ap) =anfM"+ ... +aoly,

es un homomorfismo de K-dlgebras, es decir, es una aplicacion lineal y verifica que ®¢(q(X) h(X)) = ®5(¢(X))o
Q((h(X)), para cualesquiera ¢(X ), h(X) € K[X]. Denotaremos ®5(q(X)) por q(f).

Demostracion. La demostracion es inmediata. O

Obsérvese que de la conmutatividad del producto de polinomios de K[X] se deduce que dos endomorfismos
de la imagen de ®; siempre conmutan, es decir

q(f) o h(f) = h(f) o q(f)-



Lema 2.18. Sea f un endomorfismo de V. y A un autovalor de f.

(1) Se tiene la siguiente cadena creciente de subespacios de V :

{0} € Nuc(f — Xidy) € Nuc(f — Xidy)? C ... C Nuc(f — Nidy)? C ...

(2) FEuziste ¢ € N tal que Nuc(f — Midy)? = Nuce(f — Nidy)™, para todo m > q.

Demostracion. (2) Dado que V tiene dimension finita, existe ¢ € N tal que Nuc(f —Aidy )7 = Nue(f — Xidy )7+
Veamos que Nuc(f — Aidy)? = Nuc(f — Aidy)™, para todo m > ¢q. Pongamos m = g + r, r > 1. Razonemos
por induccién sobre r. Para r = 1 el resultado es cierto. Supongamos el resultado cierto para r —1 > 1y
veamos que es cierto para r. Si v € Nuc(f — Aidy )97, entonces (f — Aidy )97 (v) = 0, de donde se sigue que
(f = Xidy)? " =1(f — Xidy ) (v) = 0, es decir (f — Nidy)(v) € Nuc(f — Aidy )97~ 1. Por hipétesis de induccién,
Nuce(f — Aidy )9+~ = Nue(f — Nidy)?. Asi, v € Nuc(f — Xidy )7 = Nuc(f — Aidy)?. O

Lema 2.19. Sea f un endomorfismo de V y A un autovalor de f. Sea q el menor entero positivo tal que
Nuc(f — Aidy )9 = Nuce(f — Xidy)™, para todo m > q. Consideremos la cadena creciente de subespacios de V

{0} € Nuc(f — Nidy) € Nuc(f — Mdy)? € ... € Nuc(f — Aidy)?.
Sea F;, 2 < i < q, un subespacio suplementario de Nuc(f — Nidy)i~1 en Nuc(f — Aidy)?,
Nuc(f — Aidy)" = F; @ Nuc(f — Aidy )"

y sea B; = {v1,...,v.}, una base de F;. Se tiene

(1) El conjunto

(f = Aidv)(Bi) = {(f = Xidy)(v1),..., (f = Aidv)(v,)} € Nue(f — Aidy)"™
es linealmente independiente.
(2) ((f = Xidy)(B;)) NNuc(f — Xidy)*=2 = {0}, para 3 <i<gq.

Demostracion. (1) Supongamos que

Zaj(f—/\idv)(vj):O, ajEK,j:L...,?“,

j=1
equivalentemente,
(f = Xidy) O ajv;) =0.
j=1

Entonces, para ¢ > 2

> ajv; € Nuc(f — Xidy) N F; € Nuc(f — Xidy)' ™' n F; = {0},

j=1
y por lo tanto a; =0 para j =1,...,7.
(2) Sea
v=> a;(f— Xidy)(v;) € Nuc(f — Aidy )",
j=1
Se tiene

(f = Xdy) (> a;(f = Nidy)(v;)) =0.

J=1



Asi,

> ajv; € Nue(f — Xidy) ™' N F; = {0},
j=1

de donde se sigue que a; =0, para j =1,...,r, y por tanto v = 0. O

Definicion 2.20. Sean Uy, ..., Us subespacios de V. Se dice que la suma Uy + ...+ U; es directa y se denota
por Uy @ ...® U, si verifica

Uiﬂ(ZU]‘)Z{O}, iZl,...,S.

J#i
Lema 2.21. Sean Uy, ...,U, subespacios de V tales que Uy + ...+ Us = U1 @ ... D Us. Si B; es una base de
Uy, i=1,...,s, entonces |J;_; B; es una base de Uy + ...+ U,.

Demostracion. Pongamos B; = {vi1,..., i, }, i =1,...,s. El conjunto |J;_, B; es un conjunto de generadores
de Uy 4 ...+ Us. Veamos que es linealmente independiente. Pongamos,

71 Ts
E a1V + ...+ E QsjVsj = 0.
j=1 j=1

luego

iaijvij: Uiﬂ(ZUj), 1=1,...,s.
Jj=1 i

Puesto que la suma es directa N

X:aijvij =0, 1=1,...,s,

j=1
y por ser B;,t=1,...,s, linealmente independiente,

a;; =0, j=1,...,7.
Asi, a;; =0, paratodo j =1,...,7,i=1,...,s. O
Lema 2.22. Sea f un endomorfismo de V. y A un autovalor de f. Se tiene
f(Nue(f — Aidy)") € Nuc(f — Aidy)", r > 1.

Demostracion. (1) Si v € Nuc(f — Aidy )", entonces (f — Aidy)" f(v) = f(f — Aidy)"(v) = 0. O

Sea ¢ el menor entero positivo tal que Nuc(f — Aidy)? = Nuc(f — Aidy )™, para todo m > ¢. Denotaremos
por fy el endomorfismo restriccion de f a Nuc(f — Aidy )4

far Nue(f — Aidy)? — Nuce(f — Aidy )9
v f(v)

Teorema 2.23. Sea f un endomorfismo de V' y A un autovalor de f. Sea q el menor entero positivo tal que
Nuc(f — Aidy)? = Nuce(f — Nidy )™, para todo m > q. Existe una base By de Nuc(f — Aidy)? tal que la matriz
asociada a fy respecto a By es una matriz de Jordan.

Demostracion. Consideremos la cadena de subespacios de V'
{0} € Nuc(f — Nidy) € Nuc(f — Nidy)? € ... € Nuc(f — Aidy )<

Sea F, un subespacio suplementario de Nuc(f — Aidy )9~ en Nuc(f — Aidy)? y sea By = {vq1,...,Vgm, } una
base de F,. Pongamos g = f—Xidy. Por el lema 2.19, el conjunto g(B,) es un subconjunto de Nuc(f —Aidy )4~ *



linealmente independiente y (g(B,)) N Nuc(f — Aidy)?=2 = 0. Completamos g(B,) a una base B,_1 de un
subespacio Fy,_; suplementario de Nuc(f — A idy )72 en Nuc(f — A idy )77 1. Se tiene

By1={vg-11,- s Vg-1my_r}, 9(Vgi) =vq-14, i=1,...,my.

Siguiendo asi, sucesivamente se obtiene una base By = {va1,...,v2m,} de un subespacio Fs, suplementario de
Nuc(f — Xidy) en Nuc(f — Nidy)?, y completando g(Bs) obtenemos una base By de Nuc(f — \idy ) tal que

Bi={vi1,.-sV1im }, ¢g(va;)=wv14, t=1,...,ma.

Se tiene:
Nuc(f — Aidy)? = Nue(f — Nidy)?9 ' @ F, = Nuc(f — \idy)?" 2@ F,_, © F,
=...=Nuc(f-Ady)B F@...8 F,.
Por el lema 2.21, los m; + ...+ m, vectores asi construidos forman una base de Nuc(f — Aidy)9.
El cuadro 1.1 esquematiza la construccion de esta base de Nuc(f — Aidy)9.

B, |vp | Vpmy,

By—1 g(vpl) - g(vpmp) Up—1m,+1 < | Up—1my_s

BQ gp72(vp1) s gp72(vpmp) gp73(,up_1 mp+1) s gpig(vp—lmp,l) s | V2mg+1 <o | V2my

Br g7 (v gp—l(vpmp) gp—2(vp71mp+1) gp_2(vp71mp71) cog(amat1) |1 9(V2my ) [ V1 matd |+ - - | V1my

Cuadro 1: Base de Nuc(f — Aly)?P

Escribiendo estos vectores por columnas y empezando por la ultima fila del cuadro 1.1 obtenemos la siguiente
base de Nuc(f — Aidy )%

By :{gqil(vq 1)7 e ag(vql)avql} U na U {gqil(vqmq)y e ag(quq)7 quq}
{gqiz(vq—lm +1)7---avq—1m +1} {QQ72(Uq—1m 71)7"'31](1—1’!” 71}
U q q q q
U{Ul mo+1y---,V1 ’rnl}-

Denotemos por Jy la matriz asociada a fy respecto a By. Las m, primeras columnas del cuadro 1.1 dan cada
una un bloque elemental de Jordan de orden g. En efecto, para j =1,...,m,, se tiene

F(g7 vgg)) = (f = Midv) (97 H(vg)) + g% H(vgs) = Ag®*(vgy),
(72 (vg)) = (f = Xidv) (972 (vg;)) + Mg (vg7) = 97 (vg) + Ag* 2 (vgy),

f(vgg) = (f = Aidv)(vgs) + Avgj = g(vg;) + Avg;.

Escribiendo estos vectores por columnas y empezando por la ultima fila del cuadro 1.1 obtenemos la siguiente
base de Nuc(f — Aidy )%

By :{gqil(vql)r--ag(vql)vvql} U na U{gqil(vqmq)w--ag(vqmq)avqmq}

U {gq72(vq—1mq+1)7 ce s Ug—1 mq+1} U .. U {gq72(vq_1 mq—l)’ <y Ug—1 mqil} U o
U{Ul mo+1y--+5V1 ml}-



Denotemos por Jy la matriz asociada a f) respecto a B). Las m, primeras columnas del cuadro 1.1 dan cada
una un bloque elemental de Jordan de orden g. En efecto, para j = 1,...,mq, se tiene

Fg*™ (vgs)) = (f = Midv)(97 " (vgs)) + Ag™ " (vgs) = Ag™™ (vgy),
F(g7 2 (vg5)) = (f = Mdv ) (g7 *(vg5)) + Ag? 2 (vg5) = g7 (vg;) + Mg *(vgy),

f(vgs) = (f = Aidv)(vgs) + Avgs = g(vg;) + Avg;.

Por tanto hay m, bloques elementales de Jordan de orden ¢ asociados a A colocados en la diagonal de
Jx. Analogamente, dado que cada una de las siguientes mqy_1 — m, columnas define un bloque elemental de
Jordan de orden ¢ — 1, tenemos m,_1 — my bloques elementales de Jordan de orden ¢ — 1 en la diagonal de
J. Siguiendo este proceso llegamos a las m; — mg ultimas columnas del cuadro 1.1 que proporcionan mj — ms
bloques elementales de Jordan de orden 1 en la diagonal de Jy.

La matriz Jy es una matriz de Jordan y dim Nuc(f — Aidy) = m; es el nimero total de bloques elementales
de Jordan que hay en Jj. O

Definicion 2.24. Sea f un endomorfismo de V' y A un autovalor de f. Se dice que A es un autovalor de
multiplicidad 7 si X\ es una raiz de Py(X) de multiplicidad r.

Proposicion 2.25. Sea f un endomorfismo de V' y A un autovalor de f de multiplicidad r. Si q es el menor
entero positivo tal que Nuc(f — Aidy)? = Nuc(f — Aidy )™, para todo m > ¢, entonces dim Nuc(f — Aidy)? =r.

Demostracion. Se tiene
Py(X) = (—1)"e(X) (X = A, e(A) £0.

Supongamos que dim Nuc(f — Aidy)? = s. Queremos probar que s = r. Si B’ = {v1,...,vs} es una base de
Nuc(f — Aidy)?y B = {v1,...,v,} es una base de V, entonces

ail .. Qs A1s4+1 A1n
aip ... Qisg
o Qg1 ... Qgg Agss41 ce QAgn o
fB - 0 0 (f)\)B/ =
o As+1s+1  --- Ostln
. . as1 ce. Qgs
0O ... 0 Aps+1 oo Gpn
Pongamos B” = {vgsy1,...,v,}, L = (B”) y consideremos el endomorfismo h: L — L cuya matriz asociada

respecto a la base B” es la matriz

As41s+1 -+ QAs4ln
hB// = . .

Apst1 -+ Qnp
Por la demostracion del teorema 2.23, Py, (X) = (—1)°(X — A)°. Luego

P(X) =det(fp — XI) = P, (X) Pp(X) = (—1)°(X — X)°Pp(X).
Veamos que Py () # 0. Supongamos que P (A) = 0, es decir, que A es un autovalor de h. Existe un vector

v = Z‘LLJ‘”UJ'EL, v # 0,

Jj=s+1



tal que h(v) = Av. Se tiene

(f = Mdy)(v) =f(v) = Av = f(v) — h(v) =

n

= > wif(o)) = > mih(vy)
j=s+1 j=s+1

= 3 = 3 (D a)
k=1

Jj=s+1 j=s+1 k=s+1

SO miar)oe— > (> myiang)vk

k

=1 j=s+1 k=s+1 j=s+1
s n
= ( Z ujakj)vk S Nuc(f — )\idv)q.
k=1 j=s+1

Ast, v € Nuc(f — Aidy )9 = Nuc(f — Aidy)?. Por tanto v € Nuc(f — Aidy)? N L = {0}, lo cual es una
contradiccion. O

Corolario 2.26. Sea f un endomorfismo de V. y A un autovalor de f de multiplicidad r. Se tiene que
dim Nuc(f — Aidy)" = 7.

Demostracion. Sea ¢ el menor entero positivo tal que Nuc(f — Aidy)? = Nuc(f — Nidy )™, para todo m > q.
Dado que dim Nuc(f — Aidy)? = r, se tiene que ¢ < r y por tanto Nuc(f — Aidy )" = Nuc(f — Aidy)4. O

Teorema 2.27. (Teorema de Cayley-Hamilton|2], [5]) Sea A € M, (K), y sea Pa(X) = (=1)"X"+a, 1 X" 1+
...+ ag su polinomio caracteristico. Se tiene que Pa(A) = (—1)"A" + a1 A" 1+ ... +agl =0.

Corolario 2.28. Sea f un endomorfismo de V y sea Pp(X) = (=1)"X" + an_1 X" ' + ...+ ag su polinomio
caracteristico. Se tiene que Pr(f) = (—1)"f" 4+ an_1 /"' + ...+ apidy = 0.

Demostracion. Se sigue del lema 2.17. O

Lema 2.29. ([4, Lema 6.7.2]) Sea f un endomorfismo de V. Si p1(X),...,ps(X) € K[X] son tales que
m.c.d. (p;(X),px(X)) =1, para j # k, entonces

Nucp;(f) N (ZNucpk(f)) ={0}, j=1,...,s.
k#j

Demostracion. Se tiene

ZNucpk(f) CNuc(Hpk(f)). (1)
ki kit
Dado que los polinomios p;(X) y [], oy (X)) son primos entre si, por el teorema de Bezout, existen polinomios
a(X),b(X) € K[X] tales que
a(X) p;(X) +b(X) [[pr(X) =1.
k#j
Por tanto
a(f)p;(f) +o(f) []pe(f) =idv.
ki

Si v € Nucp;(f) N Nuc ([[,,; pr(f)), entonces
v=a(f)p;(f))+b(f) [ pr(f)(w) =0+0=0.
k#j
Luego Nucp;(f) N Nuc([,,; pe(f)) = {0} y el resultado se sigue de (1). O



Proposicion 2.30. Sea f un endomorfismo de V. Si Pp(X) = p1(X)...ps(X) y m.cd. (pi(X),p;(X)) =1,
para i # j, entonces

V =Nucpi (/)P - @ Nueps(f).

Demostracion. Si g;(X) =p1(X)...pi—1(X)piy1(X)...ps(X), para i =1,..., s, entonces
m.c.d.(g1(X),...,9:(X)) =1,

y por el teorema de Bezout existen polinomios h;(X) € K[X], parai =1,...,s, tales que
ZQi(X) hi(X) = 1.
i=1

Por el lema 2.17 se tiene .
> gi(f) o hi(f) =idy,
i=1

equivalentemente,
S

Z(gi(f) o hi(f))(v) = v, para todov € V.

i=1
Por el teorema de Cayley-Hamilton se tiene que Py(f) (f)ogi(f) = 0, para i = 1,...,s. Por tanto,

= Di
pi(f) 0 gi(f) o hi(f) = 0, para i = 1,...,s y asi, (g:(f) o hi(f))(v) € Nucp;(f), para todo v € V' y para
1=1,...,s. Asi,
V =Nucpi(f) + -+ Nueps(f).

La suma es directa por el lema 2.29. O

Proposicion 2.31. Sea f un endomorfismo de V y Pp(X) = (=1)"(X = A1) ... (X =A™, A # Ny, sii #j.
Se tiene

V = Nuc(f — Ay idy)™ @ . @Nuc(f — Agidy)"e.

Demostracion. El resultado se sigue de la proposicion anterior.

Teorema 2.32. (Teorema de Jordan) Sea f un endomorfismo de V. Si
PrX)=(-D™"(X = 2)" ... (X =X,

donde \; # A, para todo i # j, entonces existe una base By de V tal que la matriz asociada a [ respecto a By
es una matriz de Jordan.

Demostracion. Sea g; el menor entero positivo tal que Nue(f — A;idy )% = Nuc(f — A;idy)™, para todo m > g;.
Por la demostracion del corolario 2.26, Nuc(f — A;idy)™ = Nuc(f — A\;idy)%. Sea B,, una base de Jordan
para el endomorfismo fy,: Nuc(f — \; idy )% — Nuc(f — \;idy)% y Jy, la matriz asociada a fy, respecto a Bj,.
Pongamos

S
By = U By,.
i=1
Por el lema 2.21 y la proposicién 2.31, By es una base de V. La matriz asociada a f respecto a B es la matriz
Jy 0 ... 0
0 Jy, ... O
fB, = : Do ’
0 0 ... Ji,
que es una matriz de Jordan. O



Corolario 2.33. Si A es una matriz de M, (K) y el polinomio caracteristico de A es de la forma
PaX)=(-D"(X =)™ ...(X =)™, XN FN,sii#7],
entonces A es semejante a una matriz de Jordan J.

Demostracion. Sea f: K™ — K™ el endomorfismo cuya matriz asociada respecto a la base canoénica es A. Dado
que P¢(X) = Pa(X), por el teorema de Jordan existe una base de K™ tal que la matriz asociada a f respecto
a esta base es una matriz de Jordan J. Asi, A y J son matrices semejantes. O

Definicién 2.34. En las condiciones del corolario anterior la matriz J se dice que es una forma de Jordan de
A. Obsérvese que la matriz J es tnica salvo el orden de los bloques elementales de Jordan.

Teorema 2.35. (Teorema de diagonalizacion) Si f un endomorfismo de V', son equivalentes:
(1) f es diagonalizable.
(2) f wverifica las siguientes condiciones:

(a) Pr(X)=(-1)"(X—=A)" ... (X = Xg)™, donde \; € K, parai=1,...,s, y \; # \j para todo i # j.
(b) dim Nuc(f — X\;idy) =7, parai=1,...,s.

(3) Existen A1,...,As € K tales que
V =Nuc(f — Midy) - @ Nue(f — A, idy).

Demostracion. (1) = (2) Si f es diagonalizable, entonces existe una base B de V tal que fp es una matriz
diagonal. Si Aq,...,As son los elementos de la diagonal principal de fg y A\; # A;, para todo i # j, entonces

Pr(X) = Pp,(X) = (—1)"(X = A1) .. (X = A)™

Ademas,
dim Nuc(f — N;idy) =n—rango(fg— N I)=n—(n—r;)=r, i=1,...,s.

(2) = (3) Se sigue de la proposicién 2.31 y del corolario 2.26.
(3) = (1) Si B; es una base de Nuc(f — \;idy), parai =1,...,s, entonces B = |J;_, By, es una base de V
formada por vectores propios de f. [

Corolario 2.36. La matriz A € M, (K) es diagonalizable si, y solo si, verifica las siguientes condiciones:
(1) Po(X)=(-1D)™"(X = M) ... (X = Xs)™, donde \; € K, para i =1,...,s, y \y # \; para todo i # j.

(2) Si f: K™ — K™ es la aplicacion lineal cuya matriz asociada respecto a la base candnica es A, entonces
dim Nuc(f — N\jidgn) =74, parai=1,...,s.

Ejemplo 2.37. Consideremos la matriz real

Ay =

_ o O
—_ 0 O =
_ o O
_ o o =

Se tiene que P4, (X) = X3(X —2). Si f: R* — R* es la aplicacion R-lineal cuya matriz asociada respecto a la
base canodnica es Ai, entonces

Nuc(f) = ((1,-1,0,0),(0,1,-1,0),(0,1,0,—1)), Nuec(f —21ga) = {((1,0,0,1)).
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Por el teorema de diagonalizacion, A; es diagonalizable. Una base de Jordan para f es
{(1,-1,0,0),(0,1,-1,0),(0,1,0,—1),(1,0,0,1)}.

Si tomamos

) le

o O OO
OO OO
O O O O
N O OO

la matriz J; es la forma de Jordan para A; se tiene PflAlPl =Ji.
Ejemplo 2.38. Consideremos la matriz real

2 0 1 2
-1 3 0 -1
2 -2 4 6
-1 1 -1 -1

As =

Se tiene que P, (X) = (X —2)%.
Si f: R* — R* es la aplicacion R-lineal cuya matriz asociada respecto a la base canénica es Ay, entonces

Nuc(f — 2idgrs) = ((1,1,0,0), (0,1, -2, 1)),

Puesto que dim Nuc(f — 2idga) = 2, una forma de Jordan para A, tiene dos bloques elementales de Jordan y
como (Ag —21)% = 0, los dos bloques elementales de Jordan son de orden 2. Vamos a construir una base de
Jordan para f. Se tiene la cadena de subespacios

{0} € Nuc(f — 2idgs) € Nuc(f — 2idgs)? = R*.
Una base de un subespacio Fy suplementario de Nuc(f — 2idgrs) en R* es By = {(0,0,1,0),(0,0,0,1)}. Se tiene
(f —2idg4)(0,0,1,0) = (1,0,2,-1), (f —2idg4)(0,0,0,1) = (2,-1,6,—3).
Una base de Nuc(f — 2idga) es By = {(1,0,2,—1),(2,—1,6,—3)}. Una base de Jordan para f es
{(1,0,2,-1),(0,0,1,0),(2,-1,6,-3),(0,0,0,1)}.

Si tomamos

P, = , Jo=

=N O
O = OO
\

W o =N
= O O O
O O O N
O O N
o N OO
= OO

la matriz Jo es una forma de Jordan para As y se tiene P{lAQPQ = Jo.
Ejemplo 2.39. Consideremos la matriz real
—4 0 4 -5

0 —4 4 -5

0 0 —4 9

0 0 0 —4

As =

Se tiene que Pa,(X) = (—4 — X)*. Si f: R* — R? es la aplicacion R-lineal cuya matriz asociada respecto a la
base canénica es A3, entonces

0 0 4 -5

. . 0 0 4 -5
dimg Nuc(f 4 4idga) = 4 — rango(Az + 41) = 4 — rango 000 9 =4-2=2

0 0 O 0
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Por tanto, una forma de Jordan de Ajs tiene dos bloques elementales de Jordan. Se tiene

0 0 0 36
0 0 0 36

As+4D*=| o o o o |+ As+aD’=o0.
00 0 O

Entonces una forma de Jordan de Aj tiene un bloque elemental de Jordan de orden 3 y un bloque elemental de
Jordan de orden 1. Vamos a construir una base de Jordan para f. Se tiene la cadena de subespacios

{0} € Nuc(f +4idgs) € Nuc(f +4idgs)? € Nuc(f + 4idge)® = R*.
donde
Nuc(f + 4idgs) = ((1,0,0,0),(0,1,0,0)), Nuc(f+ 4idR4)2 =((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0))
Una base de un subespacio F3 suplementario de Nuc(f + 4idgs+)? en R* es B3 = {(0,0,0,1)}. Dado que
(f + 4idg4))(0,0,0,1) = (—5,-5,9,0), una base de un subespacio Fy suplementario de Nuc(f + 4idgs) en
Nuc(f +4idgs)?, es By = {(=5,-5,9,0)}. Una base de Nuc(f +4idg+) es By = {(36,36,0,0), (0,1,0,0)}, donde
(36,36,0,0) = (f + 4idg4))2(0,0,0,1). Una base de Jordan para f es
{(367 367 07 0)3 (_57 _55 97 0)7 (05 07 07 1)7 (Oa 17 07 O)}

Si tomamos

36 =5 0 0 -4 1 0 0
36 -5 0 1 0 -4 1 0
Bs=1 "9 9 00| 7= 0 0 -4 0 |
0 010 0 0 0 -4

la matriz J3 es una forma de Jordan para A3 y se tiene que P3_1A3P3 = Js.

Ejemplo 2.40. Consideremos la matriz compleja

0 1 -1 0
0 -1 0 1
A4_1100
0 -2 0 1

Se tiene que Pa,(X) = (X2 +1)2 = (X —i)%(X + )2 Si f: C* — C* es la aplicacion C-lineal cuya matriz
asociada respecto a la base candnica es A4, entonces

—1 1 -1 0

. .. ) 0 —1—3 0 1

dim¢ Nuce(f — iidca)) = 4 — rango(Ay — i I) = 4 — rango 1 1 i o | = 4-3=1,
0 —2 0 1—2
1 1 -1 0

dim¢ Nuc(f +iides)) = 4 — rango(Ay4 + ¢ 1) = 4 — rango (1) _1+12 2 é =4-3=1
0 -2 0 142

Por tanto, una forma de Jordan de A4 tiene un bloque elemental de Jordan de orden 2 asociado al autovalor i
y un bloque elemental de Jordan de orden 2 asociado al autovalor —i. Se tiene

Nuc(f — iidca) = ((4,0,1,0)), Nuc(f + ¢idca) = {((—14,0,1,0)).
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Consideremos las cadenas de subespacios

{0} € Nuc(f —iides) € Nuc(f —dides)? = Nuc(f — iides)?,
{0} € Nuc(f +iides) € Nuc(f +iides)? = Nuc(f + iides)?.

Dado que
9 _9_9i 92 1 2 2492 -2 1
. 0 —242 0 _9i . 0 —2-2 0 2%
2 2 _
(A—da)=1| _, _9i —2 | AT =1 % -2 E
0 4 —2 —2-9 0 4 -2 —2472
se tiene

Nuc(f —iides)? = ((i,0,1,0), (0,1 +1i,1,2i)), Nuc(f +iidecs)? = ((—i,0,1,0), (0,1 — i, 1, —2i)).

Una base de un subespacio Fy suplementario de Nuc(f — iidgs) en Nuc(f — iidcs)? es By = {(0,1 +14,1,2i)}
y (f —iidee)(0,1 +4,1,2¢) = (4,0,1,0), Una base de un subespacio F} suplementario de Nuc(f + iidgs)) en
Nuc(f +iidea)? es By = {(0,1—i,1,—240)} y (f —iidea)(0,1 14,1, —2i) = (—4,0,1,0). Una base de Jordan para
fes

{(3,0,1,0), (0,1 + 4,1, 2i), (=i,0,1,0), (0,1 — 4,1, —23)}.

Si tomamos

i 0 —i 0 i1 0 0
o 1+i 0 14 o i 0o o
Pa=1 4 1 1 vl Mmoo i 1|

0 2% 0 -2 00 —i

la matriz Jy es una forma de Jordan de A, y se tiene P4_1A4P4 = Jy.

3. Forma de Jordan real

Sea V un espacio vectorial real de dimension n > 1. La complejificacion de V es el espacio vectorial complejo
Ve =V x V con las siguientes operaciones

(u,v) + (u',0") = (u+u',v +0),
(a4 bi) (u,v) = (au — bv, av + bu), a + bi € C.

El subespacio real V' x {0} de V¢ es isomorfo a V' y la aplicacion ¢: V. — V¢, ¢(v) = (v,0), se llama encaje
estindar de V' en V¢. Denotaremos los elementos (v,0) por v. Dado que

(ua U) = (U,O) + (0,1)) = (u’ 0) + i(va 0)7

cada elemento (u,v) de V¢ se denotara por u + iv.

Sip = a+ pi € C, denotaremos por &z su complejo conjugado a — Bi. Si w = u + iv € C, denotaremos por
W a u— iv. Se tiene que w +w' =W+ W, fw = AW, para todo w,w’ € Ve y p € C. Si A = (a;5) € M,(C),
denotaremos por A la matriz (@;;).

Ejemplo 3.1. Las complejificaciones de R™, M, (R) o R[X] son isomorfas a C", M,,(C) o C[X] por el isomorfismo
que lleva cada par (vi,v2) de (R™)¢, M,(R)c, o R[z]c a v1 + vai en C", M, (C), o C[X], respectivamente.
Identificaremos (R™)c, M, (R)c o R[X]¢ con C", M, (C) o C[X], respectivamente.

Lema 3.2. Sea V un espacio vectorial real. Si {v1,...,v.} es un conjunto de vectores de V' linealmente inde-
pendiente (resp. conjunto de generadores, base), entonces {vi,...,v.} es un conjunto de vectores linealmente
independiente (resp. conjunto de generadores, base) del espacio vectorial complejo V.
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Demostracion. Veamos que si {v1,...,v,} es un conjunto de vectores de V' linealmente independiente, entonces
{v1,...,v,} es un conjunto de vectores de V¢ linealmente independiente. Pongamos

> (aj+bji)v; =0, a;+bjieC, j=1,..,s,

Jj=1

equivalentemente,
™

Z(ajvj + ibjl)j) =0.

j=1

iajvj = 0, i ijj =0.
j=1 j=1

Se tiene

Asi,a; =0y b;=0,paraj=1,...,7.
Supongamos ahora que {vy,...,v,.} genera V. Dado u + iv € V¢, pongamos

T T
U= E a;jvj, U= g bjvy,
=1 =1

y asi,
T

u+iv = Z(aj + bj1) v;. O

j=1

Obsérvese que dimc Ve = dimg V.
Si f es un endomorfismo de V' denotaremos por fc: Ve — Vi la aplicaciéon dada por

fe(u+iv) = f(u) +if(v).
Proposicion 3.3. Sea f un endomorfismo de V. Se tiene

1) La aplicacion fc es un endomorfismo de V¢ y la restriccion de fc a V' es la aplicacion f.

3

(1)
(2) Las matrices asociadas a f y a fc respecto a cualquier base de V' son iguales.
(3) Si A €R es un autovalor de fc, entonces A es un autovalor de f.

(4)

4) Sea p = a+ pi € C—R un autovalor de fc. Se tiene

(a) =« — Bi es autovalor de fc.
(b) u+iv € Nue(fe — pidy,.)? si, y solo si, u — iv € Nuc(fc — midy, ).

(¢) El conjunto B = {uy + iv1,...,up + vy} es base de Nuc(fc — My, )7 si, y solo si, B = {uy —
V1, ey U — 0} es base de Nuc (fc — Ay )7.

(d) Sea E = {w,...,ws} C V¢ un conjunto de vectores C-linealmente independientes y E = {w,, ..., Ws}.
Si la matriz asociada a la restriccion de fc a (E) en la base E es el bloque elemental de Jordan J?S

o

entonces la matriz asociada a la restriccion de fc a (E) en la base E es Jg-
Demostracion. (1) La aplicacion f¢ es C-lineal. En efecto,
fe((ur +iv1) + (u2 +iva)) = fe(ur + ug + i(v1 + v2))
:f(u1 + UQ) + if(’Ul + 1}2)

=f(u1) +if(v1) + f(u2) +if(v2)
=fc(ur +iv1) + fec(ug + iv2),
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fe((a+ bi)(u + i) =fc(aw — bv + i(av + bu))
=f(au — bv) +if(av + bu)
=(a+b)(f(u) +if(v)) = (a+bi)fe(u+iv),

y ademés, fc(v) = f(v) +if(0) = f(v).
(2) Sea B = {v1,...,v,} una base de V' y (a;;) € M,(R) la matriz asociada a f respecto a B. Se tiene

fe(w) = Flo) =S angoe, G=1,....n.
k=1

(3) Si A € R es un autovalor de f¢ y u+ v es un vector propio de fc asociado a A, se tiene
fe(u+iv) = A(u+iv) <= f(u) +if(v) = Au+idv,

o equivalentemente, f(u) = Au f( ) = Av. Dado que u + v # 0, A es un autovalor de f.

(4) (a) Por (2), P;.(X) = Py(X) € R[X] y por tanto dado que p es una raiz de Py(X), I es una raiz de
Pr(X).

(4) (b) Sea {v1,...,v,} una base de V' 'y u +iv € V. Si

n n
u = E ajvj, v = g bjv;,
=1 j=1

entonces

u+tiv = Z(aj+bji)vj, u—iv = Z(aj—bji)vj.
j=1 j=1
Se tiene
ay + bii 0 ai — bii 0
(fp = nIy =| | = s-—nly : =1 ]
an + bpi 0 an — byl 0

puesto que fz = (fc)p € My (R). Asi, u + iv € Nuc(fc — Aidy,)? si, y solo si, u — iv € Nuc(fc — Xidy, ).
(4) (c) Supongamos que B = {u; + ivy, ..., Uy + ivy} es una base de Nuc(fc — Aly.)7. Veamos que los
vectores de B son C-linealmente independientes. Pongamos

m
(a; + 1) (u; —iv;) = 0.

j=1
Se tiene

m

> (aj = bji)(u; + iv;) =0,

j=1
y por ser los vectores de B linealmente independiente, a; — bji = 0, para j = 1,...,m. Asi a; + bji = 0,
para j = 1,...,m. Veamos que B genera Nuc(fc — Aly.)?. En efecto, si u + iv € Nuc(fc — Aly.)?, entonces

u — v € Nuc(fc — Aly.)? y por tanto existen a; +bji € C, j =1,...,m, tales que
m
u— 1 Za]+bz (uj + ivy),
j=1

de donde se sigue que
m

u+iv = Z(aj —bji)(u; — ivj).

Jj=1
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(4) (d) Veamos que la matriz asociada a la restriccion de fc a (E) es J5. En efecto,

fe(@r) =fc(wr)
fe(@;) =fc(w;) =pw; +Wj—1, j=2,...,s.

wla

Il
=

Obsérvese que por (2) los endomorfismos f y fc tienen el mismo polinomio caracteristico
Py(X) = Ppo(X) = det(fz — X1).
Las raices reales de este polinomio son los autovalores de f y las raices complejas son autovalores de fc.

Definicion 3.4. Se llama blogue elemental de Jordan real de orden 2r asociado al ntiimero complejo u = a+ 51,
B # 0, a la siguiente matriz real

a —f 1 0
B o 0 1 0
a —f 1 0
B8 « 0 1
J = ,
1 0
0 0 1
a —f
153 «

que tiene en su diagonal principal las matrices 2 x 2 de la forma

a —fB
goa )’
y tiene matrices identidad 2 x 2 encima de la diagonal principal y ceros en el resto.

Definicion 3.5. Una matriz de Jordan real de orden n es una matriz diagonal por bloques de la forma

T1
Iy 0
Jye
J = As 2t
Jll«l1
2t’NL
0 ritd
donde las matrices J; son bloques elementales de Jordan asociados al naumero real \;, parai=1,...,s, vy las

matrices Jiﬁj son bloques elementales de Jordan reales asociados al nimero complejo u; = a; + 841, B; # 0,
paraj=1,...,m.

Si f es un endomorfismo de V' y B es una base de V respecto a la cual la matriz asociada a f es una matriz
de Jordan real J, se dice que B es una base de Jordan real para f y que J es una forma de Jordan real para f.

Proposicion 3.6. Sea E = {uj +ivy,...,us+1ivs} una de las columnas del cuadro 1.1 para el autovalor a+ B,

B # 0 de fc. Se verifica

(1) Los vectores uq,...,us,v1,...,0s € V son vectores R-linealmente independientes.

(2) Si S ={v,u1,...,vs,us}, la matriz asociada al endomorfismo restriccion de f al subespacio (S) respecto
a la base S es un bloque elemental de Jordan real de orden 2s asociado al autovalor o + Bi.
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Demostracion. (1) La columna E = {u; + ivy,...,us + ivs} define un bloque elemental de Jordan de orden s
en la matriz de Jordan de f¢ y por tanto

fe(ur + tv1) =(a+ Bi)(ur + iv1),
fo(uj +ivy) =(a + Bi)(u; +iv;) + (uj—1 +ivj_1),
para j = 2,...,s.
Pongamos E = {u; —ivy,...,us —ivs}. Por la proposicion 3.3 (4), se tiene que oo — 5i es un autovalor de f¢
y ademaés
fe(uy —ivy) =(a — Bi)(ug —ivy),

fe(uj —iv;) =(a — Bi)(u; —ivy) + (uj—1 — ivj_1),

para j = 2,...,s. Se tiene
uj = %((uj + ;) + (uj — 1vy)),
: @
vi = 5 ((ug +ivg) = (uj — ivy)).
Veamos que los vectores uq, ..., us, v1,...,0s € V son R-linealmente independientes. Pongamos

s s
Zajuj—Fijvj =0, Clj,bjE]R.
=1 j=1

Sustituyendo las expresiones (2) de u; y v;, obtenemos

> %ﬂ (g +dvy) + (u; — iv;)) + Z% (g + vy) = (u; — ivy))
Jj=1 j=1
=5 3 (a5 + )y + i) + (0 = 2 g — i)
j=1
:% ((aj = byi)(u; +ivy) + (aj +bji)(u; —iv;)) = 0

Dado que E C Nuc(fc — pidy,)* vy E C Nuc(fec — midy,.)* y que por el lema 2.29,
Nue(fe — pridyz)® 0 Nue(fe — Fidyz)* = {0},

se tiene que F U E es un conjunto de vectores C-linealmente independientes. Ast, aj—bji=0paraj=1,...,s,
de donde se deduce que a; = b; = O paraj=1,...,s.
(2) Puesto que fc(ug +ivy) = pu(ug + ivy),

f(vl) = oav + ﬁulv f(ul) = _6’01 + aug,
y como fc(uj +iv;) = p(uj +iv;) +uj_1 +vj_1, para j = 2,..., s, entonces
f(’l)j) = Cl(l}j —+ ﬁUj + Uj_l, f(Uj) = 76?}j + Oé’le + 'LLj_l. O

Teorema 3.7. (Teorema de Jordan real) Sea V' un espacio vectorial real de dimension finita y sea f un
endomorfismo de V. Existe una base de Jordan real para f.

Demostracion. ([4, Teorema 6.9.2]) El polinomio caracteristico de f puede escribirse de la forma

mi m2
Pr(X) = (~1)" TLX = A0)™ TJ(X = ), A € R, py € C— R,
j=1 j=1
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con \j # A\, ¥ Hy # [k, si j # k. Dado que Py(X) € R[X] y u; = o + ;i es una raiz de Py(X) entonces
fij = aj — Bji es una rafz de Py(X). Pongamos ¢;(X) = (X — p;)(X —11;) € R[X]. Se tiene

mi ni
Pr(X) = (=" [Tx =) [Tas(0)% . ®3)
j=1 j=1
Por la proposiciéon 2.30 se tiene

V= (@ Nue(s - Ay idy)™) D (@ Nuea, (1)), (@)

Por el corolario 2.26, dimg Nuc(f — \jidy)"™7 =r;, para j = 1,...,mq y dime Nuc(fe — p;idv.)% = t;; ademas
si By, = {u1; + vij,...,us; + ivg,;} es una base de Jordan del endomorfismo (fc),, restriccion de fc a
Nuc(fc — ,ujlvc)tj, razonando como en la proposicion 3.6, el conjunto B, = = {vij,uaj, ... 7vtjj7utjj} es un

conjunto de vectores de V' linealmente independiente y B,,; 77 es una base de Jordan real del endomorfismo
restriccion de f a (Bj,; i7). Veamos que By, 7z C Nucg;(f)%. En efecto,

45 ()" (ung) =5 [q5(fc)" (urj + ivry) + q;(fc)" (ur; — ivgy)]

N — N~

[(fc — m7idve)" (fe — pjidve)Y (ugj + ivkj)
+ (fo — pjidv.)" (fo — By idv, )% (ugy — ivgg)] = 0,

para k = 1,...,t;, puesto que ug; +ivy; € Nuc(fec—p;idv.)" y ugj —ivg; € Nue(fec —njidy. )% . Andlogamente
se prueba que ¢;(f)% (vg;) =0, para k =1,...,t;. Por tanto

2t; < dim Nucg;(f)¥. (5)

Veamos que B, 77 es una base de Nucg;(f)%, para j = 1,...n1. Por (3) y (4), se tiene

mi ni my n1
er + Z?tj =grad Py(X) =dimV = ZdimNuc(f —Ajidy)" + ZdimNuc q;(f)b
j=1 j=1 j=1 j=1

ma ni
:ZT]' + ZdimNucqj(f)tj.
j=1 j=1

y utilizando (5) deducimos que dimNucg;(f)" = 2t;. Por tanto, B, 77 es una base de Nucg;(f)", para
J=1,...,m1.Si By, una base de Jordan para fy, parai=1,...,m, una base de Jordan real para f es la base

By, U---UBx,, UBu U -UByu,, oy O

Corolario 3.8. Dada una matriz A € M,(R) existe una matriz de Jordan real J y una matriz regular
P e M,(R) tal que A= P~1JP.

Ejemplo 3.9. Consideremos la matriz real

1 0 1
My, = 0 5 3
-1 -3 0
Se tiene que Py, (X) = —X3 +6X2 — 15X + 14 = (X — 2)(X — (2+349)(X — (2 — V31)).
Sea f: R3 — R? la aplicacion R-lineal cuya matriz asociada respecto a la base canénica es M; y fc: C3 — C3
la aplicacién C-lineal cuya matriz asociada respecto a la base canonica es M;. Se tiene

Nuc(f — 2ides) = (1, —1,1)), Nuc(fe — (2 + vV31)ides) = (1, —V3i, 1+ V34)).
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Si tomamos

1 0 1 2 0 0
P=| -1 V3 0|, 1m=[0 2 —V3 ],
1 V31 0 V3 2

la matriz J; es una forma de Jordan real de M; y se tiene PflMlPl =J;.

Ejemplo 3.10. Consideremos la matriz real

0 1 -1 0
0 -1 0 1
My=| 1 4 0 0
0 -2 0 1

Se tiene que Py, (X) = (X2 +1)? = (X —i)%(X + )% Si f: C* — C* es la aplicacién C-lineal cuya matriz
asociada respecto a la base canodnica es Ms, entonces

Nuc(f —dides) = ((4,0,1,0)), Nuc(f —iides)? = ((i,0,1,0), (0,1 + i, 1,2i)).
Dado que
(0,1 +14,1,2i) € Nuc(f —iidgs)? — Nuc(f —iides), (f —iidea)(0,1 4+ 14,1,2i) = (4,0,1,0) € Nuc(f — iidea),

una base de Jordan para (fc); es
{(4,0,1,0), (0,1 4+4,1,2¢)}.

Si tomamos

100 0 0 -1 1 0
00 1 1 1 00 1

P=to 101 | =0 00 21|
00 20 0 01 0

la matriz Jo es una forma de Jordan real de M5 y se tiene P2_1M2P2 =Js.
Ejemplo 3.11. Consideremos la matriz real
-1 -1 -1 0 4
—2 0 -1 4 =2
My = 4 -3 -2 —4 0
4 -4 0 1 -2
0o o0 0 0 3

Se tiene que Py, (X) = (X —3)(X — (=24 i))(X — (=2 — i))(X — (1 + 4i))(X — (1 — 4i)). Sea f: R® — RS
la aplicacién R-lineal cuya matriz asociada respecto a la base canénica es M3 y sea fc: C° — C® la aplicacion
C-lineal cuya matriz asociada respecto a la base canénica es Mj. Se tiene

Nuce(f — 3idgs) =((1,0,0,1,1)), Nuec(fc — (=24 1)ides) = {(—i,—i,—1,0,0)),
Nuc(fe — (1 + 4i)ides) = ((0, =i, 7, 1,0)).

Poniendo
1 -1 0 0 0 3 0 0 0 0
0 -1 0 -1 0 0 -2 -1 0 0
P;=10 0 —1 1 0], J3=1]10 1 -2 0 01,
1 0 0 0 1 0 0 01 —4
1 0 0 0 0 0 0 0 4 1

la matriz J3 es una forma de Jordan real de M3 y se tiene P371M3P3 =Js.
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Ejemplo 3.12. Consideremos la matriz real

2 3 0 1 0
0 -4 0 -6 6
My=]10 0 3 1 0
0 0 -1 1 0
0 -3 -1 -1 2

Se tiene Py, (X) = —(X —2)3(X2 +2X +10) = —(X —2)3(X — (=14 34))(X — (=1 — 3i)). Sea f: R® - R®
la aplicacién R-lineal cuya matriz asociada respecto a la base canénica es M, y sea fc: C® — C® la aplicacién
C-lineal cuya matriz asociada respecto a la base canénica es My. Se tiene

Nuc(f — 2idgs) =((1,0,0,0,0)), Nuc(f — 2idrs)* = ((1,0,0,0,0), (0,0, —1,1,1)),
Nuc(f — 2idgs)® =((1,0,0,0,0), (0,0, —1,0,0), (0,0,0,1,1)), Nuc(fec — (=1 + 3i)ides) = ((—1,1 —14,0,0,1)).

Dado que (0,0,—1,0,0) € Nuc(f — 2idgs )3 — Nuc(f — 2idgs)?,

(f — 2idgs)(0,0,—1,0,0) =(0,0,—1,1,1) € Nuc(f — 2idgs)? — Nuc(f — 2idgs),
(f — 2idgs)(0,0,—1,1,1) =(1,0,0,0,0) € Nuc(f — 2idgs).

Poniendo
1 0 0 0 -1 2 10 0 0
0 0 0 -1 1 0 2 1 0 0
P=10 -1 -1 0 0|, Jsa=] 0 0 2 0 0 |,
0 1 0 0 0 000 -1 -3
0 1 0 0 1 0 0 O 3 -1

la matriz J; es una forma de Jordan real de M, y se tiene P4_1M4P4 = Jy.

4. Espacios vectoriales euclideos. Espacios vectoriales hermiticos

Definicién 4.1. Sea V un espacio vectorial real. Un producto escalar en V es una aplicacion o : V x V — R
que verifica

1) o(A1v1 + A v, w) = A o(v1,w) + Ag o(v2,w), para todo vy, vy, w €V y A1, A2 € R,
2) o(v, Ay w1 + A wse) = Ay o(v,wy) + Ay o(v,ws), para todo v,wi,we €V y A1, A € R,

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

Q

(
(v,
(v,w) = o(w,v), para todo v,w €V,
4) o(v,v) > 0, para todo v € V,

(

5) o(v,v) = = 0v=0.

Denotaremos o(u,v) por u-v y v-v por v2.

Un espacio vectorial euclideo es un espacio vectorial real con un producto escalar.

Definicion 4.2. Sea V un espacio vectorial complejo. Un producto hermitico en V es una aplicaciono : V x V — C
que verifica

1) o(Mv1 + Ao ve,w) = Ay o(vy,w) + A2 o(ve,w), para todo vy,va,w €V y A1, Ay € C,

3 v,w) = U(T,v), para todo v,w €V,

(1) o
(2) o(v,\q w1 + Ao wy) = A o(v,wl)—l—Xg o(v,wy), para todo v,wi,ws € V y A1, A2 € C,
(3) o
(4) o

4) o(v,v) > 0, para todo v € V,
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(5) o(v,v) =0 = v=0.

Denotaremos o(u,v) por u-v y v-v por v

Un espacio vectorial hermitico es un espacio vectorial complejo con un producto hermitico.

Si A € C denotaremos por |A| el modulo de A, es decir el ntimero real V AX.

Definiciéon 4.3. Sean V' y V' espacios vectoriales euclideos (resp. hermiticos). Una aplicacion f: V — V' se
dice que es una isometria de espacios vectoriales euclideos (resp. hermiticos) si es un isomorfismo de espacios
vectoriales reales (resp. complejos) y verifica

f) - flw)y=v-w, vweV
Si V! =V, entonces se dice que [ es una transformacion ortogonal (resp. unitaria) de V.
Ejemplos 4.4. (1) La aplicacion o : R” x R™ — R, dada por
o((@1,. -, 2n) (Y15 ¥n)) = Ty + -+ ToYn,

es un producto escalar en R™ que llamaremos producto escalar usual. Asi, R™ con el producto escalar usual es
un espacio vectorial euclideo.
(2) La aplicaciéon o: C* x C™ — C, dada por

U((xl7"'7$n)7(yla" 7yn)) = 1‘1?1 + ... +$n?na

es un producto hermitico en C™ que llamaremos producto hermitico usual. Asi, C™ con el producto hermitico
usual es un espacio vectorial hermitico.

Proposicion 4.5. Sea V' un espacio vectorial euclideo y Vi su complejificado. El espacio vectorial complejo Vi
es un espacio vectorial hermitico con el siguiente producto hermitico:

(u+w) (W +i)=u-v+v- v+ @ v —u-v)i, utiv, v+ €V

Demostracion. Es facil probar que se verifican las condiciones (1), (2) y (3) de la definiciéon de producto hermi-
tico. Veamos (4) y (5):

(u+iv) - (u+iv) =v?+0v2 +(W-u—u-v)i=u?+0v?>0,

para todo u+iv € Vo . Ademas, u? 4+ 0?2 =0,siysolosi, u> =0 y v2 =0, y por ser V un espacio vectorial
euclideo se tiene u=0y v=0. O

Las dos siguientes proposiciones se prueban facilmente.

Proposicion 4.6. Todo subespacio de un espacio vectorial euclideo (resp. hermitico) es un espacio vectorial
euclideo (resp. hermitico), con el producto escalar (resp. hermitico) inducido.

Proposicion 4.7. Si consideramos en R™ y en C" el producto escalar usual y el producto hermitico usual,
respectivamente, la aplicacion : RE — C", ¥((a1,...,an) +i(B1,...,0n)) = (a1 + Bii, ..., an + Bri) es una
isometria de espacios vectoriales hermiticos.

Definicién 4.8. Sea V un espacio vectorial euclideo (resp. hermitico). Se dice que los vectores u y v son
ortogonales si u-v =0.

Definiciéon 4.9. Sea V un espacio vectorial euclideo (resp. hermitico) y v un vector de V. Se llama norma o
longitud del vector v, y se denota por || v | al namero real

[ vl=vev?

Se dice que un vector v es unitario si ||v || =1.
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Definicién 4.10. Sea V un espacio vectorial euclideo (resp. hermitico). Se dice que la base B = {v1,...,v,}
de V es ortogonal si v; - v; = 0, para todo ¢ # j. Se dice que la base B = {v1,...,v,} es ortonormal, si es
ortogonal y los vectores v; ,¢ = 1,...,n, son unitarios.

Ejemplo 4.11. La base canonica es una base ortonormal de R™ (resp. C") con el producto escalar (resp.
hermitico) usual.

Proposicion 4.12. Sea V un espacio vectorial euclideo (resp. hermitico). Si S = {v1,...,v.} es un conjunto
de vectores no nulos de V' ortogonales dos a dos, es decir tales que v;-v; = 0 si © # j, entonces S es un conjunto
de vectores linealmente independientes.

Demostracion. Se tiene
D Avi=0= O _ Nvi)v;=0,j=1,...,r = N(v-v)=0j=1L....r = X\=0j=1...r O
i=1 i=1

El método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt permite construir una base ortogonal de un espacio vectorial
euclideo V' a partir de una base cualquiera de V'; este proceso se puede aplicar también a los espacios vectoriales
hermiticos, tal como se prueba en el siguiente lema.

Lema 4.13. (Método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt) Sea V' un espacio vectorial euclideo (resp. hermi-

tico). Si uy,...,u, son vectores linealmente independientes, entonces los vectores que se obtienen de la forma:

V1 = U1
ug - U1

V2 = U2 — —— U
V1 - U1
ug - v1 ug - U2

v3 = U3 — — U1 — — U2
U1 -1 V2 - V2

_ Ur - V1 Uy + V2 Up - Vpr—1

Vp = Up — ————V3 — ———Vy — ... — —————— Up_]

U1 -1 V2 - V2 Up—1 " Ur—1

son linealmente independientes, ortogonales dos a dos y verifican
(Vi,.0,v5) = (ur,...,u5), Jj=1,...,m

Demostracion. Razonaremos por induccién sobre el ntimero r de vectores linealmente independientes. Para
r =1 es trivial. Supongamos r > 2 y que el resultado es cierto para » — 1. Sean uyq, ..., u, vectores linealmente
independientes. Por hipotesis de induccién, los vectores

j—1

un.v,
_ g Y .
v = Uj — E ——;, Jj=1,...,r—1,
— i~
i=

son linealmente independientes, ortogonales dos a dos y verifican

(V1,...,05) = (u1,...,u5), j=1,...,mr—1.
Pongamos
r—1
Uy - V;
Upr = Up — s i
-1 K3 K3
Se tiene que v, # 0 y ademas
r—1
Uy - Vy U - Uy .
Vp * Vj = Uyp " Vj — E — 0V = UV — —v;-v; =0, j=1,...,r—1L
“ Vg - Uy ’Uj 'Uj
i=1
Por la proposicion 4.12, los vectores vy, ..., v, son linealmente independientes y vy, ..., v, € {(u1,...,u,), luego
(V1,0 0p) = (U1, ooy Uy O
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Teorema 4.14. Todo espacio vectorial euclideo (resp. hermitico) (V,o) de dimensidn finita tiene una base
ortonormal.

Demostracion. Si dimV = n, aplicando aplicando el método de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt a una base

cualquiera {uy,...,u,} de V, se obtiene una base ortogonal B = {v1,...,v,} de V. Poniendo
Vs
w=——, i=1,...,n,
[[vill
se obtiene que la base B’ = {wy,...,w,} es una base ortonornal de V. O

Definicién 4.15. Sea V' un espacio vectorial euclideo (resp. hermitico) de dimension finita y sea U un subespacio
de V. El subespacio
Ut={veV|o(u,v)=0,YuecU}

se llama complemento ortogonal de U.

Definicién 4.16. Sea (V,0) es un espacio vectorial euclideo (resp. hermitico). Se dice que el subespacio U es
ortogonal al subespacio W si u - w = 0, para todo u € U y para todo w € W.

Definicién 4.17. Sea V un espacio vectorial euclideo (resp. hermitico) y sean Uj,...,U, subespacios de V.
Se dice que la suma Uy + ...+ U, es una suma ortogonal y se denota por Uy L ... 1 U,, si verifica

1) hi+...40. =U0:6..6pU,,
(2) Uj es ortogonal a U; para todo i # j.

Proposicion 4.18. Sea V un espacio vectorial euclideo (resp. hermitico) de dimension finita y sea U un
subespacio de V. Entonces V=U LU*.

Demostracion. Veamos que V = U@ U+t. Sea B’ = {vy,...,v,} una base ortonormal de U. Completamos
B’ hasta obtener una base B” de V y le aplicamos a B” el método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt.
Obtenemos la base ortogonal B = {v1,...,v,} de V. Se tiene que v; € Ut, para j =r+1,...,n. Por tanto, si
veV,

V=201 TV F T Vg1 o 2v, €U AU

Ademas, si v € UN U™, entonces v2 = 0 y por tanto v = 0. [

5. Transformaciones ortogonales. Transformaciones unitarias

Proposicion 5.1. Sea V un espacio vectorial euclideo (resp. hermitico) de dimension finita. Se tiene que
f:V =V es una transformacion ortogonal (resp. unitaria) si, y sélo si, f es una aplicacion R-lineal (resp.
C-lineal) que verifica

f(v)«f(w):v~w7 ’U,U)GV

Demostracion. Veamos que si f es una aplicacion lineal que verifica la condicion anterior entonces es inyectiva.
Sea v € V tal que f(v) = 0. Se tiene

0= f(v)- f(v) =2*

y entonces v = 0. O

Proposicion 5.2. Sea V' un espacio vectorial euclideo y sea Vi su complejificado. Si f: V. — V es una
transformacion ortogonal, entonces la aplicacion fc: Vo — Ve, fe(u+iv) = f(u)+if(v), es una transformacion
unitaria.
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Demostracion. La aplicacion fc es C-lineal y verifica

fe(u+iv) - fo(u' + i) =(f(u) +if (v) - (f () +if ()
=f(u)- f(u) + f(v) - f(v)
+i(f(v) - f(W') = f(w) - f(v))

(u-u' +v-v)+i(v-u —u-v)

Es inmediato que f¢ es inyectiva por serlo f. O

Definicién 5.3. Si A = (aj) € M, (R), se dice que A es una matriz ortogonal si A~' = A*. Si A = (a;i) €

M,,(C), se dice que A es una matriz unitaria si A=t = A', siendo A = (@)

Teorema 5.4. (1) Sea V un espacio vectorial euclideo de dimension finita. Una aplicacion R-lineal f: V — V
es una transformacion ortogonal si, y solo si, la matriz asociada a f en una base ortonormal es ortogonal.

(2) Sea V' un espacio vectorial hermitico de dimension finita. Una aplicacion C-lineal f: V — V es una
transformacion unitaria si, y solo si, la matriz asociada a f en una base ortonormal es unitaria.

Demostracion. Veamos (2). Sea B = {v1,...,v,} una base ortonormal de V. La aplicacién f es una transfor-
macion unitaria si, y solo si, f(v;)- f(v;) = v;-v; = 6;5coni,j = {1,...,n}. Sea A = (a,;) la matriz asociada
a la aplicaciéon f respecto a la base B, es decir

n
flui) = Zakﬂlk, i=1,...,n.
k=1

Se tiene
n n

flvi) - fvy) = (Z aRiVk) - (Z aijvy) = Z kil Vg - U] = Zaki - Tgj-
k=1

=1 k=1

k=1
Entonces, f(v;) - f(v;) = v; - v; = §;j si, y solo si, A'- A =1, es decir, A~ = AL
De forma anéloga se prueba (1). O

Definicion 5.5. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo K y sea f: V — V una
aplicacion lineal. Se llama determinante de f, y se denota por det(f), al determinante de la matriz asociada a
f en una base B de V, es decir

det(f) = det(fB)-
Obsérvese que por el ejemplo 2.6, det(f) no depende de la base considerada en V.
Proposicion 5.6. Si f es una transformacion ortogonal de V', entonces el determinante de f es 1 o —1.

Demostracion. Sea B una base ortonormal de V. Por el teorema anterior, fg es una matriz ortogonal. Asi,

fthB = Ia
y por tanto, (det f)% = (det f5)? = 1. 0

Definicién 5.7. Sea f una transformacién ortogonal de V. Se dice que f es un giro o una rotacion si det f = 1.
Se dice que f es una reflerion si det f = —1.

Si V es un espacio euclideo de dimension finita denotaremos por O(V') el conjunto de las transformaciones
ortogonales de V, por OT (V) el conjunto de los giros de V 'y por O~ (V) el conjunto de las reflexiones de V.
Los conjuntos O(V) y O (V) son grupos con la operaciéon composicion.
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Proposicion 5.8. Sea V' un espacio vectorial euclideo y sean Uy y Uy subespacios de V tales que V = U; LU, .
Si f1 € O(U1) y fo2 € O(Us), entonces la aplicacion

flJ_fQIV—>V

dada por (f1 L fo)(u1+usz) = f1(ur)+ fa(uz) para todo uy € Uy y todo us € Us, es una transformacion ortogonal
de V.

Definicién 5.9. Sea V' un espacio vectorial euclideo y sea U un subespacio de V. Se llama simetria respecto a
U a la aplicacion Sy = idy L (—idy ).

Observacion 5.10. Obsérvese que V = U LU y que el subespacio propio asociado al autovalor 1 de S es U.
Ademas S?] =idy.

Proposiciéon 5.11. Sea V un espacio vectorial euclideo y sea U un subespacio de V. Si la dimension de U+ es
par, entonces la simetria respecto a U es un giro; si la dimension de U+ es impar, entonces es una reflexion.

Demostracion. Sea {ui,...,u,} una base de U y {u,;1,...,u,} una base de U*. Dado que V = U @ U+,

B = {u1,...,un} es una base de V. La matriz asociada a Sy respecto a B es la matriz diagonal
1
(Sv)p = | L
n—r .
Por tanto
det(Sy) = det(Sy)p = (—1)" " = (—1)dmU" -

Proposicion 5.12. Sea f una transformacion ortogonal del espacio euclideo V. Si A € R es un autovalor de
f, entonces A = + 1.

Demostracion. Por ser A un autovalor de f, existe v € V', v # 0, tal que f(v) = Av. Por ser f una transformacion
ortogonal se tiene que f(v)- f(v) = v?, o equivalentemente que Av-Av = A2v? = v2. Dado que v? # 0, se tiene
A2 = 1y entonces A = £1. O

Proposicion 5.13. Sea V' un espacio vectorial hermitico y f una transformacion unitaria de V. Si A en un
autovalor de f, entonces el mddulo de A es 1.

Demostracion. Por ser A un autovalor de f, existe v € V, v # 0, tal que f(v) = Av. Por ser f una aplicacion
unitaria se tiene que f(v)- f(v) = v%, o equivalentemente que \v-Av = AAv? = |A\|v? = v2. Dado que v? # 0,
se tiene que || = 1. O

Lema 5.14. Sea V un espacio vectorial euclideo (resp. hermitico) y sea [ una transformacion ortogonal (resp.
unitaria) de V. Si U es un subespacio invariante por f, entonces tambien lo es U+.

Demostracion. Por hipotesis, f(U) = U. Veamos que f(U+) C U*. Sean w € U+, u € U, y ' € U tal que
f(w') = u. Entonces

fw) uw = flw) f(u) =w-u' =0,
luego f(w) € U™. O

Lema 5.15. Sea V' un espacio vectorial euclideo (resp. hermitico) y sea f una transformacion ortogonal (resp.
unitaria) de V. Si X es un autovalor de f, entonces Nuc(f — ANidy )+ es invariante por f.

Demostracion. Por el lema 2.22, f(Nuc(f — Midy)) C Nuc(f — Aidy ). El resultado se sigue del lema 5.14. O
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Teorema 5.16. (Teorema espectral para transformaciones unitarias) Sea V' un espacio vectorial hermitico y f
una transformacion unitaria de V. Existe una base ortonormal de V tal que la matriz asociada a f respecto a
esa base es una matriz diagonal.

Demostracion. Razonaremos por inducién sobre la dimension n de V. Sin = 1, el teorema es cierto. Supongamos
que n > 1y sea A; un autovalor de f. Si Nuc(f — Ajidy) = V, entonces f = A;idy y la matriz asociada a f
respecto a cualquier base de V es diagonal. Si Nuc(f — A\jidy) # V, entonces 1 < dim Nuc(f — A\jidy)*+ < n.
Por el lema 5.15,
F(Nue(f — Midy)t) = Nue(f — Aridy)*t.
Pongamos
fo = f|Nuc(f7>\11dv)L'

Dado que la aplicacion fy es unitaria, por hipotesis de induccion existe una base ortonormal By de Nuc(f —
A1idy )t tal que la matriz asociada a f, respecto a By es una matriz diagonal. Si B; es una base ortonormal de
Nuc(f —Midy) y f1 = f\Nuc(ff)\lidv)’ entonces
Ao 0 Ao ... 0
(fl)Bl = ; (f2)32 = : ..
0 ... M 0 ... A\

Dado que V = Nuc(f — Aiidy) L Nuc(f — A\iidy)*, la base B; U By es una base ortonormal de V respecto a la
cual la matriz asociada a f es diagonal. O

Corolario 5.17. Sea V' un espacio vectorial hermitico y f una transformacion unitaria de V. Si
Pf(X) = (—l)n(X - )\1)701 (X — /\S)TS, AeC, N 7& )\j, si Z#],

entonces
V =Nuc(f — A1idy) L -+ L Nue(f — Asidy).

Demostracion. Dado que f es diagonalizable, por el teorema 2.35

V =Nuc(f — Aidy) - - @ Nue(f — A idy). (6)

Sea B es una base ortonormal de vectores propios de V. La suma de subespacios (6) es ortogonal porque, para
i=1,...s, el subespacio Nuc(f — \;idy ) tiene una base ortonornal B; tal que B; C B. O

Observacion 5.18. Si f es una transformacion unitaria de V', para encontrar una base ortonormal de V' respecto
a la cual la matriz asociada a f sea diagonal, calculamos una base ortonormal de cada uno de los subespacios
propios asociados a sus autovalores; la unién de todas esas bases da una base ortonormal de V respecto a la
cual la matriz asociada a f es diagonal.

Corolario 5.19. Toda matriz unitaria es diagonalizable.

Demostracion. Sea A € M,(C™) una matriz unitaria y sea f el endomorfismo de C" cuya matriz asociada
respecto a la base candnica es A. Dado que f es una transformaciéon unitaria, existe una base ortonormal B de
C™ tal que la matriz fp es diagonal. Dado que las matrices A y fp son congruentes, A es diagonalizable. [

Corolario 5.20. Sea V un espacio vectorial euclideo y sea Vo su complejificado. Sea f una transformacion
ortogonal de V' tal que

ny ni

Pr(X) = (=D)"(X =1)"(X +1)° H(X — )" T X —my)"
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donde p1; = o + i € C =R, con pj # i, sz’j#ky\,uj\:a?+5?:1, para j =1,...,n1. Se tiene

Ve =Nuc(fc —idy;)) LNuc(fc +idy.)) L Nuc(fe — paidy,)
1 Nuc(fe — mridy) L ... L Nuce(fec — pn,idve)
L Nuc(fc = fin,idve).-

Demostracion. El resultado se sigue de que fc es una transformacion unitaria, Pr(X) = Py.(X) y del corolario
5.17. -

6. Clasificacion de transformaciones ortogonales

Proposicion 6.1. Sea V' un espacio vectorial euclideo de dimensionn > 1 y sea [ una transformacion ortogonal
de V. Sea

ni ni

Pr(X) = (~=1)"(X = 1)"(X +1)* JT(X = )" TT(X = 7)™,

j=1 j=1

donde pj = aj + B0 € C—R, con pj # p, si j #k y || = a? +BJ2~ =1, para j =1,...,n1. Existe una base
de V tal que la matriz asociada a f respecto de esa base es la matriz de Jordan real

1 0
,
1
-1
s
-1
a; —p ™
f1
oy —Pn
0 By ony
donde el bloque elemental real de Jordan de orden 2, Jﬁj, aparece t; veces para cada j =1,...,mn1.

Demostracion. Por el teorema de Jordan real (teorema 3.7), se tiene
V = Nuc(f —idy)" @ Nuc(f +idy)® & Nucqi (f)"* & -+ & Nuc gy, (f)1,
con ¢;(X) = (X — p;)(X — 7)) = (X — j)? +[3J2, para j =1,...,n1, y donde
dim Nuc(f —idy)" =r, dimNuc(f +idy)* =s, dimNucg;(f)¥ =2t;, j=1,...,n1.

Veamos que Nuc(f — idy )" = Nuc(f — idy). En efecto, si v € Nuc(f — idy)", entonces (f —idy)"(v) =0
o, equivalentemente (fc — idy.)"(v) = 0. Dado que fc es diagonalizable, Nuc(fc — idy,)" = Nue(fc — idyz),
y por tanto (fc — idy.)(v) = 0, de donde se sigue que (f — idy)(v) = 0. De forma aniloga se prueba que
Nuc(f + idy)* = Nuc(f + idy ).

Veamos que Nucg;(f)% = Nucg;(f), para j =1,...,n1. Si v € Nuc ¢;(f)" , entonces

;(f)" (v) = ¢;(fe)" (v) = (fe — pyidv.)" (fe — mGidy,)" (v) = 0.
Asi, (fc —gmjidy.)Y (v) € Nue(fc — pyidy, )% = Nue(fec — pjidv,), por ser fe diagonalizable, y por tanto

(fo = m7idve)" (fe — pjidie) (v) = (fe — pyidve)(fe — TG idve)Y (v) =0,
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y entonces (fc — pjidy,)(v) € Nue(fec — fyidy. )" = Nuc(fc — 27 idv,. ). Por tanto

4 (f)(v) = (fc —mjidv.)(fc — pyidv,)(v) = 0.
Se tiene
V = Nuc(f —idy) @ Nuc(f +idy) ® Nucq (f) & ... ® Nucgy,, (f),

donde
dim Nuc(f —idy) =r, dimNuc(f +idy) =s, dimNucg;(f) =2t;, j=1,...,n1.

Sea B; una base de Nuc(f —idy), B_1 una base de Nuc(f +idy ). Si By, = {uy; +ivij,...,us,; +ivy,;} es una

base de Nuc(fc — pjidyz), para j = 1,...,n1, por el teorema 3.7, By, 77 = {v1j,Uj, ..., V5, Us,;} es base de

Jordan real para finucq,(r), Para j =1,...,n1. La matriz asociada a f respecto a la base
B=8BJBaJBumJ - UBun iy

es la matriz de Jordan (7). O

Proposicion 6.2. Sea V' un espacio vectorial euclideo de dimensionn > 1 y sea f una transformacion ortogonal
de V. Sea

1 n1

Pr(X) = (~1)"(X = 1)"(X + 1)* JT(X =)™ TT(X = 7)™,

Jj=1 Jj=1

donde pj € C—1R, con p; # p, si j # k. Se tiene
V = Nuc(f —idy) L Nuc(f +idy) L Nucqi(f) L ... L Nucgn, (f),
Demostracion. Por la proposiciéon anterior

V = Nuc(f —idy) @ Nuc(f +idy) @ Nucqi(f) @ ... ® Nucgp, (f).

Sea By, = {u1; +ivij,...,us;j +ivy,;} una base del subespacio Nuc(fc — pjidv,) v Bay = {u1; — vy , ...,
ug;j — 10,5} la correspondiente base del subespacio Nuc(fc — fzzidy,), para j = 1,...,n;. El conjunto
By, i = {01, Wagy - -5 V5, Uty 1

es una base de Nuc ¢;(f), para j=1,...,n1.

El subespacio Nuc(f —idy ) es ortogonal al subespacio Nuc(f+idy ), puesto que el subespacios Nuc( fc—idy;.)
es ortogonal al subespacio Nuc( fc + idy,).

Veamos que el subespacio Nuc(f — idy) es ortogonal al subespacio Nucg;(f), para j = 1,...,n1. Por ser
el subespacio Nuc(fc — idy,.) ortogonal al subespacio Nuc(fc — pjidy,), si v € Nuc(f —idy) y unj + ivp; €
Nuc(fc — pjidy,), entonces v- (up; +ivp;) =0, parah=1,...,t; yj=1,...,n1, luego v-ux; =0y v-v; =0,
parak=1,...,t; y j =1,...,n1. De forma analoga se prueba que el subespacio Nuc(f +idy ) es ortogonal al
subespacio Nucg;(f), para j =1,...,n;.

Finalmente probemos que el subespacio Nuc g;(f) es ortogonal al subespacio Nuc gx(f), para j # k. Dado
que para j # k el subespacio Nuc( fc — p15idy;.) ortogonal a los subespacios Nuc( fc — pridv,.) y Nuc( fc —ridy; ),
se tiene

(uhj + ivhj) - (ugg + dug) = 0, (uhj + ivhj) (g — ) =0, J#k.

Asi,
Upj - Wik = 0, Vhj * Vik = 0, Upj * Vik = 0, Vpj - Uik = 0

para todo j # k.
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Teorema 6.3. Sea V un espacio vectorial euclideo de dimension n > 1 y sea f una transformacion ortogonal
de V. Sea

1 1

Pr(X) = (~=1)"(X = 1)"(X + 1)* JT(X =)™ TT(xX = 7)™,

j=1 j=1

donde pj = aj + B0 € C—R, con pj # p, si j #k y || = a? Jrﬂ? =1, para j =1,...,n;1. Existe una base
ortonormal de V' tal que la matriz asociada a f respecto a esta base es la matriz de Jordan real (7).

Demostracion. Por la proposiciéon anterior
V = Nuc(f —idy) L Nuc(f +idy) L Nucg (f) L ... LNucgy,, (f).

Sea By, = {u1j +1vij,...,us,j + vy} una base ortogonal del espacio Nuc(fc — pyidy,), para j = 1,...,n1.
Probemos que el conjunto By,; 7= = {v1;, U1, .,Vt,5,Ut,j} es una base ortogonal de Nucg;(f). Se tiene

(uhj +ivhj) . (ulj + ivlj) =0, h#1, hil=1,... b
Equivalentemente,
uhj~ulj+vhj~vlj:0, —uhj~vlj+vhj~ulj:0, h%l, h,lil,...,tj. (8)

Dado que conjunto By = {u1; — ivij,...,us;; — 105} es una base ortogonal de Nuc(fc — 77 idy,) y que el
subespacio Nuc(fc — p;idy;) es ortogonal al subespacio Nuc(fc — fz; idy.), se tiene

(uhj —i—ivhj) . (ulj — ivlj) =0, hl=1,... ,tj

Equivalentemente,
Upj - Uij — Vpj - Vij = 0, Upj - V15 + Vphj - Uy = 0, (9)

para h # 1Ly upj - vn; =0y || up; ||=| vnj ||, para h =1,...,t;. De las identidades (8)y (9) se sigue

uhj-vhj:O, uhj-uljzo, ’Uhj"l)lj:O, uhj-vlj:O, h,l:17...,tj7
v || unj [|[=]| vnj ||, para h =1,...,t;.
Pongamos " ;
/ hj / hj
ol T owg I
para h =1,...,t;. Por el teorema 3.7 el conjunto B),; = es una base de Jordan real para fixucq;(r)- Dado que
ademéas B,,; 7= es una base ortogonal de Nucgq;(f) y que || up; [|=|| vn; ||, para h = 1,...,t;, la base
z/thj = {vy;, Uy, ,véjj, u,’fﬂ}

es ortonormal y es una base de Jordan real para fiNucq,(s)- En efecto,

o —f; 0
Bi o
(f‘Nqu]‘(f))BL’jYW = (fINquJ'(f))Buj~Tj = t
aj  —pBj
0 Bi

Si B; es una base ortonormal de Nuc(f — idy) y B_; es una base ortonormal de Nuc(f + idy ), entonces

— !/ /
B=BUB,UB|, U...UB, .

es una base ortonormal de V' tal que la matriz asociada a f respecto a B es la matriz (3.1). O
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Corolario 6.4. Sea V un plano vectorial euclideo y f una transformacion ortogonal de V. Existe una base
ortonormal de V' tal que la matriz asociada a f respecto a esa base es una de las dos siguientes matrices

0(s ) w(l 1)

Observacion 6.5. En el caso (i) f es un giro; si ademés V' es un plano vectorial euclideo orientado ([1],[6]) y la
matriz (¢) es la matriz asociada a f respecto a una base ortonormal de orientaciéon positiva, se dice que es f es
el giro de dngulo «, siendo o un nimero real, 0 < o < 27, tal que cosa = a y sena = b. Si la matriz asociada
a f respecto a una base ortonormal es la matriz (i7) del corolario anterior, entonces f es la simetria respecto a
la recta vectorial Nuc(f —idy ).

donde a® 4+ v% = 1.

Corolario 6.6. Sea V un espacio vectorial euclideo de dimension 3 y f una transformacion ortogonal de V.
Eziste una base ortonormal B = {v1,vq,v3} de V tal que la matriz asociada a f respecto a B es una de las
sigutentes matrices

10 O -1 0 O
@B 0 a —b ], (i) 0 a —b
0 b 0 b
donde a® + b = 1.
Observacion 6.7. En el caso (i) f es un giro. Si a = 1, entonces f = idy. Si a = —1, entonces se dice que f es el

giro de eje (v1) = Nuc(f —idy) y dngulo 7. Si a # £1, entonces f = id,,) L G, donde G es el giro cuya matriz
asociada respecto a la base {vy,v3} de Nuc(f —idy )™+

a —b
(b )
y se dice que f es un giro de eje Nuc(f —idy ). En la practica cuando V est4 orientado ([1],[6]), se llama giro de
eje orientado (w) y dngulo o a la aplicacion f = id(,) L Gq, donde G, es el giro de angulo « en el plano (w)*
orientado por una base {u,v} tal que la base {u, v, w} es de orientacion positiva.

En el caso (ii) f es una reflexion. Si a = —1, entonces f es la simetria central —idy . Si a = 1, entonces f es
la simetria respecto al plano (vg,vs), Si a # £1, entonces f es la composicion de la simetria respecto al plano
(va,v3) = Nuc(f +idy)* y el giro f = id(,,, L G, siendo G el giro del plano (vs,v3) = Nuc(f +idy)* cuya
matriz asociada en la base {va,v3} es

a —b
(b))

Definicion 6.8. Sea V' un espacio vectorial euclideo de dimension 4. Se dice que una transformacion ortogonal
f de V es un giro simple si existe un subespacio U de dimension 2 tal que f(u) = u para todo u € U y
fior € ON(U+) — {idy }, es decir

es

f=1p LG, GeOt(UY), G+#idy..

Se dice que una transformacion ortogonal f de V es un giro doble si existe un subespacio U de dimension 2 y
existen giros G € O (U), G # idy, G' € OH(UL), G' #idy 1, tales que f =G L G'.

Corolario 6.9. Sea V un espacio vectorial euclideo de dimension 4 y f: V — V una transformacion ortogonal.
Eziste una base ortonormal B = {v1,v9,v3,v4} de V tal que la matriz asociada a f respecto a B es una de las
stguientes matrices

a —b 0 0 1 00 0

v a0 o0 1o =10 o

O 0 0 ¢ —a | @ o 0 a —b
0 0 d e 0 0 b

donde a®> + 0> =1y > +d*>=1.
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Observacion 6.10. En el caso (i), f es un giro. Se tiene que f = G; L Go, siendo G y G los giros en los planos
(v1,v2) y (vs,v4), respectivamente, cuyas matrices asociadas en las bases By = {v1,v2} v Ba = {vs,v4} son

(G1)31<?, _s>’ (G2)B2(§ _i)

Si Gy =idy y Ge # idyr 0 Gy # idy y Go = idy1, entonces f es un giro simple. Si G; # idy y Gs # idy .,
entonces f es un giro doble. Teniendo en cuenta que

a =b 0 0 a =b 0 O 1 0 0 0
b a 0 0| [ b a 00 01 0 0
0 0 ¢ —d]) |0 010 0 0 ¢ —d |’
0 0 d ¢ 0 0 01 0 0 d ¢
se tiene que f es la composicion de dos giros simples
f = (Gl 1L id<v37v4>) o (id<v1,v2> 1 Gg).
En el caso (ii), f es una reflexion. Si a = —1, entonces f es la simetria respecto al subespacio (v1). Sia =1,

entonces f es la simetria respecto al hiperplano vectorial (v, vs,v4). Si a # %1, teniendo en cuenta que

1 0 0 O 1 0 0 O 1.0 0 O
0 -1 0o o] [0 —-1200 01 0 O
0 0 a =b | | O 010 0 0 a —b |’
0 0 b a 0 0 01 0 0 b a

se tiene que f es la composicion de la simetria respecto al hiperplano al (vy,vs,v4) = Nuc(f +idy )" y el giro
simple idy, 4,y L G,
f = S(vl,v2,v3> o (id(v17v2) L G)7

siendo G el giro en el plano vectorial (vs,v4) cuya matriz asociada en la base {vs,v4} es

a —b

b a )
Ejemplo 6.11. Consideremos la transformacién ortogonal f; de R3 cuya matriz asociada respecto a la base
candnica es

=
I
= ISl

\
S
NN~ —
S
NN RN~

Dado que la matriz A; es ortogonal y que det f; = det A; = 1, f1 es un giro. El polinomio caracteristico de f;
es
Pr(X) = X'+ X - X +1,

y sus raices son:

Sea (f1)¢: C3 — C3 la aplicacién C-lineal cuya matriz asociada respecto a la base canénica es A;. Se tiene

Nuc(f; —idgs) = ((1,1,0))
Nue((f1)g —iides) =( (L, —1,v/24))
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El conjunto

{(17 17 O)a (0’07 \/5)7 (17 _170)}

es una base ortogonal de Jordan real para f;. Una base ortonormal de Jordan real para f; es

V2 V2 V2 V2

By = {( 9 9 O)’(O>071)7(77 2 )}

La forma de Jordan real de f; respecto a Bj es

(fl)Bl =

OO =
= o O
|
—

Se tiene
Jf1=1d1,1,0) L G1,

donde G es el giro en el plano ((1,1,0))* cuya matriz asociada respecto a la base B} = {(0,0, 1), (

es
0 -1
1 0 /-

Dado que R? se considera orientado por la base canénica, f; es un giro de eje {(1,1,0)) y angulo 7/2 o 37/2
dependiendo de la orientacion considerada en el eje de giro {((1,1,0)).

Ejemplo 6.12. Consideremos la transformacién ortogonal f» de R? cuya matriz asociada respecto a la base
canoénica es

1 8 4 -1
-1 4 8
Dado que la matriz A5 es ortogonal y que det fo = —1, fo es una reflexién. El polinomio caracteristico de fs es

P(X)=-X*4+X?+X-1=—(X-1*X+1).
Se tiene
Nuc(fz — idgs) ={((1,0,—1),(2,1,2))
Nuc(fs +idgs) =((-1,4,-1)).

El conjunto

By = {(27 %7 ;)L(?v 7_§),(?7 %g)}

es una base ortonormal de Jordan para f>. La forma de Jordan de f> respecto a Bs es

0

10
(f2)32: 0 1 0
00 -1

Se tiene que fs es la simetrfa respecto al plano vectorial Nuc(fo — idgs) = ((1,0,—1), (2,1, 2)).

Ejemplo 6.13. Consideremos la transformacién ortogonal f; de R* cuya matriz asociada respecto a la base
canodnica es

-1 00 0
0 0 0 —1
Az = 0 -1 0 0
0 01 0



La matriz A3 es ortogonal y dado que det f3 = —1, f3 es una reflexién. El polinomio caracteristico de f3 es
Ppy(X) = (—1 = X)(=X* +1) = (=1 = X)(1 = X)(-X2 = X — 1),

y sus raices son

1 3 1
TS SV PR S )
2 2 2 2

Sea (f3)c: C* — C* la aplicacién C-lineal cuya matriz asociada respecto a la base candnica es As. Se tiene

Nuc(fs —idgs) =((0,1, -1, 1))

Nuc(fs +idgs) =((1,0,0,0))

1 V3.
2

|G

.

))

N | =

Nuc((fs)e — (—3 + @ i)ides)

<(0717§+ )

El conjunto

3 —v3 11
{(07 1a 717 71)7 ((1707 Oa 0)7 ((07 Oa £7 7\/7)’ (07 17 5 7)}7
2 2 2’2
es una base ortogonal de Jordan real para f3. Pongamos
V3 V3 V3 V2 -2 V6 V6 VB
U1 = (03 ?7 Ta T)a V2 = (1,07070)a V3 = (0707 7a T)v Vg = (Oa ?7 ?7 ?)}

El conjunto Bs = {v1,v9,v3,v4} es una base ortonormal de Jordan real para f3. La forma de Jordan real de f3
respecto a B3 es

1 0 0

0 -1 0 0
1

R

bl

3 1

005 3

La aplicacion f3 es la composicion de la simetria respecto al hiperplano (vy,v3, v4) y el giro simple id(,, ..,y L G3,
donde Gj es el giro en el plano (v3,v4) cuya matriz asociada respecto a la base {vs,v4} es

V3

V3
@)y = | 5 7

1
2 2

Ejemplo 6.14. Consideremos la transformaciéon ortogonal f; de R* cuya matriz asociada en la base canénica

es f f
2 2

= 0 —— 0

2 \[ 2 \[

2 2

0 — 0 —

Ay = 2 2

V2o V2

2 52 5

2 2

0 -5 05

Dado que la matriz A4 es ortogonal y que det A4 = 1, f4 es un giro. El polinomio caracteristico de fy es

Pr,(X) = (X2 = VEX +1)° = (X = (5 + *50)* (X = (5- - 5-9)"



Identificamos (R*)c con C*. Sea (f1)c: C* — C* la aplicacion C-lineal cuya matriz asociada respecto a la base
canoénica es Ay4. Se tiene

C* = Nuc((fa)e — (? + g i) ides) L Nuc((fa)e — (? — g i) idcs),
donde i 3
Nue((fi)e — (5 + 52 ) ides) = ((1,0,4,0), 0, 1,0,1),
Pongamos

U1 = (07077130)7 V2 = (1707070)3 U3 = (030;071)7 Vg = (07 13030)

El conjunto By = {vy,v2,v3,v4} es una base ortonormal de Jordan real para f;. La forma de Jordan de f4
respecto a By es
V2

2
% 5 00
2 2
T o0
(fa)B, = . . @ 7@ )
PR
2 2
0 0 — —
2 2
Se tiene que f; es un giro doble
=G LG,

donde G y G’ son los giros en los planos (v1,vs) y (v3,v4), respectivamente, cuyas matrices asociadas en las
bases {vi,v2} v {vs,v4} son

V2 V2 V2 V2

G _ 2 2 / _ 2 2
{viv2} = V2 N {vs,va} ™ V2 V2
2 2 2 2

f4 es la composicion de dos giros simples, el giro G L id(,, .,y ¥ el giro id, .,y L G’
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