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Resumen

Los arboles de decisiéon constituyen una de las metodologias més extendidas en el &mbito del
aprendizaje estadistico. Se pueden aplicar tanto a problemas de regresiéon como de clasificacion y
se caracterizan por su simplicidad y facil interpretaciéon. En este trabajo se presenta una revision
de la metodologia bésica necesaria para la construccién de arboles de decisién. Explicaremos
paso por paso el proceso de construcciéon de un arbol, su expansiéon y podado hasta alcanzar un
tamano adecuado, asi como la validacién final del modelo. Ademés, haremos una breve revision
de otras técnicas mas complejas basadas en arboles de decisién, que pueden mejorar la capacidad

predictiva de los mismos.

Abstract

Decision trees are one of the most spread methodologies in statistical learning. They have
been applied in both regression and classification problems, and have become popular thanks to
it’s simplicity and easy interpretation. This work presents a revision in the basic methodology
needed to build decision trees. We will explain how to build a tree, from the expansion and
pruning to reach it’s appropriate size, to the validation of the final model. Moreover, we will
review some other more complex techniques based in decision trees, which allows the creation of

far more accurate models.

IX






Introduccion

Con la introduccién de bases de datos cada vez més extensas, resulta indispensable la creaciéon
de modelos capaces de extraer toda la informacién posible de manera répida, eficaz y sencilla.
A lo largo de los anos ochenta y noventa, y gracias a los trabajos de Breiman L. y Friedman J.,
entre muchos otros, se hizo especialmente popular la aplicacién de arboles de decisién para el

tratamiento de dichos datos.

La separacion de los datos a lo largo de las ramas de un arbol permite establecer de manera
sencilla relaciones entre las diversas variables que se observan en un estudio. La gran fuerza y
eficacia con la que estos modelos actiian en casos reales, los han convertido en pocos afios en una
de las herramientas fundamentales de la estadistica moderna, la ciencia de datos y la inteligencia

artificial.

Por si solo, un arbol de decisién es un modelo bastante sencillo, que se caracteriza ademas
por su facil interpretacion. A pesar de su simplicidad, el uso de arboles de decisién en aprendizaje
estadistico se ha extendido de forma generalizada, gracias ademas a la posibilidad de combinarlos
a través de métodos mas complejos, también llamados métodos de ensamble. En este trabajo se
estudiaran aquellos que actualmente cuentan con una mayor popularidad, Bagging, Boosting y

Random Forest.

Qué es un arbol

Un &arbol es un tipo de grafo ordenado, caracterizado por su estructura simple repetida de
manera recursiva. Cada uno de los nodos de un arbol puede estar conectado a varios hijos, y con
cada paso extiende sus ramas cada vez méas. Otra caracteristica de este tipo de estructuras es
que solo tienen un nodo primero, que no es hijo de ningtn otro, denotado como raiz. El resto de
nodos solo tienen un tinico antecedente o padre. Bajo estas condiciones, el camino que conecta

un nodo con cualquiera de su descendencia es tinico.

En este primer capitulo presentaremos los conceptos basicos sobre arboles. A lo largo del

XI



XTI INTRODUCCION

trabajo nos centraremos en arboles binarios, en los que cada nodo tiene como mucho dos hijos.
Esto se debe a que son los més sencillos para trabajar, y el afadir un mayor ntmero de ramas

no proporciona ningun beneficio a la hora de construir modelos de regresiéon o clasificacion.

Figura 1: Ejemplo de un arbol binario.

Como ejemplo se muestra en la Figura [I] un arbol, que denotaremos 7. En dicho arbol A es
el nodo raiz, mientras que B y C son sus hijos. Del mismo modo, D y E son los hijos de B, y
F', G son los hijos de E. A partir de esta construccion, resulta intuitivo llamar a los hijos de un
nodo t, como el izquierdo y el derecho. Por esta razén se usard la notacion ¢; y ty cuando sea

necesario identificarlos.

Dado un nodo t, se define una rama 7}, como el subérbol con t de raiz, y que se extiende
hacia abajo con la misma estructura que el arbol original. Recuperando el ejemplo anterior, Tg

estarfa compuesto por E, F'y G como se muestra en la Figura [2a]

Se llamara nodo terminal a todo aquel que no tenga descendencia. En el arbol de ejemplo con
el que estamos trabajando, los nodos terminales serfan C, D, F' y G. Se denotaré el conjunto de
todos los nodos terminales como 7'. De la misma forma, se usara la notacion |7'| para determinar

el nimero de nodos terminales del arbol T'.

Para la construcciéon de modelos de regresion y clasificacion, también sera necesario definir
el proceso de podado. De un arbol T se poda la rama T; al descartar toda la descendencia del

nodo t. Este nuevo arbol se denota por T — Ty, véase la Figura [2b]

(a) TE (b) T — TE

Figura 2: Rama F y proceso de podado de la rama FE.
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Este tipo de grafos es especialmente usado como estructura para guardar informacion. La
forma en la que los nodos estan organizados favorece la construcciéon de algoritmos capaces de
ordenar y buscar informaciéon de manera eficiente en grandes bases de datos. Sin embargo, en
este trabajo nos centraremos en otra de las aplicaciones de este tipo de objetos. Se aprovechara
la forma en la que se puede relacionar la informacion en este tipo de grafos para generar modelos

capaces de realizar predicciones sobre nuevos elementos a estudiar.
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Capitulo 1

Reglas de clasificacion y prediccion

1.1. Reglas de clasificaciéon

Supongamos que nos encontramos en un hospital y nos encargan la creaciéon de un modelo
capaz de identificar qué pacientes tienen un mayor riesgo de padecer una enfermedad coronaria.
Se tiene que los procedimientos que permiten detectar este tipo de enfermedades de manera fiable
suelen ser bastante complejos, necesitando en muchos casos la realizaciéon de un TAC de gran
parte del torso. La obtencién y procesado de este tipo de imégenes suele ser lenta, complicada y
costosa, por lo que determinar de manera eficiente que pacientes necesitan este tipo de pruebas

con mayor urgencia, puede ser un paso fundamental en su tratamiento.

En este tipo de procedimientos, se etiqueta cada uno de los pacientes. Para este ejemplo,
diremos que con un 0, si se cree que esté fuera de peligro, o 1 si es un caso de riesgo. Este sera
un problema de clasificacién binario, ya que solo hay dos clases entre las que discernir. Si se
quiere un modelo méas completo, se puede intentar realizar una clasificacién mas precisa, no solo
estudiando si un paciente esta sano o no, sino estimando el grado de peligro en el que se encuentra.
Formalmente, se llamara conjunto de clases C = {1,2,3,...,J} a las distintas categorias que se

consideran en el modelo.

Es necesario disponer de informaciéon sobre la que realizar dicha clasificacién. Por ejemplo,
es sabido que la probabilidad de padecer una enfermedad coronaria aumenta enormemente en
personas mayores, por lo que conocer la edad del paciente puede ser crucial en la realizaciéon
un estudio satisfactorio. Otros datos que se podrian utilizar serian antecedentes familiares, peso,
colesterol en sangre, sintomas, etc. Toda esta informacion sobre un paciente se guarda en un
vector de medidas T. Este se estudiard como una variable aleatoria que toma valores siguiendo

una distribucion del espacio muestral 2.



2 1. Reglas de clasificaciéon y predicciéon

Sera necesario tener acceso a una base de datos para poder realizar el modelo. Esta podria
ser el historial del hospital, ya que contiene informacién sobre los antiguos pacientes. En este
caso, se debe saber el nivel de riesgo real, y los datos suficientes como para construir su vector
de medidas. Todo esto se recoge en el conjunto de aprendizaje £ = (Z;,Y;)i=1..N, compuesto
por N parejas @; € €2, Y; € C. En el fondo, el proceso de construccion de un modelo se basa en
un estudio sobre £, por lo que es necesario asegurarse de que representa una buena muestra del

medio.

Definicion 1.1. Una regla de clasificacién o clasificador d, es una aplicaciéon que a cada

punto del espacio muestral €2, le asigna una de las clases de C.

Regresando al ejemplo del hospital, a partir del conjunto de aprendizaje L, se construird un
clasificador d. Este usara el vector de medidas & de un paciente para predecir si esta sano, o que
enfermedad puede tener. Esto permitiria detectar de manera sencilla aquellos individuos con un

mayor riesgo de sufrir la enfermedad estudiada, y por tanto, facilitar su diagnosis.

1.2. Ratios de clasificacion incorrecta

Una vez definido lo que es un clasificador d, surge un nuevo problema que sera necesario
abordar, ya que su resolucion sera fundamental para la construccion de modelos precisos. ;Cémo
se sabe si d es eficiente? De manera intuitiva, un clasificador es mejor qué otro si es capaz de
cometer menos errores al asignar etiquetas a nuevos sujetos. Con el fin de dar un valor numérico

a la calidad de un modelo de este tipo, se definen los ratios de clasificacion incorrecta.

En una primera aproximacion a este problema, se puede definir el riesgo como la probabilidad
de que el clasificador cometa un error, R*(d) = P[d(Z) # Y]. Donde ¥ € ) representa el vector

de medidas de un sujeto, e Y la clase a la que dicho sujeto pertenece en realidad.

Hay que tener en cuenta que la construccién de un clasificador d se lleva a cabo a partir de
la experiencia pasada, en forma de conjunto de aprendizaje £. Debido a esta razodn, en la gran
mayoria de casos serd imposible calcular este riesgo, ya que no se dispone de la distribucién real
del medio. Se proponen por tanto estimadores de esta probabilidad, con el fin de encontrar una

medida de la calidad de un clasificador a partir de la informacién contenida en £

Definiciéon 1.2. Sea d un clasificador, se define el ratio de clasificacion incorrecta, R(d),
como la proporcion de observaciones del conjunto de aprendizaje £ que d no es capaz de clasificar

correctamente.

Asi, a partir del conjunto de aprendizaje £ = (&;,Y;)i=1..n, y considerando I la funcion

indicador tal que I(a) = 1 si la condicién a se cumple, y 0 en otro caso. Se calculara por tanto
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el ratio de clasificacion incorrecta de un modelo como

N

R(d) =) 1(d(Z;) # Yi)/N

i=1
Para la construccion de clasificadores, el ultimo ratio es realmente bueno, ya que permite
calcular rapidamente la calidad del modelo a medida que este se va construyendo. Sin embargo,
se esté usando la misma informacién para construir y para testear el clasificador. Esto suele llevar

a modelos demasiado complejos, que pierden informacién sobre las relaciones que existen entre

Z e Y debido a problemas de sobreajuste.

Con el fin de evitar estos problemas, se suelen aplicar diversos métodos capaces de obtener
estimaciones més precisas del error cometido. Sin entrar en detalles, en este trabajo se emplea-
ra validacién cruzada, que trabaja sobre diversas particiones del conjunto de aprendizaje para

comprobar cuanta informacién se pierde por sobreajuste.

Con el fin de obtener una estimacion realista del error cometido, se suele aislar una parte
del conjunto de aprendizaje. Construyendo aleatoriamente la particién de £ formada por L.,
conjunto de entrenamiento, y L,, de validaciéon. De la misma forma, se definiran los ratios de
clasificaciéon incorrecta R® y RY, definidos de forma similar a R, pero restringido a los conjuntos

de entrenamiento y de validacién respectivamente.

En los apartados del trabajo que se centren en la construccién del modelo, y por ende, validar

pase a un segundo plano, se usard tnicamente la notacion £ y R para el desarrollo de la teoria.

1.3. Estimador de la probabilidad de clases

Hasta ahora, en el problema del hospital, a cada paciente se le clasificaba como sano o
enfermo, como mucho dandole un grado de peligrosidad. Una aproximacion més realista, seria
construir un modelo que como respuesta diese una probabilidad de que el paciente padezca dicha
enfermedad, o no. De esta forma, el médico puede cotejar los resultados y tener mas informacion

a la hora de plantear un tratamiento.

Para este tipo de modelos, al vector de medidas ¥ se le debera asignar un valor para cada una
de las clases del estudio C = {1,2,3,...,J}. De tal forma que la respuesta se de como un vector
af(:ﬁ = (d(1/%),d(2/Z),...,d(J/Z)), donde d(j/Z) es una estimacion p(j/Z), la probabilidad de
que & pertenezca a la clase j. Por esta razon se debe cumplir que d(j/7) € [0, 1]y >0 d(j/7) =1

Definicion 1.3. Un estimador de probabilidad de clases es una aplicacion d, que a cada clase

del conjunto C, y a cada vector Z del espacio muestral €2, les asigna un valor real d(j/%) € [0, 1],
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tal que D ;0 d(j/T) =1

Se define la precision del modelo como R*(d) = E[}_;(p(j/7) —d(j/%))?/% € QJ, la esperanza
entre las probabilidad real y las estimadas al cuadrado. Al igual que en la distribucion de clases,
como se desconoce la distribucién real del medio, no es posible obtener un calculo de dicha

precision.

A partir del conjunto de aprendizaje £ = (Z;, Y;)i=1, se propone como estimador de la preci-
si6n

N
R(d) =Y (I(i=j)—d(j/))* (1.1)

i=1 jeC

Esta estimacion se obtiene de suponer que la probabilidad p(Y;/Z;) es igual a 1. De la misma

forma p(j/Z;) = 0 para el resto de clases posibles.

1.4. Reglas de prediccion

En el ejemplo del hospital, a cada paciente se le clasifica en uno de los niveles de C, estos
son los clasificadores. También se puede dar el caso en el que en vez de a una clase, el modelo
deba realizar una estimacién sobre una magnitud continua. A este tipo de modelos se les llama

predictores, ya que se encargan de predecir el valor de una variable.

Definicion 1.4. Una regla de prediccion o predictor d, es una aplicacién que a cada punto

del espacio muestral €2 le asigna un valor de R.

A lo largo de este trabajo se denotara con d tanto a los clasificadores como a los predictores.
El objetivo final es construir una metodologia general para ambos tipos de modelos, por lo que

diferenciarlos ahora podria llevar a confusiones mas adelante.

Al igual que en el caso anterior, se dispone de un conjunto de aprendizaje L, del que se espera
obtener la informacién suficiente como para realizar predicciones precisas. Sin embargo, en este
tipo de modelos no tiene sentido hablar de reglas de clasificacién incorrecta, ya que seré raro el
caso en el que un resultado sea exacto. Por esta razon se suele preferir el uso de un estimador
de la esperanza del error cuadratico R*(d) = E[(d(Z) — Y)?] con el fin de medir la calidad del

modelo.

Definicién 1.5. Sea d un predictor, se define el error de minimos cuadrados R(d) como la me-

dia del error al cuadrado cometido de las diversas observaciones sobre el conjunto de aprendizaje

L.
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En este tipo de modelos también se puede separar el conjunto de aprendizaje entre entrena-

miento y validacion con el fin de obtener estimaciones del error mas precisas.

Se tiene que el uso de R para definir tanto el ratio de clasificacién incorrecta como el error
por minimos cuadrados. Este abuso de notacién permite la formulacién de metodologia para la

construccién de arboles de decisiéon independientemente de su tipo.
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Capitulo 2

Modelos en forma de arbol

La idea que esta detras de usar arboles binarios para la construccién de modelos esté en la
recursividad que los caracteriza. Cada uno de los nodos del arbol puede estar asociado a otros

dos, sus hijos, que a su vez pueden estar unidos a dos mas.

En el caso concreto de arboles de decision, se asocia cada uno de los nodos a una region del
espacio muestral €. De tal forma que la raiz representa el total, y cada separacion es una division
del espacio en dos. Este proceso de separar y repartir se puede continuar de manera repetida,

aumentando en cada paso el tamano del arbol.

Més adelante se explicara con detalle la forma en la que se decide la divisién 6ptima del espa-
cio. Como introduccion, se busca aquella separaciéon que minimice R a partir de la informacion
del conjunto de aprendizaje. La idea es conseguir agrupar en el mismo nodo aquellas zonas del

espacio con cualidades similares, para clasificarlas de la misma forma.

© | Og

-® ©
®

(a) Ejemplo simple de arbol binario (b) Relacion con 2

Figura 2.1: Ejemplo de separaciéon del espacio de medidas a partir de un arbol

En la Figura se puede observar un pequeno ejemplo de cémo se emplea un arbol para

7



8 2. Modelos en forma de arbol

dividir el espacio muestral en distintas partes. En este caso, 2 esta representado por el rectangulo
de la derecha, por notacion se considerara que es un espacio bidimensional continuo y ¥ = (1, z2).
De esta forma, se tiene que A = €, el cual se divide entre By C, B se separa entre F'y D,y
por ultimo F, entre F'y G.

En este caso, todas las separaciones se centran en solo una de las variables, lo que permite
que su descripcion sea bastante sencilla. Por ejemplo, B = {# € A/x; < c¢}. Se puede utilizar
esta misma estructura para describir cada uno de los subespacios en este ejemplo. Otras posibles
formas de dividir el espacio serfa mediante el uso de hiperplanos, {# € Q/a'¥ < c}, o bolas
{Z € Q/|la — 7| < ¢}. A la hora de implementar el modelo, estas dos ultimas descripciones
son computacionalmente mas costosas, por lo que solo se utilizan en el caso de que haya un

conocimiento a priori que favorezca su aplicacion.

Por lo general, las separaciones se suelen describir en forma de preguntas s. En el caso del
ejemplo anterior, se definiria s4(%) = (& < ¢?, con lo que quedaria B = {¥ € A/sa(Z) = si}, y
C = {Z € A/ss(Z) = no}. Esta forma de expresar las divisiones del espacio muestral como un

objeto en si mismo, es 1til a la hora de construir modelos.

Por como se han construido estos arboles, el conjunto de los subespacios asociados a los nodos
terminales son un recubrimiento disjunto del espacio muestral. De esta forma, en el ejemplo
anterior, €2 esta formado por C', D, G y F. Para completar el modelo d, a cada uno de los nodos
terminales se le asigna un valor, en el caso de ser un clasificador, una de las clases de C, y para

un predictor, un nimero real.

Una vez hecho todo esto, el funcionamiento del modelo es bastante sencillo. Los nuevos
elementos a estudiar se disponen en la raiz. A estos se les realiza la pregunta s del nodo, y segin
como respondan, bajan a uno de los hijos. Este proceso se repite a lo largo del arbol, hasta que
llega a uno de los nodos terminales. En este punto, se concluye que ¥ se encuentra en dicho

subespacio terminal, por lo que al sujeto se le asigna el mismo valor que al nodo.

Siguiendo con el ejemplo anterior, en la Figura se construye un modelo de clasificacién
y uno de prediccion a partir de la division del espacio ya vista. A la izquierda, se considera un
clasificador de dos clases C = {1,2}. Los subespacios G, C' se asignan a la clase 1, y los otros
dos, F', D, a la clase 2. De la misma forma, se podria definir un recubrimiento de €2 a partir de
las clases, A1 = GUC y Ay = F U D. Por otro lado, a la derecha se muestra un predictor, en el

que a cada uno de los subespacios terminales se les asigna un valor real distinto.

En estos tltimos ejemplos se puede ver que la principal diferencia entre un arbol de clasifica-
cién y uno de predicciéon reside en el ultimo paso, la asignacién de un valor a un nodo terminal.

Antes de empezar a hablar de la manera en la que se divide el espacio a partir este tipo de estruc-
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® |kl

O ©
=

(a) Clasificador (b) Predictor

Figura 2.2: Ejemplo de construcciéon de modelos a partir de un arbol

turas, es conveniente aclarar las diferencias técnicas entre clasificadores y predictores. De esta

forma se espera poder construir toda clase de modelos dejando de lado a que tipo pertenecen.

2.1. Arboles de Clasificacion

En la construccion de un modelo se llega hasta A¢, subespacio de Q2 asociado a cierto nodo ter-
minal ¢, de tal forma que todo vector de medidas & € Ay, se clasifica como j € C = {1,2,3...J}.
Se busca la forma 6ptima de realizar dicha asignacién a partir de la informacion de £;, conjunto

de aprendizaje restringido a esta region.

Sea un nuevo elemento dispuesto para ser clasificado por d, se define 7(j) la probabilidad
de que pertenezca a la clase j sin ningtn conocimiento a mayores del sujeto. De esta forma se
define {7(j)};cc el conjunto de probabilidades a priori. Estas representan una distribucion ideal
del conjunto muestral, por lo que no se suele tener informacién precisa sobre ellas. A la hora de
construir modelos, es trabajo del analista estimar dichas probabilidades por {7 (j)} ecc. Gene-
ralmente se suele recurrir al conjunto de aprendizaje para asignarle un valor a dicha magnitud,

tomando 7(j) como la proporciéon de elementos de £ que pertenecen a la clase j.

La razén por la que se introduce estas probabilidades a priori 7, es para paliar los casos en
los que £ no sea representativo del medio que se va a estudiar. Por ejemplo, en el hospital, tiene
sentido realizar el entrenamiento con muchos informes de pacientes con sintomas raros. De esta
forma, el modelo se blinda ante estos sintomas a costa de que los comunes tengan una menor

representacion.

Para trabajar con el conjunto de aprendizaje L, se tendra que esta compuesto por N elemen-
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tos, de los cuales N; pertenecen a cada una de las clases j, y N' a cada nodo t. De la misma

forma, se tendra que hay N ]t elementos de £ que pertenezcan a la clase j y al nodo ¢.

A la hora de construir el modelo, es necesario minimizar la probabilidad de cometer un
error. Para ello, a cada nodo terminal ¢ se le debe asignar la clase j mas probable. Esta se
describe como la probabilidad condicionada p(j/t). Se puede simplificar por el teorema de Bayes
ap(j/t) =p(4,t)/p(t), donde p(j,t) representa la probabilidad de la interseccion (o probabilidad
conjunta), y p(t) la del nodo ¢.

Primero se estima p(j, t), la probabilidad de que un elemento arbitrario pertenezca a la clase
j v al nodo t. Con este fin se aplica una vez mas el teorema de Bayes, p(j,t) = p(t/j) - p(j). La
probabilidad de pertenecer a la clase j se estima por 7(j), mientras que la condicionada se extrae

del conjunto de aprendizaje, p(t/j) = N Jt /Nj. De esta forma se obtiene finalmente la estimacion
B4, t) = 7(j) - Nj/Nj.

La estimacion de la probabilidad del nodo t se realizara de manera mas sencilla. Se parte de
que p(t) = > ;ccp(j,t) v asi se estima p(t) = 3 ;o P(j,t). Por tltimo, se puede obtener una
estimaciéon de la probabilidad de que un elemento que llegue al nodo t, pertenezca a la clase j,

como

p(j/t) = p(4,t)/p(t)-

Bajo estas definiciones, se tendra que Zjecﬁ(j/t) = 1, ya que todo sujeto clasificado
por el nodo t deberd pertenecer necesariamente a una de las clases de C. Por tanto resulta

conveniente asignar al nodo ¢, la clase j* que maximice la estimacién de las probabilidades
p(j*/t) = méxjec p(j/1)

Se recuerda que la calidad de un clasificador viene dada por el ratio de clasificacién incorrecta
Considerando que t es clasificado de manera 6ptima, se puede definir el ratio de error de un
nodo como r(t) = 1 — p(j*/t). Sea T el conjunto de los nodos terminales, se estimara el error de
clasificacién incorrecta de un arbol de clasificacion T a partir de la suma de los errores de cada
una de sus hojas

R(T) = Y p(t)r(t) = 3 R().
te teT

Puede darse el caso de que esta definiciéon de ratio de clasificacion incorrecta de un modelo en
forma de arbol sea demasiado sencilla para la construccién de un modelo. Por ejemplo, en una
consulta, considerar equivocadamente que un paciente esta sano, es un error mucho mas grave
que predecir una enfermedad, y comprobar en pruebas posteriores que ha sido un falso positivo.
Con el fin de incorporar este tipo de consideraciones al modelo, se definen los costes de error
de clasificacion C(i/j), como un castigo por clasificar como i, un elemento de la clase j. Estos

costes deben ser no negativos, y cumplir C(j/j) = 0.
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Definiciéon 2.1. Sea ¢ un nodo de un arbol de clasificacion, se define j*(t) clase del nodo a

aquel elemento i € C que minimice ... C(i/5)p(j/?)

Bajo esta definicion, el ratio de clasificaciéon incorrecta de un nodo vendra dado por

mmZC i/5)p(j/t) = ZCJ/J (j/t).

jec jec

Se observa que a pesar de tener una definicién distinta, se mantiene el error de clasificacién

de un arbol como la suma de los errores en las hojas

= pt)r(t) =Y R(t)
teT teT

2.1.1. Arboles de probabilidad de clases

En este caso, la construccién de los modelos deriva directamente de los arboles de clasificacién.
En el apartado anterior, se explica como obtener p(j/t), estimacion de la probabilidad de que
un elemento del nodo ¢ pertenezca a la clase j. Resulta natural definir entonces d(j/Z) = p(j/t),

siendo t el nodo terminal al que Z desciende.

Trabajando sobre la ecuacion se tiene que el error estimado en cada uno de los elementos

del conjunto de aprendizaje £ = (¥;,Y;); viene dado por
D G =) —d(§/7:))* = (1= p(Yi/t))* + Y 5°(i/t) = 1 = 2p(Yi/t) + S,
J i#Y;

donde t es el nodo al que pertenece (Z;,Y;), y Sy viene dado por ) j p?(j/t). Para conseguir una
aproximacion del error cometido en cada uno de los nodos, se usa que p(j/t) es una estimacion

de la distribucién de probabilidades de Y; para integrar sobre las clases j € C

N
r(t) = 31— 2p(Yi/t) + S0) ~ (1= 25(3/t) + SOB( /).
) jec

Aplicando que por construccion »_; p(j/t) = 1, la ecuacién anterior se reduce a

()_1—st_1—z (/1) (2.1)

Debido a la gran similitud que tienen este tipo de modelos con los clasificadores, muchos
programas suelen construir iinicamente estimadores de probabilidad, para posteriormente asociar

cada nodo a aquella clase con una mayor estimacién.
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2.2.  Arboles de Prediccion

En el caso del que se este construyendo un modelo de prediccién en vez de uno de clasificacion,
no tiene sentido hablar de probabilidades a priori ni de errores de clasificaciéon incorrecta. Sin
embargo si que es necesario determinar que valor se le asigna a un nodo terminal ¢ bajo su

conjunto de aprendizaje restringido L;.

En un modelo de prediccion, se usa el error cuadratico medio como un estimador de
E[(d(¥) — Y)?/# € Q]. Estudiando la hoja t asociada al subespacio ; C , se tendra que d
realizara la misma prediccion para todo #. Aplicando que la media p(t) = E[Y/Z € ;] minimiza
E[(d(Z) — Y)?/Z € Q4], se deduce que el valor 6ptimo que se puede asignar al nodo ¢ seré la
media muestral ji(t) = >, Y;/N*

Definicién 2.2. Sea t un nodo terminal de un arbol de prediccion T', se define v(t) prediccion
del nodo a la estimacion de la esperanza de la variable respuesta en el subespacio €);. Este se

calcula a partir de la media muestral i =Y, Y;/N*

Para el estudio del error cometido, se utiliza el ratio sobre el conjunto restringido £;

r(t) = Y (Yi— a(t)*/N*

€LY

Como un estimador de la varianza del nodo ¢, 0%(t) = Var(Y/¥ € ) = E[(Y — u(t))?/7 €
Q]. De esta forma, si se calcula la probabilidad de que un elemento llegue a t como el ratio de
los elementos del conjunto de entrenamiento, p(t) = N*/N, se puede aproximar el error cometido

en todo el arbol por

RT) = S p(t)r(t) = 3 R(E).
teT teT

2.3. Ejemplos

Presentamos a continuaciéon un pequeio ejemplo de la forma en la que se puede usar un arbol
con el fin de construir un clasificador. De este modo ilustraremos con un caso préactico como el

modelo separa la informacién para realizar predicciones sobre la misma.

Se construira un clasificador sobre “Wine Data Set”, conjunto de datos disponible en [7]. En
él se recoge informacioén sobre una serie de vinos de tres cultivos diferentes de la misma regién de
Italia. Se centra en su composicién quimica, con datos sobre la cantidad de ciertas substancias
como alcohol, ceniza y un serie de proteinas y aminoéacidos. Se pude consultar informacién maés

detallada sobre el estudio en [7].
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Para la construccion y presentacion de arboles, se usara el paquete “rpart” de R, véase [13],
ya que ofrece una gran versatilidad a la hora de acotar parametros, perfecto para un ejemplo

como este.

Con el fin de realizar un estudio méas preciso, se separd la base de datos en dos partes, un
conjunto de entrenamiento y otro de validacién. De esta forma el modelo solo se construye con

el 80 % de los datos escogidos de manera aleatoria, y el resto se utiliza para testearlo.

En la Figura se presenta el arbol construido a partir del conjunto de entrenamiento. En
cada nodo se ofrece informacién sobre el cultivo por el que es clasificado, la probabilidad estimada

condicionada, y el porcentaje de elementos del conjunto de entrenamiento contenidos.

0.40 100%
F'roline >= ?55
0.87 36% 0.60 64%
Iflavanoi >= 2.2\ 0D280.0D>=2.2
(G0 (2]
0.98 32% 0.83 4% 0.94 36% 0.85 27%
Color>=4.1 ™ /Hue >= 0.94\ :
w | Cultivo: 1 | | Cultivo: 1 | | Cultivo: 2 |
0.62 6% 1.00 31% 1.00 3% 0.97 24%
MalicAsh >=1.9
=L, LY
| Cultivo: 0 | | Cultivo: 1 |
0.67 2% 1.00 3%

Figura 2.3: Arbol de clasificacién final

Se puede observar que la estimacién de la probabilidad es elevada en los nodos terminales.
Esto es un indicador de que estédn formados en su mayoria por elementos de un solo cultivo, dato
que se ve corroborado con el ratio R¢ = 0,028. Al realizar la estimacién del riesgo a partir del
conjunto de validacién, se obtiene RY = 0, 147. Obtener errores tan bajos a partir de un modelo

tan simple indica que los datos se adaptan bastante bien a este método.

Las separaciones de los nodos 1 y 3, muestran que la concentracién del aminoacido prolina y
de las proteinas OD280/0D315 en los vinos, son buenos indicadores del cultivo al que pertenecen.
Por esta razon en la Figura [2.4] se presenta la distribuciéon del conjunto de entrenamiento con

respecto a estas dos variables.

Se puede observar que los vinos del cultivo 1, tienden a tener una cantidad de prolina muy

superior. La linea vertical que separa el espacio en dos muestra la separacién del nodo 1 Proline
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Proteinas 0D280/0D315 diluidas

15 20 25 30 35 40

L]
. ® - . * ‘e -
> .‘ L .’0 L ‘- .: L/ L] *
.:00 - .. : . ® % . * > . .
> tee . c. ‘a” * °« ® ¢
o’ o % e ¢, e 1 .
LT ad
o  * o s ¢
. ® .
> 1 . + Cultivo 1
* i * Cultivo 2
Cultivo 3
T T T T T T T
400 600 800 1000 1200 1400 1600
Prolina

Figura 2.4: Ejemplo de como el arbol separa los datos

> 755 , el cual consigue aislar gran parte de los elementos de dicho cultivo de manera senci-

lla. La recta horizontal que corta el espacio de la izquierda, muestra la separacion del nodo 3,

0D280.0D315 > 2.2, la cual consigue distinguir entre las clases restantes.

El modelo posteriormente realiza mas separaciones sobre el resto de variables, las cuales no

son tan faciles de visualizar. Sin embargo, la Figura [2.4] permite graficamente mostrar como el

arbol divide el espacio muestral para clasificar las nuevas observaciones.



Capitulo 3

Construccion de un arbol

Como se puede ver en la Figura la estructura en forma de arbol binario simplifica enor-
memente la construccién de este tipos de modelos. Esto es asi, hasta el punto que se puede
resumir el proceso en tres pasos que se deben aplicar a todas las ramas a medida que el modelo

se expande.

= Decidir si un nodo es terminal.
= Silo es, asignarle un valor a dicha hoja

= En caso contrario, extender el arbol con dos nuevas ramas saliendo del nodo, dividiendo el

subespacio asociado.

El primer punto, consiste en decidir si se divide el nodo una vez mas, o si por el contrario se
clasifica como nodo terminal y se le asigna un valor final. Para poder responder esta pregunta,
es necesario comprobar si el modelo se ajusta correctamente a los datos del conjunto de apren-
dizaje. El Capitulo 5 se dedicard a estudiar como evoluciona esta relacion entre el ntimero de
nodos terminales de un arbol y su funciéon como modelo, y los distintos métodos empleados para

determinar el tamano adecuado de un arbol de decision.

Todo lo referente al segundo punto y a encontrar el valor adecuado para un nodo terminal,
ha sido estudiado anteriormente para los distintos tipos de modelos posibles. Por tltimo, este
Capitulo estara dedicado al tercer punto, correspondiente a encontrar la forma en las que se

puede dividir un nodo, y decidir cual es la mas adecuada con el fin de construir un buen modelo.

3.1. Funcién de Impureza

Hasta ahora, se ha trabajado con una funcién riesgo R, de tal forma que es posible cuantificar

de manera sencilla la calidad de un modelo. Como ya hemos mencionado, esta magnitud toma

15
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distintas definiciones en funcién del tipo de arbol que se intenta construir, llaméndose ratio de

clasificacién incorrecta en el caso de ser un clasificador, o error de minimos cuadrados en un

predictor, véanse Definiciones

A pesar de ser dos definiciones distintas, ambas estan construidas de tal forma que la siguiente
igualdad se cumple. Sea s una separaciéon del nodo t en t; y t4, la disminucion del riesgo del arbol

viene dado por
AR(t,s) = p(t) - [r(t) — pi - 7(t:) — Pa - r(ta)l,

donde p(t) estima la probabilidad de que un elemento de L caiga en t. Por otro lado, p; =
p(t:)/p(t), vy pg = p(tq)/p(t). En el caso de que las 7(j) no sean homogéneas, este célculo se
puede complicar, pero generalmente serdn el porcentaje de los elementos de £; que bajan por

cada rama. Por construccién, se cumple que p; + pg = 1.

Sin embargo, en ciertos casos, la optimizacion de este ratio puede no ser un buen criterio para
construir un arbol. En la Figura se presenta un ejemplo tomado de [5], en el que se tienen

dos posibles separaciones de un nodo con elementos en las clases 1, 2.

0.1 400
No. 2 400

No.1 100
No.2 300

Figura 3.1: Dos separaciones de un nodo de 800 elementos.

Al calcular el ratio de clasificacion incorrecta de ambos arboles, se obtiene un valor R(T") =
0,25. Segiin este criterio, ambas separaciones son igual de buenas. Sin embargo, uno de los
nodos del segundo arbol estd compuesto tinicamente por elementos de la primera clase y no seréa
necesario dividirlo en partes més pequenas. Teniendo esto en cuenta, la segunda particién es méas

beneficiosa a la hora de construir un arbol de clasificacion.

i u n ma un i u nstruyen m A m-
Este tipo de sucesos se hace 4s comunes a medida que se construye odelos mas co
plejos. Por esta razon, se propone como criterio de separacion la reduccion de una funcion i(t).
S ser Z medir impurez un ar mando valores elev 5 cuanto maés
Esta debe ser capaz de medir la eza’ de arbol, tomando valores elevados cuanto mé:

homogénea sea la distribucion de clases.

Definicion 3.1. Se dice que una funcién ¢ simétrica no negativa es de impureza, si cumple

las condiciones:
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= Definida sobre vectores J-dimensionales j'= (p1,pz2...py) tal que p; € [0,1] y >, p; = 1.

= El punto homogéneo (%, % e }) representa el inico punto maximo de ¢.

= ¢(p1,p2...py) =0sip; = 1 para algin j.

La primera de las condiciones esta impuesta para que la funcién de impureza este definida so-
bre todo vector de probabilidades p(t) = (p(1/t),p(2/t)...p(J/t)), siendo p(j/t) una estimacion

de la probabilidad de que un elemento que llegue al nodo ¢, pertenezca a la clase j

Definicion 3.2. Sea ¢ una funcién de impureza, se define la impureza de un nodo ¢ al valor

obtenido de aplicar ¢ al vector de probabilidades p(t)
i(t) = o(p(1/t),p(2/1) ... p(J/1)).
Se observa que si todos los elementos de L£; pertenecen a una tnica clase j, la impureza sera
i(t) = 0. Esto se debe a que bajo estas condiciones p(j/t) = 1.

Al igual que con la funciéon de riesgo, se puede definir la impureza de un arbol I(7T") como la

suma de las impureza de cada uno de sus nodos terminales.

1) = 3210 = Y0 p(0) -0

De la misma forma, sea s una separaciéon del nodo t, se tiene que la disminucién de la impureza

debido a s viene dada por:
Al(s,t) = p(t) - Ai(s,t) = p(t) - [i(t) — pi - i(t:) — Pa - i(ta)]-

Mas adelante, en se demostrara que AR(s,t) > 0 para todo t y s. Esta es una propiedad
importante, ya que asegura la existencia de una separaciéon que mejore la calidad del arbol. Por

esta razon, es interesante comprobar si también se cumple Al(s,t) > 0 para toda pareja (s,t).

Proposicion 3.3. Sea i(t) = ¢(p(1/t),p(2/t)...p(J/t)) la impureza de t, y s una separacion

del nodo entre los hijos t; y tq. Si ¢ es convexa sobre su dominio, se tendrd:

Ai(s,t) = i(t) — pi - i(ti) — Pa - i(ta) = 0 (3.1)
Alcanzando la igualdad en el caso de que p(j/t) = p(j/ti) = p(j/ta) para todas las clases j.

Demostracion. Por la definicién usual de funcién convexa, se cumple que

pi - i(ti) +Pa - i(ta) = pi - ¢(P(1/t:), ... p(J/ti)) + Pa - (B(1/ta), - - D(J/ta)) <
< @(Pi - D(1/ti) + Pa - D(1/ta), - - Di - D(J/ti) + Da - D(J/ta))-
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En este caso, como p; + pg = 1, se alcanzard la igualdad si la estimacién del vector de

probabilidad es igual para los tres nodos, p(t) = p(t;) = p(tq).

Se recuerda que p(j,t;) = p(t;) - p(j/ti), es la estimacion de la probabilidad combinada de
que un elemento llegue a t; y pertenezca a la clase j. Esto unido a que p; = p(t;)/p(t) por

construccién, se llega a que:

bi DU/t + Ba- Ui fta) = p(ti) - p(j/ti I;(F ;5( 4) - P/ta) ﬁ(jii);(;f(j,td) —5G/t)

Uniendo ambos resultados, se llega finalmente a la desigualdad

Pi - i(t:) + pa - i(ta) < ¢(p(1/1), ... p(J /1)) = i(t),

con lo que se concluye la demostracion. O

3.2. Criterio de Gini

Una vez definido el criterio para separar los nodos de un arbol a partir de la impureza, surge el
problema de encontrar una funcién ¢ capaz de medirla. Por la Proposicién|3.3| es conveniente que
sea convexa. Tampoco puede beneficiar demasiado a los nodos “puros”, pues se podrian acabar

perdiendo los beneficios que tiene estructurar el modelo en forma de arbol.

Al final, es trabajo del analista definir dicha funcién de tal forma que se ajuste bien al

problema. Como primera aproximacion, la funcién de impureza méas simple viene dada por:

= 1 —_ 3 . { 'R
oP) =1~ mix,p; = min, p;

Esta aproximaciéon al problema no es muy popular ya que no beneficia lo suficiente a los
nodos “puros”. En los origenes del método, probando céomo distintas funciones se comportaban

ante los experimento, se hizo especialmente popular usar como medida de la impureza:
J
¢(0) =—> pj-Inp;.
j=1

Similar a este, se empezd a utilizar el método de Gini. Este criterio se deduce de una apro-
ximacién de la probabilidad de clasificar incorrectamente un elemento que llegue al nodo t. Se
estima que p(j/t) es la probabilidad de que un elemento cualquiera de ¢ sea clasificado por j.
Estimando por p(i/t) la probabilidad de que en realidad pertenezca a la clase i y sumando sobre

todas las combinaciones i # j, se deduce el indice de diversidad de Gini:

S =Y pi- p]—l—Zp] (3.2)

i#]
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Se tiene que el indice de diversidad de Gini estd compuesto por un polinomio cuadratico no
negativo. Por esta razén cumple la condicién de convexidad, y por la Proposici()n Ai(s,t) >0

para toda separacion s.

Se puede observar que en la construcciéon del criterio de Gini, se estima la probabilidad de
clasificar incorrectamente un elemento que llegue a t. Sin embargo, todos los errores se consideran
iguales, C(i/j) = d;5. Con el fin de tener en cuenta esta construccion, se puede ampliar la

definicion del indice de diversidad de Gini a :

i(t) =Y _C(i/§)pi/t)p(i/1).
i#£j

La aplicaciéon de esta formula puede llegar a resultados satisfactorios en la construccién
de arboles. Sin embargo, bajo esta definiciéon general es imposible asegurar la convexidad del
problema. Determinar si la aplicacién de este método es beneficioso o no, recae una vez maéas en

el analista.

En el caso de los estimadores de probabilidad de clasificacion, se observa que el indice de
diversidad de Gini .2} es similar a la estimacion del error en cada nodo Por esta razon, el

uso del criterio de Gini es ideal para la construccién de este tipo de arboles.

3.3. Criterio de Twoing

Se plantea una segunda aproximacion al problema de dividir el espacio con la ayuda de un
conjunto de entrenamiento. FEn este caso, la clasificacion se reduce a tnicamente dos categorias,
C1 ={j1,j2--,Jn < J}, subconjunto de C = {1,2,3,...,J}, y su complementario Cy = C — C.
De esta forma, dada una funcion de impureza ¢(p1, p2), y una separacion s del nodo ¢, se define

de manera usual Ai(s,t,Cq), disminucion de la impureza restringido al conjunto Cj.

El criterio de Twoing propone para cada uno de los C7 subconjuntos de C, buscar aquella
separacion s*(C7) que maximice el incremento de impureza. Una vez completado, escoger aquella

de las superclases con la que se obtenga un mayor Ai(s*(Cy),t,Ch).

El mayor inconveniente que surge de aplicar este criterio es el coste computacional, que crece
exponencialmente con la complejidad del problema. Se tiene que para un conjunto de J clases,

2J—1

existen posibles superclases, y que en cada paso de la construcciéon del arbol, hay que

encontrar la division 6ptima s*(C) para todos los Cf.

Este problema se simplifica enormemente si como funciéon de impureza se aplica Gini en

bidimensional ¢(p1,p2) = p1-p2. Se puede demostrar que en este caso, el aumento de la impureza
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asociado viene dado por

J
Ai (5,t) = p”’d Z (G/t) —pGi/ta) || - (3:3)

Siendo Cy(s) = {j/p(j/ti) > p(j/ta)} la superclase que caracteriza esta separacion. Poder
calcular la impureza antes de separar las clases, hace posible aplicar este criterio con la misma

eficiencia que Gini.

El principal inconveniente de aplicar este criterio para la construccién de un modelo, es que
al juntar varias clases en una categoria conjunta, no tiene sentido medir la impureza total de un
arbol. Por esta razon, la tnica forma de saber si el método funciona correctamente, es una vez

completado el arbol.

A nivel computacional, si se tiene en cuenta la ecuacion [3.3] no hay diferencia entre un
criterio u otro. En pruebas realizadas mediante la construccién de arboles por ambos métodos
y con la misma base de datos, se ha podido comprobar que en los primeros pasos se comportan

practicamente igual, llegando en muchos casos al mismo resultado final.

Aunque es posible construir ejemplos en los que un método es mejor que otro, se suele usar
el criterio de Gini, ya que agrupa nodos terminales puros con mayor frecuencia. A diferencia
del criterio de Twoing, que tiende méas a mantener todos los nodos con el mismo ntmero de

elementos, lo que puede llevar a que en algunos casos la eficacia del método sea un poco peor.

3.4. Criterio en un arbol de predicciéon

Sea T' un arbol de predicciéon en el que el valor asociado a un nodo v(t) viene dado por la
media muestral i = Z(f,Y) e, Y/N!, se tiene que el riesgo de uno de sus nodos se estima por
r(t) = X@yyec, Y — fi(t))?/Nt. De esta forma, al realizar una separacion por s, se observara

una disminucion del ratio:

Ar(t,s) =r(t) —pi - r(t:) — pa - r(ta), (3.4)

donde p; y pgq representan la proporciéon del conjunto de entrenamiento restringido £; que caen

en cada parte de la division.

Calcular esta magnitud para cada una de las parejas (¢, s) es un proceso computacionalmente
complejo, ya que requiere de elevar una gran cantidad de ntmeros al cuadrado. Por esta razon,

es importante encontrar un criterio que permita optimizar esta Ar eficientemente.

Se considera por tanto que p; = N'/N' es un estimador de P; = P[T € /T € Q,

probabilidad del espacio muestral asociado al nodo t; restringido a ;. Recordando que r(t) es
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un estimador de la varianza del nodo o (t) = E[(Y — pu(t))?/% € 4], se llega a la conclusién que

Ar estima or.

5r(t,s) = o(t) — P, o(t:) — Py o(ta). (3.5)

Por construccion, u(t) = P; - u(t;) + Py - p(tg). De la misma forma se cumple la igualdad
B((Y = u(t))?/Z € Q] = Pi- E[(Y — u(t:))? /% € Qo] + Py~ E[(Y — p(ta))? /% € Qu,]

E[(Y — u(t)? — (Y — p(t)%/7 € Q] =
12 - um?—zY( (t:) = (1) /3 € 0] =
02 = u(ti)? — 2 (t3) (u (1) — (1)) =

= (u(t) — p(t:))?

Juntando todo lo anterior, se puede llegar a la conclusion:

or(t,s) = Py (u(t;) — u(t))* + Pa (1 (ta) — p(t))?
i (i) + Pap (ta) — p (t7) (3.7)
= PPy (i (ti) — o (ta))*

Regresando al mundo de los estimadores, se obtiene el resultado final Ar(t,s) = p;-pa(v(t;) —
v(tq))%. De donde se concluye que para estimar la disminuciéon del error cuadratico medio al
realizar una separaciéon s, es suficiente con estudiar las medias muéstrales en sus nodos hijos.

Este resultado se suele utilizar como criterio para construir drboles de prediccion.

3.5. Conjuntos de preguntas

A lo largo de este capitulo se ha estado visitando los distintos tipos de arboles de clasificacién
y qué problemas pueden surgir a la hora de construir un modelo de este tipo. A la conclusién a
la que se llega en cada apartado, es que para cada nodo t y separacion s, se puede construir una

funcion Ai(t, s) que cuantifica el incremento de la pureza del arbol al realizar dicha division.

Bajo los criterios establecidos, se plantea el problema de optimizacién de encontrar la sepa-
raciéon que maximice el incremento de pureza. Por lo general, comprobar todas las separaciones
posibles resulta computacionalmente prohibitivo, por lo que se suele acotar a conjuntos concretos

de preguntas @, y se busca el méxseq Ai(t, s)

Con el fin de construir conjuntos de preguntas, en [6] se presentan las siguientes como las

particiones mas comunmente usadas. El vector de medidas se describe con la notacién ¥ =

(1‘1, - .’/CM)
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En el caso de que z,, sea una variable ca-
tegorica con B el conjunto de categorias, se

tendra que las preguntas posibles son de la

forma s = jx,, € B*?, donde B* C B

Para el caso de variables continuas, la par-

ticion més sencilla es mediante la aplicacion

de hiperrectangulos. Para un x,, y un valor

I real ¢ se define la pregunta s = jx,,, < c?

Se puede complicar un poco més los cor-

tes lineales mediante la aplicacién de hiper-
planos, se toma un vector de pesos @ =
(a1,...an), un valor real ¢ y se define la

pregunta s = ;a' - ¥ < c?

: \ } Por dltimo, también se suelen construir lo

que se denominara como arboles esféricos,
en los que las divisiones del espacio vectorial
se determinan entre dentro y fuera de una
bola. Se toma un centro z'y un radio ¢ y se

define s = || & — Z||< ¢?

Todo esto se puede complicar mediante la aplicacién de recursos mas complejos o mediante
la combinacién de preguntas. Por ejemplo si x; es una variable categoérica y xo una continua,

s ={x1 € B* & 19 < ¢? seria una pregunta véalida.

3.6. Conjunto estandar de preguntas

A la hora de construir un arbol, la inclusiéon de demasiados tipos de preguntas puede llevar a
la construcciéon de un conjunto ) demasiado grande, lo que resultaria en un coste computacional
demasiado elevado para una mejora de Ai(t, s) minima. Por esta razén, generalmente se emplea
el conjunto de preguntas estandar, el cual ofrece un gran numero de preguntas, una manera

sencilla de obtenerlas, y en la practica, un tiempo de fabricacién del arbol aceptable.

Sea £ = (%, Yi)i=1..~ el conjunto de entrenamiento en el que &; = (x4, 2%, ... 7953\/1) representa
el vector de medidas de un modelo, el conjunto de preguntas estandar estard compuesto por la
uniéon @) = U%zl Q.. Las preguntas de cada conjunto (J,, tnicamente hacen referencia a la

variable x,,, y el primer paso en la separacién de un nodo, serd la construccién de cada uno de
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estos subconjuntos.

En el caso de que z,, sea una variable continua, (), estard compuesto por preguntas de la
forma jx,, < c?. Para facilitar la explicacién, se considera que el conjunto de mediciones de z,,

esta ordenado, {z} <22, <... <zN}.

Se define asi ¢i, = (xit! — 21 )/2 sucesion de puntos medios, y se construye el conjunto de

preguntas Q,, = {(zm < ¢%,?/i =1... N —1}. Hay que tener en cuenta que todos los cortes c en
el intervalo (x! , 2%+1) representan la misma pregunta ;z,, < c?, ya que llevan a cabo la misma

separacion del conjunto de entrenamiento. Se decide tomar el punto medio ya tiende a separar

el espacio muestral en partes equiprobables.

En el caso de que z,, represente una variable categorica sobre el conjunto B = {by,...by},

Q. estard compuesto por todos los posibles divisiones de B, Q,, = {jzm € B*?/B* C B}. Esto
L

2‘B|—1

representa — 2 preguntas posibles, ya que () y B no ofrecen informacion al modelo y por

simetria B* lleva a cabo la misma separacién que su complementario B*.
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Capitulo 4
Podado y tamano adecuado

La principal cuestién en la construccién de este tipo de modelos, es asegurarse que el arbol
final sea una buena representacion del medio real al que se va a enfrentar. Por desgracia, a la
hora de construirlo, solo se dispone de una cantidad de informacién limitada por el conjunto de

aprendizaje, lo que dificulta juzgar si el modelo realiza predicciones buenas o no.

Con este fin, se suele dividir el conjunto de aprendizaje en dos partes, uno de entrenamiento
L., usado para la construccion, y uno de validacion, £,,, al margen del anterior, dedicado a juzgar
si el modelo realiza predicciones correctas. Se ha definido el ratio R(7") como un estimador del
error cometido por un modelo, para este apartado se distinguira entre R y RY, en funcién si se

han utilizados los datos del conjunto de entrenamiento o de validacién.

Es importante que el arbol final sea del tamano adecuado, demasiado pequernio, y no extraeran
todas las relaciones contenidas en el conjunto de aprendizaje, demasiado grande, y se llegaran a
errores de sobredimensién, en los que se pierde parte de la informacién. En se grafican datos
de un estudio de [5]. A partir de una serie de experimentos consistentes en construir clasificadores
para diversas bases de datos, se presenta la evolucién de los errores medios en funcién del nimero

de nodos terminales del arbol.

Se puede observar el efecto de sobredispersion en RY, a partir de los 10 nodos terminales, el
error aumenta de nuevo. Por otro lado, R® siempre decrece, da igual el namero de nodos o qué

division se realice. Este resultado que se demuestra en
Proposicion 4.1. Sea s una separacion del nodo t entre t; y tq, se tiene que Ar€(t,s) >0

Demostracion. En el caso de que el modelo creado sea de prediccion, en se deduce que

Are(t,s) = p; - pa(vé(t;) — v°(tq))?, claramente superior a 0.

25
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Figura 4.1: Comparaciéon R® con RY en un mismo arbol

En el caso de un modelo de clasificacion, se trabaja con la definicion de error de clasificacion
incorrecta de un arbol 2.1

Re(t) = 3,
=2, CU/3) G ta) +p (G, ta)] =
min; 32, C(2/3)p(j, t:) + ming 3 C(i/5)p(Jj, ta) = (4.1)
=22 C U (t:)/3) pG, ti) + 225 C (57 (ta) /5) P4 ta)
= R®(ti) + R® (ta)

C@G*(t)/7)p(,t) =
)
i)

De donde se deduce que AR®(s,t) = R°(t) — R°(t;) — R°(tq) = 0 O

4.1. Reglas de frenado

El primer intento para resolver este problema, fue buscar una buena regla de frenado, un cri-
terio capaz de determinar en que momento hay que dejar de aumentar el arbol. La aproximacién
que tuvo més éxito fue imponer una cota superior a la impureza. No realizar ninguna separacion

que produjese una disminucién de esta menor a cierto .

Se tiene que a la hora de separar un nodo en dos, no es posible saber cémo evolucionaré el
arbol en pasos futuros. Lo que proboca que sea imposible generar una regla de frenado capaz de
ofrecer resultados satisfactorios. No es dificil construir ejemplos en los que se cumpla Ai(t, s) < S,

pero que al seguir expandiendo el arbol se consigan grandes reducciones de la impureza.
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4.2. Podado

Se propone una aproximacioén al problema distinta, primero se hace crecer el arbol hasta
Tinaz- Este debe ser lo suficientemente grande como para asegurar que la realizacion de més
separaciones no provoquen una gran reducciéon del error. Un buen criterio que se suele tomar es

no tener ningin nodo por debajo de los 5 elementos del conjunto de entrenamiento.

El algoritmo suele consistir en la construccion de una sucesion de arboles Trnaz, Th, T2, - . . {t1},
donde {t1} es unicamente la raiz, y cada Ty tiene H nodos terminales y se construye mediante
podados sobre T,4,. Idealmente, se cumplird que R¢(Ty) = MAX| gy RE(T), con | T'| nimero
de nodos terminales. A partir de esta sucesion, se toma el modelo que minimice el error de

validacion.

A nivel practico, este planteamiento no es factible, no hay ninguna relacion real entre T}y
vy Try1, lo que imposibilita la aplicacién practica de este algoritmo. Seria necesario el estudio
de todos los subérboles de T;,,, construidos mediante podados. Una aproximacioén real a este

método se encuentra en los trabajos de Breiman L. y Stone C.J. [5].

4.3. Podado coste-complejidad

Se propone castigar el tamano de un arbol aplicindole un precio al nimero de nodos ter-
minales. De esta forma se define la medida de coste-complejidad Ro(T) = R¢(T) + - | T |.
Sea t un nodo terminal, se define R,(t) = R(t) + o, cumpliendo asi la relacion R, (T) =
ZteT R, (t). Denotando por Tp y Tt las dos ramas principales de un arbol T, se tendra que
Ro(T) = Ro(T1) + Ra(TD), ya que todo nodo terminal pertenece necesariamente a uno de los

dos subéarboles.

Definicion 4.2. Un subarbol 171 < T4, se dice que es de podado 6ptimo para cierto «, si
R, (T1) = mingr<7,,,, Ra(T’). En el caso de que exista un subarbol de podado 6ptimo menor

que el resto, se denotara por T'(«)

Teorema 4.3. Para todo drbol T y nidmero real «, existe un subdrbol minimo de podado

optimo T ()

Demostracion. Esta demostracion se realiza por induccién sobre el nimero de nodos terminales.
La idea es estableces una relacién entre el subarbol de podado éptimo de un arbol, y el de sus

ramas principales Tp, T7.

Se parte de la hipotesis de que todo arbol menor que 7T, tiene un podado 6ptimo para a.

Con esto se asegura la existencia de T7(«) y Tp(«). Como inicio de la induccién, en el caso de
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los arboles compuestos solo por la raiz {t1}, el podado 6ptimo es si mismo, ya que es el tinico

subérbol posible.

El primer paso de la demostracién, es que solo hay dos aspirantes a subarbol de podado
optimo de T, estos son la raiz, T'(«) = {t1}, y la conexion de la raiz con los podados 6ptimos de
las ramas principales, T'(a) = {t1} JT7(a) U T ().

Supongamos que existe un arbol de podado 6ptimo T” que no entra en una de estas dos cate-
gorias. Como no es la raiz, se puede descomponer en 7" = {t1 } |JT7 T}, Bajo estas condiciones,

se debe cumplir que

Ro(T') = Ra(T}) + Ra(Tp) < Ra(Ti(a)) + Ra(Tp(@)) = Ra(T()).

Esto contradice la hipotesis de que las dos ramas principales tienen subarboles de podado

optimos, ya que se habra encontrado un arbol que cumple Ro(T}) <o (T7(c)) 6 Ra(T]) <a
(Tp(a)).

Una vez que se han reducido los candidatos a T'(a) = {t1} y a T'(a) = {t1 } UT1(a) UTD (),

el arbol de podado 6ptimo de T' serd aquel con un menor ratio coste-complejidad R,, O

El el caso de que « sea préximo a 0, el coste no afectara a la estimacion de R, por lo que
T(a) = Tinaa- Por el contrario, si se toma un valor de o demasiado alto, solo se tendré el nodo
raiz T'(a) = {t1}. Por tanto el problema se reduce a encontrar el a que ofrezca un arbol de

podado 6ptimo del tamano adecuado.

Se plantea ahora un algoritmo por el cual, a partir de podados sucesivos se construye una
sucesion de arboles Trnaz, Tmaz = 11, T2, ... Tk = {t1}. Se pude demostrar que bajo este proceso,
también se obtienen los ntimeros reales au,;, = a1 < as < ...ax = 0o, de tal forma que en el

intervalo [ag, ag+1), se cumple que Thpar(a) = T

Algoritmo Coste Complejidad

Entrada: oy = 0, &rbol méximo T3 y pardmetro inicial k =1
While Tk 7é {tl}:
For t € T}, — Tk:

Calcular valor critico gx(t) = %
Guardar ¢, nodo con menor g

p+1 = min g (f)

Tp1 =Tk —T;

k=k+1
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Partiendo del arbol maximo T},q, = 171, se busca la rama més débil, aquella que al aumentar

el valor de «, supone un mayor coste al ratio R,. Se define asi el valor critico de un nodo no
R(t)—R(T)

. Caracterizado con que R, (T;) < Ry ({t}) si y solo si a < g1(¢).

terminal g1 (t) =

Esto quiere decir, que el valor critico de un nodo no terminal determina el rango de costes en
los que es preferible no podar. Por lo que la rama més débil ¢ sera aquella con el menor g;. Se
define por tanto az = min, ;. 4 g1 (t). Al aplicar costes « superiores a este, el subarbol 6ptimo

pasard a ser T'(a) =T — T; = Ts.

Este proceso se puede continuar calculando ahora los valores criticos g de todos los nodos
no terminales de T3, obteniendo de manera sucesiva los arboles 73,7y, . ... El algoritmo termina

en el momento que el arbol de podado 6ptimo es la raiz T, = {t1}

4.4. Estimacion del mejor arbol podado

Del algoritmo presentado en el apartado anterior se obtiene una serie de arboles, cada uno
podado del anterior T} > Ty > ... Tk = {t1}. Y cada uno de ellos cumpliendo que T} = t(ay),
arbol minimo de podado 6ptimo para una sucesién de . La cuestiéon ahora, es encontrar una
forma "honesta"de estimar el riesgo, de tal forma que el 4rbol final se obtiene de minimizar dicho

error ming R(T}).

La forma més simple de obtener dicho error, es usando un subconjunto de £ distinto al
usado para crear el arbol. Este podria ser el conjunto de validacién, o preferiblemente, tomar un

porcentaje de los datos del conjunto de entrenamiento y reservarlos para este paso.

Hay modelos que plantean realizar un modelo de la distribucién €2 a partir del conjunto de
aprendizaje, con el fin de obtener la mejor estimacién posible del riesgo. Estos tienden a conseguir
resultados muy buenos, pero computacionalmente son extremadamente caros, en mucho casos

no merece la pena construirlos.

4.5. Ejemplo podado coste complejidad

Con el fin de mostrar un ejemplo de como emplear el podado por coste complejidad, se
continua con el modelo construido en el Capitulo 3, Se recuerda que a partir de una base
de datos extraida de [7], se procuraba obtener la procedencia de un vino a partir del estudio de
sus componentes quimicos. De la misma forma, el conjunto de aprendizaje se dividia en uno de

entrenamiento y uno de validacion.

En este ejemplo, y con el fin de simplificar la explicacién, los testeos se usaran con el fin de
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construir el modelo, practica inaceptable en un entorno real. Existen métodos mas complejos que

permiten escoger el modelo adecuado sin necesidad de usar el conjunto de validacién.

El primer modelo que se presentd, se obtuvo a partir de cortar el crecimiento del adrbol si no
producian un aumento de la impureza de AI(T") > 0,005. De esta forma se llegd al modelo
el cual tiene R = 0,028 y R" =0, 147.

0.40 100%

Proline »>= 755

0.87 36% 0.60 64%

Flavanoi>=2.2 ~——0D280.0D>=22
[cutivo0] [Cutivo2]

0.98 32% 0.83 4% 0.94 36% 085 27%

Color>=4.1 ™~ Y Hue >= 0.94\
(Cultivo. 1 [cutivo. 1}, [cutivo. 1] [ Cultive:2]

062 6% 1.00 31% 1.00 3% 0.97 24%
I\}1alicAsh >=1.9

A
Cultivo: 0 | | Cultivo: 1 |
067 2% 100 3%

Figura 4.2: Arbol de clasificacion maximo Tyax

El paquete rpart [13] que se esta utilizando para la realizacion de estos ejemplos, calcula el
valor coste complejidad de todas las ramas a medida que las construye, lo que facilita enorme-
mente el proceso de podado. En los arbol de este apartado, se presentara en rojo la rama mas
débil, aquella que se debe podar con mayor rapidez. En el caso del arbol maximo, se tiene que

el valor critico es ay = 0,0116.

040 100%

Proline >= 755

0.60 64%
0D280.0D>=22

0.87 36%
Flavanoi >= 2.2\

| Cultivo: 2\ | Cuttivo: 1 |

0.98 32% 0.83 4% 0.94 36% 0.85 27%

/—Hue >= 0.94—\
Cultivo: 1 | | Cuttivo: 2
1.00 3% 0.97 24%

Figura 4.3: Arbol de clasificacion T}
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Al podar la rama més débil se obtiene el arbol Este mejora en el ratio de validacion
RY = 0,113, lo que lo hace un modelo mas fiable que el méximo. En este caso se tienen dos
ramas igual de débiles, por lo que se deben de podar las dos a la vez en el siguiente paso. El

valor critico del segundo arbol es de ag = 0,0536

0.40 100%

Proline >= 755

0.87 36% 0.60 64%
0D280.0D>=22

0.94 36% 085 27%

Figura 4.4: Arbol de clasificacion T

Este altimo arbol aumenta de nuevo el ratio de validacion, R¥ = 0,143. La sucesiva poda de
ramas no produce ninguna mejora futura en este modelo, por lo que se decide parar aqui con el

proceso.
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Capitulo 5

Métodos alternativos

5.1. Boostrap y Bagging

El método Boostrap, introducido por Efron B. en [§], permite la reduccion de la varianza
en el calculo de un estimador a partir de una base de datos £ = {x1,...zn}. Por ejemplo, se
podria tener s(x), un estimador de cierto pardmetro #, como la media muestral £ = % S x; es

un estimador de la esperanza de la variable respuesta.

El algoritmo consiste en la construcciéon de un conjunto de Boostrap £B) = {ch,...cMy}
en el que cada uno de sus elementos es un subconjunto diferente de £. Generalmente, cada una
de las muestras de Boostrap se construye mediante la toma con reemplazo de puntos de L. De
esta forma, todos son del mismo tamano, pero tienen algunos elementos repetidos. La fuerza del
método se basa en estas pequenas diferencias, ya que cada arbol desarrollara distintas sutilezas,

que suman en el modelo final.

A partir de aqui, para cada uno de los L™ se aplica s para conseguir M estimadores distintos

(B) | la media aritmética del calculado

de cierto 6. Se define por dltimo el estimador de Boostrap 0
a partir de cada uno de las muestras del conjunto de Boostrap. Se puede demostrar que este
método permite la construccién de estimadores con una menor varianza real. Para mas detalles
en este tema remitir al libro de Efron and Tibshirani(1994) [9], en concreto el capitulo 6 en el

que demuestran las ventajas de este método.

5.1.1.  Aplicaciéon a arboles

Después de su creacién, y debido al éxito que tenia el método Boostrap para reducir la

varianza en estimadores muestrales, se intentd aplicar la misma técnica a distintos problemas

33
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con el fin de obtener resultados, en Breiman(1996) [2] se plante su aplicacion a los modelos en

forma de arbol. A esta técnica se le acab6 llamando Bagging (Boostrap Agregating).

El primer paso es el mismo que en el método general, a partir del conjunto de entrenamien-
to, se construye un conjunto de Boostrap £B). Este estard formado por distintos conjuntos

elaborados a partir de los elementos de L.

Una vez que se tiene un arbol construido a partir de cada una de las muestras del conjunto de
Boostrap, se unen en el modelo de Bagging d®(&). En el caso de que el modelo a desarrollar sea
un predictor, se aplica la media muestral d® (%) = " d™(&)/M, y para un clasificador, se tiende
a usar un método por votaciéon. A partir del vector de medidas &, se estima la probabilidad de
que pertenezca a la clase j, p;(Z), como el porcentaje de los arboles que predicen d™ (&) = j. De
esta forma, el clasificador de Bagging, toma como d?(7) aquella clase con una mayor p; (). Estos
mismos resultados se pueden emplear para construir modelos de estimacién de la probabilidad a

partir de los p(Z)

La segunda parte en la construcciéon de un arbol, consiste en el podado. Al final de este
proceso, a la hora de tomar un modelo final, apartado [£.4] se precisa de un conjunto de testeo,
un muestreo con una distribucién similar al conjunto de entrenamiento, pero independiente de
este. Esto es sencillo de conseguir en Bagging, cualquier subconjunto de £ obtenido bajo los
mismos criterios que las muestras de Boostrap, cumplen condiciones similares a las deseadas. De

esta forma es posible conseguir los test necesarios sin usar el conjunto de validacion.

5.1.2. Por qué Bagging funciona

A pesar de que en un principio los métodos Boostrap no fueron creados para la construccion
de estimadores, se puede comprobar de manera sencilla que los modelos disenados por este
método, tienden a ser mejores que los drboles construidos directamente con todo el conjunto de

aprendizaje.

Se define el predictor agregado da(¥) = E[d(Z, L)], siendo E la esperanza medida sobre la
variable aleatoria L. Esta toma la forma de diversos subconjuntos de aprendizaje siguiendo una

distribucién P.

Dado un elemento conocido (#,y), se tiene que la esperanza media del error cuadratico

cometido viene dada por:

Ecl(y — d(T, L))’] = y* — 2y B[d(Z, L)] + Ec[d(Z, L)’] (5.1)

Considerando que por definicién d (%) = E.[d(Z, L)] y aplicando la propiedad E[Z?] > E?[Z]
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para toda distribucién Z, se cumple la desigualdad:

Ecl(y — d(#,L))%] 2 y* — 2yda(&) + d5(2) = (y — da(D))? (5.2)

De donde se deduce que el predictor agregado tiende a comportarse mejor que los diversos
predictores construidos. En el plano muestral, se tiene que dg es un estimador de d4, donde el

conjunto de Bagging {£(P)} es una muestra de la distribucion P

Este método funciona especialmente bien sobre bases de datos inestables, una gran dispersion
en el conjunto de aprendizaje, hace que los modelos reducidos d(#, L) den resultados muy diversos.
En estas situaciones, la desigualdad [5.2] se hace especialmente marcada, y los modelos obtenidos
por Bagging sobresalen con respecto al resto. Por otra parte, en el caso de bases estables, los
diversos predictores d(Z, L) son similares los unos a los otros, por lo que dp no ofrecera ninguna

informacién extra, a pesar de ser un método computacionalmente costoso.

5.1.3. Resultados experimentales

La principal razén por la que se emplea Bagging en la construccién de arboles, es porque en
bases de datos reales se puede observar una disminuciéon significativa del error cometido. Con el
fin de presentar resultados reales, se mencionan conclusiones del articulo Breiman(1996) [2], en
el que se estudia la mejor forma de construir estimadores de Bagging a partir de diversas bases
de datos.

Para la construccion de clasificadores, se observa que 10 muestras de Boostrap tienden a ser
suficientes para conseguir mejoras del 30 % en la disminucion del error por clasificacion incorrecta.
Por lo general, el uso de conjuntos de Bagging méas grandes no suelen ofrecer mejoras significativas

de los modelos.

En el caso de predictores, por lo general se tiende a necesitar un mayor niimero de mues-
tras para conseguir mejoras considerables. Sin embargo, se consiguen mejores resultados que en
los clasificadores. Bajo los casos estudiados, usando conjuntos de Boosting de 25 elementos, se

consiguen mejoras de en torno al 40 % del error cometido.

Un fenémeno que ha sido observado al aplicar estos métodos, es que si a los drboles no se les
aplica el podado, los resultados finales no empeoran. La explicacién que se le suele dar a esto, es
que no podar proboca errores en areas locales del espacio muestral. Al generar un gran ntmero

de modelos, estos fallos puntuales tienden a suavizarse al combinar todos los arboles.
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5.2. Boosting

En [12], Schapire R. E. plantea un nuevo método para la construccion de estimadores precisos.
Boosting permite reducir el error cometido de cualquier clasificador, solo es necesario que sea un
poco mejor que si la eleccion de clase fuese aleatoria. Se llamaran modelos "debiles.2 aquellos

que no sean mucho mejores que la clasificacion aleatoria.

Boosting se basa en la generaciéon continua de modelos "débiles", para finalmente recombi-
narlos en un clasificado compuesto. En este tltimo paso se le da méas importancia a aquellos

modelos parciales que se ajustan mejor al conjunto de aprendizaje.

Cada una de las parejas (7;,Y;), tienen asociado un peso w;, que se aplica a la funciéon de
error a la hora de construir el drbol. De esta forma, los puntos con un mayo w, tienen mayor
importancia en el modelo. En cada paso, estos varian, haciendo que cada uno de los arboles d,,

sean distintos entre si.

5.2.1. AdaBoost

Entre las distintas propuestas de Boosting, la que ha tenido méas popularidad ha sido el
algoritmo AdaBoost, aqui se hablara de los trabajos de Freund Y. y Schapire R. E., en concreto
de [10], ya que presenta las bases necesarias como para poder aplicar el algoritmo a problemas

reales.

Algoritmo AdaBoost.M1

Entrada: conjunto de aprendizaje de tamano M, £ = (Z;,Y;),con Y € C ={1,...J}
Inicializar los pesos w; = 1/M
Fort e {1,...T}:

Construir modelo d; a partir de los pesos w;

Calcular error, ¢ = >, (7.)2y, Wi

Asignar 3y = ¢,/(1 — )

Actualizar pesos, si di(Z; =Y;), w; = Brw;

Normalizar los pesos a 1

Modelo final, d(Z) = argméxjec 3, /q,(7)=; logé

Este planteamiento del problema sirve tinicamente para creacion de clasificadores. En el
caso de que se quiera usar en predictores, se puede modificar cambiando la definicién del error
a e = Z(;?,m ) w;(dy(%;) — Y;)%. Sin embargo, esto puede introducir nuevos inconvenientes, y
requiere un estudio del problema més profundo. De momento el trabajo se centrard en arboles

de clasificacion.
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En cada paso del algoritmo se construye un modelo d; distinto, este no tiene por qué ser un
arbol, incluso hay estudios de como afecta Boosting a los distintos métodos de aprendizaje, véase
[10].

Centrandonos en la creacién de arboles de decisiéon, es necesaria la introduccion de los w; en
el proceso de construccién. La idea detras de estos pesos, es hacer que los modelos se centren en

clasificar correctamente aquellos puntos con un mayor w.

En el caso de arboles, este proceso es un poco mas complicado, ya que la construcciéon de
estos modelos no esté preparada para introducir pesos en el conjunto de aprendizaje. La soluciéon
propuesta es similar a las muestras Boostrap, coger con reemplazo elementos de £, para construir
un conjunto de entrenamiento de d;. Se aprovecha que los w’s tienen forma de distribuciéon para
hacer que la probabilidad de tomar cada punto sea w;. De esta forma se consigue que los arboles

tiendan a clasificar correctamente los puntos de mayor peso.

Notar que para el primer modelo, los pesos son uniformes, de tal forma que el drbol que se

genera, es el mismo que si no se estuviese aplicando Boosting.

La eficacia del algoritmo se basa en cémo se actualizan los pesos. Los nuevos modelos deben
ser capaces de clasificar correctamente aquellos puntos que los antiguos fallaron. De esta forma
se introduce el factor 8, € [0,1), que reduce el peso de las clasificaciones acertadas. Antes de

avanzar al siguiente paso, se renormalizan los w’s para que mantengan la forma de distribucion.

Una vez repetido este proceso un niimero 7" de veces, se construye el modelo final. Dado un
vector de medidas &, se observa en que clase lo clasifican cada uno de los d;, y se le asigna aquella

clase j que maximice Zt dy(Z) =] log %-

En cada paso se calcula un f;, este debe tender a cero si el error del modelo es bajo, y
preferiblemente menor que uno. Experimentalmente se ha comprobado que By = ¢;/(1 — €)
tiende a construir modelos precisos. Es capaz de mantener el equilibrio entre sus dos funciones,

modificar los pesos w; y cuantificar la influencia de d; en el modelo final.

A pesar de que se ha comprobado que este método funciona especialmente bien con modelos
"débiles", tiene problemas graves si el error cometido es mayor que ¢ > 1/2. Esta condicion es

complicada de cumplir si el ntiimero de clases disponibles es elevado.

El algoritmo AdaBoost.M2 intenta corregir esto. Para ello aumenta la dimensién del pro-
blema, haciendo que cada pareja punto/clase (i,j) tenga un peso distinto, y que los modelos
parciales hagan hipotesis dy(i,j) € [0, 1]. Si se quiere llevar a arboles, serd necesario el uso de
estimadores de la probabilidad de clasificacion. El algoritmo es algo méas complicado, pero hay
pruebas experimentales de que si el niimero de clases es elevado, esta versién da resultados mucho

mejores que la M1.
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5.2.2. Comparaciéon con Bagging

Por lo general, en experimentos se ha comprobado que Boosting tiende a generar modelos mas
precisos que Bagging. Esto se debe a que la formacién de los conjuntos de aprendizaje parciales
es menos arbitraria, contiene mas informacion. Esta diferencia se reduce a medida los arboles

generados son méas complejos.

En [3], Breiman L. hace sus propios experimentos comparando Bagging con Boosting. Llega a
la conclusién de que el proceso de votacion con pesos del AdaBoost hace que los modelos finales

tiendan a ser mas precisos que los obtenidos por Boosting.

5.3. Ejemplos

Por ultimo, se presentan una serie de modelos construidos sobre un mismo conjunto de
aprendizaje con el fin de estudiar como se comportan. Como base de datos se usard una vez mas
"Wine Data Set"de [T], que trata de clasificar el cultivo al que pertenece una serie de vinos a

partir de un anélisis quimico.

Se ha podido comprobar que esta base de datos se clasifica realmente bien, en ejemplos
anteriores se han conseguido precisiones elevadas a partir de modelos muy basicos. Con el fin
de mostrar la potencia de los métodos més complejos, se excluyen del estudio aquellas variables
que discriminan bien entre cultivos, en concreto la cantidad de alcohol, flavanoides, proteinas
0D280.0D315, prolinas y la intensidad del color del vino.

Con el fin de realizar un estudio més profundo de los modelos, se separa la base de datos
entre un conjunto de entrenamiento y uno de validaciéon. El primero se construye cogiendo al

azar el 80 % de los elementos totales.

5.3.1. Arbol de clasificacion

Con el fin de mostrar un modelo de referencia, se construye un arbol clasico a partir de los
mismos datos que se usaran para el resto de modelos. Para este paso se utiliza el paquete caret
[11], ya que ofrece una recopilaciéon de los distintos métodos de entrenamiento. En concreto,
se utiliza la creacién de arboles del rpart reforzado por una implementaciéon de la validacion

cruzada.

El modelo presentado en tiene un error de validacion R = 0,269. Ademés de este, se

intentaron construir varios arboles a partir de la misma informacién, sin conseguir una mejora
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040 100%

ves FHue >= 0.79

0.49 74% 0.88 26%

Phenols >= 2.6
&5

081 34% 0.76 40%

Magnesiu >= 99 MalicAsh <2.9
Clase: 2

0.94 27% 0.67 7% 088 32% 0.60 8%

Figura 5.1: Arbol de clasificacion

considerable en el error cometido. No parece sencillo construir un modelo simple satisfactorio a
partir de la base de datos con la que se esta trabajando, lo que exige la aplicaciéon de métodos

més complejos.

5.3.2. Bagging y Boosting

Se tiene que los modelos construidos por Bagging y Boosting son bastante similares, por
lo que se estudian a la vez con el fin de compararlos entre si. Ambos métodos se basan en la
formacion sucesiva de muestras de Boostrap a partir del conjunto de entrenamiento, esta eleccion

tiene una componente aleatoria, lo que dificulta un estudio preciso de la metodologia.

A falta de un estudio preciso de como se comportan ambos métodos en funcién del nimero
de replicas Boostrap creadas y el método utilizado para construir cada uno de los arboles indi-
viduales, se opta por crear una serie de modelos de ambos tipos bajo las mismas condiciones y

comparar el error de validacién medio.

Para la creacion de modelos se usa el paquete "adabag"de R [I], ya que ofrece implementa-
ciones de ambos algoritmos empleando el mismo método de construcciéon de arboles. En todos
los casos se construirén clasificadores a partir de 20 muestras diferentes. En Boosting se aplica
el algoritmo AdaBoost.M1 tal cual introducido en este Capitulo, con los coeficientes de Freund
Bt = €/(1—¢). En}5.2|y 5.3 se muestran los cuatro primeros arboles construidos a partir de una

de las iteraciones de cada uno de los métodos aqui estudiados.

Observando a simple ojo los arboles construidos por ambas metodologias, no es posible apre-

ciar ninguna diferencia fundamental las dos series. Todos han sido construidos bajo las mismas
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Figura 5.2: Sucesion de arboles obtenida aplicando Bagging

condiciones, variando ligeramente el conjunto de aprendizaje.

La diferencia fundamental entre Bagging y Boosting, es que el segundo utiliza informacion
del arbol anterior en la construccion del siguiente. En estos experimentos, se puede observar que
los modelos Boosting tienden a tener un menor ratio de validaciéon. Haciendo media sobre 10, se

mide RY = 0,0847 para los construidos por AdaBoost y R” = 0,172 para los Bagging.

A pesar de ser claramente inferiores, los modelos construidos por Bagging son claramente
superiores al arbol de clasificacion estandar. La tnica desventaja de estos métodos es el tiempo,
cada proceso consta de la fabricacién de 20 modelos simples, lo que retrasa enormemente su

creacion.

5.3.3. Random Forest

En [4], Breiman propone un nuevo método para la generacion de modelos a partir de arboles
de decisiéon. Random Forest es una version de su anterior Bagging que ofrece resultados tan

precisos como los Boosting con un coste computacional incluso menor.

En este método, para la construccién de cada arbol parcial, no solo se escoge de manera
aleatoria el conjunto de entrenamiento, sino que también se limitan la cantidad de separaciones

posibles. Este proceso sigue una actualizaciéon de costes similar al algoritmo AdaBoost.

Para el experimento, se usara la implementacion presente en el método rf"del paquete [I1] de

R. Tras hacer una serie de experimentos aplicando Random Forest con 20 pasos, se ha conseguido
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Figura 5.3: Sucesion de arboles obtenida aplicando AdaBoost M.1

una media RY = 0,00723. Los modelos obtenidos de esta forma son realmente precisos, y sin
entrar en un estudio preciso de los arboles parciales o el tiempo de ejecucion, si que tiende a
parecer que en este método consigue mejores resultados de manera mas eficiente que los AdaBoost

del apartado anterior.
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