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Matemática Aplicada, Universidade de Santiago de Compostela.

Obtuvo la calificación de Sobresaliente cum Laudum.

Marzo, 2005.



Análisis variacional y numérico de problemas de
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o de Ana, Bego, Jose Antonio, Trini y los chicos y chicas del café de media
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Prólogo

En el estudio variacional de diversos problemas de contacto para sólidos vis-

coelásticos de memoria larga surgen de forma natural dos tipos de inecuaciones

variacionales evolutivas caracterizadas por la presencia de un término inte-

gral de tipo Volterra. En esta memoria desarrollamos en un marco abstracto

el análisis matemático y numérico de tales inecuaciones y aplicamos los re-

sultados obtenidos a una variada gama de situaciones de contacto con y sin

rozamiento en viscoelasticidad con memoria larga.

Este trabajo ha sido realizado en el marco de la acción integrada Francia-
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les viscoplásticos y viscoelásticos: formulación matemática y análisis numéri-

co” del Ministerio de Ciencia y Tecnoloǵıa (referencia BFM2003-05357) y del

proyecto “New Materials, Adaptive Systems and their Nonlinearities; Modelling

Control and Numerical Simulation”, que forma parte del programa de la U.E.

“Improving the Human Research Potential and the Socio-Economic Knowledge

Base” (Contrato n0 HPRN-CT-2002-00284).
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3.3. Aproximación semidiscreta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.4. Aproximación totalmente discreta . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
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4.2. Método de elementos finitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
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5.2. Cinemática y dinámica de un medio continuo . . . . . . . . . . 103
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NOTACIONES

Si Ω es un dominio acotado de IRd (d = 1, 2, 3), se denota:

Ω̄, adherencia o clausura de Ω,

Γ = ∂Ω, frontera de Ω,

Γi (i = 1, 2, 3), partes disjuntas de Γ,

med (Γ1), medida de Lebesgue (d − 1)-dimensional de Γ1,

Cm(Ω̄), espacio de funciones reales continuamente diferenciables en Ω̄ hasta

las derivadas de orden m, estas incluidas,

H = [L2(Ω)]d,

H1 = [H1(Ω)]d,

HΓ = [H
1
2 (Γ)]d,

ν, vector normal unitario exterior definido c.p.d. en Γ,

ε, operador de deformación,

Div , operador de divergencia,

Q = {σ = (σij) : σij = σj i ∈ L2(Ω), 1 ≤ i, j ≤ d},

Q1 = {σ ∈ Q : Divσ ∈ H},

L∞(Ω) = [L∞(Ω)]d
4
.

Si X es un espacio normado y [0, T ] es un intervalo de IR, se tiene:

‖ · ‖X , norma en X,

(·, ·)X , si X es un espacio pre-hilbertiano, producto interior,

L(X), espacio de funciones lineales continuas de X en X,

C([0, T ]; X), espacio de funciones continuas de [0, T ] en X,

L∞(0, T ; X), espacio de funciones medibles definidas en (0, T ) con imagen en

X y esencialmente acotadas,

[X]d = {x = (xi) : xi ∈ X, 1 ≤ i ≤ d},

[X]d×d
s = {τ = (τij) : τij = τji ∈ X, 1 ≤ i, j ≤ d},

Xh, subespacio de X de dimensión finita,

PXh , operador de proyección ortogonal sobre Xh.

1



2 Notaciones

Para el análisis variacional de problemas de contacto definimos:

V , espacio de Hilbert para los desplazamientos,

Uad, convexo cerrado no vaćıo de desplazamientos admisibles,

Σad(t), convexo cerrado no vaćıo de tensiones admisibles en el instante t,

Σ0, convexo cerrado no vaćıo de tensiones admisibles auxiliar.

Para el análisis numérico de problemas de contacto definimos:

V h, subespacio de V de dimensión finita,

Uh
ad, convexo cerrado no vaćıo de desplazamientos admisibles discreto,

Qh, subespacio de Q de dimensión finita,

I, operador identidad,

PQh : Q → Qh, proyección ortogonal de Q sobre Qh,

T h, triangulación de Ω̄, que suponemos poliédrico en IRd y compatible con

la partición de Γ,

T h, elemento finito arbitrario de T h,

Pl(T
h), espacio de polinomios de grado menor o igual a l definidos sobre T h,

Πh, operador de interpolación global sobre V h,

Πh
Γ3

, operador de interpolación lineal a trozos en Γ3.

Otras definiciones:

Id, tensor identidad d-dimensional,

Sd, conjunto de matrices cuadradas de orden d simétricas,

ḟ , f̈ , primera y segunda derivada temporal de f ,

c, constante positiva,

c(p1, . . . , pn), constante positiva en función de los valores de p1, . . . , pn, n ≥ 1,

c.t.p. , casi todo punto, esto es, salvo un conjunto de medida nula,

c.p.d. , casi por doquier, esto es, salvo en conjunto de medida nula.



Introducción

Los fenómenos de contacto involucrando cuerpos deformables abundan en los

procesos industriales, como por ejemplo en el sector automoviĺıstico, el siderúr-

gico o el de la construcción, pero también en la vida cotidiana. Los ejemplos de

ello son numerosos y variados, como se advierte simplemente con citar el con-

tacto de las pastillas de freno con la rueda, de los neumáticos con la carretera

o del alambre con los “brackets” dentales en ortodoncia. En todos estos casos,

el rozamiento es uno de los fenómenos tribológicos más importantes asociados

al contacto. Por esta razón existe una extensa literatura dedicada al estudio de

las distintas formas de contacto y rozamiento para una amplia variedad de ma-

teriales. Con gran impulso desde los años 60, la mecánica clásica modeliza estos

fenómenos fuertemente no lineales mediante inclusiones diferenciales y aborda

su estudio con argumentos de la teoŕıa de operadores maximales monótonos,

lo que conduce a formulaciones en base a inecuaciones variacionales. Los pro-

blemas sin rozamiento constituyen una primera aproximación en el estudio de

problemas más realistas que śı lo tengan en cuenta. Detalles sobre la mode-

lización y el análisis variacional y numérico de los problemas de contacto con

y sin rozamiento se encuentran, por ejemplo, en [38, 46, 52, 61, 76, 86].

Por otra parte, la investigación en mecánica de sólidos deformables se ha visto

enriquecida en las últimas décadas con la superación de los clásicos modelos en

3



4 Introducción

elasticidad, que hab́ıan sido estudiados en gran detalle a lo largo del siglo XX.

Su incapacidad para describir fenómenos reales como, por ejemplo, el endu-

recimiento, la relajación, las deformaciones irreversibles o el envejecimiento

ha hecho necesario el estudio de modelos más complejos que nos permitan

afrontar y dar cumplida respuesta a estas dificultades. Consultar, por ejem-

plo, [19, 20, 38, 50, 58, 88] para el estudio de modelos en viscoelasticidad o

viscoplasticidad.

El presente trabajo pretende aportar una contribución en este campo, rea-

lizando el análisis matemático y numérico de varios problemas de contacto

para una clase concreta de materiales, los viscoelásticos de memoria larga. La

principal caracteŕıstica de estos materiales, desde el punto de vista mecánico,

es que la evolución de tensiones y deformaciones no depende solamente de

lo que esté sucediendo “ahora” en el material, sino que depende también (en

mayor o menor medida) de lo que le ha sucedido “antes”, esto es, de su histo-

ria o memoria. En la naturaleza, diversos tipos de poĺımeros, gomas, pastas y

maderas tienen un comportamiento mecánico que se ajusta a esta descripción.

Los contenidos que se presentan son el resultado del estudio de diversos pro-

blemas de contacto en viscoelasticidad con memoria larga, con y sin roza-

miento y en su mayor parte están publicados o pendientes de publicación en

[67, 68, 71, 72, 80, 81, 82]. Las formulaciones variacionales que se obtienen

pueden englobarse en dos clases de inecuaciones variacionales evolutivas di-

ferentes. El primer tipo, que hemos denominado “inecuaciones variacionales

con término integral de tipo Volterra” está asociado a los problemas de con-

tacto sin rozamiento. El segundo tipo, que hemos denominado “inecuaciones

variacionales integro-diferenciales de Volterra”, a problemas de contacto con

rozamiento, mayormente.

Por tanto, el objetivo de este trabajo es doble. Por una parte, se estudian la



Introducción 5

existencia y unicidad de solución, las propiedades y la aproximación numérica

de dos clases de inecuaciones variacionales evolutivas, pero al mismo tiempo,

estos resultados teóricos son aplicados al análisis variacional y numérico de

una variada gama de problemas de contacto con y sin rozamiento para sólidos

viscoelásticos de memoria larga.

El texto se presenta estructurado en dos partes. La Parte I está dedicada al

estudio de dichas inecuaciones variacionales evolutivas en un marco abstracto.

Los resultados generales aśı obtenidos son aplicados en la Parte II a varios pro-

blemas de contacto. Un tercer tipo de inecuaciones variacionales evolutivas de

tipo Volterra se estudia en la Sección 9.6, si bien en este caso limitamos su estu-

dio al contexto de un problema de contacto concreto. Ambas partes comienzan

con caṕıtulos en que se repasan conceptos y resultados fundamentales para el

trabajo posterior. De esta forma, la Parte I consta de un caṕıtulo dedicado al

análisis variacional abstracto en espacios de Banach, mientras que la Parte II

comienza con dos caṕıtulos en que se repasan aspectos básicos de los espacios

funcionales utilizados en mecánica de sólidos y se dan los primeros pasos en la

formulación mecánica de los problemas de contacto que nos interesan.

Esta distribución de los contenidos de la memoria facilita, a nuestro entender, el

acceso directo tanto a los resultados puramente teóricos relativos a inecuaciones

variacionales evolutivas con término integral de Volterra (Parte I), como a los

resultados relativos al contacto con y sin rozamiento en viscoelasticidad con

memoria larga (Parte II), según los intereses del lector sean unos u otros.

En general, para cada problema de contacto, la intención ha sido la de partir

del modelo mecánico para cubrir en sus aspectos teóricos y prácticos el estu-

dio de la existencia y unicidad de solución débil, su aproximación numérica,

el análisis del error, y eventualmente la implementación en ordenador de un

algoritmo que permita realizar simulaciones numéricas. La notación empleada



6 Introducción

para identificar cada tipo de problema pretende ser coherente con esta idea

base. De esta manera, en cada caṕıtulo o sección se denota por P, PV, PVh y

PVhk al problema de contacto en su forma diferencial, en su forma variacional,

al problema aproximado con discretización espacial y al problema aproximado

con discretización espacial y temporal, respectivamente.

Se han utilizado ciertas convenciones tipográficas. Aśı, las magnitudes tenso-

riales y vectoriales se escriben en negrita, los ı́ndices repetidos denotan suma

y el ı́ndice tras una coma denota derivación respecto a la variable espacial

correspondiente a ese ı́ndice.

Cada una de las dos partes está estructurada en varios caṕıtulos y estos, a

su vez, en secciones. La numeración de todos los caṕıtulos es, no obstante,

consecutiva. Las expresiones matemáticas (ecuaciones e inecuaciones) están

numeradas por caṕıtulo, sección y orden de aparición. De esta forma, (7.2.6)

hace referencia a la sexta expresión numerada de la segunda sección del séptimo

caṕıtulo. Los teoremas, lemas, corolarios y observaciones están numerados con-

secutivamente, dentro de cada sección, por su orden de aparición. Las figuras

se numeran también por orden de aparición en cada sección, pero de forma in-

dependiente. Cada una de las dos partes se finaliza con un apartado con notas

relativas a las referencias bibliográficas utilizadas por el autor o directamente

relacionadas con los temas que se tratan.

Dos ejemplos paradigmáticos de contacto con y sin rozamiento. Para

el lector interesado en realizar una lectura secuencial de este trabajo, motiva-

mos el estudio teórico de las inecuaciones variacionales evolutivas de Volterra

que se realiza en la Parte I con dos ejemplos concretos de aplicación a un pro-

blema de contacto sin rozamiento y otro con rozamiento. No obstante, dado

que las definiciones y resultados matemáticos que nos permiten realizar una

exposición rigurosa de la formulación mecánica de un problema de contacto no
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se introducen hasta el Caṕıtulo 4, no podremos entrar en detalles aqúı.

Contacto unilateral sin rozamiento. Supongamos que un cuerpo sólido de-

formable está bajo la influencia de campos de fuerzas externas que actúan

bien sobre una parte de su superficie bien sobre la totalidad de su volumen.

Además, el cuerpo está fijado en una parte de su superficie y en otra parte

está en contacto (o puede llegar a estarlo) con un obstáculo no deformable,

que recibe el nombre de fundación ŕıgida. El contacto es de tal forma que, de

producirse, origina en cada punto de la interfaz de contacto una reacción, por

parte de la fundación ŕıgida no penetrable, sobre el sólido deformable en la di-

rección opuesta a la normal, pero esta es inexistente en la dirección tangencial

(ausencia de rozamiento). Como consecuencia, no hay esfuerzos tangenciales

en la zona de contacto. Además, el cuerpo puede separarse de la fundación

(contacto unilateral). Este tipo de contacto se denomina unilateral sin roza-

miento. Esta situación la podemos observar gráficamente en la Figura I.1 (con

las notaciones introducidas en el Caṕıtulo 5).

0
O

X

X

X

1

2

3

ΩΓ Γ

Γ

1
2

3

f

f 2

Figura I.1: Contacto unilateral sin rozamiento.

Esta situación f́ısica se modeliza matemáticamente por medio de un problema

de contorno que exponemos a continuación.
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PROBLEMA P : Hallar el campo de desplazamientos u : Ω̄× [0, T ] → IRd y el

campo de tensiones σ : Ω̄ × [0, T ] → Sd tales que, para todo t ∈ [0, T ],

σ(t) = Aε(u(t)) +

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s))ds en Ω,

Divσ(t) + f 0(t) = 0 en Ω,

u(t) = 0 en Γ1,

σ(t)ν = f 2(t) en Γ2,

σν(t)uν(t) = 0; uν(t) ≤ 0; σν(t) ≤ 0; στ (t) = 0 en Γ3.

Explicamos ahora someramente el significado f́ısico de las expresiones que com-

ponen el problema P recordando que serán tratadas con mayor detalle en las

secciones 5.2, 5.3 y 5.4. La primera expresión en P es la ley de comportamien-

to de los materiales viscoelásticos de memoria larga. El término integral es

el que modeliza el efecto de la memoria. La segunda expresión es la ecuación

del equilibrio, que gobierna el proceso de deformación en un problema cuasi-

estático. Las expresiones tercera y cuarta son las condiciones de contorno de

desplazamientos-tracciones, que traducen la fijación y el efecto de las fuerzas

externas superficiales. Finalmente, las expresiones de la última fila en P repre-

sentan las condiciones de contacto, llamadas de Signorini. Por tanto, el cuerpo

deformable puede entrar en contacto, a lo largo de Γ3, con un obstáculo del

que se puede separar pero que no se deja penetrar y que reacciona al contacto

con una presión, a priori no conocida, en la dirección opuesta al vector normal

exterior ν.

Tras diversas operaciones estándar sobre el problema P se obtiene una formu-

lación variacional, que exponemos a continuación.
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Γ1

Γ3

Γ2

στ

f0

f2

Ω

Figura I.2: Contacto bilateral con rozamiento.

PROBLEMA PV : Hallar el campo de desplazamientos u : [0, T ] → V tal que

u(t) ∈ Uad, (Aε(u(t)), ε(v − u(t)))Q ≥ (F (t),v − u(t))V

+(

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s)) ds, ε(u(t) − v))Q,

para todo v ∈ Uad y todo t ∈ [0, T ].

Observamos que PV es básicamente una inecuación variacional evolutiva es-

tablecida sobre un espacio de Hilbert V cuya función incógnita debe pertenecer

para cada t ∈ [0, T ] a un subconjunto Uad. La principal caracteŕıstica de este

problema es la presencia del término integral, lo que la hace pertenecer a una

familia de inecuaciones variacionales evolutivas susceptible de ser estudiada en

un contexto más general. A ello dedicamos el Caṕıtulo 2.

Contacto bilateral con rozamiento. Supongamos la misma situación del cuerpo

sólido deformable que puede entrar en contacto con una fundación ŕıgida. Si el

contacto es de tal forma que permite que el cuerpo se deslice tangencialmente

sobre la fundación ŕıgida, pero que no pueda separarse de ella, estamos en un

caso de contacto bilateral. Finalmente, el mencionado deslizamiento tangencial

sólo puede ocurrir cuando las tensiones tangenciales originadas por el proceso
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de deformación del cuerpo sobre la zona en contacto alcanzan un cierto umbral

llamado umbral de rozamiento, que depende de las caracteŕısticas reológicas de

los materiales involucrados (i.e., el cuerpo deformable, la fundación ŕıgida y un

eventual lubricante en la interfaz). Una vez alcanzado dicho umbral, no puede

ser superado y determina la velocidad con que se producen los deslizamientos

tangenciales. Cuando el umbral de rozamiento es fijo y conocido a priori, estas

condiciones sobre tensiones y deslizamientos tangenciales se conocen como ley

de Tresca para el rozamiento. Esta situación f́ısica la podemos observar gráfi-

camente en la Figura I.2 (con las notaciones introducidas en el Caṕıtulo 5)

y se modeliza matemáticamente por medio de un problema de contorno que

exponemos a continuación.

PROBLEMA P : Hallar el campo de desplazamientos u : Ω̄ × [0, T ] → Rd y el

campo de tensiones σ : Ω̄ × [0, T ] → Sd tales que, para todo t ∈ [0, T ],

σ(t) = Aε(u(t)) +

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s))ds en Ω ,

Div σ(t) + f 0(t) = 0 en Ω ,

u(t) = 0 en Γ1 ,

σ(t)ν = f 2(t) en Γ2 ,



uν(t) = 0, |στ (t)| ≤ g,

|στ (t)| < g ⇒ u̇τ (t) = 0,

|στ (t)| = g ⇒ ∃λ ≥ 0, στ (t) = −λu̇τ (t),

en Γ3,

u(0) = u0 en Ω.

Al igual que en el caso anterior, explicamos brevemente el significado f́ısico de

las expresiones que componen el problema P que recordamos serán tratadas

con mayor detalle en las secciones 5.2, 5.3 y 5.4. Las cuatro primeras ecua-

ciones son ya conocidas. La primera expresión en la quinta fila representa la

condición de contacto bilateral, que impide desplazamientos en la dirección de
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la normal ν en la zona de contacto, por lo que este se mantiene durante todo

el tiempo de observación. El resto de expresiones de este grupo constituyen

la ley de rozamiento de Tresca, donde g ≥ 0 denota el umbral de rozamiento.

Finalmente, la última condición representa los desplazamientos iniciales u0,

que son conocidos.

Una formulación variacional del problema P es la siguiente.

PROBLEMA PV : Hallar el campo de desplazamientos u : [0, T ] → V tal que

(Aε(u(t)), ε(v − u̇(t)))Q + j(v) − j(u̇(t))

+ (

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s))ds, ε(v − u̇(t)))Q

≥ (F (t),v − u̇(t))V ∀v ∈ V, p.c.t. t ∈ (0, T ),

u(0) = u0.

Observamos que PV consiste en una inecuación variacional evolutiva estable-

cida sobre un espacio de Hilbert V y expresada en términos de la derivada

temporal de su función incógnita y de un determinado funcional j, junto con

una condición inicial dada. Una de las principales caracteŕısticas de este proble-

ma es, además de la intervención del término integral de Volterra, la presencia

de derivadas temporales de la función incógnita y de un dato inicial. El pro-

blema PV pertenece a una familia de inecuaciones variacionales evolutivas

susceptible de ser estudiada en un contexto más general. A ello dedicamos el

Caṕıtulo 3.





Parte I

Inecuaciones variacionales de

Volterra en espacios de Hilbert

Estudiamos en esta parte dos tipos de inecuaciones variacionales evolutivas

caracterizadas por la presencia de un término integral de tipo Volterra. En

el Caṕıtulo 1 repasamos algunos resultados generales de inecuaciones varia-

cionales en espacios de Banach. En el Caṕıtulo 2 se estudia el primer tipo de

inecuaciones y en el Caṕıtulo 3 el segundo. El estudio se refiere fundamen-

talmente a la existencia y unicidad de solución y su aproximación numérica,

además de propiedades adicionales tales como la dependencia de la solución

respecto del término integral.

13





Caṕıtulo 1

Algunos resultados de análisis

variacional y numérico

En este caṕıtulo recordamos algunos resultados de análisis funcional y nu-

mérico que serán necesarios para el estudio de los dos tipos de inecuaciones

variacionales evolutivas en espacios de Hilbert en que estamos interesados.

Consisten principalmente en algunos resultados de inecuaciones variacionales

eĺıpticas y de evolución y otros elementos de análisis funcional que nos serán

de gran ayuda, como el Teorema del punto fijo de Banach, la existencia de

subsucesiones convergentes en la topoloǵıa débil o desigualdades notables como

la de Gronwall. Además, introducimos los espacios de funciones con valores

vectoriales C([0, T ]; X) y W k,p(0, T ; X), donde [0, T ] ⊂ IR y X es un espacio de

Banach, que serán de gran utilidad para describir el comportamiento evolutivo

de las soluciones. En lo tocante al análisis numérico, se recuerdan resultados

de aproximación de Ritz-Galerkin y otros de integración numérica.

15
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1.1. Espacios de funciones con valores vecto-

riales

Dado un espacio de Banach (X, ‖ · ‖X), definimos C([0, T ]; X) como el espacio

de las funciones continuas definidas en [0, T ] ⊂ IR con valores en X. El espacio

C([0, T ]; X) es de Banach con la norma del máximo, esto es, dada una función

f ∈ C([0, T ]; X), se tiene

‖f‖C([0,T ];X) = máx
t∈[0,T ]

‖f(t)‖X .

Dado un subconjunto X0 ⊂ X, utilizaremos la notación C([0, T ]; X0) para

referirnos a las funciones f ∈ C([0, T ]; X) tales que f(t) ∈ X0 para todo

t ∈ [0, T ].

Por otra parte, una función f : [0, T ] → X se dice fuertemente derivable en

t0 ∈ (0, T ) si existe un elemento
df

dt
(t0) ∈ X llamado derivada fuerte de f en

t0, tal que

ĺım
h→0

∥∥∥1

h
(f(t0 + h) − f(t0)) −

df

dt
(t0)

∥∥∥
X

= 0.

Una función f : [0, T ] → X se dice medible si existe un subconjunto E ⊂ [0, T ]

de medida nula y una sucesión (fn)n∈IN de funciones constantes a trozos fn :

[0, T ] → X tal que ‖fn(t)−f(t)‖X → 0 cuando n → ∞, para todo t ∈ [0, T ]\E.

Además, se dice que f : [0, T ] → X es integrable si existe una sucesión (fn)n∈IN

de funciones constantes a trozos fn : [0, T ] → X tal que

ĺım
n→∞

∫ T

0

||fn(t) − f(t)||X dt = 0.

En ese caso, se define la integral sobre cualquier intervalo [t1, t2] ⊂ [0, T ] por

∫ t2

t1

f(t)dt = ĺım
n→∞

∫ t2

t1

fn(t)dt.
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Teorema 1.1.1. (de Bochner). Una función f : [0, T ] → X medible es inte-

grable si y solamente si la aplicación t 7→ ||f(t)||X : [0, T ] → R+ es integrable.

Además, ∥∥∥
∫ T

0

f(t) dt
∥∥∥

X
≤

∫ T

0

||f(t)||X dt.

Sea p, 1 ≤ p ≤ ∞. El espacio de Lebesgue Lp(0, T ; X) es el conjunto de

las clases de funciones medibles f : (0, T ) → X, tales que la aplicación t →

||f(t)||X pertenece a Lp(0, T ). Se verifica que Lp(0, T ; X) es un espacio vectorial

normado con la norma

‖f‖Lp(0,T ;X) =
( ∫ T

0

‖f(t)‖p
X dt

) 1
p

si 1 ≤ p < ∞,

‖f‖L∞(0,T ;X) = ı́nf
{

c > 0 | ‖f(t)‖X ≤ c, para c.t.p. t ∈ (0, T )
}

si p = ∞.

Por otra parte, tenemos los siguientes resultados.

Teorema 1.1.2. (1) Lp(0, T ; X), 1 ≤ p ≤ ∞, es un espacio de Banach.

(2) Si X es un espacio de Hilbert con el producto escalar (·, ·)X , entonces

L2(0, T ; X) es también un espacio de Hilbert con el producto escalar

(u, v)L2(0,T ;X) =

∫ T

0

(u(t), v(t))Xdt ∀u, v ∈ L2(0, T ; X).

(3) Lr(0, T ; X) ⊆ Lq(0, T ; X), con inyección continua, 1 ≤ q ≤ r ≤ ∞.

(4) Si X es un espacio de Hilbert, entonces

Lp(0, T ; X)
′

= Lq(0, T ; X), si 1 < p, q < ∞,
1

p
+

1

q
= 1,

L1(0, T ; X)
′

= L∞(0, T ; X)

donde Lp(0, T ; X)
′

representa el dual del espacio Lp(0, T ; X), 1 ≤ p ≤ ∞.



18 Caṕıtulo 1: Algunos resultados de análisis variacional y numérico

Sean u,w ∈ L1(0, T ; X). La función w se llama la derivada generalizada de u

sobre (0, T ) de orden n si
∫ T

0

ϕ(n)(t)u(t)dt = (−1)n

∫ T

0

ϕ(t)w(t)dt, ∀ϕ ∈ C∞
c (0, T ),

siendo C∞
c (0, T ) el espacio de funciones reales infinitamente derivables, con el

soporte compacto en (0, T ). Denotamos w = u̇ para n = 1 y w = u(n) para

n ≥ 2.

Sea 1 ≤ p ≤ ∞. El espacio de Sobolev W 1,p(0, T ; X) es el espacio de las

funciones u : [0, T ] → X tales que u ∈ Lp(0, T ; X) y u̇ ∈ Lp(0, T ; X).

W 1,p(0, T ; X) es un espacio de Banach con la norma

‖u‖p
W 1,p(0,T ;X) = ‖u‖p

Lp(0,T ;X) + ‖u̇‖p
Lp(0,T ;X),

para p < ∞ y

‖u‖W 1,∞(0,T ;X) = ‖u‖L∞(0,T ;X) + ‖u̇‖L∞(0,T ;X).

Una función f : [0, T ] → X se dice absolutamente continua si para todo ε >

0, existe δ = δ(ε) > 0 tal que para toda sucesión de intervalos disjuntos

(aj, bj), j ∈ I, contenidos en [0, T ] y tales que
∑

j∈I

(bj − aj) < δ, se verifica

∑

j∈I

‖f(bj) − f(aj)‖X ≤ ε.

Además, se dice que f : [0, T ] → X es lipschitziana (o de Lipschitz) si se

verifica que existe una constante positiva Lf tal que

‖f(t1) − f(t2)‖X ≤ Lf |t1 − t2| para todo t1, t2 ∈ [0, T ].

A continuación recordamos algunos resultados que relacionan las funciones

absolutamente continuas y de Lipschitz con las funciones de W 1,p(0, T ; X).

Teorema 1.1.3. Sea 1 ≤ p ≤ ∞, X un espacio de Banach reflexivo y sea

u ∈ Lp(0, T ; X). Las propiedades siguientes son equivalentes:
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(1) u ∈ W 1,p(0, T ; X).

(2) u admite un representante absolutamente continuo fuertemente derivable

en casi todo t ∈ (0, T ), verificándose que la función t 7→ du
dt

(t) es de Lp(0, T ; X).

(3) Existe u0 ∈ X y g ∈ Lp(0, T ; X), tales que

u(t) = u0 +

∫ t

0

g(s)ds ∀t ∈ [0, T ].

De la demostración del teorema precedente se deduce que, si X es un espa-

cio reflexivo, entonces toda función u ∈ W 1, p(0, T ; X) es fuertemente derivable

c.p.d. en (0, T ) y u̇ =
du

dt
c.p.d. en (0, T ). Por otra parte, W 1,1(0, T ; X) se iden-

tifica con el conjunto de las funciones u : [0, T ] → X absolutamente continuas

y W 1,∞(0, T ; X) con el conjunto de las funciones de Lipschitz.

Denotamos por W k,p(0, T ; X), k ≥ 2, al espacio de las funciones u ∈ Lp(0, T ; X)

tales que existen k funciones g1, ..., gk ∈ Lp(0, T ; X) tales que

∫ T

0

u(t)ϕ(j)(t)dt = (−1)j

∫ T

0

gj(t)ϕ(t), ∀ϕ ∈ C∞
c (0, T ), ∀j = 1, 2, . . . , k,

donde ϕ(j) designa la derivada de orden j de ϕ. Podemos entonces considerar

las derivadas sucesivas u̇ = g1, u(2) = g2, ..., u(k) = gk. El espacio W k,p(0, T ; X)

es un espacio de Banach dotado de la norma

||u||p
W k,p(0,T ;X)

= ||u||pLp(0,T ;X) +
k∑

α=1

‖u(α)‖p
Lp(0,T ;X),

para p < ∞ y el cambio usual para p = ∞. Disponemos del siguiente resultado

de densidad.

Teorema 1.1.4. Sea X un espacio de Banach o un subconjunto cerrado de un

espacio de Banach. Entonces, si X0 es denso en X, se verifica que C([0, T ]; X0)

es denso en C([0, T ]; X).
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1.2. Inecuaciones variacionales en espacios de

Hilbert

En la demostración de los resultados de existencia y unicidad de solución uti-

lizaremos resultados de inecuaciones variacionales eĺıpticas. Empezaremos esta

sección con un resultado general y deduciremos como corolarios aquellos que

realmente vamos a utilizar. Salvo mención expresa, X representa un espacio

de Hilbert real con producto interior (·, ·)X y norma ‖ · ‖X .

Recordamos ahora algunas definiciones básicas. Sea ĪR = IR ∪ {−∞, +∞}.

Decimos que una función j : X → ĪR es propia cuando j(v) > −∞ para todo

v ∈ X y es no vaćıo su dominio efectivo D(j) = {u ∈ X | j(u) < ∞}. Decimos

que es semicontinua inferiormente (s.c.i.) en u ∈ X cuando se verifica

ĺım inf
n→∞

j(un) ≥ j(u)

para toda sucesión {un}n∈IN ⊂ X convergente hacia u. Además, se dice que j

es semicontinua inferiormente cuando es semicontinua inferiormente en todo

elemento de X. Finalmente, decimos que j es positivamente homogénea cuando

j(λv) = λj(v) para todo λ ≥ 0 y todo v ∈ X.

Dado un subconjunto K ⊂ X se define la función indicatriz de K por

IK(x) =





0 si x ∈ K,

+∞ si x ∈ X\K.

Nótese que se verifican las siguientes propiedades:




K 6= ∅ ⇔ IK es propia,

K es cerrado ⇔ IK es s.c.i.,

K es convexo ⇔ IK es convexa.

Consideramos ahora un operador A : X → X, un subconjunto no vaćıo K ⊂ X

y un funcional propio j : X → ĪR. Entonces, una inecuación variacional de
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primera especie es un problema de la forma siguiente: dada f ∈ X, hallar u

tal que

(1.2.1) u ∈ K, (Au, v − u)X ≥ (f, v − u)X ∀ v ∈ K.

Una inecuación variacional de segunda especie es un problema de la forma

siguiente: dada f ∈ X, hallar u tal que

(1.2.2) u ∈ X, (Au, v − u)X + j(v) − j(u) ≥ (f, v − u)X ∀ v ∈ X.

Nótese que tomando j = IK , función indicatriz del conjunto K, se obtiene

la expresión (1.2.1) como caso particular de (1.2.2). Con vistas a demostrar

resultados de existencia y unicidad de solución para estos problemas, hacemos

las siguientes hipótesis:





A : X → X es un operador fuertemente monótono

y lipschitziano en X, i.e.

(a) existe m > 0 tal que

(Au − Av, u − v)X ≥ m ‖u − v‖2
X ∀u, v ∈ X,

(b) existe M > 0 tal que

‖Au − Av‖X ≤ M‖u − v‖X ∀u, v ∈ X.

(1.2.3)

j : X → ĪR es propio, convexo y s.c.i.(1.2.4)

En estas condiciones, tenemos el siguiente resultado de existencia y unicidad

de solución para las inecuaciones variacionales de segunda especie.

Teorema 1.2.1. Sea X un espacio de Hilbert. Bajo las hipótesis (1.2.3) y

(1.2.4), se verifica que para todo f ∈ X, la inecuación variacional (1.2.2) tiene

una única solución. Aún más, la solución es Lipschitz dependiente respecto a

f . Esto es, dados f1 y f2, sean u1 y u2 las soluciones respectivas de (1.2.2).
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Entonces,

‖u1 − u2‖X ≤
1

m
‖f1 − f2‖X .

Aplicamos este resultado al caso de las inecuaciones variacionales de primera

especie.

Corolario 1.2.2. Sea X un espacio de Hilbert y K ⊂ X un subconjunto

cerrado, convexo y no vaćıo. Si se verifica (1.2.3), entonces para cada f ∈

X, existe una única solución de (1.2.1). Aún más, la solución es Lipschitz

dependiente respecto a f .

En el caso particular j ≡ 0 obtenemos el siguiente resultado de teoŕıa de

operadores monótonos.

Corolario 1.2.3. Sea X un espacio de Hilbert y A : X → X un opera-

dor fuertemente monótono y lipschitziano. Entonces, para cualquier f ∈ X la

ecuación Au = f tienen una única solución u ∈ X, que además es Lipschitz

dependiente respecto a f .

También estamos interesados en el caso en que el operador A es lineal y

está dado por el teorema de representación de Riesz. Sea una aplicación bi-

lineal a : X × X → IR, X-eĺıptica y continua, esto es, existe un α > 0

tal que a(u, u) ≥ α‖u‖2
X para todo u ∈ X y existe un M > 0 tal que

a(u, v) ≤ M‖u‖X‖v‖X para todo u, v ∈ X. Entonces, aplicando el teorema de

representación de Riesz, podemos definir A como sigue:

(1.2.5) (Au, v)X = a(u, v) ∀u, v ∈ X.

Nótese que la continuidad de a nos da la acotación de A y, por ser lineal, se

deduce que también es lipschitziano. Aún más, dada la elipticidad de a, el
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operador A es fuertemente monótono.

El siguiente resultado será utilizado en el Teorema 3.4.1 y el Teorema 7.3.1,

por ejemplo.

Corolario 1.2.4. Sea X un espacio de Hilbert. Si a : X × X → R es una

aplicación bilineal, continua y X-eĺıptica, j : X → ĪR es propia, convexa y

s.c.i. en X y ℓ : X → IR es una función lineal y continua, entonces existe una

única solución a la inecuación variacional de segunda especie

(1.2.6) u ∈ X, a(u, v − u) + j(v) − j(u) ≥ ℓ(v − u) ∀ v ∈ X.

Demostración. La demostración se reduce a aplicar el Teorema 1.2.1 para

A : X → X definido por (1.2.5) y f ∈ X tal que (f, v)X = ℓ(v) para todo

v ∈ X, cuya existencia está garantizada por el teorema de representación de

Riesz. 2

El siguiente resultado será utilizado en las demostraciones de los teoremas de

existencia de solución del Caṕıtulo 2.

Corolario 1.2.5. Sea X un espacio de Hilbert. Si a : X × X → R es una

aplicación bilineal, continua y X-eĺıptica, K ⊂ X un subconjunto convexo,

cerrado y no vaćıo y ℓ : X → IR es una función lineal y continua, entonces

existe una única solución a la inecuación variacional de primera especie

(1.2.7) u ∈ K, a(u, v − u) ≥ ℓ(v − u) ∀ v ∈ K.

Demostración. Se demuestra con los mismos argumentos que el Corolario 1.2.4,

utilizando el Corolario 1.2.2 en lugar del Teorema 1.2.1. 2

Nos será útil en el Caṕıtulo 9 formular las inecuaciones variacionales de segun-

da especie como problemas de minimización. El siguiente teorema (ver, por
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ejemplo, [33, pág. 6]) nos proporciona un resultado en este sentido.

Teorema 1.2.6. Sean a : X × X → R una aplicación bilineal, continua, X-

eĺıptica y simétrica, ℓ : X → IR un funcional lineal y continuo y j : X → ĪR

un funcional propio, convexo y s.c.i. en X. Sea J(v) = 1
2
a(v, v) + j(v) − ℓ(v).

Entonces el problema de minimización que consiste en hallar u ∈ X tal que

(1.2.8) J(u) ≤ J(v), ∀v ∈ X,

tiene una solución única caracterizada por

u ∈ X, a(u, v − u) + j(v) − j(u) ≥ ℓ(v − u) ∀ v ∈ X.

A continuación, presentamos un resultado de existencia y unicidad de solución

para inecuaciones variacionales evolutivas, demostrado en [9] y que será uti-

lizado en el Caṕıtulo 3 de esta memoria.

Teorema 1.2.7. Sea X un espacio de Hilbert real y sea j : X → (−∞, +∞]

una función propia, s.c.i. y convexa. Sean, además, f ∈ W 1,2(0, T ; X) y u0 ∈ X

tal que

sup
v∈D(j)

{(f(0), v)X − (u0, v)X − j(v)} < +∞.

Entonces existe un único u ∈ W 1,2(0, T ; X) que verifica

u(0) = u0, (u(t), v − u̇(t))X + j(v) − j(u̇(t)) ≥ (f(t), v − u̇(t))X ,

c.p.d. en (0, T ) y para todo v ∈ X.

Finalmente, dado que formularemos algunas desigualdades variacionales en

términos de inclusiones subdiferenciales, recordamos aqúı algunas definiciones

relevantes. Aśı pues, dado un espacio de Hilbert X y una función j : X →



1.3. Otros resultados preliminares 25

(−∞, +∞] se dice que esta es subdiferenciable en u ∈ X si j(u) < +∞ y existe

un G(u) ∈ X (llamado subgradiente de j en u) tal que

j(v) ≥ j(u) + (G(u), v − u)X ∀ v ∈ X.

Al conjunto de los subgradientes de j en u ∈ X se lo denomina subdiferencial

de j en u y se lo denota por ∂j(u). La desigualdad anterior se expresa, por

tanto, de la siguiente forma equivalente

G(u) ∈ ∂j(u).

Una función j subdiferenciable para todo u ∈ X permite considerar a su

subdiferencial como un operador mult́ıvoco definido en X y que toma valores

en X.

1.3. Otros resultados preliminares

Comenzamos esta sección con dos resultados relativos a la semicontinuidad

inferior con la topoloǵıa débil en un espacio de Banach X. Continuamos con

un lema de Gronwall y finalizamos con dos resultados de punto fijo.

Una propiedad notable de la topoloǵıa débil es que si X es reflexivo, todo

conjunto acotado contiene una sucesión convergente. La convergencia en la

topoloǵıa débil la denotamos con el śımbolo “⇀”.

Lema 1.3.1. Sea X un espacio de Banach y sea φ : X → (−∞, +∞] una

función convexa y s.c.i con la topoloǵıa fuerte. Entonces φ es s.c.i. con la

topoloǵıa débil. En particular, si {xn}n>0 ⊂ X es tal que xn ⇀ x en X, se

tiene

φ(x) ≤ ĺım inf
n→∞

φ(xn).
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Lema 1.3.2. Sea X un espacio de Banach y sea a : X×X → IR una aplicación

bilineal, simétrica, continua y X-eĺıptica. Entonces, dada una sucesión {xn}n>0

que converge en la topoloǵıa débil a x ∈ X, se verifica

ĺım inf
n→∞

a(xn, xn) ≥ a(x, x).

El siguiente resultado se conoce como Lema de Gronwall y lo utilizamos en

varias ocasiones para obtener acotaciones, tanto anaĺıticas (ver pág. 139) como

numéricas (ver pág. 48).

Lema 1.3.3. (Gronwall). Sean u, g : [0, T ] → IR, T > 0, dos funciones

continuas, verificándose para cada t ∈ [0, T ] que

u(t) ≤ c

∫ t

0

u(s)ds + g(t).

Entonces se concluye que

u(t) ≤ g(t) + c

∫ t

0

g(s)ec(t−s)ds ∀ t ∈ [0, T ].

Además, si g es no decreciente,

u(t) ≤ g(t)ec t ∀ t ∈ [0, T ].

A continuación enunciamos el teorema del punto fijo de Banach, que será uti-

lizado con frecuencia en esta tesis para obtener resultados de existencia y

unicidad de solución para las formulaciones variacionales de los problemas de

contacto.

Teorema 1.3.4. (de Banach de punto fijo). Sea K un subconjunto cerrado

y no vaćıo de un espacio de Banach X. Sea T : K → K una aplicación

contractiva con constante de contractividad α ∈ [0, 1), i.e.,

‖T (u) − T (v)‖ ≤ α ‖u − v‖ ∀u, v ∈ K.
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Entonces existe un único u ∈ K tal que u = T (u). Además, para u0 ∈ K

arbitrario, la sucesión definida por un+1 = T (un), n ≥ 0, es convergente a u y

se verifica la estimación de error

‖un − u‖X ≤
αn

1 − α
‖u0 − u1‖X .

Dado un operador T , definimos sus potencias de forma recursiva por Tm =

T (Tm−1) para m ≥ 2. A continuación enunciamos y demostramos un corolario

que nos será de gran utilidad con posterioridad:

Corolario 1.3.5. Sea K un subconjunto cerrado y no vaćıo de un espacio de

Banach X. Sea T : K → K una aplicación tal que existe un m ∈ IN para el

que Tm es una contracción. Entonces, T tiene un único punto fijo en u ∈ K

y la sucesión definida por un+1 = T (un), n ≥ 0 converge a u para cualquier

u0 ∈ K.

Demostración. Por el Teorema 1.3.4, la aplicación Tm tiene un único punto

fijo u ∈ K. Dado que Tm(u) = u, obtenemos Tm(T (u)) = T (u). Entonces,

T (u) ∈ K también es punto fijo de Tm. Dado que Tm sólo puede tener un

punto fijo, concluimos que T (u) = u, i.e. u es también punto fijo de T . La

unicidad del punto fijo de T se deduce de que es único para Tm. Por otra

parte, dado u0 ∈ K y definiendo uj = T (uj−1), j = 1, . . . ,m − 1, la sucesión

{umn+j}n≥0 = {(Tm)n(uj)}n≥0

converge a u para cualquier j = 0, 1, . . . ,m−1. Como consecuencia, la sucesión

{un}n≥0 converge a u. 2
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1.4. Aproximación de tipo Ritz-Galerkin

La idea básica que subyace en una estrategia de tipo Ritz-Galerkin en espacios

de Hilbert de dimensión infinita es la de aproximar sus elementos con sucesiones

de elementos de subespacios de dimensión finita creciente. En ocasiones, para

demostrar resultados de convergencia, necesitaremos algunas hipótesis más

fuertes, como se muestra en lo que sigue.

Sean X e Y espacios de Hilbert y X0 ⊂ X un subconjunto convexo cerrado y

no vaćıo de X. Sean, por otra parte, Xh ⊂ X e Y h ⊂ Y (h → 0) familias de

subespacios de dimensión finita y Xh
0 ⊆ X0 ∩ Xh.

Teorema 1.4.1. Sea Xh un subespacio del espacio de Hilbert X. Sea A : X →

X un operador simétrico y eĺıptico, lo que implica que existen α > 0 y M > 0

tales que (Av, v)X ≥ α‖v‖2
X y ‖Av‖X ≤ M‖v‖X para todo v ∈ X. Dado un

elemento v ∈ X existe un único elemento PA
Xhv tal que

PA
Xhv ∈ Xh, ‖PA

Xhv − v‖A = ı́nf
wh∈Xh

‖v − wh‖A,

siendo ‖ · ‖A la norma dada por ‖v‖2
A = (Av, v)X para todo v ∈ X. Este

elemento PA
Xhv satisface

(PA
Xhv − v, Awh)X = 0 ∀ wh ∈ Xh.

Rećıprocamente, si un elemento vh ∈ Xh satisface

(vh − v, Awh)X = 0 ∀ wh ∈ Xh,

entonces PA
Xhv = vh. El operador PA

Xh : X → Xh definido de esta forma es tal

que

‖PA
Xhv‖A ≤ ‖v‖A,

o también ‖PA
Xhv‖X ≤

√
M
α
‖v‖X .
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Observación 1.4.2. En el teorema anterior, si A es el operador identidad,

A = I, denotamos al operador de proyección por PXh. Una versión más gene-

ral del teorema de proyección se puede consultar en [17, Teorema 8.1-1], por

ejemplo.

Supongamos que se verifican las siguientes propiedades.

(1.4.1)





Existe un subespacio U ⊂ X, una constante α > 0 y

una función c : U ∩ X0 → IR+ tales que :

(a) U ∩ X0 es denso en X0;

(b) Para todo v ∈ U ∩ X0 se verifica

ı́nf
vh∈Xh

0

‖vh − v‖V ≤ c(v) hα;

(c) Si v ∈ C([0, T ];U ∩ X0), entonces la función

c̃ : t ∈ [0, T ] 7→ c(v(t)) ∈ IR+ es tal que c̃ ∈ C([0, T ]; IR+).

(1.4.2)





Existe un subespacio Y ⊂ Y, una constante α′ > 0 y

una función d : Y → IR+ tales que

(a) Y es denso en Y ;

(b) Para todo τ ∈ Y se verifica

ı́nf
τh∈Y h

‖τh − τ‖Y ≤ d(τ) hα′

;

(c) Si τ ∈ C([0, T ];Y), entonces la función

d̃ : t ∈ [0, T ] 7→ d(τ(t)) ∈ IR+ es tal que d̃ ∈ C([0, T ]; IR+).

En estas condiciones podemos establecer el siguiente resultado de convergencia.

Teorema 1.4.3. Sea (u, σ) ∈ C([0, T ]; X0 × Y ) y {(uh, σh)}h>0 ⊂
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C([0, T ]; Xh
0 × Y h) una familia dada tal que

‖u − uh‖C([0,T ];X) + ‖σ − σh‖C([0,T ];Y )(1.4.3)

≤ c máx
t∈[0,T ]

{g( ı́nf
vh∈Xh

0

‖u(t) − vh‖X)} + ‖(I − PY h)σ‖C([0,T ];Y ),

donde la función g es tal que verifica

(1.4.4) g : R+ → R+ es no decreciente, g(t) → 0 cuando t → 0+.

Entonces, en las hipótesis (1.4.1) y (1.4.2) se tiene

ĺım
h→0

{‖u − uh‖C([0,T ];X) + ‖σ − σh‖C([0,T ];Y )} = 0.

Demostración. Para cada ǫ > 0, existen vǫ ∈ C([0, T ];U ∩ X0) y τǫ ∈

C([0, T ];Y) tales que

(1.4.5) ‖u − vǫ‖C([0,T ];X) < ǫ, ‖σ − τǫ‖C([0,T ];Y ) < ǫ.

Entonces utilizando (1.4.1), (1.4.2), (1.4.5) y la contractividad del operador de

proyección PY h tenemos, para todo t ∈ [0, T ], las siguientes estimaciones:

ı́nf
vh∈Xh

0

‖u(t) − vh‖X ≤ ‖u(t) − vǫ(t)‖X + ı́nf
vh∈Xh

0

‖vǫ(t) − vh‖X

≤ ǫ + c(vǫ(t))h
α ≤ ǫ + ‖c(vǫ)‖C([0,T ];IR)h

α,

‖(I − PY h)σ(t)‖Y ≤ ‖σ(t) − τǫ(t)‖Y + ‖τǫ(t) − PY hτǫ(t)‖Y

+ ‖PY hτǫ(t) − PY hσ(t)‖Y ≤ 2ǫ + c(τǫ(t))h
α′

≤ 2ǫ + ‖c(τǫ)‖C([0,T ];IR)h
α′

.

Dado δ > 2ǫ arbitrario, y tomando

h ≤ mı́n{

(
δ − ǫ

‖c(vǫ)‖C([0,T ];IR)

)1/α

,

(
δ − 2ǫ

‖c(τǫ)‖C([0,T ];IR)

)1/α′

},

se tiene

ı́nf
vh∈Xh

0

‖u(t) − vh‖X ≤ δ, ‖(I − PY h)σ(t)‖Y ≤ δ ∀ t ∈ [0, T ].
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Por otra parte, de (1.4.4) deducimos que para todo ζ > 0, existe δ0 > 0, tal que

g(r) < ζ para todo r ∈ (0, δ0]. Dado que ǫ y por tanto δ son arbitrariamente

pequeños podemos tomar δ ≤ δ0 y entonces,

g( ı́nf
vh∈Xh

0

‖u(t) − vh‖X) ≤ ζ ∀ t ∈ [0, T ].

A partir de (1.4.3) se tiene

‖σ − σh‖C([0,T ];Y ) + ‖u − uh‖C([0,T ];X) ≤ c ζ + δ,

y se deduce la convergencia por ser δ y ζ arbitrariamente pequeños. 2

Disponemos del siguiente corolario. Su demostración es un caso particular de

la anterior.

Corolario 1.4.4. Sea u ∈ C([0, T ]; X0) y {uh}h>0 ⊂ C([0, T ]; Xh
0 ) una familia

dada tal que

‖u − uh‖C([0,T ];X) ≤ c máx
t∈[0,T ]

{g( ı́nf
vh∈Xh

0

‖u(t) − vh‖X)},

donde la función g verifica (1.4.4). Entonces, bajo la hipótesis (1.4.1) se tiene

ĺım
h→0

{‖u − uh‖C([0,T ];X)} = 0.

1.5. Discretización de la variable temporal

Las inecuaciones variacionales que nos interesan en esta memoria son evoluti-

vas, por lo que para obtener un problema totalmente discretizado que aproxime

la solución, se requiere la discretización de aquellos términos que dependan de

la variable temporal. En nuestro caso, estamos interesados en aproximar un

término de la forma

(1.5.1)

∫ t

0

B(t − s)w(s)ds, t ∈ [0, T ],
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donde B ∈ C([0, T ];L(X)) y w ∈ C([0, T ]; X), siendo X un espacio de Banach

y L(X) el espacio de funciones lineales continuas definidas en X con valores en

X. Para ello, consideramos primeramente una partición del intervalo temporal

[0, T ]:

0 = t0 < t1 < . . . < tn < . . . < tN−1 < tN = T.

Definimos los pasos kn = tn − tn−1, 1 ≤ n ≤ N y sea k = máx
1≤n≤N

kn. De

forma general, denotamos wj = w(tj) y en concreto, para cada instante tn,

con 1 ≤ n ≤ N , definimos Bn,j = B(tn − tj), donde 0 ≤ j ≤ n. Nótese

que Bn,n = B0 y que un ı́ndice n o j repetido no denota suma. Además

el ı́ndice j no toma por defecto valores enteros entre 1 y d, como en otras

secciones. Aproximamos la expresión (1.5.1) para t = tn mediante la fórmula

de cuadratura

(1.5.2)

∫ tn

0

B(tn − s)w(s)ds ≃
n∑

j=0

αn
j Bn,jwj, 1 ≤ n ≤ N.

Para cada instante tn, 1 ≤ n ≤ N , las constantes αn
j ≥ 0, 0 ≤ j ≤ n,

son los pesos de una fórmula de cuadratura de n + 1 puntos en [0, tn]. En

la práctica se usará la fórmula de trapecios compuesta, que es exacta para

funciones continuas y afines a trozos en [0, tn], donde los subintervalos son

[tj, tj+1], i.e.

(1.5.3) αn
0 =

1

2
(t1 − t0), αn

n =
1

2
(tn − tn−1), αn

j =
1

2
(tj+1 − tj−1),

donde 1 ≤ j ≤ n − 1. Como consecuencia, se verifica

(1.5.4) αn
n ≤ k/2.

Es posible utilizar otra fórmula de cuadratura, siempre que los nodos sean

t0, . . . , tn y se verifique (1.5.4). Al aproximar el valor de la integral como en

(1.5.2), se comete el error numérico dado por

(1.5.5) In =
∥∥∥

∫ tn

0

B(tn − s)w(s)ds −
n∑

j=0

αn
j Bn,jwj

∥∥∥
X

, 1 ≤ n ≤ N,
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siendo por conveniencia en la notación I0 = 0. Como es natural, se requiere

que In sea tal que

(1.5.6) ĺım
k→0

In = 0, 1 ≤ n ≤ N.

Dicha condición se verifica utilizando la fórmula de trapecios compuesta.

Teorema 1.5.1. Sean w ∈ C([0, T ]; X) y B ∈ C([0, T ];L(X)). El error

numérico In cometido por la fórmula de cuadratura de trapecios compuesta,

definida por (1.5.3), verifica (1.5.6). Además, si w y B son funciones de Lip-

schitz, se tiene

(1.5.7) In ≤ ck(‖w‖C([0,T ];X) + ‖B‖C([0,T ];L(X))), 0 ≤ n ≤ N.

Demostración. Dado que B ∈ C([0, T ];L(X)) y w ∈ C([0, T ]; X) concluimos

que, para un n dado, la función φn : [0, tn] −→ X definida por φn(s) =

B(tn − s)w(s) es de C([0, tn]; X). En consecuencia, dado ε > 0 existe un k̃ > 0

tal que si k ≤ k̃ entonces

‖B(tn − s)w(s) − Bn,jwj‖X ≤
ε

tn

para todo s ∈ [tj, tj+1] y 0 ≤ j < n. Entonces, utilizando (1.5.3), tenemos

In = ‖
n−1∑

j=0

∫ tj+1

tj

B(tn − s)w(s)ds −
1

2

n−1∑

j=0

kj+1(B
n,jwj + Bn,j+1wj+1)‖X

≤
1

2

n−1∑

j=0

{∫ tj+1

tj

‖B(tn − s)w(s) − Bn,jwj‖X ds

+

∫ tj+1

tj

‖B(tn − s)w(s) − Bn,j+1wj+1‖X ds
}
≤ ε,
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y en consecuencia se verifica (1.5.6). Por otra parte, sumando y restando ade-

cuadamente en la expresión anterior, tenemos

In ≤
n−1∑

j=0

1

2
k

∫ tj+1

tj

(‖B(tn − s) − Bn,j+1‖L(X)‖w(s)‖X

tj+1 − s

+
‖Bn,j+1‖L(X)‖w(s) − wj+1‖X

tj+1 − s
+

‖B(tn − s) − Bn,j‖L(X)‖w(s)‖X

s − tj

+
‖Bn,j‖L(X)‖w(s) − wj‖X

s − tj

)
ds,

por lo que, si w y B son funciones de Lipschitz en [0, T ], se verifica (1.5.7). 2

El siguiente resultado nos proporciona una estimación del error de orden O(k2)

en la integración numérica pero, en contraprestación, requiere una mayor re-

gularidad de las funciones involucradas.

Teorema 1.5.2. Supongamos que X es un espacio de Banach reflexivo. Sean

w ∈ W 2,∞(0, T ; X) y B ∈ W 1,∞(0, T ;L(X)). Además, suponemos que B y

Ḃ son funciones de Lipschitz en [0, T ]. El error numérico In cometido por la

fórmula de cuadratura de trapecios compuesta, definida por (1.5.3), verifica

que

In ≤ ck2,

donde c depende de w,B y T .

Demostración. Explicitando la expresión de los polinomios de interpolación

de Lagrange que intervienen en la fórmula de trapecios compuesta, sabemos

que

n∑

j=0

αn
j Bn,jwj =

n−1∑

j=0

∫ tj+1

tj

Bn,jwj(tj+1 − s) + Bn,j+1wj+1(s − tj)

kj+1

ds.
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Por tanto,

(1.5.8)

In ≤
n−1∑

j=0

∫ tj+1

tj

‖B(tn − s)w(s) −
Bn,jwj(tj+1 − s) + Bn,j+1wj+1(s − tj)

kj+1

‖Xds.

Por otra parte, se tiene

d

ds
{B(tn − s)w(s)} = −Ḃ(tn − s)w(s) + B(tn − s)ẇ(s)

y para cada j, 0 ≤ j ≤ n − 1 existen ξj, ξ̃j ∈ (tj, tj+1) tales que, para todo

s ∈ [tj, tj+1],

(tj+1 − s)B(tn − s)w(s) = Bn,jwj(tj+1 − s)

+ (B(tn − ξj)ẇ(ξj) − Ḃ(tn − ξj)w(ξj))(tj+1 − s)(s − tj),

(s − tj)B(tn − s)w(s) = Bn,j+1wj+1(s − tj)

− (B(tn − ξ̃j)ẇ(ξ̃j) − Ḃ(tn − ξ̃j)w(ξ̃j))(tj+1 − s)(s − tj).

Sumando las dos expresiones anteriores, tenemos

B(tn − s)w(s) =
Bn,jwj(tj+1 − s) + Bn,j+1wj+1(s − tj)

kj+1

(1.5.9)

+

(
Ḃ(tn − ξ̃j)w(ξ̃j) − B(tn − ξ̃j)ẇ(ξ̃j)

)
(tj+1 − s)(s − tj)

kj+1

+

(
B(tn − ξj)ẇ(ξj) − Ḃ(tn − ξj)w(ξj)

)
(tj+1 − s)(s − tj)

kj+1

.

Sustituyendo (1.5.9) en (1.5.8) y dado que máx{|s − tj+1|, |s − tj|} ≤ kj+1,

obtenemos

In ≤
n−1∑

j=0

∫ tj+1

tj

kj+1‖B(tn − ξ̃j)ẇ(ξ̃j) − Ḃ(tn − ξ̃j)w(ξ̃j)

+ Ḃ(tn − ξj)w(ξj) − B(tn − ξj)ẇ(ξj)‖Xds.

Ahora bien, dado que las funciones B, Ḃ, w y ẇ son de Lipschitz en [0, T ],

sumando y restando los términos adecuados, se tiene

In ≤ c
n−1∑

j=0

∫ tj+1

tj

k2
j+1 ≤ ck2,
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donde c es una constante positiva que depende de B, Ḃ, w, ẇ y T . 2

1.6. Aproximación totalmente discreta

Estudiaremos un resultado de convergencia basado en los argumentos de den-

sidad de la Sección 1.1 y un lema que es una versión discreta del Lema de

Gronwall, que será utilizado para la obtención de una estimación de error en

la aproximación numérica totalmente discreta (ver pág. 54).

Sean X e Y espacios de Hilbert y X0 ⊂ X un subconjunto convexo cerrado y

no vaćıo de X. Sean, por otra parte, Xh ⊂ X e Y h ⊂ Y (h → 0) familias de

subespacios de dimensión finita y para cada h > 0 sea Xh
0 ⊆ X0 ∩ Xh.

Si se verifican las hipótesis (1.4.1) y (1.4.2) podemos plantear el siguiente

resultado de convergencia.

Teorema 1.6.1. Sea (u, σ) ∈ C([0, T ]; X0×Y ) y ({uhk
n }N

n=0, {σ
hk
n }N

n=0) ⊂ Xh
0 ×

Y h una familia dada (h → 0, k → 0), tal que

máx
0≤n≤N

{‖un − uhk
n ‖X + ‖σn − σhk

n ‖Y }(1.6.1)

≤ c g
(

máx
0≤n≤N

{ ı́nf
vh∈Xh

0

‖un − vh‖X}
)

+ c máx
0≤n≤N

{In + ‖I − PY hσn‖Y },

donde c es una constante no negativa, In es una expresión de la forma (1.5.5)

y la función g verifica (1.4.4). Entonces, en las hipótesis (1.4.1), (1.4.2) y

(1.5.6), se tiene

ĺım
h,k→0

{
máx

0≤n≤N
{‖un − uhk

n ‖X + ‖σn − σhk
n ‖Y }

}
= 0.

Demostración. Para cada ǫ > 0 y para cada n, 0 ≤ n ≤ N, existen vn, ǫ ∈
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U ∩ X0 y τn, ǫ ∈ Y tales que

(1.6.2) ‖un − vn,ǫ‖X ≤ ǫ, ‖σn − τn,ǫ‖Y ≤ ǫ.

Entonces, utilizando (1.4.1), (1.4.2) y (1.6.2) tenemos

ı́nf
vh∈Xh

0

‖un − vh‖X ≤ ‖un − vn,ǫ‖X + ı́nf
vh∈Xh

0

‖vn,ǫ − vh‖X

≤ ǫ + c(vn,ǫ)h
α ≤ ǫ + máx

0≤n≤N
{c(vn,ǫ)}h

α,

‖(I − PY h)σn‖Y ≤ ‖σn − τn,ǫ‖Y + ‖τn,ǫ − PY hτn,ǫ‖Y + ‖PY hτn,ǫ − PY hσn‖Y

≤ 2ǫ + c(τn,ǫ)h
α′

≤ 2ǫ + máx
0≤n≤N

{c(τn,ǫ)}h
α′

.

En consecuencia, dado δ > 2ǫ arbitrario, tomando

h ≤ mı́n{

(
δ − ǫ

máx0≤n≤N{c(vn,ǫ)}

)1/α

,

(
δ − 2ǫ

máx0≤n≤N{c(τn,ǫ)}

)1/α′

},

se verifica

máx
0≤n≤N

{ ı́nf
vh∈Xh

0

‖un − vh‖X} ≤ δ, máx
0≤n≤N

{‖(I − PY h)σn‖Y } ≤ δ.

Por otra parte, de (1.4.4) deducimos que para todo ζ > 0, existe δ0 > 0, tal que

g(r) < ζ para todo r ∈ (0, δ0]. Dado que ǫ y por tanto δ son arbitrariamente

pequeños podemos tomar δ ≤ δ0 y entonces,

g
(

máx
0≤n≤N

{ ı́nf
vh∈Xh

0

‖un − vh‖X}
)
≤ ζ.

Por otra parte, de (1.5.6) concluimos que para k suficientemente pequeño,

máx
0≤n≤N

In ≤ δ.

Por tanto, en estas condiciones, a partir de (1.6.1) se tiene

máx
0≤n≤N

{‖σn − σhk
n ‖Q + ‖un − uhk

n ‖X} ≤ c (ζ + 2δ).

y se deduce la convergencia por ser δ y ζ arbitrariamente pequeños. 2
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Disponemos del siguiente corolario. La demostración es un caso particular de

la anterior.

Corolario 1.6.2. Sea u ∈ C([0, T ]; X0) y {uhk
n }N

n=0 ⊂ Xh
0 una familia dada

(h → 0, k → 0) tales que

máx
0≤n≤N

{‖un − uhk
n ‖X}

≤ c g
(

máx
0≤n≤N

{ ı́nf
vh∈Xh

0

‖un − vh‖X}
)

+ c máx
0≤n≤N

In,

donde c es una constante no negativa, In es una expresión de la forma (1.5.5)

y la función g verifica (1.4.4). Entonces, en las hipótesis (1.4.1), y (1.5.6), se

tiene

ĺım
h,k→0

{
máx

0≤n≤N
{‖un − uhk

n ‖X}
}

= 0.

Finalizamos con una versión discreta del Lema de Gronwall.

Lema 1.6.3. Sean {en}
N
n=0, {gn}

N
n=0 y {αn}

N
n=0 sucesiones de números reales

no negativos verificando

e0 ≤ cg0,(1.6.3)

en ≤ cgn + c
n∑

j=0

αjej, 1 ≤ n ≤ N,(1.6.4)

donde c es una constante positiva independiente de N . Entonces, si además

(1.6.5) c αn ≤
1

2
, 0 ≤ n ≤ N,

se concluye que

máx
0≤n≤N

en ≤ dN máx
0≤n≤N

gn,

siendo dN = c (1 + c TNe2c TN ) y TN =
∑N

n=0 αn.
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Demostración. Para todo i, 0 ≤ i ≤ N , definimos Ei =
i∑

j=0

αjej. Considera-

mos n, 1 ≤ n ≤ N y tenemos que

En − En−1 = αnen ≤ cαngn + cαnEn.

Por tanto, se verifica

En(1 − cαn) ≤ En−1 + cαngn.

Definimos ahora zi =
i∏

j=0

(1 − cαj) para todo i, 0 ≤ i ≤ N , multiplicamos la

desigualdad anterior por zn−1 y se tiene

znEn ≤ zn−1En−1 + zn−1cαngn.

Aplicando sucesivamente esta desigualdad, llegamos a que

(1.6.6) znEn ≤ z0E0 + c

n∑

j=1

zj−1αjgj.

Por otra parte, de la propiedad (1.6.5) y del análisis de las funciones reales de

variable real ex y e2x en el entorno de x = 0, se deduce que

e−2αjc ≤ 1 − αjc ≤ e−αjc ≤ 1, 0 ≤ j ≤ N.

Por tanto, para todo i, 0 ≤ i ≤ N , se verifica

(1.6.7) e−2c
∑i

j=0 αj ≤ zi ≤ 1.

A partir de (1.6.3), (1.6.6) y (1.6.7) concluimos que

En ≤ ce2c
∑n

j=0 αj

n∑

j=0

αjgj.

Por tanto, de la definición de En y (1.6.4), se concluye que

en ≤ cgn + cEn ≤ cgn + c2e2c
∑n

j=0 αj

n∑

j=0

αjgj,

de donde se concluye la demostración del lema tomando máximos. 2





Caṕıtulo 2

Inecuaciones variacionales con

término integral de Volterra

En este caṕıtulo introducimos la clase de inecuaciones variacionales evolutivas

con término integral de tipo Volterra y estudiamos la existencia y unicidad de

solución y sus propiedades. A continuación se plantean y estudian un esque-

ma semidiscreto y un esquema totalmente discretizado para la aproximación

numérica de la solución. En ambos casos se presentan resultados de existencia

y unicidad de la solución discreta y de convergencia y estimación del error.

2.1. El problema abstracto

Sea X un espacio de Hilbert real dotado del producto interior (·, ·)X y la norma

correspondiente ‖ · ‖X . Dados un subconjunto X0 ⊂ X, un intervalo temporal

[0, T ], T > 0, una aplicación f : [0, T ] → X y los operadores A : X → X

y B : [0, T ] → L(X) planteamos el siguiente problema, que denominaremos

problema PA o problema abstracto indistintamente.

41
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PROBLEMA PA: Hallar u : [0, T ] → X tal que

u(t) ∈ X0, (Au(t), v − u(t))X + (

∫ t

0

B(t − s)u(s)ds, v − u(t))X(2.1.1)

≥ (f(t), v − u(t))X ∀ v ∈ X0, t ∈ [0, T ].

En el estudio del problema PA suponemos las siguientes hipótesis:

(2.1.2) X0 es un subconjunto convexo, cerrado y no vaćıo deX,

A es un operador fuertemente monótono y lipschitziano, esto es

(2.1.3)





(a) existe m > 0 tal que

(Av − Aw, v − w)X ≥ m‖v − w‖2
X ∀v, w ∈ X,

(b) existe L > 0 tal que

‖Av − Aw‖X ≤ L‖v − w‖X ∀v, w ∈ X,

(2.1.4) B ∈ C([0, T ];L(X)),

(2.1.5) f ∈ C([0, T ]; X).

A continuación desarrollamos el resultado principal de esta sección.

Teorema 2.1.1. En las hipótesis (2.1.2)–(2.1.5) existe una única solución del

problema PA tal que u ∈ C([0, T ]; X).

Demostración. Utilizaremos argumentos de punto fijo y de inecuaciones varia-

cionales. El resultado será establecido en varias etapas.

Sea η ∈ C([0, T ]; X) arbitrario y consideremos el problema auxiliar siguiente:

PROBLEMA P η
A: Hallar uη : [0, T ] → X tal que

uη(t) ∈ X0, (Auη(t), v − uη(t))X + (η(t), v − uη(t))X(2.1.6)

≥ (f(t), v − uη(t))X , ∀ v ∈ X0, t ∈ [0, T ].
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Para cada t ∈ [0, T ], estamos en condiciones de aplicar el Corolario 1.2.2, por

lo que existe un único uη(t) ∈ X0 solución de (2.1.6). Además, la solución es

Lipschitz dependiente de los datos, esto es, dados t1, t2 ∈ [0, T ] se tiene

(2.1.7) ‖uη(t1) − uη(t2)‖X ≤
1

m
(‖f(t1) − f(t2)‖X + ‖η(t1) − η(t2)‖X).

Por tanto, dado que f, η ∈ C([0, T ]; X), deducimos que uη ∈ C([0, T ]; X).

Consideramos ahora el operador Λ : C([0, T ]; X) → C([0, T ]; X) definido por

(2.1.8) Λη(t) =

∫ t

0

B(t − s)uη(s) ds, ∀ η ∈ C([0, T ]; X), t ∈ [0, T ],

donde uη es la solución de P η
A. De (2.1.4) y la continuidad de uη se obtiene que

Λ está bien definido, dado que Λη ∈ C([0, T ]; X). Aún más, probaremos que Λ

tiene un único punto fijo η∗ ∈ C([0, T ]; X). En efecto, sean η1, η2 ∈ C([0, T ]; X)

arbitrarios y sea t ∈ [0, T ]. Utilizando (2.1.8) concluimos

‖Λη1(t) − Λη2(t)‖X ≤

∫ t

0

‖B(t − s)‖L(X)‖uη1(s) − uη2(s)‖Xds,

y, recordando (2.1.4), se sigue que

(2.1.9) ‖Λη1(t) − Λη2(t)‖X ≤ c

∫ t

0

‖uη1(s) − uη2(s)‖Xds,

donde c depende del operador B. Tomando ahora en (2.1.6) v = uη1(t) y η = η2

primero y v = uη2(t) y η = η1 después, sumando las expresiones aśı obtenidas

y aplicando la fuerte monotońıa de A, tenemos

(2.1.10) ‖uη1(s) − uη2(s)‖X ≤
1

m
‖η1(s) − η2(s)‖X , ∀ s ∈ [0, T ].

Combinando (2.1.9) y (2.1.10) se tiene

‖Λη1(t) − Λη2(t)‖X ≤ c

∫ t

0

‖η1(s) − η2(s)‖Xds.

Reiterando esta desigualdad n veces, tenemos

‖Λnη1(t) − Λnη2(t)‖X ≤ cn

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sn−1

0

‖η1(s) − η2(s)‖Xds · dsn−1 · . . . · ds1.
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de donde se deduce

‖Λnη1 − Λnη2‖C([0,T ];X) ≤
cnT n

n!
‖η1 − η2‖C([0,T ],X).

Por tanto, para n suficientemente grande, cnT n

n!
< 1 y, en consecuencia, Λn es

una contracción en C([0, T ]; X). Por tanto, existe un único η∗ ∈ C([0, T ]; X)

tal que Λnη∗ = η∗, y η∗ es también el único punto fijo de Λ, tal y como se

deduce del Corolario 1.3.5.

Estamos ya en condiciones de demostrar el teorema. En efecto, sea η∗ ∈

C([0, T ]; X) el punto fijo de Λ y sea uη∗ la función definida por (2.1.6) para

η = η∗. Es claro que uη∗ es una solución del problema PA con regularidad

uη∗ ∈ C([0, T ]; X).

La unicidad es consecuencia de la del punto fijo del operador Λ, aunque también

puede demostrarse operando en (2.1.1). En efecto, sean u1, u2 ∈ C([0, T ]; X)

dos soluciones de PA. Tomando en (2.1.1) v = u1(t) y u = u2 primero y

v = u2(t) y u = u1 después, se tiene que

‖u1(t) − u2(t)‖X ≤ c

∫ t

0

‖u1(s) − u2(s)‖X ds ∀t ∈ [0, T ].

Aplicando el Lema de Gronwall (ver Lema 1.3.3) para el caso no trivial (t ∈

(0, T ]) concluimos que u1(t) = u2(t) para todo t ∈ [0, T ]. 2

2.2. Dependencia respecto al término integral

Dado θ > 0, consideramos una función Bθ : [0, T ] → L(X) verificando

(2.2.1) Bθ ∈ C([0, T ];L(X)),

y plantemos el siguiente problema:
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PROBLEMA (PA)θ: Hallar uθ : [0, T ] → X tal que

uθ(t) ∈ X0, (Auθ(t), v − uθ(t))X + (

∫ t

0

Bθ(t − s)uθ(s)ds, v − uθ(t))X(2.2.2)

≥ (f(t), v − uθ(t))X , ∀ v ∈ X0, t ∈ [0, T ].

Del Teorema 2.1.1 se deduce la existencia y unicidad de solución para el pro-

blema (PA)θ:

Teorema 2.2.1. En las hipótesis (2.1.2), (2.1.3), (2.1.5) y (2.2.1), existe una

única solución uθ ∈ C([0, T ]; X) del problema (PA)θ.

Tenemos el siguiente resultado de convergencia:

Teorema 2.2.2. Suponemos las hipótesis del Teorema 2.1.1 y del Teorema

2.2.1 y además

(2.2.3) ĺım
θ→0

‖Bθ − B‖C([0,T ];L(X)) = 0.

Entonces, cuando θ → 0, la solución del problema (PA)θ converge a la solución

del problema PA, esto es

(2.2.4) ĺım
θ→0

‖uθ − u‖C([0,T ];X) = 0.

Demostración. Sea t ∈ [0, T ]. Tomamos v = u(t) en (2.2.2) y v = uθ(t) en

(2.1.1). Posteriormente, sumamos las expresiones aśı obtenidas y nos queda

(Auθ(t) − Au(t), uθ(t) − u(t))X

≤
( ∫ t

0

(Bθ(t − s)uθ(s) − B(t − s)u(s))ds, u(t) − uθ(t)
)

X
.

Aplicando (2.1.3) y la desigualdad de Cauchy-Schwartz en la expresión ante-

rior, tenemos

(2.2.5) ‖uθ(t) − u(t)‖X ≤ c

∫ t

0

‖Bθ(t − s)uθ(s) − B(t − s)u(s)‖Xds.
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Por otra parte, se tiene

‖Bθ(t − s)uθ(s) − B(t − s)u(s)‖X

≤ ‖Bθ(t − s)(uθ(s) − u(s))‖X + ‖Bθ(t − s)u(s) − B(t − s)u(s)‖X

≤ c
(
‖Bθ(t − s)‖L(X)‖uθ(s) − u(s)‖X + ‖Bθ(t − s) − B(t − s)‖L(X)‖u(s)‖X

)

≤ c
(
‖Bθ‖C([0,T ];L(X))‖uθ(s) − u(s)‖X + ‖Bθ − B‖C([0,T ];L(X))‖u(s)‖X

)
,

Utilizando la desigualdad anterior en (2.2.5), se tiene

‖uθ(t) − u(t)‖X ≤ c
(
‖Bθ‖C([0,T ];L(X))

∫ t

0

‖uθ(s) − u(s)‖Xds(2.2.6)

+ ‖Bθ − B‖C([0,T ];L(X))

∫ t

0

‖u(s)‖Xds
)
.

Por otra parte, de la convergencia de Bθ hacia B deducimos que para θ sufi-

cientemente próximo a 0 existe una constante c arbitrariamente pequeña tal

que

(2.2.7) ‖Bθ‖C([0,T ];L(X)) ≤ c + ‖B‖C([0,T ];L(X)).

Utilizando (2.2.7) en (2.2.6) concluimos

‖uθ(t) − u(t)‖X ≤ c
( ∫ t

0

‖uθ(s) − u(s)‖Xds + ‖Bθ − B‖C([0,T ];L(X))

)
,

donde c depende de u y B. Finalmente, utilizando el lema de Gronwall, se

tiene

(2.2.8) ‖uθ(t) − u(t)‖X ≤ c‖Bθ − B‖C([0,T ];L(X)),

para todo t ∈ [0, T ] y (2.2.4) se concluye a partir de (2.2.8) y la condición

(2.2.3). 2

2.3. Aproximación semidiscreta

En esta sección asumimos que se verifican las condiciones del Teorema 2.1.1,

por lo que el problema PA tiene una única solución u ∈ C([0, T ]; X). Con-



2.3. Aproximación semidiscreta 47

sideramos una familia de subespacios Xh ⊂ X, (h → 0), de dimensión fini-

ta, que en las aplicaciones será un espacio de elementos finitos. Sea además

Xh
0 ⊆ X0 ∩ Xh un subconjunto cerrado, convexo y no vaćıo de Xh. Entonces,

un esquema semidiscreto para la aproximación de la solución del problema PA

puede formularse como sigue:

PROBLEMA P h
A: Hallar uh : [0, T ] → Xh tal que

uh(t) ∈ Xh
0 , (Auh(t) +

∫ t

0

B(t − s)uh(s)ds, vh − uh(t))X(2.3.1)

≥ (f(t), vh − uh(t))X ∀ vh ∈ Xh
0 , t ∈ [0, T ].

Utilizando los mismos argumentos del Teorema 2.1.1, concluimos que el pro-

blema P h
A tiene una única solución uh ∈ C([0, T ]; Xh):

Teorema 2.3.1. Si Xh
0 ⊂ Xh es un subconjunto convexo, cerrado y no vaćıo,

en las hipótesis (2.1.3)–(2.1.5) existe una única solución uh ∈ C([0, T ]; Xh)

del problema P h
A.

Nuestro interés consiste ahora en el estudio del error cometido en la aproxi-

mación, esto es, ‖u − uh‖C([0,T ],X).

Teorema 2.3.2. Suponemos las hipótesis del Teorema 2.3.1. Sean u ∈

C([0, T ]; X) y uh ∈ C([0, T ]; Xh) las soluciones de los problemas PA y P h
A,

respectivamente. Entonces, para todo t ∈ [0, T ], se verifica la desigualdad

(2.3.2) ‖u − uh‖C([0,T ];X) ≤ c máx
t∈[0,T ]

{
ı́nf

vh∈Xh
0

{‖vh − u(t)‖X + R(t; u, vh)
1
2}

}
,

donde c es una constante positiva que depende de A y B, y

R(t; u, vh) = (Au(t) +

∫ t

0

B(t − s)u(s)ds − f(t), vh − u(t))X .
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Demostración. Sea t ∈ [0, T ]. Tomamos v = uh(t) en (2.1.1) y sumamos el

resultado a (2.3.1). Tras algunas operaciones tenemos

(Au(t) − Auh(t), u(t) − uh(t))X ≤ (Auh(t) − Au(t), vh − u(t))X

+ (

∫ t

0

B(t − s)(u(s) − uh(s))ds, uh(t) − vh)X + (Au(t), vh − u(t))X

+ (

∫ t

0

B(t − s)u(s)ds, vh − u(t))X − (f(t), vh − u(t))X ,

para todo vh ∈ Xh
0 . Usando ahora (2.1.3), (2.1.4) y (2.1.5) en la desigualdad

precedente, tenemos

‖u(t) − uh(t)‖2
X ≤ c(A,B)

(
‖vh − u(t)‖X‖u(t) − uh(t)‖X(2.3.3)

+R(t; u, vh) + ‖vh − uh(t)‖X

∫ t

0

‖u(s) − uh(s)‖Xds
)
,

para todo vh ∈ Xh
0 , donde

(2.3.4) R(t; u, vh) = (Au(t) +

∫ t

0

B(t − s)u(s)ds − f(t), vh − u(t))X ,

que es positivo, como se deduce de (2.1.1). Además, utilizando que ab ≤ δa2 +
b2

4δ
para todo δ > 0, de (2.3.3) deducimos

‖u(t) − uh(t)‖X ≤ c(A,B) (‖vh − u(t)‖X(2.3.5)

+

∫ t

0

‖u(s) − uh(s)‖Xds + R(t; u, vh)
1
2 ), ∀vh ∈ Xh

0 .

Utilizando el Lema de Gronwall, concluimos a partir de (2.3.5) el resultado

deseado. 2

La desigualdad (2.3.2) es la base para el análisis del error en la aproximación

semidiscreta de todos los problemas de contacto que encuadraremos en el marco

del problema PA en los caṕıtulos 6–8.

Corolario 2.3.3. Sea Xh (h → 0) una familia de subespacios de X de di-

mensión finita y para cada h > 0 sea Xh
0 ⊆ Xh ∩ X0 un subconjunto convexo
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cerrado y no vaćıo de Xh. En las condiciones del Teorema 2.3.2 se verifica

‖u − uh‖C([0,T ];X) ≤ c máx
t∈[0,T ]

{
ı́nf

vh∈Xh
0

{‖vh − u(t)‖X + ‖vh − u(t)‖
1
2
X}

}
.

Si además se verifica (1.4.1), se tiene

(2.3.6) ĺım
h→0

{‖uh − u‖C([0,T ];X)} = 0.

Demostración. Basta tener en cuenta (2.3.2) y que

(2.3.7) R(t; u, vh) ≤ c(A,B, f, u) ‖vh − u(t)‖X .

Observamos entonces que para g(r) = r + r
1
2 estamos en las condiciones del

Corolario 1.4.4, de donde se obtiene (2.3.6). 2

2.4. Aproximación totalmente discreta

En esta sección suponemos, como en la anterior, que se verifican las condi-

ciones del Teorema 2.1.1, por lo que el problema PA tiene una única solución

u ∈ C([0, T ]; X). Además de las consideraciones respecto a Xh y Xh
0 de la

sección precedente, nos situamos en las condiciones generales referidas a la

discretización de la variable temporal de la Sección 1.5.

Por razones que serán puestas de manifiesto posteriormente, imponemos la

restricción

(2.4.1) k <
2m

‖B0‖L(X)

,

donde B0 denota el operador B(0) ∈ L(X) y m > 0 es la constante de (2.1.3).

Recordamos que, en el contexto de los problemas totalmente discretizados, los

ı́ndices n y j no denotan suma por defecto. Consideramos el siguiente esquema
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totalmente discretizado, donde uhk
n ∈ Xh

0 es la aproximación del elemento

u(tn) ∈ X0.

PROBLEMA P hk
A : Hallar {uhk

n }N
n=0 ⊂ Xh

0 , tal que, para todo vh ∈ Xh
0

(Auhk
0 , vh − uhk

0 )X ≥ (f0, v
h − uhk

0 )X ,(2.4.2)

(Auhk
n , vh − uhk

n )X + (
n∑

j=0

αn
j Bn,juhk

j , vh − uhk
n )X(2.4.3)

≥ (fn, v
h − uhk

n )X , n = 1, . . . , N.

Los pesos αn
j ≥ 0, 0 ≤ j ≤ n, de la fórmula de cuadratura son en la práctica

los de la fórmula de trapecios compuesta, dados por (1.5.3). Se puede usar

otra fórmula de cuadratura, pero en cualquier caso, se debe verificar que los

nodos sean t0, . . . , tn y se debe satisfacer la condición (1.5.4). Al aproximar con

la fórmula de cuadratura el término de memoria, se comete el error numérico

siguiente:

(2.4.4) In =
∥∥∥

∫ tn

0

B(tn − s)u(s)ds −
n∑

j=0

αn
j Bn,juj

∥∥∥
X

, n = 1, 2, . . . , N,

que es de la forma (1.5.5). Entonces, por el Teorema 1.5.1, se concluye que

utilizando la fórmula de trapecios compuesta,

(2.4.5) ĺım
k→0

In = 0, n = 1, 2, . . . , N.

Además, si u : [0, T ] → X y B : [0, T ] → L(X) son funciones de Lipschitz, se

tiene

(2.4.6) In ≤ ck(‖u‖C([0,T ];X) + ‖B‖C([0,T ];L(X)).

Por conveniencia en la notación, tomamos I0 = 0. Estudiamos a continuación

la existencia y unicidad de la solución del problema P hk
A .

Teorema 2.4.1. Bajo las hipótesis (1.5.4), (2.1.2)–(2.1.5) y (2.4.1) existe una

única solución {uhk
n }N

n=0 ⊂ Xh
0 del problema P hk

A .



2.4. Aproximación totalmente discreta 51

Demostración. Procedemos por inducción. Para n = 0 podemos aplicar el

Corolario 1.2.2 para concluir que existe un único uhk
0 ∈ Xh

0 satisfaciendo (2.4.2).

Suponemos la existencia y unicidad de uhk
j ∈ Xh

0 verificando (2.4.3) para todo

j, 1 ≤ j < n, y probamos lo propio para el paso n-ésimo. Si αn
n = 0 aplicamos

de nuevo el Corolario 1.2.2. En caso contrario, el procedimiento está basado en

argumentos de punto fijo. Dado ηh ∈ Xh arbitrario, planteamos el problema

auxiliar siguiente.

PROBLEMA (P hk
A )ηh : Hallar uhk

ηh ∈ Xh tal que

uhk
ηh ∈ Xh

0 , (Auhk
ηh , v

h − uhk
ηh)X ≥ (−

n−1∑

j=0

Bn,jαn
j uhk

j , vh − uhk
ηh)X(2.4.7)

+ (fn, v
h − uhk

ηh)X − (ηh, vh − uhk
ηh)X , ∀vh ∈ Xh

0 .

Estamos de nuevo en condiciones de aplicar el Corolario 1.2.2, por lo que existe

un único uhk
ηh ∈ Xh

0 verificando (2.4.7). Consideramos el operador Λhk : Xh →

Xh definido por

Λhkηh = αn
n PXh(B0u

hk
ηh).

Probamos fácilmente que Λhk es contractivo. En efecto, dados ηh
1 , ηh

2 ∈ Xh,

y teniendo en cuenta las propiedades del operador de proyección ortogonal,

tenemos

‖Λhkηh
1 − Λhkηh

2‖X ≤ αn
n‖B0‖L(X)‖u

hk
ηh
1
− uhk

ηh
2
‖X .

Tras algunas operaciones en (2.4.7) con vh = uhk
ηh
1

para ηh = ηh
2 y con vh = uhk

ηh
2

para ηh = ηh
1 , y utilizando (1.5.4), concluimos de la desigualdad previa que

‖Λhkηh
1 − Λhkηh

2‖X ≤
k‖B0‖L(X)

2m
‖ηh

1 − ηh
2‖X .

Entonces, por (2.4.1) obtenemos que Λhk es contractivo y, como consecuencia,

tiene un único punto fijo, que denotamos por η∗. Es inmediato que el elemento
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uhk
η∗ , que representa la solución al problema (P hk

A )ηh para ηh = η∗, es una

solución de (2.4.3), dado que

(η∗, wh)X = (αn
n PXh(B0u

hk
η∗ ), wh)X = (αn

nB0u
hk
η∗ , wh)X ∀ wh ∈ Xh.

La unicidad viene dada por la del punto fijo del operador Λhk. 2

Ahora estamos interesados en el estudio del error cometido, esto es, en la

acotación de ‖un − uhk
n ‖X para todo n, 0 ≤ n ≤ N .

Teorema 2.4.2. Suponemos las hipótesis del Teorema 2.4.1. Sean u ∈

C([0, T ]; X) y {uhk
n }N

n=0 ⊂ Xh
0 las soluciones de los problemas PA y P hk

A , res-

pectivamente. Entonces, si αn
j = O(k) para todo 0 ≤ j ≤ n, 0 ≤ n ≤ N , para

k suficientemente pequeño se verifica la desigualdad

(2.4.8) máx
0≤n≤N

‖un − uhk
n ‖X ≤ cN máx

0≤n≤N

{
In + ‖vh − un‖X + R(tn; u, vh)

1
2

}
,

para todo vh ∈ Xh
0 , donde cN = c(1 + cTNe2cTN ), TN =

∑N
j=0 máxj≤n≤N αn

j , c

es una constante positiva que depende de A y B y

R(tn; u, vh) = (Aun +

∫ tn

0

B(tn − s)u(s)ds − fn, v
h − un)X , 0 ≤ n ≤ N.

Demostración. Tomando v = uhk
0 en (2.1.1) con t = 0 y utilizando (2.4.2),

obtenemos

(Au0 − Auhk
0 , u0 − uhk

0 )X ≤ (Auhk
0 − Au0, v

h − u0)X

+(Au0 − f0, v
h − u0)X .

Utilizando ahora (2.1.3), tenemos

m‖u0 − uhk
0 ‖2

X ≤ L‖u0 − uhk
0 ‖X‖v

h − u0‖X + (Au0 − f0, v
h − u0)X ,

para todo vh ∈ Xh
0 . De la desigualdad anterior se concluye

(2.4.9) ‖u0 − uhk
0 ‖X ≤ c (‖vh − u0‖X + R(t0; u, vh)) ∀vh ∈ Xh

0 ,
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donde c depende de A y R(t0; u, vh) = (Au0−f0, v
h−u0)X es positivo, como se

deduce de (2.1.1). Tomamos ahora v = uhk
n en (2.1.1) para t = tn y 1 ≤ n ≤ N .

Utilizando (2.4.3), se tiene

(Aun − Auhk
n , un − uhk

n )X ≤ (Aun − Auhk
n , un − vh)X(2.4.10)

+ (

∫ tn

0

B(tn − s)u(s)ds −
n∑

j=0

αn
j Bn,juj, u

hk
n − vh)X

+ (
n∑

j=0

αn
j Bn,j(uhk

j − uj), v
h − uhk

n )X + R(tn; u, vh),

para todo vh ∈ Xh
0 , donde

R(tn; u, vh) = (Aun +

∫ tn

0

B(tn − s)u(s)ds − fn, vh − un)X ,

es positivo, según se desprende de (2.1.1). Utilizando la desigualdad ab ≤

δa2 + 1
4δ

b2 para δ > 0 y las propiedades de los operadores A y B, se obtiene,

tras algunos cálculos en (2.4.10) que

m‖un − uhk
n ‖2

X ≤ δ‖un − uhk
n ‖2

X

+ c
(
‖un − vh‖2

X + I2
n + (

n∑

j=0

αn
j ‖uj − uhk

j ‖X)2 + R(tn; u, vh)
)
.

En consecuencia, es inmediato que

‖un − uhk
n ‖X ≤ c

(
In + ‖vh − un‖X +

n∑

j=0

αn
j ‖uj − uhk

j ‖X(2.4.11)

+ R(tn; u, vh)
1
2

)
,

para todo vh ∈ Xh
0 . Definimos además

en = ‖un − uhk
n ‖X , 0 ≤ n ≤ N,

gn = In + ‖vh − un‖X + R(tn; u, vh)
1
2 , 0 ≤ n ≤ N,

αj = máx
j≤n≤N

αn
j , 1 ≤ j ≤ N, α0 = máx

1≤n≤N
αn

0 .
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De (2.4.9) y (2.4.11) concluimos

e0 ≤ cg0,

en ≤ c
(
gn +

n∑

j=0

αjej

)
, 1 ≤ n ≤ N.





Dado que αn = O(k) para todo n, 0 ≤ n ≤ N y podemos tomar k suficiente-

mente pequeño, utilizamos el Lema 1.6.3 para concluir que

(2.4.12) máx
0≤n≤N

en ≤ cN máx
0≤n≤N

gn,

donde cN = c (1 + cTNe2cTn) y TN =
∑N

n=0 αn. 2

Corolario 2.4.3. Suponemos las condiciones del Teorema 2.4.2. Se tiene que

máx
0≤n≤N

‖un − uhk
n ‖X ≤ cN máx

0≤n≤N

{
In + ‖vh − un‖X + ‖vh − un‖

1
2
X

}
,

para todo vh ∈ Xh
0 , donde cN = c(1 + cTNe2cTN ), TN =

∑N
j=0 máxj≤n≤N αn

j y c

es una constante positiva que depende de A,B, u y f .

Demostración. Basta tener en cuenta en la demostración del teorema que

(2.4.13) R(tn; u, vh) ≤ c(A,B, u, f)‖vh − un‖X .

2

Observación 2.4.4. Nótese que los coeficientes de la fórmula de cuadratura

de trapecios compuesta (ver (1.5.3)) están en las condiciones exigidas en el

teorema anterior, pues, utilizando la notación del teorema,

α0 =
k1

2
, αn =

1

2
(kn + kn+1) ∀ n, 1 ≤ n < N, αN =

kN

2
.

Además, la constante cN no depende en ese caso de N , pues en un intervalo

de integración [0, T ], se verifica que TN = T y entonces cN = c (1 + cTe2cT ).
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El siguiente resultado establece la convergencia de la solución del problema

totalmente discreto P hk
A a la del problema continuo PA.

Corolario 2.4.5. Suponemos las condiciones del Teorema 2.4.2 y que la dis-

cretización temporal se realiza con la fórmula de los trapecios compuesta. Se

tiene que

(2.4.14) máx
0≤n≤N

‖un − uhk
n ‖X ≤ c máx

0≤n≤N

{
In + ‖vh − un‖X + ‖vh − un‖

1
2
X

}
,

para todo vh ∈ Xh
0 . Si además se verifica la condición (1.4.1), entonces

(2.4.15) ĺım
h,k→0

{ máx
0≤n≤N

‖un − uhk
n ‖X} = 0.

Demostración. La desigualdad (2.4.14) es consecuencia de aplicar la cota

(2.4.13) en la desigualdad (2.4.8) y la Observación 2.4.4. Observamos que

tomando g(r) = r + r
1
2 estamos en las condiciones del Corolario 1.6.2, de

donde se obtiene (2.4.15). 2





Caṕıtulo 3

Inecuaciones variacionales

integro-diferenciales de Volterra

Introducimos la clase de inecuaciones variacionales evolutivas integro-diferen-

ciales de Volterra, caracterizadas por la presencia de un término integral de

Volterra y de la derivada de la función incógnita. Se estudia la existencia y

unicidad de solución y sus propiedades, como por ejemplo la dependencia de

la solución respecto del término integral. También se estudia la aproximación

numérica mediante un esquema semidiscreto y otro totalmente discretizado.

En ambos casos se prueba la existencia y unicidad de solución, se establece

la convergencia de la solución discreta y se obtienen estimaciones del error de

discretización.

3.1. El problema abstracto

Sea (X, (·, ·)X) un espacio de Hilbert real. Denotamos la norma asociada por

‖ · ‖X . Sea u0 ∈ X. Consideramos los operadores A : X → X y B : [0, T ] →

57
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L(X) y las funciones f : [0, T ] → X y j : X → (−∞, +∞] tal que j 6≡ +∞ y

planteamos el siguiente problema variacional con valor inicial, que denomina-

remos indistintamente problema abstracto o problema PA.

PROBLEMA PA: Hallar u : [0, T ] → X tal que

(Au(t), v − u̇(t))X + (

∫ t

0

B(t − s)u(s)ds, v − u̇(t))X(3.1.1)

+j(v) − j(u̇(t)) ≥ (f(t), v − u̇(t))X ∀ v ∈ X, c.p.d. en (0, T ),

u(0) = u0.(3.1.2)

Utilizando la definición de subdiferencial de j, denotada por ∂j, observamos

que la desigualdad (3.1.1) equivale a la inclusión subdiferencial siguiente

Au(t) +

∫ t

0

B(t − s)u(s)ds + ∂j(u̇(t)) ∋ f(t) c.p.d. en (0, T ).

Dado que este tipo de inclusiones involucran un término integral de tipo Vol-

terra y la derivada de la función incógnita u aparece como argumento del

operador mult́ıvoco ∂j, nos referimos a los problemas que se ajustan al marco

del problema PA como desigualdades integro-diferenciales de tipo Volterra.

Para el estudio de la existencia y unicidad de solución de PA suponemos en

toda la sección que se verifican las siguientes hipótesis.

A es un operador simétrico (y por tanto lineal y continuo) y definido

positivo en X, esto es

(3.1.3)





(a) (Au, v)X = (u,Av)X ∀u, v ∈ X,

(b) existe m > 0 tal que (Av, v)X ≥ m‖v‖2
X ∀v ∈ X,

(3.1.4) B ∈ W 1,2(0, T ;L(X)),

(3.1.5) j : X → (−∞, +∞] es propia, convexa y s.c.i.,
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(3.1.6) f ∈ W 1,2(0, T ; X),

(3.1.7) u0 ∈ X,

(3.1.8) sup
v∈D(j)

{(f(0), v)X − (Au0, v)X − j(v)} < +∞,

siendo D(j) el dominio efectivo de j. El principal resultado de esta sección es

el Teorema 3.1.3 que establece, bajo las hipótesis (3.1.3)–(3.1.8), la existencia

y unicidad de solución para el problema PA. Desarrollamos a continuación

algunos resultados previos. Consideramos el conjunto

(3.1.9) W = { η ∈ W 1,2(0, T ; X) | η(0) = 0 },

y sustituyendo en (3.1.1) el término integral por un elemento arbitrario η ∈ W

podemos plantear el siguiente problema auxiliar.

PROBLEMA P η
A: Hallar uη : [0, T ] → X tal que

(Auη(t), v − u̇η(t))X + (η(t), v − u̇η(t))X + j(v) − j(u̇η(t))(3.1.10)

≥ (f(t), v − u̇η(t))X ∀ v ∈ X, c.p.d. en (0, T ),

(3.1.11) uη(0) = u0.

Teorema 3.1.1. Para todo η ∈ W existe un único uη ∈ W 1,2(0, T ; X) solución

del problema P η
A.

Demostración. La condición (3.1.3) implica que el operador A es lineal, con-

tinuo y definido positivo. En consecuencia, denotando

(3.1.12) (u, v)A = (Au, v)X ∀u, v ∈ X,

se sigue que (·, ·)A es un producto interior en X y la norma asociada, que

denotamos por ‖·‖A, es topológicamente equivalente a ‖·‖X en X. Concluimos
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por tanto que (X, (·, ·)A) es un espacio de Hilbert real. Sea fη : [0, T ] → X la

función definida por

(3.1.13) (fη(t), v)A = (f(t), v)X − (η(t), v)X ∀v ∈ X, t ∈ [0, T ].

Por la regularidad de η ∈ W y (3.1.6), se verifica

(3.1.14) fη ∈ W 1,2(0, T ; X).

Además, por (3.1.9) y (3.1.12), se tiene

(fη(0), v)A − (u0, v)A − j(v) = (f(0), v)X − (Au0, v)X − j(v) ∀v ∈ X

y como consecuencia de (3.1.8) concluimos

(3.1.15) sup
v∈D(j)

{(fη(0), v)A − (u0, v)A − j(v)} < +∞.

Entonces, por (3.1.5), (3.1.7), (3.1.14) y (3.1.15) estamos en condiciones de

aplicar el Teorema 1.2.7 sobre el espacio de Hilbert (X, (·, ·)A) para concluir

que existe un único uη ∈ W 1,2(0, T ; X) tal que uη(0) = u0 y

(uη(t), v − u̇η(t))A + j(v) − j(u̇η(t))

≥ (fη(t), v − u̇η(t))A ∀ v ∈ X, c.p.d. en (0, T ).

Por tanto, tomando en consideración (3.1.12) y (3.1.13) obtenemos que uη es

la única solución del problema P η
A. 2

Definimos ahora el operador Λ : W → W tal que

(3.1.16) Λη(t) =

∫ t

0

B(t − s)uη(s) ds, ∀ η ∈ W, t ∈ [0, T ],

donde uη es la solución del problema P η
A.

A partir de (3.1.4) se prueba sin dificultad que dado que η ∈ W entonces

Λη ∈ W, por lo que el operador Λ está bien definido. Además, para cada

η ∈ W, se tiene

(3.1.17)
( d

dt
Λη

)
(t) = B(0)uη(t) +

∫ t

0

Ḃ(t − s)uη(s) ds c.p.d. en (0, T ).
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Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.1.2. El operador Λ tiene un único punto fijo η∗ ∈ W, esto es

Λη∗ = η∗.

Demostración. Dados η1, η2 ∈ W arbitrarios, sean uη1 , uη2 ∈ W 1,2(0, T ; X)

las soluciones correspondientes del problema P η
A dadas por el Teorema 3.1.1.

Usando (3.1.16) y (3.1.4) se sigue que

(3.1.18) ‖Λη1(t) − Λη2(t)‖
2
X ≤ c

∫ t

0

‖uη1(s) − uη2(s)‖
2
X ds ∀t ∈ [0, T ],

donde c depende de B. Por otra parte, de (3.1.17) deducimos que

∥∥∥
( d

dt
Λη1

)
(t) −

( d

dt
Λη2

)
(t)

∥∥∥
X
≤ ‖B(0)‖L(X)‖uη1(t) − uη2(t)‖X

+

∫ t

0

‖Ḃ(t − s)‖L(X)‖uη1(s) − uη2(s)‖X ds

≤ c
(
‖uη1(t) − uη2(t)‖X +

( ∫ t

0

‖uη1(s) − uη2(s)‖
2
X ds

) 1
2
)

c.p.d. en (0, T ),

lo que implica que

∥∥∥
( d

dt
Λη1

)
(t) −

( d

dt
Λη2

)
(t)

∥∥∥
2

X
≤ c

(
‖uη1(t) − uη2(t)‖

2
X(3.1.19)

+

∫ t

0

‖uη1(s) − uη2(s)‖
2
X ds

)
c.p.d. en (0, T ).

Por otra parte, de (3.1.10) se tiene que

(Auη1 , v − u̇η1)X + (η1, v − u̇η1)X + j(v) − j(u̇η1) ≥ (f, v − u̇η1)X ,

(Auη2 , v − u̇η2)X + (η2, v − u̇η2)X + j(v) − j(u̇η2) ≥ (f, v − u̇η2)X ,

para todo v ∈ X, c.p.d. en (0, T ). Tomamos v = u̇η2 en la primera desigualdad,

v = u̇η1 en la segunda, sumamos las dos expresiones resultantes y hacemos uso

de (3.1.3) para concluir

1

2

d

dt
(A(uη1 − uη2), uη1 − uη2)X ≤ −(η1 − η2, u̇η1 − u̇η2)X c.p.d. en (0, T ).
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Sea t ∈ [0, T ]. Integrando la desigualdad precedente entre 0 y t y utilizando

(3.1.11) se tiene

1

2
(A(uη1(t) − uη2(t)), uη1(t) − uη2(t))X ≤ −(η1(t) − η2(t), uη1(t) − uη2(t))X

+

∫ t

0

(η̇1(s) − η̇2(s), uη1(s) − uη2(s))X ds.

Se sigue de (3.1.3) que

c ‖uη1(t) − uη2(t)‖
2
X ≤ ‖η1(t) − η2(t)‖X‖uη1(t) − uη2(t)‖X

+

∫ t

0

‖η̇1(s) − η̇2(s)‖X‖uη1(s) − uη2(s)‖Xds

y, utilizando la desigualdad ab ≤ δa2+ 1
4δ

b2 para δ > 0 suficientemente pequeño,

se tiene

‖uη1(t) − uη2(t)‖
2
X ≤ c

(
‖η1(t) − η2(t)‖

2
X(3.1.20)

+

∫ t

0

‖η̇1(s) − η̇2(s)‖
2
Xds +

∫ t

0

‖uη1(s) − uη2(s)‖
2
Xds

)
.

Ahora, dado que

η1(t) − η2(t) =

∫ t

0

(η̇1(s) − η̇2(s)) ds,

deducimos

‖η1(t) − η2(t)‖
2
X ≤ c

∫ t

0

‖η̇1(s) − η̇2(s)‖
2
X ds.

Sustituyendo esta desigualdad en (3.1.20) obtenemos

‖uη1(t) − uη2(t)‖
2
X ≤ c

(∫ t

0

‖η̇1(s) − η̇2(s)‖
2
X ds +

∫ t

0

‖uη1(s) − uη2(s)‖
2
X ds

)
.

Aplicando ahora el Lema de Gronwall, se tiene

(3.1.21) ‖uη1(t) − uη2(t)‖
2
X ≤ c

∫ t

0

‖η̇1(s) − η̇2(s)‖
2
X ds,

que implica que

(3.1.22)

∫ t

0

‖uη1(s) − uη2(s)‖
2
X ds ≤ c

∫ t

0

‖η̇1(s) − η̇2(s)‖
2
X ds,
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donde c depende ahora también de T . A continuación, combinamos (3.1.18),

(3.1.19), (3.1.21) y (3.1.22) y obtenemos

‖Λη1(t) − Λη2(t)‖
2
X +

∥∥∥
( d

dt
Λη1

)
(t) −

( d

dt
Λη2

)
(t)

∥∥∥
2

X

≤ c

∫ t

0

‖η̇1(s) − η̇2(s)‖
2
X ds.

Reiterando la última desigualdad p veces, p ≥ 2, deducimos

‖Λpη1(t) − Λpη2(t)‖
2
X +

∥∥∥
( d

dt
Λpη1

)
(t) −

( d

dt
Λpη2

)
(t)

∥∥∥
2

X

≤ cp

∫ t

0

∫ s1

0

· · ·

∫ sp−1

0

‖η̇1(sp) − η̇2(sp)‖
2
X dsp · · · ds1,

donde Λp denota la p-ésima potencia del operador Λ. Por tanto, se tiene

‖Λpη1 − Λpη2‖
2
W 1,2(0,T ;X) ≤

cp T p

p!
‖η1 − η2‖

2
W 1,2(0,T ;X).

Dado que ĺım
p→∞

cp T p

p!
= 0, la desigualdad precedente implica que para p sufi-

cientemente grande, la potencia Λp de Λ es una contracción en W . Por tanto,

aplicando el Corolario 1.3.5, se sigue que existe un único η∗ ∈ W tal que

Λ η∗ = η∗. 2

Ya estamos en condiciones de demostrar la existencia y unicidad de solución

para el problema PA.

Teorema 3.1.3. En las hipótesis (3.1.3)–(3.1.8), existe una única solución

u ∈ W 1,2(0, T ; X) del problema PA.

Demostración. Sea η∗ ∈ W el punto fijo del operador Λ dado por el Teo-

rema 3.1.2 y sea uη∗ ∈ W la solución única del problema P η
A para η = η∗

dada por el Teorema 3.1.1. Dado que Λη∗ = η∗, se sigue de (3.1.10), (3.1.11)

y (3.1.16) que uη∗ es una solución del problema PA, con la regularidad uη∗ ∈

W 1,2(0, T ; X).
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La unicidad se obtiene a partir de la del punto fijo de Λ. En efecto, sea u una

solución del problema PA de regularidad u ∈ W 1,2(0, T ; X) y consideremos el

elemento η ∈ W definido por

(3.1.23) η(t) =

∫ t

0

B(t − s)u(s) ds ∀t ∈ [0, T ].

Por tanto se sigue que u es también solución del problema P η
A, que es única,

según se deduce del Teorema 3.1.1. Por tanto, se concluye que

(3.1.24) u = uη .

Además, por (3.1.16), (3.1.23) y (3.1.24) se tiene que Λη = η, y por la unicidad

del punto fijo de Λ se sigue que

(3.1.25) η = η∗.

La unicidad de la solución de PA es, por tanto, consecuencia de (3.1.24) y

(3.1.25). 2

3.2. Dependencia de la solución respecto al

término integral

En esta sección estudiamos la dependencia de la solución del problema PA

respecto a perturbaciones en el operador B. Para ello, suponemos que se veri-

fican las hipótesis (3.1.3)–(3.1.8) y, para cada θ > 0, sea Bθ una perturbación

del operador B que satisface

(3.2.1) Bθ ∈ W 1,2(0, T ;L(X)).

Consideramos el problema siguiente:
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PROBLEMA (PA)θ. Hallar uθ : [0, T ] → X tal que

(Auθ(t), v − u̇θ(t))X + (

∫ t

0

Bθ(t − s)uθ(s)ds, v − u̇θ(t))X(3.2.2)

+j(v) − j(u̇θ(t)) ≥ (f(t), v − u̇θ(t))X ∀ v ∈ X, c.p.d. en (0, T ),

uθ(0) = u0.(3.2.3)

Podemos aplicar el Teorema 3.1.3 con los cambios oportunos para demostrar

que para cada θ > 0, el problema (PA)θ tiene una única solución de regularidad

uθ ∈ W 1,2(0, T ; X). Consideremos ahora la condición

(3.2.4) ĺım
θ→0

‖Bθ − B‖W 1,2(0,T ;L(X)) = 0.

Tenemos el siguiente resultado de convergencia.

Teorema 3.2.1. En las hipótesis (3.1.3)–(3.1.8), (3.2.1) y (3.2.4), la solución

uθ ∈ W 1,2(0, T ; X) del problema (PA)θ converge a la solución u ∈ W 1,2(0, T ; X)

del problema PA, en el espacio C([0, T ]; X), i.e.:

(3.2.5) ĺım
θ→0

‖uθ − u‖C([0,T ];X) = 0.

Demostración. Sea θ > 0. En lo que sigue c representa una constante positiva

que puede depender de A,B, u y T pero que en todo caso es independiente de

θ. Denotamos

(3.2.6) ηθ(t) =

∫ t

0

Bθ(t − s)uθ(s) ds ∀t ∈ [0, T ],

(3.2.7) η(t) =

∫ t

0

B(t − s)u(s) ds ∀t ∈ [0, T ].

Entonces, a partir de (3.2.2) y (3.1.1) se tiene

(Auθ(t), v − u̇θ(t))X + (ηθ(t), v − u̇θ(t))X + j(v)− j(u̇θ(t)) ≥ (f(t), v − u̇θ(t))X ,
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(Au(t), v − u̇(t))X + (η(t), v − u̇(t))X + j(v) − j(u̇(t)) ≥ (f(t), v − u̇(t))X

para todo v ∈ X y casi todo t ∈ (0, T ) y, usando argumentos similares a los

de la demostración de la desigualdad (3.1.21), se tiene

(3.2.8) ‖uθ(t) − u(t)‖2
X ≤ c

∫ t

0

‖η̇θ(s) − η̇(s)‖2
Xds ∀t ∈ [0, T ].

Se sigue ahora de (3.2.6) y (3.2.7) que

η̇θ(t) = Bθ(0)uθ(t) +

∫ t

0

Ḃθ(t − s)uθ(s) ds,

η̇(t) = B(0)u(t) +

∫ t

0

Ḃ(t − s)u(s) ds

c.p.d. en (0, T ), lo que implica

‖η̇θ(t) − η̇(t)‖X ≤ ‖Bθ(0)‖L(X)‖uθ(t) − u(t)‖X(3.2.9)

+ ‖Bθ(0) − B(0)‖L(X)‖u(t)‖X

+

∫ t

0

‖Ḃθ(t − s)‖L(X)‖uθ(s) − u(s)‖X ds

+

∫ t

0

‖Ḃθ(t − s) − Ḃ(t − s)‖L(X)‖u(s)‖X ds

c.p.d. en (0, T ). Si θ → 0, se deduce de (3.2.4) que existe un c > 0 tal que

‖Bθ‖C([0,T ];L(X)) ≤ c, ‖Ḃθ‖L2(0,T ;L(X)) ≤ c,

donde c es en ambos casos una constante positiva que depende de B. Utilizando

estas desigualdades en (3.2.9) y tras algunos cálculos, obtenemos

‖η̇θ(t) − η̇(t)‖2
X ≤ c

(
‖Bθ − B‖2

W 1,2(0,T ;L(X))

+‖uθ(t) − u(t)‖2
X +

∫ t

0

‖uθ(s) − u(s)‖2
X ds

)

c.p.d. en (0, T ), de donde se deduce que

∫ t

0

‖η̇θ(s) − η̇(s)‖2
X ds ≤ c

(
‖Bθ − B‖2

W 1,2(0,T ;L(X))(3.2.10)

+

∫ t

0

‖uθ(s) − u(s)‖2
X ds

)
∀t ∈ [0, T ].
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Combinamos ahora (3.2.8) y (3.2.10) para obtener

‖uθ(t) − u(t)‖2
X ≤ c

(
‖Bθ − B‖2

W 1,2(0,T ;L(X))

+

∫ t

0

‖uθ(s) − u(s)‖2
X ds

)
∀t ∈ [0, T ],

y, usando el Lema de Gronwall, concluimos

(3.2.11) ‖uθ(t) − u(t)‖X ≤ c ‖Bθ − B‖W 1,2(0,T ;L(X)) ∀t ∈ [0, T ].

Por tanto, la igualdad (3.2.5) es consecuencia directa de (3.2.4) y (3.2.11). 2

3.3. Aproximación semidiscreta

Sea {Xh}h>0 ⊂ X una familia de subespacios de dimensión finita. Considera-

mos el problema abstracto siguiente:

PROBLEMA P h
A: Hallar uh : [0, T ] → Xh tal que para todo vh ∈ Xh

(Auh(t), vh − u̇h(t))X + (

∫ t

0

B(t − s)uh(s)ds, vh − u̇h(t))X(3.3.1)

+ j(vh) − j(u̇h(t)) ≥ (f(t), vh − u̇h(t))X c.p.d. en (0, T ),

uh(0) = PA
Xh(u0) = uh

0 .(3.3.2)

Teorema 3.3.1. En las hipótesis (3.1.3)–(3.1.8), existe una única solución

uh ∈ W 1,2(0, T ; Xh) del problema P h
A.

Demostración. Podemos considerar los operadores Ah : Xh → Xh y Bh :

[0, T ] → L(Xh) dados por

Ahvh = PXh(Avh), Bh(t)vh = PXh(B(t)vh) ∀ vh ∈ Xh, t ∈ [0, T ],

y la función fh : [0, T ] → Xh, donde fh(t) = PXh(f(t)). Los operadores Ah, Bh

y la función fh heredan las propiedades de A,B y f , respectivamente. Por otra
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parte, la definición del operador de proyección asegura que la expresión (3.3.1)

es equivalente a

(Ahuh(t), vh − u̇h(t))X + (

∫ t

0

Bh(t − s)uh(s)ds, vh − u̇h(t))X(3.3.3)

+ j(vh) − j(u̇h(t)) ≥ (fh(t), vh − u̇h(t))X c.p.d. en (0, T ).

Además, siendo PA
Xh : X → Xh el operador de proyección de X sobre Xh

respecto de la norma inducida por el operador A, que hemos supuesto simétrico

y eĺıptico en (3.1.3), la condición (3.3.2) puede expresarse equivalentemente de

forma que

(Ahuh
0 , v

h)X = (Auh
0 , v

h)X = (Au0, v
h)X ∀ vh ∈ Xh,

y en consecuencia sustituyendo en la hipótesis (3.1.8) se tiene que

sup
vh∈D(j)∩Xh

{(fh(0), vh)X − (Ahuh
0 , v

h)X − j(vh)} < +∞.

En consecuencia estamos en las condiciones del Teorema 3.1.3 sustituyendo X

por Xh y podemos concluir que existe un único uh ∈ W 1,2(0, T ; Xh) solución

de P h
A. 2

Nos interesa ahora estudiar el error cometido en la aproximación semidiscreta,

esto es, ‖u−uh‖C([0,T ];X). Para mayor comodidad, en lo que sigue utilizaremos

la notación e : t ∈ [0, T ] 7→ e(t) = uh(t) − u(t). Tomamos v = u̇h(t) en (3.1.1)

y sumamos con (3.3.1) para obtener

(Au(t), ė(t))X + (Auh(t), vh(t) − u̇h(t))X(3.3.4)

+ (

∫ t

0

B(t − s)u(s)ds, ė(t))X + (

∫ t

0

B(t − s)uh(s)ds, vh(t) − u̇h(t))X

+ j(vh(t)) − j(u̇(t)) ≥ (f(t), vh(t) − u̇(t))X ,

donde aqúı y en lo que sigue las expresiones que involucran derivadas tempo-

rales se entienden válidas para casi todo t ∈ (0, T ) y vh denota un elemento
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arbitrario de L2(0, T ; Xh). Por otra parte,

1

2

d

dt
‖e(t)‖2

A = (Ae(t), ė(t))X

= (Auh(t), u̇h(t) − vh(t))X + (Au(t), vh(t) − u̇h(t))X

+ (Ae(t), vh(t) − u̇(t))X .

Despejando el segundo término de la desigualdad (3.3.4) y sustituyéndolo en

la igualdad anterior, se obtiene

1

2

d

dt
‖e(t)‖2

A ≤ (Ae(t), vh(t) − u̇(t))X(3.3.5)

+ (Au(t), vh(t) − u̇(t))X + (

∫ t

0

B(t − s)u(s)ds, ė(t))X

+ (

∫ t

0

B(t − s)uh(s)ds, vh(t) − u̇h(t))X

+ j(vh(t)) − j(u̇(t)) − (f(t), vh(t) − u̇(t))X

= (Ae(t), vh(t) − u̇(t))X + (

∫ t

0

B(t − s)e(s)ds, vh(t) − u̇h(t))X

+ R(t; u̇, vh),

donde

R(t; u̇, vh) = (Au(t), vh(t) − u̇(t))X + (

∫ t

0

B(t − s)u(s)ds, vh(t) − u̇(t))X

+ j(vh(t)) − j(u̇(t)) + (f(t), vh(t) − u̇(t))X .

Sumando y restando u̇(t) en el penúltimo término de (3.3.5) tenemos dos térmi-
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nos integrales que acotamos a continuación.

(

∫ t

0

B(t − s)e(s)ds,−ė(t))X

= −
d

dt
(

∫ t

0

B(t − s)e(s)ds, e(t))X + (B(0)e(t) +

∫ t

0

Ḃ(t − s)e(s)ds, e(t))X

≤ −
d

dt
(

∫ t

0

B(t − s)e(s)ds, e(t))X + (
1

2
+ ‖B0‖L(X))‖e(t)‖

2
X

+
1

2
‖Ḃ‖2

L2(0,T ;L(X))

∫ t

0

‖e(s)‖2
Xds.

(

∫ t

0

B(t − s)e(s)ds, vh(t) − u̇(t))X

≤
1

2
‖B‖2

L2(0,T ;L(X))

∫ t

0

‖e(s)‖2
Xds +

1

2
‖vh(t) − u̇(t)‖2

X .

Por tanto, de (3.3.5) se tiene

1

2

d

dt
‖e(t)‖2

A ≤ c
(
‖e(t)‖2

X + ‖vh(t) − u̇(t)‖2
X

−
d

dt
(

∫ t

0

B(t − s)e(s)ds, e(t))X +

∫ t

0

‖e(s)‖2
Xds + R(t; u̇, vh)

)
,

donde c depende de A y B. Integrando entre 0 y t, tenemos

‖e(t)‖2
A ≤ c

(
‖e(0)‖2

A +

∫ t

0

‖e(s)‖2
Xds

+

∫ t

0

‖vh(s) − u̇(s)‖2
Xds − (

∫ t

0

B(t − s)e(s)ds, e(t))X +

∫ t

0

R(s; u̇, vh)ds
)
.

Aplicando la equivalencia entre ‖ · ‖A y ‖ · ‖X y que ab ≤ δa2 + 1
4δ

b2 para

cualquier δ > 0, tenemos

‖e(t)‖2
X ≤ c

(
‖e(0)‖2

X + c(δ)

∫ t

0

‖e(s)‖2
Xds

+

∫ t

0

‖vh(s) − u̇(s)‖2
Xds + δ‖e(t)‖2

X +

∫ t

0

R(s; u̇, vh)ds
)
.

Tomando δ suficientemente pequeño nos proporciona una expresión a la que

podemos aplicar el Lema de Gronwall y obtener

‖e(t)‖2
X ≤ c

(
‖e(0)‖2

X +

∫ t

0

‖vh(s) − u̇(s)‖2
X +

∫ t

0

R(s; u̇, vh)ds
)
.
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Nótese finalmente que si el funcional j es de Lipschitz, de la definición de

R(t; u̇, vh) se deduce que

R(t; u̇, vh) ≤ c‖vh(t) − u̇(t)‖X ,

donde c es una constante positiva que depende de A,B, f y u. El análisis

realizado lo expresamos en el siguiente resultado.

Teorema 3.3.2. En las condiciones del Teorema 3.1.3 se obtiene la siguiente

cota para el error en la aproximación de la solución del problema PA por la

solución del problema P h
A:

‖uh − u‖C([0,T ];X) ≤ c
(
‖(PA

Xh − I)u0‖X

+ ı́nf
vh∈L2(0,T ;Xh)

{‖vh − u̇‖L2(0,T ;X) + ‖R(·; u̇, vh)‖
1
2

L1(0,T ;X)}
)
,

donde c es una constante positiva que depende de A,B y T . Además, si j :

X → (−∞, +∞] es de Lipschitz, tenemos

‖uh − u‖C([0,T ];X) ≤ c
(
‖(PA

Xh − I)u0‖X

+ ı́nf
vh∈L2(0,T ;Xh)

{‖vh − u̇‖L2(0,T ;X) + ‖vh − u̇‖
1
2

L1(0,T ;X)}
)

donde ahora c es una constante positiva que depende de A,B, f, T y u.

3.4. Aproximación totalmente discreta

En primer lugar introducimos la notación siguiente. Dado un natural N y una

sucesión x = {xn}
N
n=0 ⊂ X definimos ∆nxn = xn−xn−1 y δnxn = 1

kn
∆nxn para

n, 1 ≤ n ≤ N (diferencias finitas regresivas y divididas, respectivamente).

Por simplicidad definimos ∆0x0 = x0. Consideramos el problema abstracto

siguiente, con las notaciones habituales utilizadas en el caṕıtulo anterior.



72 Caṕıtulo 3: Inecuaciones variacionales integro-diferenciales de Volterra

PROBLEMA P hk
A : Hallar uhk = {uhk

n }N
n=0 ⊂ Xh tal que, para todo vh ∈ Xh,

uhk
0 = uh

0 = PA
Xh(u0),(3.4.1)

(Auhk
n , vh − δnuhk

n )X + (
n∑

j=0

αn
j Bn,juhk

j , vh − δnu
hk
n )X(3.4.2)

+ j(vh) − j(δnu
hk
n ) ≥ (fn, v

h − δnuhk
n )X , n ≥ 1,

donde u0 ∈ X es dado.

El siguiente resultado estudia la existencia y unicidad de solución para P hk
A .

Teorema 3.4.1. Sean A : X → X un operador simétrico y eĺıptico, B ∈

C([0, T ];L(X)), f ∈ C([0, T ]; X) y j : X → ĪR un funcional propio, convexo,

s.c.i. y positivamente homogéneo, esto es

(3.4.3) j(λv) = λj(v) ∀λ ≥ 0, v ∈ X.

Supongamos además que

(3.4.4) k <
2m

‖B0‖L(X)

, αn
n ≤

k

2
,

siendo m > 0 la constante de elipticidad de A. Entonces existe una única

solución uhk = {uhk
n }N

n=0 ⊂ Xh del problema P hk
A .

Demostración.

Dado que j es positivamente homogéneo (por ejemplo, j puede ser una seminor-

ma en X), multiplicamos (3.4.2) por kn y tras algunas operaciones se obtiene

(A∆nu
hk
n , vh − ∆nu

hk
n )X + (αn

nB0u
hk
n , vh − ∆nu

hk
n )X(3.4.5)

+ j(vh) − j(∆nu
hk
n ) ≥ (f̃n, v

h − ∆nuhk
n )X ,
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donde

f̃n = fn − Auhk
n−1 −

n−1∑

j=0

αn
j Bn,juhk

j ∈ X.

El problema de hallar ∆nu
hk
n ∈ Xh verificando la desigualdad (3.4.5) es una

variante del problema (2.4.3) cuya novedad radica en la presencia del funcional

j. Para la existencia y unicidad de solución de (3.4.5), simplemente adaptamos

la demostración del Teorema 2.4.1 a este caso. En efecto, suponemos conocidos

uhk
j , 0 ≤ j < n. Dado ηh ∈ Xh arbitrario, planteamos el problema auxiliar de

hallar ϕhk
n,ηh ∈ Xh tal que

(Aϕhk
n,ηh , v

h − ϕhk
n,ηh)X + j(vh) − j(ϕhk

n,ηh)(3.4.6)

≥ (f̃n − ηh, vh − ϕhk
n,ηh)X ∀vh ∈ Xh.

La desigualdad variacional anterior tiene solución única aplicando el Coro-

lario 1.2.4. Definimos el operador Λhk : Xh → Xh tal que

(3.4.7) Λhkηh = αn
n PXh(B0(ϕ

hk
n,ηh + uhk

n−1)),

por lo que, dados ηh
1 , ηh

2 ∈ Xh distintos, se tiene

‖Λhkηh
1 − Λhkηh

2‖X ≤ αn
n‖B0‖L(X)‖ϕ

hk
n,ηh

1
− ϕhk

n,ηh
2
‖X .

Operando sobre (3.4.6) sucesivamente con vh = ϕhk
n,ηh

2
para ηh = ηh

1 y vh = ϕhk
n,ηh

1

para ηh = ηh
2 , se tiene

‖ϕhk
n,ηh

1
− ϕhk

n,ηh
2
‖X ≤

1

m
‖ηh

1 − ηh
2‖X .

Entonces, teniendo en cuenta (3.4.4), se concluye que el operador Λhk es con-

tractivo y en consecuencia tiene un único punto fijo que denotamos por η∗.

Definimos uhk
n = ϕhk

n,η∗ +uhk
n−1, por lo que tenemos ϕhk

n,η∗ = ∆nu
hk
n . Sustituyendo

en (3.4.6) y teniendo en cuenta que

(η∗, wh)X = (Λhkη∗, wh)X = (αn
nB0(ϕ

hk
n,η∗ + uhk

n−1), w
h)X ∀ wh ∈ Xh,
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obtenemos que ∆nu
hk
n es solución de (3.4.5). Por tanto, uhk

n = ∆nu
hk
n +uhk

n−1 es

una solución de (3.4.2). Dado que n es arbitrario, tenemos existencia y unicidad

para el problema P hk
A . 2

El siguiente resultado estudia el comportamiento del error cometido al aproxi-

mar la solución de PA con la solución de P hk
A . Denotamos en = un − uhk

n , 0 ≤

n ≤ N .

Teorema 3.4.2. Nos situamos en las hipótesis de los teoremas 3.1.3 y 3.4.1.

Suponemos también que la solución del problema PA tiene regularidad adicional

u ∈ W 2,∞(0, T ; X) y que B ∈ W 1,∞(0, T ;L(X)). Además, suponemos que B y

Ḃ son funciones de Lipschitz en [0, T ] y que la fórmula de integración numérica

utilizada en el problema P hk
A es la de trapecios compuesta. Entonces, para k

suficientemente pequeño, se verifica que

máx
1≤n≤N

‖en‖
2
X ≤ dN

(
‖e0‖

2
X + k2 + Nk3 + Nk4 + Nk5(3.4.8)

+ Nk máx
1≤n≤N

{
ı́nf

vh∈Xh
{‖u̇n − vh‖2

X + R(tn; u̇, vh)}
})

,

donde dN = c(1 + c(N + 1)(N2k3 + k)e2c(N+1)(N2k3+k)), c es una constante

positiva que depende de A,B, u y T y

R(tn; u̇, vh) = (Aun, vh − u̇n)X + (

∫ tn

0

B(tn − s)u(s)ds, vh − u̇n)X

+ j(vh) − j(u̇n) − (fn, v
h − u̇n)X .

Demostración. Utilizaremos las mismas notaciones que en la sección anterior.

Además, en lo que sigue n denota un número natural tal que 1 ≤ n ≤ N y vh

un elemento arbitrario de Xh. Consideramos An = (Aen, δnen)X y operamos
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como sigue.

An =
1

kn

(Aen, en − en−1)X =
1

kn

(‖en‖
2
A − (Aen, en−1)X)(3.4.9)

≥
1

kn

(‖en‖
2
A − ‖en‖A‖en−1‖A) ≥

1

kn

(‖en‖
2
A −

1

2
(‖en‖

2
A + ‖en−1‖

2
A))

=
1

2kn

(‖en‖
2
A − ‖en−1‖

2
A).

Por otra parte, podemos desarrollar An y obtener

An = (Aun, δnun − δnu
hk
n )X − (Auhk

n , δnun − vh)X − (Auhk
n , vh − δnuhk

n )X .

El último término de la expresión anterior se puede despejar de (3.4.2), por lo

que

An ≤ (Aun, δnun − δnu
hk
n )X − (Auhk

n , δnun − vh)X + j(vh) − j(δnu
hk
n )

+ (
n∑

j=0

αn
j Bn,juhk

j , vh − δnu
hk
n )X − (fn, v

h − δnuhk
n )X .

Por otra parte, podemos tomar t = tn y v = δnu
hk
n en (3.1.1) para obtener

(Aun, δnuhk
n − u̇n)X + (

∫ tn

0

B(tn − s)u(s)ds, δnu
hk
n − u̇n)X

+ j(δnu
hk
n ) − j(u̇n) − (fn, δnuhk

n − u̇n)X ≥ 0.

Sumando las dos últimas expresiones tenemos

An ≤ (Aun, δnun − u̇n)X − (Auhk
n , δnun − vh)X + j(vh) − j(u̇n)

+ (

∫ tn

0

B(tn − s)u(s)ds, δnu
hk
n − u̇n)X + (

n∑

j=0

αn
j Bn,juhk

j , vh − δnuhk
n )X

− (fn, v
h − u̇n)X .

De forma análoga a otras secciones, definimos

R(tn; u̇, vh) = (Aun, vh − u̇n)X + (

∫ tn

0

B(tn − s)u(s)ds, vh − u̇n)X(3.4.10)

+ j(vh) − j(u̇n) − (fn, v
h − u̇n)X ≥ 0,

Ĩn =

∫ tn

0

B(tn − s)u(s)ds −
n∑

j=0

αn
j Bn,juj, In = ‖Ĩn‖X .(3.4.11)
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Sumando y restando adecuadamente y teniendo en cuenta las definiciones an-

teriores, tenemos

An ≤ (Aen, δnun − vh)X + (Ĩn, δnuhk
n − vh)X(3.4.12)

+ (
n∑

j=0

αn
j Bn,jej, δnuhk

n − vh)X + R(tn; u̇, vh).

Por tanto, de (3.4.9) y (3.4.12) tenemos

‖en‖
2
A ≤ ‖en−1‖

2
A + 2

{
kn(Aen, δnun − vh)X + kn(Ĩn, δnuhk

n − vh)X

+ kn(
n∑

j=0

αn
j Bn,jej, δnuhk

n − vh)X + knR(tn; u̇, vh)
}
.

Sumando y restando δnun adecuadamente, se tiene

‖en‖
2
A ≤ ‖en−1‖

2
A + 2

{
kn(Aen, δnun − vh)X − kn(Ĩn, δnen)X

+ kn(Ĩn, δnun − vh)X − kn(
n∑

j=0

αn
j Bn,jej, δnen)X

+ kn(
n∑

j=0

αn
j Bn,jej, δnun − vh)X + knR(tn; u̇, vh)

}
.

Procediendo por inducción a partir de la expresión anterior, se obtiene

‖en‖
2
A ≤ ‖e0‖

2
A + 2

{ n∑

j=1

kj(Aej, δjuj − vh)X −
n∑

j=1

kj(Ĩj, δjej)X(3.4.13)

+
n∑

j=1

kj(Ĩj, δjuj − vh)X +
n∑

j=1

kj(

j∑

i=0

αj
iB

j,iei, δjuj − vh)X

−
n∑

j=1

kj(

j∑

i=0

αj
iB

j,iei, δjej)X +
n∑

j=1

kjR(tj; u̇, vh)
}
.

Vamos a acotar el penúltimo término de la expresión anterior. Tenemos que

n∑

j=1

kj(

j∑

i=0

αj
iB

j,iei, δjej)X =
n∑

j=1

(

j∑

i=0

αj
iB

j,iei, ej − ej−1)X(3.4.14)

=
n−1∑

j=1

(

j∑

i=0

αj
iB

j,iei −

j+1∑

i=0

αj+1
i Bj+1,iei, ej)X − (

1∑

i=0

α1
i B

1,iei, e0)X

+ (
n∑

i=0

αn
i Bn,iei, en)X ,
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de donde se deduce que

n∑

j=1

kj(

j∑

i=0

αj
iB

j,iei, δjej)X

≤
n−1∑

j=1

‖ej‖X{‖

j∑

i=0

(αj
iB

j,i − αj+1
i Bj+1,i)ei‖X + αj+1

j+1‖B0ej+1‖X}

+ c (α1
0‖e0‖

2
X + α1

1‖e0‖X‖e1‖X) + c

n∑

i=0

αn
i ‖ei‖X‖en‖X .

Dado que

‖αj
iB

j,i − αj+1
i Bj+1,i‖L(X) ≤ αj

i‖B
j,i − Bj+1,i‖L(X) + |αj

i − αj+1
i |‖Bj+1,i‖L(X)

≤ c (αj
ikj+1 + |αj

i − αj+1
i |),

y que |αj
i − αj+1

i | = 0 salvo para i = j, en cuyo caso vale
kj+1

2
, tenemos,

n∑

j=1

kj(

j∑

i=0

αj
iB

j,iei, δjej)X

≤ c
n−1∑

j=1

‖ej‖X{

j∑

i=0

αj
ikj+1‖ei‖X +

kj+1

2
(‖ej+1‖X + ‖ej‖X)}

+ c (α1
0‖e0‖

2
X + α1

1‖e0‖X‖e1‖X) + c
n∑

j=0

αn
j ‖ej‖X‖en‖X .

Por tanto,

n∑

j=1

kj(

j∑

i=0

αj
iB

j,iei, δjej)X ≤ c
( n−1∑

j=1

kj+1

j∑

i=0

αj
i‖ej‖X‖ei‖X(3.4.15)

+
n−1∑

j=1

kj+1

2
(‖ej‖

2
X + ‖ej‖X‖ej+1‖X)

+ (α1
0‖e0‖

2
X + α1

1‖e0‖X‖e1‖X) +
n∑

j=0

αn
j ‖ej‖X‖en‖X

)
,

donde c depende de B. Consideramos el primer sumando de la expresión an-
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terior y, teniendo en cuenta que
∑j

i=0 αj
i = tj, lo acotamos como sigue.

n−1∑

j=1

kj+1

j∑

i=0

αj
i‖ej‖X‖ei‖X ≤

1

2
(
n−1∑

j=1

kj+1tj‖ej‖
2
X +

n−1∑

j=1

kj+1

j∑

i=0

αj
i‖ei‖

2
X)

=
1

2
(
n−1∑

j=1

kj+1tj‖ej‖
2
X +

n−1∑

i=1

(
n−1∑

j=i

kj+1α
j
i )‖ei‖

2
X +

n−1∑

j=1

kj+1α
j
0‖e0‖

2
X).

Definimos αi = máxi≤n≤N αn
i para 1 ≤ i ≤ N y α0 = máx1≤n≤N αn

0 . Teniendo

en cuenta que
∑n−1

j=i kj+1 = tn − ti ≤ T para 0 ≤ i ≤ n − 1 y que tj ≤ T para

0 ≤ j ≤ n, se tiene

n−1∑

j=1

kj+1

j∑

i=0

αj
i‖ej‖X‖ei‖X ≤ c (

n−1∑

j=1

(αj + kj+1)‖ej‖
2
X + α0‖e0‖

2).

Aplicando esta cota en (3.4.15) y, para j, 0 ≤ j < n, que ‖ej‖X‖en‖X ≤

δ‖en‖
2
X + 1

4 δ
‖ej‖

2
X para δ > 0 arbitrario, se obtiene

n∑

j=1

kj(

j∑

i=0

αj
iB

j,iei, δjej)X ≤ c(δ)
[ n−1∑

j=1

(αj + kj+1)‖ej‖
2
X

+
n−1∑

j=1

kj+1‖ej+1‖
2
X + (α0 + α1)‖e0‖

2
X + α1‖e1‖

2
X

]
+ c (δ + αn

n)‖en‖
2
X

≤ c(δ)k
n∑

j=0

‖ej‖
2
X + cδ‖en‖

2
X .

Tomando δ < m/c y aplicando en (3.4.13) la cota anterior, se obtiene

‖en‖
2
X ≤ c

{
‖e0‖

2
X + k

n∑

j=0

‖ej‖
2
X +

n∑

j=1

kj‖δjuj − vh‖2
X

+
n∑

j=1

kjIj‖δjej‖X +
n∑

j=1

kjIj‖δjuj − vh‖X

+
n∑

j=1

kj‖

j∑

i=0

αj
iB

j,iei‖X‖δjuj − vh‖X +
n∑

j=1

kjR(tj; u̇, vh)
}
,

donde c depende de A,B y T . Podemos acotar el penúltimo término como
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sigue

n∑

j=1

kj‖

j∑

i=0

αj
iB

j,iei‖X‖δjuj − vh‖X

≤ c k3n2

n∑

j=0

‖ej‖
2
X +

1

2

n∑

j=1

kj‖δjuj − vh‖2
X ,

donde se ha utilizado que

n∑

j=1

kj‖

j∑

i=0

αj
iB

j,iei‖
2
X ≤ c

n∑

j=1

kj(

j∑

i=0

αj
i‖ei‖X)2

≤ c
n∑

j=1

kj(j + 1)

j∑

i=0

(αj
i )

2‖ei‖
2
X

= c

n∑

i=1

‖ei‖
2
X

n∑

j=i

{(αj
i )

2kj(j + 1)} + c‖e0‖
2
X

n∑

j=1

{(αj
0)

2kj(j + 1)}

≤ c

n∑

i=1

‖ei‖
2
X(αi)

2

n∑

j=i

kj(j + 1) + c‖e0‖
2
X(α0)

2

n∑

j=1

kj(j + 1)

≤ c

n∑

i=0

‖ei‖
2
X(αi)

2kn2 ≤ c k3n2

n∑

j=0

‖ej‖
2
X .

Además, dado que hemos supuesto ü ∈ L∞(0, T ; X), se tiene

‖δjuj − u̇j‖X ≤ kj‖ü‖L∞(tj−1,tj ;X) ∀j, 1 ≤ j ≤ N,

n∑

j=1

kj‖δjuj − u̇j‖
2
X ≤ c k2‖ü‖2

L∞(0,tn;X) ∀n, 1 ≤ n ≤ N.

Utilizamos estas propiedades junto con

‖δjuj − vh‖X ≤ ‖δjuj − u̇j‖X + ‖u̇j − vh‖X ,

‖δjuj − vh‖2
X ≤ 2(‖δjuj − u̇j‖

2
X + ‖u̇j − vh‖2

X),

para obtener que

‖en‖
2
X ≤ c

(
‖e0‖

2
X + (n2k3 + k)

n∑

j=1

‖ej‖
2
X + k2 +

n∑

j=1

kj‖u̇j − vh‖2
X

+
n∑

j=1

kjIj‖δjej‖X +
n∑

j=1

k2
j Ij +

n∑

j=1

kjIj‖u̇j − vh‖X +
n∑

j=1

kjR(tj; u̇, vh)
)
,
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donde c depende de A,B, u y T . Como consecuencia del Teorema 1.5.2, se

obtiene en particular que Ij ≤ c k2 para todo j, 1 ≤ j ≤ N , donde c depende

de B, u y T . Entonces,

n∑

j=1

k2
j Ij ≤ nk4,

n∑

j=1

kjIj‖u̇j − vh‖X ≤
1

2

n∑

j=1

kjI
2
j +

1

2

n∑

j=1

kj‖u̇j − vh‖2
X

≤
1

2
nk5 +

1

2

n∑

j=1

kj‖u̇j − vh‖2
X ,

n∑

j=1

kjIj‖δjej‖X =
n∑

j=1

Ij‖ej − ej−1‖X ≤
n∑

j=1

Ij‖ej‖X +
n∑

j=1

Ij‖ej−1‖X

≤ c k2(
n∑

j=1

‖ej‖X + ‖e0‖X) ≤ c (k
n∑

j=1

‖ej‖
2
X + n k3 + k2 + k2‖e0‖

2
X).

Por tanto, definiendo

(3.4.16) hj = ‖u̇j − vh‖2
X + R(tj; u̇, vh),

tenemos

‖en‖
2
X ≤ c

(
‖e0‖

2
X + k2 + nk3 + nk4 + nk5 +

n∑

j=1

kj hj

)
+ c(n2k3 + k)

n∑

j=0

‖ej‖
2
X .

Denotando

g0 = ‖e0‖
2
X , gn = ‖e0‖

2
X + k2 + nk3 + nk4 + nk5 +

n∑

j=1

kj hj, n ≥ 1,

se deduce que {‖en‖
2
X}

N
n=0, {gn}

N
n=0 están en las condiciones del Lema 1.6.3,

con αj = n2k3 + k para todo j, 0 ≤ j ≤ N . Por tanto, si k y N son tales que

c(N2k3 + k) ≤
1

2
, entonces

(3.4.17) máx
1≤n≤N

‖en‖
2
X ≤ dN máx

1≤n≤N
{‖e0‖

2
X + k2 + nk3 + nk4 + nk5 +

n∑

j=1

kjhj},
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siendo

dN = c(1 + c

N∑

n=0

(n2k3 + k)e2c
∑N

n=0(n2k3+k))

≤ c(1 + c(N + 1)(N2k3 + k)e2c(N+1)(N2k3+k)).

En consecuencia,

máx
1≤n≤N

{
n∑

j=1

kjhj} ≤ Nk máx
1≤n≤N

hn

≤ Nk máx
1≤n≤N

{‖u̇n − vh‖2
X + R(tn; u̇, vh)}.

Finalmente, se concluye de (3.4.17) que

máx
1≤n≤N

‖en‖
2
X ≤ dN

(
‖e0‖

2
X + k2 + Nk3 + Nk4 + Nk5

+ Nk máx
1≤n≤N

{
ı́nf

vh∈Xh
{‖u̇n − vh‖2

X + R(tn; u̇, vh)}
})

,

con lo que concluye la demostración. 2

Corolario 3.4.3. En las condiciones del teorema anterior, si además j : X →

(−∞, +∞] es de Lipschitz, se tiene

máx
1≤n≤N

‖en‖
2
X ≤ dN

(
‖e0‖

2
X + k2 + Nk3 + Nk4 + Nk5

+ Nk máx
1≤n≤N

{
ı́nf

vh∈Xh
{‖u̇n − vh‖2

X + ‖u̇n − vh‖X}
})

,

donde dN = c(1 + c(N + 1)(N2k3 + k)e2c(N+1)(N2k3+k)) y c es una constante

positiva que depende de A,B, u, f y T .

Demostración. Simplemente se rehace la demostración del teorema teniendo

en cuenta que R(tn; u̇, vh) ≤ c(A,B, u, f, T )‖u̇n − vh‖X . 2

Corolario 3.4.4. En las condiciones del teorema anterior, supongamos el ca-

so particular en que la partición del intervalo temporal [0, T ] sea uniforme.
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Entonces

máx
1≤n≤N

‖en‖
2
X ≤ c

(
‖e0‖

2
X + k2

+ máx
1≤n≤N

{
ı́nf

vh∈Xh
{‖u̇n − vh‖2

X + R(tn; u̇, vh)}
})

,

siendo la constante positiva c dependiente de T pero independiente de N . Si

además j : X → (−∞, +∞] es de Lipschitz, se tiene

máx
1≤n≤N

‖en‖
2
X ≤ c

(
‖e0‖

2
X + k2

+ máx
1≤n≤N

{
ı́nf

vh∈Xh
{‖u̇n − vh‖2

X + ‖u̇n − vh‖X}
})

.

Finalmente, si además de lo anterior se tiene ĺımh→0 ‖e0‖X = 0 y se verifica

la condición (1.4.1), entonces

ĺım
h,k→0

{ máx
0≤n≤N

‖un − uhk
n ‖X} = 0.

Demostración. La demostración es trivial, dado que se verifica que kj = k

para todo j, 1 ≤ j ≤ N , y en consecuencia Nk = T . Por tanto, de (3.4.8) se

concluye el resultado deseado. 2
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Caṕıtulo 1. Más detalles relativos a espacios de funciones que toman valores

en espacios normados, se pueden consultar en [7, 10], entre otros. Como textos

dedicados al estudio teórico y/o aplicado de las inecuaciones variacionales,

pueden consultarse, por ejemplo, [11, 33, 34, 47, 57, 89]. El Teorema 1.2.7 ha

sido probado en [9, pág. 117], utilizando argumentos de ecuaciones evolutivas

y operadores maximales monótonos. Otra versión ha sido considerada en [36],

donde la demostración se basa en un método de discretización temporal. La

demostración del Lema de Gronwall puede encontrarse, por ejemplo, en [78, 83].

La demostración del teorema del punto fijo de Banach puede encontrarse, por

ejemplo, en [12, 38]. Variantes del Lema 1.6.3 pueden encontrarse, por ejemplo,

en [28, 38]. Las nociones y propiedades fundamentales del cálculo subdiferencial

pueden verse, entre otros, en [26, 66, 89].

Caṕıtulo 2. Los resultados de este caṕıtulo, han sido publicados en [68],

donde se formulan con mayor generalidad, al establecerse en espacios de la

forma Lp(0, T ; X), además de en C([0, T ]; X).

Caṕıtulo 3. Los resultados de las dos primeras secciones de este caṕıtulo

están admitidos para publicación en [82]. Los resultados de la última sección

se aplican a la implementación práctica de un algoritmo numérico para un

problema de contacto concreto en [69].





Parte II

Aplicación al contacto en

viscoelasticidad con memoria

larga

Esta parte está dedicada al estudio de diversos problemas de contacto con

y sin rozamiento para sólidos viscoelásticos de memoria larga. Para ello se

hace uso de las herramientas desarrolladas en la Parte I, dado que las formu-

laciones variacionales de los problemas en que estamos interesados pertenecen

a alguno de los dos tipos de inecuaciones variacionales de evolución estudia-

dos. Comenzamos con el Caṕıtulo 4, donde se recuerdan algunos resultados

relativos a los espacios funcionales utilizados en mecánica de sólidos y de apro-

ximación numérica con elementos finitos, que tiene su continuación lógica en

el Caṕıtulo 5, donde se realiza una introducción a la formulación mecánica de

los problemas de contacto que nos interesan. Los caṕıtulos 6–8 están dedica-

dos a tres tipos de problemas de contacto sin rozamiento, mientras que en los

caṕıtulos 9 y 10 se estudian diversos problemas con rozamiento.
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Caṕıtulo 4

Espacios funcionales y

elementos finitos

En este caṕıtulo recordamos diversos resultados de análisis funcional que serán

necesarios para el análisis de las formulaciones variacionales de los diver-

sos problemas de contacto. Se introducen algunos espacios de Sobolev y sus

propiedades más relevantes para nuestro estudio, entre las que destacamos las

relativas a la traza, por su evidente vinculación con las condiciones de con-

torno. También recordamos algunas propiedades de los espacios de elementos

finitos utilizados posteriormente en la aproximación numérica.

4.1. Espacios funcionales en mecánica de sóli-

dos

Definimos a continuación los espacios funcionales que van a ser utilizados a lo

largo de los siguientes caṕıtulos en el análisis de las formulaciones variacionales
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de los problemas de contacto en que estamos interesados. También se incluyen

algunos resultados fundamentales que utilizamos a menudo en este trabajo

como, por ejemplo, la desigualdad de Korn o una fórmula de Green.

Denotamos por Sd el espacio de tensores de segundo orden simétricos, esto es

Sd = {τ = (τij) : τij = τji ∈ IR}.

Aśımismo, “·” y | · |, denotan el producto interior y la norma correspondiente

tanto en IRd como en Sd y denotamos por Id al tensor identidad en Sd, de

componentes δij.

En todo lo que sigue suponemos que Ω ⊂ IRd es un abierto, conexo, acotado y

de frontera Γ = ∂Ω de Lipschitz a trozos, por lo que el vector normal exterior

unitario ν = (νi) está definido en casi todo x ∈ Γ. La frontera está dividida en

tres partes disjuntas Γi, i = 1, 2, 3, siendo med(Γ1) > 0. Además, denotamos

por Ω̄ = Ω ∪ ∂Ω la adherencia de Ω.

Denotamos por C(Ω̄) al espacio de funciones continuas en Ω̄ y para m ∈ IN,

denotamos por Cm(Ω̄) al espacio de funciones continuamente derivables hasta

el orden m en Ω̄. Utilizamos también la notación usual L2(Ω) para denotar al

espacio cuyos elementos son clases de funciones coincidentes en casi todo punto

de Ω, Lebesgue medibles y tales que la integral de Lebesgue de su cuadrado es

finita.

Dado un espacio normado X, denotamos su norma por ‖ · ‖X . Además defini-

mos el espacio normado de operadores lineales y continuos L(X) y el espacio

normado producto cartesiano [X]d = {x = (xi) : xi ∈ X}. En particular, sea

H = [L2(Ω)]d, espacio de Hilbert con el producto escalar

(u,v)H = (ui, vi)L2(Ω) =

∫

Ω

uividx para todo u,v ∈ H.

En la expresión anterior y en todo lo que sigue, salvo mención expresa, se
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asumen como convenios que los ı́ndices i, j, k, l toman valores enteros com-

prendidos entre 1 y d. Además, todo ı́ndice repetido denota suma, todo ı́ndice

tras una coma denota derivación con respecto a la variable espacial corres-

pondiente y un punto o dos sobre una función denotan, respectivamente, la

primera y la segunda derivada material respecto a la variable temporal.

Dado un natural m > 0, denotamos por Hm(Ω) el espacio de funciones de

L2(Ω) cuyas derivadas (en el sentido de las distribuciones) de hasta orden m,

son Lebesgue medibles y con integral de Lebesgue de su cuadrado finita. En

particular, H1(Ω) = {φ ∈ L2(Ω) : φ,i ∈ L2(Ω)}, espacio de Hilbert con el

producto escalar

(φ, ψ)H1(Ω) = (φ, ψ)L2(Ω) + (φ,i, ψ,i)L2(Ω) para todo φ, ψ ∈ H1(Ω).

Definimos H1 = [H1(Ω)]d, espacio de Hilbert con el producto escalar

(u,v)H1 = (ui, vi)H1(Ω) para todo u,v ∈ H1.

Sea γ0 : H1(Ω) −→ L2(Γ) la aplicación traza. Como es sabido, para funciones

v ∈ H1(Ω)∩C0(Ω̄), se tiene γ0v = v|Γ. Denotamos por H1
0 (Ω) el núcleo de γ0 y

por H
1
2 (Γ) = Im(γ0) ⊂ L2(Γ) la imagen de H1(Ω) por γ0. Entonces, definimos

el espacio

HΓ = [H
1
2 (Γ)]d ⊂ [L2(Γ)]d.

Dada una función vectorial v ∈ H1 denotamos también por v su traza, ele-

mento de HΓ, y definimos

vν = v · ν = vi νi, vτ = v − vνν.

Para todo u ∈ [C1(Ω̄)]d, se tiene que la traza u = u|Γ y que

uν = u|Γ · ν, uτ = u|Γ − uνν.
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Dado un espacio normado X, definimos el subespacio de [X]d×d de sus elemen-

tos simétricos como [X]d×d
s = {x = (xij) : xij = xji ∈ X}. Sea, en particular

(4.1.1) Q = [L2(Ω)]d×d
s = {σ = (σij) : σij = σj i ∈ L2(Ω)}.

Definimos a continuación el operador de deformación ε : H1 → Q y el operador

de divergencia Div : [H1(Ω)]d×d → H:

εij(v) =
1

2
(vi,j + vj,i) ∀ v ∈ H1, (Divσ)i = σij,j ∀ σ ∈ [H1(Ω)]d×d.

Sea además Q1 = {σ ∈ Q : Divσ ∈ H}. Ambos son espacios de Hilbert con

los productos interiores respectivos:

(σ, τ )Q = (σij, τ ij)L2(Ω) para todo σ, τ ∈ Q,

(σ, τ )Q1 = (σ, τ )Q + (Divσ, Div τ )H para todo σ, τ ∈ Q1.

Denotamos las normas correspondientes por ‖ · ‖Q y ‖ · ‖Q1 . Se verifica tri-

vialmente la inyección continua Q1 ⊂ Q. Dada σ ∈ Q1 podemos definir sus

componentes tangencial y normal. En efecto, para todo σ ∈ [C1(Ω̄)]d×d
s , se

tiene que Divσ ∈ H y que σν = σ|Γν ∈ [L2(Γ)]d. Además sus componentes

normal y tangencial son dadas por

(4.1.2) σν = σ|Γν · ν, στ = σ|Γν − σνν.

y se tiene la siguiente fórmula de Green1:

(4.1.3) (σν,v)[L2(Γ)]d = (σ, ε(v))Q + (Divσ,v)H para todo v ∈ H1.

La expresión (4.1.3) nos permite definir la traza σν de todo σ ∈ Q1 como

elemento del espacio dual H
′

Γ y sus componentes normal y tangencial como

elementos de los duales H
1
2 (Γ)

′

y H
′

Γ, respectivamente.

1Nótese que para la validez de esta expresión es esencial la simetŕıa de σ
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A continuación se define el espacio de los tensores de cuarto orden tales que

cada componente está esencialmente acotada en Ω, esto es,

L∞(Ω) = {B = (Bijkl) : Bijkl ∈ L∞(Ω)}.

Es un espacio de Banach con la norma

‖B‖L∞(Ω) = máx
0≤i,j,k,l≤d

‖Bijkl‖L∞(Ω).

Definimos ahora el espacio

(4.1.4) V = {u ∈ H1 : u = 0 c.p.d. en Γ1},

aunque en ocasiones también denotaremos por V a alguno de sus subespacios.

Dotamos a V con el producto interior

(4.1.5) (u,v)V = (ε(u), ε(v))Q, para todo u,v ∈ V,

y la norma inducida ‖ ·‖V = (·, ·)
1
2
V . Además, dado que med(Γ1) > 0, aplicando

la desigualdad de Korn, se establece que ‖ · ‖V es en V una norma topológi-

camente equivalente a la de H1 y por tanto V es un espacio de Hilbert con el

producto interior (·, ·)V . En particular, se tiene la cota

(4.1.6) ‖v‖H1 ≤ cK‖v‖V para todo v ∈ V,

donde cK representa una constante real positiva, que depende de Γ1 y de Ω.

En algunas formulaciones variacionales haremos uso del siguiente subconjunto

de V que denominaremos conjunto de desplazamientos admisibles.

(4.1.7) Uad = {u ∈ V : uν ≤ 0 c.p.d. en Γ3}.

Nótese que se trata de un subconjunto convexo, cerrado y no vaćıo de V .

Recordamos a continuación algunos resultados de densidad que serán de uti-

lidad para la obtención de estimaciones de error y resultados de convergencia
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en la aproximación numérica de las soluciones de las diferentes formulaciones

variacionales de problemas de contacto. Es conocido que el espacio de funciones

infinitamente diferenciables y de soporte compacto en Ω, que denotamos por

D(Ω), es denso en H1
0 (Ω) y que C∞(Ω̄) es denso en Hm(Ω), m ≥ 0. En parti-

cular, se deduce que

(4.1.8) H1(Ω) es denso en L2(Ω).

Se verifican, además, los siguientes resultados (ver, por ejemplo, [38, pág. 149-

151]).

Teorema 4.1.1. Si Γ es de Lipschitz a trozos y Γ1 es relativamente abierto en

Γ, el espacio V0 = {v ∈ [C∞(Ω̄)]d : v|Γ1 = 0} es denso en V .

Recordamos que dado un espacio topológico X y un subconjunto Y ⊂ X, se

dice A ⊂ Y es relativamente abierto en Y si existe un U abierto en X tal que

A = U ∩ Y .

Teorema 4.1.2. Sea d = 2 (respectivamente, d = 3) y supongamos que Ω es

un poĺıgono (respectivamente, un poliedro), de tal forma que Γ = ∪3
i=1Γi, cada

Γi es unión finita de segmentos (respectivamente, de poĺıgonos) y para i 6= j

se verifica que Γi ∩ Γj = ∅. Entonces Uad ∩ [C∞(Ω̄)]d es denso en Uad con la

norma de V .

Finalmente, dados f 0 : [0, T ] → H y f 2 : [0, T ] → [L2(Γ2)]
d, se define, para

todo t ∈ [0, T ] , F̄t : V → IR tal que

F̄t(v) = (f 0(t),v)H + (f 2(t),v)[L2(Γ2)]d para todo v ∈ V.

Como se deduce fácilmente de las propiedades de la traza y de (4.1.6),

|F̄t(v)| ≤ c
(
‖f 0(t)‖H + ‖f 2(t)‖[L2(Γ2)]d

)
‖v‖H1 ≤ c(t)‖v‖V ,
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donde aqúı y en lo sucesivo, c representa una constante positiva arbitraria y

c(p1, . . . , pn), denota una constante positiva para la que se explicita su depen-

dencia de los parámetros p1, . . . , pn, n ≥ 1. En ambos casos su valor puede

cambiar de ĺınea en ĺınea.

Dado que F̄t es un funcional lineal y continuo, por el teorema de representación

de Riesz, existe un único F (t) ∈ V tal que

(4.1.9) (F (t),v)V = (f 0(t),v)H + (f 2(t),v)[L2(Γ2)]d = F̄t(v),

para todo v ∈ V . Nótese que si f 0 ∈ C([0, T ]; H) y f 2 ∈ C([0, T ]; [L2(Γ2)]
d),

entonces F ∈ C([0, T ]; V ).

4.2. Método de elementos finitos

Utilizaremos el método de elementos finitos con d-śımplex de Lagrange de

grado 1. En concreto, supondremos que Ω̄ ⊂ IRd es poliédrico y se triangulariza

con una malla compuesta por d-śımplex de tipo 1, esto es, segmentos para

d = 1, triángulos para d = 2 y tetraedros para d = 3, en los que los nodos

son los vértices (d = 2, 3) o los extremos (d = 1). Denotamos por T h la

triangulación o malla tipo elementos finitos y por T h a un elemento finito

arbitrario de esta. La malla se supone compatible con la partición de la frontera

Γ = ∪3
i=1Γi, esto es, para todo T h ∈ T h y para i = 1, 2, 3 se verifica que T h∩Γi

es vaćıo, un vértice de T h, un lado de T h (d=2), una arista o una cara de T h

(d=3).

El espacio de dimensión finita que se asocia a cada T h es el espacio de poli-

nomios en d variables de grado total menor o igual a 1, que denotamos por

P1(T
h). Denotamos por Xh el siguiente espacio de elementos finitos:

Xh = {vh ∈ C(Ω̄) : vh
|T h ∈ P1(T

h) para todo T h ∈ T h}.
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Además, dado T h ∈ T h, denotamos por ΠT h : C(T h) → P1(T
h) al operador de

interpolación local, definido por

(4.2.1) ΠT hv =
d+1∑

i=1

v(xT h

i )φT h

i para todo v ∈ C(T h),

donde {xT h

i }d+1
i=1 son los vértices de T h y {φT h

i }d+1
i=1 son los polinomios de base

del espacio P1(T
h). Denotamos por Πh : C(Ω̄) → Xh ⊂ C(Ω̄) el operador de

interpolación global definido por

Πhv|T h = ΠT hv para todo T h ∈ Th y todo v ∈ C(Ω̄).

En estas condiciones podemos establecer el siguiente resultado fundamental

para la estimación del error cometido en la interpolación con elementos finitos

(consultar, por ejemplo, [62, pág. 110]).

Teorema 4.2.1. Existe una constante c > 0 independiente de h tal que

‖v − Πhv‖Hm(Ω) ≤ c h2−m máx
T h∈Th

{
hT h

ρT h

}‖v‖H2(Ω) ∀ v ∈ H2(Ω), 0 ≤ m ≤ 2

siendo

h = máx
T h∈Th

hT h , hT h = máx{ |x − y| : x,y ∈ T h },

ρT h = diámetro de la mayor d − esfera ST h inscrita en T h.

Dada una familia {Th}h>0 de triangulaciones se dice regular si

Existe una constante c > 1 tal que

hT h

ρT h

≤ c para todo T h ∈ Th y todo h > 0,

el parámetro de discretización h converge a cero, h → 0.
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Corolario 4.2.2. Dada una familia {Th}h>0 regular de triangulaciones, existe

una constante c > 0 independiente de h tal que

‖v − Πhv‖Hm(Ω) ≤ c h2−m‖v‖H2(Ω) ∀ v ∈ H2(Ω), 0 ≤ m ≤ 2.

Para d ≥ 2, la triangularización T h subdivide la parte Γ3 de la frontera de Ω en

(d− 1)-śımplex. Esto es, Γ3 = ∪
nh

C

j=1C
h
j , nh

C ≥ 1, siendo Ch
j un triángulo (d=3)

o un segmento (d=2). Denotamos por xh
ij al i-ésimo nodo (1 ≤ i ≤ d) de la

j-ésima cara de Γ3 y por νh
j al vector unitario y exterior a Ω normal a Ch

j . De

esta forma, podemos definir el operador Πh
Γ3

de interpolación lineal a trozos

en Γ3, en función del operador de interpolación local (d− 1)-dimensional ΠCh ,

donde Ch es una cara o lado contenido en Γ̄3. Esto es, para cada j, 1 ≤ j ≤ nh
C

se tiene

(Πh
Γ3

(q))|Ch
j

= ΠCh
j
(q|Ch

j
) para todo q ∈ C0(Ch

j ),

donde

ΠCh
j
(q|Ch

j
) =

d∑

i=1

q|Ch
j
(xh

ij)φ
h
ij,

siendo {φh
ij}

d
i=1 los polinomios de base de P1(C

h
j ) en (d − 1) variables. Del

Corolario 4.2.2 se tiene que para una familia regular de triangulaciones

‖q − Πh
Γ3

q‖L2(Γ3) ≤ ch2

nh
C∑

j=1

‖q‖H2(Ch
j )(4.2.2)

para todo q ∈ L2(Γ3), q|Ch
j
∈ H2(Ch

j ), 1 ≤ j ≤ nh
C .

En la práctica, estamos interesados en aproximar con el método de elementos

finitos la dimensión espacial de un par (u,σ) ∈ C([0, T ]; V ) × C([0, T ]; Q),

solución de un determinado problema variacional PV , donde V y Q son los

espacios de Hilbert de desplazamientos y tensiones, respectivamente. Para la

aproximación del campo de desplazamientos, utilizaremos subespacios o sub-

conjuntos de [Xh]d, según el caso. Por ejemplo, si V está dado por (4.1.4), lo
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aproximamos con el subespacio de [Xh]d dado por

(4.2.3) V h = {vh ∈ [Xh]d : vh = 0 en los nodos de Γ1 },

y el conjunto de desplazamientos admisibles Uad definido en (4.1.7) con el

subconjunto de V h

(4.2.4) Uh
ad = {vh ∈ V h : vh(xh

ij) · ν
h
j ≤ 0, 1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ nh

C }.

Nótese que por la compatibilidad exigida a toda triangulación Th, se tiene

que V h ⊂ V y Uh
ad ⊂ Uad. Por otra parte, para que se verifique la condición

ε(V h) ⊂ Qh, esencial para garantizar que los problemas variacionales dis-

cretizados PV h correspondientes estén bien planteados, se define Qh como el

espacio de matrices d× d simétricas cuyos elementos son funciones constantes

a trozos en cada elemento T h ∈ T h. Es decir,

(4.2.5) Qh = {τ h ∈ Q : τ h
|T h ∈ [P0(T

h)]d×d
s , para todo T h ∈ T h}.

Dado que en las aplicaciones d ≤ 3, se deduce del Corolario 4.2.2 y de la

expresión (4.2.2) que

‖v − Πhv‖V ≤c‖v‖[H2(Ω)]d h para todo v ∈ [H2(Ω)]d,(4.2.6)

‖q − Πh
Γ3

q‖[L2(Γ3)]d ≤c

nh
C∑

j=1

‖q‖[H2(Ch
j )]d h2(4.2.7)

para todo q ∈ [L2(Γ3)]
d, q ∈ [H2(Ch

j )]d, 1 ≤ j ≤ nh
C ,

donde (Πhv)i = Πhvi y (Πh
Γ3

q)i = Πh
Γ3

qi. Además, en [59] se demuestra que

(4.2.8) ‖(I − PQh)τ‖Q ≤ c‖τ‖[H1(Ω)]d×d h para todo τ ∈ [H1(Ω)]d×d,

donde I : Q → Q es el operador identidad en Q y PQh : Q → Qh es el operador

lineal de proyección definido por

(PQhσ,σh)Q = (σ,σh)Q ∀σ ∈ Q, σh ∈ Qh.
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Además PQh es no expansivo, esto es,

(4.2.9) ‖PQhσ‖Q ≤ ‖σ‖Q para todo σ ∈ Q.

Por otra parte, dado v ∈ V y j, 1 ≤ j ≤ nh
C , se tiene que

(Πhv)ν |Ch
j

= (Πh
Γ3

(vν))|Ch
j

= ΠCh
j
(vν |Ch

j
).

Por tanto, podemos considerar (Πhv)ν |Γ3
= Πh

Γ3
(vν), y en consecuencia, uti-

lizando (4.2.2), se tiene

ı́nf
vh∈V h

‖vν − vh
ν‖L2(Γ3) ≤ ‖vν − Πh

Γ3
(vν)‖L2(Γ3)(4.2.10)

≤ ch2 ∀ v ∈ V tal que vν ∈ L2(Γ3) y vν |Ch
j
∈ H2(Ch

j ), 1 ≤ j ≤ nh
C .

De forma análoga, también se puede obtener, utilizando (4.2.7), que

ı́nf
vh∈V h

‖vτ − vh
τ‖[L2(Γ3)]d ≤ ‖vτ − Πh

Γ3
(vτ )‖[L2(Γ3)]d(4.2.11)

≤ ch2 ∀ v ∈ V tal que vτ ∈ [L2(Γ3)]
d y vτ |Ch

j
∈ [H2(Ch

j )]d, 1 ≤ j ≤ nh
C .

Resultados de convergencia. Podremos obtener resultados de convergencia

con hipótesis mucho menos restrictivas. Sean V h ⊂ V y Qh ⊂ Q (h → 0),

familias de subespacios de dimensión finita, que pueden venir dadas, o no, por

el método de los elementos finitos. Consideramos las siguientes hipótesis.

(4.2.12)





Existe un subespacio U ⊂ V, una constante α1 > 0 y

una función c1 : U ∩ Uad → IR+ tales que :

(a) U ∩ Uad es denso en Uad;

(b) Para todo v ∈ U ∩ Uad se verifica

ı́nf
vh∈Uh

ad

‖v − vh‖V ≤ c1(v) hα1 ;

(c) Si v ∈ C([0, T ];U ∩ Uad), entonces la función dada por

t ∈ [0, T ] 7→ c1(v(t)) ∈ IR+ pertenece a C([0, T ]; IR+).
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(4.2.13)





Existe un subespacio Q ⊂ Q, una constante α2 > 0 y

una función c2 : Q → IR+ tales que :

(a) Q es denso en Q;

(b) Para todo τ ∈ Q se verifica

ı́nf
τ h∈Qh

‖τ − τ h‖Q ≤ c2(τ ) hα2 ;

(c) Si τ ∈ C([0, T ];Q), entonces la función dada por

t ∈ [0, T ] 7→ c2(v(t)) ∈ IR+ pertenece a C([0, T ]; IR+).

Nótese que por el Teorema 1.1.4, C([0, T ];U ∩ Uad) es denso en C([0, T ]; Uad)

y C([0, T ];Q) es denso en C([0, T ]; Q). Por otra parte, del Teorema 4.1.2 y

la estimación (4.2.6) se deduce que podemos tomar U = [C∞(Ω̄)]d (o incluso

U = [H2(Ω)]d) y de (4.1.8) y la estimación (4.2.8) concluimos que podemos

tomar Q = [H1(Ω)]d×d
s , cuando V h y Qh son espacios de elementos finitos.

En ese caso, α1 = α2 = 1, la expresión (4.2.12) (b) se corresponde con la

estimación de error (4.2.6) en la interpolación global de v y (4.2.13) (b) se

corresponde con la estimación de error (4.2.8) en la proyección de τ , mientras

que las funciones c1 y c2 son normas en [H2(Ω)]d y [H1(Ω)]d×d, respectivamente.

De esta forma, dada (u,σ) ∈ C([0, T ]; V ) × C([0, T ]; Q), solución de un pro-

blema variacional PV y (uh,σh) ∈ C([0, T ]; V h) × C([0, T ]; Qh), solución del

problema semidiscreto PV h correspondiente, nuestro objetivo será obtener una

cota de la forma

‖σ − σh‖C([0,T ];Q) + ‖u − uh‖C([0,T ];V )(4.2.14)

≤ c g
(

ı́nf
vh∈C([0,T ];Uh

ad
)
‖u − vh‖C([0,T ];V )

)
+ ‖(I − PQh) σ‖C([0,T ];Q),

donde c es una constante no negativa y la función g : IR+ → IR+ esté en las

condiciones de (1.4.4). En este caso, podremos obtener un resultado de conver-

gencia como consecuencia directa del Teorema 1.4.3, esto es, en las hipótesis
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(4.2.12), (4.2.13) y (1.4.4) tendremos que

ĺım
h→0

{‖σ − σh‖C([0,T ];Q) + ‖u − uh‖C([0,T ];V )} = 0.

Análogamente, dadas (u,σ) ∈ C([0, T ]; Uad)×C([0, T ]; Q), solución de un pro-

blema variacional PV y (uhk,σhk) ∈ (Uh
ad × Qh)N+1, solución del correspon-

diente problema totalmente discretizado PV hk, nuestro objetivo será obtener

una cota de la forma

máx
0≤n≤N

{‖un − uhk
n ‖V + ‖σn − σhk

n ‖Q}(4.2.15)

≤ c g
(

máx
0≤n≤N

{ ı́nf
vh∈Uh

ad

‖un − vh‖V }
)

+ c máx
0≤n≤N

{In + ‖(I − PQh)σn‖Q},

donde c es una constante no negativa, In es una expresión de la forma (1.5.5)

y la función g verifica (1.4.4). En estas condiciones tendremos convergencia,

como consecuencia del Teorema 1.6.1. Esto es, en las hipótesis (1.5.6), (4.2.12),

(4.2.13) y (1.4.4), se verifica

ĺım
h,k→0

{
máx

0≤n≤N
{‖σn − σhk

n ‖Q + ‖un − uhk
n ‖V }

}
= 0.





Caṕıtulo 5

Introducción al contacto y a la

viscoelasticidad con memoria

larga

En este caṕıtulo recordamos algunos conceptos de mecánica de medios conti-

nuos, incluyendo la ecuación del equilibrio, que rige el proceso de deformación

cuasiestático. A continuación, describimos aspectos básicos de la reoloǵıa, o

ciencia de los materiales, como preámbulo a la introducción y análisis de la ley

de comportamiento en viscoelasticidad con memoria larga. Cerramos el caṕıtulo

con un análisis de las diferentes condiciones de contorno en que estamos in-

teresados, con especial atención a las condiciones de contacto. Dispondremos

ya, de los elementos necesarios para plantear todos los problemas de contacto

que estudiaremos en los caṕıtulos restantes de esta parte.

101
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5.1. Algunos fenómenos de contacto

Presentamos en esta sección los fenómenos de contacto que son objeto de

estudio en esta tesis. Se trata del contacto entre un sólido deformable y un

obstáculo, que puede ser a su vez deformable o ŕıgido, y del contacto entre dos

sólidos deformables.

Contacto unilateral entre un sólido deformable y un obstáculo. Ima-

ginemos un cuerpo sólido deformable que está bajo la influencia de campos

de fuerzas que actúan bien sobre una parte de su superficie bien sobre la

totalidad de su volumen. Imaginemos además que el movimiento del cuerpo

está restringido por medio de una fijación en cierta parte de su superficie y

que, como consecuencia de su deformación, es susceptible de entrar en contacto

(o ya lo está) con un obstáculo, que puede ser deformable o no. En el caso de

que no lo sea, el obstáculo recibe el nombre de fundación ŕıgida y reacciona al

contacto, en cada punto, con una fuerza desconocida a priori cuya dirección es

“hacia el cuerpo”. Si por el contrario es deformable, el grado de profundidad

de la penetración en cada punto determina la fuerza con la que se produce una

reacción hacia el cuerpo. En la Figura I.1 se presenta un dibujo aclaratorio,

con las notaciones introducidas en las secciones 5.2 y 5.4.

Contacto unilateral entre dos sólidos deformables. La diferencia con-

ceptual con respecto al caso anterior (en el que en sentido estricto también

intervienen dos cuerpos: sólido deformable y obstáculo) es que en aquel caso,

no nos ocupamos del análisis mecánico del obstáculo, más que en lo referente

a su relación con el sólido deformable. En contraposición a esta idea, aho-

ra śı nos ocupamos del estudio mecánico de los dos sólidos involucrados. Por

tanto, imaginemos dos cuerpos sólidos deformables sometidos, cada uno inde-

pendientemente del otro, a la influencia de campos de fuerzas actuando sobre
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una parte de su superficie o sobre la totalidad de su volumen. Además, ambos

están fijados en cierta parte de su superficie, lo que restringe su movimien-

to. Como consecuencia de la deformación que experimentan, pueden entrar en

contacto entre śı, o si ya lo están, separarse. En la Figura 5.1.1 se presenta un

dibujo aclaratorio, con las notaciones introducidas en la Sección 8.1.
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Figura 5.1.1: Contacto entre dos cuerpos.

Contacto bilateral. Es una variante de los casos anteriores en la que se

supone que el proceso de deformación no implica una separación entre cuerpo

y obstáculo o entre los dos cuerpos, por lo que el contacto se mantiene a lo

largo de todo el tiempo de observación.

5.2. Cinemática y dinámica de un medio con-

tinuo

Estamos interesados en la modelización matemática de un proceso de defor-

mación, para lo cual nos valemos de las herramientas que nos proporciona la
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teoŕıa de la mecánica de los medios continuos. Matemáticamente, suponemos

que el sólido, en su configuración de referencia, ocupa el conjunto Ω̄ ⊂ IRd,

(d = 1, 2, 3 en aplicaciones), donde Ω ⊂ IRd es un abierto conexo (i.e. dominio)

y acotado con frontera Γ = ∂Ω suficientemente regular.

Utilizando el principio fundamental de la mecánica de medios continuos se

obtiene la ecuación del movimiento, expresión que rige todo proceso dinámico

de deformación de un cuerpo y que exponemos a continuación:

(5.2.1) ρ(x, t)ü(x, t) = Divσ(x, t) + f 0(x, t) para todo x ∈ Ω, t ∈ [0, T ].

El intervalo temporal en que realizamos la observación es [0, T ], T > 0, ρ re-

presenta la densidad de masa por unidad de volumen, ü es la segunda derivada

material del desplazamiento u = (ui) respecto del tiempo t, f 0 = (f 0
i ) es la

densidad de fuerzas volúmicas por unidad de volumen y Divσ es la divergencia

del tensor de tensiones de Cauchy σ = (σij), que en coordenadas se define por

(Divσ)i = σij,j. El tensor de tensiones es, además, simétrico. Simplificamos

(5.2.1) eliminando el término ρ(x, t)ü(x, t), dado que suponemos que los efec-

tos de la inercia son despreciables. Es por esto que decimos estar en un caso

cuasiestático. Esta simplificación es frecuente en gran parte de trabajos. La

justificación se basa en que las fuerzas y los desplazamientos impuestos vaŕıen

poco en el tiempo (ver, por ejemplo, [25, pág. 167]). Por tanto tenemos

(5.2.2) Divσ(x, t) + f 0(x, t) = 0 para todo x ∈ Ω, t ∈ [0, T ],

que se denomina ecuación del equilibrio. Por otra parte, definimos el tensor de

deformaciones linealizado como la parte simétrica del gradiente del desplaza-

miento, que se expresa en coordenadas como sigue

(5.2.3) εij(u) =
1

2
(ui,j + uj,i).

Su inclusión en nuestro modelo está justificada, dado que nos situamos en las

hipótesis de pequeñas deformaciones.
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En este punto disponemos de un modelo que describe la deformación de un

cuerpo, pero que no ilustra el comportamiento espećıfico de cada material

concreto. Esto es un sinsentido f́ısico y además, desde un punto de vista

matemático, tenemos más incógnitas que ecuaciones. Los cálculos son sen-

cillos, por ejemplo en el caso d = 3 disponemos de nueve ecuaciones escalares

(tres de (5.2.2) y seis de (5.2.3) ) y de quince incógnitas (las tres de los despla-

zamientos, las seis de las deformaciones y las seis de las tensiones). Aśı pues,

necesitamos introducir más ecuaciones que porten información de cómo es el

material que compone el cuerpo cuya deformación estamos modelizando. Es-

tas ecuaciones, y más propiamente si dicha información puede ser expresada en

una sola ecuación es la ley constitutiva o ley de comportamiento. A su estudio,

centrado en el caso viscoelástico de memoria larga, dedicamos la Sección 5.3.

Por otra parte, aún nos resta modelizar el efecto de las diferentes condiciones

de contorno. A ello asignamos la Sección 5.4.

5.3. Ley de comportamiento viscoelástico de

memoria larga

Una de las formas de obtener una expresión matemática para la ley constituti-

va de un material consiste en llevar a cabo una serie de tests experimentales en

el laboratorio que ponen de manifiesto caracteŕısticas del material tales como

su endurecimiento, envejecimiento, deformaciones residuales, daño, desgaste,

etc. Brevemente, podemos decir que en los tests experimentales se obtienen

valores numéricos de una serie de variables f́ısicas {O1, . . . , On} en respues-

ta a los de otro grupo de variables {I1, . . . , Im} artificialmente provocados.

Luego, se pretende cuadrar esa información de tipo causa-efecto por medio de

combinaciones lineales de funciones matemáticas adecuadas. La selección de
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dichas funciones y el cálculo de los coeficientes idóneos es una tarea complica-

da e implica limitar el domino de validez del modelo y la realización de tests

experimentales a posteriori con objeto de aceptar el modelo o no.

Con carácter general, diremos que un material es homogéneo cuando todos

sus puntos materiales tienen propiedades reológicas idénticas y que es isótropo

cuando todas las direcciones alrededor de cada punto son materialmente equi-

valentes. Un material laminado, por ejemplo, es un paradigma de material no

isótropo, esto es, anisótropo. Existe en la literatura una gran variedad de leyes

de comportamiento y la mayor parte de ellas son expresiones que involucran el

tensor de tensiones σ, el tensor de deformaciones linealizado ε y sus respectivas

derivadas temporales.

Leyes de comportamiento en elasticidad. En su caso más general, una

ley de comportamiento en elasticidad es de la forma

(5.3.1) σ = F (ε).

Establece una relación entre tensiones y deformaciones tal que, en el caso

unidimensional, la curva que relaciona ambas magnitudes es coincidente en un

experimento de carga-descarga. No puede describir, sin embargo, fenómenos

reales como, por ejemplo, la relajación de los materiales , que consiste en que al

someterlos a una deformación constante ε0, las tensiones que experimentan no

se mantienen iguales a σ0 = F (ε0), sino que se reducen en cierta medida con

el paso del tiempo. La ley constitutiva para un material elástico lineal viene

dada por

(5.3.2) σ = Aε,

que expresa matemáticamente la ley de Hooke generalizada, donde A = (Aijkl)

es un tensor de orden 4 denominado tensor de elasticidad. En la expresión

anterior y en lo que sigue, entendemos que dados un tensor R de orden 4 y un
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tensor τ de orden 2 arbitrarios, su producto Rτ es un tensor de orden 2 que

en coordenadas se define como sigue:

(Rτ )ij = Rijklτkl.

Dada la dependencia de ε respecto del desplazamiento u, en numerosas oca-

siones en que no haya lugar a confusión, como en la expresión (5.3.2), pres-

cindiremos de la escritura expĺıcita de u, esto es, ε = ε(u). En el caso de un

material elástico homogéneo e isótropo se verifica

Aijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk),

donde los escalares λ y µ son los coeficientes de Lamé y δij es el śımbolo de

Kronecker. En consecuencia, la ley de comportamiento en elasticidad lineal

homogénea e isótropa queda

σ = λ (ε·Id)Id + 2 µ ε,

donde Id es el tensor identidad definido por (Id)ij = δij.

Ley de comportamiento en viscoelasticidad con memoria larga. El

estudio reológico de gran cantidad de materiales ha revelado la existencia de

fenómenos como el anteriormente citado de la relajación que no modelizan

las leyes de comportamiento elásticas. Las leyes de comportamiento en vis-

coelasticidad introducen en el modelo la viscosidad como elemento para paliar

esa carencia y tienen en cuenta la tasa de variación de tensiones y deforma-

ciones. Si en reoloǵıa el comportamiento elástico se representa esquemática-

mente mediante muelles, el comportamiento viscoso se representa mediante

amortiguadores, como vemos en la Figura 5.3.1.

En el caso lineal unidimensional, el comportamiento de los muelles está de-

terminado por el módulo de Young, que se denota por E, mediante la ley de

Hooke, esto es, σ = Eε. El comportamiento de los amortiguadores viene dado
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Figura 5.3.1: Muelles y amortiguadores.

por el coeficiente de viscosidad, que se denota por η, mediante la ley de New-

ton, esto es, σ = ηε̇, siendo ε̇ la derivada temporal de ε. Ambos elementos

pueden combinarse (gráficamente) en paralelo y/o en serie para dar lugar a

representaciones esquemáticas de modelos más complejos. Como regla gene-

ral, el alineamiento en paralelo representa que la tensión global del sistema

es suma de las que corresponden individualmente a cada elemento alineado.

Por su parte, el alineamiento en serie se traduce en que la deformación global

del sistema es la suma de las deformaciones experimentadas individualmente

por cada elemento alineado. De esta manera, los clásicos modelos de Maxwell y

Kelvin-Voigt se obtienen alineando en serie el primero, y en paralelo el segundo,

un muelle y un amortiguador.

Consideremos ahora el conjunto formado por un muelle de módulo de Young

Em y un amortiguador de viscosidad η alineados en serie (modelo de Maxwell)

y alineados a su vez en paralelo con un muelle de módulo de Young E. En la

Figura 5.3.2 vemos el esquema correspondiente. Tal modelo recibe el nombre

de ley de comportamiento en viscoelasticidad estándar y, tal y como hemos

explicado, en el caso unidimensional se corresponde con la expresión

(5.3.3) σ +
η

Em

σ̇ = Eε + η(
E

Em

+ 1)ε̇.

Las operaciones necesarias para la obtención de (5.3.3) son sencillas y pueden

consultarse, por ejemplo, en [50].
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Figura 5.3.2: Viscoelasticidad estándar.

Obtendremos a continuación la ley constitutiva de los materiales viscoelásticos

de memoria larga a partir de la ley viscoelástica estándar y generalizaremos,

posteriormente, al caso d-dimensional. Para facilitar los cálculos definimos

A0 = 1, A1 =
η

Em

, a0 = E, a1 =
E

Em

+ 1,

por lo que (5.3.3) queda

(5.3.4) A0σ(t) + A1σ̇(t) = a0ε(t) + a1ε̇(t),

En lo que sigue, suponemos que podemos aplicar transformadas de Laplace a

las funciones ε, σ y sus derivadas temporales. Además, suponemos que σ(0) =

ε(0) = 0. Dada una función f denotaremos f̂ a su transformada de Laplace.

Entonces, aplicando transformadas de Laplace en (5.3.4), tenemos

σ̂(s)(1 + A1s) = ε̂(s)(a0 + a1s),

que equivale a

σ̂(s) =
a1

A1

ε̂(s) −
a1

A1
− a0

1 + A1s
ε̂(s).

Definimos

b̂(s) = −
a1

A1
− a0

1 + A1s
=

D

1 + Fs
.
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Aplicando la transformada inversa y dado que

D̂

F
e−

t
F =

D

1 + Fs
,

se tiene que

b(t) = −
a1 − a0A1

A2
1

e
− t

A1 .

Por otra parte, definimos por

b ⋆ ε(t) =

∫ t

0

b(t − s)ε(s)ds, t ≥ 0,

la convolución de b y ε. Entonces, dado que b̂(s)ε̂(s) = b̂ ⋆ ε(s), la expresión

(5.3.4) queda

(5.3.5) σ(t) =
a1

A1

ε(t) +

∫ t

0

b(t − s)ε(s)ds.

Sustituyendo el valor de b tenemos

σ(t) =
a1

A1

ε(t) −

∫ t

0

(a1 − a0A1)

A2
1

e
s−t
A1 ε(s) ds.

Sustituyendo los valores de a0, a1 y A1, concluimos

σ(t) =
E + Em

η
ε(t) +

∫ t

0

Em

η
(E −

E + Em

η
) e

(s−t)Em
η ε(s) ds.

Podemos generalizar al caso d-dimensional la expresión (5.3.5) en la forma

(5.3.6) σ(t) = Aε(u(t)) +

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s))ds,

donde volvemos a hacer expĺıcita la dependencia respecto a u. La expresión

(5.3.6) es la ley constitutiva de los materiales viscoelásticos de memoria larga.

El comportamiento elástico viene dado por el primer término del segundo

miembro, mientras que la viscosidad y la memoria vienen dados por el término

integral de tipo Volterra, que en lo sucesivo llamaremos término de memo-

ria, y que hace que el tensor de tensiones de cada instante dependa de todos
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los estados de deformación previos. Los tensores A = (Aijkl) y B = (Bijkl)

se denominan, respectivamente, tensor de elasticidad y tensor de relajación.

Observamos fácilmente que para B = 0, es decir, cuando no hay memoria, la

expresión (5.3.6) se convierte en (5.3.2), esto es, la ley de comportamiento de

un material elástico lineal.

La expresión (5.3.6) es utilizada o mencionada en numerosas obras, ver por

ejemplo [21, 25]. Existen, no obstante, referencias bibliográficas como [95] que

utilizan para la viscoelasticidad con memoria larga la expresión

(5.3.7) σ(t) = R(t)ε(u(0)) +

∫ t

0

R(t − s)ε̇(u(s))ds.

La relación entre (5.3.6) y (5.3.7) es inmediata, como se ve a continuación.

Trabajando en coordenadas e integrando por partes, tenemos

Rijkl(0)εkl(t) −Rijkl(t)εkl(0) =

∫ t

0

d

ds
{Rijkl(t − s)εkl(s)}ds

= −

∫ t

0

Ṙijkl(t − s)εkl(s)ds +

∫ t

0

Rijkl(t − s)ε̇kl(s)ds.

De donde

Rijkl(0)εkl(t) +

∫ t

0

Ṙijkl(t − s)εkl(s)ds

= Rijkl(t)εkl(0) +

∫ t

0

Rijkl(t − s)ε̇kl(s)ds,

y basta tomar A = R(0) y Ṙ = B. En [22] se realiza un análisis similar.

Existe, además, una formulación alternativa, en cierto modo rećıproca, para la

ley de comportamiento de un material viscoelástico de memoria larga (consul-

tar, por ejemplo, [22, 58, 88]). En literatura inglesa recibe el nombre de creep

equation y consiste en expresar el tensor de deformaciones linealizado como

función del tensor de tensiones. Esto es,

(5.3.8) ε(u(t)) = Eσ(t) +

∫ t

0

C(t − s)σ(s)ds.
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Como se ve sin dificultad, dicha ley podemos obtenerla repitiendo el razona-

miento de (5.3.4)–(5.3.5) con a0 = 1 y A0 6= 1. El tensor de cuarto orden

E = (Eijkl) es el tensor de elasticidad y C = (Cijkl) recibe la denominación

inglesa de creep tensor.

Un resultado de regularidad. En los caṕıtulos 6–10, será frecuente la

situación en la que dispongamos de un resultado de existencia y unicidad de

solución débil u para el campo de desplazamientos, con una cierta regula-

ridad. En estos casos, el campo de tensiones, dado por (5.3.6) hereda dicha

regularidad.

Teorema 5.3.1. Sean V y Q los espacios de Hilbert reales dados por (4.1.1)

y (4.1.4) y sea u : [0, T ] → V el campo de desplazamientos solución débil de

un problema de contacto P en viscoelasticidad con memoria larga. En estas

condiciones, el campo de tensiones σ : [0, T ] → Q dado por (5.3.6) verifica:

(i) Si A ∈ L∞(Ω),B ∈ C([0, T ];L∞(Ω)) y u ∈ C([0, T ]; V ), entonces

σ ∈ C([0, T ]; Q),

(ii) Si A ∈ L∞(Ω),B ∈ W 1,2(0, T ;L∞(Ω)) y u ∈ W 1,2(0, T ; V ), entonces

σ ∈ W 1,2(0, T ; Q).

Demostración.

(i) Sean 0 ≤ t1 < t2 ≤ T . Se verifica,

‖σ(t1) − σ(t2)‖Q ≤ ‖Aε(u(t1) − u(t2))‖Q

+

∫ t1

0

‖(B(t1 − s) − B(t2 − s))ε(u(s))‖Q ds +

∫ t2

t1

‖B(t2 − s)ε(u(s))‖Q ds

≤ c
(
‖u(t1) − u(t2)‖V +

∫ t1

0

‖B(t1 − s) − B(t2 − s)‖L∞(Ω) ds + (t2 − t1)
)
,

siendo c una constante positiva que depende de A,B y u. De la desigualdad
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anterior se concluye fácilmente la prueba del apartado (i).

(ii) Del apartado (i) y las inyecciones continuas

W 1,2(0, T ; X) ⊂ C([0, T ]; X) ⊂ L2(0, T ; X),

para X = V,X = L∞(Ω) y X = Q se obtiene que σ ∈ L2(0, T ; Q). Además,

dado que

σ̇(t) = Aε(u̇(t)) + B(0)ε(u(t)) +

∫ t

0

Ḃ(t − s)ε(u(s)) ds,

para casi todo t ∈ (0, T ), también se deduce que

‖σ̇‖2
L2(0,T ;Q) ≤ c

∫ T

0

(‖u(t)‖2
V + ‖u̇(t)‖2

V ) dt = c ‖u‖2
W 1,2(0,T ;V ),

por lo que σ̇ ∈ L2(0, T ; Q). Esto es, hemos probado que σ ∈ W 1,2(0, T ; Q). 2

Análogamente, en numerosas ocasiones dispondremos de un resultado de exis-

tencia y unicidad de solución débil aproximada uh para el campo de despla-

zamientos, con una cierta regularidad. En estos casos, el campo de tensiones

aproximado, dado por

(5.3.9) σh(t) = PQh

(
Aε(uh(t))

)
+ PQh

( ∫ t

0

B(t − s)ε(uh(s))ds
)
,

también hereda dicha regularidad.

Corolario 5.3.2. Sean V h ⊂ V y Qh ⊂ Q subespacios de dimensión finita y

sea uh : [0, T ] → V h el campo de desplazamientos aproximado de un problema

de contacto P en viscoelasticidad con memoria larga. En estas condiciones, el

campo de tensiones aproximado σh : [0, T ] → Qh dado por (5.3.9) verifica:

(i) Si A ∈ L∞(Ω),B ∈ C([0, T ];L∞(Ω)) y u ∈ C([0, T ]; V h), entonces

σh ∈ C([0, T ]; Qh).

(ii) En las condiciones de (i), se cumple la cota
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(5.3.10) ‖σ − σh‖C([0,T ];Q) ≤ ‖(I − PQh)σ‖C([0,T ];Q) + c ‖uh − u‖C([0,T ];V ).

Demostración. Teniendo en cuenta la no expansividad del operador de proyec-

ción PQh , la demostración del apartado (i) es idéntica a la del apartado (i) del

Teorema 5.3.1. Entonces, para el apartado (ii) restamos las expresiones (5.3.6)

y (5.3.9) y obtenemos

σ(t) − σh(t) = PQh

(
Aε(u(t) − uh(t))

)

+ PQh

( ∫ t

0

B(t − s)ε(u(s) − uh(s))ds
)

+ (I − PQh)σ(t),

de donde concluimos, haciendo uso de (4.2.9), que

‖σ(t) − σh(t)‖Q ≤ c(‖ε(u(t) − uh(t))‖Q

+

∫ t

0

‖ε(u(s) − uh(s))‖Qds) + ‖(I − PQh)σ(t)‖Q,

de donde se obtiene (5.3.10). 2

5.4. Condiciones de contorno

Recuperamos aqúı la definición matemática de sólido deformable introducida

en la Sección 5.2, esto es, el conjunto de sus puntos materiales (configuración de

referencia) ocupa la clausura de un dominio acotado Ω ⊂ IRd cuya frontera Γ =

∂Ω es suficientemente regular (por ejemplo, lipschitziana a trozos). Entonces

se puede definir el vector normal exterior y unitario ν para casi todo punto

de Γ. Además, Γ está dividida en tres partes disjuntas Γi, i = 1, 2, 3, siendo

med(Γ1) > 0. Suponemos que sobre el sólido actúa una fuerza volúmica cuya

función de densidad viene dada por f 0 : Ω × [0, T ] → IRd, donde T > 0 es el

tiempo hasta el que observamos la deformación, y que los efectos de la inercia

son despreciables (caso cuasiestático), por lo que la ecuación del equilibrio

(5.2.2) gobierna el proceso de deformación.
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Condiciones de contorno de desplazamientos y tracciones.

Suponemos que el sólido está fijado en Γ1 por lo que el vector de desplaza-

mientos u verifica

u = 0 en Γ1 × [0, T ].

Para mayor generalidad, se puede suponer que los desplazamientos impuestos

en Γ1 son no nulos. No obstante, nos limitamos al estudio de condiciones de

fijación para mayor simplicidad. Por otra parte, las tracciones superficiales son

conocidas. Aśı, sobre Γ2 se define una función de densidad f 2 : Γ2 × [0, T ] → IRd

tal que

σν = f 2 en Γ2 × [0, T ],

donde σν es el vector de tensiones de Cauchy dado por (σν)i = σij νj.

Condiciones de contorno de contacto y rozamiento.

Además, la parte Γ3 de la frontera es susceptible de entrar en contacto con

un obstáculo1. El contacto puede ser unilateral o bilateral. Si es unilateral, el

cuerpo puede volver a separarse del obstáculo. Si es bilateral, el contacto se

mantiene durante todo el proceso de deformación. Para describir matemática-

mente las condiciones de contacto, en los casos en que d > 1, definimos las

componentes normal uν y tangencial uτ del desplazamiento:

uν = ui νi, uτ = u − uνν.

También definimos la tensión normal y la tensión tangencial como sigue:

σν = σij νj νi, στ = σν − σνν.

1Recordamos que las condiciones espećıficas para el caso de contacto entre dos cuerpos

serán introducidas en el Caṕıtulo 8.
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En beneficio de una exposición unificada de todos los casos, para d = 1 inter-

pretamos que uν y σν designan, respectivamente, u y σ, mientras que uτ y στ

carecen de significado y obviamos las expresiones que los involucren. En senti-

do estricto, por condición de contacto entendemos una expresión que modeliza

el comportamiento del cuerpo en la dirección de la normal de Γ3 a lo largo del

intervalo temporal [0, T ], por lo que sólo intervienen las componentes normales

de desplazamientos, tensiones y sus derivadas. Por condición de rozamiento en-

tendemos una expresión que modeliza el comportamiento tangencial en Γ3 a

lo largo de [0, T ], si bien, como veremos, ello no impide que en algunos casos

intervengan también las componentes normales de desplazamientos y tensio-

nes. Presentamos ahora las condiciones de contacto y rozamiento utilizadas en

este trabajo.

Condición de contacto bilateral. Se aplica cuando el proceso de deforma-

ción del cuerpo o cuerpos involucrados no implican la pérdida del contacto

durante el tiempo de observación, esto es

uν = 0 en Γ3 × [0, T ].

Nótese que śı se admiten deslizamientos tangenciales en la superficie de con-

tacto.

Condiciones de contacto de Signorini. En este caso, el obstáculo es una

base ŕıgida, por lo que no se deja penetrar. Matemáticamente esto se expresa

como sigue:

(5.4.1) uν ≤ s en Γ3 × [0, T ],

donde s : Γ3 → IR+ es una función que mide, en la dirección de ν, la distancia

de la frontera de contacto del sólido, en su configuración de referencia, a la

base ŕıgida. Cuando uν < s, no hay contacto y entonces la tensión normal es
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nula. Es decir,

(5.4.2) uν < s ⇒ σν = 0 en Γ3 × [0, T ].

Cuando uν = s, hay contacto, por lo que la base ŕıgida ejerce sobre el sólido una

presión, desconocida a priori, en el sentido opuesto a la normal ν. Entonces,

(5.4.3) uν = s ⇒ σν < 0 en Γ3 × [0, T ].

Las condiciones de contacto (5.4.1)–(5.4.3) se resumen en:

(5.4.4) uν ≤ s; σν ≤ 0; (uν − s)σν = 0 en Γ3 × [0, T ].

En el estudio teórico tomamos s = 0 para mayor simplicidad. Esto es, en la

configuración de referencia, el sólido está en contacto con el obstáculo en Γ3.

Condición de contacto con respuesta normal. En este caso el obstáculo se

supone deformable. Como en el caso anterior, suponemos que s es una función

que mide, en la dirección de la normal exterior, la distancia de la frontera de

contacto Γ3 al obstáculo. Suponemos la tensión normal σν verifica

(5.4.5) − σν = pν(uν − s).

La ecuación (5.4.5) es una forma abreviada para expresar

−σν(x) = pν(x, uν(x) − s(x)), x ∈ Γ3.

Representa la condición de contacto con respuesta normal, en la que pν : Γ3 ×

IR → IR+ es la función de respuesta normal , que relaciona la tensión normal

con el desplazamiento normal. En general, dicha función verifica que pν(x, r) =

0 para cualquier x ∈ Γ3 si r ≤ 0. Cuando uν − s es positivo, representa

la penetración de las rugosidades de la superficie del sólido deformable entre

las del obstáculo. Un ejemplo usual de función de respuesta normal pν es el

siguiente:

(5.4.6) pν(r) = cνr
α
+,
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siendo cν una constante positiva y α ∈ (0, 1]. Formalmente, la condición de

contacto de Signorini se obtiene a partir de la condición de respuesta normal

en el ĺımite, cuando cν → ∞. Consideramos ahora otro ejemplo de función de

respuesta normal, donde

(5.4.7) pν(r) =





cνr+ if r ≤ α,

cνα si r > α.

El coeficiente α está relacionado con el desgaste y el daño del material de la

superficie de contacto y la interpretación que le corresponde en este caso a

la condición (5.4.5) es que si la penetración supera el umbral marcado por α,

el obstáculo cede completamente y no ofrece resistencia adicional a la pene-

tración.

Condición de contacto con respuesta normal amortiguada. Al igual que

en el caso anterior, el obstáculo se supone deformable. No obstante, en esta

ocasión la tensión normal sólo depende de la velocidad del desplazamiento en

la dirección de la normal. Por tanto, se supone que σν verifica

(5.4.8) −σν = pν(u̇ν),

donde pν : Γ3 × IR → IR+ es la función de respuesta normal amortiguada, que

se supone conocida. Importantes casos particulares corresponden a tomar

pν(r) = kr+ + p0,(5.4.9)

pν(r) = k|r|q−1r.(5.4.10)

En el primer caso, se modeliza el efecto de una capa de lubricante, por ejemplo

aceite, cuya presión viene dada por p0. Aplicando (5.4.9) en (5.4.8) observamos

que, cuando no hay variación en el desplazamiento normal o el cuerpo se separa

del obstáculo (velocidad normal negativa), la presión es el único agente que

interviene en la aparición de tensiones normales. Por el contrario, cuando el
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cuerpo se acerca o penetra en el obstáculo, también interviene la tasa de la

variación del desplazamiento normal de manera proporcional al coeficiente de

amortiguación, que viene dado por k > 0.

En el segundo caso, sustituyendo (5.4.10) en (5.4.8) para k ≥ 0 y 0 < q ≤

1, la tensión normal está en función de la potencia q-ésima de la velocidad

del desplazamiento normal. Por tanto se modeliza el efecto de la viscosidad

mediante un amortiguador no lineal (ver Sección 5.3). Es por esto que se dice

condición de contacto viscoso.

Caso sin rozamiento. La triboloǵıa es la ciencia que se ocupa del estudio

de las superficies en contacto cuando hay movimiento relativo entre ambas. El

rozamiento es uno de sus principales campos. Como norma general, el roza-

miento se define como la fuerza tangencial a la superficie común de dos cuerpos

en contacto que se origina cuando se produce un desplazamiento relativo entre

ambos. En nuestro modelo se corresponde con στ . Como leyes generales se

observan las siguientes:

La magnitud de la fuerza de rozamiento es proporcional a la magnitud

de la tensión en la dirección de la normal, esto es, |στ |/σν = c.

La magnitud de la fuerza de rozamiento es independiente del área apa-

rente de la zona en contacto.

La fuerza de rozamiento es independiente de la velocidad de deslizamien-

to relativa, esto es, el rozamiento que se produce al iniciar el deslizamien-

to relativo de las dos superficies en contacto es el mismo que se necesita

para mantenerlo.

No obstante, dichas leyes se manifiestan en la práctica insuficientes para des-

cribir adecuadamente los fenómenos de rozamiento, que dependen de gran can-
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tidad de factores adicionales, como la presencia de lubricantes, la temperatura,

las rugosidades de las superficies en contacto, el desgaste, el daño, etc. para los

que no existe una teoŕıa unificada. Digamos, finalmente, que en multitud de

fenómenos de contacto las fuerzas de rozamiento se consideran despreciables

(se dicen, sin rozamiento). Esto corresponde a:

(5.4.11) στ = 0 en Γ3 × [0, T ].

Condiciones de rozamiento de Coulomb y Tresca. Sin embargo, existen

modelos que responden al menos a las leyes generales que hemos expuesto con

anterioridad. Se obtienen a partir del modelo de Coulomb generalizado.

(5.4.12)

|στ | ≤ µ p(|σν |),

|στ | < µp(|σν |) ⇒ u̇τ = 0,

|στ | = µ p(|σν |) ⇒ ∃λ ≥ 0 tal que στ = −λ u̇τ ,





donde p es una función no negativa y µ ≥ 0 es el coeficiente de rozamiento.

Su producto es el umbral de rozamiento. Para los puntos materiales en los que

se verifica la desigualdad estricta, no hay variación en la situación tangencial

relativa de las superficies en contacto. Para los puntos en los que se verifica

la igualdad, śı se produce una variación, que es proporcional a la fuerza de

rozamiento. Dado que la frontera entre los puntos de Γ3 que verifican una u

otra condición no es conocida y vaŕıa con el tiempo, la condición de Coulomb

generalizada se interpreta matemáticamente como una condición de frontera

libre.

El problema que surge al modelizar el rozamiento con la ley de Coulomb

es que involucra las tensiones normales, que matemáticamente son elemen-

tos de H− 1
2 (Γ) (un espacio de distribuciones) y no funciones. No obstante,

existen modelos que sugieren que un promedio de las tensiones normales es

tribológicamente más realista, lo que justifica la regularización de las entidades

matemáticas, hecha en varios trabajos ([18, 23, 38]).
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En el caso particular en que p es la función identidad, obtenemos la clásica ley

de Coulomb y en el caso de que p = κ es una función constante, obtenemos la

ley de rozamiento de Tresca. En este caso, tomando g = µκ podemos reescribir

el modelo anterior:

(5.4.13)

|στ | ≤ g,

|στ | < g ⇒ u̇τ = 0,

|στ | = g ⇒ ∃λ ≥ 0 tal que στ = −λ u̇τ .





La principal caracteŕıstica de la ley de Tresca es que el umbral de rozamiento

g ≥ 0 es conocido y es constante, lo que facilita su tratamiento matemático.

Podemos combinar los modelos de Coulomb y de Tresca para modelizar una

situación que responde en mayor medida a la realidad. Imaginemos dos cuer-

pos que entran en contacto y que se deslizan tangencialmente el uno respecto

al otro. En los primeros momentos las rugosidades de uno y otro cuerpo difi-

cultan ese deslizamiento, por lo que la tensión normal σν determina en gran

medida el umbral de rozamiento. Por tanto, el modelo de Coulomb describe

adecuadamente la situación. No obstante, a medida que el daño y el desgaste

de las superficies en contacto favorecen la desaparición de las rugosidades, la

tensión normal va perdiendo influencia sobre la determinación del umbral de

rozamiento, que se va estabilizando hacia un valor constante g, en cuyo caso

el modelo de Tresca es más apropiado.

Ley de rozamiento viscoso. En todas las variantes de la ley de Coulomb,

el rozamiento sólo se traduce en una variación del desplazamiento tangencial

cuando la tensión tangencial alcanza un cierto umbral. No obstante, cuando

existe una capa de lubricante entre el sólido deformable y el obstáculo, incluso

las tensiones más bajas producen variaciones en el desplazamiento tangencial.

La ley de rozamiento viscoso modeliza esta situación. Se supone, por tanto,

(5.4.14) στ = −pτ (u̇τ ),
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donde pτ es una función conocida. El caso particular que nos interesa corres-

ponde a tomar

(5.4.15) pτ (v) = µ|v|q−1v, 0 < q ≤ 1, µ > 0.

Esto es, se modeliza la respuesta tangencial como un amortiguador de viscosi-

dad no lineal (ver Sección 5.3), que se corresponde, por ejemplo, con el caso

en que el lubricante es un fluido no-newtoniano.



Caṕıtulo 6

Problema de contacto con

condiciones de Signorini

Planteamos el sistema de E.D.P’s que traduce matemáticamente, en la for-

ma de un problema de contorno, el problema mecánico de contacto unilateral

sin rozamiento con condiciones de Signorini entre un sólido viscoelástico de

memoria larga y un obstáculo ŕıgido. Se obtienen dos diferentes formulacio-

nes variacionales y se demuestra la existencia y unicidad de solución. Además

se estudian propiedades tales como la equivalencia entre ambas formulaciones

variacionales, la dependencia continua de la solución respecto a los datos o la

convergencia de la solución del problema en viscoelasticidad hacia la solución

de un problema en elasticidad, según la memoria se reduce. Finalmente, se

desarrolla el análisis numérico y se presentan resultados numéricos correspon-

dientes a simulaciones realizadas en una, dos y tres dimensiones.

123
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6.1. Formulación mecánica y variacional del

problema

Nos situamos en las hipótesis generales descritas en el Caṕıtulo 5 para los

procesos de contacto en viscoelasticidad con memoria larga. La formulación

matemática en problema de contorno que traduce el problema mecánico de

contacto unilateral sin rozamiento con condiciones de Signorini entre un cuerpo

viscoelástico de memoria larga y un obstáculo no penetrable se expresa como

sigue:

PROBLEMA P : Hallar el campo de desplazamientos u : Ω× [0, T ] → IRd y el

campo de tensiones σ : Ω × [0, T ] → Sd tales que

σ(t) = Aε(u(t)) +

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s))ds en Ω,(6.1.1)

Divσ(t) + f 0(t) = 0 en Ω,(6.1.2)

u(t) = 0 en Γ1,(6.1.3)

σ(t)ν = f 2(t) en Γ2,(6.1.4)

σν(t)uν(t) = 0; uν(t) ≤ 0; σν(t) ≤ 0; στ (t) = 0 en Γ3,(6.1.5)

para todo t ∈ [0, T ].

Recordamos ahora el significado f́ısico de las expresiones que componen el

problema P y que ya fueron introducidas en las secciones 5.2, 5.3 y 5.4. La

expresión (6.1.1) es la ley de comportamiento de los materiales viscoelásticos

de memoria larga, introducida en (5.3.6). Recordamos que el término integral

es el que modeliza el efecto de la memoria, que los tensores de cuarto orden

A = (Aijkl) y B = (Bijkl) son, respectivamente, los tensores de elasticidad y de

relajación y que ε(u) es el tensor de deformaciones linealizado. La expresión

(6.1.2) es la ecuación del equilibrio, introducida en (5.2.2), que gobierna el

proceso de deformación en un problema cuasiestático. Las expresiones (6.1.3)
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y (6.1.4) son las condiciones de contorno de desplazamientos-tracciones. Final-

mente, (6.1.5) representa las condiciones de contacto tipo Signorini sin roza-

miento obtenidas a partir de (5.4.4) y (5.4.11), en la Sección 5.4 para el caso

s = 0. Por tanto, el cuerpo deformable se encuentra inicialmente en contacto,

a lo largo de Γ3, con un obstáculo del que se puede separar pero que no se deja

penetrar y que reacciona al contacto con una presión, a priori no conocida, en

la dirección opuesta al vector normal exterior ν.

Se plantean a continuación dos formulaciones variacionales del problema P ,

que llamaremos PV 1 y PV 2. Son formulaciones duales en el sentido de que

mientras en PV 1 el estudio de la existencia y unicidad de solución se realiza

sobre los desplazamientos u y las tensiones σ se obtienen a posteriori a partir

de estos, en PV 2 el procedimiento es el contrario. Veremos que PV 1 puede ser

estudiado por medio de las herramientas desarrolladas en el Caṕıtulo 2 y que

esto no es posible para PV 2.

Primera formulación variacional. Sea V el espacio de Hilbert real definido

en (4.1.4) y sea Uad el conjunto de desplazamientos admisibles definido en

(4.1.7), que es un subconjunto convexo, cerrado y no vaćıo de V . Suponemos

que (u,σ) es una solución regular del problema P , de forma que u(t) ∈ Uad

para todo t ∈ [0, T ] y tiene sentido aplicar la fórmula de Green (4.1.3):

(σ(t), ε(v − u(t)))Q(6.1.6)

= (−Divσ(t),v − u(t))H + (σ(t)ν,v − u(t))[L2(Γ)]d ,

para todo v ∈ Uad. Además, por (6.1.3) y (6.1.4),

(σ(t)ν,v − u(t))[L2(Γ)]d(6.1.7)

= (f 2(t),v − u(t))[L2(Γ2)]d + (σ(t)ν,v − u(t))[L2(Γ3)]d .



126 Caṕıtulo 6: Problema de contacto con condiciones de Signorini

Por otra parte, usando (4.1.2), (6.1.5) y dado que v ∈ Uad se tiene:

(σ(t)ν,v − u(t))[L2(Γ3)]d = (σν(t), vν − uν(t))L2(Γ3)(6.1.8)

= (σν(t), vν)L2(Γ3) ≥ 0.

Aplicando (6.1.2), (6.1.7) y (6.1.8) en (6.1.6) tenemos

(6.1.9) (σ(t), ε(v − u(t)))Q ≥ (f 0(t),v − u(t))H + (f 2(t),v − u(t))[L2(Γ2)]d .

Por tanto, teniendo en cuenta (4.1.9), concluimos lo siguiente:

(6.1.10) (σ(t), ε(v − u(t)))Q ≥ (F (t),v − u(t))V ,

para todo v ∈ Uad. En consecuencia, toda solución (u,σ) regular del problema

P verifica la siguiente formulación variacional:

PROBLEMA PV 1: Hallar el campo de desplazamientos u : [0, T ] → V y el

campo de tensiones σ : [0, T ] → Q tales que

σ(t) = Aε(u(t)) +

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s))ds,(6.1.11)

u(t) ∈ Uad, (σ(t), ε(v − u(t)))Q ≥ (F (t),v − u(t))V ,(6.1.12)

para todo v ∈ Uad y todo t ∈ [0, T ].

Segunda formulación variacional. Suponemos nuevamente que (u,σ) es

una solución regular del problema P , de forma que u(t) ∈ Uad para todo

t ∈ [0, T ] y tiene sentido aplicar la fórmula de Green (4.1.3), por lo que

podemos repetir el razonamiento que condujo a la formulación de PV 1 hasta

(6.1.10), donde tomamos sucesivamente v = 0 y v = 2u(t) (nótese que ambos

pertenecen a Uad) para concluir que

(6.1.13) (σ(t), ε(u(t)))Q = (F (t),u(t))V .

Sumando (6.1.12) y (6.1.13), se tiene

(6.1.14) (σ(t), ε(v))Q ≥ (F (t),v)V ,
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para todo v ∈ Uad. Definimos el conjunto de tensiones admisibles en el instante

t ∈ [0, T ]:

(6.1.15) Σad(t) := {τ ∈ Q : (τ , ε(v))Q ≥ (F (t),v)V para todo v ∈ Uad}.

Aśı, por (6.1.14), se tiene σ(t) ∈ Σad(t). Ahora bien, usando (6.1.13) y (6.1.15)

se verifica

(6.1.16) (τ − σ(t), ε(u(t)))Q ≥ 0 para todo τ ∈ Σad(t).

Por tanto, toda solución regular (u,σ) del problema P verifica la siguiente

formulación variacional:

PROBLEMA PV 2: Hallar el campo de desplazamientos u : [0, T ] → V y el

campo de tensiones σ : [0, T ] → Q tales que:

σ(t) = Aε(u(t)) +

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s))ds,(6.1.17)

σ(t) ∈ Σad(t) , (τ − σ(t), ε(u(t)))Q ≥ 0,(6.1.18)

para todo τ ∈ Σad(t) y todo t ∈ [0, T ].

6.2. Existencia y unicidad de solución

Supondremos las siguientes hipótesis a lo largo de toda la sección:

A ∈ L∞(Ω),(6.2.1)

Aijkl = Ajikl = Aklij c.p.d. en Ω,(6.2.2)

Aijklξklξij ≥ αξij ξij c.p.d. en Ω,(6.2.3)

Bijkl(t) = Bjikl(t) = Bklij(t) c.p.d. en Ω,(6.2.4)

B ∈ C([0, T ];L∞(Ω)),(6.2.5)

F ∈ C([0, T ]; V ),(6.2.6)
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donde t ∈ [0, T ], α > 0, ξ = (ξij) es un elemento arbitrario de Sd y F es

el vector de fuerzas, dado por (4.1.9). Una condición suficiente para que se

verifique (6.2.6) es

(6.2.7) f 0 ∈ C([0, T ]; H); f 2 ∈ C([0, T ]; [L2(Γ2)]
d),

como se deduce de (4.1.9). Por tanto, de (6.2.1)–(6.2.3) se deduce que el tensor

de elasticidad es simétrico, esencialmente acotado y eĺıptico. De (6.2.4)–(6.2.5)

se tiene que el tensor de relajación es simétrico y, con continuidad a lo largo

del tiempo de observación, es esencialmente acotado en Ω.

Existencia y unicidad de solución para PV 1. Sustituyendo (6.1.11) en

(6.1.12) se tiene que el problema PV 1 es equivalente al siguiente:

PROBLEMA PV : Hallar el campo de desplazamientos u : [0, T ] → V tal que

(Aε(u(t)) +

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s)) ds, ε(v − u(t)))Q(6.2.8)

≥ (F (t),v − u(t))V

para todo v ∈ Uad y todo t ∈ [0, T ].

Basándonos en argumentos de la Sección 2.1 disponemos del siguiente resulta-

do.

Teorema 6.2.1. En las hipótesis (6.2.1)–(6.2.6) el problema PV tiene una

única solución u ∈ C([0, T ]; V ).

Demostración. Identificamos X al espacio de Hilbert V definido en (4.1.4)

y hacemos lo propio entre X0 y Uad, definido en (4.1.7). Sean A : V → V y

B : [0, T ] → L(V ) los operadores definidos como sigue para todo v,w ∈ V y

todo t ∈ [0, T ]:

(6.2.9) (Av,w)V = (Aε(v), ε(w))Q, (B(t)v,w)V = (B(t)ε(v), ε(w))Q.
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Utilizando (6.2.1)–(6.2.5) se obtiene que A y B satisfacen las condiciones

(2.1.3) y (2.1.4), respectivamente. Además, X0 = Uad verifica (2.1.2), esto es,

es un subconjunto convexo, cerrado y no vaćıo de X = V . Por otra parte, de

(6.2.6) se concluye (2.1.5). Por tanto, el problema PV está en las condiciones

requeridas a PA en el Teorema 2.1.1, y podemos concluir que existe un único

u ∈ C([0, T ]; V ) verificando (6.2.8). 2

Además, se obtiene que en las condiciones del Teorema 6.2.1 y por medio

del Teorema 5.3.1 (i) podemos garantizar que el campo de tensiones definido a

partir de la solución de PV con la ley (6.1.1) tiene regularidad σ ∈ C([0, T ]; Q).

Como conclusión, observamos que hemos obtenido una solución débil única con

regularidad (u,σ) ∈ C([0, T ]; V )×C([0, T ]; Q) para el problema de contacto P .

Observación 6.2.2. En el caso particular en que F viene dado por (4.1.9) y

se verifica (6.2.7), podemos obtener mayor regularidad en Ω para el campo de

tensiones σ. Basta considerar para cada t ∈ [0, T ], que tomando v = u(t)±ϕ

en (6.2.8), siendo ϕ ∈ [D(Ω)]d, y teniendo en cuenta (6.1.11), se deduce que

Divσ(t) = −f 0(t) c.p.d. en Ω. Por lo tanto, σ ∈ C([0, T ]; Q1).

Existencia y unicidad de solución para PV 2. El Teorema 6.2.5 demuestra

la existencia y unicidad de solución para el problema PV 2. Se requieren unos

resultados previos, que desarrollamos a continuación. Definimos el siguiente

subconjunto de Q:

(6.2.10) Σ0 = {τ ∈ Q : (τ , ε(v))Q ≥ 0 para todo v ∈ Uad}.

Nótese que, a diferencia de Σad(t), el conjunto Σ0 no depende de la variable

temporal. Para cada t ∈ [0, T ] definimos

(6.2.11) σ̃(t) = ε(F (t)),
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y por tanto ‖σ̃(t)‖Q = ‖F (t)‖V . Además, por (6.2.6), se verifica

(6.2.12) σ̃ ∈ C([0, T ]; Q).

Por (6.1.15), (6.2.10) y (6.2.11) se obtiene trivialmente

(6.2.13) Σad(t) = σ̃(t) + Σ0 para todo t ∈ [0, T ].

Por otra parte, de (6.2.1)–(6.2.3) se deduce la existencia de A−1, tensor de

cuarto orden tal que

A−1 ∈ L∞(Ω),(6.2.14)

A−1
ijkl = A−1

jikl = A−1
klij c.p.d. en Ω,(6.2.15)

A−1
ijkl ξkl ξij ≥ βξij ξij c.p.d. en Ω,(6.2.16)

donde β > 0 es una constante que depende de A y ξ = (ξij) es un elemento

arbitrario de Sd. A partir de (6.2.12)–(6.2.16) podemos expresar PV 2 en la

siguiente forma equivalente, donde se ha tomado σ(t) = σ̃(t) + σ̄(t):

PROBLEMA PV 2′: Hallar u : [0, T ] → V y σ̄ : [0, T ] → Q tales que

ε(u(t)) = A−1σ̄(t) + A−1σ̃(t) −A−1

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s))ds,(6.2.17)

σ̄(t) ∈ Σ0 , (τ − σ̄(t), ε(u(t)))Q ≥ 0,(6.2.18)

para todo τ ∈ Σ0.

Sustituyendo (6.2.17) en (6.2.18) se tiene que PV 2 es equivalente al siguiente

problema:

PROBLEMA PV : Hallar u : [0, T ] → V y σ̄ : [0, T ] → Σ0 tales que

(A−1σ̄(t), τ − σ̄(t))Q ≥ (−A−1σ̃(t), τ − σ̄(t))Q(6.2.19)

+(A−1

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s)) ds, τ − σ̄(t))Q,

para todo τ ∈ Σ0.
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En este caso vemos que no podemos aplicar directamente los argumentos de

la Sección 2.1, por lo que empleamos una estrategia diferente. Consideramos

η(t) = −A−1

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s))ds,

y planteamos el problema auxiliar siguiente:

PROBLEMA PV 2′η: Dado η ∈ C([0, T ]; Q), hallar ση ∈ C([0, T ]; Q) tal que,

para todo t ∈ [0, T ], se verifica

(6.2.20) ση(t) ∈ Σ0 , (τ − ση(t),A
−1ση(t) + A−1σ̃(t) + η(t))Q ≥ 0,

para todo τ ∈ Σ0.

Teorema 6.2.3. El problema PV 2′η tiene solución única.

Demostración. Sea t ∈ [0, T ]. Definimos a : Q × Q → IR y Lt : Q → IR por

a(τ 1, τ 2) = (A−1τ 1, τ 2)Q, Lt(τ 1) = −(A−1σ̃(t) + η(t), τ 1)Q,

para todo τ 1, τ 2 ∈ Q. Se prueba fácilmente que la aplicación a es bilineal,

continua y Q-eĺıptica, como consecuencia inmediata de (6.2.14)–(6.2.16). Por

la regularidad de η, (6.2.14) y (6.2.6) se obtiene que Lt es lineal continua.

Por tanto, y dado que Σ0 es un subconjunto convexo, cerrado y no vaćıo de Q,

aplicando el Corolario 1.2.5 concluimos que existe un único ση : Ω×[0, T ] → Sd

verificando (6.2.20). Además la solución es Lispchitz-dependiente de los datos,

por lo que dados t1, t2 ∈ [0, T ] arbitrarios, se concluye

‖ση(t2) − ση(t1)‖Q ≤ c(‖σ̃(t2) − σ̃(t1)‖Q + ‖η(t2) − η(t1)‖Q).

Entonces, por (6.2.12) y la regularidad de η concluimos

(6.2.21) ση ∈ C([0, T ]; Q),
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con lo que concluye la demostración. 2

Definimos ahora

(6.2.22) W = {τ ∈ Q : Div τ = 0, τν = 0 en Γ2 ∪ Γ3}.

Se verifica que W es el ortogonal de ε(V ) en Q, como se comprueba a partir

de (4.1.3) (ver [44, pág. 34] para los detalles). Además,

(6.2.23) Σ0 + W ⊂ Σ0,

ya que si τ̃ ∈ W y τ ∈ Σ0,

(τ̃ + τ , ε(v))Q = (τ , ε(v))Q ≥ 0,

para todo v ∈ Uad. Para cada t ∈ [0, T ], definimos

(6.2.24) ξη(t) = A−1ση(t) + A−1σ̃(t) + η(t).

Por (6.2.20) se tiene

(τ − ση(t), ξη(t))Q ≥ 0,

para todo τ ∈ Σ0. Por (6.2.23), podemos tomar τ = ση(t)±ω, siendo ω ∈ W

arbitrario, por lo que concluimos

(6.2.25) (ω, ξη(t))Q = 0,

para todo ω ∈ W. Por tanto, existe un único uη(t) ∈ V tal que ε(uη(t)) =

ξη(t). De (6.2.24) concluimos ξη ∈ C([0, T ]; Q) y por tanto

(6.2.26) uη ∈ C([0, T ]; V ).

Definimos ahora el operador

(6.2.27) Θ : C([0, T ]; Q) → C([0, T ]; Q)
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tal que

(6.2.28) Θη(t) = −A−1

∫ t

0

B(t − s)ε(uη(s))ds.

De las propiedades de A−1, B y uη, tenemos que Θ está bien definido, esto es,

que toma valores en el espacio C([0, T ]; Q).

Teorema 6.2.4. El operador Θ, definido en (6.2.27)–(6.2.28), tiene un único

punto fijo η∗, esto es, Θη∗ = η∗.

Demostración. Sean η1 y η2 ∈ C([0, T ]; Q). Para cada t ∈ [0, T ] se tiene

(6.2.29) ‖Θη1(t) − Θη2(t)‖Q ≤ c

∫ t

0

‖uη1(s) − uη2(s)‖V ds,

donde c depende de A y B. Ahora bien, para cada s ∈ [0, t],

‖uη1(s) − uη2(s)‖V = ‖ξη1
(s) − ξη2

(s)‖Q(6.2.30)

= ‖A−1(ση1(s) − ση2(s)) + η1(s) − η2(s)‖Q.

Tomando primero τ = ση1(s), η = η2 y posteriormente τ = ση2(s), η = η1

en (6.2.20), y sumando ambas expresiones, tenemos

(ση1(s) − ση2(s),A
−1(ση2(s) − ση1(s)) + η2(s) − η1(s))Q ≥ 0,

de donde obtenemos

(6.2.31) ‖ση1(s) − ση2(s)‖Q ≤ c‖η2(s) − η1(s)‖Q.

Usando (6.2.31) en (6.2.30) tenemos

(6.2.32) ‖uη1(s) − uη2(s)‖V ≤ c‖η2(s) − η1(s)‖Q.

Operando a partir de (6.2.29) y usando (6.2.32) obtenemos

‖Θη1(t) − Θη2(t)‖Q ≤ c

∫ t

0

‖η1(t) − η2(t)‖Qds.
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Reiterando la desigualdad anterior un número suficientemente grande de ve-

ces y aplicando el Corolario 1.3.5, concluimos la existencia de un único η∗ ∈

C([0, T ]; Q) tal que Θη∗(t) = η∗(t) para todo t ∈ [0, T ]. 2

Ya estamos en condiciones de plantear el teorema de existencia y unicidad de

solución del problema PV 2.

Teorema 6.2.5. En las hipótesis (6.2.1)–(6.2.6), el problema PV 2 tiene una

única solución (u,σ) ∈ C([0, T ]; V ) × C([0, T ]; Q).

Demostración. Por el Teorema 6.2.4 existe un único η∗ ∈ C([0, T ]; Q) tal que

Θη∗ = η∗. Ahora bien, por el Teorema 6.2.3 existe un único ση∗ ∈ C([0, T ]; Q)

tal que

(6.2.33) ση∗(t) ∈ Σ0, (τ − ση∗(t),A−1(ση∗(t) + σ̃(t)) + η∗(t))Q ≥ 0,

para todo τ ∈ Σ0 y todo t ∈ [0, T ]. Además, por ser η∗ punto fijo de Θ, se

tiene

(6.2.34) η∗(t) = −A−1

∫ t

0

B(t − s)ε(uη∗(s))ds.

Por (6.2.33) y (6.2.34), el par (uη∗ ,ση∗) es solución de PV 2′ y en consecuencia,

el par (uη∗ ,ση∗ + σ̃) es solución de PV 2. Además, por (6.2.21) y (6.2.26),

uη∗ ∈ C([0, T ]; V ) y ση∗ + σ̃ ∈ C([0, T ]; Q).

Veamos ahora la unicidad de solución de PV 2, que se reduce a la de PV 2′. Sea

(u, σ̄) ∈ C([0, T ]; V )×C([0, T ]; Q) otra solución de PV 2′. Entonces definimos,

para cada t ∈ [0, T ],

η(t) = −A−1

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s))ds.

Se verifica entonces, por (6.2.17)–(6.2.18) que

σ̄(t) ∈ Σ0, (τ − σ̄(t),A−1(σ̄(t) + σ̃(t)) + η(t))Q ≥ 0,



6.3. Propiedades de la solución 135

para todo τ ∈ Σ0. Es decir, σ̄ es solución de PV 2′η, que por el Teorema 6.2.4

es única. Por tanto se tiene

(6.2.35) σ̄ = ση.

Además, por (6.2.24)–(6.2.26), existe uη ∈ C([0, T ]; V ) tal que

(6.2.36) ε(uη(t)) = A−1((ση(t) + σ̃(t)) + η(t),

para cada t ∈ [0, T ]. Por (6.2.35)–(6.2.36) tenemos ε(u(t)) = ε(uη(t)), para

todo t ∈ [0, T ]. Entonces

Θη(t) = −A−1

∫ t

0

B(t − s)ε(uη(s))ds = −A−1

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s))ds = η(t),

para todo t ∈ [0, T ]. Por unicidad del punto fijo de Θ, tenemos η = η∗. Por

tanto, σ̄(t) = ση(t) = ση∗(t), y en consecuencia, también

(6.2.37) ε(u(t)) = ε(uη(t)) = ε(uη∗(t)),

para todo t ∈ [0, T ]. Para probar que u = uη = uη∗ , sólo hace falta tener

en cuenta (6.2.37), que u = uη = uη∗ = 0 en Γ1, y aplicar la desigualdad de

Korn. 2

En consecuencia hemos demostrado que, bajo las hipótesis (6.2.1)–(6.2.6), el

problema variacional PV 2 tiene una única solución. Aún más, toda solución

regular de P , si existe, es también solución de PV 2, por lo que, dada la uni-

cidad de esta última, sólo puede existir una solución regular de P , en estas

condiciones. Por otra parte es fácil probar que toda solución suficientemente

regular de PV 1 (o PV 2) es también solución del problema P .

6.3. Propiedades de la solución

En esta sección se completa el análisis llevado a cabo en la precedente, de-

mostrando que los problemas PV 1 y PV 2 son equivalentes, que la solución del
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problema PV 1 depende de forma continua de los datos y que, cuando la memo-

ria se reduce, la solución del problema viscoelástico converge a la solución de

un problema elástico.

Un resultado de equivalencia. En la Sección 6.2 hemos estudiado dos

formulaciones variacionales diferentes, PV 1 y PV 2, de un mismo problema

mecánico P . Cabe preguntarse, pues, qué relación existe entre ambas y el

siguiente teorema da respuesta a esta pregunta demostrando la equivalencia

entre ambas formulaciones variacionales. Este resultado nos permitirá trabajar

en las secciones restantes de este caṕıtulo exclusivamente con la formulación

variacional PV 1. Esta elección se fundamenta en su mayor facilidad dado que,

en su caso, el convexo de variables admisibles es independiente del tiempo.

Teorema 6.3.1. En las hipótesis (6.2.1)–(6.2.6), sea (u,σ) ∈ C([0, T ]; V ) ×

C([0, T ]; Q). Entonces el par (u,σ) es solución del problema PV 1 si y sólo si

es solución del problema PV 2.

Demostración. Sea (u,σ) ∈ C([0, T ]; V ) × C([0, T ]; Q) solución de PV 1.

Tomamos v = 0 y v = 2u(t) (ambos pertenecen a Uad) en (6.1.12) y tenemos

(6.3.1) (σ(t), ε(u(t)))Q = (F (t),u(t))V .

Sumando (6.1.12) y (6.3.1) se deduce que σ(t) ∈ Σad(t). Además

(τ − σ(t), ε(u(t)))Q = (τ , ε(u(t)))Q − (σ(t), ε(u(t)))Q ≥ 0,

para todo τ ∈ Σad(t).

Rećıprocamente, sea (u,σ) ∈ C([0, T ]; V ) × C([0, T ]; Q) solución de PV 2.

Probemos en primer lugar que u(t) ∈ Uad para todo t ∈ [0, T ]. Para ello,

supongamos que no es aśı. Entonces, por ser Uad convexo, cerrado y no vaćıo,
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se tiene

(P (u(t)) − u(t),v − P (u(t)))V ≥ 0 para todo v ∈ Uad,

donde P (u(t)) denota la proyección ortogonal de u(t) sobre Uad. También se

verifica

(P (u(t)) − u(t), P (u(t)) − u(t))V > 0.

Entonces,

(P (u(t)) − u(t),v)V ≥ (P (u(t)) − u(t), P (u(t)))V > (P (u(t)) − u(t),u(t))V .

Existe entonces α ∈ IR tal que

(6.3.2) (P (u(t))−u(t),v)V > α > (P (u(t))−u(t),u(t))V para todo v ∈ Uad.

Tomando v = 0 se obtiene que α < 0. Si existe algún v ∈ Uad tal que α <

(P (u(t)) − u(t),v)V < 0 entonces tomando λv, λ > 0 tendiendo a +∞, se

tiene que α ≤ −∞, lo que es imposible por (6.3.2). Por tanto:

(6.3.3) (P (u(t)) − u(t),v)V ≥ 0 para todo v ∈ Uad.

Sea ahora τ̃ (t) = ε(P (u(t)) − u(t)). Tenemos, a partir de (6.3.2)

(6.3.4) (τ̃ (t), ε(v))Q > α > (τ̃ (t), ε(u(t)))Q,

y a partir de (6.3.3) (τ̃ (t), ε(v))Q ≥ 0. Por tanto, τ̃ (t) ∈ Σ0 y τ̃ (t) + σ̃(t) ∈

Σad(t), donde σ̃ ∈ C([0, T ]; Q) está definido en (6.2.11). Entonces, por (6.1.18)

(6.3.5) (τ̃ (t), ε(u(t)))Q ≥ (σ(t) − σ̃(t), ε(u(t)))Q.

Por (6.3.4) y dado que α < 0 se tiene, a partir de (6.3.5):

(6.3.6) (σ(t), ε(u(t)))Q < (σ̃(t), ε(u(t)))Q.

Por otra parte, 2(σ(t) − σ̃(t)) ∈ Σ0 y entonces, a partir de (6.1.18)

(6.3.7) (σ(t) − σ̃(t), ε(u(t)))Q ≥ 0.
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Como (6.3.7) y (6.3.6) constituyen una contradicción, concluimos que u(t) ∈

Uad. Veamos ahora que se verifica (6.1.12).

Dado que σ̃(t) ∈ Σad(t), a partir de (6.1.18) tenemos:

(σ̃(t), ε(u(t)))Q ≥ (σ(t), ε(u(t)))Q.

Por otra parte, σ(t) ∈ Σad(t) y u(t) ∈ Uad. Entonces:

(σ(t), ε(u(t)))Q ≥ (F (t),u(t))V .

Por tanto,

(6.3.8) (σ(t), ε(u(t)))Q = (F (t),u(t))V .

Además

(6.3.9) (σ(t), ε(v))Q ≥ (F (t),v)V para todo v ∈ Uad.

Restando (6.3.8) de (6.3.9), se tiene (6.1.12). 2

Dependencia continua de la solución respecto a los datos. En las condi-

ciones del problema mecánico P cabe preguntarse en qué medida variarán los

desplazamientos u y las tensiones σ que experimenta el sólido deformable,

según se apliquen unas fuerzas externas (f 0,f 2) u otras. En el siguiente teore-

ma demostramos que la solución de PV 1 es Lipschitz dependiente con respecto

a dichas fuerzas. Por otra parte, dado el resultado de equivalencia del Teore-

ma 6.3.1, esta dependencia es también válida para la solución de PV 2.

Teorema 6.3.2. En las hipótesis (6.2.1)–(6.2.5), sean (u1,σ1) y (u2,σ2) ∈

C([0, T ]; V ) × C([0, T ]; Q) las soluciones al problema PV 1 correspondientes

a los datos (f 1
0,f

1
2) y (f 2

0,f
2
2) ∈ C([0, T ]; H) × C([0, T ]; [L2(Γ2)]

d). Entonces

existe una constante c > 0 dependiente de A y B tal que

‖u1 − u2‖C([0,T ];V ) + ‖σ1 − σ2‖C([0,T ];Q)(6.3.10)

≤ c(‖f 1
0 − f 2

0‖C([0,T ];H) + ‖f 1
2 − f 2

2‖C([0,T ];[L2(Γ2)]d)).
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Demostración. De forma análoga a como se procede en (4.1.9), para cada

t ∈ [0, T ] sean F 1(t) y F 2(t) ∈ V dados por el teorema de representación de

Riesz y definidos por

(6.3.11) (F i(t),v)V = (f i
0(t),v)H + (f i

2(t),v)[L2(Γ2)]d ,

para todo v ∈ V y donde i = 1, 2. Por otra parte, de (6.1.11), se tiene

(6.3.12) ‖σ1(t) − σ2(t)‖Q ≤ c‖u1(t) − u2(t)‖V + c

∫ t

0

‖u1(s) − u2(s)‖V ds.

Tomando primero v = u1(t) y u = u2 y posteriormente v = u2(t) y u = u1

en (6.1.11)–(6.1.12) y sumando las expresiones obtenidas, se tiene

(Aε(u1(t) − u2(t)), ε(u1(t) − u2(t)))Q ≤ (F 1(t) − F 2(t),u1(t) − u2(t))V

−(

∫ t

0

B(t − s)ε(u1(s) − u2(s))ds, ε(u1(t) − u2(t)))Q.

De donde, por las propiedades de A y B, obtenemos

(6.3.13) ‖u1(t) − u2(t)‖V ≤ c(‖F 1(t) − F 2(t)‖V +

∫ t

0

‖u1(s) − u2(s)‖V ds).

Combinando (6.3.12) y (6.3.13) tenemos

(6.3.14) ‖σ1(t) − σ2(t)‖Q ≤ c(‖F 1(t) − F 2(t)‖V +

∫ t

0

‖u1(s) − u2(s)‖V ds).

Sumando (6.3.13) y (6.3.14) y aplicando el Lema de Gronwall y (6.3.11) tene-

mos

‖u1(t) − u2(t)‖V + ‖σ1(t) − σ2(t)‖Q(6.3.15)

≤ c máx
t∈[0,T ]

{‖f 1
0(t) − f 2

0(t)‖H + ‖f 1
2(t) − f 2

2(t)‖[L2(Γ2)]d},

de donde se concluye la demostración. 2

Desde el punto de vista mecánico, se deduce, por tanto, que una eventual

perturbación en las fuerzas involucradas, acota linealmente a la perturbación

que origina en desplazamientos y tensiones.



140 Caṕıtulo 6: Problema de contacto con condiciones de Signorini

Un resultado de convergencia. En este apartado probamos un resultado

que muestra la continuidad de la solución débil del problema de contacto P

respecto a la función de memoria B. Por otra parte, dado el resultado de

equivalencia del Teorema 6.3.1, este resultado de continuidad es aplicable a la

solución de PV 2.

Dado θ > 0, consideramos una función Bθ verificando

Bθ ∈ C([0, T ];L∞(Ω)),(6.3.16)

(Bθ)ijkl(t) = (Bθ)jikl(t) = (Bθ)klij(t) para todo t ∈ [0, T ],(6.3.17)

y plantemos el siguiente problema:

PROBLEMA PV 1θ: Hallar un campo de desplazamientos uθ : [0, T ] → V y

un campo de tensiones σθ : [0, T ] → Q tales que

σθ(t) = Aε(uθ(t)) +

∫ t

0

Bθ(t − s)ε(uθ(s))ds,(6.3.18)

uθ(t) ∈ Uad, (σθ(t), ε(v − uθ(t)))Q ≥ (F (t),v − uθ(t))V ,(6.3.19)

para todo t ∈ [0, T ] y todo v ∈ Uad.

El problema (PV 1)θ representa la formulación variacional PV 1 del proble-

ma mecánico P cuando el tensor de relajación B se reemplaza con el tensor

Bθ. El siguiente resultado es consecuencia del Teorema 6.2.1 (con los cambios

oportunos) y nos garantiza existencia y unicidad de solución.

Teorema 6.3.3. En las hipótesis (6.2.1)–(6.2.3), (6.2.6) y (6.3.16)–(6.3.17),

existe solución única del problema (PV 1)θ, de regularidad (uθ,σθ) ∈

C([0, T ]; V ) × C([0, T ]; Q).

Tenemos entonces el siguiente resultado de convergencia:
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Teorema 6.3.4. Suponemos las hipótesis del Teorema 6.2.1 y del Teorema

6.3.3, y además

(6.3.20) ĺım
θ→0

‖Bθ − B‖C([0,T ];L∞(Ω)) = 0.

Entonces, la solución del problema (PV 1)θ converge a la solución del problema

PV 1 cuando θ → 0, esto es

(6.3.21) ĺım
θ→0

‖(uθ,σθ) − (u,σ)‖C([0,T ];V )×C([0,T ];Q) = 0.

Demostración. Sustituyendo (6.1.11) en (6.1.12), definiendo los operadores

A : V → V y B : [0, T ] → L(V ) como en (6.2.9) y por las hipótesis (6.2.1)–

(6.2.6) se tiene que el problema PV 1 está en las condiciones del Teorema 2.1.1

para X = V y X0 = Uad.

Por otra parte, sustituyendo (6.3.18) en (6.3.19), definiendo el operador Bθ :

[0, T ] → L(V ) por

(Bθ(t)v,w)V = (Bθ(t)ε(v), ε(u))Q ∀ v,w ∈ V,

para cada t ∈ [0, T ] y dado que se verifican las hipótesis (6.2.1)–(6.2.3), (6.2.6)

y (6.3.16)–(6.3.17), se tiene que el problema (PV 1)θ está en las condiciones

del Teorema 2.2.1 para X = V y X0 = Uad. En estas condiciones, el ĺımite en

(6.3.20) implica que se verifica (2.2.3), por lo que podemos aplicar el Teore-

ma 2.2.2 y entonces

ĺım
θ→0

‖uθ − u‖C([0,T ];V ) = 0.

Repitiendo cálculos ya conocidos, es fácil concluir que se verifica (6.3.21). 2

Desde el punto de vista mecánico, este resultado muestra que una pequeña

variación en B implica una pequeña variación en u, esto es, el problema PV 1 es

mecánicamente estable respecto a B. En concreto, cuando B = 0, la condición
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(6.3.20) se convierte en

ĺım
θ→0

‖Bθ‖C([0,T ];L∞(Ω)) = 0,

y el Teorema 6.3.4 tiene como corolario que el problema elástico es un caso

ĺımite del problema viscoelástico cuando la memoria se reduce. Este resultado

es importante desde el punto de vista mecánico pues muestra que el caso elásti-

co es una situación ĺımite del caso viscoelástico y que, por tanto, constituye una

buena aproximación cuando la importancia de la memoria es pequeña. En la

Sección 6.5 se presentan resultados de simulaciones numéricas que corroboran

este resultado teórico.

6.4. Aproximación numérica del problema

La aproximación numérica se realiza en dos etapas. Primeramente, planteamos

un esquema semidiscreto PV 1h, en que sólo se discretiza la variable espacial co-

mo primer paso para el estudio de un esquema totalmente discretizado PV 1hk,

que se realiza a continuación. Finalmente, describimos un algoritmo basado en

el esquema totalmente discretizado PV 1hk que hemos implementado en orde-

nador y con el que se obtienen los resultados de las simulaciones numéricas de

la Sección 6.5.

Aproximación semidiscreta. Sean Qh ⊂ Q y V h ⊂ V dos espacios de

Hilbert de dimensión finita que, por ejemplo, pueden ser obtenidos por medio

del método de elementos finitos. Sea entonces Uh
ad ⊆ V h ∩ Uad un conjunto

de desplazamientos admisibles discreto, que suponemos convexo, cerrado y no

vaćıo en V h. Además, suponemos que ε(V h) ⊂ Qh. Planteamos el siguiente

problema semidiscreto:

PROBLEMA PV 1h: Hallar el campo de desplazamientos uh : [0, T ] → V h y
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el campo de tensiones σh : [0, T ] → Qh verificando para todo t ∈ [0, T ] que:

σh(t) = PQhAε(uh(t)) + PQh

( ∫ t

0

B(t − s)ε(uh(s))ds
)
,(6.4.1)

uh(t) ∈ Uh
ad, (σh(t), ε(vh − uh(t)))Q ≥ (F (t),vh − uh(t))V ,(6.4.2)

para todo vh ∈ Uh
ad.

Sustituyendo (6.4.1) en (6.4.2) y teniendo en cuenta que ε(V h) ⊂ Qh tenemos

el siguiente problema en la incógnita uh.

PROBLEMA PV h: Hallar el campo de desplazamientos uh : [0, T ] → V h

verificando para todo t ∈ [0, T ] que

uh(t) ∈ Uh
ad, (Aε(uh(t)), ε(vh − uh(t)))Q(6.4.3)

+ (

∫ t

0

Bε(uh(s))ds, ε(vh − uh(t)))Q ≥ (F (t),vh − uh(t))V ,

para todo vh ∈ Uh
ad.

Basándonos en argumentos de la Sección 2.3 disponemos del siguiente teorema,

que nos garantiza la existencia y unicidad de la solución semidiscreta y nos

proporciona una cota para el error cometido en la aproximación.

Teorema 6.4.1. En las hipótesis (6.2.1)–(6.2.6), el problema PV h tiene solu-

ción única uh ∈ C([0, T ]; V h) y se verifica la cota de error

(6.4.4) ‖u − uh‖C([0,T ];V ) ≤ c máx
t∈[0,T ]

{
ı́nf

vh∈Uh
ad

(
‖vh − u(t)‖V + R(t; u,vh)

1
2

)}
,

donde c es una constante positiva que depende de A y B y

R(t; u,vh) = (Aε(u(t))+

∫ t

0

B(t−s)ε(u(s))ds, ε(vh−u(t)))Q−(F (t),vh−u(t))V .

Demostración. Identificamos Xh
0 con el conjunto de desplazamientos admisi-

bles discreto Uh
ad y seguimos el mismo procedimiento que en la demostración
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del Teorema 6.2.1 para demostrar que PV h está en las condiciones requeridas

al problema P h
A en el Teorema 2.3.1. Obtenemos aśı la existencia y unicidad

de uh ∈ C([0, T ]; V h) verificando (6.4.3). Además, aplicando el Teorema 2.3.2

se verifica la cota (2.3.2), cuya traducción al marco del problema de contacto

es (6.4.4). 2

Como consecuencia, en las condiciones del Teorema 6.4.1 y por medio del Coro-

lario 5.3.2 (i) podemos garantizar que el campo de tensiones definido a partir

de la solución de PV h con la ley (6.4.1) tiene regularidad σh ∈ C([0, T ]; Qh).

Como conclusión, observamos que hemos obtenido una aproximación de la solu-

ción débil (u,σ) para el problema de contacto P con regularidad (uh,σh) ∈

C([0, T ]; V h)×C([0, T ]; Qh). Además, a partir de (6.4.4) y el apartado (ii) del

Corolario 5.3.2, obtenemos la expresión siguiente:

‖σ − σh‖C([0,T ];Q) + ‖u − uh‖C([0,T ];V ) ≤ ‖(I − PQh)σ‖C([0,T ];Q)(6.4.5)

+ c máx
t∈[0,T ]

{
ı́nf

vh∈Uh
ad

(
‖u(t) − vh‖V + R(t; u,vh)

1
2

)}
.

El siguiente corolario hace uso de la estimación de error (6.4.5) y del Teore-

ma 1.4.3 para demostrar la convergencia de la solución de PV 1h a la de PV 1

cuando el parámetro de discretización h tiende a 0 (lo que en la práctica impli-

ca que la dimensión de los espacios V h y Qh tiende a +∞). La discretización

se realiza con el Método de Elementos Finitos (M.E.F.) en las condiciones

generales descritas en la Sección 4.2.

Corolario 6.4.2. Sean V h ⊂ V y Qh ⊂ Q (h → 0), familias de sub-

espacios de dimensión finita dados por (4.2.3) y (4.2.5), respectivamente y

Uh
ad⊂Uad (h → 0) una familia de subconjuntos de Uad dada por (4.2.4). En las

hipótesis (6.2.1)–(6.2.6), sean (u,σ) ∈ C([0, T ]; Uad)×C([0, T ]; Q) la solución
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débil del problema de contacto P y (uh,σh) ∈ C([0, T ]; Uh
ad)×C([0, T ]; Qh) su

aproximación semidiscreta. Entonces, se tiene

ĺım
h→0

‖σ − σh‖C([0,T ];Q) = 0, ĺım
h→0

‖u − uh‖C([0,T ];V ) = 0.

Demostración. Se comprueba fácilmente que

(6.4.6) R(t; u,vh) ≤ c‖u(t) − vh‖V ,

donde c depende de A,B,F y u. Entonces, de (6.4.5), observamos que tomando

g(r) = r
1
2 + r se cumple la condición (4.2.14) y g verifica (1.4.4). Además,

tomando U = [C∞(Ω̄)]d (o incluso U = [H2(Ω)]d) y Q = [H1(Ω)]d×d
s y teniendo

en cuenta las estimaciones (4.2.6) y (4.2.8) se verifican las condiciones (4.2.12)

y (4.2.13) con α1 = α2 = 1. Por tanto, estamos en condiciones de aplicar

el Teorema 1.4.3 para X = V, Y = Q, X0 = Uad, Y = [H1(Ω)]d×d
s y U =

[C∞(Ω̄)]d y concluimos el resultado deseado. 2

Corolario 6.4.3. Sean V h ⊂ V y Qh ⊂ Q (h → 0), familias de subes-

pacios de dimensión finita dados por (4.2.3) y (4.2.5), respectivamente y

Uh
ad ⊂ Uad (h → 0) la familia de subconjuntos de Uad dada por (4.2.4). Ba-

jo las hipótesis (6.2.1)–(6.2.6), sea (u,σ) la solución débil del problema de

contacto P y supongamos que se verifican las hipótesis de regularidad:

(6.4.7) u ∈ C([0, T ]; [H2(Ω)]d), σ ∈ C([0, T ]; [H1(Ω)]d×d).

Sea, por otra parte, (uh,σh) ∈ C([0, T ]; V h) × C([0, T ]; Qh) la solución al

problema PV 1h. Entonces se tiene la estimación de error

‖σ − σh‖C([0,T ];Q) + ‖u − uh‖C([0,T ];V ) ≤ ch
1
2 ,

donde c es una constante positiva que depende de A,B,u,σ y de F .



146 Caṕıtulo 6: Problema de contacto con condiciones de Signorini

Demostración. Es inmediato. Basta aplicar en (6.4.5) la cota (6.4.6), y las

estimaciones (4.2.6) y (4.2.8). 2

A continuación mostramos cómo aumentando la regularidad de la solución de

PV 1 podemos mejorar algunos de los cálculos que proporcionan la estimación

de error (6.4.5) y obtener aśı una cota de error numérico de orden O(h) para

su aproximación con la solución de PV 1h.

Corolario 6.4.4. Sean V h⊂V y Qh⊂Q (h → 0), familias de subespacios de

dimensión finita dados por (4.2.3) y (4.2.5), respectivamente y Uh
ad⊂Uad (h →

0) la familia de subconjuntos de Uad dada por (4.2.4). Sea el vector de fuerzas

F dado por (4.1.9). Bajo las hipótesis (6.2.1)–(6.2.5) y (6.2.7), sea (u,σ) la

solución débil del problema de contacto P y supongamos que se verifican las

hipótesis de regularidad:

u ∈ C([0, T ]; [H2(Ω)]d), uν ∈ C([0, T ]; H2(Γ3)),(6.4.8)

σ ∈ C([0, T ]; [H1(Ω)]d×d).(6.4.9)

Sea, por otra parte, (uh,σh) ∈ C([0, T ]; V h) × C([0, T ]; Qh) la solución al

problema PV 1h. Entonces se tiene la estimación de error

‖σ − σh‖C([0,T ];Q) + ‖u − uh‖C([0,T ];V ) ≤ c h,

donde c es una constante positiva que depende de A,B,u,σ y de F .

Demostración. A partir de (6.1.12) y (6.4.9) podemos concluir

Divσ(t) = −f 0(t) en H, σ(t)ν = f 2(t) en [L2(Γ2)]
d.

Entonces, de la definición de R(t; u,vh) y teniendo en cuenta (6.1.11) se tiene

R(t; u,vh) = (Divσ(t),vh − u(t))V − (σ(t)ν,vh − u(t))[L2(Γ2)]d

+(σ(t), ε(vh − u(t)))Q =

∫

Γ3

σ(t)ν (vh − u(t))dx.
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Por tanto, R(t; u,vh) ≤ c‖σ(t)‖[H1(Ω)]d×d‖uν(t)−vh
ν‖L2(Γ3). Partiendo de (6.4.4)

y teniendo en cuenta (4.2.6) y (4.2.10) concluimos

‖u − uh‖C([0,T ];V )(6.4.10)

≤ c máx
t∈[0,T ]

{‖u(t)‖[H2(Ω)]d +‖σ(t)‖
1
2

[H1(Ω)]d×d‖uν(t)‖
1
2

H2(Γ3)}h.

Por otra parte, a partir de (5.3.10) y usando (4.2.8) y (6.4.10), se verifica

(6.4.11) ‖σ − σh‖C([0,T ];Q) ≤ c‖u − uh‖C([0,T ];V ) + ‖σ‖C([0,T ];[H1(Ω)]d×d) h.

El resultado se obtiene entonces a partir de (6.4.10) y (6.4.11), siendo

c(u,σ) = c
(
‖u‖C([0,T ];[H2(Ω)]d) + ‖σ‖C([0,T ];[H1(Ω)]d×d)

+‖uν‖
1
2

C([0,T ];H2(Γ3))‖σ‖
1
2

C(0,T ;[H1(Ω)]d×d)

)
.

2

Aproximación totalmente discreta. Vamos a considerar una aproximación

totalmente discretizada del problema PV 1. Para ello, nos situamos en las

condiciones generales de discretización de la variable temporal descritas en

la Sección 1.5. En particular, denotamos Bn,j = B(tn − tj), donde 0 ≤ j ≤ n.

Nótese que Bn,n = B0. Además, en esta sección, un ı́ndice n o j repetido no

denota suma y el ı́ndice j no toma por defecto valores enteros entre 1 y d,

como en otras secciones. Por razones que serán explicadas con posterioridad,

imponemos la siguiente restricción sobre el paso de discretización temporal:

(6.4.12) k <
2α

d2‖B0‖L∞(Ω)

,

donde α > 0 es la constante de (6.2.3). El esquema totalmente discretizado que

estudiamos es el siguiente, donde uhk
n ∈ Uh

ad es la aproximación del elemento

u(tn) ∈ Uad.

PROBLEMA PV 1hk : Hallar el campo de desplazamientos uhk = {uhk
n }N

n=0 ⊂
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Uh
ad y el campo de tensiones σhk = {σhk

n }N
n=0 ⊂ Qh tales que

σhk
0 = PQhAε(uhk

0 ),(6.4.13)

σhk
n = PQhAε(uhk

n ) + PQh

n∑

j=0

αn
j B

n,jε(uhk
j ), 1 ≤ n ≤ N,(6.4.14)

(σhk
n , ε(vh − uhk

n ))Q ≥ (F (tn),vh − uhk
n )V , 0 ≤ n ≤ N,(6.4.15)

para todo vh ∈ Uh
ad.

Los pesos αn
j ≥ 0, 0 ≤ j ≤ n de la fórmula de cuadratura a los que nos

limitamos son los de la fórmula de trapecios compuesta, dados por (1.5.3). Al

aproximar con la fórmula de cuadratura el término de memoria, se comete el

error numérico siguiente:

(6.4.16) In =
∥∥∥

∫ tn

0

B(tn − s)ε(u(s))ds −
n∑

j=0

αn
j B

n,jε(uj)
∥∥∥

Q
, 1 ≤ n ≤ N,

que es de la forma (1.5.5), tomando X = Q,w = ε(u) y B = B. Entonces,

utilizando la fórmula de trapecios compuesta, por el Teorema 1.5.1 se verifica

que

(6.4.17) ĺım
k→0

In = 0, 1 ≤ n ≤ N,

y además, si u y B son funciones de Lipschitz, se tiene

(6.4.18) In ≤ ck(‖u‖C([0,T ];V ) + ‖B‖C([0,T ];L∞(Ω))).

Nos ocupamos a continuación del estudio de la existencia y unicidad de solución

del problema PV 1hk. Sustituyendo (6.4.13) y (6.4.14) en (6.4.15) tenemos

PROBLEMA PV hk : Hallar el campo de desplazamientos uhk = {uhk
n }N

n=0 ⊂
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Uh
ad tal que

(Aε(uhk
0 ), ε(vh − uhk

0 ))Q ≥ (F 0,v
h − uhk

0 )V ,(6.4.19)

(Aε(uhk
n ), ε(vh − uhk

n ))Q + (
n∑

j=0

αn
j B

n,jε(uhk
j ), ε(vh − uhk

n ))Q(6.4.20)

≥ (F n,v
h − uhk

n )V ,

para todo vh ∈ Uh
ad.

Basándonos en argumentos de la Sección 2.4 disponemos del siguiente teorema.

Teorema 6.4.5. Supongamos que los datos verifican (6.2.1)–(6.2.6) y que el

paso temporal k cumple (6.4.12). Entonces, el problema PV hk tiene solución

única uhk ⊂ Uh
ad. Para k suficientemente pequeño se verifica1

máx
0≤n≤N

‖un − uhk
n ‖V(6.4.21)

≤ c máx
0≤n≤N

{
In + ı́nf

vh∈Uh
ad

{
‖vh − un‖V + R(tn; u,vh)

1
2

}}
,

donde c es una constante positiva que depende de A y B y

R(tn; u,vh) = (Aε(un)+

∫ tn

0

B(tn−s)ε(u(s))ds, ε(vh−un))Q−(F n,v
h−un)V .

Demostración. Seguimos el mismo procedimiento que en la demostración

del Teorema 6.2.1, en esta ocasión para probar que PV hk está en las condi-

ciones requeridas al problema P hk
A en el Teorema 2.4.1. Nótese que si se ve-

rifica (6.4.12) entonces, en particular también se verifica (2.4.1), dado que

‖B0‖L(V ) ≤ d2 ‖B0‖L∞(Ω). Por tanto, aplicamos el Teorema 2.4.1 y demostramos

la existencia y unicidad de uhk = {uhk
n }N

n=0 ⊂ Uh
ad verificando (6.4.19)–(6.4.20).

Además, aplicando el Teorema 2.4.2 se verifica la cota (2.4.8), cuya traducción

al marco del problema de contacto es (6.4.21). 2

1Dado que asumimos el uso de la fórmula de trapecios compuesta, de la Observación

2.4.4 se deduce que la constante multiplicadora no depende de N
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Además, definiendo σhk = {σhk
n }N

n=0 ⊂ Qh a partir de (6.4.13) y (6.4.14) y

realizando algunas operaciones elementales se tiene

(6.4.22) ‖σ0 − σhk
0 ‖Q ≤ c‖u0 − uhk

0 ‖V + ‖(I − PQh)σ0‖Q.

‖σn − σhk
n ‖Q ≤ c

(
‖un − uhk

n ‖V(6.4.23)

+
n∑

j=0

αn
j ‖uj − uhk

j ‖V

)
+ In + ‖(I − PQh)σn‖Q.

Finalmente, a partir de (6.4.21)–(6.4.23) obtenemos la cota siguiente.

máx
0≤n≤N

{‖un − uhk
n ‖V + ‖σn − σhk

n ‖Q}(6.4.24)

≤ c
(

máx
0≤n≤N

{‖un − vh‖V + R(tn; u,vh)
1
2}

)

+ máx
0≤n≤N

{In + ‖(I − PQh)σn‖Q},

para todo vh ∈ Uh
ad.

El siguiente corolario hace uso de la estimación de error (6.4.24) y del Teore-

ma 1.6.1 para demostrar la convergencia de la solución de PV 1hk a la de PV 1

cuando los parámetros de discretización h y k tienden a 0 (lo que implica que

la dimensión de los espacios V h y Qh tiende a +∞ y también N tiende a +∞).

La discretización de la variable espacial se realiza con el método de elementos

finitos descrito en la Sección 4.2.

Corolario 6.4.6. Sean V h ⊂ V y Qh ⊂ Q (h → 0), familias de subespacios

de dimensión finita dados por (4.2.3) y (4.2.5), respectivamente, y Uh
ad ⊂Uad

una familia de subconjuntos de Uad dada por (4.2.4). En las hipótesis (6.2.1)–

(6.2.6), sean (u,σ) ∈ C([0, T ]; Uad) × C([0, T ]; Q) la solución débil del pro-

blema de contacto P y (uhk,σhk) ∈ (Uh
ad × Qh)N+1 su aproximación discreta.

Entonces, se tiene

ĺım
h,k→0

{
máx

0≤n≤N
{‖σn − σhk

n ‖Q + ‖un − uhk
n ‖V }

}
= 0.
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Demostración. Usando la cota (6.4.6) en (6.4.24) y tomando g(r) = r
1
2 + r

se cumple la condición (4.2.15). Además g verifica (1.4.4). Por otra parte,

tomando U = [C∞(Ω̄)]d (o incluso U = [H2(Ω)]d) y Q = [H1(Ω)]d×d
s y teniendo

en cuenta las estimaciones (4.2.6) y (4.2.8) se verifican las condiciones (4.2.12)

y (4.2.13) con α1 = α2 = 1. Por tanto, estamos en condiciones de aplicar

el Teorema 1.6.1 para X = V, Y = Q, X0 = Uad, Y = [H1(Ω)]d×d
s y U =

[C∞(Ω̄)]d y concluimos el resultado deseado. 2

Corolario 6.4.7. En las hipótesis del Teorema 6.4.5, sean (u,σ) ∈

C([0, T ]; Uad) × C([0, T ]; Q) la solución débil del problema de contacto P y

(uhk,σhk) ∈ (Uh
ad ×Qh)N+1 su aproximación discreta, con V h, Uh

ad y Qh dados

por (4.2.3)–(4.2.5). Entonces, si se verifican las hipótesis (6.4.7) y además u

y B son funciones de Lipschitz, se tiene la siguiente estimación de error:

máx
0≤n≤N

{‖un − uhk
n ‖V + ‖σn − σhk

n ‖Q} ≤ c (h
1
2 + k),

donde c es una constante positiva que depende de A,B,F ,u y σ.

Demostración. Es inmediato. Basta aplicar en (6.4.24) la cota (6.4.6), y las

estimaciones (4.2.6), (4.2.8) y (6.4.18). 2

A continuación, mostramos cómo aumentando la regularidad de la solución de

PV 1 podemos mejorar algunos de los cálculos que proporcionan la estimación

de error (6.4.24) y obtener aśı una cota de error de orden O(h + k) para la

aproximación con la solución de PV 1hk.

Corolario 6.4.8. En las hipótesis del Teorema 6.4.5, sean (u,σ) ∈

C([0, T ]; Uad) × C([0, T ]; Q) la solución débil del problema de contacto P y

(uhk,σhk) ∈ (Uh
ad ×Qh)N+1 su aproximación discreta, con V h, Uh

ad y Qh dados

por (4.2.3)–(4.2.5). Entonces, si se verifican las hipótesis (6.4.8)–(6.4.9), el
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vector de fuerzas F viene dado por (4.1.9) y cumple (6.2.7) y además u y B

son funciones de Lipschitz, se tiene la siguiente estimación de error:

máx
0≤n≤N

{‖un − uhk
n ‖V + ‖σn − σhk

n ‖Q} ≤ c (h + k),

donde c es una constante positiva que depende de A,B,F ,u y σ.

Demostración. Utilizando los mismos argumentos que en la demostración del

Corolario 6.4.4, concluimos

R(tn; un,vh) = (σnν,vh − un)[L2(Γ3)]d ≤ c‖σn‖[H1(Ω)]d×d‖(un)ν − vh
ν‖L2(Γ3),

para todo n, 0 ≤ n ≤ N . Entonces, utilizando (4.2.10) se tiene

R(tn; un,vh) ≤ c‖σ‖C([0,T ];[H1(Ω)]d×d)‖uν‖C([0,T ];H2(Γ3)) h2.

Utilizando además (4.2.6), (4.2.8) y (6.4.18) en (6.4.24) tenemos el resultado

deseado. 2

6.5. Resultados numéricos

En esta sección mostramos resultados numéricos de simulaciones realizadas

con un algoritmo basado en estrategias de tipo penalización-dualidad. En con-

creto se han usado las ideas desarrolladas en [8, 90, 91] y el algoritmo final

que hemos utilizado puede consultarse en detalle en [67]. Se pretende aproxi-

mar la solución del problema PV 1 (pág. 126), según el esquema totalmente

discretizado PV 1hk (pág. 148). Comenzamos con un apartado dedicado a simu-

lación unidimensional, incluyendo resultados numéricos que corroboran desde

el punto de vista práctico el resultado de convergencia establecido en el Teore-

ma 6.3.4. Posteriormente, se presentan resultados de simulaciones en dos y tres
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dimensiones. Destacamos que, en todos los casos, las simulaciones correspon-

den a situaciones en que, en la configuración de referencia, existe una distancia

s > 0 entre el sólido deformable y el obstáculo. Recordamos, por otra parte,

que como consecuencia del resultado de equivalencia dado por el Teorema 6.3.1

todas las simulaciones se pueden considerar relativas a la aproximación de la

solución del problema PV 2 (pág. 127).

Un ejemplo unidimensional

Se observa durante T segundos el comportamiento de una barra de sección

transversal de área A y de longitud L sujeta por uno de sus extremos y sometida

a la acción de una fuerza distribuida f0 en la dirección de su eje. El otro extremo

se encuentra inicialmente a una distancia s > 0 de un cuerpo ŕıgido que no se

deja penetrar (ver Figura 6.5.1). El material del que está compuesta dicha barra

es de tipo viscoelástico de memoria larga. Dado que L >> A suponemos que

su ĺınea media es representativa y en consecuencia modelizamos esta situación

f́ısica con la versión unidimensional del problema P , tomando Ω = (0, L),

Γ3 = {L}, Γ2 = ∅, Γ1 = {0} y s > 0.

Dado que estamos en el caso unidimensional, A = AE, donde E es el módulo

de Young del material, que suponemos constante. Además ε(u) = ∂u/∂x y la

memoria está en función de B = b. De esta forma, el problema P se reescribe

como sigue:

PROBLEMA P1DS: Hallar el campo de desplazamientos u : Ω × [0, T ] → IR
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Figura 6.5.1: Problema de contacto entre una barra viscoelástica de memoria larga y un

sólido ŕıgido.

y el campo de tensiones σ : Ω × [0, T ] → IR tales que

σ(x, t) = AE
∂u

∂x
(x, t) +

∫ t

0

b(t − s)
∂u

∂x
(x, s)ds en Ω × [0, T ],(6.5.1)

∂σ

∂x
(x, t) + f0(x, t) = 0 en Ω × [0, T ],(6.5.2)

u(0, t) = 0 en [0, T ],(6.5.3)

σ(L, t) ≤ 0; u(L, t) ≤ s; (u(L, t) − s)σ(L, t) = 0 en [0, T ].(6.5.4)

El ejemplo que exponemos a continuación es puramente académico y nos per-

mitirá estudiar el error de los resultados numéricos con respecto a la solución

anaĺıtica, que es conocida, y la convergencia, cuando decrece la memoria, a

la solución del problema en elasticidad, que también es conocida. Por tanto,

tomamos

L = 1 m, T = 2 seg., s = 0.5 m, A = 1 cm2, E = 104 N/m2,(6.5.5)

f0(x, t) = t N/m, b(x, t) = θ N/seg.(6.5.6)

En estas condiciones, la solución exacta al problema P1DS se puede calcular

hasta el instante de contacto, que denotamos tθ. Aśı, si t ≤ tθ, se tiene:

uθ(x, t) = (x −
x2

2
)
1 − e−θt

θ
, σθ(x, t) = (1 − x)t,
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y tθ = 1
θ
log 1

1−θ
. El espacio en que buscamos la solución uθ es C([0, T ]; V ),

donde

V = {v ∈ H1(0, L) : v(0) = 0}.

La aproximación se realiza utilizando el espacio V h, definido como

V h = {vh ∈ C([0, L]) : vh
|[xi,xi+1] ∈ P1([xi, xi+1]), 1 ≤ i ≤ M − 1, vh(0) = 0},

siendo x1 = 0 < . . . < xi < xi+1 < . . . < xM = L la discretización del dominio

de la variable espacial y P1([xi, xi+1]) el espacio de polinomios de grado menor

o igual a 1 en [xi, xi+1].
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Figura 6.5.2: Problema P1DS : Desplazamientos y error (hasta el instante de contacto).

En las figuras 6.5.2–6.5.3 se muestran resultados para el caso concreto θ =

(e − 1)/e ≃ 0.63 , lo que implica tθ = e/(e − 1) ≃ 1.58. En concreto, en

la Figura 6.5.2 se presentan los desplazamientos que experimentan 11 nodos

equidistantes de una discretización de M = 101 nodos según evoluciona la

variable temporal, aśı como los correspondientes errores respecto a la solución

exacta hasta el instante de contacto tθ. Por otra parte, en la Figura 6.5.3

se presenta la evolución en el tiempo de las tensiones experimentadas en cada

intervalo de dicha discretización. Nótese que pese al contacto, no hay tensiones



156 Caṕıtulo 6: Problema de contacto con condiciones de Signorini

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1 0

0.5

1

1.5

2

0

0.5

1

1.5

2

Tiempo: t

Aproximación numérica: Tensiones

Longitud: X

T
e

n
s
io

n
e

s
: σ

h
(x

,t
)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

Deformación de la barra

Longitud: X

T
ie

m
p

o
: 
t

Figura 6.5.3: Problema P1DS : Tensiones y evolución de la deformación.

negativas en el entorno de x = L producidas por la reacción del obstáculo, pues

se ven superadas por las tensiones positivas acumuladas en la memoria. Para

valores más bajos de θ, esto es, cuando la memoria es menor, śı se manifiestan

tensiones negativas. En la Figura 6.5.3 también se presenta un gráfico en el

que se muestra la evolución de la deformación de la barra por medio de los

desplazamientos experimentados por los nodos x1 = 0, x33 ≃ L
3
, x66 ≃ 2L

3
y

x101 = L.

Convergencia al caso elástico. El problema unidimensional de contacto

unilateral sin rozamiento entre un sólido elástico y una fundación ŕıgida se

obtiene sustituyendo en el problema P1DS la expresión (6.5.1) por

σ(x, t) = AE
∂u

∂x
(x, t) en Ω × [0, T ].

En las condiciones (6.5.5)–(6.5.6), la solución de este problema viene dada por

ue(x, t) = (x −
x2

2
)t, σe(x, t) = (1 − x)t en Ω × [0, te],

ue(x, t) = −
tx2

2
+

t + 1

2
x, σe(x, t) = −tx +

t + 1

2
en Ω × [te, T ], T > 1.

siendo te = 1 el instante de contacto. Es inmediato comprobar que uθ converge
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Figura 6.5.4: Problema P1DS : Convergencia puntual al caso elástico en t = 1.

puntualmente a ue en Ω× [0, te] y tθ tiende a te cuando θ tiende a 0. Ilustramos

gráficamente este hecho en la Figura 6.5.4. En ella apreciamos que conforme

el valor de θ disminuye, la solución aproximada del problema viscoelástico de

memoria larga, converge puntualmente a la solución conocida del caso elástico

(en rojo).

Un ejemplo bidimensional

Se considera un cuerpo tridimensional de sección Ω = (0, 1)×(1, 2) y de espesor

ε << 1. Suponemos una situación de carga y condiciones de contorno en las

que la hipótesis de tensiones planas es admisible (véase Figura 6.5.5), en donde

se supone ausencia de fuerzas volúmicas.

Se supone que el cuerpo está compuesto de un material viscoelástico de memo-

ria larga y que como consecuencia de su deformación puede entrar en contacto

con un objeto ŕıgido ciĺındrico cuya sección es un ćırculo que responde a la

inecuación (x− 1
2
)2 + y2 ≤ 1, por lo que inicialmente la distancia s de la fron-
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x

y

Figura 6.5.5: Problema de contacto bidimensional.

tera de contacto del material (Γ3 = (0, 1) × {1}) con dicho objeto viene dada

por la ecuación

s2(x, 1) = 1 −

√
1 − (x −

1

2
)2.

Tomamos A igual al tensor de elasticidad lineal plana,

(6.5.7) (Aε)αβ =
Eκ

1 − κ2
(ε11 + ε22)δαβ +

E

1 + κ
εαβ, 1 ≤ α, β ≤ 2,

donde los ı́ndices repetidos no denotan suma, E es el módulo de Young del ma-

terial y κ es el coeficiente de Poisson. En el ejemplo concreto cuyos resultados

se muestran en las figuras 6.5.6–6.5.8 se han utilizado los siguientes datos:

E = 102 N/m2, κ = 0.3, f 0 = (0, 0) N/m3, f 2 = (0,−50) N/m2, T = 2 seg.

Además hemos considerado B = A, entendiéndose que sus componentes ex-

presan ahora cantidades medidas en N/(m2seg.). De esta condición también

se deduce que el material es isótropo (Bαβββ = 0, 1 ≤ α 6= β ≤ 2).

En la Figura 6.5.6 se muestran las configuraciones deformadas en los instantes

inicial y final del proceso. Nótese que para t = 0 las fuerzas son no nulas y,

en consecuencia la configuración en t = 0 es una configuración deformada,
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Figura 6.5.6: Problema 2D: Configuración deformada para t = 0 y t = 2. Caso isótropo.

diferente a la configuración de referencia. En la Figura 6.5.7 se presentan la

distribución de tensiones en norma Von Mises y las tensiones en la dirección

del eje OY (σ2 2) para t = 0 mientras que en la Figura 6.5.8 se hace lo propio

para t = 2.

Figura 6.5.7: Problema 2D: Distribución de tensiones en norma Von Mises y tensiones en

la dirección del eje OY (σ2 2) para t = 0. Caso isótropo.

A continuación presentamos los resultados obtenidos para un caso anisótropo.

En concreto se ha tomado Bijkl = 102 N/(m2seg.), 1 ≤ i, j, k, l ≤ 2.

En la Figura 6.5.9 se muestran la configuración deformada y la distribución de

tensiones en norma Von Mises para el instante final y se aprecia la anisotroṕıa
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Figura 6.5.8: Problema 2D: Distribución de tensiones en norma Von Mises y tensiones en

la dirección del eje OY (σ2 2) para t = 2. Caso isótropo.

del material.

Un ejemplo tridimensional

Para el caso tridimensional consideramos un sólido cúbico que en su confi-

guración de referencia ocupa el dominio Ω = (0, 1) × (1, 2) × (0, 1). Las caras

{0} × (1, 2) × (0, 1) y {1} × (1, 2) × (0, 1) están fijadas de tal forma que no

pueden desplazarse en la dirección del eje OX y la cara Γ3 = (0, 1) × {1} × (0, 1)

está apoyada en un objeto ŕıgido ciĺındrico que responde a las expresiones

(x −
1

2
)2 + y2 ≤ 1, −

1

2
≤ z ≤

3

2
,

por lo que inicialmente, la distancia s de la frontera de contacto del sólido con

dicho objeto viene dada por la ecuación

s2(x, 1, z) = 1 −

√
1 −

(
x −

1

2

)2
.

Además, suponemos que el cubo puede desplazarse sobre el plano Z = 0 pero

nunca separarse de él. El sólido está compuesto de material viscoelástico de



6.5. Resultados numéricos 161

Figura 6.5.9: Problema 2D: Configuración deformada y distribución de tensiones en norma

Von Mises. Caso anisótropo.

y

z

Figura 6.5.10: Problema de contacto tridimensional. Vista lateral.

memoria larga y en ausencia de fuerzas volúmicas, experimenta fuerzas de

compresión constantes sobre la cara Γ2 = (0, 1) × {2} × (0, 1).

Estamos planteando, pues, el problema tridimensional del que deriva el caso

2D del apartado anterior. Podemos, por tanto, tomar la Figura 6.5.5 como

vista cenital de la situación f́ısica planteada. En la Figura 6.5.10 apreciamos

una vista lateral.
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Figura 6.5.11: Problema 3D: Distribución de tensiones en norma Von Mises y tensiones

en la dirección del eje OY (σ2 2) para t = 0. Caso isótropo.

Tomamos A igual al tensor de elasticidad lineal tridimensional,

(6.5.8) (Aε)i j =
Eκ

(1 + κ)(1 − 2κ)

(
3∑

k=1

εk k

)
δi j +

E

1 + κ
εi j,

donde E es el módulo de Young del material y κ es el coeficiente de Poisson.

En la Figura 6.5.11 y la Figura 6.5.12 se muestran la distribución de tensiones

en norma Von Mises y la distribución de tensiones en la dirección del eje

OY (σ2 2) sobre la configuración deformada en los instantes t = 0 y t = 1,

respectivamente. Los datos que se han utilizado son:

E = 102 N/m2, κ = 0.3 , f 0 = (0, 0, 0) N/m3,

f 2 = (0,−50, 0) N/m2, T = 1 seg.

Nótese que para t = 0 las fuerzas son no nulas y, en consecuencia, la configu-

ración en t = 0 es una configuración deformada, diferente a la configuración

de referencia.

Además, se ha considerado A = B, donde sus componentes se entiende que son

ahora cantidades medidas en N/(m2seg). De esta condición también se deduce

que el material es isótropo.
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Figura 6.5.12: Problema 3D: Distribución de tensiones en norma Von Mises y tensiones

en la dirección del eje OY (σ2 2) para t = 1. Caso isótropo.
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Figura 6.5.13: Problema 3D: Evolución de los desplazamientos en la ĺınea x = 0.5 , y =

1, 0 ≤ z ≤ 1.

Finalmente, en la Figura 6.5.13 se muestra la tercera componente de los despla-

zamientos de tres puntos representativos de la ĺınea de contacto inicial, dada

por x = 0.5 , y = 1, 0 ≤ z ≤ 1.
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6.6. Formulación en tensiones

Hasta ahora hemos estudiado la existencia, unicidad y aproximación numérica

de las soluciones a formulaciones débiles del problema de contacto P (6.1.1)–

(6.1.5) para materiales que responden a la ley de comportamiento (5.3.6). No

obstante, como se ha visto en la Sección 5.3, existe una formulación alternativa

si consideramos en su lugar la expresión (5.3.8). Omitimos aqúı el planteamien-

to expĺıcito del problema mecánico correspondiente (pues la diferencia con el

problema P ya ha sido destacada) y procedemos directamente al planteamiento

de una formulación variacional del mismo. Nótese que tenemos dos opciones,

paralelamente a lo realizado en la Sección 6.1, según reemplacemos la ley de

comportamiento (5.3.6) por la ley (5.3.8) en los problemas PV 1 o PV 2. Un

estudio completo se ha realizado en [80]. Aqúı, para mayor brevedad, optamos

por la variante relativa a PV 2 y en consecuencia nos limitamos al estudio del

problema variacional siguiente:

PROBLEMA PV 3: Hallar el campo de desplazamientos u : [0, T ] → V y el

campo de tensiones σ : [0, T ] → Q tales que:

ε(u(t)) = Eσ(t) +

∫ t

0

C(t − s)σ(s)ds,(6.6.1)

σ(t) ∈ Σad(t), (τ − σ(t), ε(u(t)))Q ≥ 0,(6.6.2)

para todo τ ∈ Σad(t) y todo t ∈ [0, T ].

Recordemos que Σad(t) está definido en (6.1.15). Nótese que el problema PV 3

coincide con el problema PV 2, intercambiando (6.1.17) con (6.6.1) y que los

desplazamientos se pueden eliminar al sustituir (6.6.1) en (6.6.2). Es por esto

que el problema PV 3 lo denominamos formulación variacional en tensiones.

Sustituimos ahora (6.6.1) en (6.6.2) para tener el siguiente problema varia-

cional.
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PROBLEMA PV : Hallar el campo de tensiones σ : [0, T ] → Q tal que

σ(t) ∈ Σad(t), (Eσ(t), τ − σ(t))Q(6.6.3)

+ (

∫ t

0

C(t − s)σ(s)ds, τ − σ(t))Q ≥ 0 ∀τ ∈ Σad(t).

Las hipótesis para los tensores E y C son las mismas propiedades de acotación

y elipticidad que se requeŕıan en secciones precedentes para A y B:

E ∈ L∞(Ω),(6.6.4)

Eijkl = Ejikl = Eklij, c.p.d. en Ω,(6.6.5)

Eijkl ξkl ξij ≥ αξij ξij, c.p.d. en Ω,(6.6.6)

Cijkl(t) = Cjikl(t) = Cklij(t), c.p.d. en Ω,(6.6.7)

C ∈ C([0, T ];L∞(Ω)),(6.6.8)

donde α > 0, t ∈ [0, T ] y ξ = (ξij) es un elemento arbitrario de Sd.

Teorema 6.6.1. Bajo las hipótesis (6.2.6) y (6.6.4)–(6.6.8), el problema PV

tiene solución única. Además, σ ∈ C([0, T ]; Q).

Demostración. Se procede en parte como para el problema PV 2. Esto es, se

plantea un problema equivalente con Σ0, definido en (6.2.10), como espacio de

funciones test y a continuación utilizamos argumentos de punto fijo. Se realiza

en (6.6.3) el cambio de variable σ = σ̃ + σ̄, con σ̃ definido en (6.2.11), y

planteamos el siguiente problema variacional en tensiones:

PROBLEMA PV ′: Hallar σ̄ : [0, T ] → Q tal que

σ̄(t) ∈ Σ0, (Eσ̄(t), τ − σ̄(t))Q + (

∫ t

0

C(t − s)σ̄(s)ds, τ − σ̄(t))Q(6.6.9)

≥ (−Eσ̃(t) −

∫ t

0

C(t − s)σ̃(s)ds, τ − σ̄(t))Q,
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para todo τ ∈ Σ0 y todo t ∈ [0, T ].

Identificamos X al espacio de Hilbert Q, definido en (4.1.1) y hacemos lo propio

entre X0 y Σ0. Sean A : Q → Q y B : [0, T ] → L(Q) los operadores definidos

como sigue:

Aτ = Eτ ∀ τ ∈ Q, B(t)τ = C(t)τ ∀ τ ∈ Q, t ∈ [0, T ].

Sea además f : [0, T ] → Q definido por

f(t) = −Eσ̃(t) −

∫ t

0

C(t − s)σ̃(s)ds ∀ t ∈ [0, T ].

Utilizando (6.6.4)–(6.6.8) se obtiene que A y B satisfacen las condiciones

(2.1.3) y (2.1.4), respectivamente. Además, X0 = Σ0 verifica (2.1.2), esto es,

es un subconjunto convexo, cerrado y no vaćıo de X = Q. Por otra parte, de

(6.2.6) y (6.6.8) se concluye (2.1.5). Por tanto, el problema PV ′ está en las

condiciones requeridas al problema PA en el Teorema 2.1.1 y podemos concluir

que existe un único σ̄ ∈ C([0, T ]; Q) verificando (6.6.9).

Finalmente, la solución de PV ′ determina biuńıvocamente la solución σ del

Problema PV , puesto que σ = σ̃ + σ̄. 2

Por otra parte, para cada t ∈ [0, T ], definimos

ξ(t) = Eσ(t) +

∫ t

0

C(t − s)σ(s)ds,

por lo que es inmediato que ξ ∈ C([0, T ]; Q). Utilizando los mismos argumentos

que en (6.2.22)–(6.2.26), concluimos a partir de (6.6.2) que existe un único

u(t) ∈ V tal que

ξ(t) = ε(u(t)),

es decir, se verifica la expresión (6.6.1). Además, dada la regularidad de σ, con-

cluimos que u ∈ C([0, T ]; V ). Finalmente, aplicando los mismos argumentos

desarrollados en la demostración del Teorema 6.3.1 a la solución del Problema
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PV , se demuestra que u(t) ∈ Uad para todo t ∈ [0, T ]. Esto es, hemos obtenido

una solución única (u,σ) ∈ C([0, T ]; V ) × C([0, T ]; Q) para PV 3.

Observación 6.6.2. Los comentarios relativos a la regularidad σ ∈

C([0, T ]; Q1) de la Observación 6.2.2 son válidos también en esta sección.





Caṕıtulo 7

Problema de contacto con

respuesta normal

En este caṕıtulo se estudia el problema de contacto entre un sólido deformable

viscoelástico de memoria larga y un obstáculo deformable cuya reacción al

contacto está dada por la función de respuesta normal. Planteamos el problema

mecánico de contacto a partir de las consideraciones al respecto del Caṕıtulo 5 y

se estudia la existencia y unicidad de solución para una formulación variacional

del mismo. También se estudia, en un caso concreto, la convergencia de dicha

solución hacia la del correspondiente problema de contacto de Signorini cuando

la rigidez del obstáculo aumenta. Finalizamos con el estudio de la discretización

del problema y la presentación de resultados de simulaciones numéricas.

169



170 Caṕıtulo 7: Problema de contacto con respuesta normal

7.1. Formulación mecánica y variacional del

problema

La formulación matemática del problema de contorno que traduce el problema

mecánico de contacto unilateral sin rozamiento entre un cuerpo viscoelástico

de memoria larga y un obstáculo deformable con respuesta normal se expresa

como sigue:

PROBLEMA P : Hallar el campo de desplazamientos u : Ω× [0, T ] → IRd y el

campo de tensiones σ : Ω × [0, T ] → Sd tales que

σ(t) = Aε(u(t)) +

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s))ds en Ω,(7.1.1)

Divσ(t) + f 0(t) = 0 en Ω,(7.1.2)

u(t) = 0 en Γ1,(7.1.3)

σ(t)ν = f 2(t) en Γ2,(7.1.4)

−σν(t) = pν(uν(t) − s), στ = 0 en Γ3,(7.1.5)

para todo t ∈ [0, T ].

Recordamos ahora el significado f́ısico de las expresiones que componen el

problema P y que ya fueron introducidas en las secciones 5.2, 5.3 y 5.4. La

expresión (7.1.1) es la ley de comportamiento de los materiales viscoelásticos

de memoria larga, introducida en (5.3.6). Recordamos que el término integral

es el que modeliza el efecto de la memoria, que los tensores de cuarto orden

A = (Aijkl) y B = (Bijkl) son, respectivamente, los tensores de elasticidad y de

relajación y que ε(u) es el tensor de deformaciones linealizado. La expresión

(7.1.2) es la ecuación del equilibrio, introducida en (5.2.2), que gobierna el

proceso de deformación en un problema cuasiestático. Las expresiones (7.1.3)

y (7.1.4) son las condiciones de contorno de desplazamientos-tracciones. Final-

mente, (7.1.5) representa la condición de contacto de tipo respuesta normal sin
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rozamiento, obtenida a partir de (5.4.5) y (5.4.11), en la Sección 5.4. Recor-

damos que s representa la distancia de la superficie de contacto al obstáculo

en la configuración de referencia. El contacto, de producirse, es unilateral y el

obstáculo reacciona con una presión en la dirección opuesta a la normal que

viene determinada por la función de respuesta normal pν .

Suponemos que (u,σ) es una solución regular del problema P , de forma que,

para cada t ∈ [0, T ], tiene sentido aplicar la fórmula de Green (4.1.3):

(7.1.6) (σ(t), ε(v))Q = (−Divσ(t),v)H + (σ(t)ν,v)[L2(Γ)]d ,

para todo v ∈ V . Además, por (7.1.3), (7.1.4) y (7.1.5),

(7.1.7) (σ(t)ν,v)[L2(Γ)]d = (f 2(t),v)[L2(Γ2)]d − j(u(t),v),

donde la función j : V × V → IR está dada por

(7.1.8) j(u,v) =

∫

Γ3

pν(uν − s) vν da, ∀u, v ∈ V.

Por tanto, planteamos la siguiente formulación variacional del problema de

contacto P en términos de los desplazamientos.

PROBLEMA PV : Hallar el campo de desplazamientos u : [0, T ] → V tal que

(Aε(u(t)), ε(v))Q + (

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s))ds, ε(v))Q(7.1.9)

+ j(u(t),v) = (F (t),v)V ∀v ∈ V, t ∈ [0, T ],

donde, en las aplicaciones, F está definido por (4.1.9). En lo que sigue, asu-

mimos las hipótesis (6.2.1)–(6.2.6) para A,B y F . Además, suponemos que la

función de respuesta normal pν : Γ3 × IR −→ IR+ satisface
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(7.1.10)





(a) Existe un Lν > 0 t. q. |pν(x, r1) − pν(x, r2)| ≤ Lν |r1 − r2|,

∀ r1, r2 ∈ IR, p.c.t. x ∈ Γ3.

(b) (pν(x, r1) − pν(x, r2)) · (r1 − r2) ≥ 0,

∀ r1, r2 ∈ IR, p.c.t. x ∈ Γ3.

(c) La aplicación x ∈ Γ3 7→ pν(x, r) es Lebesgue medible en Γ3

para cada r ∈ IR, pν(·, 0) ∈ L2(Γ3).

(d) pν(x, r) = 0 p.c.t. x ∈ Γ3 y r ≤ 0.

Además suponemos que la función de distancia verifica

(7.1.11) s ∈ L∞(Γ3), s ≥ 0 c.p.d. en Γ3.

Hacemos algunos comentarios acerca de las condiciones expresadas en (7.1.10).

La condición (a) implica que la función pν crece con la penetración a lo sumo

linealmente. La condición (b) de monotońıa muestra desde el punto de vista

de la modelización que la reacción del obstáculo aumenta con la penetración.

La condición (d), por su parte, implica que cuando no hay penetración (i.e.

uν ≤ s) tampoco hay reacción del obstáculo (σν = 0) y, finalmente, las condi-

ciones (a) y (c), junto con (7.1.11), garantizan que la función j : V × V → IR

está bien definida. Vemos fácilmente que todas estas condiciones se ven satis-

fechas por los ejemplos particulares de función de respuesta normal citados en

la Sección 5.4.

7.2. Existencia y unicidad de solución

Basándonos en argumentos de la Sección 2.1 disponemos del siguiente resultado

de existencia y unicidad de solución para el problema PV .
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Teorema 7.2.1. En las hipótesis (6.2.1)–(6.2.6) y (7.1.10)–(7.1.11) el pro-

blema PV tiene una única solución u ∈ C([0, T ]; V ).

Demostración. Utilizamos el teorema de representación de Riesz para definir

los operadores A : V → V y B : [0, T ] → L(V ) como sigue, para todo v,w ∈ V

y t ∈ [0, T ]:

(Av,w)V = (Aε(v), ε(w))Q + j(v,w),(7.2.1)

(B(t)v,w)V = (B(t)ε(v), ε(w))Q.(7.2.2)

A partir de (7.1.8), (7.1.10) y las propiedades de la aplicación de traza, tenemos

que

(7.2.3) j(u1,u1 − u2) − j(u2,u1 − u2) ≥ 0, ∀u1, u2 ∈ V,

(7.2.4) j(u1,v) − j(u2,v) ≤ c‖u1 − u2‖V ‖v‖V , ∀u1, u2, v ∈ V.

Por tanto, a partir de (6.2.1)–(6.2.5) y (7.2.1)–(7.2.4) se deduce que A y B sa-

tisfacen las condiciones (2.1.3) y (2.1.4), respectivamente. Además, por (6.2.6),

se verifica (2.1.5). Por tanto, tomando X = X0 = V y f = F podemos aplicar

el Teorema 2.1.1 y concluir que el problema PV tiene una única solución

u ∈ C([0, T ]; V ). 2

Como consecuencia, en las condiciones del Teorema 7.2.1 y por medio del Teo-

rema 5.3.1 (i) podemos garantizar que el campo de tensiones definido a partir

de la solución de PV con la ley (7.1.1) tiene regularidad σ ∈ C([0, T ]; Q). En

conclusión, hemos obtenido una solución débil única con regularidad (u,σ) ∈

C([0, T ]; V ) × C([0, T ]; Q) para el problema de contacto P .

Observación 7.2.2. En el caso particular en que F viene dado por (4.1.9)

y se verifica (6.2.7), podemos obtener mayor regularidad para el campo de



174 Caṕıtulo 7: Problema de contacto con respuesta normal

tensiones σ. Basta considerar para cada t ∈ [0, T ], que tomando v = ϕ en

(7.1.9), siendo ϕ ∈ [D(Ω)]d, y teniendo en cuenta (7.1.1), se deduce que

Divσ(t) = −f 0(t) c.p.d. en Ω. Por lo tanto, σ ∈ C([0, T ]; Q1).

7.3. Un resultado de convergencia

Suponemos en toda la sección que pν está definido por (5.4.6), donde sustitui-

mos cν por
1

µ
, siendo µ > 0 constante. Por tanto, planteamos un caso concreto

de PV en estas condiciones:

PROBLEMA PVµ: Hallar el campo de desplazamientos uµ : [0, T ] → V tal

que

(Aε(uµ(t)), ε(v))Q + (

∫ t

0

B(t − s)ε(uµ(s))ds, ε(v))Q(7.3.1)

+ j(uµ(t),v) = (F (t),v)V ∀v ∈ V, t ∈ [0, T ],

donde

(7.3.2) j(uµ(t),v) =
1

µ

∫

Γ3

((uµ)ν − s)α
+vν da.

El resultado principal de esta sección es el Teorema 7.3.3, que establece que

conforme µ tiende a cero, la solución de la formulación variacional PVµ, que

denotamos uµ para explicitar su dependencia respecto a µ, converge pun-

tualmente a la solución de la formulación variacional en desplazamientos del

problema de Signorini (ver PV (6.2.8)), que denotamos u. Por tanto tomamos

como función de distancia s = 0, por lo que en la configuración de referencia,

cuerpo y obstáculo están en contacto.

Recordamos que para α ∈ (0, 1], de la convexidad de φ : x ∈ IR 7→ φ(x) =
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1

α + 1
xα+1

+ ∈ IR+, tenemos

1

α + 1
xα+1

+ −
1

α + 1
yα+1

+ ≥ yα
+(x − y) para todo x, y ∈ IR.

En consecuencia, a partir de (7.1.8) tenemos para cada t ∈ [0, T ],

j(uµ(t),v − uµ(t))(7.3.3)

=
1

µ

∫

Γ3

((uµ)ν)
α
+(t) (vν − (uµ)ν(t)) da ≤ jµ(v) − jµ(uµ(t)),

donde hemos denotado

jµ(v) =
1

(α + 1)µ

∫

Γ3

(vν)
α+1
+ da,

que es una función propia, convexa y continua en V . Utilizando (7.3.3) en

(7.1.9) para v = v − uµ(t) se tiene que la solución uµ ∈ C([0, T ]; V ) del

problema PVµ es también solución del siguiente problema.

PROBLEMA PV µ,1: Hallar el campo de desplazamientos uµ : [0, T ] → V tal

que

(Aε(uµ(t)), ε(v − uµ(t)))Q + (zµ(t), ε(v − uµ(t)))Q(7.3.4)

+ jµ(v) − jµ(uµ(t)) ≥ (F (t),v − uµ(t))V , ∀v ∈ V, t ∈ [0, T ].

Hemos denotado

zµ(t) =

∫ t

0

B(t − s)ε(uµ(s)) ds.

Sea además

z(t) =

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s)) ds.

Dado que u ∈ C([0, T ]; V ),uµ ∈ C([0, T ]; V ) y B ∈ C([0, T ];L∞(Ω)) se tiene

que

(7.3.5) z ∈ C([0, T ]; Q), zµ ∈ C([0, T ]; Q).

Planteamos el problema siguiente
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PROBLEMA PV µ,2: Hallar el campo de desplazamientos ūµ : [0, T ] → V tal

que

(Aε(ūµ(t)), ε(v − ūµ(t)))Q + (z(t), ε(v − ūµ(t)))Q(7.3.6)

+ jµ(v) − jµ(ūµ(t)) ≥ (F (t),v − ūµ(t))V , ∀v ∈ V, t ∈ [0, T ].

Teorema 7.3.1. En las hipótesis (6.2.1)–(6.2.6) y (7.1.10)–(7.1.11) el pro-

blema PV µ,2 tiene una única solución ūµ ∈ C([0, T ]; V ).

Demostración. Para cada t ∈ [0, T ] estamos en las condiciones del Coro-

lario 1.2.4, por lo que existe un único ūµ(t) ∈ V solución de (7.3.6). Además la

solución es Lipschitz dependiente respecto a los datos. Esto es, dados t1, t2 ∈

[0, T ] arbitrarios se tiene

‖ūµ(t1) − ūµ(t2)‖V ≤ c (‖z(t1) − z(t2)‖Q + ‖F (t1) − F (t2)‖Q).

Por tanto, de (6.2.6) y (7.3.5) se concluye que ūµ ∈ C([0, T ]; V ). 2

Teorema 7.3.2. Sean ūµ ∈ C([0, T ]; V ) y u ∈ C([0, T ]; Uad) las respectivas

soluciones de los problemas PV µ,2 y PV de Signorini (6.2.8). Entonces se

verifica

ĺım
µ→0+

‖ūµ(t) − u(t)‖V = 0 ∀ t ∈ [0, T ].

Demostración. Se realiza en dos etapas. Primero demostraremos la conver-

gencia débil en V para cada t ∈ [0, T ] y posteriormente la convergencia fuerte.

Convergencia débil en V . Sea t ∈ [0, T ]. Tomando v = 0 en (7.3.6) queda

(Aε(ūµ(t)), ε(ūµ(t)))Q + jµ(ūµ(t))(7.3.7)

≤ (F (t), ūµ(t))V − (z(t), ε(ūµ(t)))Q,
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y dado que jµ ≥ 0 se obtiene la cota

(7.3.8) ‖ūµ(t)‖V ≤ c (‖F (t)‖V + ‖z(t)‖Q) ≤ c (‖F ‖C([0,T ];V ) + ‖z‖C([0,T ];Q)).

Por tanto, la sucesión {ūµ(t)}µ>0 está acotada en V , por lo que existe una

subsucesión, que denotamos también por {ūµ(t)}µ>0 que converge débilmente

hacia un elemento ū(t) ∈ V , esto es

ūµ(t)
µ→0+

−−−−−⇀ ū(t).

Vamos a probar que ū(t) = u(t). Para ello, a partir de (7.3.7) se obtiene

jµ(ūµ(t)) ≤ c (‖F (t)‖V + ‖z(t)‖Q)‖ūµ(t)‖V .

Utilizando (7.3.8) se verifica que existe una constante c > 0, que depende de

F ,u,A y B, tal que

∫

Γ3

((ūµ)ν(t))
α+1
+ da ≤ c(α + 1)µ.

Teniendo en cuenta la compacidad de la aplicación traza y aplicando el Lema 1.3.1

se verifica que

∫

Γ3

(ūν(t))
α+1
+ da ≤ ĺım inf

µ→0+

∫

Γ3

((ūµ)ν(t))
α+1
+ da ≤ c(α + 1) ĺım inf

µ→0+
µ = 0.

Por tanto deducimos que ūν(t) ≤ 0 c.p.d. en Γ3. Esto es, ū(t) ∈ Uad. Tomamos

ahora el ĺımite inferior en (7.3.6) para v ∈ Uad y obtenemos

(Aε(ū(t)), ε(v))Q − ĺım inf
µ→0

(Aε(ūµ(t)), ε(ūµ(t)))Q

+ (z(t), ε(v − ū(t)))Q ≥ (F (t),v − ū(t))V , ∀v ∈ Uad.

Por tanto, aplicando el Lema 1.3.2 concluimos que

(Aε(ū(t)), ε(v − ū(t)))Q(7.3.9)

+ (z(t), ε(v − ū(t)))Q ≥ (F (t),v − ū(t))V , ∀v ∈ Uad.
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Esto es, hemos probado que ū(t) ∈ Uad es solución del problema variacional

de Signorini (6.2.8), y por la unicidad de solución concluimos que ū(t) =

u(t). Además, la mencionada unicidad garantiza que cualquier subsucesión

{ūµ(t)}µ>0 tiene también por ĺımite a u(t) en la topoloǵıa débil. En conse-

cuencia la sucesión {ūµ(t)}µ>0 tiene a u(t) por ĺımite débil.

Convergencia fuerte. Por la elipticidad de A tenemos

α ‖ūµ(t) − u(t)‖2
V ≤ (Aε(u(t) − ūµ(t)), ε(u(t) − ūµ(t)))Q(7.3.10)

= (Aε(u(t)), ε(u(t) − ūµ(t)))Q − (Aε(ūµ(t)), ε(u(t) − ūµ(t)))Q.

Por otra parte, tomando v = u(t) en (7.3.6), tenemos

(Aε(ūµ(t)), ε(u(t) − ūµ(t)))Q + (z(t), ε(u(t) − ūµ(t)))Q

+ jµ(u(t)) − jµ(ūµ(t)) ≥ (F (t),u(t) − ūµ(t))V ,

y dado que jµ(u(t)) = 0 y jµ ≥ 0 se tiene que

(Aε(ūµ(t)), ε(ūµ(t) − u(t)))Q ≤ −(z(t), ε(ūµ(t) − u(t)))Q(7.3.11)

+ (F (t), ūµ(t) − u(t))V .

Sustituyendo (7.3.11) en (7.3.10) se obtiene

α ‖ūµ(t) − u(t)‖2
V ≤ (Aε(u(t)), ε(u(t) − ūµ(t)))Q

− (z(t), ε(ūµ(t) − u(t)))Q + (F (t), ūµ(t) − u(t))V .

Por tanto, tomando el ĺımite superior se concluye

ĺım sup
µ→0+

‖ūµ(t) − u(t)‖V ≤ 0,

esto es, la sucesión {ūµ(t)}µ>0 converge en la topoloǵıa fuerte de V hacia u(t).

Dado que t ∈ [0, T ] es arbitrario, se concluye el resultado deseado. 2

Teorema 7.3.3. Sean uµ ∈ C([0, T ]; V ) y u ∈ C([0, T ]; Uad) las respecti-

vas soluciones de los problemas variacionales PVµ y PV de Signorini (6.2.8).
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Entonces se verifica que cuando µ > 0 tiende a cero, uµ converge a u puntual-

mente, esto es

ĺım
µ→0+

‖uµ(t) − u(t)‖V = 0 ∀ t ∈ [0, T ].

Demostración. Sea t ∈ [0, T ] y sea {ūµ(t)}µ>0 la sucesión convergente a u(t)

en V dada por el Teorema 7.3.2. Tomando v = uµ(t) en (7.3.6) y v = ūµ(t)

en (7.3.4) y sumando ambas expresiones, tenemos

(Aε(uµ(t) − ūµ(t)), ε(uµ(t) − ūµ(t)))Q ≤ (z(t) − zµ(t), ε(uµ(t) − ūµ(t)))Q,

y por tanto

(7.3.12) ‖uµ(t) − ūµ(t)‖V ≤ c ‖z(t) − zµ(t)‖Q.

Pero de la definición de z(t) y zµ(t) se obtiene que

(7.3.13) ‖z(t) − zµ(t)‖Q ≤ c

∫ t

0

‖uµ(s) − u(s)‖V ds,

donde c depende de B. Por otra parte,

(7.3.14) ‖uµ(t) − u(t)‖V ≤ ‖uµ(t) − ūµ(t)‖V + ‖ūµ(t) − u(t)‖V ,

por lo que utilizando (7.3.12) y (7.3.13) en (7.3.14) se concluye

‖uµ(t) − u(t)‖V ≤ c (

∫ t

0

‖uµ(s) − u(s)‖V ds + ‖ūµ(t) − u(t)‖V ).

Aplicando el Lema de Gronwall, se obtiene

‖uµ(t) − u(t)‖V ≤ c (

∫ t

0

‖ūµ(s) − u(s)‖V ds + ‖ūµ(t) − u(t)‖V ).

Por otra parte, de la acotación uniforme que se desprende de (7.3.8), la con-

vergencia puntual del Teorema 7.3.2 y el teorema de la convergencia dominada

de Lebesgue, se concluye que

ĺım sup
µ→0+

‖uµ(t) − u(t)‖V ≤ 0,
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y por tanto el ĺımite existe y es único. Dado que t ∈ [0, T ] es arbitrario, se

concluye el resultado deseado. 2

Finalmente, siguiendo los pasos de la demostración del Teorema 5.3.1 (i), es

fácil concluir que la convergencia también se da en las tensiones, esto es, en

las condiciones del Teorema 7.3.3, los campos de tensiones σ, σµ : [0, T ] →

Sd definidos respectivamente por (6.1.1) y (7.1.1) (sustituyendo u por uµ),

verifican

ĺım
µ→0+

‖σµ(t) − σ(t)‖Q = 0 ∀ t ∈ [0, T ].

Además del interés puramente matemático, el Teorema 7.3.3 tiene como in-

terpretación mecánica que la solución débil (u,σ) del problema de contac-

to con condiciones de Signorini (6.1.1)–(6.1.5) es, para cada paso de tiempo

t ∈ [0, T ], ĺımite de una sucesión de soluciones débiles {(uµ,σµ)}µ>0 de pro-

blemas (7.1.1)–(7.1.5) de contacto con condiciones de respuesta normal, cuan-

do esta viene dada por (5.4.6). Por tanto, cuando la rigidez del obstáculo es

comparativamente grande, los problemas de respuesta normal constituyen una

“aproximación” del problema de contacto con sólido ŕıgido. Esta es la idea de

base de muchos algoritmos numéricos.

7.4. Aproximación numérica del problema

Ahora nos ocupamos del estudio de la aproximación numérica de la solución

del problema PV . Al igual que en el Caṕıtulo 6 para el problema de Signorini,

comenzamos planteando un esquema semidiscreto en el que sólo se discretiza

la variable espacial como primer paso para un estudio más completo con un

esquema totalmente discretizado. Sean Qh ⊂ Q y V h ⊂ V dos espacios de

Hilbert de dimensión finita que, por ejemplo, pueden ser obtenidos por medio

del método de elementos finitos. Además, suponemos que ε(V h) ⊂ Qh.
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Aproximación semidiscreta. Nos situamos en las hipótesis generales de la

Sección 2.3.

PROBLEMA PV h: Hallar el campo de desplazamientos u : [0, T ] → V h

(Aε(uh(t)), ε(vh))Q + (

∫ t

0

B(t − s)ε(uh(s))ds, ε(vh))Q(7.4.1)

+j(uh(t),vh) = (F (t),vh)V , ∀vh ∈ V h, t ∈ [0, T ].

Basándonos en argumentos de la Sección 2.3, disponemos del siguiente resul-

tado de existencia y unicidad de solución para el problema PV h, que además

establece una cota para el error en la aproximación.

Teorema 7.4.1. En las hipótesis (6.2.1)–(6.2.6) y (7.1.10)–(7.1.11), el pro-

blema PV h tiene solución única uh ∈ C([0, T ]; V h). Además se verifica

(7.4.2) ‖u − uh‖C([0,T ];V ) ≤ c máx
t∈[0,T ]

{
ı́nf

vh∈V h
{‖vh − u(t)‖V + R(t; u,vh)

1
2}

}
,

donde c es una constante positiva que depende de A, B y pν y

R(t; u,vh) = (Aε(u(t)) +

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s))ds, ε(vh − u(t)))Q(7.4.3)

+ j(u(t),vh − u(t)) − (F (t),vh − u(t))V .

Demostración. Procediendo como en la demostración del Teorema 7.2.1, se

tiene que el problema PV h está en las condiciones requeridas al problema P h
A

en el Teorema 2.3.1, de donde se deduce la existencia y unicidad de solución.

Además, del Teorema 2.3.2 se deduce que se verifica la cota de error (2.3.2)

que, traducida al contexto del problema de contacto, establece (7.4.2). 2

Por tanto, si definimos el campo de tensiones semidiscretizado σh : [0, T ] → Sd

como en (6.4.1) se concluye que, en las condiciones del Teorema 7.4.1 y por
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medio del Corolario 5.3.2 (i), podemos garantizar que σh ∈ C([0, T ]; Qh).

Como conclusión, hemos obtenido una aproximación de la solución débil (u,σ)

para el problema de contacto P con regularidad (uh,σh) ∈ C([0, T ]; V h) ×

C([0, T ]; Qh).

Además, teniendo en cuenta (7.4.2) y el apartado (ii) del Corolario 5.3.2,

obtenemos la expresión siguiente:

‖u − uh‖C([0,T ];V ) + ‖σ − σh‖C([0,T ];Q) ≤ ‖(I − PQh)σ‖C([0,T ];Q)(7.4.4)

+ c máx
t∈[0,T ]

{
ı́nf

vh∈V h

{
‖vh − u‖C([0,T ];V ) + R(t; u,vh)

1
2

}}
.

El siguiente resultado de convergencia es consecuencia directa del Teorema 1.4.3.

Corolario 7.4.2. Sean V h⊂V y Qh⊂Q (h → 0), las familias de subespacios

de dimensión finita dadas por (4.2.3) y (4.2.5). En las hipótesis (6.2.1)–(6.2.6)

y (7.1.10)–(7.1.11), sean u ∈ C([0, T ]; V ) y uh ∈ C([0, T ]; V h) las soluciones

respectivas del problema continuo PV y el problema semidiscreto PV h. Sean

σ ∈ C([0, T ]; Q) y σh ∈ C([0, T ]; Qh) los campos de tensiones correspondien-

tes. Entonces,

ĺım
h→0

{‖u − uh‖C([0,T ];V ) + ‖σ − σh‖C([0,T ];Q)} = 0.

Demostración. Se comprueba fácilmente que

(7.4.5) R(t; u,vh) ≤ c‖u(t) − vh‖V ,

donde c depende de A,B,F y u. Tomamos X = X0 = V, Xh
0 = Xh = V h, Y =

Q y Y h = Qh. A partir de (7.4.4) vemos que tomando g(r) = r
1
2 + r se cumple

la condición (4.2.14) y g verifica (1.4.4). Por el Teorema 4.1.1 (identifican-

do V0 con U), y tomando Y = [H1(Ω)]d×d
s basta tener en consideración las

expresiones (4.2.6) y (4.2.8) para comprobar que se verifican las condiciones



7.4. Aproximación numérica del problema 183

(4.2.12) y (4.2.13) con α1 = α2 = 1. Entonces estamos en las condiciones del

Teorema 1.4.3, de donde concluimos el resultado deseado. 2

Corolario 7.4.3. Sean V h⊂V y Qh⊂Q (h → 0), las familias de subespacios

de dimensión finita dadas por (4.2.3) y (4.2.5). En las hipótesis (6.2.1)–(6.2.6)

y (7.1.10)–(7.1.11), sean u ∈ C([0, T ]; V ) la solución del problema continuo

PV y uh ∈ C([0, T ]; V h) la solución del problema semidiscreto PV h. Sean σ ∈

C([0, T ]; Q) y σh ∈ C([0, T ]; Qh) los campos de tensiones correspondientes.

Supongamos la regularidad adicional

(7.4.6) u ∈ C([0, T ]; [H2(Ω)]d), σ ∈ C([0, T ]; [H1(Ω)]d×d)

Entonces se tiene la estimación de error

(7.4.7) ‖u − uh‖C([0,T ];V ) + ‖σ − σh‖C([0,T ];Q) ≤ c h
1
2 ,

donde c es una constante positiva que depende de A, B, pν , u y σ.

Demostración. Se reduce a aplicar en (7.4.4) la cota (7.4.5), y las estimaciones

(4.2.6) y (4.2.8). 2

Corolario 7.4.4. Sean V h⊂V y Qh⊂Q (h → 0), las familias de subespacios

de dimensión finita dadas por (4.2.3) y (4.2.5). Sea el vector de fuerzas F dado

por (4.1.9). En las hipótesis (6.2.1)–(6.2.5), (6.2.7) y (7.1.10)–(7.1.11), sean

u ∈ C([0, T ]; V ) la solución del problema continuo PV y uh ∈ C([0, T ]; V h)

la solución del problema semidiscreto PV h. Sean σ ∈ C([0, T ]; Q) y σh ∈

C([0, T ]; Qh) los campos de tensiones correspondientes. Supongamos la regula-

ridad adicional (7.4.6) y

(7.4.8) σν ∈ C([0, T ]; L2(Γ3)).
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Entonces se tiene la estimación de error

(7.4.9) ‖u − uh‖C([0,T ];V ) + ‖σ − σh‖C([0,T ];Q) ≤ c h,

donde c es una constante positiva que depende de A, B, pν , u y σ.

Demostración. Sea t ∈ [0, T ]. Siguiendo un procedimiento habitual se puede

probar a partir de (7.1.9) que Divσ(t) = −f 0(t) ∈ H. Entonces, de (7.4.3) se

tiene

R(t; u,vh) = (σ(t), ε(vh − u(t)))Q(7.4.10)

+ j(u(t),vh − u(t)) − (F (t),vh − u(t))V

= (σν(t), v
h
ν − uν(t))L2(Γ3) + (pν(uν(t) − s), vh

ν − uν(t))L2(Γ3) = 0.

Entonces, a partir de (7.4.2), tenemos

‖u − uh‖C([0,T ];V ) ≤ c máx
t∈[0,T ]

‖vh − u(t)‖V ∀ vh ∈ V h,

donde c es una constante positiva que depende de A,B y pν . Aplicando (4.2.6),

nos permite concluir que

‖u − uh‖C([0,T ];V ) ≤ c máx
t∈[0,T ]

‖u(t) − Πhu(t)‖V(7.4.11)

≤ c h‖u‖C([0,T ];[H2(Ω)]d).

Finalmente, el resultado (7.4.9) se deduce de (7.4.11) y de (7.4.4) utilizando

(4.2.8) y (7.4.10). 2

Aproximación totalmente discreta. Siguiendo la teoŕıa general de la Sec-

ción 2.4 proponemos la siguiente aproximación totalmente discreta del proble-

ma PV (7.1.9).

PROBLEMA PV hk: Hallar la sucesión de desplazamientos {uhk
n }N

n=0 ⊂ V h,
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tal que

(Aε(uhk
0 ), ε(vh))Q = (F 0,v

h)V , ∀vh ∈ V h,(7.4.12)

(Aε(uhk
n ), ε(vh))Q + (

n∑

j=0

αn
j B

n,jε(uhk
j ), ε(vh))Q(7.4.13)

+ j(uhk
n ,vh) = (F n,v

h)V , ∀vh ∈ V h, n = 1, . . . , N,

donde los pesos αn
j ≥ 0, 0 ≤ j ≤ n de la fórmula de cuadratura son los de la

fórmula de trapecios compuesta, dados por (1.5.3).

Basándonos en argumentos de la Sección 2.4 disponemos del siguiente resulta-

do de existencia y unicidad de solución para el problema PV hk, que además

establece una cota para el error en la aproximación.

Teorema 7.4.5. En las hipótesis (6.2.1)–(6.2.6) y (7.1.10)–(7.1.11), suponga-

mos que el paso temporal k cumple (6.4.12). Entonces el problema PV hk tiene

solución única {uhk
n }N

n=0 ⊂ V h. Para k suficientemente pequeño se verifica1

máx
0≤n≤N

‖un − uhk
n ‖V(7.4.14)

≤ c máx
0≤n≤N

{
In + ı́nf

vh∈V h
{‖vh − un‖V + R(tn; u,vh)

1
2}

}
,

donde c es una constante positiva que depende de A y B y

R(tn; u,vh) = (Aε(un) +

∫ tn

0

B(tn − s)ε(u(s))ds, ε(vh − un))Q

+ j(un,vh − un) − (F n,v
h − un)V .

e In es el error de integración numérica definido por (6.4.16).

Demostración. Nótese que si se verifica (6.4.12) entonces, en particular tam-

bién se verifica (2.4.1), dado que ‖B0‖L(V ) ≤ d2 ‖B0‖L∞(Ω). Por tanto, proce-

diendo como en la demostración del Teorema 7.2.1, el problema PV hk está en

1Dado que asumimos el uso de la fórmula de trapecios compuesta, de la Observación

2.4.4 se deduce que la constante multiplicadora no depende de N
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las condiciones requeridas al problema P hk
A en el Teorema 2.4.1, de donde se

deduce la existencia y unicidad de solución. Además, del Teorema 2.4.2 se

deduce que se verifica la cota de error (2.4.8) que, traducida al contexto del

problema de contacto, establece (7.4.14). 2

Por otra parte, definiendo σhk = {σhk
n }N

n=0 ⊂ Qh como en (6.4.13) y (6.4.14) y

realizando algunas operaciones elementales se tienen expresiones de la forma

de (6.4.22) y (6.4.23). Por tanto, junto con (7.4.14) nos proporciona la cota

máx
0≤n≤N

{‖un − uhk
n ‖V + ‖σn − σhk

n ‖Q}(7.4.15)

≤ c
(

máx
0≤n≤N

{R(tn; u,vh)
1
2 + ‖un − vh‖V }

)

+ máx
0≤n≤N

{In + ‖(I − PQh)σn‖Q},

para todo vh ∈ V h.

El siguiente corolario hace uso de la estimación de error (7.4.15) y del Teore-

ma 1.6.1 para demostrar la convergencia de la solución de PV hk a la de PV

cuando los parámetros de discretización h y k tienden a 0 en el caso de la

discretización por el método de elementos finitos descrito en la Sección 4.2.

Corolario 7.4.6. Sean V h ⊂ V y Qh ⊂ Q (h → 0), las familias de subespa-

cios de dimensión finita dados por (4.2.3) y (4.2.5), respectivamente. En las

hipótesis (6.2.1)–(6.2.6) y (7.1.10)–(7.1.11), sean u ∈ C([0, T ]; V ) la solución

del problema continuo PV y uhk = {uhk
n }N

n=0 ⊂ V h la solución del problema

totalmente discreto PV hk. Sean σ ∈ C([0, T ]; Q) y σhk = {σhk
n }N

n=0 los cam-

pos de tensiones correspondientes. Supongamos que el paso temporal k cumple

(6.4.12).Entonces, se tiene

ĺım
h,k→0

{ máx
0≤n≤N

‖un − uhk
n ‖V + ‖σn − σhk

n ‖Q} = 0.

Demostración. Usamos la cota (7.4.5) en (7.4.15) y tomamos X0 = X =
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V, Xh
0 = Xh = V h, Y = Q y Y h = Qh. De (7.4.15), observamos que toman-

do g(r) = r
1
2 + r se cumple la condición (4.2.15) y g verifica (1.4.4). Por otra

parte, por el Teorema 4.1.1, (identificando V0 con U), tomando Q = [H1(Ω)]d×d
s

y teniendo en cuenta las estimaciones (4.2.6) y (4.2.8) se verifican las condi-

ciones (4.2.12) y (4.2.13) con α1 = α2 = 1. Estamos en las condiciones del

Teorema 1.6.1, de donde tenemos el resultado deseado. 2

Corolario 7.4.7. Sean V h ⊂ V y Qh ⊂ Q (h → 0), las familias de subespa-

cios de dimensión finita dados por (4.2.3) y (4.2.5), respectivamente. En las

hipótesis (6.2.1)–(6.2.6) y (7.1.10)–(7.1.11), sean u ∈ C([0, T ]; V ) la solución

del problema continuo PV y uhk = {uhk
n }N

n=0 ⊂ V h la solución del problema

totalmente discreto PV hk. Sean σ ∈ C([0, T ]; Q) y σhk = {σhk
n }N

n=0 los cam-

pos de tensiones correspondientes. Supongamos que el paso temporal k cumple

(6.4.12). Supongamos también la regularidad adicional dada por (7.4.6) y que

además u y B son funciones de Lipschitz. Entonces se tiene la estimación de

error

máx
0≤n≤N

{‖un − uhk
n ‖V + ‖σn − σhk

n ‖Q} ≤ c (h
1
2 + k),

donde c es una constante positiva que depende de A, B, pν , u y σ.

Demostración. Se reduce a aplicar en (7.4.15) la cota (7.4.5), y las estima-

ciones (1.5.7), (4.2.6) y (4.2.8). 2

Corolario 7.4.8. Sean V h⊂V y Qh⊂Q (h → 0), las familias de subespacios

de dimensión finita dados por (4.2.3) y (4.2.5), respectivamente. Sea el vec-

tor de fuerzas F dado por (4.1.9). En las hipótesis (6.2.1)–(6.2.5), (6.2.7) y

(7.1.10)–(7.1.11), sean u ∈ C([0, T ]; V ) la solución del problema continuo PV

y uhk = {uhk
n }N

n=0 ⊂ V h la solución del problema totalmente discreto PV hk.

Sean σ ∈ C([0, T ]; Q) y σhk = {σhk
n }N

n=0 los campos de tensiones corres-
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pondientes. Supongamos que el paso temporal k cumple (6.4.12). Supongamos

también la regularidad adicional dada por (7.4.6) y (7.4.8) y que además u y

B son funciones de Lipschitz. Entonces se tiene la estimación de error

máx
0≤n≤N

{‖un − uhk
n ‖V + ‖σn − σhk

n ‖Q} ≤ c (h + k),

donde c es una constante positiva que depende de A, B, pν , u y σ.

Demostración. Se procede como en (7.4.10) para tener R(tn; u,vh) = 0 para

todo n, 0 ≤ n ≤ N . Entonces, aplicando (6.4.18), (4.2.6) y (4.2.8) en (7.4.15)

nos permite concluir el resultado deseado.

2

7.5. Resultados numéricos

En esta sección mostramos resultados numéricos de simulaciones realizadas con

un algoritmo basado en estrategias de tipo penalización-dualidad. Como se des-

prende de [91], el algoritmo empleado en la Sección 6.5 con ligeras modificacio-

nes nos permite llevar a cabo las simulaciones para condiciones de contacto de

tipo respuesta normal, cuando esta viene dada por una ley de la forma (5.4.6).

Se pretende aproximar la solución del problema PVµ (7.3.1)–(7.3.2), según el

esquema totalmente discretizado PV hk (7.4.12)–(7.4.13). Comenzamos con un

apartado dedicado a simulación unidimensional, incluyendo resultados numéri-

cos que corroboran desde el punto de vista práctico el resultado de convergen-

cia establecido en el Teorema 7.3.3. Posteriormente, se presentan resultados de

simulaciones en dos y tres dimensiones.
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Un ejemplo unidimensional

Nos situamos en las mismas condiciones generales descritas para el problema

unidimensional P1DS en la Sección 6.5 (ver Figura 6.5.1). Por tanto estu-

diamos el comportamiento mecánico de una barra de longitud L y sección

transversal de área A, que está sujeta por uno de sus extremos y sometida a la

acción de una fuerza distribuida f0 en la dirección de su eje. El otro extremo

se encuentra inicialmente a una distancia s > 0 de un cuerpo deformable que

penaliza la penetración siguiendo una ley de tipo respuesta normal. El mate-

rial del que está compuesta dicha barra es de tipo viscoelástico de memoria

larga. Dado que L >> A suponemos que su ĺınea media es representativa y en

consecuencia modelizamos esta situación f́ısica con la versión unidimensional

del problema P (7.1.1)–(7.1.5), tomando Ω = (0, L), Γ3 = {L}, Γ2 = ∅ y

Γ1 = {0}. El intervalo de observación es [0, T ]. Dado que estamos en el caso

unidimensional, A = AE, donde E es el módulo de Young del material, que

suponemos constante. Además ε(u) = ∂u/∂x y la memoria está en función de

B = b. De esta forma, el problema P se reescribe como sigue:

PROBLEMA P1DRN : Hallar el campo de desplazamientos uµ : Ω×[0, T ] → IR

y el campo de tensiones σµ : Ω × [0, T ] → IR tales que

∂σµ

∂x
(x, t) = −f0(x, t) en Ω × (0, T ),(7.5.1)

σµ(x, t) = AE
∂uµ

∂x
(x, t) +

∫ t

0

b(t − s)
∂uµ

∂x
(x, s)ds en Ω × (0, T ),(7.5.2)

uµ(0, t) = 0 en (0, T ),(7.5.3)

σµ(L, t) = −
1

µ
(uµ(L, t) − s)+ en (0, T ), µ =

1

cν

.(7.5.4)

El espacio donde buscamos los desplazamientos es C([0, T ]; V ), donde

V = {v ∈ H1(0, L), v(0) = 0}
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y su discretización viene dada por

V h = {vh ∈ C([0, L]), vh
|(xi,xi+1) ∈ P1([xi, xi+1]), 1 ≤ i ≤ M − 1, vh(0) = 0},

siendo x1 = 0 < . . . < xi < xi+1 < . . . < xM = L la discretización del dominio

de la variable espacial y P1([xi, xi+1]) el espacio de polinomios de grado menor

o igual a 1 en [xi, xi+1].

En las simulaciones que se presentan en la Figura 7.5.1 se muestran dos resulta-

dos diferentes. En la gráfica de la izquierda se representa, en escala logaŕıtmica

de base 10, la convergencia uniforme de la solución aproximada uhk
µ de P1DRN

a la solución exacta conocida uS de P1DS cuando aumenta la rigidez del obs-

táculo, utilizando los siguientes datos concretos:

L = 1 m, T = 2 seg., s = 0.25 m, A = 1 cm2, E = 104 N/m2,

b(t) = 0.63 N/seg., f0(x, t) = t N/m, M = 101, k = 0.01 seg.

Por tanto, las simulaciones mejoran los resultados teóricos, pues en aquellos

sólo obteńıamos convergencia puntual. Bajo los mismos datos, en la gráfica de

la derecha se muestra la evolución de la penetración de la barra en el obstáculo

en función de la rigidez cν = µ−1 y de la memoria bθ = θ. Se aprecia que con

carácter general, para un mismo valor de rigidez, se obtiene mayor penetración

con menor memoria, efecto este más acusado cuanta menor sea la rigidez.

Un ejemplo bidimensional

Se considera un sólido paralelepipédico de sección Ω = (0, 1) × (1, 2) y de

espesor ε << 1. Suponemos que las condiciones de carga nos permiten utilizar

las hipótesis de tensiones planas en el dominio Ω y que las superficies laterales

del material no se desplazan en la dirección del eje OX, por lo que en {0}×(1, 2)

y en {1}×(1, 2) la primera componente de los desplazamientos es nula. Además,
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Figura 7.5.1: Convergencia uniforme y penetración.

en ausencia de fuerzas volúmicas, existe un campo de fuerzas superficiales

constante en la dirección del eje OY actuando en Γ2 = (0, 1)×{2}. La diferencia

con el problema bidimensional descrito en la Sección 6.5 radica en la forma y

rigidez del obstáculo, que ahora es penetrable. La función de distancia viene

dada por

s(x, 1) =





3 si 0 ≤ x ≤ 0.2 ó 0.8 ≤ x ≤ 1,

0 si 0.2 ≤ x ≤ 0.8.

Esto es, el obstáculo es un prisma recto de sección en forma de “T” invertida.

Tomamos A igual al tensor de elasticidad lineal plana, como en (6.5.7), y para

la simulación numérica se toman los siguientes datos.

E = 102 N/m2, κ = 0.3, T = 2 seg, f 2 = (0,−102) N/m2.

Además hemos considerado B = A, entendiéndose que sus componentes ex-

presan ahora cantidades medidas en N/(m2seg.).

En las figuras 7.5.2 y 7.5.3 se presentan los resultados de las simulaciones

numéricas llevadas a cabo para dos coeficientes de penetrabilidad (denotado

por µ) diferentes, siendo este sensiblemente mayor en 7.5.2 que en 7.5.3. Una
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Figura 7.5.2: Problema 2D: Configuración deformada y distribución de tensiones en norma

Von Mises para t = 0 y t = 1. Coef. penetrabilidad µ = 1 × 10−2 m2/N .

comparación cualitativa muestra que para un mayor coeficiente µ el cuerpo

deformado ha desplazado ligeramente el obstáculo y ocupado la zona libre

dejada por este.

Otro hecho que se aprecia en las figuras, gracias a las ĺıneas discontinuas que

marcan la posición original del obstáculo, es que para mayor coeficiente de

penetrabilidad, toda la ĺınea de contacto penetra ligeramente en la zona del

obstáculo, cosa que no ocurre para el caso con menor coeficiente, situación

mucho más próxima al caso de Signorini.

En cuanto al efecto de la memoria en las simulaciones, observamos el mismo

comportamiento que en el caṕıtulo anterior, esto es, con el paso del tiempo

la memoria tiende a hacer que el sólido deformable recupere parcialmente su

configuración original. Esto hecho no parece estar demasiado influenciado por

el valor del coeficiente de penetrabilidad.
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Figura 7.5.3: Problema 2D: Configuración deformada y distribución de tensiones en norma

Von Mises para t = 0 y t = 1. Coef. penetrabilidad µ = 1 × 10−10 m2/N .

Un ejemplo tridimensional

Para el caso tridimensional consideramos una placa sólida de sección cuadrada

que en su configuración de referencia ocupa el dominio Ω = (0, 1) × (1, 2) ×

(0, 1
2
). Las caras {0} × (1, 2) × (0, 1

2
) y {1} × (1, 2) × (0, 1

2
) están fijadas de

tal forma que no pueden desplazarse en la dirección del eje OX y la cara

Γ3 = (0, 1) × {1} × (0, 1) está apoyada en un prisma recto deformable cuya

sección tiene forma de “T” invertida. Inicialmente, la distancia s de la frontera

de contacto del sólido con dicho objeto viene dada por la ecuación

s(x, 1, z) =





3 si 0 ≤ x ≤ 0.2 ó 0.8 ≤ x ≤ 1,

0 si 0.2 ≤ x ≤ 0.8.

Además, suponemos que la placa puede desplazarse sobre el plano Z = 0 pero

nunca separarse de él. El sólido está compuesto de material viscoelástico de

memoria larga, no hay fuerzas volúmicas y experimenta fuerzas de compresión

constantes sobre la cara Γ2 = (0, 1) × {2} × (0, 1).
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Figura 7.5.4: Problema 3D: Configuración deformada y distribución de tensiones en norma

Von Mises para t = 0 y t = 1. Coef. penetrabilidad µ = 1 m2/N .

Estamos planteando, pues, un problema tridimensional que hemos aproximado

por el problema 2D del apartado anterior. Tomamos A igual al tensor de

elasticidad lineal tridimensional, que viene dado por (6.5.8).

En las figuras 7.5.4 y 7.5.5 presentamos los resultados numéricos de dos si-

mulaciones, que al igual que en el apartado de simulaciones bidimensionales,

se corresponden con dos valores diferentes del coeficiente de penetrabilidad µ.

Los datos comunes a ambas simulaciones que se han utilizado son:

E = 102 N/m2, κ = 0.3, f 2 = (0,−50, 0) N/m2, T = 1 seg.

Además, se ha considerado A = B, donde sus componentes se entiende que son

ahora cantidades medidas en N/(m2seg). De esta condición también se deduce

que el material es isótropo.

Cualitativamente, las observaciones que cabe realizar son equiparables a las

simulaciones 2D. Para una mayor penetrabilidad (Figura 7.5.4) las “esquinas”

de la deformada son más redondeadas en la zona de contacto que para un valor

menor (Figura 7.5.5).
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Figura 7.5.5: Problema 3D: Configuración deformada y distribución de tensiones en norma

Von Mises para t = 0 y t = 1. Coef. penetrabilidad µ = 1 × 10−10.

En ambas figuras hemos marcado en trazo más grueso la configuración original

del obstáculo con forma de “T” invertida. Gracias a esto observamos que para

mayor coeficiente de penetrabilidad, toda la superficie de contacto desplaza

ligeramente el obstáculo, cosa que no ocurre para el caso con menor coeficiente.

Un valor tan bajo del coeficiente µ está muy próximo al caso de Signorini, en

que el obstáculo no se desplaza en absoluto.

En cuanto al efecto de la memoria en las simulaciones, observamos el mismo

comportamiento que hemos destacado en otras simulaciones a valor constante

de la memoria, esto es, con el paso del tiempo la memoria tiende a hacer que

el sólido deformable recupere parcialmente su configuración original.





Caṕıtulo 8

Problema de contacto unilateral

entre dos cuerpos

En este caṕıtulo se estudia el problema de contacto entre dos sólidos de-

formables viscoelásticos de memoria larga. El contacto, si se produce, es uni-

lateral y sin rozamiento. Comenzamos generalizando algunas expresiones in-

troducidas en el Caṕıtulo 5 al caso de dos cuerpos y planteando el problema

mecánico de contacto que se deriva de ellas. A continuación se estudia la exis-

tencia y unicidad de solución para una formulación variacional con ayuda de

las herramientas desarrolladas en la Sección 2.1. También se realiza el estudio

de la discretización del problema utilizando los resultados generales de las sec-

ciones 2.3 y 2.4. Finalizamos con la presentación de resultados de simulaciones

numéricas en dos y tres dimensiones.

197
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8.1. Formulación mecánica y variacional del

problema

Consideramos dos cuerpos viscoelásticos que en su configuración de referencia

ocupan la adherencia de los dominios acotados Ω1 y Ω2 de IRd. Utilizaremos

un supeŕındice m para denotar que la función, variable o conjunto en cuestión

es relativo al dominio Ωm, m = 1, 2.

Para cada dominio Ωm, la frontera Γm es suficientemente regular, por ejemplo

de Lipschitz a trozos, y está dividida en tres partes disjuntas Γm
1 , Γm

2 , Γm
3 ,

siendo med(Γm
1 ) > 0. Sea νm = (νm

i ) el vector normal, exterior y unitario

definido sobre Γm. Al igual que en la Sección 5.2 estamos interesados en el es-

tudio del proceso de deformación cuasiestático que se desarrolla en el intervalo

temporal [0, T ], donde T > 0. Se suponen condiciones de fijación para los des-

plazamientos en Γm
1 × [0, T ]. Además existen fuerzas volúmicas de densidades

fm
0 y tracciones superficiales de densidades fm

2 que actúan sobre Ωm × [0, T ]

y Γm
2 × [0, T ], respectivamente.

Los cuerpos se encuentran inicialmente en contacto a lo largo de la frontera

común Γ1
3 = Γ2

3 = Γ3. El contacto es sin rozamiento y se modeliza con condi-

ciones de no interpenetración y función de distancia s = 0. Utilizamos una

ley de viscoelasticidad con memoria larga para describir el comportamiento

mecánico del material de que se componen ambos cuerpos. En consecuencia,

el problema de contacto se puede modelizar matemáticamente en forma del

siguiente problema de contorno.

PROBLEMA P : Para cada m = 1, 2, hallar un campo de desplazamientos

um = (um
i ) : Ωm × [0, T ] −→ IRd y un campo de tensiones σm = (σm

ij ) :
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Ωm × [0, T ] −→ Sd tales que:

σm(t) = Amε(um(t)) +

∫ t

0

Bm(t − s)ε(um(s))ds en Ωm,(8.1.1)

Divσm(t) + fm
0 (t) = 0 en Ωm,(8.1.2)

um(t) = 0 en Γm
1 ,(8.1.3)

σm(t)νm = fm
2 (t) en Γm

2 ,(8.1.4)

u1
ν(t) + u2

ν(t) ≤ 0, σ1
ν(t) = σ2

ν(t) ≤ 0, (u1
ν(t) + u2

ν(t))σ
m
ν (t) = 0,(8.1.5)

σm
τ (t) = 0 en Γ3,

para todo t ∈ [0, T ].

La expresión (8.1.1) representa la ley de comportamiento en viscoelasticidad

con memoria larga introducida en (5.3.6) en la que Am y Bm son, respectiva-

mente, los tensores de cuarto orden de elasticidad y de relajación relativos a

Ωm. Además, ε(um) = (εij(u
m)) = (1

2
(um

i, j+um
j, i)) representa el tensor de defor-

maciones linealizado, introducido en (5.2.3). La expresión (8.1.2) es la ecuación

de equilibrio, en la que Divσm = (σm
ij, j) denota la divergencia del tensor de

tensiones σm y fue introducida en (5.2.2) para el caso de un sólo cuerpo. Por

su parte, (8.1.3) y (8.1.4) son las condiciones de contorno de desplazamientos

y tracciones, respectivamente. Finalmente, las expresiones en (8.1.5) represen-

tan las condiciones de contacto de no interpenetración y sin rozamiento, donde

um
ν , σm

ν y σm
τ son, respectivamente, los desplazamientos normales, las tensiones

normales y las tensiones tangenciales, dados por

um
ν = um

i νm
i , σm

ν = σm
ij ν

m
i νm

j , σm
τ = (σm

τ i) = (σm
ij ν

m
j − σm

ν νm
i ).

Generalizamos las definiciones de algunos espacios introducidas en la Sec-

ción 4.1:

V m = { v = (vi) | vi ∈ H1(Ωm), v = 0 en Γm
1 },

Qm = { τ = (τij) | τij = τji ∈ L2(Ωm)},
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que son espacios de Hilbert reales con sus productos interiores canónicos, de-

notados por (·, ·)X , y las normas asociadas ‖ · ‖X , siendo X = V m o X = Qm.

Sea además

L∞(Ωm) = { B = (Bijkl) : Bijkl ∈ L∞(Ωm)},

que es un espacio de Banach con la norma

‖B‖L∞(Ωm) = máx
0≤i,j,k,l≤d

‖Bijkl‖L∞(Ωm).

Definimos, con ayuda del teorema de representación de Riesz, el vector de

fuerzas F m : [0, T ] → V m dado por

(8.1.6) (F m(t),v)V m = (fm
0 (t),v)[L2(Ωm)]d + (fm

2 (t),v)[L2(Γm
2 )]d ,

para todo v ∈ V m y todo t ∈ [0, T ]. En el estudio del problema P asumimos

las siguientes hipótesis:

Am ∈ L∞(Ωm),(8.1.7)

Am
ijkl = Am

jikl = Am
klij c.p.d. en Ωm,(8.1.8)

Am
ijklξklξij ≥ αmξij ξij c.p.d. en Ωm,(8.1.9)

Bm
ijkl(t) = Bm

jikl(t) = Bm
klij(t) c.p.d. en Ωm, t ∈ [0, T ](8.1.10)

Bm ∈ C([0, T ];L∞(Ωm)),(8.1.11)

F m ∈ C([0, T ]; V m),(8.1.12)

donde αm > 0 y ξ = (ξij) es un elemento arbitrario de Sd. Nótese que una

condición suficiente para (8.1.12) es que se verifique

(8.1.13) fm
0 ∈ C([0, T ]; [L2(Ωm)]d), fm

2 ∈ C([0, T ]; [L2(Γm
2 )]d).

Para simplificar las notaciones, definimos los espacios producto siguientes

V = V 1 × V 2, Q = Q1 × Q2,



8.1. Formulación mecánica y variacional del problema 201

que son espacios de Hilbert con los productos escalares canónicos. También

definimos el espacio

L∞ = { B = (B1,B2) : B1 ∈ L∞(Ω1), B2 ∈ L∞(Ω2)},

que es un espacio de Banach con la norma

‖B‖L∞ = máx{‖B1‖L∞(Ω1), ‖B
2‖L∞(Ω2)}.

Además, denotamos

ε(v) = (ε(v1), ε(v2)) ∀v = (v1, v2) ∈ V,

Aτ = (A1τ 1, A2τ 2) ∀ τ = (τ 1, τ 2) ∈ Q,

B(t)τ = (B1(t)τ 1, B2(t)τ 2) ∀ τ = (τ 1, τ 2) ∈ Q, t ∈ [0, T ].

Definimos el conjunto de desplazamientos admisibles Uad ⊂ V por

(8.1.14) Uad = { v = (v1,v2) ∈ V : v1
ν + v2

ν ≤ 0 c.p.d. en Γ3 }.

Nótese que Uad es convexo, cerrado y no vaćıo en V . Definimos la aplicación

F : [0, T ] → V por

(8.1.15) (F (t),v)V = (F 1(t),v1)V 1 + (F 2(t),v2)V 2 ,

para todo v = (v1,v2) ∈ V y todo t ∈ [0, T ]. Nótese que las condiciones

(8.1.12) implican que

(8.1.16) F ∈ C([0, T ]; V ).

Supongamos ahora que (u,σ) representa una solución suficientemente regular

del problema P , donde u = (u1, u2) y σ = (σ1, σ2). Entonces, por argumen-

tos similares a los utilizados en (6.1.6)–(6.1.10) se verifica, para cada t ∈ [0, T ],

(8.1.17) u(t) ∈ Uad, (σ(t), ε(v − u(t)))Q ≥ (F (t), v − u(t))V ∀v ∈ Uad.
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Por otra parte, con la notación introducida anteriormente, tenemos

(8.1.18) σ(t) = Aε(u(t)) +

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s))ds ∀t ∈ [0, T ].

Sustituimos (8.1.18) en (8.1.17) y planteamos el siguiente problema, formu-

lación variacional en desplazamientos de P :

PROBLEMA PV : Hallar un campo de desplazamientos u = (u1,u2) : [0, T ] →

V tal que

u(t) ∈ Uad, (Aε(u(t)), ε(v − u(t)))Q(8.1.19)

+ (

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s))ds, ε(v − u(t)))Q ≥ (F (t),v − u(t))V ,

para todo v ∈ Uad y todo t ∈ [0, T ].

Observación 8.1.1. Nótese que el procedimiento realizado en (6.1.13)–

(6.1.16) para la obtención de una segunda formulación variacional, en ten-

siones, es también posible aqúı, si bien se ha obviado para evitar repeticiones

en la metodoloǵıa.

8.2. Existencia y unicidad de solución

El siguiente resultado hace uso de las herramientas desarrolladas en la Sec-

ción 2.1 para concluir que el problema PV tiene una única solución.

Teorema 8.2.1. En las hipótesis (8.1.7)–(8.1.12) existe un único u ∈

C([0, T ]; Uad) solución de PV .

Demostración. Definimos los operadores A : V → V y B : [0, T ] → L(V ) por

(8.2.1) (Av,w)V = (Aε(v), ε(w))Q, (B(t)v,w)V = (B(t)ε(v), ε(w))Q,
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para todo v,w ∈ V y t ∈ [0, T ]. Utilizando (8.1.7) y (8.1.9) se sigue que

A : V → V es fuertemente monótono y de Lispchitz. Utilizando (8.1.11),

se tiene que B ∈ C([0, T ];L(V )). Además, Uad definido por (8.1.14) es un

subconjunto cerrado, convexo y no vaćıo de V . Finalmente, dado que se verifica

(8.1.16), si identificamos X = V,X0 = Uad y f = F , el problema PV está en las

condiciones requeridas al problema PA en el Teorema 2.1.1 y podemos concluir

que existe un único u ∈ C([0, T ]; V ) solución de PV . 2

Es fácil ver que, en las condiciones del Teorema 8.2.1 y adaptando el Teore-

ma 5.3.1 (i) a las definiciones dadas en este caṕıtulo para los espacios V y Q,

podemos garantizar que el campo de tensiones definido a partir de la solución

de PV con la ley (8.1.18) tiene regularidad σ ∈ C([0, T ]; Q).

Como conclusión, observamos que hemos obtenido que bajo las hipótesis (8.1.7)–

(8.1.12), el problema de contacto P tiene una solución débil única (u,σ) ∈

C([0, T ]; Uad) × C([0, T ]; Q).

Observación 8.2.2. Los comentarios relativos a la regularidad σ ∈

C([0, T ]; Q1) de la Observación 6.2.2 son válidos también en el marco fun-

cional de este caṕıtulo.

8.3. Discretización y aproximación numérica

del problema

Ahora nos ocupamos del estudio de la aproximación numérica de la solución

del problema PV . Al igual que en caṕıtulos anteriores, comenzamos plantean-

do un esquema semidiscreto en el que sólo se discretiza la variable espacial

como primer paso para un estudio más completo con un esquema totalmente
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discretizado.

Aproximación semidiscreta. Nos situamos en las hipótesis generales de las

secciones 2.3 y 4.2, esto es, utilizamos espacios de Hilbert reales de dimen-

sión finita V h y Qh para aproximar las funciones de V y Q, respectivamente,

con las únicas condiciones de que V h ⊂ V , Qh ⊂ Q y ε(V h) ⊂ Qh. Sea

además Uh
ad ⊆ V h ∩ Uad el conjunto de desplazamientos admisibles discreto,

que suponemos convexo, cerrado y no vaćıo en V h. Planteamos el siguiente

esquema semidiscreto para aproximar la solución de PV :

PROBLEMA PV h: Hallar el campo de desplazamientos uh : [0, T ] → V h

verificando para todo t ∈ [0, T ] lo siguiente:

uh(t) ∈ Uh
ad, (Aε(uh(t)), ε(vh − uh(t)))Q(8.3.1)

+(

∫ t

0

B(t − s)ε(uh(s))ds, ε(vh − uh(t)))Q ≥ (F (t),vh − uh(t))V ,

para todo vh ∈ Uh
ad.

Basándonos en argumentos de la Sección 2.3 disponemos del siguiente resultado

de existencia y unicidad de solución, que además nos proporciona una cota de

error en la aproximación.

Teorema 8.3.1. En las hipótesis (8.1.7)–(8.1.12), el problema PV h tiene solu-

ción única uh ∈ C([0, T ]; V h) y se verifica la cota de error

‖u − uh‖C([0,T ];V )(8.3.2)

≤ c máx
t∈[0,T ]

{
ı́nf

vh∈Uh
ad

{
‖u − vh‖C([0,T ];V ) + R(t; u,vh)

1
2

}}
,

donde c es una constante positiva que depende de A y B y

R(t; u,vh) = (Aε(u(t))+

∫ t

0

B(t−s)ε(u(s))ds, ε(vh−u(t)))Q−(F (t),vh−u(t))V .
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Demostración. Procediendo como en la demostración del Teorema 8.2.1 e

identificando Xh
0 con el conjunto de desplazamientos admisibles discreto Uh

ad,

el problema PV h está en las condiciones requeridas al problema P h
A en el

Teorema 2.3.1 y podemos concluir que existe un único uh ∈ C([0, T ]; Uh
ad)

verificando (8.3.1). Por otra parte, aplicando el Teorema 2.3.2 se verifica la

cota (2.3.2), cuya traducción al marco del problema de contacto es (8.3.2). 2

Con las notaciones introducidas al comienzo de la sección definimos el campo

de tensiones semidiscretizado σh : [0, T ] → Sd × Sd por

(8.3.3) σh(t) = PQh

(
Aε(uh(t))

)
+PQh

( ∫ t

0

B(t− s)ε(uh(s))ds
)

∀t ∈ [0, T ].

Como consecuencia, en las condiciones del Teorema 8.3.1 y por medio del Coro-

lario 5.3.2 (i) adaptado a las definiciones de los espacios V,Q, V h y Qh dadas en

este caṕıtulo, podemos garantizar que el campo de tensiones definido a partir

de la solución de PV h con la ley (8.3.3) tiene regularidad σh ∈ C([0, T ]; Qh).

Entonces, hemos obtenido una aproximación de la solución débil (u,σ) para el

problema de contacto P con regularidad (uh,σh) ∈ C([0, T ]; V h)×C([0, T ]; Qh).

Además, a partir de (8.3.2) y el apartado (ii) del Corolario 5.3.2, obtenemos

la expresión siguiente:

‖u − uh‖C([0,T ];V ) + ‖σ − σh‖C([0,T ];Q) ≤ ‖(I − PQh)σ‖C([0,T ];Q)(8.3.4)

+ c máx
t∈[0,T ]

{
ı́nf

vh∈C([0,T ];Uh
ad

)

{
‖vh − u‖C([0,T ];V ) + R(t; u,vh)

1
2

}}
.

Estudiamos ahora un caso concreto en el que se utiliza el método de los ele-

mentos finitos para la discretización de la variable espacial. Suponemos que los

dominios Ωm están en las condiciones generales dadas para Ω en el Caṕıtulo 4.

Los elementos finitos T h son ahora triángulos para d = 2 y tetraedros para

d = 3. Cada triangulación T m
h de Ω̄m induce sobre Γ3 una triangulación θm

h .
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Nuestra hipótesis fundamental en esta sección es que θ1
h = θ2

h, esto es, los

mallados de ambos cuerpos son compatibles, o congruentes, en Γ3. Por tanto

podemos denominar al mallado de la interfaz simplemente θh. Al igual que

en la Sección 4.2, denotamos por xh
ij al i-ésimo (1 ≤ i ≤ d) nodo de la cara

j-ésima (1 ≤ j ≤ nh
C) en θh. Además, sea ν

h,m
j el vector unitario exterior a Ωm

normal a la cara Ch
j , (1 ≤ j ≤ nh

C).

Ampliamos ahora las definiciones de la Sección 4.2 al caso de dos cuerpos.

Xh(Ω̄m) = { vh ∈ C(Ω̄m) : vh ∈ P1(T
h) para todo T h ∈ T m

h },

V h(Ω̄m) = {vh ∈ [Xh(Ω̄m)]d, vh = 0 en los nodos de Γ̄m
1 },

y definimos el espacio

(8.3.5) V h = V h(Ω̄1) × V h(Ω̄2).

Denotamos por Πm
h : C(Ω̄m) → Xh(Ω̄m) ⊂ C(Ω̄m) el operador de interpolación

global relativo a Ωm. Sea

Πh : C(Ω̄1) × C(Ω̄2) → Xh(Ω̄1) × Xh(Ω̄1) ⊂ C(Ω̄1) × C(Ω̄2),

definido por Πh(v1, v2) = (Π1
hv

1, Π2
hv

2) para todo v = (v1, v2) ∈ C(Ω̄1)×C(Ω̄2).

Entonces, a partir del Corolario 4.2.2 se verifica el siguiente resultado.

Teorema 8.3.2. Dadas dos familias regulares {T m
h }h>0 de particiones de

d-śımplex de Ω̄m, m = 1, 2, existe una constante c > 0 independiente de h tal

que

‖v − Πhv‖H1(Ω1)×H1(Ω2) ≤ c h‖v‖H2(Ω1)×H2(Ω2),

para todo v ∈ H2(Ω1) × H2(Ω2).
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Por otra parte, sea

Uh
ad = {vh = (v1

h,v
2
h) ∈ V h :(8.3.6)

v1
h(x

h
ij) · ν

h,1
j + v2

h(x
h
ij) · ν

h,2
j ≤ 0, 1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ nh

C }.

Nótese que dado que los mallados son compatibles, Uh
ad ⊂ Uad. Para que se

verifique la condición ε(V h) ⊂ Qh, se define Qh como el espacio de pares de

matrices d×d simétricas cuyos elementos son funciones constantes a trozos en

cada elemento T h ∈ T h = T 1
h ∪ T 2

h . Es decir,

(8.3.7) Qh = Qh(Ω1) × Qh(Ω2),

donde

Qh(Ωm) = {τ h ∈ Qm : τ |T h ∈ [P0(T
h)]d×d

s , ∀ T h ∈ T m
h }.

El siguiente resultado es consecuencia directa de la cota (8.3.4) y el Teore-

ma 1.4.3 y se prueba de forma similar al Corolario 6.4.2, por lo que su de-

mostración no se repite aqúı.

Corolario 8.3.3. Sean V h ⊂ V y Qh ⊂ Q (h → 0) las familias de sub-

espacios de dimensión finita dados por (8.3.5) y (8.3.7), respectivamente y

Uh
ad ⊂ Uad (h → 0) una familia de subconjuntos de Uad dada por (8.3.6). En

las hipótesis (8.1.7)–(8.1.12), sean u ∈ C([0, T ]; V ) y uh ∈ C([0, T ]; V h) las

respectivas soluciones del problema continuo PV y el problema semidiscreto

PV h. Sean σ ∈ C([0, T ]; Q) y σh ∈ C([0, T ]; Qh) los correspondientes campos

de tensiones. Entonces, se tiene

ĺım
h→0

{‖u − uh‖C([0,T ];V ) + ‖σ − σh‖C([0,T ];Q)} = 0.

Aumentando la regularidad de la solución, se obtienen los siguientes resultados,

cuya demostración no incluimos pues se deducen sin dificultad de las de los

corolarios 6.4.3 y 6.4.4, respectivamente.
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Corolario 8.3.4. Sean V h ⊂ V y Qh ⊂ Q (h → 0) las familias de sub-

espacios de dimensión finita dados por (8.3.5) y (8.3.7), respectivamente y

Uh
ad ⊂ Uad (h → 0) la familia de subconjuntos de Uad dada por (8.3.6). En

las hipótesis (8.1.7)–(8.1.12), sean u ∈ C([0, T ]; V ) la solución del problema

continuo PV y uh ∈ C([0, T ]; V h) la solución del problema semidiscreto PV h

y sean σ ∈ C([0, T ]; Q) y σh ∈ C([0, T ]; Qh) los campos de tensiones corres-

pondientes. Supongamos la regularidad adicional

(8.3.8) um ∈ C([0, T ]; [H2(Ωm)]d), σm ∈ C([0, T ]; [H1(Ωm)]d×d), m = 1, 2.

Entonces se tiene la estimación de error

‖u − uh‖C([0,T ];V ) + ‖σ − σh‖C([0,T ];Q) ≤ c h
1
2 ,

donde c es una constante positiva que depende de A, B, F , u y σ.

Corolario 8.3.5. Sean V h ⊂ V y Qh ⊂ Q (h → 0) las familias de sub-

espacios de dimensión finita dados por (8.3.5) y (8.3.7), respectivamente y

Uh
ad ⊂ Uad (h → 0) la familia de subconjuntos de Uad dada por (8.3.6). Sea

el vector de fuerzas F dado por (8.1.6) y (8.1.15). En las hipótesis (8.1.7)–

(8.1.11) y (8.1.13), sean u ∈ C([0, T ]; V ) la solución del problema continuo

PV y uh ∈ C([0, T ]; V h) la solución del problema semidiscreto PV h y sean

σ ∈ C([0, T ]; Q) y σh ∈ C([0, T ]; Qh) los campos de tensiones correspondien-

tes. Supongamos la regularidad adicional (8.3.8) y

(8.3.9) um
ν ∈ C([0, T ]; H2(Γ3)), m = 1, 2.

Entonces se tiene la estimación de error

‖u − uh‖C([0,T ];V ) + ‖σ − σh‖C([0,T ];Q) ≤ c h,

donde c es una constante positiva que depende de A, B, F , u y σ.
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Aproximación totalmente discretizada. Además de las consideraciones

anteriores relativas a la discretización de la variable espacial, nos situamos

en las condiciones referidas a la discretización de la variable temporal de la

Sección 1.5. Utilizamos la fórmula de cuadratura de trapecios compuesta, por

lo que los pesos vienen dados por (1.5.3). Planteamos el siguiente esquema

totalmente discretizado para aproximar la solución de PV :

PROBLEMA PV hk : Hallar el campo de desplazamientos uhk = {uhk
n }N

n=0 ⊂

Uh
ad tal que

(Aε(uhk
0 ), ε(vh − uhk

0 ))Q ≥ (F 0,v
h − uhk

0 )V ,(8.3.10)

(Aε(uhk
n ), ε(vh − uhk

n ))Q + (
n∑

j=0

αn
j B

n,jε(uhk
j ), ε(vh − uhk

n ))Q(8.3.11)

≥ (F (tn),vh − uhk
n )V , 0 ≤ n ≤ N,

para todo vh ∈ Uh
ad.

La sucesión de tensiones aproximadas σhk = {σhk
n }N

n=0 ⊂ Qh está definida por

σhk
0 = PQhAε(uhk

0 ),(8.3.12)

σhk
n = PQhAε(uhk

n ) + PQh

n∑

j=0

αn
j B

n,jε(uhk
j ), 1 ≤ n ≤ N.(8.3.13)

Basándonos en argumentos de la Sección 2.4, disponemos del siguiente resul-

tado de existencia y unicidad de solución para PV hk, cuya demostración se

sigue sin dificultad a partir de la del Teorema 6.4.5 y de (6.4.24), por lo que

no se incluye aqúı.

Teorema 8.3.6. Sean V h ⊂V y Qh ⊂Q (h → 0), familias de subespacios de

dimensión finita tales que ε(V h) ⊂ Qh. Supongamos que los datos verifican

(8.1.7)–(8.1.12), que el paso temporal k cumple

(8.3.14) k <
2α

d2‖B0‖L∞

, α = mı́n{α1, α2}.
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Entonces, el problema PV hk tiene solución única uhk ⊂ Uh
ad. Además, para k

suficientemente pequeño se verifica la cota de error

máx
0≤n≤N

{‖un − uhk
n ‖V + ‖σn − σhk

n ‖Q}(8.3.15)

≤ c máx
0≤n≤N

{(‖F n‖V + ‖σn‖Q)
1
2‖un − vh‖

1
2
V + In + ‖un − vh‖V

+ ‖(I − PQh)σn‖Q} ∀vh ∈ Uh
ad.

Nótese que si se verifica (8.3.14) entonces, en particular también se verifica

(2.4.1), dado que ‖B0‖L(V ) ≤ d2 ‖B0‖L∞ , donde

(B0v,w)V = (B0ε(v), ε(w))Q ∀ v,w ∈ V.

El siguiente corolario es consecuencia directa de la estimación de error (8.3.15)

y del Teorema 1.6.1. Demuestra la convergencia de la solución de PV hk a la de

PV según los parámetros de discretización h y k tienden a 0. La discretización

de la variable espacial se realiza con el método de elementos finitos descrito

en el apartado anterior. No se incluye la demostración por ser análoga a la del

Corolario 6.4.6.

Corolario 8.3.7. Sean V h ⊂ V y Qh ⊂ Q (h → 0) las familias de sub-

espacios de dimensión finita dados por (8.3.5) y 8.3.7), respectivamente, y

Uh
ad⊂Uad la familia de subconjuntos de Uad dada por (8.3.6). En las hipótesis

(8.1.7)–(8.1.12), sean u ∈ C([0, T ]; Uad) la solución del problema continuo PV

y uhk ∈ (Uh
ad)

N+1 la solución del problema totalmente discretizado PV hk y sean

σ ∈ C([0, T ]; Q) y σhk ∈ (Qh)N+1 los campos de tensiones correspondientes.

Supongamos que el paso temporal k cumple (8.3.14). Entonces, se tiene

ĺım
h,k→0

{
máx

0≤n≤N
‖σn − σhk

n ‖Q + ‖un − uhk
n ‖V

}
= 0.

Aumentando la regularidad de la solución, se obtienen los siguientes resultados,

que se demuestran de forma equivalente a los corolarios 6.4.7 y 6.4.8.



8.4. Resultados numéricos 211

Corolario 8.3.8. En las hipótesis del Teorema 8.3.6, sean u ∈ C([0, T ]; Uad) la

solución del problema continuo PV y uhk ∈ (Uh
ad)

N+1 la solución del problema

totalmente discretizado PV hk y sean σ ∈ C([0, T ]; Q) y σhk ∈ (Qh)N+1 los

campos de tensiones correspondientes, con V h, Uh
ad y Qh (h → 0) dados por

(8.3.5)–(8.3.7). Supongamos que el paso temporal k cumple (8.3.14). Entonces,

si se verifican las hipótesis (8.3.8) y además u y B son funciones de Lipschitz,

se tiene la siguiente estimación de error:

máx
0≤n≤N

{‖un − uhk
n ‖V + ‖σn − σhk

n ‖Q} ≤ c(h
1
2 + k),

donde c es una constante positiva que depende de u,σ,A,B y F .

Corolario 8.3.9. En las hipótesis del Teorema 8.3.6, sean u ∈ C([0, T ]; Uad) la

solución del problema continuo PV y uhk ∈ (Uh
ad)

N+1 la solución del problema

totalmente discretizado PV hk y sean σ ∈ C([0, T ]; Q) y σhk ∈ (Qh)N+1 los

campos de tensiones correspondientes, con V h, Uh
ad y Qh (h → 0) dados por

(8.3.5)–(8.3.7). Supongamos que el paso temporal k cumple (8.3.14). Entonces,

si se verifican las hipótesis (8.3.8)–(8.3.9), el vector de fuerzas F viene dado

por (8.1.6) y (8.1.15) y cumple (8.1.12) y además u y B son funciones de

Lipschitz, se tiene la siguiente estimación de error:

máx
0≤n≤N

{‖un − uhk
n ‖V + ‖σn − σhk

n ‖Q} ≤ c(h + k),

donde c es una constante positiva que depende de u,σ,A,B y F .

8.4. Resultados numéricos

En esta sección mostramos los resultados de algunas simulaciones numéricas

en las que se estudia la evolución mecánica de dos cuerpos viscoelásticos de

memoria larga en una situación de contacto unilateral. Dichas simulaciones
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Figura 8.4.1: Problema de contacto bidimensional entre dos cuerpos.

han sido realizadas con algoritmos que combinan técnicas de tipo penaliza-

ción-dualidad, el efecto acumulativo de la memoria larga y estrategias de im-

plementación numérica para mallados compatibles e incompatibles. Para in-

volucrar el contacto unilateral con mallados compatibles, (i.e., los mallados

de los dos cuerpos inducen mallados coincidentes en la frontera de contacto),

hemos hecho uso de algoritmos desarrollados por Burguera y Viaño en [13],

mientras que para el contacto unilateral con mallados incompatibles (i.e., los

mallados de los dos cuerpos inducen mallados no coincidentes en la frontera de

contacto), hemos adaptado los programas desarrollados por Fernández-Garćıa

para [28], si bien sólo son válidos para el caso bidimensional.

Se consideran dos cuerpos sólidos tridimensionales que en su configuración

de referencia ocupan volúmenes prismáticos cuyas secciones apreciamos en la

Figura 8.4.1 y de espesor ε << 1. Por tanto, suponemos las hipótesis de ten-

siones planas y consideramos el problema bidimensional en Ω1 y Ω2. También

suponemos ausencia de fuerzas volúmicas y que existe un campo de fuerzas su-

perficiales constante en la dirección del eje OY actuando en Γ1
2 = (−2, 0)×{2}.
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Por otra parte, los desplazamientos se suponen nulos en Γ1
1 = {−2} × (1, 2) y

en Γ2
1 = (0, 2) × {0}.

Figura 8.4.2: Mallados compati-

bles.

Figura 8.4.3: Mallados incompa-

tibles.

Se supone que ambos cuerpos están compuestos de materiales viscoelásticos de

memoria larga y que como consecuencia de la deformación, pueden separarse,

pero en ningún caso puede producirse interpenetración. En la Figura 8.4.1 se

muestra gráficamente esta situación. Vamos a presentar resultados de simula-

ciones empleando dos tipos de mallados diferentes. En primer lugar utilizare-

mos los mallados de la Figura 8.4.2 (compatibles) y posteriormente los de la

Figura 8.4.3 (incompatibles).

En ambos casos tomamos Am igual al tensor de elasticidad lineal plana, que

viene dado por (6.5.7) y en el ejemplo concreto cuyos resultados se muestran

en las figuras 8.4.4 y 8.4.5, se han utilizado los siguientes datos:

E = 104 N/m2, κ = 0.3, f 0 = (0, 0) N/m3, f 1
2 = (0,−10) N/m2, T = 1 seg.

Además hemos considerado Bm = Am, entendiéndose que sus componentes

expresan ahora cantidades medidas en N/(m2seg.).

Cualitativamente, podemos destacar que al igual que en otros tests anteriores,
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Figura 8.4.4: Problema 2D: Configuración deformada y tensiones en norma Von Mises

para t = 0 y t = 1. Mallados compatibles.

Figura 8.4.5: Problema 2D: Configuración deformada y tensiones en norma Von Mises

para t = 0 y t = 1. Mallados incompatibles.

la memoria constante provoca que los dos cuerpos vayan recuperando en cierta

medida su configuración original. Tampoco se aprecian diferencias relevantes

entre utilizar mallados compatibles o incompatibles.

Un ejemplo tridimensional

Para el test tridimensional consideramos los cuerpos sólidos tridimensionales

descritos en el apartado anterior, suponiendo ahora un espesor igual a 1.5 m.
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En consecuencia, tenemos que en este caso Ω1 = (−2, 1) × (1, 2) × (0, 3
2
) y

Ω2 = ((0, 2)× (0, 1)∪ (1, 2)× [1, 2]∪ (0, 2)× (2, 3))× (0, 3
2
). Las caras laterales

que en configuración de referencia ocupan las adherencias de las superficies

Γ1
1,1 = {−2}×(1, 2)×(0, 3

2
) y Γ2

1,1 = (0, 2)×{0}×(0, 3
2
) están fijadas. Además,

las caras superiores e inferiores que en configuración de referencia ocupan las

adherencias de las superficies Γ1
1,2 = (−2, 1) × (1, 2) × {0}, Γ1

1,3 = (−2, 1) ×

(1, 2) × {3
2
}, Γ2

1,2 = ((0, 2) × (0, 1) ∪ (1, 2) × [1, 2] ∪ (0, 2) × (2, 3)) × {0} y

Γ2
1,3 = ((0, 2) × (0, 1) ∪ (1, 2) × [1, 2] ∪ (0, 2) × (2, 3)) × {3

2
}, también están

sujetas por medio de algún mecanismo de tal forma que no pueden desplazarse

en la dirección del eje OZ. Finalmente, definimos Γ1
1 = Γ1

1,1 ∪ Γ1
1,2 ∪ Γ1

1,3 y

Γ2
1 = Γ2

1,1 ∪ Γ2
1,2 ∪ Γ2

1,3. Esta situación se ve más claramente si consideramos la

Figura 8.4.1 como vista cenital.

Se supone que ambos sólidos están compuestos de un material viscoelástico

de memoria larga, que no están bajo la influencia de fuerzas volúmicas y que

experimentan fuerzas de compresión constantes sobre la cara Γ1
2 = (−2, 0) ×

{2} × (0, 3
2
).

Figura 8.4.6: Problema 3D: Configuración deformada y tensiones en norma Von Mises

para t = 0 y t = 1.
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En el ejemplo concreto cuyos resultados se muestran en la Figura 8.4.6, tomamos

A igual al tensor de elasticidad lineal tridimensional, que viene dado por (6.5.8)

y se han utilizado los siguientes datos:

E = 104 N/m2, κ = 0.3, f 0 = (0, 0, 0) N/m3, f 1
2 = (0,−10, 0) N/m2, T = 1 seg.

Además hemos considerado Bm = Am, entendiéndose que sus componentes

expresan ahora cantidades medidas en N/(m2seg.). Cualitativamente, las ob-

servaciones que cabe realizar son similares a las de las simulaciones bidimen-

sionales del apartado anterior, dado que la memoria constante provoca que los

dos cuerpos vayan recuperando su configuración original.



Caṕıtulo 9

Problema de contacto bilateral

con rozamiento de Tresca

En este caṕıtulo comenzamos el estudio de los problemas de contacto con

rozamiento en viscoelasticidad con memoria larga. Nos centramos en el pro-

blema de contacto bilateral con rozamiento de Tresca para realizar un estudio

más detallado, que comprende también el análisis numérico y la realización

de simulaciones para el caso bidimensional. A diferencia de otros caṕıtulos,

en este se expone con mayor detalle el algoritmo numérico utilizado pues, si

bien se basa en técnicas de penalización-dualidad conocidas, es novedosa su

aplicación a este caso concreto con rozamiento. Finalizamos con una sección en

la que se estudia el mismo problema de contacto pero con una ley constitutiva

de tipo “creep”, lo que conduce al análisis de un tercer tipo de inecuaciones

variacionales de Volterra.

217
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9.1. Formulación mecánica y variacional del

problema

Nos situamos en las condiciones generales descritas en el Caṕıtulo 5 para las

situaciones de contacto bilateral entre un sólido deformable y un obstáculo,

por lo que no hay pérdida de contacto a lo largo del proceso de deformación

durante el intervalo de observación [0, T ], con T > 0. El cuerpo ocupa en

su configuración de referencia la adherencia de un dominio acotado Ω de Rd

(d = 2, 3) cuya frontera Γ está dividida en tres partes disjuntas Γ1, Γ2 y Γ3,

donde med (Γ1) > 0. El cuerpo está fijado en Γ1 por lo que los desplazamientos

son nulos en esa parte. Tracciones superficiales de densidad f 2 actúan sobre

Γ2 y fuerzas volúmicas de densidad f 0 hacen lo propio sobre Ω. Suponemos

que las fuerzas y tracciones vaŕıan poco a lo largo del tiempo, por lo que

los efectos de la inercia son despreciables y podemos considerar un modelo

cuasiestático. En Γ3 el cuerpo está en contacto bilateral con un obstáculo no

penetrable y el rozamiento se modeliza con la ley de Tresca. El material de

que está compuesto el sólido deformable responde a una ley viscoelástica de

memoria larga. En estas condiciones, podemos modelizar el problema mecánico

de contacto en la forma del siguiente problema matemático de contorno.

PROBLEMA P : Hallar el campo de desplazamientos u : Ω × [0, T ] → Rd y el

campo de tensiones σ : Ω × [0, T ] → Sd tales que, para todo t ∈ [0, T ],

σ(t) = Aε(u(t)) +

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s))ds en Ω ,(9.1.1)

Div σ(t) + f 0(t) = 0 en Ω ,(9.1.2)

u(t) = 0 en Γ1 ,(9.1.3)

σ(t)ν = f 2(t) en Γ2 ,(9.1.4)
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



uν(t) = 0, |στ (t)| ≤ g,

|στ (t)| < g ⇒ u̇τ (t) = 0,

|στ (t)| = g ⇒ ∃λ ≥ 0, στ (t) = −λu̇τ (t)

en Γ3,(9.1.5)

u(0) = u0 en Ω .(9.1.6)

La ecuación (9.1.1) es la ley constitutiva de los materiales viscoelásticos de

memoria larga, introducida en (5.3.6). Recordamos que A y B(t), t ∈ [0, T ],

son tensores de cuarto orden denominados, tensor de elasticidad y tensor de

relajación, respectivamente. La expresión (9.1.2) es la ecuación del equilibrio,

obtenida en (5.2.2), que gobierna los procesos de deformación cuasiestáticos.

Por su parte, las expresiones (9.1.3) y (9.1.4) son las condiciones de contorno

de desplazamientos y tracciones, respectivamente.

La primera expresión en (9.1.5) representa la condición de contacto bilateral,

que impide desplazamientos en la dirección de la normal ν en la zona de

contacto, por lo que este se mantiene durante todo el tiempo de observación.

El resto de expresiones en (9.1.5) constituyen la ley de rozamiento de Tresca,

introducida en (5.4.13). Recordamos que g ≥ 0 es el umbral de rozamiento,

esto es, la magnitud ĺımite de la fuerza de rozamiento a partir de la que vaŕıa

el deslizamiento tangencial.

Finalmente, a diferencia de los problemas de contacto estudiados en los caṕıtu-

los precedentes, en este caso disponemos en (9.1.6) de una expresión que es-

tablece los desplazamientos iniciales u0.

Nos situamos en el marco funcional general establecido en la Sección 4.1 con

la salvedad del espacio V que redefinimos como sigue,

V = {v = (vi) ∈ H1 : v = 0 en Γ1, vν = 0 en Γ3}.

Es un espacio de Hilbert con el producto interior de H1 y, además, dado que
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med (Γ1) > 0, la desigualdad de Korn nos garantiza

(9.1.7) ‖v‖H1 ≤ cK ‖ε(v)‖Q ∀v ∈ V,

por lo que con el producto interior definido por

(9.1.8) (u,v)V = (ε(u), ε(v))Q ∀u,v ∈ V,

el espacio V es también de Hilbert y la norma inducida es topológicamente

equivalente a la de H1. Al igual que en (4.1.6), la constante cK > 0 sólo

depende de Ω y de Γ1.

Con ayuda del teorema de representación de Riesz, definimos F (t) como el

elemento de V dado por

(9.1.9) (F (t),v)V =

∫

Ω

f 0(t) · v dx +

∫

Γ2

f 2(t) · v da ∀v ∈ V, t ∈ [0, T ].

Sea además j : V → R+ la función definida por

(9.1.10) j(v) =

∫

Γ3

g |vτ | da ∀v ∈ V.

Sea (u,σ) una solución suficientemente regular del problema P . Dado t ∈

[0, T ], aplicamos la fórmula de Green (4.1.3) para v = v − u̇(t) y, teniendo en

cuenta (9.1.9) y (9.1.2)–(9.1.5), se obtiene

(σ(t), ε(v − u̇(t)))Q(9.1.11)

= (F (t),v − u̇(t))V + (στ (t),vτ − u̇τ (t))[L2(Γ3)]d ∀v ∈ V.

Ahora bien, de (9.1.5) deducimos que

(9.1.12) στ (t) · u̇τ (t) = −g|u̇τ (t)|, στ (t) · vτ ≥ −g|vτ |.

Aplicando (9.1.12) en (9.1.11) y teniendo en cuenta (9.1.10), tenemos

(σ(t), ε(v − u̇(t)))Q + j(v) − j(u̇(t)) ≥ (F (t),v − u̇(t))V .
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En consecuencia, sustituyendo (9.1.1) en la desigualdad anterior, obtenemos

la siguiente formulación variacional del problema P .

PROBLEMA PV : Hallar el campo de desplazamientos u : [0, T ] → V tal que

(Aε(u(t)), ε(v) − ε(u̇(t)))Q + j(v) − j(u̇(t))(9.1.13)

+(

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s))ds, ε(v) − ε(u̇(t)))Q

≥ (F (t),v − u̇(t))V ∀v ∈ V, t ∈ [0, T ],

u(0) = u0.(9.1.14)

La existencia, unicidad y propiedades de la solución para el problema PV

será estudiada utilizando los argumentos desarrollados en un marco abstracto

en el Caṕıtulo 3.

9.2. Existencia y unicidad de solución

Suponemos que los tensores de elasticidad y relajación verifican

A ∈ L∞(Ω),(9.2.1)

Aijkl = Ajikl = Aklij c.p.d. en Ω,(9.2.2)

Aijklξklξij ≥ αξij ξij c.p.d. en Ω,(9.2.3)

Bijkl(t) = Bjikl(t) = Bklij(t) c.p.d. en Ω, t ∈ [0, T ],(9.2.4)

B ∈ W 1,2(0, T ;L∞(Ω)),(9.2.5)

donde α > 0 y ξ = (ξij) es un elemento arbitrario de Sd. También suponemos

que las fuerzas involucradas verifican

(9.2.6) f 0 ∈ W 1,2(0, T ; [L2(Ω)]d), f 2 ∈ W 1,2(0, T ; [L2(Γ2)]
d),

y la función que representa el umbral de rozamiento es tal que

(9.2.7) g ∈ L∞(Ω), g ≥ 0 c.p.d. en Γ3.
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Las hipótesis (9.2.6) y (9.2.7) garantizan que las integrales en (9.1.9) y (9.1.10)

están bien definidas. Además, se tiene

(9.2.8) F ∈ W 1,2(0, T ; V ).

Finalmente, asumimos que el dato inicial verifica

(9.2.9) u0 ∈ V,

(9.2.10) (Aε(u0), ε(v))Q + j(v) ≥ (F (0),v)V ∀v ∈ V.

Como aplicación directa del Teorema 3.1.3, tenemos el siguiente resultado de

existencia y unicidad para la solución de PV .

Teorema 9.2.1. En las hipótesis (9.2.1)–(9.2.5) y (9.2.7)–(9.2.10), el proble-

ma PV tiene una única solución, de regularidad u ∈ W 1,2(0, T ; V ).

Demostración. Sean A : V → V y B : [0, T ] → L(V ) los operadores definidos

por

(9.2.11) (Av,w)V = (Aε(v), ε(w))Q, (B(t)v,w)V = (B(t)ε(v), ε(w))Q,

para todo v,w ∈ V y t ∈ [0, T ]. Usando (9.2.1)–(9.2.5) se sigue que los opera-

dores A y B satisfacen las condiciones (3.1.3) y (3.1.4) para X = V , respecti-

vamente. Cabe destacar que de (9.2.5) y (9.2.11) se obtiene que

(Ḃ(t)v,w)V = (Ḃ(t)ε(v), ε(w))Q ∀v,w ∈ V t ∈ [0, T ].

y, aún más,

‖B‖W 1,2(0,T ;L(V )) ≤ c ‖B‖W 1,2(0,T ;L∞(Ω)).

Además, la función definida por (9.1.10) es una seminorma continua en V y

por tanto verifica las condiciones en (3.1.5). Finalmente, teniendo en cuenta
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(9.2.8)–(9.2.10), comprobamos que el problema PV está en las condiciones

requeridas para PA en el Teorema 3.1.3 y aśı, existe una única solución de PV

de regularidad u ∈ W 1,2(0, T ; V ), lo que concluye la demostración. 2

Consideramos ahora u ∈ W 1,2(0, T ; V ), solución del problema PV y sea σ el

campo de tensiones definido por (9.1.1). Usando (9.2.1) y (9.2.5), aplicamos

el Teorema 5.3.1 (ii) para demostrar que σ ∈ W 1,2(0, T ; Q). Nótese que el

espacio de Hilbert V difiere ligeramente del empleado en el Teorema 5.3.1 (ii),

pero no es dif́ıcil ver que sigue siendo válido, pues coinciden en lo esencial, esto

es, la aplicabilidad de la desigualdad de Korn y sus consecuencias.

Por tanto, el par (u,σ) constituye una solución débil del problema P y, aún

más, en las condiciones (9.2.1)–(9.2.5) y (9.2.7)–(9.2.10), es la única solución

débil de P , de regularidad u ∈ W 1,2(0, T ; V ), σ ∈ W 1,2(0, T ; Q).

Observación 9.2.2. En el caso particular en que F viene dado por (9.1.9)

y se verifica (9.2.6), podemos obtener mayor regularidad para el campo de

tensiones σ. Basta considerar para cada t ∈ [0, T ], que tomando v = u̇(t)±ϕ

en (9.1.13), siendo ϕ ∈ [D(Ω)]d, y teniendo en cuenta (9.1.1), se deduce que

Divσ(t) = −f 0(t) c.p.d. en Ω. Por lo tanto, σ ∈ W 1,2(0, T ; Q1).

9.3. Un resultado de convergencia

Estudiamos ahora la dependencia de la solución de PV con respecto a las

perturbaciones del operador B. Asumimos que se verifican las hipótesis (9.2.1)–

(9.2.5) y (9.2.7)–(9.2.10) y, para cada θ > 0 sea Bθ una perturbación de B que

satisface

(9.3.1) Bθ ∈ W 1,2(0, T ;L∞(Ω)),
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(9.3.2) (Bθ)ijkl(t) = (Bθ)jikl(t) = (Bθ)klij(t) c.p.d. en Ω, t ∈ [0, T ].

Consideramos el siguiente problema variacional.

PROBLEMA PVθ. Hallar el campo de desplazamientos uθ : [0, T ] → V tal que

(Aε(uθ(t)), ε(v) − ε(u̇θ(t)))Q(9.3.3)

+(

∫ t

0

Bθ(t − s)ε(uθ(s))ds, ε(v) − ε(u̇θ(t)))Q

+j(v) − j(u̇θ(t)) ≥ (F (t),v − u̇θ(t))V ∀v ∈ V, t ∈ [0, T ],

uθ(0) = u0.(9.3.4)

Es inmediato comprobar que el problema PVθ representa la formulación varia-

cional del problema P cuando se reemplaza la ley constitutiva (9.1.1) por

(9.3.5) σθ(t) = Aε(uθ(t)) +

∫ t

0

Bθ(t − s)ε(uθ(s))ds en Ω,

para cada t ∈ [0, T ]. Se deduce del Teorema 9.2.1 que para cada θ > 0, el

problema PVθ tiene una única solución de regularidad uθ ∈ W 1,2(0, T ; V ).

Supongamos además que

(9.3.6) ĺım
θ→0

‖Bθ − B‖W 1,2(0,T ;L∞(Ω)) = 0.

En estas condiciones, disponemos del siguiente resultado de convergencia.

Teorema 9.3.1. Suponemos que se verifican las condiciones del Teorema 9.2.1

y también (9.3.1), (9.3.2) y (9.3.6). Entonces, la solución uθ ∈ W 1,2(0, T ; V )

del problema PVθ converge a la solución u ∈ W 1,2(0, T ; V ) del problema PV ,

en el sentido de que

(9.3.7) ĺım
θ→0

‖uθ − u‖C([0,T ];V ) = 0.
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Demostración. Sea B : [0, T ] → L(V ) el operador previamente definido en

(9.2.11) y, para cada θ > 0, sea Bθ : [0, T ] → L(V ) el operador dado por

(9.3.8) (Bθ(t)v,w)V = (Bθ(t)ε(v), ε(w))Q ∀v, w ∈ V, t ∈ [0, T ].

De (9.3.1) se deduce que Bθ ∈ W 1,2(0, T ;L(V )) y de (9.3.6) tenemos

(9.3.9) ĺım
θ→0

‖Bθ − B‖W 1,2(0,T ;L(V )) = 0.

Por tanto, (9.3.7) se obtiene como consecuencia directa del Teorema 3.2.1. 2

Sea ahora σθ ∈ W 1,2(0, T ; Q) el campo de tensiones dado por (9.3.5). Tras

algunos cálculos, se sigue de (9.3.6) y (9.3.7) que

(9.3.10) ĺım
θ→0

‖σθ − σ‖C([0,T ];Q) = 0.

En añadidura al interés puramente matemático, los resultados de convergencia

establecidos en (9.3.7) y (9.3.10) son importantes en las aplicaciones, pues

muestran que pequeñas variaciones en el tensor de relajación B conducen a

pequeñas variaciones en desplazamientos y tensiones, lo que, en este sentido,

constituye un resultado de estabilidad. Concluimos que la solución débil del

problema mecánico P depende con continuidad del operador de relajación.

Aún más, tomando B = 0, el problema P resulta la formulación mecánica del

mismo problema de contacto para un sólido elástico. En este caso, la condición

(9.3.6) resulta

ĺım
θ→0

‖Bθ‖W 1,2(0,T ;L∞(Ω)) = 0,

y el Teorema 9.3.1 muestra que la solución débil del problema viscoelástico

converge uniformemente a la solución del problema elástico cuando la memoria

tiende a cero.
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9.4. Aproximación numérica del problema

Nos ocupamos directamente del estudio de una aproximación totalmente dis-

cretizada de PV . Para ello, nos situamos en las hipótesis generales descritas

en la Sección 4.2. En concreto, sea Qh dado por (4.2.5) y sea V h el siguiente

subespacio del espacio definido en (4.2.3):

V h = {vh ∈ [Xh]d : vh = 0 en Γ1,(9.4.1)

vh(xh
ij) · ν

h
j = 0, 1 ≤ j ≤ nh

C , 1 ≤ i ≤ d}.

Finalmente, sea

(9.4.2) Eh = {qh ∈ [L2(Γ3)]
d−1, qh

|Ch
j
∈ [P1(C

h
j )]d−1, 1 ≤ j ≤ nh

C}.

También nos situamos en las hipótesis generales de la Sección 1.5 relativas a la

discretización de la variable temporal. En concreto suponemos que se verifica

(9.4.3) k <
2α

d2‖B0‖L∞(Ω)

, αn
n ≤

k

2
,

donde α > 0 es la constante de (9.2.3). Planteamos el siguiente esquema to-

talmente discretizado para abordar la aproximación numérica de la solución al

problema variacional PV .

PROBLEMA PV hk: Hallar uhk = {uhk
n }N

n=0 ⊂ V h tal que, para todo vh ∈ V h,

uhk
0 = PA

V h(u0),(9.4.4)

(Aε(uhk
n ), ε(vh − δnu

hk
n ))Q + (

n∑

j=0

αn
j B

n,jε(uhk
j ), ε(vh − δnuhk

n ))Q(9.4.5)

+ j(vh) − j(δnu
hk
n ) ≥ (F n,v

h − δnuhk
n )V , n ≥ 1,

donde u0 ∈ V es dado.

El siguiente teorema muestra la existencia y unicidad de solución para el pro-

blema PV hk.
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Teorema 9.4.1. En las hipótesis (9.2.1)–(9.2.5), (9.2.7)–(9.2.10) y (9.4.3),

el problema PV hk tiene una única solución uhk ⊂ V h.

Demostración. Utilizando la notación (9.2.11) se deduce que el problema

PV hk (9.4.4)–(9.4.5) es un caso particular del problema P hk
A (3.4.1)–(3.4.2).

Utilizando los mismos argumentos del Teorema 9.2.1 se prueba que se cumplen

las condiciones del Teorema 3.4.1 y se concluye que existe una única sucesión

uhk ⊂ V h, solución de PV hk. 2

El siguiente resultado estudia el comportamiento del error cometido al aproxi-

mar la solución de PV con la solución de PV hk.

Teorema 9.4.2. Suponemos las hipótesis de los teoremas 9.2.1 y 9.4.1.

Suponemos también que la solución del problema PV tiene regularidad adi-

cional u ∈ W 2,∞(0, T ; V ) y que B ∈ W 1,∞(0, T ;L∞(Ω)). Además, suponemos

que B y Ḃ son funciones de Lipschitz en [0, T ] y que la fórmula de integración

numérica utilizada en el problema PV hk es la de trapecios compuesta. En-

tonces, para k suficientemente pequeño y una partición uniforme de [0, T ], se

verifica

máx
1≤n≤N

‖un − uhk
n ‖2

V ≤ c
(
k2 + ‖(I − PA

V h)u0‖
2
V(9.4.6)

+ máx
1≤n≤N

{
ı́nf

vh∈V h
{‖u̇n − vh‖2

V + R(tn; u̇,vh)}
})

,

donde c es una constante positiva que depende de A,B,u y T y

R(tn; u̇,vh) = (Aε(un) +

∫ tn

0

B(tn − s)ε(u(s))ds, ε(vh − u̇n))Q

+ j(vh) − j(u̇n) − (F n,vh − u̇n)V .

Demostración. Nuevamente se procede como en la demostración del Teore-

ma 9.2.1, en esta ocasión para probar que estamos en las condiciones de aplicar
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el Corolario 3.4.4. 2

Podemos definir σhk = {σhk
n }N

n=0 de manera análoga a los caṕıtulos anteriores

y obtener a partir de (9.4.6) la siguiente cota:

máx
1≤n≤N

{‖un − uhk
n ‖V + ‖σn − σhk

n ‖Q} ≤ c
(
k + ‖(I − PA

V h)u0‖V(9.4.7)

+ máx
1≤n≤N

{
ı́nf

vh∈V h
{‖u̇n − vh‖V + R(tn; u̇,vh)

1
2}

})

+ máx
0≤n≤N

{‖(I − PQh)σn‖Q}.

Corolario 9.4.3. Sean V h ⊂ V y Qh ⊂ Q (h → 0) las familias de subes-

pacios de dimensión finita dados por (9.4.1) y (4.2.5), respectivamente. Sean

u ∈ C([0, T ]; V ) la solución del problema continuo PV y {uhk}N
n=0 ⊂ V h la

solución del problema totalmente discretizado PV hk y sean σ ∈ C([0, T ]; Q) y

{σhk}N
n=0 ⊂ Qh los campos de tensiones correspondientes. Entonces, si

(9.4.8) ĺım
h→0

‖(I − PA
V h)u0‖V = 0,

se tiene

ĺım
h,k→0

{
máx

0≤n≤N
{‖σn − σhk

n ‖Q + ‖un − uhk
n ‖V }

}
= 0.

Demostración. El funcional j es de Lipschitz en V . En efecto, aplicando las

propiedades de g, la continuidad de la aplicación traza y la equivalencia de

normas entre ‖ · ‖V y ‖ · ‖H1 se tiene

|j(v) −j(w)| =

∫

Γ3

g(|vτ |−|wτ |)da

≤ ‖g‖L∞(Γ3)

∫

Γ3

|vτ − wτ |da ≤ c‖v − w‖V ∀ v,w ∈ V.

Por tanto es inmediato que

(9.4.9) R(tn; u̇,vh) ≤ c‖vh − u̇n‖V ,



9.4. Aproximación numérica del problema 229

donde c depende de A,B,F , g y u. Usando esta cota en (9.4.7) y tomando

g(r) = k + ‖(I − PA
V h)u0‖V + r

1
2 + r

se cumple la condición (4.2.15). Además, por (9.4.8) y dado que k tiende a

cero, g verifica (1.4.4). Por otra parte, tomando U = [C∞(Ω̄)]d (o incluso

U = [H2(Ω)]d) y Q = [H1(Ω)]d×d
s y teniendo en cuenta las estimaciones (4.2.6)

y (4.2.8) se verifican las condiciones (4.2.12) y (4.2.13) con α1 = α2 = 1. Por

tanto, estamos en condiciones de aplicar el Teorema 1.6.1 para X = X0 =

V, Y = Q, Xh = Xh
0 = V h, Y h = Qh, Y = [H1(Ω)]d×d

s y U = [C∞(Ω̄)]d y

concluimos el resultado deseado. 2

Corolario 9.4.4. Suponemos las condiciones del Teorema 9.4.2 y que se ve-

rifica la regularidad adicional

u̇ ∈ C([0, T ]; [H2(Ω)]d),(9.4.10)

u0 ∈ [H2(Ω)]d,(9.4.11)

σ ∈ C([0, T ]; [H1(Ω)]d×d).(9.4.12)

Entonces se tiene la siguiente estimación del error en la aproximación:

máx
1≤n≤N

{‖un − uhk
n ‖V + ‖σn − σhk

n ‖Q} ≤ c(k + h
1
2 ),

donde c es una constante positiva que depende de A,B,u,σ, g y T .

Demostración. Se deduce sin dificultad aplicando en (9.4.7) la cota (9.4.9), y

las estimaciones (4.2.6) y (4.2.8). 2

Corolario 9.4.5. Suponemos las condiciones del Teorema 9.4.2 y que se ve-

rifica la regularidad adicional (9.4.10)–(9.4.12) y

(9.4.13) u̇τ ∈ C([0, T ]; [H2(Γ3)]
d).
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Entonces se tiene la siguiente estimación del error en la aproximación:

máx
1≤n≤N

{‖un − uhk
n ‖V + ‖σn − σhk

n ‖Q} ≤ c(k + h),

donde c es una constante positiva que depende de A,B,u,σ, g y T .

Demostración. De (9.1.2) y (9.1.4) obtenemos que

(F n,vh − u̇n)V = (−Divσn,vh − u̇n)H +

∫

Γ2

σnν · (vh − u̇n)da.

Por tanto,

R(tn; u̇,vh) = (σn, ε(vh − u̇n))Q + j(vh) − j(u̇n) − (F n,v
h − u̇n)V

=

∫

Γ3

(σn)τ · (v
h
τ − (u̇n)τ )da + j(vh) − j(u̇n)

≤

∫

Γ3

(|(σn)τ | + g)|vh
τ − (u̇n)τ |da ≤ c‖vh

τ − (u̇n)τ‖[L2(Γ3)]d .

Por las hipótesis en (9.4.10)–(9.4.13) podemos aplicar las estimaciones (4.2.6),

(4.2.8) y (4.2.11) para obtener de (9.4.7) el resultado deseado. 2

Resolución efectiva del problema discretizado

Con vistas a obtener un algoritmo numérico que nos permita realizar simula-

ciones, vamos a seguir el camino que se deduce de la demostración del Teore-

ma 3.4.1. La principal dificultad la encontramos en la resolución efectiva de la

inecuación variacional de segunda especie que se deriva de (3.4.5).

Tomamos n, 1 ≤ n ≤ N y suponemos el problema resuelto para los pasos

temporales anteriores. Por tanto, el problema se escribe en la forma

(Aε(∆nu
hk
n ), ε(vh − ∆nu

hk
n ))Q + (αn

nB0ε(uhk
n ), ε(vh − ∆nu

hk
n ))Q(9.4.14)

+ j(vh) − j(∆nu
hk
n ) ≥ < f̃n,v

h − ∆nu
hk
n >V

′
V ,
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donde

< f̃n,v >V
′
V = (F n,v)V − (Aε(uhk

n−1) +
n−1∑

j=0

αn
j B

n,jε(uhk
j ), ε(v))Q ∀ v ∈ V.

Siguiendo las ideas de la demostración del Teorema 3.4.1, se introduce el pro-

blema auxiliar siguiente, donde η ∈ Q es un elemento arbitrario (véase (3.4.6)):

PROBLEMA PV hk
n,η: Hallar ϕη

n ∈ V h tal que

(Aε(ϕη
n), ε(vh − ϕη

n))Q + j(vh) − j(ϕη
n)(9.4.15)

≥ < f̃n,v
h − ϕη

n >V
′
V −(η, ε(vh − ϕη

n))Q, ∀ vh ∈ V h.

El problema PV hk
n,η es una inecuación variacional de segunda especie, pues entra

en el esquema

uh ∈ V h, (Auh,vh − uh)V + j(vh) − j(uh)(9.4.16)

≥ (f ,vh − uh)V ∀vh ∈ V h,

donde j está dada por (9.1.10) y A : V → V y f ∈ V están definidos por

(Au,v)V = (Aε(u), ε(v))Q ∀ u, v ∈ V,

(f ,v)V =< f̃n,v >V
′
V −(η, ε(v))Q ∀ u, v ∈ V.

Se demuestra fácilmente que A es un operador simétrico y eĺıptico. Del Teore-

ma 1.2.1 se obtiene que el problema PV hk
n,η tiene una única solución ϕη

n ∈ V h.

La inecuación variacional (9.4.16) puede expresarse de forma equivalente como

la siguiente inclusión subdiferencial (nótese que la subdiferencial de j : V → IR

existe por ser j un funcional convexo, s.c.i. y propio):

Auh + ∂j(uh) ∋ f .(9.4.17)
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Por otra parte, dado que ν está definido c.p.d. en Γ, también se definen c.p.d.

en Γ los vectores {τ 1, . . . , τ d−1}, de tal forma que para casi todo x ∈ Γ, el

conjunto {ν(x), τ 1(x), . . . , τ d−1(x)} constituye una base ortonormal de IRd.

Por tanto, dado v ∈ H1, su traza v ∈ HΓ verifica

v = vνν + vτ = vνν +
d−1∑

i=1

vτi
τ i, vτi

= v · τ i, 1 ≤ i ≤ d − 1.

Nótese que entonces,

vτ =
d−1∑

i=1

vτi
τ i, |vτ |

2 =
d−1∑

i=1

v2
τi

c.p.d. en Γ.

Sea B∗ : V → [L2(Γ3)]
d−1 el operador lineal continuo definido por

B∗v = (vτ1 |Γ3
, . . . , vτd−1 |Γ3

) ∀ v ∈ V.

Para facilitar la notación, en lo que sigue denotamos

(9.4.18) ṽτ = B∗v ∀ v ∈ V.

Nótese que |vτ |IRd = |ṽτ |IRd−1 c.p.d. en Γ3. Sea además B : [L2(Γ3)]
d−1 → V

′

el operador lineal dual de B∗, i.e.:

< Bq,v >V
′
V = (q, B∗v)[L2(Γ3)]d−1(9.4.19)

=

∫

Γ3

q · ṽτ da ∀ q ∈ [L2(Γ3)]
d−1, v ∈ V.

Por otra parte, consideramos el funcional j̃ : [L2(Γ3)]
d−1 → IR dado por

j̃ (q) =

∫

Γ3

g|q| da ∀ q ∈ [L2(Γ3)]
d−1,

de donde se deduce que j = j̃ ◦ B∗. Dado que j̃ es una seminorma en

[L2(Γ3)]
d−1, se tiene que Int(Domj̃ ) 6= ∅, condición suficiente para concluir

(ver, por ejemplo [26, 89]) que

∂j(v) = ∂(j̃ ◦ B∗)(v) = B(∂j̃ (B∗v)) ∀ v ∈ V.(9.4.20)
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Tenemos el siguiente resultado.

Lema 9.4.6. Dado q ∈ [L2(Γ3)]
d−1, se tiene que

(9.4.21) ∂j̃ (q) = W(q),

siendo

W(q) =
{
µ ∈ [L2(Γ3)]

d−1 : |µ| ≤ g c.p.d. en Γb
3(q),(9.4.22)

µ = g
q

|q|
c.p.d. en Γa

3(q)
}
,

y

Γa
3(q) = {x ∈ Γ3 : q(x) 6= 0}, Γb

3(q) = Γ3 \ Γa
3(q).

Demostración. En efecto, sea µ ∈ W(q). Entonces, para todo p ∈ [L2(Γ3)]
d−1

se tiene

j̃ (q) + (µ,p − q)[L2(Γ3)]d−1

=

∫

Γa
3(q)

g|q| da +

∫

Γa
3(q)

µ · p da +

∫

Γb
3(q)

µ · p da −

∫

Γa
3(q)

µ · q da

=

∫

Γa
3(q)

g
q · p

|q|
da +

∫

Γb
3(q)

µ · p da

≤

∫

Γa
3(q)

g|p| da +

∫

Γb
3(q)

g|p| da = j̃ (p).

Por tanto, µ ∈ ∂j̃ (q).

Rećıprocamente, sea µ ∈ ∂j̃ (q). Entonces, para todo p ∈ [L2(Γ3)]
d−1 se tiene

que

j̃ (p) ≥ j̃ (q) + (µ,p − q)[L2(Γ3)]d−1 .

Por tanto,

(9.4.23)

∫

Γ3

(g|p| − µ · p) da ≥

∫

Γa
3(q)

(g|q| − µ · q) da.
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Supongamos primeramente que existe un conjunto A ⊂ Γb
3(q) de medida no

nula donde |µ| > g y tomamos

p =





0 en Γb
3(q) \ A,

µ en A,

q en Γa
3(q).

Nótese que con esta definición p ∈ [L2(Γ3)]
d−1. A partir de (9.4.23) tenemos

que

∫

Γa
3(q)

(g|q| − µ · q) da +

∫

A

(g|µ| − |µ|2) da ≥

∫

Γa
3(q)

(g|q| − µ · q) da,

y en consecuencia

∫

A

(g|µ|−|µ|2) da ≥ 0. Pero esto contradice nuestra hipótesis

de que |µ| > g en A. Por tanto, |µ| ≤ g c.p.d. en Γb
3(q).

Supongamos ahora que existe un conjunto A ⊂ Γa
3(q) de medida no nula donde

µ 6= g
q

|q|
. Por tanto, a partir de (9.4.23) se tiene

(9.4.24)

∫

Γ3

(g|p| − µ · p) da ≥

∫

A

(g|q| − µ · q) da, ∀ p ∈ [L2(Γ3)]
d−1.

Tomando sucesivamente en (9.4.24) p = 0 y

p =





0 en Γ3 \ A,

2q en A,

se tiene que

(9.4.25)

∫

A

(g|q| − µ · q) da = 0.

Sustituyendo esta igualdad en (9.4.24), se tiene que

∫

Γ3

(g|p| − µ · p) da ≥ 0 ∀ p ∈ [L2(Γ3)]
d−1.

Tomando p = µ concluimos que

(9.4.26) |µ| ≤ g c.p.d. en Γ3.
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Finalmente, usando (9.4.26) en (9.4.25) concluimos que necesariamente µ =

g
q

|q|
en A, lo que es una contradicción con la definición de A. Por tanto µ =

g
q

|q|
c.p.d. en Γa

3(q). Concluimos entonces que µ ∈ W(q). 2

Aplicamos el lema anterior para probar el siguiente resultado.

Corolario 9.4.7. Dado u ∈ V arbitrario, se tiene

(9.4.27) ∂j(u) = B∂j̃ (ũτ ) = B
(
W(ũτ )

)
.

Demostración. Basta utilizar (9.4.18), (9.4.20) y (9.4.21). 2

En lo que sigue, nos restringimos al caso más sencillo en que d = 2 y Γ3 es

un segmento de recta en IR2. Por tanto, τ es constante en Γ3 y dado v ∈ V

arbitrario, existe λv ∈ L2(Γ3) tal que vτ |Γ3 = λvτ y, en consecuencia, B∗v =

λv. Sea q ∈ L2(Γ3) arbitrario. Con un cierto abuso de notación en el que no

explicitamos la dependencia de x ∈ Γ3, se tiene

∂j̃ (q) =





g si q > 0,
[
− g, g

]
si q = 0,

−g si q < 0.

Dado µ > 0, denotamos por Jµ = (I + µ∂j̃ )−1 la resolvente de ∂j̃ (consultar,

por ejemplo [10, 89]). Por tanto,

Jµ(q) =





q − µg si q > µg,

0 si −µg ≤ q ≤ µg,

q + µg si q < −µg.

La aproximación Yosida de ∂j̃ es el operador

(∂j̃ )µ =
1

µ
(I − Jµ).
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Por tanto,

(9.4.28) (∂j̃ )µ(q) =





g si q > µg,
1

µ
q si −µg ≤ q ≤ µg,

−g si q < −µg.

Nótese que con esta notación se tiene

∂j(u) = B∂j̃ (λu),

siendo λu ∈ L2(Γ3) tal que uτ = λuτ .

Utilizando (9.4.17) y (9.4.20), tenemos que el problema (9.4.16) entra en la

categoŕıa:

(Ph)
uh ∈ V h,

f ∈ Auh + BHB∗uh,

donde H : Eh → P(Eh) es un operador maximal monótono, siendo Eh el

espacio definido en (9.4.2) y P(Eh) el conjunto de las partes de Eh. Además,

B ∈ L(Eh, V h
′

), A ∈ L(V h, V h
′

) y f ∈ V h
′

. El algoritmo siguiente para la

resolución de (Ph) se describe siguiendo [8, 91].

Sean ω > 0 y ρ ∈ [0, 1). Sea H 1
ω

la aproximación Yosida del operador H con

parámetro 1
ω
. Puesto que A es V h-eĺıptico, la sucesión (uh,r)r≥0 construida

como se indica a continuación converge en V h a uh solución de (P h):

Se parte de qh,0 ∈ Eh arbitrario y se calculan las sucesiones (qh,r)r≥0 y (uh,r)r≥0

en la forma siguiente para r = 0, 1, 2, . . .

Auh,r + ωBB∗uh,r = f − Bqh,r,

qh,r+ 1
2 = 2H 1

ω
(2B∗uh,r + 1

ω
qh,r) − 2ωB∗uh,r − qh,r,

qh,r+1 = ρqh,r+ 1
2 + (1 − ρ)qh,r.

En nuestro caso, H = ∂j̃ , por lo que, teniendo en cuenta (9.4.16), (9.4.19) y
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(9.4.28) el algoritmo anterior se traduce en las siguientes operaciones:

(Auh,r,vh)V + ω

∫

Γ3

λh,r
u λh

v da = (f ,vh)V −

∫

Γ3

qh,rλh
v da ∀ vh ∈ V h,

qh,r+ 1
2 =





2g − 2ωλh,r
u − qh,r si 2λh,r

u + 1
ω
qh,r > 1

ω
g,

2ωλh,r
u + qh,r si − 1

ω
g ≤ 2λh,r

u + 1
ω
qh,r ≤ 1

ω
g,

−2g − 2ωλh,r
u − qh,r si 2λh,r

u + 1
ω
qh,r < − 1

ω
g,

qh,r+1 = ρqh,r+ 1
2 + (1 − ρ)qh,r,

donde uh,r
τ = λh,r

u τ y vh
τ = λh

vτ en Γ3.

9.5. Resultados numéricos

En esta sección mostramos los resultados de simulaciones numéricas realizadas

con el algoritmo desarrollado en la sección anterior. Se pretende aproximar la

solución débil del problema P (9.1.1)–(9.1.6), según el esquema totalmente dis-

cretizado PV hk (9.4.4)–(9.4.5). Como ya hemos comentado, sólo presentamos

resultados de simulaciones bidimensionales.

ª
@

1

@
3

@
2

f2

x

y

Figura 9.5.1: Problema de contacto bidimensional con rozamiento.
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En concreto, se considera un cuerpo sólido tridimensional deformable de sec-

ción Ω = (0, 1)× (0, 1) y de espesor ε << 1. Suponemos que las condiciones de

carga nos permiten utilizar las hipótesis de tensiones planas en el dominio Ω.

Aśı, tomamos A igual al tensor de elasticidad lineal plana, que viene dado por

(6.5.7). El cuerpo está sujeto por un mecanismo que garantiza su fijación, de tal

forma que en Γ1 = {0}×(0, 1) los desplazamientos son nulos. Además, está par-

cialmente sujeto por otro mecanismo, de tal forma que en Γ3 = (0, 1) × {0}

sólo se producen deslizamientos tangenciales al ser nulos los desplazamientos

en la dirección de la normal. Dicho deslizamiento tangencial está en función

del rozamiento que se produzca, para el que se conoce experimentalmente el

umbral g. En ausencia de fuerzas volúmicas, existe en campo de fuerzas super-

ficiales constante en la dirección del eje OX actuando en Γ2 = {1} × (0, 1). El

periodo de observación es [0, T ]. Esta situación f́ısica se puede observar en la

Figura 9.5.1.

Figura 9.5.2: Configuración deformada y distribución de tensiones en norma Von Mises

para t = 1 × 10−2 (izquierda) y t = 0.1 (derecha). Umbral g = 1 × 106. Memoria constante

B = A. Factor de deformación: 50X.

En las figuras 9.5.2–9.5.4 mostramos algunos resultados numéricos obtenidos

de tres simulaciones realizadas con el software desarrollado. En los tres casos se

presentan las tensiones en norma Von Mises sobre la configuración deformada
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Figura 9.5.3: Configuración deformada y distribución de tensiones en norma Von Mises

para t = 1×10−2 (izquierda) y t = 0.1 (derecha). Umbral g = 1. Memoria constante B = A.

Factor de deformación: 50X.

del cuerpo en dos instantes: t = 1 × 10−2 seg. y t = 0.1 seg. Los siguientes

datos son comunes a las tres experiencias numéricas:

E = 106 N/m2, κ = 0.3, T = 0.1 seg., k = 1 × 10−3 seg.,

f 0 = (0, 0) N/m3, f 2 = (−103, 0) N/m2, u0 = (0, 0) m.

En las simulaciones a las que corresponden la Figura 9.5.2 y la Figura 9.5.3,

hemos considerado B = A, entendiéndose que sus componentes expresan ahora

cantidades medidas en N/(m2seg.). En el primer caso se ha tomado un valor

alto para el umbral de rozamiento (g = 1 × 106 N/m2) y en el segundo caso

un valor más bajo (g = 1 N/m2).

Cualitativamente, observamos en la Figura 9.5.2- izquierda, que en el instante

t = 1×10−2 seg. los nodos situados en la zona de contacto, o próximos a ella, se

desplazan mucho menos que los más alejados, como consecuencia del efecto del

rozamiento. Esto también explica que las tensiones son mucho mayores en esa

zona. Sin embargo, en la Figura 9.5.3- izquierda observamos que los nodos de

la zona de contacto se desplazan cualitativamente sin notables diferencias con

respecto a los más alejados, lo que se explica por ser el umbral de rozamiento
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Figura 9.5.4: Configuración deformada y distribución de tensiones en norma Von Mises

para t = 1 × 10−2 (izquierda) y t = 0.1 (derecha). Umbral g = 1 × 106. Memoria constante

Bijkl = 1 × 10−4. Factor de deformación: 3X.

g mucho menor. Por otra parte, tanto en la Figura 9.5.2- derecha como en la

Figura 9.5.3- derecha observamos que para el instante t = T = 0.1 seg. el sólido

ha recuperado parte de su configuración original por efecto de la memoria.

Nótese que los efectos de la deformación están amplificados un 5000 % para

que sean apreciables.

En la simulación a la que corresponde la Figura 9.5.4, se ha tomado un tensor

de memoria comparativamente pequeño, con Bijkl = 1×10−4 N/(m2seg.) para

1 ≤ i, j, k, l ≤ 2, y se ha tomado un umbral de rozamiento igual al de la primera

simulación. Podemos observar que en este caso, no se recupera la configuración

original en el instante final, sino que el cuerpo ha seguido deformándose. Nótese

que los efectos de la deformación ya son apreciables con una amplificación del

300 %.

Finalmente, en la Figura 9.5.5 se presentan los desplazamientos horizontales

que experimentan dos de los nodos más significativos, (los que ocupan original-

mente las esquinas superior e inferior derecha del sólido) a lo largo del tiempo

de observación. Nótese que en la gráfica de la izquierda ha sido necesario mul-
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Figura 9.5.5: Desplazamientos a lo largo del tiempo en el eje OX de los nodos en las

posiciones (1, 0) y (1, 1).

tiplicar por 1010 los desplazamientos de las simulaciones con g = 1 × 106 para

poder visualizarlos, pues en la práctica, el nodo inferior derecho no se desplaza.

9.6. Formulación en tensiones

Hasta ahora hemos estudiado la existencia, unicidad y aproximación numérica

de las soluciones a formulaciones débiles del problema de contacto P (9.1.1)–

(9.1.6) para materiales que responden a la ley de comportamiento (5.3.6). No

obstante, como se ha visto en la Sección 5.3, existe una formulación alternativa

si consideramos en su lugar la expresión (5.3.8). Por tanto, el nuevo problema

de contacto P se formula como sigue.

PROBLEMA P : Hallar el campo de desplazamientos u : Ω × [0, T ] → Rd y el
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campo de tensiones σ : Ω × [0, T ] → Sd tales que, para todo t ∈ [0, T ],

ε(u(t)) = Eσ(t) +

∫ t

0

C(t − s)σ(s)ds, en Ω ,(9.6.1)

Div σ(t) + f 0(t) = 0 en Ω ,(9.6.2)

u(t) = 0 en Γ1 ,(9.6.3)

σ(t)ν = f 2(t) en Γ2 ,(9.6.4)





uν(t) = 0, |στ (t)| ≤ g,

|στ (t)| < g ⇒ u̇τ (t) = 0,

|στ (t)| = g ⇒ ∃λ ≥ 0, στ (t) = −λu̇τ (t)

en Γ3,(9.6.5)

u(0) = u0 en Ω.(9.6.6)

Repetimos los mismos argumentos que en la Sección 9.1 para concluir que

si u y σ son dos funciones regulares que satisfacen (9.6.2)–(9.6.5) entonces

u(t) ∈ V , σ(t) ∈ Q1, y

(σ(t), ε(v) − ε(u̇(t)))Q + j(v) − j(u̇(t))(9.6.7)

≥ (F (t),v − u̇(t))V ∀v ∈ V.

Tomando ahora v = 2u̇(t) y v = 0 en (9.6.7), ambos en V , tenemos que

(9.6.8) (σ(t), ε(u̇(t)))Q + j(u̇(t)) = (F (t), u̇(t))V .

Además para todo t ∈ [0, T ], definimos el conjunto de campos de tensiones

admisibles por

(9.6.9) Σ(t) = { τ ∈ Q | (τ , ε(v))Q + j(v) ≥ (F (t),v)V ∀v ∈ V }.

Sumamos (9.6.7) y (9.6.8) y usamos (9.6.9) para probar que σ(t) ∈ Σ(t). Aún

más, de (9.6.9) y (9.6.8) obtenemos la siguiente desigualdad variacional:

(9.6.10) σ(t) ∈ Σ(t), (τ − σ(t), ε(u̇(t)))Q ≥ 0 ∀ τ ∈ Σ(t).
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Sea E−1 la inversa del tensor E1, y definimos

(9.6.11) σ0 = E−1ε(u0).

Entonces, usando (9.6.1), es fácil comprobar que la condición inicial (9.6.6) es

equivalente a

(9.6.12) σ(0) = σ0.

La desigualdad (9.6.7) combinada con (9.6.1) y (9.6.6) por una parte, y la

desigualdad (9.6.10) combinada con (9.6.1) y (9.6.12) por otra parte, nos llevan

a considerar los dos siguientes problemas variacionales.

PROBLEMA PV C1: Hallar el campo de desplazamientos u : [0, T ] → V y el

campo de tensiones σ : [0, T ] → Q1 tales que

ε(u(t)) = Eσ(t) +

∫ t

0

C(t − s)σ(s) ds ∀ t ∈ [0, T ],(9.6.13)

(σ(t), ε(v) − ε(u̇(t)))Q + j(v) − j(u̇(t))(9.6.14)

≥ (F (t),v − u̇(t))V ∀v ∈ V, p.c.t. t ∈ (0, T ),

u(0) = u0.(9.6.15)

PROBLEMA PV C2: Hallar el campo de desplazamientos u : [0, T ] → V y el

campo de tensiones σ : [0, T ] → Q1 tales que

ε(u(t)) = Eσ(t) +

∫ t

0

C(t − s)σ(s) ds ∀ t ∈ [0, T ],(9.6.16)

σ(t) ∈ Σ(t), (τ − σ(t), ε(u̇(t)))Q ≥ 0 ∀ τ ∈ Σ(t),(9.6.17)

p.c.t. t ∈ (0, T ),

σ(0) = σ0.(9.6.18)

1La existencia de E−1 está garantizada por la hipótesis (9.6.21), que impondremos pos-

teriormente.
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Destacamos que los problemas PV C1 y PV C2 son formalmente equivalentes

al problema mecánico P (9.6.1)–(9.6.6). En efecto, si {u,σ} representa una

solución regular de uno de los problemas variacionales PV C1 o PV C2, usando

argumentos estándar (ver, por ejemplo en [25]), se sigue que {u,σ} satisface

(9.6.1)–(9.6.6). Por tanto, podemos considerar los problemas PV C1 y PV C2

como formulaciones variacionales del problema mecánico (9.6.1)–(9.6.6).

Existencia y unicidad de solución

Los resultados que siguen conciernen a la existencia y unicidad de solución para

los problemas PV C1 y PV C2, demostrándose también la equivalencia entre

los mismos. Primeramente listamos las hipótesis que requieren, los enunciamos

a continuación y los demostramos posteriormente.

Suponemos que los tensores de elasticidad y creep verifican que

E ∈ L∞(Ω),(9.6.19)

Eijkl = Ejikl = Eklij, c.p.d. en Ω,(9.6.20)

Eijkl ξkl ξij ≥ αξij ξij, c.p.d. en Ω,(9.6.21)

Cijkl(t) = Cjikl(t) = Cklij(t), c.p.d. en Ω,(9.6.22)

C ∈ W 1,2(0, T ;L∞(Ω)),(9.6.23)

donde α > 0, t ∈ [0, T ] y ξ = (ξij) es un elemento arbitrario de Sd. También

suponemos que las fuerzas externas verifican (9.2.6) y que el umbral de roza-

miento verifica (9.2.7). Finalmente, el desplazamiento inicial verifica (9.2.9) y

las tensiones iniciales son tales que

(9.6.24) σ0 ∈ Σ(0).

Recordamos que las condiciones (9.2.6) implican (9.2.8).

Teorema 9.6.1. Suponemos (9.2.6)–(9.2.7), (9.2.9) y (9.6.19)–(9.6.24). En-
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tonces existe una única solución {u,σ} del problema PV C1. Aún más, la

solución verifica

(9.6.25) u ∈ W 1,2(0, T ; V ), σ ∈ W 1,2(0, T ; Q1).

Teorema 9.6.2. Suponemos (9.2.6)–(9.2.7), (9.2.9) y (9.6.19)–(9.6.24). Sea

{u,σ} un par de funciones que verifican (9.6.25). Entonces {u,σ} es una

solución del problema variacional PV C1 si y sólo si {u,σ} es una solución

del problema variacional PV C2.

Teorema 9.6.3. Supongamos (9.2.6)–(9.2.7), (9.2.9) y (9.6.19)–(9.6.24). En-

tonces existe una única solución {u,σ} del problema PV C2. Además, la solu-

ción verifica (9.6.25).

Los teoremas 9.6.1 y 9.6.3 establecen la existencia y unicidad de solución de

los problemas variacionales PV C1 y PV C2, mientras que el Teorema 9.6.2

expresa la equivalencia de dichos problemas. Podemos concluir que el problema

mecánico P (9.6.1)–(9.6.6) tiene una única solución débil que es solución tanto

de PV C1 como de PV C2.

Destacamos que existe un acoplamiento fuerte entre la ecuación integral (9.6.13)

y la desigualdad variacional evolutiva (9.6.14), por lo que el problema PV C1

tiene una cierta dificultad matemática. Por lo contrario, el acoplamiento entre

la ecuación integral (9.6.16) y la desigualdad (9.6.17) es más débil ya que, usan-

do (9.6.16), podemos eliminar el campo de desplazamientos y obtener aśı una

formulación variacional del problema únicamente en función de las tensiones.

Por este motivo, comenzamos con la prueba del Teorema 9.6.3. Posteriormente,

dado que el Teorema 9.6.1 es una consecuencia de los teoremas 9.6.2 y 9.6.3,

sólo necesitamos probar el Teorema 9.6.2.
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Para probar el Teorema 9.6.3 suponemos en lo que sigue que las hipótesis

(9.2.6)–(9.2.7), (9.2.9) y (9.6.19)–(9.6.24) se verifican. En primer lugar, obser-

vamos que la desigualdad variacional evolutiva (9.6.17) está definida sobre el

convexo Σ(t), que es dependiente del instante temporal t ∈ [0, T ]. Esto es una

dificultad en el estudio del problema, que resolvemos con un cambio de varia-

ble que nos permite convertir (9.6.17) en una desigualdad variacional evolutiva

ligada a un conjunto convexo fijo en el tiempo. Sea, por tanto, σf : [0, T ] → Q

la función dada por

(9.6.26) σf (t) = ε(F (t)) ∀ t ∈ [0, T ].

Entonces, usando la regularidad (9.2.8) de F obtenemos σf ∈ W 1,2(0, T ; Q).

Además, dado que

(9.6.27) (σf (t), ε(v))Q = (F (t),v)V ∀v ∈ V, t ∈ [0, T ],

se tiene de (9.1.9) que

Div σf (t) + f 0(t) = 0 ∀ t ∈ [0, T ],

y, usando (9.2.6), tenemos que Div σf ∈ W 1,2(0, T ; H). Concluimos que

(9.6.28) σf ∈ W 1,2(0, T ; Q1).

Es fácil comprobar que

(9.6.29) Σ(t) = Σ0 + {σf (t)} ∀ t ∈ [0, T ],

donde Σ0 denota el conjunto convexo fijo en el tiempo, dado por

(9.6.30) Σ0 = { τ ∈ Q | (τ , ε(v))Q + j(v) ≥ 0 ∀v ∈ V }.

Introducimos la notación

σ̄ = σ − σf ,(9.6.31)

σ̄0 = σ0 − σf (0),(9.6.32)
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y consideramos el siguiente problema variacional.

PROBLEMA PV C2′ Hallar u : [0, T ] → V y σ̄ : [0, T ] → Q1 tales que

ε(u(t)) = Eσ̄(t) + Eσf (t) +

∫ t

0

C(t − s)σ̄(s) ds(9.6.33)

+

∫ t

0

C(t − s)σf (s) ds ∀ t ∈ [0, T ],

σ̄(t) ∈ Σ0, (τ − σ̄(t), ε(u̇(t)))Q≥ 0 ∀ τ ∈ Σ0,(9.6.34)

p.c.t. t ∈ (0, T ),

σ̄(0) = σ̄0.(9.6.35)

Observación 9.6.4. Nótese que la inecuación variacional evolutiva de tipo

Volterra que se deriva del problema PV C2′ al sustituir (9.6.33) en (9.6.34)

es de un tipo diferente a los estudiados en los caṕıtulos 2 y 3 y requiere un

tratamiento diferenciado. En efecto, al derivar (9.6.33) se tiene

ε(u̇(t)) = C(0)(σ̄(t) + σf (t)) +

∫ t

0

Ċ(t − s)(σ̄(s) + σf (s)) ds

+E( ˙̄σ(t) + σ̇f (t)) p.c.t. t ∈ (0, T ).

Observamos que Σ0 es un conjunto cerrado en Q, y, por la definición (9.6.32)

y la hipótesis (9.6.24) sobre σ0, tenemos σ̄0 ∈ Σ0, lo que prueba que Σ0 es no

vaćıo. Concluimos que σ̄0 ∈ D(ψΣ0), donde ψΣ0 denota la función indicatriz

del conjunto Σ0 ⊂ Q. Por tanto, el problema PV C2′ puede ser formulado

equivalentemente como la siguiente inecuación variacional evolutiva:

σ̄(0) = σ̄0, (C(0)σ̄(t), τ − σ̄(t))Q + (E ˙̄σ(t), τ − σ̄(t))Q

+ (

∫ t

0

Ċ(t − s)σ̄(s)ds, τ − σ̄(t))Q + ψΣ0(τ ) − ψΣ0(σ̄(t))

≥ −(Eσ̇f (t) + C(0)σf (t) +

∫ t

0

Ċ(t − s)σf (s)ds, τ − σ̄(t))Q ∀ τ ∈ Q,
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para casi todo t ∈ (0, T ). Esta situación se puede generalizar como

u(0) = u0 ∈ X, (Au̇(t) + B(0)u(t), v − u(t))X + (

∫ t

0

Ḃ(t − s)u(s)ds, v − u(t))X

+ j(v) − j(u(t)) ≥ (f(t), v − u(t))X ∀ v ∈ X, p.c.t. t ∈ (0, T ),

con las propiedades de los operadores A : X → X y B : [0, T ] → L(X)

necesarias. Si bien este nuevo tipo de inecuaciones variacionales evolutivas de

tipo Volterra es susceptible de un estudio similar al realizado en los caṕıtulos

2 y 3, en este manuscrito hemos optado por centrarnos únicamente en su

aplicación al problema de contacto bilateral con rozamiento de Tresca en su

formulación de tipo creep.

Usamos (9.6.28), (9.6.29), (9.6.31) y (9.6.32) para obtener el resultado siguien-

te.

Teorema 9.6.5. El par {u,σ} es una solución del problema PV C2 con

regularidad u ∈ W 1,2(0, T ; V ), σ ∈ W 1,2(0, T ; Q1) si y sólo si el par {u, σ̄}

es una solución del problema PV C2′ con regularidad u ∈ W 1,2(0, T ; V ), σ̄ ∈

W 1,2(0, T ; Q1).

Retornamos pues al problema PV C2′ para demostrar la existencia y unicidad

de solución. Para ello, introducimos el conjunto

(9.6.36) W = {η ∈ W 1,2(0, T ; Q) | η(0) = 0}.

Sea η ∈ W y consideramos el siguiente problema auxiliar.
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PROBLEMA PV C2η: Hallar uη : [0, T ] → V y ση : [0, T ] → Q1 tales que

ε(uη(t)) = Eση(t) + Eσf (t) + η(t) ∀ t ∈ [0, T ],(9.6.37)

ση(t) ∈ Σ0, (τ − ση(t), ε(u̇η(t)))Q ≥ 0 ∀ τ ∈ Σ0,(9.6.38)

p.c.t. t ∈ (0, T ),

ση(0) = σ̄0.(9.6.39)

La existencia y unicidad de solución para PV C2η está basada en el siguiente

resultado abstracto.

Teorema 9.6.6. Sea (X, (·, ·)X) un espacio de Hilbert real y sea ϕ : X →

(−∞, +∞] un funcional convexo, semicontinuo inferiormente y propio. En-

tonces, para cada f ∈ L2(0, T ; X) y u0 ∈ D(ϕ), existe una única solución

u ∈ W 1,2(0, T ; X) del problema

u(t) ∈ D(∂ϕ) p.c.t. t ∈ (0, T ),(9.6.40)

u̇(t) + ∂ϕ(u(t)) ∋ f(t) p.c.t. t ∈ (0, T ),(9.6.41)

u(0) = u0.(9.6.42)

El teorema 9.6.6 es una versión simplificada de un resultado más general que

puede consultarse en [7, p. 189] o en [11, p. 72]. Recordamos que D(ϕ) y D(∂ϕ)

denotan, respectivamente, el dominio efectivo de ϕ y el dominio del operador

subdiferencial ∂ϕ, esto es

D(ϕ) = { v ∈ X : ϕ(v) < +∞},

D(∂ϕ) = { v ∈ X : ∃ f ∈ X : ϕ(w) − ϕ(v) ≥ (f, w − v)X ∀w ∈ X }.

Usaremos el Teorema 9.6.6 para obtener el resultado siguiente.
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Teorema 9.6.7. El problema PV C2η tiene una solución única {uη,ση} de

regularidad

(9.6.43) uη ∈ W 1,2(0, T ; V ), ση ∈ W 1,2(0, T ; Q1).

Demostración. Aplicando el Teorema 9.6.6 con X = Q, (σ, τ )X = (Eσ, τ )Q,

ϕ = ψΣ0 , f = −(σ̇f +E−1η̇) obtenemos la existencia y unicidad de una función

ση ∈ W 1,2(0, T ; Q) tal que

ση(t) ∈ Σ0 ∀ t ∈ [0, T ],(9.6.44)

(σ̇η(t), τ − ση(t))X + (σ̇f (t) + E−1η̇(t), τ − ση(t))X ≥ 0(9.6.45)

∀ τ ∈ Σ0, p.c.t. t ∈ (0, T ),

ση(0) = σ̄0.(9.6.46)

Nótese también que (9.6.44) implica que Divση(t) = 0 para todo t ∈ [0, T ], lo

que muestra que ση ∈ W 1,2(0, T ; Q1). Además, de (9.6.45) obtenemos

(Eσ̇η(t), τ − ση(t))Q + (Eσ̇f (t) + η̇(t), τ − ση(t))Q ≥ 0(9.6.47)

∀ τ ∈ Σ0, p.c.t. t ∈ (0, T ),

lo que implica

(τ − ση(t), εη(t))Q ≥ 0 ∀ τ ∈ Σ0, p.c.t. t ∈ (0, T ),(9.6.48)

donde εη ∈ L2(0, T ; Q) es la función dada por

εη(t) = Eσ̇η(t) + Eσ̇f (t) + η̇(t) p.c.t. t ∈ (0, T ).(9.6.49)

Consideramos el espacio

V = {z ∈ Q : Div z = 0 en Ω, zν = 0 en Γ2 ∪ Γ3 }.

Para cada z ∈ V, usando (9.6.44) obtenemos ση(t) ± z ∈ Σ0, ∀ t ∈ [0, T ].

Tomando τ = ση(t) ± z en (9.6.48), obtenemos (z, εη)Q = 0 ∀z ∈ V, c.p.d.
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en (0, T ). Dado que el complementario ortogonal en Q de V es el espacio ε(U)

(ver por ejemplo en [38, Teorema 7.5]) donde

U = {v ∈ H1 | v = 0 en Γ1},

existe vη ∈ L2(0, T ; U) tal que

(9.6.50) εη(t) = ε(vη(t)) c.p.d. en t ∈ (0, T ).

Probaremos ahora que, en particular, vη ∈ V c.p.d. en (0, T ). En efecto, com-

binando (9.6.48) y (9.6.50) se tiene

(9.6.51) (τ − ση, ε(vη))Q ≥ 0 ∀ τ ∈ Σ0, c.p.d. en (0, T ).

Sea t ∈ [0, T ] tal que

(9.6.52) (τ − ση(t), ε(vη(t)))Q ≥ 0 ∀ τ ∈ Σ0.

Dado que V es un subespacio cerrado de U , si vη(t) 6∈ V entonces existe τ̃ ∈ Q

tal que

(τ̃ , ε(v))Q = 0 ∀v ∈ V,(9.6.53)

(τ̃ , ε(vη(t)))Q < 0.(9.6.54)

De (9.6.53) se sigue que λ τ̃ ∈ Σ0 para todo λ ≥ 0 y por tanto, usando (9.6.52)

obtenemos

(9.6.55) λ (τ̃ , ε(vη(t)))Q ≥ (ση(t), ε(vη(t)))Q ∀λ ≥ 0.

Usando ahora (9.6.54) y pasando al ĺımite λ → +∞ en (9.6.55) llegamos a una

contradicción. Por tanto, el elemento vη ∈ L2(0, T ; U) es tal que vη ∈ V c.p.d.

en (0, T ), i.e. vη ∈ L2(0, T ; V ). Definimos ahora

(9.6.56) uη(t) =

∫ t

0

vη(s) ds + u0 ∀ t ∈ [0, T ].
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Dado que u0 ∈ V , tenemos uη ∈ W 1,2(0, T ; V ), y recordamos que ση ∈

W 1,2(0, T ; Q1). De (9.6.46) tomamos la condición inicial (9.6.39) y, por otra

parte, de (9.6.44), (9.6.51) y (9.6.56) deducimos que la desigualdad (9.6.38) se

verifica también. Ahora usamos (9.6.49), (9.6.50) y (9.6.56) para obtener

ε(u̇η) = Eσ̇η + Eσ̇f + η̇ c.p.d. en (0, T ).

Integrando esta igualdad, usando las condiciones iniciales uη(0) = u0, ση(0) =

σ̄0, η(0) = 0 y la notación (9.6.32) y (9.6.11) obtenemos que se verifica (9.6.37).

En resumen, hemos probado que el par {uη,ση} tiene regularidad (9.6.43) y

es una solución del problema PV C2η.

La unicidad se obtiene de la unicidad de la solución del problema evolutivo no

lineal (9.6.44)–(9.6.46), que está garantizada por el Teorema 9.6.6. 2

Para el paso siguiente definimos el operador Λ : W → W como sigue:

(9.6.57) Λη(t) =

∫ t

0

C(t − s)(ση(s) + σf (s)) ds ∀η ∈ W, t ∈ [0, T ].

Teniendo en cuenta la hipótesis (9.6.23) es fácil comprobar que si η ∈ W

entonces Λη ∈ W, esto es, el operador Λ está bien definido. Además, tenemos

( d

dt
Λη

)
(t) = C(0)(ση(t) + σf (t)) +

∫ t

0

Ċ(t − s)ση(s) ds(9.6.58)

+

∫ t

0

Ċ(t − s)σf (s) ds ∀η ∈ W, p.c.t. t ∈ (0, T ).

Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 9.6.8. El operador Λ tiene un único punto fijo η∗ ∈ W.

Demostración. Sean η1,η2 ∈ W. Usando (9.6.57) y (9.6.23) se sigue que

(9.6.59) ‖Λη1(t) − Λη2(t)‖
2
Q ≤ c

∫ t

0

‖ση1(s) − ση2(s)‖
2
Q ds ∀t ∈ [0, T ].
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Por otra parte, de (9.6.58) deducimos que

∥∥∥
( d

dt
Λη1

)
(t) −

( d

dt
Λη2

)
(t)

∥∥∥
Q
≤ c ‖C(0)‖L∞(Ω)‖ση1(t) − ση2(t)‖Q

+c

∫ t

0

‖Ċ(t − s)‖L∞(Ω)‖ση1(s) − ση2(s)‖Q ds

≤ c
(
‖ση1(t) − ση2(t)‖

2
Q +

∫ t

0

‖ση1(s) − ση2(s)‖
2
Q ds

) 1
2
,

para casi todo t ∈ (0, T ), lo que prueba que

∥∥∥
( d

dt
Λη1

)
(t) −

( d

dt
Λη2

)
(t)

∥∥∥
2

Q
(9.6.60)

≤ c
(
‖ση1(t) − ση2(t)‖

2
Q +

∫ t

0

‖ση1(s) − ση2(s)‖
2
Q ds

)
.

Por otra parte, a partir de (9.6.47) obtenemos

(Eσ̇η1 − Eσ̇η2 ,ση1 − ση2)Q ≤ (η̇2 − η̇1,ση1 − ση2)Q,

c.p.d. en (0, T ). Sea t ∈ [0, T ]. Integrando la desigualdad anterior de 0 a t y

usando (9.6.21) y (9.6.46) tenemos que

c ‖ση1(t) − ση2(t)‖
2
Q ≤

∫ t

0

(η̇2(s) − η̇1(s),ση1(s) − ση2(s))Q ds

≤
1

2

∫ t

0

(‖η̇1(s) − η̇2(s)‖
2
Q + ‖ση1(s) − ση2(s)‖

2
Q) ds

y, usando el lema de Gronwall,

‖ση1(t) − ση2(t)‖
2
Q ≤ c

∫ t

0

‖η̇1(s) − η̇2(s)‖
2
Q ds.(9.6.61)

Combinamos (9.6.59)–(9.6.61) junto con la desigualdad
∫ t

0

( ∫ s

0

‖η̇1(r) − η̇2(r)‖
2
Q dr

)
ds ≤ c

∫ t

0

‖η̇1(s) − η̇2(s)‖
2
Q ds

para obtener

‖Λη1(t) − Λη2(t)‖
2
Q +

∥∥∥
( d

dt
Λη1

)
(t) −

( d

dt
Λη2

)
(t)

∥∥∥
2

Q

≤ c

∫ t

0

‖η̇1(s) − η̇2(s)‖
2
Q ds.



254 Caṕıtulo 9: Problema de contacto bilateral con rozamiento de Tresca

Reiterando la desigualdad anterior p veces, deducimos que

‖Λp η1(t) − Λp η2(t)‖
2
Q +

∥∥∥
( d

dt
Λp η1

)
(t) −

( d

dt
Λp η2

)
(t)

∥∥∥
2

Q

≤ cp

∫ t

0

∫ s1

0

· · ·

∫ sp−1

0

‖η̇1(sp) − η̇2(sp)‖
2
Q dsp · · · ds1,

donde Λp denota la potencia p-ésima del operador Λ. La última desigualdad

implica que

‖Λpη1 − Λpη2‖
2
W 1,2(0,T ;Q) ≤

cp T p

p!
‖η1 − η2‖

2
W 1,2(0,T ;Q),

lo que prueba que para p suficientemente grande, una potencia Λp de Λ es

una contracción en W . Aplicando el Corolario 1.3.5, concluimos que existe un

único elemento η∗ ∈ W tal que Λ η∗ = η∗. 2

Ya estamos en condiciones de demostrar el Teorema 9.6.3.

Demostración del Teorema 9.6.3.

Existencia. Sea η∗ ∈ W el punto fijo de Λ y sea {uη∗ ,ση∗} la solución del

problema PV C2η para η = η∗. Probaremos que el par de funciones {u, σ̄},

donde u = uη∗ y σ̄ = ση∗ es una solución del problema PV C2′. Es inmediato

que la condición inicial (9.6.35) es una consecuencia de (9.6.39) y la desigualdad

(9.6.38) implica (9.6.34). Por otra parte, de (9.6.37) obtenemos

(9.6.62) ε(uη∗(t)) = Eση∗(t) + Eσf (t) + η∗(t) ∀ t ∈ [0, T ],

y, dado que Λη∗ = η∗, se sigue de (9.6.62) y (9.6.57) que (9.6.33) se veri-

fica. Recordamos además que el Teorema 9.6.7 garantiza la regularidad u ∈

W 1,2(0, T ; V ) y σ̄ ∈ W 1,2(0, T ; Q1). La existencia de solución para PV C2 es

ahora una consecuencia del Teorema 9.6.5.

Unicidad. La unicidad de solución de PV C2 es una consecuencia de la unicidad

del punto fijo del operador Λ definido en (9.6.57). Alternativamente, puede
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ser demostrada directamente a partir de (9.6.16)–(9.6.18), usando (9.6.19)–

(9.6.23) y el lema de Gronwall. 2

Demostración del Teorema 9.6.2.

Sean {u,σ} un par de funciones que satisfacen (9.6.25). Teniendo en cuenta

la equivalencia entre las condiciones iniciales (9.6.15) y (9.6.18), sólo nos resta

probar la equivalencia entre las desigualdades (9.6.14) y (9.6.17). Suponga-

mos que {u,σ} satisface (9.6.14). Tomando v = 2u̇(t) y v = 0 en (9.6.14)

obtenemos

(9.6.63) (σ(t), ε(u̇(t)))Q + j(u̇(t)) = (F (t), u̇(t))V p.c.t. t ∈ (0, T ).

Se sigue de (9.6.14) y (9.6.63) que

(σ(t), ε(v))Q + j(v) ≥ (F (t),v)V ∀v ∈ V, p.c.t. t ∈ (0, T ),

y, teniendo en cuenta la regularidad de σ y F , se sigue que la anterior des-

igualdad se verifica para todo t ∈ [0, T ]. La desigualdad (9.6.17) se obtiene,

por tanto, de la definición (9.6.9) de Σ(t) y de (9.6.63).

Rećıprocamente, supongamos que {u,σ} satisface (9.6.17). La subdiferencia-

bilidad de j en V garantiza la existencia de una función τ̃ : [0, T ] → Q tal

que

(τ̃ (t), ε(v − u̇(t)))Q + j(v) − j(u̇(t))(9.6.64)

≥ (F (t),v − u̇(t))V ∀v ∈ V, p.c.t. t ∈ (0, T ).

Tomando v = 2u̇(t) y v = 0 en la anterior desigualdad, obtenemos que

(9.6.65) (τ̃ (t), ε(u̇(t)))Q + j(u̇(t)) = (F (t), u̇(t))V p.c.t. t ∈ (0, T ).

Usando (9.6.64) y (9.6.65) deducimos que τ̃ (t) ∈ Σ(t) para casi todo t ∈ (0, T ).

Por tanto, de (9.6.17) concluimos que

(9.6.66) (τ̃ , ε(u̇))Q ≥ (σ, ε(u̇))Q c.p.d. en (0, T ),
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y usando (9.6.65) se sigue que

(F , u̇)V ≥ (σ, ε(u̇))Q + j(u̇) c.p.d. en (0, T ).

Además, de (9.6.9) se obtiene que

(F , u̇)V ≤ (σ, ε(u̇))Q + j(u̇) c.p.d. en (0, T ).

Las dos últimas desigualdades implican que

(9.6.67) (F , u̇)V = (σ, ε(u̇))Q + j(u̇) c.p.d. on (0, T ).

La inecuación (9.6.14) es, finalmente, consecuencia de la definición (9.6.9) de

Σ(t) y (9.6.67), dado que σ(t) ∈ Σ(t) ∀t ∈ [0, T ] por (9.6.17). 2



Caṕıtulo 10

Algunos problemas de contacto

con rozamiento

En este caṕıtulo se continúa el estudio de los problemas de contacto con roza-

miento en viscoelasticidad con memoria larga. En esencia, aplicamos los re-

sultados obtenidos para el problema abstracto PA del Caṕıtulo 3 al estudio

de diversos problemas de contacto con rozamiento para materiales viscoelásti-

cos de memoria larga. Comenzamos con el estudio del problema de contacto

bilateral con rozamiento viscoelástico y a continuación se hace lo propio con

otros problemas de contacto con rozamiento. En ninguno de ellos se realiza el

análisis numérico. Dado que como problemas de contorno sólo se diferencian en

la condición de contacto, las respectivas formulaciones mecánica y variacional

seguirán denominándose P y PV , si bien en cada sección hacen referencia a

problemas diferentes. En la Sección 10.6 presentamos un ejemplo que merece un

comentario aparte, pues es un caso sin rozamiento. Sin embargo, la formulación

variacional es también una inecuación integro-diferencial de tipo Volterra, por

lo que aplicamos el mismo procedimiento en su estudio.

257
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10.1. Contacto bilateral con rozamiento visco-

elástico

Planteamiento mecánico del problema de contacto. Nos situamos en

las condiciones generales descritas en el Caṕıtulo 5 para las situaciones de con-

tacto bilateral entre un sólido deformable viscoelástico de memoria larga y un

obstáculo no penetrable. En este caso suponemos que la superficie de contacto

cuenta con una capa fina de lubricante, por lo que incluso para tensiones στ

relativamente pequeñas existe deslizamiento tangencial. En estas condiciones,

podemos modelizar el problema mecánico de contacto en la forma del siguiente

problema matemático de contorno.

PROBLEMA P : Hallar el campo de desplazamientos u : Ω × [0, T ] → Rd y

el campo de tensiones σ : Ω × [0, T ] → Sd tales que, para todo t ∈ [0, T ] se

verifican

σ(t) = Aε(u(t)) +

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s))ds en Ω ,(10.1.1)

Div σ(t) + f 0(t) = 0 en Ω ,(10.1.2)

u(t) = 0 en Γ1 ,(10.1.3)

σ(t)ν = f 2(t) en Γ2 ,(10.1.4)

uν = 0, στ = −µ|u̇τ |
p−1u̇τ , 0 < p ≤ 1 en Γ3.(10.1.5)

u(0) = u0 en Ω .(10.1.6)

Comentamos simplemente las condiciones expresadas en (10.1.5), pues las

demás son ya conocidas de caṕıtulos anteriores. La primera expresión en (10.1.5)

representa la condición de contacto bilateral, que impide desplazamientos en

la dirección de la normal ν en la zona de contacto, por lo que este se mantiene

durante todo el tiempo de observación. La segunda expresión en (10.1.5) consti-
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tuye una ley de rozamiento viscoelástica de la forma (5.4.14)–(5.4.15). Recor-

damos que µ : Γ3 → IR+ es una función positiva que representa el coeficiente

de rozamiento.

Obtención de una formulación variacional. Nos situamos en el marco

funcional general establecido en la Sección 4.1 con la salvedad del espacio V

que, al igual que en la Sección 9.1, viene dado por

(10.1.7) V = {v = (vi) ∈ H1 : v = 0 en Γ1, vν = 0 en Γ3}.

Utilizando la desigualdad de Korn probamos que con el producto interior

definido por

(u,v)V = (ε(u), ε(v))Q ∀u,v ∈ V,

el espacio V es de Hilbert y la norma inducida es topológicamente equivalente

a la de H1. Con ayuda del teorema de representación de Riesz, definimos F (t)

como en (9.1.9), esto es,

(10.1.8) (F (t),v)V =

∫

Ω

f 0(t) · v dx +

∫

Γ2

f 2(t) · v da ∀v ∈ V, t ∈ [0, T ].

Sea además j : V → R+ la función definida por

(10.1.9) j(v) =
1

p + 1

∫

Γ3

µ|vτ |
p+1da ∀v ∈ V.

Supondremos que

(10.1.10) µ ∈ L∞(Γ3), µ ≥ 0 c.p.d. en Γ3,

por lo que j está bien definida. Sea (u,σ) una solución suficientemente regular

del problema P . Dado t ∈ [0, T ], aplicamos la fórmula de Green (4.1.3) para

v = v − u̇(t) y, teniendo en cuenta (10.1.8) y (10.1.2)–(10.1.4), se obtiene

(σ(t), ε(v − u̇(t)))Q(10.1.11)

= (F (t),v − u̇(t))V + (στ ,vτ − u̇τ (t))[L2(Γ3)]d ∀v ∈ V.
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Ahora bien, por argumentos de convexidad y (10.1.5), deducimos que

(στ ,vτ − u̇τ (t))[L2(Γ3)]d = (−µ|u̇τ |
p−1u̇τ ,vτ − u̇τ (t))[L2(Γ3)]d(10.1.12)

≥ j(u̇(t)) − j(v) ∀v ∈ V.

Aplicando (10.1.12) en (10.1.11) tenemos

(σ(t), ε(v − u̇(t)))Q + j(v) − j(u̇(t)) ≥ (F (t),v − u̇(t))V ∀v ∈ V.

En consecuencia, sustituyendo (10.1.1) en la desigualdad anterior, obtenemos

la siguiente formulación variacional del problema P .

PROBLEMA PV : Hallar el campo de desplazamientos u : [0, T ] → V tal que

se verifican

(Aε(u(t)), ε(v) − ε(u̇(t)))Q + j(v) − j(u̇(t))(10.1.13)

+(

∫ t

0

B(t − s)ε(u(s))ds, ε(v) − ε(u̇(t)))Q

≥ (F (t),v − u̇(t))V ∀v ∈ V, t ∈ [0, T ],

u(0) = u0,(10.1.14)

donde j : V → IR+ viene dada por (10.1.9).

Existencia y unicidad de solución. Es una consecuencia directa del Teo-

rema 3.1.3.

Teorema 10.1.1. En las hipótesis (9.2.1)–(9.2.5), (9.2.8)–(9.2.10) y

(10.1.10), el problema PV tiene una única solución, de regularidad u ∈

W 1,2(0, T ; V ).

Demostración. Sean A : V → V y B : [0, T ] → L(V ) los operadores definidos

como en (9.2.11) para todo v,w ∈ V y t ∈ [0, T ]. Usando (9.2.1)–(9.2.5) se

sigue que los operadores A y B satisfacen las condiciones (3.1.3) y (3.1.4),
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respectivamente. Además, la función definida por (10.1.9) es propia, convexa y

continua en V , esto es, satisface (3.1.5). Dado que además se verifican (9.2.8)–

(9.2.10), el problema PV está en las condiciones requeridas para PA en el

Teorema 3.1.3 y en consecuencia, existe una única solución de PV de regula-

ridad u ∈ W 1,2(0, T ; V ), lo que concluye la demostración. 2

Consideramos ahora u ∈ W 1,2(0, T ; V ), solución del problema PV y sea σ el

campo de tensiones definido por (10.1.1). Por razonamientos análogos a los

utilizados en la Sección 9.2, se prueba fácilmente que σ ∈ W 1,2(0, T ; Q). Por

tanto, en las condiciones del Teorema 10.1.1, el par (u,σ) constituye la única

solución débil de P , de regularidad u ∈ W 1,2(0, T ; V ), σ ∈ W 1,2(0, T ; Q).

Observación 10.1.2. En el caso particular en que F viene dado por (10.1.8)

y se verifica (9.2.6), podemos obtener mayor regularidad para el campo de

tensiones σ. Basta considerar para cada t ∈ [0, T ], que tomando v = u̇(t)±ϕ

en (10.1.13), siendo ϕ ∈ [D(Ω)]d, y teniendo en cuenta (10.1.1), se deduce

que Divσ(t) = −f 0(t) c.p.d. en Ω. Por lo tanto, σ ∈ W 1,2(0, T ; Q1). Esta

observación es extensible a todas las demás secciones del caṕıtulo.

Dependencia de la solución de PV con respecto a las perturbaciones

del operador B. Asumimos que se verifican las hipótesis del Teorema 10.1.1

y, para cada θ > 0 sea Bθ una perturbación de B que satisface (9.3.1) y (9.3.2).

Consideramos el siguiente problema variacional.

PROBLEMA PVθ. Hallar el campo de desplazamientos uθ : [0, T ] → V tal que

se verifican (9.3.3)–(9.3.4) y j : V → IR+ está dada por (10.1.9)

Es inmediato comprobar que el problema PVθ representa la formulación varia-

cional del problema P cuando se reemplaza la ley constitutiva (10.1.1) por

(9.3.5). En consecuencia, se deduce del Teorema 10.1.1 que para cada θ > 0,
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el problema PVθ tiene una única solución de regularidad uθ ∈ W 1,2(0, T ; V ).

Supongamos además (9.3.6). En estas condiciones, disponemos del siguiente

resultado de convergencia.

Teorema 10.1.3. Suponemos que se verifican las condiciones del Teore-

ma 10.1.1 y además (9.3.1), (9.3.2) y (9.3.6). Entonces, la solución uθ ∈

W 1,2(0, T ; V ) del problema PVθ converge a la solución u ∈ W 1,2(0, T ; V ) del

problema PV , esto es,

(10.1.15) ĺım
θ→0

‖uθ − u‖C([0,T ];V ) = 0.

Demostración. Sea B : [0, T ] → L(V ) el operador definido en (9.2.11) y, para

cada θ > 0, sea Bθ : [0, T ] → L(V ) el operador dado por (9.3.8). A partir de

(9.3.1) y (9.3.6) tenemos

ĺım
θ→0

‖Bθ − B‖W 1,2(0,T ;L(V )) = 0.

Por tanto, (10.1.15) se obtiene como consecuencia directa del Teorema 3.2.1.

2

Sea ahora σθ ∈ W 1,2(0, T ; Q) el campo de tensiones dado por (9.3.5). Análoga-

mente a la Sección 9.3, tras algunos cálculos, se sigue de (10.1.15) que

ĺım
θ→0

‖σθ − σ‖C([0,T ];Q) = 0.

10.2. Contacto viscoelástico con rozamiento de

Tresca

Planteamiento mecánico del problema de contacto. Nos situamos en las

condiciones generales descritas en la Sección 5 relativas al problema de contacto
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unilateral entre un sólido deformable y un obstáculo, también deformable. El

contacto se modeliza con una ley viscoelástica para el desplazamiento en la

dirección de la normal de la forma (5.4.8), (5.4.10) y con la ley de Tresca

para el desplazamiento tangencial. En estas condiciones, podemos modelizar el

problema mecánico de contacto en la forma del siguiente problema matemático

de contorno.

PROBLEMA P : Hallar el campo de desplazamientos u : Ω × [0, T ] → Rd y

el campo de tensiones σ : Ω × [0, T ] → Sd tales que, para todo t ∈ [0, T ] se

verifican (10.1.1)–(10.1.4), se cumple (10.1.6) y además

(10.2.1)





−σν = k|u̇ν |
q−1u̇ν , |στ | ≤ g,

|στ | < g =⇒ u̇τ = 0, en Γ3 × (0, T ),

|στ | = g =⇒ στ = −λu̇τ , λ ≥ 0,

donde 0 < q ≤ 1. La primera expresión en (10.2.1) representa la condición

de contacto con respuesta normal viscosa, introducida en (5.4.10). La segunda

expresión constituye la ley de Tresca, introducida en (5.4.13). La función k :

Γ3 → IR+ representa un coeficiente de resistencia ligado a las caracteŕısticas de

los materiales involucrados y g : Γ3 → IR+ representa el umbral de rozamiento.

Obtención de una formulación variacional. Nos situamos en el marco

funcional general establecido en la Sección 4.1. Recordamos que el espacio V

viene dado por

V = {v = (vi) ∈ H1 : v = 0 en Γ1},

y que utilizando la desigualdad de Korn probamos que con el producto interior

definido por

(u,v)V = (ε(u), ε(v))Q ∀u,v ∈ V,

el espacio V es de Hilbert y la norma inducida es topológicamente equivalente

a la de H1. Con ayuda del teorema de representación de Riesz, definimos F (t)
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como en (10.1.8). Por otra parte, sea j : V → R+ la función definida por

(10.2.2) j(v) =

∫

Γ3

( k

q + 1
|vν |

q+1 + g|vτ |
)
da ∀v ∈ V.

Supondremos que se verifican

(10.2.3) g ∈ L∞(Γ3), g ≥ 0 c.p.d. en Γ3, k ∈ L∞(Γ3), k ≥ 0 c.p.d. en Γ3,

por lo que j está bien definida. Sea (u,σ) una solución suficientemente regular

del problema P y t ∈ [0, T ]. Combinando argumentos de convexidad y las

operaciones llevadas a cabo en (9.1.12) deducimos que

(10.2.4) (σ(t)ν(t),v − u̇(t))[L2(Γ3)]d ≥ j(u̇(t)) − j(v) ∀v ∈ V,

por lo que aplicando la fórmula de Green (4.1.3) para v = v − u̇(t) y tenien-

do en cuenta (10.1.8) y (10.1.1)–(10.1.4), se obtiene la siguiente formulación

variacional del problema P .

PROBLEMA PV : Hallar el campo de desplazamientos u : [0, T ] → V tal que

se verifican (10.1.13)–(10.1.14) y j : V → IR+ viene dada por (10.2.2).

Existencia y unicidad de solución. Es una consecuencia directa del Teo-

rema 3.1.3, como se muestra a continuación.

Teorema 10.2.1. En las hipótesis (9.2.1)–(9.2.5), (9.2.8)–(9.2.10) y (10.2.3),

el problema PV tiene una única solución, de regularidad u ∈ W 1,2(0, T ; V ).

Demostración. Se procede siguiendo los mismos pasos que en la demostración

del Teorema 10.1.1, pues sólo vaŕıan la definición del espacio V y de la función

j. En cualquier caso, dado que V es un espacio de Hilbert y j es una función

propia, convexa y continua en V (esto es, satisface (3.1.5)), se prueba fácilmente

que el problema PV está en las condiciones requeridas para el problema PA
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en el Teorema 3.1.3 y en consecuencia, existe una única solución de PV de

regularidad u ∈ W 1,2(0, T ; V ), lo que concluye la demostración. 2

Al igual que en secciones anteriores, el campo de tensiones σ definido por

(10.1.1) se prueba fácilmente que verifica σ ∈ W 1,2(0, T ; Q). Por tanto, en las

condiciones del Teorema 10.2.1, el par (u,σ) constituye la única solución débil

de P , de regularidad u ∈ W 1,2(0, T ; V ), σ ∈ W 1,2(0, T ; Q).

Dependencia de la solución de PV con respecto a las perturbaciones

del operador B. Se dispone de resultados equivalentes a los de secciones

anteriores. Para cada θ > 0 se plantea un problema PVθ de la forma (9.3.3)–

(9.3.4) donde Bθ es una perturbación de B y j : V → IR+ está dada por

(10.2.2). Se tiene el siguiente teorema.

Teorema 10.2.2. Suponemos que se verifican las condiciones del Teore-

ma 10.2.1 y además (9.3.1), (9.3.2) y (9.3.6). Entonces, la solución uθ ∈

W 1,2(0, T ; V ) del problema PVθ converge a la solución u ∈ W 1,2(0, T ; V ) del

problema PV , esto es,

ĺım
θ→0

‖uθ − u‖C([0,T ];V ) = 0.

Además, ĺım
θ→0

‖σθ − σ‖C([0,T ];Q) = 0,

donde σθ es el campo de tensiones definido por (9.3.5).

10.3. Contacto viscoelástico con rozamiento vis-

coelástico

Planteamiento mecánico del problema de contacto. Nos situamos en las

condiciones generales descritas en la Sección 5 relativas al problema de contacto

unilateral entre un sólido deformable y un obstáculo, también deformable. El
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contacto se modeliza con una ley viscosa tanto para el contacto en la dirección

normal como para el rozamiento. En estas condiciones, podemos modelizar el

problema mecánico de contacto en la forma del siguiente problema matemático

de contorno.

PROBLEMA P : Hallar el campo de desplazamientos u : Ω × [0, T ] → Rd y

el campo de tensiones σ : Ω × [0, T ] → Sd tales que, para todo t ∈ [0, T ] se

verifican (10.1.1)–(10.1.4), se cumple (10.1.6) y además

(10.3.1) −σν = k|u̇ν |
q−1u̇ν , στ = −µ|u̇τ |

p−1u̇τ en Γ3 × (0, T ).

donde 0 < p, q ≤ 1. La primera expresión en (10.3.1) representa la condición

de contacto con respuesta normal viscosa, introducida en (5.4.8), (5.4.10). La

segunda expresión en (10.1.5) constituye la ley de rozamiento viscoelástica

de la forma (5.4.14)–(5.4.15). Recordamos que µ : Γ3 → IR+ es una función

positiva que representa el coeficiente de rozamiento y que la función k : Γ3 →

IR+ representa un coeficiente de resistencia ligado a las caracteŕısticas de los

materiales involucrados.

Obtención de una formulación variacional. Nos situamos en el marco

funcional general establecido en la Sección 4.1. Recordamos que el espacio V

viene dado por

V = {v = (vi) ∈ H1 : v = 0 en Γ1},

y que utilizando la desigualdad de Korn probamos que con el producto interior

definido por

(u,v)V = (ε(u), ε(v))Q, ∀u,v ∈ V,

el espacio V es de Hilbert y la norma inducida es topológicamente equivalente

a la de H1. Con ayuda del teorema de representación de Riesz, definimos F (t)

como en (10.1.8) para cada t ∈ [0, T ]. Por otra parte, sea j : V → R+ la
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función definida por

(10.3.2) j(v) =

∫

Γ3

( k

q + 1
|vν |

q+1 +
µ

p + 1
|vτ |

p+1
)
da ∀v ∈ V.

Supondremos que se verifican

(10.3.3) µ ∈ L∞(Γ3), µ ≥ 0 c.p.d. en Γ3, k ∈ L∞(Γ3), k ≥ 0 c.p.d. en Γ3,

por lo que j está bien definida. Sea (u,σ) una solución suficientemente regular

del problema P y t ∈ [0, T ]. Utilizando argumentos de convexidad deducimos

que

(σ(t)ν(t),v − u̇(t))[L2(Γ3)]d ≥ j(u̇(t)) − j(v) ∀v ∈ V,

por lo que aplicando la fórmula de Green (4.1.3) para v = v − u̇(t) y, tenien-

do en cuenta (10.1.8) y (10.1.1)–(10.1.4), se obtiene la siguiente formulación

variacional del problema P .

PROBLEMA PV : Hallar el campo de desplazamientos u : [0, T ] → V tal que

se verifican (10.1.13)–(10.1.14) y j : V → IR+ viene dada por (10.3.2).

Existencia y unicidad de solución. Es una consecuencia directa del Teo-

rema 3.1.3, como se muestra a continuación.

Teorema 10.3.1. En las hipótesis (9.2.1)–(9.2.5), (9.2.8)–(9.2.10) y (10.3.3),

el problema PV tiene una única solución, de regularidad u ∈ W 1,2(0, T ; V ).

Demostración. Se prueba siguiendo los mismos pasos que en la demostración

del Teorema 10.1.1, pues sólo vaŕıan la definición del espacio V y de la función

j. En cualquier caso, dado que V es un espacio de Hilbert y j es una función

propia, convexa y continua en V (esto es, satisface (3.1.5)), se prueba fácilmente

que el problema PV está en las condiciones requeridas para el problema PA

en el Teorema 3.1.3 y en consecuencia, existe una única solución de PV de

regularidad u ∈ W 1,2(0, T ; V ), lo que concluye la demostración. 2
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Al igual que en secciones anteriores, el campo de tensiones σ definido por

(10.1.1) se prueba fácilmente que verifica σ ∈ W 1,2(0, T ; Q). Por tanto, en las

condiciones del Teorema 10.2.1, el par (u,σ) constituye la única solución débil

de P , de regularidad u ∈ W 1,2(0, T ; V ), σ ∈ W 1,2(0, T ; Q).

Dependencia de la solución de PV con respecto a las perturbaciones

del operador B. Se dispone de resultados equivalentes a los de secciones

anteriores. Para cada θ > 0 se plantea un problema PVθ de la forma (9.3.3)–

(9.3.4) donde Bθ es una perturbación de B y j : V → IR+ está dada por

(10.3.2). Se tiene el siguiente teorema.

Teorema 10.3.2. Suponemos que se verifican las condiciones del Teore-

ma 10.3.1 y además (9.3.1), (9.3.2) y (9.3.6). Entonces, la solución uθ ∈

W 1,2(0, T ; V ) del problema PVθ converge a la solución u ∈ W 1,2(0, T ; V ) del

problema PV , en el sentido de que

ĺım
θ→0

‖uθ − u‖C([0,T ];V ) = 0.

Además, ĺım
θ→0

‖σθ − σ‖C([0,T ];Q) = 0,

donde σθ es el campo de tensiones definido por (9.3.5).

10.4. Contacto con respuesta normal amortigua-

da y rozamiento de Tresca

Planteamiento mecánico del problema de contacto. Nos situamos en las

condiciones generales descritas en la Sección 5 relativas al problema de contacto

unilateral entre un sólido deformable y un obstáculo, también deformable.

Además, la superficie de contacto está lubricada y se conoce la presión ejercida

por el lubricante. No obstante, no se experimenta deslizamiento tangencial

hasta que no se supera un cierto umbral de rozamiento. Por tanto se utiliza una
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ley viscoelástica de la forma (5.4.8), (5.4.9) para modelizar el contacto y una

ley de Tresca para el rozamiento. En estas condiciones, podemos modelizar el

problema mecánico de contacto en la forma del siguiente problema matemático

de contorno.

PROBLEMA P : Hallar el campo de desplazamientos u : Ω × [0, T ] → Rd y

el campo de tensiones σ : Ω × [0, T ] → Sd tales que, para todo t ∈ [0, T ] se

verifican (10.1.1)–(10.1.4), se cumple (10.1.6) y además

(10.4.1)





−σν = k(u̇ν)+ + p0, |στ | ≤ g,

|στ | < g =⇒ u̇τ = 0, en Γ3 × (0, T ).

|στ | = g =⇒ στ = −λu̇τ , λ ≥ 0,

La primera expresión en (10.4.1) representa la condición de contacto con res-

puesta normal viscosa amortiguada, introducida en (5.4.8), (5.4.9), por lo que

la presión en el contacto σν depende de la velocidad en la dirección de la nor-

mal u̇ν , pero sólo bajo compresión. La segunda expresión en (10.4.1) constituye

la ley de Tresca, introducida en (5.4.13). La función p0 : Γ3 → IR+ representa

la presión ejercida por el lubricante y g : Γ3 → IR+ representa el umbral de

rozamiento que delimita el comienzo del deslizamiento tangencial. Recordamos

que r+ denota la parte positiva de r, esto es r+ = máx {0, r}.

Obtención de una formulación variacional. Nos situamos en el marco

funcional general establecido en la Sección 4.1. Recordamos que el espacio V

viene dado por

V = {v = (vi) ∈ H1 : v = 0 en Γ1},

y que utilizando la desigualdad de Korn probamos que con el producto interior

definido por

(u,v)V = (ε(u), ε(v))Q, ∀u,v ∈ V,

el espacio V es de Hilbert y la norma inducida es topológicamente equivalente

a la de H1. Con ayuda del teorema de representación de Riesz, definimos F (t)
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como en (10.1.8). Por otra parte, sea j : V → R+ la función definida por

(10.4.2) j(v) =

∫

Γ3

(k

2

(
(vν)+

)2
+ p0vν + g|vτ |

)
da ∀v ∈ V.

Supondremos que se verifican

(10.4.3) g, k, p0 ∈ L∞(Γ3), g, k, p0 ≥ 0 c.p.d. en Γ3,

por lo que j está bien definida. Sea (u,σ) una solución suficientemente regular

del problema P y t ∈ [0, T ]. Combinando argumentos de convexidad y las

operaciones llevadas a cabo en (9.1.12) deducimos que

(σ(t)ν(t),v − u̇(t))[L2(Γ3)]d ≥ j(u̇(t)) − j(v) ∀v ∈ V,

por lo que aplicando la fórmula de Green (4.1.3) para v = v − u̇(t) y, tenien-

do en cuenta (10.1.8) y (10.1.1)–(10.1.4), se obtiene la siguiente formulación

variacional del problema P .

PROBLEMA PV : Hallar el campo de desplazamientos u : [0, T ] → V tal que

se verifican (10.1.13)–(10.1.14) y j : V → IR+ viene dada por (10.4.2).

Existencia y unicidad de solución. Es una consecuencia directa del Teo-

rema 3.1.3, como se muestra a continuación.

Teorema 10.4.1. En las hipótesis (9.2.1)–(9.2.5), (9.2.8)–(9.2.10) y (10.4.3),

el problema PV tiene una única solución, de regularidad u ∈ W 1,2(0, T ; V ).

Demostración. Se prueba siguiendo los mismos pasos que en la demostración

del Teorema 10.1.1, pues sólo vaŕıan la definición del espacio V y de la función

j. Dado que V es un espacio de Hilbert y j es una función propia, convexa y

continua en V (esto es, satisface (3.1.5)), se prueba fácilmente que el proble-

ma PV está en las condiciones requeridas para el problema PA en el Teore-

ma 3.1.3 y en consecuencia, existe una única solución de PV de regularidad

u ∈ W 1,2(0, T ; V ), lo que concluye la demostración. 2
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Al igual que en secciones anteriores, el campo de tensiones σ está definido por

(10.1.1) y se prueba fácilmente que verifica σ ∈ W 1,2(0, T ; Q). Por tanto, en

las condiciones del Teorema 10.4.1, el par (u,σ) constituye la única solución

débil de P , de regularidad u ∈ W 1,2(0, T ; V ), σ ∈ W 1,2(0, T ; Q).

Dependencia de la solución de PV con respecto a las perturbaciones

del operador B. Se dispone de resultados equivalentes a los de secciones

anteriores. Para cada θ > 0 se plantea un problema PVθ de la forma (9.3.3)–

(9.3.4) donde Bθ es una perturbación de B y j : V → IR+ está dada por

(10.4.2). Se tiene el siguiente teorema.

Teorema 10.4.2. Suponemos que se verifican las condiciones del Teore-

ma 10.4.1 y además (9.3.1), (9.3.2) y (9.3.6). Entonces, la solución uθ ∈

W 1,2(0, T ; V ) del problema PVθ converge a la solución u ∈ W 1,2(0, T ; V ) del

problema PV en el sentido de que

ĺım
θ→0

‖uθ − u‖C([0,T ];V ) = 0.

Además, ĺım
θ→0

‖σθ − σ‖C([0,T ];Q) = 0,

donde σθ es el campo de tensiones definido por (9.3.5).

10.5. Contacto con respuesta normal amortigua-

da y rozamiento viscoso

Planteamiento mecánico del problema de contacto. Nos situamos en las

condiciones generales descritas en la Sección 5 relativas al problema de contacto

unilateral entre un sólido deformable y un obstáculo, también deformable.

Además, la superficie de contacto está lubricada y se conoce la presión ejercida

por el lubricante. A diferencia de la sección anterior, el lubricante posibilita

que no exista un umbral de rozamiento. Por tanto el contacto se modeliza
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con una ley viscoelástica de la forma (5.4.8), (5.4.9) y el rozamiento con una

ley viscoelástica de la forma (5.4.14), (5.4.15). En estas condiciones, podemos

modelizar el problema mecánico de contacto en la forma del siguiente problema

matemático de contorno.

PROBLEMA P : Hallar el campo de desplazamientos u : Ω × [0, T ] → Rd y

el campo de tensiones σ : Ω × [0, T ] → Sd tales que, para todo t ∈ [0, T ] se

verifican (10.1.1)–(10.1.4), se cumple (10.1.6) y además

(10.5.1) −σν = k(u̇ν)+ + p0, στ = −µ|u̇τ |
p−1u̇τ en Γ3 × (0, T ),

donde 0 < p ≤ 1. La primera expresión en (10.5.1) representa la condición

de contacto con respuesta normal viscosa amortiguada, introducida en (5.4.8),

(5.4.9) , por lo que la presión en el contacto σν depende de la velocidad en la

dirección de la normal, pero sólo bajo compresión. Recordamos que la función

p0 : Γ3 → IR+ representa la presión ejercida por el lubricante, k : Γ3 → IR+

representa un coeficiente de resistencia ligado a los materiales involucrados y µ :

Γ3 → IR+ es una función positiva que representa el coeficiente de rozamiento.

Obtención de una formulación variacional. Nos situamos en el marco

funcional general establecido en la Sección 4.1. Recordamos que el espacio V

viene dado por

V = {v = (vi) ∈ H1 : v = 0 en Γ1},

y que utilizando la desigualdad de Korn probamos que con el producto interior

definido por

(u,v)V = (ε(u), ε(v))Q, ∀u,v ∈ V,

el espacio V es de Hilbert y la norma inducida es topológicamente equivalente

a la de H1. Con ayuda del teorema de representación de Riesz, definimos F (t)

como en (10.1.8). Por otra parte, sea j : V → R+ la función definida por

(10.5.2) j(v) =

∫

Γ3

(k

2

(
(vν)+

)2
+ p0vν +

µ

p + 1
|vτ |

p+1
)
da ∀v ∈ V.
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Supondremos que se verifican

(10.5.3) µ, k, p0 ∈ L∞(Γ3), µ, k, p0 ≥ 0 c.p.d. en Γ3,

por lo que j está bien definida. Sea (u,σ) una solución suficientemente regular

del problema P y t ∈ [0, T ]. Utilizando argumentos de convexidad deducimos

que

(σ(t)ν(t),v − u̇(t))[L2(Γ3)]d ≥ j(u̇(t)) − j(v) ∀v ∈ V,

por lo que aplicando la fórmula de Green (4.1.3) para v = v − u̇(t) y, tenien-

do en cuenta (10.1.8) y (10.1.1)–(10.1.4), se obtiene la siguiente formulación

variacional del problema P .

PROBLEMA PV : Hallar el campo de desplazamientos u : [0, T ] → V tal que

se verifican (10.1.13)–(10.1.14) y j : V → IR+ viene dada por (10.5.2).

Existencia y unicidad de solución. Es una consecuencia directa del Teo-

rema 3.1.3, como se muestra a continuación.

Teorema 10.5.1. En las hipótesis (9.2.1)–(9.2.5), (9.2.8)–(9.2.10) y (10.5.3),

el problema PV tiene una única solución, de regularidad u ∈ W 1,2(0, T ; V ).

Demostración. Se prueba siguiendo los mismos pasos que en la demostración

del Teorema 10.1.1, pues sólo vaŕıan la definición del espacio V y de la función

j. Dado que V es un espacio de Hilbert y j es una función propia, convexa y

continua en V (esto es, satisface (3.1.5)), se prueba fácilmente que el proble-

ma PV está en las condiciones requeridas para el problema PA en el Teore-

ma 3.1.3 y en consecuencia, existe una única solución de PV de regularidad

u ∈ W 1,2(0, T ; V ), lo que concluye la demostración. 2

Al igual que en secciones anteriores, el campo de tensiones σ está definido por

(10.1.1) y se prueba fácilmente que verifica σ ∈ W 1,2(0, T ; Q). Por tanto, en
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las condiciones del Teorema 10.5.1, el par (u,σ) constituye la única solución

débil de P , de regularidad u ∈ W 1,2(0, T ; V ), σ ∈ W 1,2(0, T ; Q).

Dependencia de la solución de PV con respecto a las perturbaciones

del operador B. Se dispone de resultados equivalentes a los de secciones

anteriores. Para cada θ > 0 se plantea un problema PVθ de la forma (9.3.3)–

(9.3.4) donde Bθ es una perturbación de B y j : V → IR+ está dada por

(10.5.2). Se tiene el siguiente teorema.

Teorema 10.5.2. Suponemos que se verifican las condiciones del Teore-

ma 10.5.1 y además (9.3.1), (9.3.2) y (9.3.6). Entonces, la solución uθ ∈

W 1,2(0, T ; V ) del problema PVθ converge a la solución u ∈ W 1,2(0, T ; V ) del

problema PV en el sentido de que

ĺım
θ→0

‖uθ − u‖C([0,T ];V ) = 0.

Además, ĺım
θ→0

‖σθ − σ‖C([0,T ];Q) = 0,

donde σθ es el campo de tensiones definido por (9.3.5).

10.6. El problema de Signorini en velocidades

Planteamiento mecánico del problema de contacto. Nos situamos en las

condiciones generales descritas en la Sección 5 relativas al problema de con-

tacto unilateral entre un sólido deformable y un obstáculo. En esta ocasión el

obstáculo es semi-ŕıgido, en el sentido que no es deformable como consecuencia

de la eventual compresión del cuerpo en contacto, pero, no obstante, en ausen-

cia de contacto puede desplazarse en la dirección de la normal. De esta forma

se puede modelizar una situación en la que la fundación ŕıgida está situada

sobre un muelle. En consecuencia, si el sólido deformable se separa de ella, el

muelle propicia que la fundación ŕıgida se desplace en la dirección de la normal
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hasta una nueva posición de contacto. Por otra parte, al contrario que en todos

los ejemplos anteriores de este caṕıtulo, el contacto es sin rozamiento.

En estas condiciones, podemos modelizar el problema mecánico de contacto

en la forma del siguiente problema matemático de contorno.

PROBLEMA P : Hallar el campo de desplazamientos u : Ω × [0, T ] → Rd y

el campo de tensiones σ : Ω × [0, T ] → Sd tales que, para todo t ∈ [0, T ] se

verifican (10.1.1)–(10.1.4), se cumple (10.1.6) y además

(10.6.1) σν ≤ 0, u̇ν ≤ 0, σν u̇ν = 0, στ = 0 en Γ3 × [0, T ].

La primera expresión en (10.6.1) representa que las presiones en el contacto son

de compresión. La segunda expresa que el desplazamiento en la dirección de la

normal es siempre decreciente (esto es, en todo momento aumenta la distancia

con respecto a la posición original). La tercera expresa que sólo cuando el

desplazamiento normal no vaŕıa, se producen tensiones de compresión (esto es,

la fundación semi-ŕıgida ha vuelto a una situación de contacto). Finalmente,

la cuarta expresión garantiza que el contacto es sin rozamiento, al no haber

tensiones tangenciales en la zona de contacto.

Obtención de una formulación variacional. Nos situamos en el marco

funcional general establecido en la Sección 4.1. El espacio V viene dado por

V = {v = (vi) ∈ H1 : v = 0 en Γ1}

y utilizando la desigualdad de Korn probamos que con el producto interior

definido por

(u,v)V = (ε(u), ε(v))Q, ∀u,v ∈ V,

el espacio V es de Hilbert y la norma inducida es topológicamente equivalente

a la de H1. Definimos el conjunto de velocidades admisibles por

Uad = {v ∈ V : vν ≤ 0 c.p.d. en Γ3},
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que es un subconjunto cerrado, convexo y no vaćıo de V . Por otra parte, sea

j : V → R+ la función caracteŕıstica de Uad, esto es

(10.6.2) j(v) =





0, si v ∈ Uad,

+∞, si v 6∈ Uad.

Con ayuda del teorema de representación de Riesz, definimos F (t) como en

(10.1.8). Sea (u,σ) una solución suficientemente regular del problema P y

t ∈ [0, T ]. De la definición de Uad y de (10.6.1) se deduce que

σ(t) · (v − u̇(t)) ≥ 0 ∀v ∈ Uad.

En consecuencia, aplicando la fórmula de Green (4.1.3) para v = v − u̇(t) y,

teniendo en cuenta (10.1.8) y (10.1.2)–(10.1.4), se obtiene que

(σ(t), ε(v − u̇(t)))Q ≥ (F (t),v − u̇(t))V ∀v ∈ Uad.

Tenemos la siguiente formulación variacional del problema P .

PROBLEMA PV : Hallar el campo de desplazamientos u : [0, T ] → V tal que

se verifican (10.1.13)–(10.1.14) y j : V → IR+ viene dada por (10.6.2).

Existencia y unicidad de solución. Es una consecuencia directa del Teo-

rema 3.1.3, como se muestra a continuación.

Nótese que en este caso D(j) = Uad ( V por lo que en este estudio podemos

reinterpretar la hipótesis (9.2.10) como

(10.6.3) (Aε(u0), ε(v))Q ≥ (F (0),v)V , ∀v ∈ Uad.

Teorema 10.6.1. En las hipótesis (9.2.1)–(9.2.5), (9.2.8)–(9.2.9) y (10.6.3),

el problema PV tiene una única solución, de regularidad u ∈ W 1,2(0, T ; V ).

Demostración. Se demuestra siguiendo los mismos pasos que en la demostración

del Teorema 10.1.1, pues sólo vaŕıan la definición del espacio V y de la función
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j. Dado que V es un espacio de Hilbert y j es una función propia, convexa y

continua en V (ver Sección 1.2), y por tanto satisface (3.1.5), se prueba fácil-

mente que el problema PV está en las condiciones requeridas para el problema

PA en el Teorema 3.1.3. En consecuencia, existe una única solución de PV de

regularidad u ∈ W 1,2(0, T ; V ), lo que concluye la demostración. 2

Al igual que en secciones anteriores, el campo de tensiones σ está definido por

(10.1.1) se prueba fácilmente que verifica σ ∈ W 1,2(0, T ; Q). Por tanto, en las

condiciones del Teorema 10.6.1, el par (u,σ) constituye la única solución débil

de P , de regularidad u ∈ W 1,2(0, T ; V ), σ ∈ W 1,2(0, T ; Q).

Dependencia de la solución de PV con respecto a las perturbaciones

del operador B. Se dispone de resultados equivalentes a los de secciones

anteriores. Para cada θ > 0 se plantea un problema PVθ de la forma (9.3.3)–

(9.3.4) donde Bθ es una perturbación de B y j : V → IR+ está dada por

(10.6.2). Se tiene el siguiente teorema.

Teorema 10.6.2. Suponemos que se verifican las condiciones del Teore-

ma 10.6.1 y además (9.3.1), (9.3.2) y (9.3.6). Entonces, la solución uθ ∈

W 1,2(0, T ; V ) del problema PVθ converge a la solución u ∈ W 1,2(0, T ; V ) del

problema PV en el sentido de que

ĺım
θ→0

‖uθ − u‖C([0,T ];V ) = 0.

Además, ĺım
θ→0

‖σθ − σ‖C([0,T ];Q) = 0,

donde σθ es el campo de tensiones definido por (9.3.5).
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Notas bibliográficas a la Parte II

Caṕıtulo 4. Más detalles relativos a los espacios funcionales de Sobolev

pueden encontrarse en [1, 12, 51, 73] y, con una orientación más aplicada

a la f́ısica matemática, en [93, 94]. Una demostración de la desigualdad de

Korn puede verse, por ejemplo, en [55, pág. 79]. Más detalles sobre la teoŕıa y

aplicación del Método de los Elementos Finitos (M.E.F.) pueden encontrarse,

entre otros, en [6, 15, 33, 34, 46, 84, 85, 95]. En concreto recomendamos [15]

para un estudio profundo de los operadores de interpolación y las cotas de

error que se obtienen. El resultado expresado en (4.2.8) se demuestra en el

caso escalar en [59] y ha sido utilizado en numerosos trabajos, por ejemplo en

[38].

Caṕıtulo 5. La teoŕıa de la mecánica de los medios continuos puede estudiarse

con detalle en [24, 32, 35, 87], entre otros. El lector interesado en el estudio de

las leyes constitutivas puede consultar, entre otras, las referencias [20, 50] para

cuestiones relativas a la realización de tests experimentales con materiales,

[16] para un estudio matemático profundo de la elasticidad tridimensional, y

[19, 22, 25, 38, 44, 55, 58] para el estudio de problemas relativos a materiales

que responden a leyes en elasticidad, viscoelasticidad y viscoplasticidad. El

procedimiento realizado en (5.3.4)–(5.3.6) está inspirado en [25, pág. 193].

La ley constitutiva en memoria larga (5.3.6) es utilizada o mencionada en,
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por ejemplo [21, 25]. Otras formulaciones alternativas las encontramos en [95]

o en [22, 58, 88]. El lector interesado en un estudio de carácter general de

los fenónemos de contacto puede consultar, entre otros, [45, 46, 53, 56, 60,

74]. El contacto sin rozamiento entre un sólido deformable y un obstáculo no

penetrable fue introducido por primera vez por Signorini en 1933, para el caso

de materiales elásticos, ver [77]. La existencia y unicidad de solución puede

consultarse en [30] y su aproximación numérica en [46].

Caṕıtulo 6. Gran parte de los contenidos de este caṕıtulo se encuentran

publicados con mayor detalle en [67]. Para consultar las referencias relativas

al problema de Signorini nos remitimos a las ya expuestas para el caṕıtulo

anterior. En la demostración de la propiedad de equivalencia expresada en

el Teorema 6.3.1 no se ha utilizado la ley de comportamiento. De hecho los

mismos argumentos se utilizan, por ejemplo, en [38, 65] para probar la equiva-

lencia entre soluciones a formulaciones variacionales relativas a otros problemas

mecánicos diferentes de nuestro problema P . Los contenidos relativos al resul-

tado de convergencia Teorema 6.3.4 de la Sección 6.4 han sido parcialmente

publicados en [70]. Los resultados de la Sección 6.6 están incluidos y ampliados

en [80].

Caṕıtulo 7. La condición de contacto con respuesta normal fue introducida

en [54]. Posteriormente, ha sido utilizada en gran número de trabajos, como

por ejemplo [4, 5, 28, 29, 46, 48, 49, 63], asociada a una gran variedad de leyes

de comportamiento. Los resultados de este caṕıtulo se encuentran publicados

en [71].

Caṕıtulo 8. Los problemas de contacto con condiciones de no interpenetración

ni rozamiento entre dos cuerpos linealmente elásticos han sido ampliamente es-

tudiados en [39, 40, 41, 42]. El estudio variacional de este problema entre dos

cuerpos viscoplásticos ha sido realizado en [65] y su aproximación numérica
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en [38]. Algunos resultados de este caṕıtulo han sido incluidos en [68]. Ha

sido fundamental para la presentación de simulaciones numéricas el trabajo

previo de otros miembros del grupo como los profesores Burguera y, especial-

mente, Fernández Garćıa. De hecho, remitimos a la tesis de doctoramiento de

Fernández Garćıa [28] y las referencias alĺı incluidas para un estudio riguroso

de los problemas de contacto entre dos cuerpos y la algoŕıtmica necesaria para

la implementación de los métodos numéricos.

Caṕıtulo 9. Los resultados de existencia y unicidad de solución débil y de

dependencia continua respecto del término de memoria en este caṕıtulo pueden

consultarse en [82]. La ley de Tresca puede consultarse en [25, 57], y más recien-

temente ha sido utilizada en [2, 3]. Los resultados relativos a la aproximación

numérica pueden verse con mayor detalle en [69]. En concreto, la variante del

algoritmo de penalización-dualidad de Bermúdez-Moreno y el desarrollo de la

teoŕıa que justifica su utilización, han estado inspirados por el trabajo desa-

rrollado en [90, 91]. Los resultados de Sección 9.6 relativos a la formulación en

tensiones del problema de contacto bilateral con rozamiento dado por la ley de

Tresca y que da lugar a un nuevo tipo de inecuaciones variacionales evolutivas

de tipo Volterra, diferente de los dos principales tratados en esta memoria,

están publicados en [81].

Caṕıtulo 10. Los contenidos de este caṕıtulo representan una ampliación de

los publicados en [82]. Un estudio profundo acerca de otros problemas de con-

tacto con rozamiento en viscoelasticidad y viscoplasticidad se puede consultar

en [38]. La primera expresión en (10.2.1) y (10.3.1) de contacto viscoelástico se

emplea en [75, 79]. Finalmente, la primera expresión en (10.4.1) y (10.5.1) ha

sido utilizada en [64] para modelizar el efecto de una capa fina de lubricante,

por ejemplo aceite, a una presión conocida.
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Conclusiones y perspectivas

En la primera parte de este trabajo se han estudiado dos tipos de inecuacio-

nes variacionales evolutivas involucrando términos integrales de tipo Volterra.

Se han obtenido resultados de existencia y unicidad de solución utilizando ar-

gumentos de operadores maximales monótonos y de punto fijo. Además se ha

establecido la dependencia continua de la solución respecto a los datos, en con-

creto respecto a la función de memoria. El análisis numérico ha sido realizado

en base a estrategias de tipo Ritz-Galerkin y de integración numérica, y se han

obtenido resultados de existencia y unicidad de solución y de convergencia para

esquemas semi-discretos y totalmente discretizados.

En la segunda parte de la memoria se han estudiado anaĺıtica y numérica-

mente varios problemas de contacto con y sin rozamiento con el nexo común

de que los sólidos deformables involucrados responden a una ley constituti-

va de viscoelasticidad con memoria larga. Se han establecido formulaciones

fuertes y débiles de dichos problemas y para abordar la existencia, unicidad,

propiedades y aproximación numérica de las soluciones, se han aplicado los

resultados teóricos obtenidos en un marco abstracto en la primera parte. Tam-

bién se han presentado simulaciones numéricas que ponen de manifiesto visual-

mente aspectos teóricos relevantes como los relativos a la convergencia de la

solución viscoelástica hacia la solución elástica según la memoria se reduce o
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la convergencia de la solución de un problema con condiciones de contacto de

respuesta normal hacia la solución de un problema con condiciones de contacto

de Signorini según la rigidez del obstáculo se incrementa.

Otros trabajos siguen un esquema similar, esto es, aplicación de resultados de

inecuaciones variacionales en la resolución de problemas de contacto. Podemos

citar como ejemplos las tesis [28, 43] o los monográficos [38, 46], para mate-

riales elásticos, viscoelásticos con memoria corta y viscoplásticos. La principal

novedad que aportamos con respecto a estos y otros trabajos reside en la

incorporación de los efectos viscoelásticos de memoria larga en los modelos

mecánicos. Esto se traduce en la aparición de términos integrales de tipo Vol-

terra en las inecuaciones variacionales, lo que a su vez propicia la utilización

de unos espacios funcionales, unos operadores y unas metodoloǵıas de análisis

y aproximación numérica diferentes, que dotan, a nuestro entender, de interés

matemático a esta memoria.

Nos parece también destacable el hecho de haber obtenido un algoritmo para

la resolución efectiva de las inecuaciones variacionales de segunda especie de la

forma (9.4.16), un problema que, hasta donde alcanza nuestro conocimiento,

no hab́ıa sido resuelto satisfactoriamente con anterioridad.

A lo largo de este trabajo ha quedado patente que la mecánica del contacto es

un campo vasto que involucra numerosos dominios de la matemática aplicada,

que a grosso modo podemos englobar en modelización, análisis matemático,

análisis numérico y programación. Pese a que el progreso en los últimos años

se puede calificar de espectacular, son numerosos los problemas que siguen

abiertos, en todas y cada una de las especialidades citadas anteriormente. En

numerosas ocasiones, el avance en uno de los campos requiere del avance en

otro(s) y lo que aún es más interesante, las dificultades solventadas en uno de

ellos pueden simplificar el estudio en otro(s). Un ejemplo claro lo tenemos en
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esta memoria, dado que las formulaciones débiles de los problemas de contacto

han motivado el estudio de nuevos tipos de inecuaciones variacionales evoluti-

vas en espacios de Hilbert y, a su vez, este estudio abstracto permite demostrar

existencia, unicidad y propiedades de las soluciones débiles de aquellos. Esta

fertilización mutua es uno de los aspectos más atractivos, hoy por hoy, de la

mecánica del contacto.

En lo referente al estudio desarrollado en este trabajo, destacamos que restan

muchos problemas abiertos. En primer lugar, nótese que todos los problemas

son cuasiestáticos, por lo que una continuación natural seŕıa abordar el estudio

de problemas dinámicos. Aunque existe algún trabajo de otros autores en este

sentido (ver [31]), no hay resultado de unicidad de solución, está restringido

a un tipo concreto de ley de contacto y no tiene en cuenta el rozamiento.

Tampoco tenemos constancia de que existan resultados de análisis numérico

para el caso dinámico.

Otro aspecto interesante consiste en intentar un estudio asintótico, conforme

T → ∞, lo que imposibilita numerosas acotaciones realizadas en este trabajo.

Por otra parte, la restricción sobre la medida de la frontera de fijación es

necesaria para poder utilizar la desigualdad de Korn, instrumento clásico para

obtener resultados de unicidad, pero de ninguna manera infranqueable. La

extensión de los resultados presentados en este trabajo al caso no coercivo (i.e.

Γ1 = ∅) vale, sin duda, una investigación más profunda.

Otra v́ıa de investigación a considerar consiste en la extensión de los resultados

numéricos sobre los problemas con rozamiento a todos los casos estudiados

anaĺıticamente. Actualmente, sólo la ley de Tresca se beneficia del estudio

teórico (véase [69]). Además, convendŕıa abordar la extensión de la resolución

numérica al caso 3D.



286 Conclusiones

Finalmente, en todos los problemas de contacto con rozamiento estudiados, la

tensión normal y la tangencial están en función de potencias de la velocidad

normal y tangencial. Como se ha visto, esto está directamente relacionado con

la categoŕıa de funcionales j que están involucrados en las respectivas formula-

ciones variacionales. Una importante extensión de los teoremas de existencia y

unicidad de solución contemplaŕıa la utilización de funcionales j más generales

que dependieran a la vez de una función y su derivada y permitiŕıa aplicaciones,

por ejemplo, a problemas de contacto con respuesta normal y rozamiento (ver

por ejemplo, [38, 46, 48, 63]).

Pero los fenómenos de contacto son mucho más ricos aún. Trabajos recientes

incorporan los efectos térmicos, el desgaste, la adherencia y el daño en el es-

tudio de varios modelos involucrando materiales elásticos, viscoelásticos con

memoria corta y viscoplásticos (véase [76], donde un “state of the art” de estos

problemas está hecho con detalle). No tenemos constancia de que un trabajo

similar haya sido realizado para materiales viscoelásticos con memoria larga y,

en consecuencia, una continuación de esta memoria podŕıa incluirlo.

De la bibliograf́ıa consultada se desprende que el progreso en los últimos años

en el estudio de modelos matemáticos del contacto es impresionante. Los in-

vestigadores en mecánica del contacto pueden felicitarse por haber abierto una

brecha en su objeto de estudio, y de haber sentado los cimientos de una futura

Teoŕıa Matemática de la Mecánica del Contacto, cuyo surgimiento tenemos el

placer de contemplar.
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[27] J.R. Fernández-Garćıa, P. Hild y J.M. Viaño, Numerical approx-

imation of the elastic-viscoplastic contact problem with non-matching

meshes. Numer. Math. ,94, (2003), 501–522.
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[48] A. Klarbring, A. Mikelič y M. Shillor, Frictional contact problems

with normal compliance, Int. J. Engng. Sci. 26 (1988), 811–832.
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Contact phenomena involving deformable bodies are very common in industrial processes, for example, 
in the automotive industry, metal forming or construction, but also in everyday life. Some examples of 
that are the contact between brake pads and wheels, tires on road, piston with skirt or orthodontic wire 
with brackets. In all these cases, friction is one of the most important tribological phenomena linked to
contact. As a consequence, a considerable effort has been made in recent years in the study of different 
forms of contact and friction for a wide range of materials. Since the 60’s of the 20th century, the classical 
mechanics modelize these phenomena, which are strongly non-linear, by using differential inclusions and 
analyse them by using arguments of the theory of maximal monotone operators, which leads to 
formulations in terms of variational inequalities. The problems without friction are a first step towards the 
study of more complex and realistic problems involving friction.

On the other hand, the research in solid mechanics has overcome the classical models in elasticity, which 
had been deeply studied. Nevertheless, they were unable to describe realistic phenomena as hardening, 
relaxation, permanent deformations or aging of materials. Thus, more complex models were needed to 
solve those difficulties.

This work intends to be a contribution in this field, performing the mathematical and numerical analysis 
of several contact problems for a specific kind of materials which follow a viscoelastic with long-term
memory constitutive law. The main feature of these materials, from a mechanical point of view, is that the 
evolution of stresses and deformations does not depend just on what is happening “now” to the material, 
but also on what had happened “before”, i.e., on their history or memory. In nature, several kinds of 
polymers, gums and wood have a mechanical behaviour which fit this model. 

The contents in the manuscript are the result of the study of several contact problems for viscoelastic 
materials with long memory. Most of the main results derived are published or accepted for publication in 
specialized international journals.

We assume that the effects of the inertia are negligible, and study quasistatic problems. Some of them 
involve friction while others do not. The variational formulations obtained can be cast into two different 
abstract frameworks which consist of two different classes of evolutionary variational inequalities in 
Hilbert spaces, which at our knowledge had not been studied before. The first class, which is called 
“variational inequalities with Volterra integral term”, is associated to contact problems without friction. 
The second class, which is called “integro-differential Volterra variational inequalities”, is mainly 
associated to frictional contact problems. Their analysis is based on arguments of the theory of monotone 
operators in Banach spaces and a fixed point strategy.

Thus, the goal of this work is double. On one hand, we study the existence and uniqueness of solution, the 
properties and the numerical approximation of two different kinds of evolutionary variational inequalities
in Hilbert spaces. On the other hand, these theoretical abstract results are applied to the variational and 
numerical analysis of a variety of contact problems for viscoelastic materials with long memory. Amongst 
them, we can highlight the frictionless unilateral contact problem between a deformable body and a 
foundation which can be either rigid (in this case it is best known as contact problem with Signorini 
conditions) or deformable (where the contact is modelled by using the normal compliance conditions), the 
contact problem between two deformable bodies without interpenetration nor friction, the bilateral and 
frictional contact problem between a deformable body and a rigid foundation (where the friction is given 
by the Tresca law) or the unilateral contact problem between a deformable body and a semi-rigid obstacle 
without friction. 

In general, for each contact problem, we have performed the analysis of the existence and uniqueness of a 
weak solution, and, for the most of them, we have studied the numerical approximation of that solution, 
including error estimations by using the Finite Element Method, finite differences and numerical 
integration. For these contact problems, we have also derived numerical algorithms and implemented 
them on computer. Thus we show results of several numerical simulations for 1D, 2D and 3D test 
problems as well.
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