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Prodlogo

En el estudio variacional de diversos problemas de contacto para sélidos vis-
coeldsticos de memoria larga surgen de forma natural dos tipos de inecuaciones
variactonales evolutivas caracterizadas por la presencia de un término inte-
gral de tipo Volterra. En esta memoria desarrollamos en un marco abstracto
el andlisis matemdtico y numérico de tales inecuaciones y aplicamos los re-
sultados obtenidos a una variada gama de situaciones de contacto con y sin

rozamiento en wviscoelasticidad con memoria larga.
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NOTACIONES

Si Q es un dominio acotado de IR? (d=1,2,3), se denota:

Q, adherencia o clausura de €2,

' =09, frontera de 2,

[; (i=1,2,3), partes disjuntas de T,

med (I'1), medida de Lebesgue (d — 1)-dimensional de 'y,

C™(€Q), espacio de funciones reales continuamente diferenciables en ) hasta

las derivadas de orden m, estas incluidas,

H = [L2(Q)],
Hy = [H'(Q)),
HF = [H% (F)]d7

v, vector normal unitario exterior definido c.p.d. en I,

g, operador de deformacion,

Div, operador de divergencia,

Q={o=(0y) 0y =0, € L*(Q), 1 <i,j < d},

Q1={oc€Q: Dive € H},

L=(Q) = [L= ()"

Si X es un espacio normado y [0,7] es un intervalo de IR, se tiene:

|- |lx, normaen X,

(-,-)x, si X esun espacio pre-hilbertiano, producto interior,

L(X), espacio de funciones lineales continuas de X en X,

C([0,T]; X), espacio de funciones continuas de [0,7] en X,

L*>(0,T;X), espacio de funciones medibles definidas en (0,7") con imagen en
X y esencialmente acotadas,

(Xd={x = (2;): 2, € X, 1 <i<d},

(X = {1 =(15) :mij =75 € X, 1 <45 <d},

X" subespacio de X de dimensién finita,

Pyn, operador de proyeccién ortogonal sobre X",



2 Notaciones

Para el analisis variacional de problemas de contacto definimos:
V', espacio de Hilbert para los desplazamientos,

U,q, convexo cerrado no vacio de desplazamientos admisibles,

Yaa(t), convexo cerrado no vacio de tensiones admisibles en el instante ¢,

Yo, convexo cerrado no vacio de tensiones admisibles auxiliar.

Para el analisis numérico de problemas de contacto definimos:

V" subespacio de V de dimensién finita,

Uh,.  convexo cerrado no vacio de desplazamientos admisibles discreto,

Q", subespacio de @ de dimensién finita,

I, operador identidad,

Pon : Q — Q", proyeccién ortogonal de @ sobre Q",

T", triangulacién de Q, que suponemos poliédrico en IR? y compatible con
la particién de T,

T" elemento finito arbitrario de 77",

Py(Th), espacio de polinomios de grado menor o igual a [ definidos sobre T",

1", operador de interpolacién global sobre V",

Hﬂ, operador de interpolacion lineal a trozos en I's.

Otras definiciones:

I;, tensor identidad d-dimensional,

S4, conjunto de matrices cuadradas de orden d simétricas,

f, f, primera y segunda derivada temporal de f,

¢, constante positiva,

¢(p1, ... ,pn), constante positiva en funcién de los valores de pq,...,p,, n > 1,
c.t.p., casi todo punto, esto es, salvo un conjunto de medida nula,

c.p.d., casi por doquier, esto es, salvo en conjunto de medida nula.



Introduccion

Los fenémenos de contacto involucrando cuerpos deformables abundan en los
procesos industriales, como por ejemplo en el sector automovilistico, el sidertr-
gico o el de la construccién, pero también en la vida cotidiana. Los ejemplos de
ello son numerosos y variados, como se advierte simplemente con citar el con-
tacto de las pastillas de freno con la rueda, de los neumaéticos con la carretera
o del alambre con los “brackets” dentales en ortodoncia. En todos estos casos,
el rozamiento es uno de los fenémenos tribologicos mas importantes asociados
al contacto. Por esta razon existe una extensa literatura dedicada al estudio de
las distintas formas de contacto y rozamiento para una amplia variedad de ma-
teriales. Con gran impulso desde los anios 60, la mecénica clasica modeliza estos
fenémenos fuertemente no lineales mediante inclusiones diferenciales y aborda
su estudio con argumentos de la teoria de operadores maximales mondtonos,
lo que conduce a formulaciones en base a inecuaciones variacionales. Los pro-
blemas sin rozamiento constituyen una primera aproximacion en el estudio de
problemas mas realistas que si lo tengan en cuenta. Detalles sobre la mode-
lizacién y el andlisis variacional y numérico de los problemas de contacto con

y sin rozamiento se encuentran, por ejemplo, en [38, 46, 52, 61, 76, 86].

Por otra parte, la investigacién en mecénica de sélidos deformables se ha visto

enriquecida en las ultimas décadas con la superacion de los clasicos modelos en



4 Introduccion

elasticidad, que habian sido estudiados en gran detalle a lo largo del siglo XX.
Su incapacidad para describir fenémenos reales como, por ejemplo, el endu-
recimiento, la relajacion, las deformaciones irreversibles o el envejecimiento
ha hecho necesario el estudio de modelos més complejos que nos permitan
afrontar y dar cumplida respuesta a estas dificultades. Consultar, por ejem-
plo, [19, 20, 38, 50, 58, 88] para el estudio de modelos en viscoelasticidad o

viscoplasticidad.

El presente trabajo pretende aportar una contribucién en este campo, rea-
lizando el andlisis matematico y numérico de varios problemas de contacto
para una clase concreta de materiales, los viscoelasticos de memoria larga. La
principal caracteristica de estos materiales, desde el punto de vista mecanico,
es que la evolucion de tensiones y deformaciones no depende solamente de
lo que esté sucediendo “ahora” en el material, sino que depende también (en
mayor o menor medida) de lo que le ha sucedido “antes”, esto es, de su histo-
ria o memoria. En la naturaleza, diversos tipos de polimeros, gomas, pastas y

maderas tienen un comportamiento mecanico que se ajusta a esta descripcion.

Los contenidos que se presentan son el resultado del estudio de diversos pro-
blemas de contacto en viscoelasticidad con memoria larga, con y sin roza-
miento y en su mayor parte estan publicados o pendientes de publicaciéon en
67, 68, 71, 72, 80, 81, 82]. Las formulaciones variacionales que se obtienen
pueden englobarse en dos clases de inecuaciones variacionales evolutivas di-
ferentes. El primer tipo, que hemos denominado “inecuaciones variacionales
con término integral de tipo Volterra” estd asociado a los problemas de con-
tacto sin rozamiento. El segundo tipo, que hemos denominado “inecuaciones
variacionales integro-diferenciales de Volterra”, a problemas de contacto con

rozamiento, mayormente.

Por tanto, el objetivo de este trabajo es doble. Por una parte, se estudian la
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existencia y unicidad de solucion, las propiedades y la aproximacién numérica
de dos clases de inecuaciones variacionales evolutivas, pero al mismo tiempo,
estos resultados tedricos son aplicados al andlisis variacional y numérico de
una variada gama de problemas de contacto con y sin rozamiento para sélidos

viscoelasticos de memoria larga.

El texto se presenta estructurado en dos partes. La Parte I estd dedicada al
estudio de dichas inecuaciones variacionales evolutivas en un marco abstracto.
Los resultados generales asi obtenidos son aplicados en la Parte II a varios pro-
blemas de contacto. Un tercer tipo de inecuaciones variacionales evolutivas de
tipo Volterra se estudia en la Seccion 9.6, si bien en este caso limitamos su estu-
dio al contexto de un problema de contacto concreto. Ambas partes comienzan
con capitulos en que se repasan conceptos y resultados fundamentales para el
trabajo posterior. De esta forma, la Parte I consta de un capitulo dedicado al
analisis variacional abstracto en espacios de Banach, mientras que la Parte II
comienza con dos capitulos en que se repasan aspectos basicos de los espacios
funcionales utilizados en mecdanica de sélidos y se dan los primeros pasos en la

formulacién mecédnica de los problemas de contacto que nos interesan.

Esta distribucién de los contenidos de la memoria facilita, a nuestro entender, el
acceso directo tanto a los resultados puramente tedricos relativos a inecuaciones
variacionales evolutivas con término integral de Volterra (Parte I), como a los
resultados relativos al contacto con y sin rozamiento en viscoelasticidad con

memoria larga (Parte II), segun los intereses del lector sean unos u otros.

En general, para cada problema de contacto, la intencién ha sido la de partir
del modelo mecanico para cubrir en sus aspectos tedricos y practicos el estu-
dio de la existencia y unicidad de soluciéon débil, su aproximacién numérica,
el andlisis del error, y eventualmente la implementacion en ordenador de un

algoritmo que permita realizar simulaciones numéricas. La notacién empleada
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para identificar cada tipo de problema pretende ser coherente con esta idea
base. De esta manera, en cada capitulo o seccién se denota por P, PV, PV" y
PV"* al problema de contacto en su forma diferencial, en su forma variacional,
al problema aproximado con discretizacion espacial y al problema aproximado

con discretizacion espacial y temporal, respectivamente.

Se han utilizado ciertas convenciones tipograficas. Asi, las magnitudes tenso-
riales y vectoriales se escriben en negrita, los indices repetidos denotan suma
y el indice tras una coma denota derivacién respecto a la variable espacial

correspondiente a ese indice.

Cada una de las dos partes esta estructurada en varios capitulos y estos, a
su vez, en secciones. La numeracion de todos los capitulos es, no obstante,
consecutiva. Las expresiones mateméticas (ecuaciones e inecuaciones) estan
numeradas por capitulo, seccién y orden de aparicién. De esta forma, (7.2.6)
hace referencia a la sexta expresion numerada de la segunda seccion del séptimo
capitulo. Los teoremas, lemas, corolarios y observaciones estan numerados con-
secutivamente, dentro de cada seccion, por su orden de aparicion. Las figuras
se numeran también por orden de apariciéon en cada seccién, pero de forma in-
dependiente. Cada una de las dos partes se finaliza con un apartado con notas
relativas a las referencias bibliograficas utilizadas por el autor o directamente

relacionadas con los temas que se tratan.

Dos ejemplos paradigmaticos de contacto con y sin rozamiento. Para
el lector interesado en realizar una lectura secuencial de este trabajo, motiva-
mos el estudio tedrico de las inecuaciones variacionales evolutivas de Volterra
que se realiza en la Parte I con dos ejemplos concretos de aplicaciéon a un pro-
blema de contacto sin rozamiento y otro con rozamiento. No obstante, dado
que las definiciones y resultados matematicos que nos permiten realizar una

exposicion rigurosa de la formulaciéon mecénica de un problema de contacto no
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se introducen hasta el Capitulo 4, no podremos entrar en detalles aqui.

Contacto unilateral sin rozamiento. Supongamos que un cuerpo soélido de-
formable esta bajo la influencia de campos de fuerzas externas que actian
bien sobre una parte de su superficie bien sobre la totalidad de su volumen.
Ademas, el cuerpo esta fijado en una parte de su superficie y en otra parte
estd en contacto (o puede llegar a estarlo) con un obstdculo no deformable,
que recibe el nombre de fundacion rigida. El contacto es de tal forma que, de
producirse, origina en cada punto de la interfaz de contacto una reaccién, por
parte de la fundacion rigida no penetrable, sobre el sélido deformable en la di-
reccién opuesta a la normal, pero esta es inexistente en la direccién tangencial
(ausencia de rozamiento). Como consecuencia, no hay esfuerzos tangenciales
en la zona de contacto. Ademas, el cuerpo puede separarse de la fundaciéon
(contacto unilateral). Este tipo de contacto se denomina unilateral sin roza-
miento. Esta situacién la podemos observar graficamente en la Figura .1 (con

las notaciones introducidas en el Capitulo 5).

X1

X2

Figura I.1: Contacto unilateral sin rozamiento.

Esta situacién fisica se modeliza matematicamente por medio de un problema

de contorno que exponemos a continuacion.
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PROBLEMA P: Hallar el campo de desplazamientos u : Q x [0,T] — RY y el

campo de tensiones o : Q0 x [0,T] — Sy tales que, para todo t € [0,T],

a(t):As(u(t))—I—/OtB(t—s)s(u(s))ds en Q
Dive(t)+ fot) =0 en Q,

ut)=0 en T,

ot = fo(t) en T,

oo (D (t) = 0; u,(t) < 0; 0 (t) <05 0,(1) =0 en Ty,

Explicamos ahora someramente el significado fisico de las expresiones que com-
ponen el problema P recordando que seran tratadas con mayor detalle en las
secciones 5.2, 5.3 v 5.4. La primera expresion en P es la ley de comportamien-
to de los materiales viscoeldsticos de memoria larga. El término integral es
el que modeliza el efecto de la memoria. La segunda expresion es la ecuacion
del equilibrio, que gobierna el proceso de deformacién en un problema cuasi-
estatico. Las expresiones tercera y cuarta son las condiciones de contorno de
desplazamientos-tracciones, que traducen la fijacion y el efecto de las fuerzas
externas superficiales. Finalmente, las expresiones de la ultima fila en P repre-
sentan las condiciones de contacto, llamadas de Signorini. Por tanto, el cuerpo
deformable puede entrar en contacto, a lo largo de I's, con un obstaculo del
que se puede separar pero que no se deja penetrar y que reacciona al contacto
con una presién, a priori no conocida, en la direccion opuesta al vector normal

exterior v.

Tras diversas operaciones estandar sobre el problema P se obtiene una formu-

lacion variacional, que exponemos a continuacion.
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Figura [.2: Contacto bilateral con rozamiento.

PROBLEMA PV: Hallar el campo de desplazamientos w : [0, T] — V tal que

u(t) € V.~ (Ae(u(t).=(v = u(t)o > (F(1).v ~ u(t))y
o / B(t — s)e(u(s)) ds, e(u(t) — v))o,

para todo v € Uyq y todo t € [0,T].

Observamos que PV es basicamente una inecuacién variacional evolutiva es-
tablecida sobre un espacio de Hilbert V' cuya funcién incégnita debe pertenecer
para cada t € [0,7] a un subconjunto U,y. La principal caracteristica de este
problema es la presencia del término integral, lo que la hace pertenecer a una
familia de inecuaciones variacionales evolutivas susceptible de ser estudiada en

un contexto més general. A ello dedicamos el Capitulo 2.

Contacto bilateral con rozamiento. Supongamos la misma situacién del cuerpo
solido deformable que puede entrar en contacto con una fundacion rigida. Si el
contacto es de tal forma que permite que el cuerpo se deslice tangencialmente
sobre la fundacién rigida, pero que no pueda separarse de ella, estamos en un
caso de contacto bilateral. Finalmente, el mencionado deslizamiento tangencial

solo puede ocurrir cuando las tensiones tangenciales originadas por el proceso
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de deformacion del cuerpo sobre la zona en contacto alcanzan un cierto umbral
llamado umbral de rozamiento, que depende de las caracteristicas reologicas de
los materiales involucrados (i.e., el cuerpo deformable, la fundacién rigida y un
eventual lubricante en la interfaz). Una vez alcanzado dicho umbral, no puede
ser superado y determina la velocidad con que se producen los deslizamientos
tangenciales. Cuando el umbral de rozamiento es fijo y conocido a priori, estas
condiciones sobre tensiones y deslizamientos tangenciales se conocen como ley
de Tresca para el rozamiento. Esta situacion fisica la podemos observar grafi-
camente en la Figura 1.2 (con las notaciones introducidas en el Capitulo 5)
y se modeliza mateméaticamente por medio de un problema de contorno que

exponemos a continuacion.

PROBLEMA P: Hallar el campo de desplazamientos u : Q x [0,T] — R? y el

campo de tensiones o : Q0 x [0,T] — Sy tales que, para todo t € [0,T],

o(t) = Ae(u(t)) + /0 B(t —s)e(u(s))ds en €,
Dive(t)+ fo(t) =0 en
u(t)=0 en Iy,
ot)v = fy(t) en Iy,
uy(t) =0, lo-(t)] <y,

) <g = u.(t)=0, en I,

=g = IN>0, o.(t) = —Au.(t),
u(0) = ug en (.

o (
(

|0'T

Al igual que en el caso anterior, explicamos brevemente el significado fisico de
las expresiones que componen el problema P que recordamos seran tratadas
con mayor detalle en las secciones 5.2, 5.3 y 5.4. Las cuatro primeras ecua-
ciones son ya conocidas. La primera expresion en la quinta fila representa la

condicion de contacto bilateral, que impide desplazamientos en la direccion de
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la normal v en la zona de contacto, por lo que este se mantiene durante todo
el tiempo de observacion. El resto de expresiones de este grupo constituyen
la ley de rozamiento de Tresca, donde g > 0 denota el umbral de rozamiento.
Finalmente, la tltima condiciéon representa los desplazamientos iniciales u,

que son conocidos.
Una formulacion variacional del problema P es la siguiente.

PROBLEMA PV: Hallar el campo de desplazamientos w : [0, T] — V tal que

(Ae(u(t)), e(v —u(t)))q +j(v) — j(u(t))
+ (/0 B(t — s)e(u(s))ds,e(v —u(t)))g
> (F(t),v —u(t))y Yo €V, pct. t € (0,7),

u(0) = uy.

Observamos que PV consiste en una inecuacién variacional evolutiva estable-
cida sobre un espacio de Hilbert V' y expresada en términos de la derivada
temporal de su funcién incégnita y de un determinado funcional j, junto con
una condicion inicial dada. Una de las principales caracteristicas de este proble-
ma es, ademds de la intervencion del término integral de Volterra, la presencia
de derivadas temporales de la funcién incégnita y de un dato inicial. El pro-
blema PV pertenece a una familia de inecuaciones variacionales evolutivas
susceptible de ser estudiada en un contexto mas general. A ello dedicamos el

Capitulo 3.






Parte 1

Inecuaciones variacionales de

Volterra en espacios de Hilbert

Estudiamos en esta parte dos tipos de inecuaciones variacionales evolutivas
caracterizadas por la presencia de un término integral de tipo Volterra. En
el Capitulo 1 repasamos algunos resultados generales de inecuaciones varia-
cionales en espacios de Banach. En el Capitulo 2 se estudia el primer tipo de
inecuaciones y en el Capitulo 3 el segundo. El estudio se refiere fundamen-
talmente a la existencia y unicidad de soluciéon y su aproximacién numérica,
ademéas de propiedades adicionales tales como la dependencia de la solucién

respecto del término integral.
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Capitulo 1

Algunos resultados de analisis

variacional y numérico

En este capitulo recordamos algunos resultados de analisis funcional y nu-
mérico que seran necesarios para el estudio de los dos tipos de inecuaciones
variacionales evolutivas en espacios de Hilbert en que estamos interesados.
Consisten principalmente en algunos resultados de inecuaciones variacionales
elipticas y de evolucién y otros elementos de andlisis funcional que nos seran
de gran ayuda, como el Teorema del punto fijo de Banach, la existencia de
subsucesiones convergentes en la topologia débil o desigualdades notables como
la de Gronwall. Ademas, introducimos los espacios de funciones con valores
vectoriales C'([0,T]; X) y WkP(0,T; X), donde [0, 7] C IRy X es un espacio de
Banach, que seréan de gran utilidad para describir el comportamiento evolutivo
de las soluciones. En lo tocante al analisis numérico, se recuerdan resultados

de aproximacion de Ritz-Galerkin y otros de integracion numérica.

15
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1.1. Espacios de funciones con valores vecto-

riales

Dado un espacio de Banach (X, || - || x), definimos C([0,T]; X)) como el espacio
de las funciones continuas definidas en [0,7] C IR con valores en X. El espacio
C([0,T]; X) es de Banach con la norma del maximo, esto es, dada una funcién
f e C([0,T]; X), se tiene

Il = mix 172

Dado un subconjunto X, C X, utilizaremos la notacién C([0,T]; Xy) para
referirnos a las funciones f € C([0,7]; X) tales que f(t) € X, para todo
te0,7].

Por otra parte, una funcién f : [0,7] — X se dice fuertemente derivable en
d
to € (0,T) si existe un elemento d—‘};(to) € X llamado derivada fuerte de f en

to, tal que

df

mw Flto+h) — f%»—%uw]:o

X
Una funcién f : [0,7] — X se dice medible si existe un subconjunto £ C [0, 7]
de medida nula y una sucesion (f,,)nen de funciones constantes a trozos f,, :

[0,7] — X tal que || fn(t)— f(t)||x — 0 cuando n — oo, para todo t € [0, T]\ E.

Ademés, se dice que f: [0, 7] — X es integrable si existe una sucesion ( f,)nen

de funciones constantes a trozos f, : [0,7] — X tal que

T
lm [ [|fu(t) = f(£)l|x di = 0.

n—oo 0

En ese caso, se define la integral sobre cualquier intervalo [t,ts] C [0,T] por

/hﬂﬂﬁzlml " e

n—oo t
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Teorema 1.1.1. (de Bochner). Una funcion f : [0,T] — X medible es inte-

grable si y solamente si la aplicacion t — ||f(t)||x : [0,T] — Ry es integrable.

H/ fyar| /0||f Dl .

Sea p, 1 < p < oo. El espacio de Lebesgue LP(0,7;X) es el conjunto de

Ademas,

las clases de funciones medibles f : (0,7) — X, tales que la aplicacién t —
|| f(t)||x pertenece a LP(0,T"). Se verifica que LP(0,T'; X) es un espacio vectorial

normado con la norma
T 1
flor = ([ M@ d)" sit<p<os
0

Il = inf{e > 0 | (1)l < e, parac.tp. t € (0,T)}  sip=oc.

Por otra parte, tenemos los siguientes resultados.

Teorema 1.1.2. (1) L*(0,T;X), 1 < p < o0, es un espacio de Banach.

(2) Si X es un espacio de Hilbert con el producto escalar (-,-)x, entonces

L*(0,T; X) es también un espacio de Hilbert con el producto escalar

T
(u7v)L2(O,T;X) - / (u(t),v(t))xdt vua Gl L2(0,T,X)
0

(3) L7(0,T; X) C L0, T; X), con inyeccion continua, 1 < g < r < oo.
(4) Si X es un espacio de Hilbert, entonces
/ , 1 1
LP(0,7;X) = L0, T;X), sil<p g<oo, —+-=1,
p g

LY0,T: X) = L>(0,T; X)

donde LP(0,T; X)" representa el dual del espacio L?(0,T; X), 1 < p < oo.
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Sean u,w € L'(0,T; X). La funcién w se llama la derivada generalizada de u

sobre (0,T) de orden n si

/0 "o Bult)dt = (<1)" / L oundt, Ve e C20,T),

siendo C2°(0,T") el espacio de funciones reales infinitamente derivables, con el
soporte compacto en (0,7"). Denotamos w = @ paran =1y w = u™ para

n > 2.

Sea 1 < p < oo. El espacio de Sobolev W'?(0,T; X) es el espacio de las
funciones u : [0,7] — X tales que v € LP(0,7;X) y & € LP(0,T;X).

WhP(0,T; X) es un espacio de Banach con la norma

||u||W1p 0,T;X) Hu“ ?(0,T;X) + HUHLP((),T;X)a

para p < o0y

lullwieo o) = Ul oo o,x) + [ Lo (0,753) -

Una funcién f : [0,7] — X se dice absolutamente continua si para todo ¢ >

0, existe 6 = d(g) > 0 tal que para toda sucesién de intervalos disjuntos

(a;,bj), j € I, contenidos en [0,7] y tales que Z (b; —aj) < 6, se verifica
jel

D lIFby) = flag)llx < e

jerl

Ademas, se dice que f : [0,7] — X es lipschitziana (o de Lipschitz) si se

verifica que existe una constante positiva Ly tal que
||f<t1) — f(tQ)HX S Lf|t1 — t2| para todo tl, t2 S [O,T]

A continuaciéon recordamos algunos resultados que relacionan las funciones

absolutamente continuas y de Lipschitz con las funciones de W?(0,T; X).

Teorema 1.1.3. Sea 1 < p < 0o, X un espacio de Banach reflexivo y sea

u € LP(0,T; X). Las propiedades siguientes son equivalentes:
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(1) uw e WH(0,T; X).

(2) uw admite un representante absolutamente continuo fuertemente derivable

en casi todot € (0,T), verificandose que la funcion t — %(t) es de LP(0,T; X).
(3) Eziste ug € X y g € LP(0,T; X), tales que

u(t) = up + /Otg(s)ds vVt € [0,T].

De la demostracion del teorema precedente se deduce que, si X es un espa-
cio reflexivo, entonces toda funcién u € W?(0, T; X) es fuertemente derivable
cpd.en(0,7)yu= 2—1; c.p.d. en (0,T). Por otra parte, W1(0,T; X) se iden-
tifica con el conjunto de las funciones u : [0,7] — X absolutamente continuas

y Wh(0,T; X) con el conjunto de las funciones de Lipschitz.

Denotamos por W*?(0, T; X), k > 2, al espacio de las funciones u € L?(0,T; X)

tales que existen k funciones ¢y, ..., gr € L*(0,T; X) tales que

/ " a9 (1)t = (<1 / L 0elt), Ve CEOT), Vi = 1,2,k

donde 9 designa la derivada de orden j de ¢. Podemos entonces considerar
las derivadas sucesivas @ = g, u'? = g, ..., u¥) = g;. El espacio W*?(0,T; X)

es un espacio de Banach dotado de la norma

k
el oz = Nullaraey + 2 160z
a=1

para p < ooy el cambio usual para p = co. Disponemos del siguiente resultado

de densidad.

Teorema 1.1.4. Sea X un espacio de Banach o un subconjunto cerrado de un
espacio de Banach. Entonces, si Xq es denso en X, se verifica que C([0,T]; Xo)
es denso en C([0,T]; X).
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1.2. Inecuaciones variacionales en espacios de

Hilbert

En la demostracion de los resultados de existencia y unicidad de solucién uti-
lizaremos resultados de inecuaciones variacionales elipticas. Empezaremos esta
seccion con un resultado general y deduciremos como corolarios aquellos que
realmente vamos a utilizar. Salvo mencién expresa, X representa un espacio

de Hilbert real con producto interior (-,-)x y norma || - || x.

Recordamos ahora algunas definiciones bdsicas. Sea IR = IR U {—o00, +00}.
Decimos que una funcién j : X — IR es propia cuando j(v) > —oo para todo
v € X y es no vacio su dominio efectivo D(j) = {u € X | j(u) < co}. Decimos

que es semicontinua inferiormente (s.c.i.) en u € X cuando se verifica

lim inf j(u,) > ()

n—oo
para toda sucesion {u, },ew C X convergente hacia u. Ademads, se dice que j
es semicontinua inferiormente cuando es semicontinua inferiormente en todo
elemento de X. Finalmente, decimos que j es positivamente homogénea cuando

Jj(Av) = Aj(v) para todo A > 0y todo v € X.

Dado un subconjunto K C X se define la funcion indicatriz de K por

0 siz e K,
Ix(z) =
+oo  six e X\K.
Notese que se verifican las siguientes propiedades:
K #0 <& Ik es propia,
K es cerrado & Ik ess.c.i.,
K es convexo < Ig es convexa.

Consideramos ahora un operador A : X — X, un subconjunto no vacio K C X

y un funcional propio 7 : X — IR. Entonces, una inecuacion variacional de
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primera especie es un problema de la forma siguiente: dada f € X, hallar u

tal que
(1.2.1) ue K, (Au,v—u)x > (f,v—u)x VYveK.

Una inecuacion variacional de sequnda especie es un problema de la forma

siguiente: dada f € X, hallar u tal que

(1.2.2) ue X, (Au,v—u)x +jv)—ju) > (fiv—u)x VYveX.

Notese que tomando j = [k, funcién indicatriz del conjunto K, se obtiene
la expresién (1.2.1) como caso particular de (1.2.2). Con vistas a demostrar
resultados de existencia y unicidad de solucién para estos problemas, hacemos

las siguientes hipotesis:

A: X — X es un operador fuertemente monétono

y lipschitziano en X, i.e.

(a) existe m > 0 tal que

(1.2.3)
(Au— Av,u —v)x > mllu—v|}% Vu,ve X,
(b) existe M > 0 tal que
|Au — Av||x < M||lu—v||x VYu,veX.
(1.2.4) j : X — IR es propio, convexo y s.c.i.

En estas condiciones, tenemos el siguiente resultado de existencia y unicidad

de solucién para las inecuaciones variacionales de segunda especie.

Teorema 1.2.1. Sea X un espacio de Hilbert. Bajo las hipdtesis (1.2.3) y
(1.2.4), se verifica que para todo f € X, la inecuacion variacional (1.2.2) tiene
una unica solucion. Aun mds, la solucion es Lipschitz dependiente respecto a

f. Esto es, dados f1 y fa, sean uy y ug las soluciones respectivas de (1.2.2).
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Entonces,

1
lur —usllx < —1f — follx-
m

Aplicamos este resultado al caso de las inecuaciones variacionales de primera

especie.

Corolario 1.2.2. Sea X un espacio de Hilbert y K C X un subconjunto
cerrado, convexo y no vacio. Si se verifica (1.2.3), entonces para cada f €
X, existe una unica solucion de (1.2.1). Aidn mds, la solucién es Lipschitz

dependiente respecto a f.

En el caso particular j = 0 obtenemos el siguiente resultado de teoria de

operadores monotonos.

Corolario 1.2.3. Sea X un espacio de Hilbert y A : X — X un opera-
dor fuertemente mondtono y lipschitziano. Entonces, para cualquier f € X la
ecuacion Au = f tienen una unica solucion u € X, que ademds es Lipschitz

dependiente respecto a f.

También estamos interesados en el caso en que el operador A es lineal y
estd dado por el teorema de representacion de Riesz. Sea una aplicacion bi-
lineal a : X x X — IR, X-eliptica y continua, esto es, existe un a > 0
tal que a(u,u) > oful|% para todo u € X y existe un M > 0 tal que
a(u,v) < M||u||x||v||x para todo u, v € X. Entonces, aplicando el teorema de

representacion de Riesz, podemos definir A como sigue:
(1.2.5) (Au,v)x = a(u,v) Vu,ve X.

Notese que la continuidad de a nos da la acotacion de A y, por ser lineal, se

deduce que también es lipschitziano. Aun més, dada la elipticidad de a, el
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operador A es fuertemente mondtono.

El siguiente resultado sera utilizado en el Teorema 3.4.1 y el Teorema 7.3.1,

por ejemplo.

Corolario 1.2.4. Sea X un espacio de Hilbert. Si a : X x X — R es una
aplicacion bilineal, continua y X -eliptica, j : X — IR es propia, conveza vy
s.c.i. en X yl: X — IR es una funcion lineal y continua, entonces existe una

unica solucion a la inecuacion variacional de sequnda especie

(1.2.6) ue X, alu,v—u)+j)—ju) >lv—u) YvelX.

Demostracion. La demostracién se reduce a aplicar el Teorema 1.2.1 para
A : X — X definido por (1.2.5) y f € X tal que (f,v)x = {(v) para todo
v € X, cuya existencia esta garantizada por el teorema de representacion de

Riesz. 0

El siguiente resultado sera utilizado en las demostraciones de los teoremas de

existencia de solucién del Capitulo 2.

Corolario 1.2.5. Sea X un espacio de Hilbert. Sia : X x X — R es una
aplicacion bilineal, continua y X-eliptica, K C X wun subconjunto convezo,
cerrado y no vacio y ¢ : X — IR es una funcion lineal y continua, entonces

ezxiste una unica solucion a la inecuacion variacional de primera especie

(1.2.7) ue K, alu,v—u)>Lllv—u) YveK.

Demostracion. Se demuestra con los mismos argumentos que el Corolario 1.2.4,

utilizando el Corolario 1.2.2 en lugar del Teorema 1.2.1. O

Nos serd 1til en el Capitulo 9 formular las inecuaciones variacionales de segun-

da especie como problemas de minimizacién. El siguiente teorema (ver, por
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ejemplo, [33, pag. 6]) nos proporciona un resultado en este sentido.

Teorema 1.2.6. Sean a : X x X — R una aplicacion bilineal, continua, X -
eliptica y simétrica, £ : X — R un funcional lineal y continuo y j : X — R
1

un funcional propio, convero y s.c.i. en X. Sea J(v) = za(v,v) + j(v) — £(v).

Entonces el problema de minimizacion que consiste en hallar w € X tal que
(1.2.8) J(u) < J(v), Vv e X,
tiene una solucion unica caracterizada por

ve X, alu,v—u)+j)—ju)>llv—u) VuvelX.

A continuacion, presentamos un resultado de existencia y unicidad de solucién
para inecuaciones variacionales evolutivas, demostrado en [9] y que serd uti-

lizado en el Capitulo 3 de esta memoria.

Teorema 1.2.7. Sea X un espacio de Hilbert real y sea j : X — (—o0, +00]
una funcién propia, s.c.i. y conveza. Sean, ademds, f € W12(0,T; X) yug € X
tal que

2%1(3.){“(0)’ v)x — (uo,v)x — j(v)} < +oo.

Entonces existe un inico uw € WH2(0,T; X) que verifica

w(0) =wuo, (u(t),v—ult))x +jv) —jat)) = (f(t),v —ualt))x,
c.p.d. en (0,T) y para todo v € X.
Finalmente, dado que formularemos algunas desigualdades variacionales en

términos de inclusiones subdiferenciales, recordamos aqui algunas definiciones

relevantes. Asi pues, dado un espacio de Hilbert X y una funcién 5 : X —
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(—o00, +00] se dice que esta es subdiferenciable en u € X si j(u) < 400 y existe

un G(u) € X (llamado subgradiente de j en u) tal que
jw) > j(u) + (G(u),v —u)x VvelX.

Al conjunto de los subgradientes de 7 en u € X se lo denomina subdiferencial
de j en u y se lo denota por 0j(u). La desigualdad anterior se expresa, por

tanto, de la siguiente forma equivalente
G(u) € 0j(u).

Una funciéon j subdiferenciable para todo u € X permite considerar a su
subdiferencial como un operador multivoco definido en X y que toma valores

en X.

1.3. Otros resultados preliminares

Comenzamos esta seccién con dos resultados relativos a la semicontinuidad
inferior con la topologia débil en un espacio de Banach X. Continuamos con

un lema de Gronwall y finalizamos con dos resultados de punto fijo.

Una propiedad notable de la topologia débil es que si X es reflexivo, todo
conjunto acotado contiene una sucesién convergente. La convergencia en la

topologia débil la denotamos con el simbolo “—”.

Lema 1.3.1. Sea X un espacio de Banach y sea ¢ : X — (—o0,+00] una
funcion convexra y s.c.i con la topologia fuerte. Entonces ¢ es s.c.i. con la
topologia débil. En particular, si {x,}ns0 C X es tal que x, — x en X, se
tiene

o(z) < liminf ¢(x,).

n—oo
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Lema 1.3.2. Sea X un espacio de Banach y sea a : X x X — IR una aplicacion
bilineal, simétrica, continua y X -eliptica. Entonces, dada una sucesion {x, }n>o

que converge en la topologia débil a x € X, se verifica

liminf a(z,, x,) > a(z, ).

n—oo

El siguiente resultado se conoce como Lema de Gronwall y lo utilizamos en
varias ocasiones para obtener acotaciones, tanto analiticas (ver pag. 139) como

numéricas (ver pag. 48).

Lema 1.3.3. (Gronwall). Sean u, g : [0,7] — IR, T > 0, dos funciones

continuas, verificandose para cada t € [0,T] que

u(t) < c /0 u(s)ds + g(t).

Entonces se concluye que

t
u(t) < g(t) +c / g(s)e"=9ds Yt €[0,T].
0
Ademds, si g es no decreciente,

u(t) < g(t)et VYt €0,T).

A continuacién enunciamos el teorema del punto fijo de Banach, que sera uti-
lizado con frecuencia en esta tesis para obtener resultados de existencia y
unicidad de solucién para las formulaciones variacionales de los problemas de

contacto.

Teorema 1.3.4. (de Banach de punto fijo). Sea K un subconjunto cerrado
y no vacio de un espacio de Banach X. Sea T : K — K wuna aplicacion

contractiva con constante de contractividad o € [0,1), i.e.,

IT(u) =T <aflu—vl Yu,vekK
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Entonces eziste un iunico v € K tal que u = T(u). Ademds, para ug € K
arbitrario, la sucesion definida por u,+1 = T(uy,), n >0, es convergente a u y

se verifica la estimacion de error

n

o
|tn — ul|x < 1 |uo — s x.

—

Dado un operador T, definimos sus potencias de forma recursiva por T™ =
T(T™ ') para m > 2. A continuacién enunciamos y demostramos un corolario

que nos sera de gran utilidad con posterioridad:

Corolario 1.3.5. Sea K un subconjunto cerrado y no vacio de un espacio de
Banach X. Sea T : K — K una aplicacion tal que existe un m € IN para el
que T™ es una contraccion. Entonces, T tiene un unico punto fijo en u € K
y la sucesion definida por u,4+1 = T(u,), n > 0 converge a u para cualquier

U()EK.

Demostracion. Por el Teorema 1.3.4, la aplicacién T™ tiene un tinico punto
fijo u € K. Dado que T™(u) = u, obtenemos T (T (u)) = T'(u). Entonces,
T(u) € K también es punto fijo de 7. Dado que 7™ sé6lo puede tener un
punto fijo, concluimos que T'(u) = wu, i.e. u es también punto fijo de T. La
unicidad del punto fijo de T se deduce de que es unico para T™. Por otra

parte, dado ug € K y definiendo u; = T'(u;_1), j=1,...,m — 1, la sucesién

{tmntjtnzo = {(T™)" (w;) }nz0

converge a u para cualquier 7 = 0,1,..., m—1. Como consecuencia, la sucesién

{ty }n>0 converge a u. O
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1.4. Aproximacion de tipo Ritz-Galerkin

La idea basica que subyace en una estrategia de tipo Ritz-Galerkin en espacios
de Hilbert de dimensién infinita es la de aproximar sus elementos con sucesiones
de elementos de subespacios de dimension finita creciente. En ocasiones, para
demostrar resultados de convergencia, necesitaremos algunas hipotesis mas

fuertes, como se muestra en lo que sigue.

Sean X e Y espacios de Hilbert y Xy C X un subconjunto convexo cerrado y
no vacfo de X. Sean, por otra parte, X" C X e Y" C Y (h — 0) familias de

subespacios de dimensién finita y X C X, N X"

Teorema 1.4.1. Sea X" un subespacio del espacio de Hilbert X. Sea A : X —
X un operador simétrico y eliptico, lo que implica que existen o >0 y M > 0
tales que (Av,v)x > a||v||% ¥ ||Av|lx < M||v||x para todo v € X. Dado un

elemento v € X existe un unico elemento P)’?hv tal que
A h A y h
Pinv € X" |[Pynv—v]la= Mf |v—w"|a,
wheXxh

siendo || - || la norma dada por |v||4 = (Av,v)x para todo v € X. Este

elemento P)féhv satisface
(Pgnv — v, Au")x =0 Y uw" e X"
Reciprocamente, si un elemento v" € X" satisface
(" — v, AuMx =0 V" e X",

entonces Pﬁhv = oM. El operador P)‘?h : X — X" definido de esta forma es tal
que

IPgrvlla < llvlla,

o también |Pgavllx < /2 |v|x-
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Observacién 1.4.2. En el teorema anterior, si A es el operador identidad,
A =1, denotamos al operador de proyeccion por Pxn. Una version mds gene-
ral del teorema de proyeccion se puede consultar en [17, Teorema 8.1-1], por

ejemplo.

Supongamos que se verifican las siguientes propiedades.
[ Existe un subespacio U C X, una constante a > 0y
una funcion ¢ : U N Xy — IR, tales que :

(a) U N Xq es denso en Xo;

(1.4.1) (b) Para todo v € U N X se verifica

inf o™ — ||y < c(v) R
vhexp

(¢) Sive C([0,T];U N Xy), entonces la funcién

| ¢:t€[0,T]— c(v(t)) € Ry es tal que ¢ € C([0,T];IRy).

[ Existe un subespacio ) C Y, una constante o/ > 0y
una funcion d : Y — IR, tales que
(a) YV es denso en Y

(1.4.2) (b) Para todo 7 € Y se verifica

ot =7l < d(r) R

(¢) SiTe C(0,T);)), entonces la funcién

\ d:te[0,T] d(r(t)) € Ry es tal que d € C([0,T];Ry).

En estas condiciones podemos establecer el siguiente resultado de convergencia.

Teorema 1.4.3. Sea (u,0) € C([0,T];Xo x Y) y {(u",0")}i=0 C
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C([0,T); X} x Y) una familia dada tal que
(143)  |lu = u"lleqomx) + llo = 0" leqomy)

< ] inf t) — ot I— .
_ctgg}%{g(v;gxg u(t) —v"[|x)} + (L = Pyn)ollcqory),

donde la funcion g es tal que verifica
(1.4.4) g: R, — R, es no decreciente, g(t) — 0 cuando t — 0*.
Entonces, en las hipdtesis (1.4.1) y (1.4.2) se tiene

lim {{Ju = u"lleqomx) + o = 0" oo} = 0.
Demostracion. Para cada € > 0, existen v, € C([0,T);U N Xo) vy 7. €
C([0,T]; ) tales que
(1.4.5) |u—=vellcqomx) <€ llo=Telleqomy) <e

Entonces utilizando (1.4.1), (1.4.2), (1.4.5) y la contractividad del operador de

proyeccién Py tenemos, para todo t € [0, 7], las siguientes estimaciones:

inf [lu(t) — " x < lu(t) = ve(®)l|x + mf [oe(t) —o"||x
thXg UheXg

< e+ c(ve(t)h* < e+ [e(vo)lloqo.rimh®,
(I = Pyn)o(@)lly < llo(t) = 7e(@)lly + I7e(t) = Pyrre(t)lly

[ Pyrte(t) = Prno(t)lly < 26 + e(re())h < 26 + [le(7) leqorm A

Dado & > 2¢ arbitrario, y tomando

< i (e >/< e >W}
< min ) ’
lc(ve)lleqomm) le(r)lleqomm)

se tiene

inf |u(t) —o"||x <6, ||(I=Pyn)o@)|ly <6 Vteclo,T).

vhexh
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Por otra parte, de (1.4.4) deducimos que para todo ¢ > 0, existe dy > 0, tal que
g(r) < ¢ para todo r € (0,d]. Dado que € y por tanto § son arbitrariamente

pequenos podemos tomar § < dy y entonces,

g( inf |lu(t) —v"|x) < ¢ Ytelo,T].

UhEXSL
A partir de (1.4.3) se tiene
lo — o™ lcqomyy + llu — u*leqoryx) < ¢+,

y se deduce la convergencia por ser ¢ y ( arbitrariamente pequenos. ]

Disponemos del siguiente corolario. Su demostracién es un caso particular de

la anterior.

Corolario 1.4.4. Sea u € C([0,T]; Xo) y {u"}ns0 C C([0,T]; X&) una familia
dada tal que

_— x) < ¢ mé inf [Ju(t) —o"
[ = u®{|eqorix) < Ctg%O}Tﬂ{g(v,}ngHU() v*llx)},

donde la funcion g verifica (1.4.4). Entonces, bajo la hipdtesis (1.4.1) se tiene

lim {{|u — u"|leqoryx} = 0.

1.5. Discretizacion de la variable temporal

Las inecuaciones variacionales que nos interesan en esta memoria son evoluti-
vas, por lo que para obtener un problema totalmente discretizado que aproxime
la solucion, se requiere la discretizacion de aquellos términos que dependan de
la variable temporal. En nuestro caso, estamos interesados en aproximar un

término de la forma

(1.5.1) /t B(t — s)w(s)ds, t € [0,T],
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donde B € C([0,T]; L(X)) y w € C([0,T]; X), siendo X un espacio de Banach
y L(X) el espacio de funciones lineales continuas definidas en X con valores en
X. Para ello, consideramos primeramente una particion del intervalo temporal
0, T]:

O=to<ti<...<tp, <...<tn1<tn=T.

Definimos los pasos k, = t, —t,_1,1 < n < N y sea k = 1r<né<>§v k,. De
_n_
forma general, denotamos w; = w(tj) y en concreto, para cada instante i,
con 1 < n < N, definimos B™ = B(t, — t;), donde 0 < j < n. Nétese
que B™ = By y que un indice n o j repetido no denota suma. Ademas
el indice j no toma por defecto valores enteros entre 1 y d, como en otras
secciones. Aproximamos la expresion (1.5.1) para t = t,, mediante la férmula
de cuadratura
tn n

(1.5.2) / B(t, — s)w(s)ds ~ Za?B"’ij, 1<n<N.

Para cada instante t,, 1 < n < N, las constantes o > 0, 0 < j < n,
son los pesos de una férmula de cuadratura de n + 1 puntos en [0,t,]. En

la practica se usard la formula de trapecios compuesta, que es exacta para

funciones continuas y afines a trozos en |[0,t,], donde los subintervalos son
[t tj+1]

(1.5.3) ag =5t —to),  an =gt —tu), of = St — 1),
donde 1 < j <n — 1. Como consecuencia, se verifica

(1.5.4) ap < k/2.

Es posible utilizar otra féormula de cuadratura, siempre que los nodos sean
to, ..., t, y se verifique (1.5.4). Al aproximar el valor de la integral como en

(1.5.2), se comete el error numérico dado por

(1.5.5) I, = H/ s)ds — Za”B”’Jw]

1<n<N,

x’
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siendo por conveniencia en la notaciéon Iy = 0. Como es natural, se requiere

que I,, sea tal que
(1.5.6) lim7l, =0, 1<n<N.
Dicha condicion se verifica utilizando la férmula de trapecios compuesta.

Teorema 1.5.1. Sean w € C([0,T);X) y B € C([0,T];L(X)). El error
numérico I, cometido por la formula de cuadratura de trapecios compuesta,
definida por (1.5.3), verifica (1.5.6). Ademds, si w y B son funciones de Lip-

schitz, se tiene

(1.5.7) L, < ck([lwllcqorix) + I Blleqoriccy), 0<n<N.

Demostracion. Dado que B € C([0,T]; £L(X)) y w € C(]0,T]; X) concluimos
que, para un n dado, la funcién ¢, : [0,t,] — X definida por ¢,(s) =
B(t, — s)w(s) es de C([0,,]; X). En consecuencia, dado € > 0 existe un k > 0

tal que si k£ < k entonces

, €
1B(tn = s)w(s) — B wjllx < +

3

para todo s € [t,t;41] ¥ 0 < j < n. Entonces, utilizando (1.5.3), tenemos

,_.

n—

Jj+1 1 . .
5 —HZ / Bt — shu(s)ds — & 3 kya (B, + B*1u )

J

Il
=)

n—1

1 tj+1 i
< 5;{ | 1B = st — B ds

J

tjt1 )
+ / |B(tn — s)w(s) — B™ " w; ]| x ds} <e,
t

J
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y en consecuencia se verifica (1.5.6). Por otra parte, sumando y restando ade-

cuadamente en la expresion anterior, tenemos

n—1 tiyt B(t. — _Bn,jJrl
< Yook / J (” (tn =) lecollw(s)lx
Jj=0 2 L tiv1 =
IB™ leeollw(s) = winllx 1Bt = 5) = B |eeollw(s)llx
tj-i—l -3 S — t]
[1B™ || 20 llw(s) — ijX>d3,
S —tj

+

_|_

por lo que, si wy B son funciones de Lipschitz en [0, 7T, se verifica (1.5.7). O

El siguiente resultado nos proporciona una estimacién del error de orden O(k?)
en la integracion numérica pero, en contraprestacion, requiere una mayor re-

gularidad de las funciones involucradas.

Teorema 1.5.2. Supongamos que X es un espacio de Banach reflexivo. Sean
w € W20, T;X) y B € Wh(0,T; L(X)). Ademds, suponemos que B y
B son funciones de Lipschitz en [0,T]. El error numérico I,, cometido por la
formula de cuadratura de trapecios compuesta, definida por (1.5.8), verifica

que

I, < ck?,

donde ¢ depende de w,B y T.

Demostracion. Explicitando la expresion de los polinomios de interpolacion
de Lagrange que intervienen en la férmula de trapecios compuesta, sabemos

que

n n—1 t. ; i1
. i+ B (ti — s) + B, s —t.
2 : 2 : +1 +1
Oé?Banj: / ](] )k J ( j>d8.
j=0 j:0 tj ]+1
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Por tanto,
(1.5.8)
noloetin B (ting —8) 4+ B™ . (s —t.
s> [ 1B - sty - Rl 2B By g,
j=0 V% J

Por otra parte, se tiene

%{B(tn —s)w(s)} = =B(t, — s)w(s) + B(t, — s)w(s)

y para cada j, 0 < j < n — 1 existen §j, éj € (tj,tj41) tales que, para todo
s € [tj7tj+1]7
(tje1 = 8)B(t, — s)w(s) = B w;(tj11 — s)
+ (Bltn = &) (&) = Blta — &)w(&))(tip1 — s)(s — 1),
(s = ;) B(tn — s)w(s) = B™ w1 (s — ;)

— (B(ty — §)(&5) — Bty — &)w(&)) (L1 — 8)(s — 1)

Sumando las dos expresiones anteriores, tenemos

Bn,j (T — Bn:j+1 . -y
(15.9)  Bltn — s)u(s) = wj(tj1 —s) + wis1(s — t;)

ki1
N (B(tn — &)w(&) — Bty — §)w(&)) (i1 — 5)(s — t;)
ki1
N (B(ta — &)w(&) — Blty — &)w(&))) (tigr — 5)(s — 1))
ki1 '

Sustituyendo (1.5.9) en (1.5.8) y dado que méax{|s — t;j+1|,|s — t;|} < kji1,
obtenemos
LY [ kil Bl - () — Bt~ §u(E)
j=0 1

+ Bty — &)w(&)) — Blta — &)w(&)| xds.

Ahora bien, dado que las funciones B,B,w y w son de Lipschitz en [0, 7],

sumando y restando los términos adecuados, se tiene

« [ 2 2
[nSCZ/ kj+1§0k7

=0 1t
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donde ¢ es una constante positiva que depende de B, B, w,w yT. O

1.6. Aproximacién totalmente discreta

Estudiaremos un resultado de convergencia basado en los argumentos de den-
sidad de la Seccién 1.1 y un lema que es una versiéon discreta del Lema de
Gronwall, que sera utilizado para la obtencion de una estimacion de error en

la aproximacién numérica totalmente discreta (ver pag. 54).

Sean X e Y espacios de Hilbert y Xy C X un subconjunto convexo cerrado y
no vacio de X. Sean, por otra parte, X" ¢ X e Y* C Y (h — 0) familias de

subespacios de dimensién finita y para cada h > 0 sea X C X, N X",

Si se verifican las hipétesis (1.4.1) y (1.4.2) podemos plantear el siguiente

resultado de convergencia.

Teorema 1.6.1. Sea (u,0) € C([0,T); XoxY) y ({u*}_,, {o" ) € Xhx

n Jn=0 n Jn=0
Y" una familia dada (h — 0, k — 0), tal que
(16.0) s (i — ¥l + o — o2l

< e s { f, llun = "llx}) + e i (T -+ 1T = Py}

donde ¢ es una constante no negativa, I, es una expresion de la forma (1.5.5)
y la funcion g verifica (1.4.4). Entonces, en las hipdtesis (1.4.1), (1.4.2) y
(1.5.6), se tiene

. ¢ hk hk
Jim { i {4 llow ol 3} = 0.

Demostracion. Para cada € > 0 y para cada n, 0 < n < N, existen v, €
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UNXyy Ty €Y tales que
(1.6.2) |un, — vnellx <, |00 — Tuelly <e.
Entonces, utilizando (1.4.1), (1.4.2) y (1.6.2) tenemos
mnf |u, — 0" x < Jtn — Vnellx + Inf |Jvpe —0"||x
hexh vheXl
<€+ c(vp,)h® < e+ méx {c(vne) th?,

0<n<N

H(I - 7)Yh>0'nHY < “Un — Tn,e € PYth,eHY + HPYth,e - PYhO'nHY

< 2¢ + c(Tp ) < 2e + og%}iv{c(%’e)}ha/'
En consecuencia, dado § > 2¢ arbitrario, tomando

h < min{ 0—¢€ la 0 — 2¢ Ua}
min
- M&X0<n<N{C(Vn,e) } "\ maxo<p< v {(The) } ’

se verifica

8 o =0l <0 s (10— Predoulv} <6

Por otra parte, de (1.4.4) deducimos que para todo ¢ > 0, existe &y > 0, tal que
g(r) < ¢ para todo r € (0,d]. Dado que € y por tanto § son arbitrariamente

pequenos podemos tomar o < dy y entonces,

g< max{ mf ||un —vh||X}> <.

0<n<N

Por otra parte, de (1.5.6) concluimos que para k suficientemente pequeno,

max I, <.
0<n<N

Por tanto, en estas condiciones, a partir de (1.6.1) se tiene

bk ok
o0 {flon — onllo + [lun —wnllx} < e (¢ +20).

y se deduce la convergencia por ser ¢ y ( arbitrariamente pequenos. a
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Disponemos del siguiente corolario. La demostracion es un caso particular de

la anterior.

Corolario 1.6.2. Sea u € C([0,T]; Xo) y {u"*}_, c XP una familia dada

n

(h — 0, k — 0) tales que

o ([l — uglx}

- oy o ) ,
_cg<0ggzaggv{v,gg)f(g\!un villx}) +c mix I,

donde ¢ es una constante no negativa, I, es una expresion de la forma (1.5.5)
y la funcion g verifica (1.4.4). Entonces, en las hipdtesis (1.4.1), y (1.5.6), se

tiene

, . . hk _
oy { o Lo — w3} =0

Finalizamos con una versién discreta del Lema de Gronwall.

Lema 1.6.3. Sean {e,}_o, {g.}_o y {an}2_, sucesiones de mimeros reales

no negativos verificando
(1.6.3) eo < cqo,

(1.6.4) engcgn—i—cz%ej, 1<n<N,
j=0

donde ¢ es una constante positiva independiente de N. Entonces, si ademds
1
(1.6.5) cangﬁ, 0<n<N,

se concluye que

max e, < dy max
o<nen =N ogngNg”’

siendo dy = c (1 + c¢Tye* ™) y Ty = Zfzvzo Q-



1.6. Aproximacion totalmente discreta 39

T
Demostracion. Para todo i, 0 < i < N, definimos F; = Zajej. Considera-
§=0
mos n, 1 <n < N y tenemos que

E, —E, 1 =ape, < COpGn + con By,
Por tanto, se verifica

En(l - Can) S En—l + COnGn-
Definimos ahora z; = H(l — cay;) para todo ¢, 0 < i < N, multiplicamos la

§=0
desigualdad anterior por z,_; y se tiene

ZnEn S Zn—lEn—l + Zn—1C0n G

Aplicando sucesivamente esta desigualdad, llegamos a que

n

(166) ann < ZOEO + CZ Zj—10595.

j=1
Por otra parte, de la propiedad (1.6.5) y del andlisis de las funciones reales de

variable real e y €** en el entorno de z = 0, se deduce que
e e < —ajc<e <1, 0<j<N.

Por tanto, para todo i, 0 < i < N, se verifica

(1.6.7) e 20Xi=0% < 2 < 1.

A partir de (1.6.3), (1.6.6) y (1.6.7) concluimos que

n
2¢3 " G
B, < ce™&i=0% E a;g;-
J=0

Por tanto, de la definicién de E,, y (1.6.4), se concluye que

n
en < cgn + cky, < cg, + 22V j—0% Z ;g;,
j=0

de donde se concluye la demostracién del lema tomando méaximos. 4






Capitulo 2

Inecuaciones variacionales con

término integral de Volterra

En este capitulo introducimos la clase de inecuaciones variacionales evolutivas
con término integral de tipo Volterra y estudiamos la existencia y unicidad de
solucién y sus propiedades. A continuacién se plantean y estudian un esque-
ma semidiscreto y un esquema totalmente discretizado para la aproximaciéon
numérica de la soluciéon. En ambos casos se presentan resultados de existencia

y unicidad de la solucién discreta y de convergencia y estimacion del error.

2.1. El problema abstracto

Sea X un espacio de Hilbert real dotado del producto interior (-,)x y la norma
correspondiente || - || x. Dados un subconjunto X, C X, un intervalo temporal
[0,7], T > 0, una aplicacién f : [0,7] — X y los operadores A : X — X
y B :[0,7] — L(X) planteamos el siguiente problema, que denominaremos

problema P4 o problema abstracto indistintamente.

41
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PROBLEMA Py4: Hallar u : [0,T] — X tal que
(2.1.1)  wu(t) € Xo, (Au(t),v —u(t))x + (/0 B(t — s)u(s)ds,v —u(t))x

> (ft),v—u(t)x VveX, tel0,T].

En el estudio del problema P, suponemos las siguientes hipdtesis:
(2.1.2) Xy es un subconjunto convexo, cerrado y no vacio deX,

A es un operador fuertemente mondtono y lipschitziano, esto es

(
(a) existe m > 0 tal que

(Av— Aw,v —w)x > m|v —w|}% VYo,weX,

(2.1.3)
(b) existe L > 0 tal que
\ |Av — Awl||x < Lljv —w|x Vo,w € X,
(2.1.4) B e C([0,T]; L(X)),
(2.1.5) feC(o,T]; X).

A continuacién desarrollamos el resultado principal de esta seccién.

Teorema 2.1.1. En las hipdtesis (2.1.2)—(2.1.5) existe una unica solucion del

problema Py tal que u € C([0,T]; X).

Demostracion. Utilizaremos argumentos de punto fijo y de inecuaciones varia-

cionales. El resultado sera establecido en varias etapas.
Sea n € C([0,T]; X) arbitrario y consideremos el problema auxiliar siguiente:
PROBLEMA Pj}: Hallar u, : [0,T] — X tal que

(2.1.6)  wu,(t) € Xo, (Auy(t),v —uy(t))x + (n(t), v — uy(t))x
Z(f(t)7v_un<t))X, VUGX(), t e [O,T]
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Para cada t € [0, 7], estamos en condiciones de aplicar el Corolario 1.2.2, por
lo que existe un tnico u,(t) € X, solucién de (2.1.6). Ademads, la solucién es

Lipschitz dependiente de los datos, esto es, dados t1,ty € [0, 7] se tiene

217) flug(tr) — up(t2)llx < %(Hf(tl) — f(t2)llx + [In(t) = n(t2)lx)-
Por tanto, dado que f,n € C([0,7]; X), deducimos que u, € C([0,7]; X).
Consideramos ahora el operador A : ([0, T]; X) — C([0, T); X) definido por
(2.1.8)  An(t) = /OtB(t — 8)u,(s)ds, Vne (o, T);X), tel0,T],

donde wu,, es la solucién de P}. De (2.1.4) y la continuidad de w, se obtiene que
A esté bien definido, dado que An € C([0,7]; X). Aldn mds, probaremos que A
tiene un tnico punto fijo n* € C([0,T]; X). En efecto, sean ny, no € C([0,T]; X)

arbitrarios y sea t € [0, T]. Utilizando (2.1.8) concluimos

A () = A0l < [ 1306 = 9ol 5) = ).
y, recordando (2.1.4), se sigue que
(2.1.9) [Am (£) — Ana(t) ||l x < ¢ /Ot [ty (5) = s ()| x s,

donde ¢ depende del operador B. Tomando ahora en (2.1.6) v = w,, (t) y n = 12
primero y v = u,,(t) y n = n; después, sumando las expresiones asi obtenidas

y aplicando la fuerte monotonia de A, tenemos

(2.1.10) [, (5) = uns (s)]|x < %HM(S) —m2(s)llx, Vse[0,T].

Combinando (2.1.9) y (2.1.10) se tiene

JAm(t) — Am()]x < c /0 () — ma(s) s,

Reiterando esta desigualdad n veces, tenemos

t prs1 Sn—1
HA”m(t)—A"nz(t)HXSC”/ / / I (s) — 7a(3) x5 - dss - ... - dsy.
0 0 0
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de donde se deduce

v
n!

A" 1 — A2l e o.ry:x) < Im = nalleqor,x)-

cTm
n!

Por tanto, para n suficientemente grande, < 1y, en consecuencia, A" es
una contracciéon en C([0,T]; X). Por tanto, existe un unico n* € C([0,7]; X)
tal que A"n* = n*, y n* es también el tnico punto fijo de A, tal y como se

deduce del Corolario 1.3.5.

Estamos ya en condiciones de demostrar el teorema. En efecto, sea n* €
C([0,T]; X) el punto fijo de A y sea u,- la funcién definida por (2.1.6) para
= n*. Es claro que u,- es una solucién del problema P4 con regularidad

u,- € C([0,7T7; X).

La unicidad es consecuencia de la del punto fijo del operador A, aunque también
puede demostrarse operando en (2.1.1). En efecto, sean uy, us € C([0,7T]; X)
dos soluciones de P4. Tomando en (2.1.1) v = w(t) y u = ug primero y

v =uy(t) y u=uy después, se tiene que

s (£) — un(t)]1x < / lus(s) — uals)lx ds vt € (0.7

Aplicando el Lema de Gronwall (ver Lema 1.3.3) para el caso no trivial (¢ €

(0,T]) concluimos que u;(t) = us(t) para todo t € [0, T. O

2.2. Dependencia respecto al término integral

Dado 6 > 0, consideramos una funcién By : [0,7] — L£(X) verificando
(2.2.1) By € C(0, T} £(X)),

y plantemos el siguiente problema:
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PROBLEMA (Py)g: Hallar ug : [0,T] — X tal que
(2.2.2) up(t) € Xo, (Aug(t),v —up(t))x + (/Ot By(t — s)ug(s)ds,v — ug(t))x
> (f(t), v —ug(t))x, Vo e X, te[0,T]

Del Teorema 2.1.1 se deduce la existencia y unicidad de solucién para el pro-

blema (Py)g:

Teorema 2.2.1. En las hipdtesis (2.1.2), (2.1.3), (2.1.5) y (2.2.1), eziste una
unica solucion ug € C([0,T]; X) del problema (Pa)s.

Tenemos el siguiente resultado de convergencia:

Teorema 2.2.2. Suponemos las hipotesis del Teorema 2.1.1 y del Teorema

2.2.1 y ademds
(2.2.3) i {| By — Blleqo,me00) = 0.

Entonces, cuando 6 — 0, la solucién del problema (Pa)g converge a la solucion

del problema P4, esto es
(2:2.4) i {|ug — ulleqomyx) = 0.

Demostracion.  Sea t € [0,T]. Tomamos v = u(t) en (2.2.2) y v = up(t) en

(2.1.1). Posteriormente, sumamos las expresiones asi obtenidas y nos queda
(Aug(t) — Au(t), up(t) — u(t))x

< </Ot(Bg(t — s)ug(s) — B(t — s)u(s))ds, u(t) — ua(t)>

Aplicando (2.1.3) y la desigualdad de Cauchy-Schwartz en la expresién ante-

X.

rior, tenemos

(2.2.5) lug(t) — u(t)||x < c/ot | Bo(t — s)ug(s) — B(t — s)u(s)| xds.



46 Capitulo 2: Inecuaciones variacionales con término integral de Volterra

Por otra parte, se tiene

I Bo(t = s)uo(s) = B(t = s)u(s)]x
< |[Ba(t = 8)(uo(s) = u(s))llx + [ Ba(t = s)u(s) — Bt = s)us) |«
< c(1B(t = )l lua(s) — uls)llx + | Bat = 5) = Bt = 8)llecx u(s)]x)
< c(I1Bollcqopeconlina(s) = uls)lx + 11Bs = Blleqoyecen lu(s)llx ),

Utilizando la desigualdad anterior en (2.2.5), se tiene
t
(2.2.6) luo(t) — u(®)][x < C(IlBeﬂcqo,T];a(X))/O luo(s) = u(s)l|xds

t
#1180~ Blleqoaecoy | u(o)llxds).
0
Por otra parte, de la convergencia de By hacia B deducimos que para 6 sufi-
cientemente proximo a 0 existe una constante c arbitrariamente pequena tal
que
(2.2.7) | Bsllcoriexy < ¢+ 1 Blleqorccx)-
Utilizando (2.2.7) en (2.2.6) concluimos
t
Juoft) ~ u(®)lx < e [ lhuals) = u(s)lxds + |Bo = Blleqoryes ),
0

donde ¢ depende de u y B. Finalmente, utilizando el lema de Gronwall, se

tiene

(2.2.8) |ug(t) — u(t)||x < cl|Bo — Bllegorcx)),

para todo t € [0,7] y (2.2.4) se concluye a partir de (2.2.8) y la condicién
(2.2.3). 0

2.3. Aproximacion semidiscreta

En esta seccién asumimos que se verifican las condiciones del Teorema 2.1.1,

por lo que el problema Py tiene una tnica solucién v € C([0,7]; X). Con-
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sideramos una familia de subespacios X" C X, (h — 0), de dimensién fini-
ta, que en las aplicaciones sera un espacio de elementos finitos. Sea ademas
X C XoN X" un subconjunto cerrado, convexo y no vacio de X". Entonces,
un esquema semidiscreto para la aproximacion de la solucién del problema Py

puede formularse como sigue:

PROBLEMA P%: Hallar u" : [0,T] — X" tal que

(2.3.1) u(t) € X, (Aul(t) + /t B(t — s)u"(s)ds,v" —u"(t))x

> (f(t),o" —u"(t)x Ve X, telo,T]

Utilizando los mismos argumentos del Teorema 2.1.1, concluimos que el pro-

blema P% tiene una tinica solucién u" € C([0,T7]; X"):

Teorema 2.3.1. Si X} C X" es un subconjunto convezo, cerrado y no vacio,
en las hipdtesis (2.1.3)—(2.1.5) existe una tinica solucion v € C([0,T]; X")

del problema P%.

Nuestro interés consiste ahora en el estudio del error cometido en la aproxi-

macion, esto es, ||[u — u”{|c(o,7),x)-

Teorema 2.3.2. Suponemos las hipotesis del Teorema 2.3.1. Sean u €
C([0,T); X) y uh € C([0,T); X") las soluciones de los problemas Py y P%,
respectivamente. Entonces, para todo t € [0,T), se verifica la desigualdad

2.3.2 _ o < ’{’f —_— Rt;,h%},
(2.3.2)  lu U||C([0,T],X)_Ctg}3¥] vhngg{HU u(t)||x + R(t;u,v")2}

donde ¢ es una constante positiva que depende de A y B, y

t

R(t;u,v") = (Au(t) + /0 B(t — s)u(s)ds — f(t),v" —u(t))x.
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Demostracion. Sea t € [0,T]. Tomamos v = u"(t) en (2.1.1) y sumamos el

resultado a (2.3.1). Tras algunas operaciones tenemos
(Au(t) — Au(t), u(t) — u"(t))x < (Au"(t) — Au(t),v" —u(t))x
+ (/0 B(t — s)(u(s) — u"(s))ds, u"(t) — v")x + (Au(t),v" — u(t))x

T / Bt — s)u(s)ds, o" — u(t))x — (F(£), 0" — u(t))x,

para todo v" € X. Usando ahora (2.1.3), (2.1.4) y (2.1.5) en la desigualdad

precedente, tenemos

(23.3)  [lu() — "% < (A, B) (" — u®)llxlu(t) — u"(®)]x

+R(tu,v") + 0" — uh(t)Hx/O lu(s) = u"(s)lxds),

para todo v € X, donde

t

(2.3.4) R(t;u,v™) = (Au(t) +/ B(t — s)u(s)ds — f(t),v" —u(t))x,

0

que es positivo, como se deduce de (2.1.1). Ademés, utilizando que ab < da* +
2

1 para todo 6 > 0, de (2.3.3) deducimos

(2.3.5) lut) = u"()]x < (A, B) (Jv" = u(t)x
—l—/o u(s) — u(s)||xds + R(t:u,0™)2), Vo' € X[

Utilizando el Lema de Gronwall, concluimos a partir de (2.3.5) el resultado

deseado. O

La desigualdad (2.3.2) es la base para el andlisis del error en la aproximacién
semidiscreta de todos los problemas de contacto que encuadraremos en el marco

del problema P, en los capitulos 6-8.

Corolario 2.3.3. Sea X" (h — 0) una familia de subespacios de X de di-

mension finita y para cada h > 0 sea X} C X" N Xy un subconjunto convezo
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cerrado y no vacio de X". En las condiciones del Teorema 2.3.2 se verifica

1
—uh o < 4 { inf e Ik }
|u —u"{loqo.rx) < ¢ max UJSXSL{”” u(t)|lx + [lo" —u®)||%}

Si ademds se verifica (1.4.1), se tiene

(2.3.6) lim {[[u" — ulleqon } = 0.

Demostracion. Basta tener en cuenta (2.3.2) y que
(2.3.7) R(t;u,v") < c(A, B, f,u) " — u(t)||x.

1 -
Observamos entonces que para g(r) = r + r2 estamos en las condiciones del

Corolario 1.4.4, de donde se obtiene (2.3.6). O

2.4. Aproximacién totalmente discreta

En esta seccién suponemos, como en la anterior, que se verifican las condi-
ciones del Teorema 2.1.1, por lo que el problema P, tiene una tnica solucién
u € C([0,T); X). Ademas de las consideraciones respecto a X" y X de la
seccién precedente, nos situamos en las condiciones generales referidas a la

discretizacion de la variable temporal de la Seccién 1.5.

Por razones que seran puestas de manifiesto posteriormente, imponemos la

restriccion

2m
(2.4.1) k< ——,
[ Bollzx)
donde By denota el operador B(0) € L(X) y m > 0 es la constante de (2.1.3).
Recordamos que, en el contexto de los problemas totalmente discretizados, los

indices n y j no denotan suma por defecto. Consideramos el siguiente esquema
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totalmente discretizado, donde u* € X! es la aproximacién del elemento

U(tn) € Xo.

PROBLEMA P Hallar {uf*}Y_ c X[, tal que, para todo v" € X}

(2.4.2) (Augh, " —uff)x > (fo, 0" — uf®)x,
(2.4.3) (Au " — ul*) Y PBMIuM ot — ulk
k. n o n X+<Zaj uj v un)X
=0

> (fu, 0" —u)x, n=1,...,N.

n

Los pesos o > 0, 0 < j < n, de la férmula de cuadratura son en la practica
los de la férmula de trapecios compuesta, dados por (1.5.3). Se puede usar
otra formula de cuadratura, pero en cualquier caso, se debe verificar que los
nodos sean to, . .., t, vy se debe satisfacer la condicién (1.5.4). Al aproximar con
la férmula de cuadratura el término de memoria, se comete el error numérico

siguiente:

, n=12 ... N,
b's

tn n
210 L= [ Bt - uds - 3 apprin,
0 =

que es de la forma (1.5.5). Entonces, por el Teorema 1.5.1, se concluye que

utilizando la féormula de trapecios compuesta,

(2.4.5) Ilﬁirr(l)]n:O, n=12,...,N.

Ademés, si u: [0,7] — X y B:[0,7] — L£(X) son funciones de Lipschitz, se

tiene

(2.4.6) I, < ck([[ulleqo,mx) + [1Blleqomcx))-

Por conveniencia en la notaciéon, tomamos I, = 0. Estudiamos a continuacion

la existencia y unicidad de la solucién del problema Ph*.

Teorema 2.4.1. Bajo las hipdtesis (1.5.4), (2.1.2)-(2.1.5) y (2.4.1) existe una

tinica solucion {u*}N_ c X! del problema P}*.
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Demostracion. Procedemos por induccién. Para n = 0 podemos aplicar el
Corolario 1.2.2 para concluir que existe un tinico u'* € X satisfaciendo (2.4.2).
Suponemos la existencia y unicidad de u}* € X{ verificando (2.4.3) para todo
Jj, 1 < j < n,y probamos lo propio para el paso n-ésimo. Si o]’ = 0 aplicamos
de nuevo el Corolario 1.2.2. En caso contrario, el procedimiento estd basado en
argumentos de punto fijo. Dado " € X" arbitrario, planteamos el problema

auxiliar siguiente.

PROBLEMA (P4¥),»: Hallar qu € X" tal que

(2.4.7) qufGXél, (Auf;f,v —uh > ZB"’]% u;”, v uhf)x

(fm —Uu ];f)X — (nh,vh — uzflf)x, Vol e X(})‘.

Estamos de nuevo en condiciones de aplicar el Corolario 1.2.2, por lo que existe
un tnico u” h € X} verificando (2.4.7). Consideramos el operador A" : X" —

X" definido por
AMFph = on PXh(BOuZ’f).

Probamos fécilmente que A" es contractivo. En efecto, dados n?, nh € X",
y teniendo en cuenta las propiedades del operador de proyeccién ortogonal,

tenemos
IA™ i — Al x < anll Boll eeollugy — upsllx

Tras algunas operaciones en (2.4.7) con v" = uZ{f para 0" = nl y con v" = u;‘lf
1

2

para " = nl, vy utilizando (1.5.4), concluimos de la desigualdad previa que

K| Boll £(x)

A"} — Al x < Sy

[0t — sl x-

Entonces, por (2.4.1) obtenemos que A" es contractivo y, como consecuencia,

tiene un unico punto fijo, que denotamos por n*. Es inmediato que el elemento
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hk

Uy

que representa la soluciéon al problema (Pj_‘lk)nh para n" = n*, es una

solucién de (2.4.3), dado que
(n*, w")x = (a” th(Boqu),wh)X = (aZBOqu,wh)X v uh e X"
La unicidad viene dada por la del punto fijo del operador A" O

Ahora estamos interesados en el estudio del error cometido, esto es, en la

acotacién de ||u, — u"*||x para todo n,0 <n < N.

Teorema 2.4.2. Suponemos las hipotesis del Teorema 2.4.1. Sean u €

C([0,T); X) y {ul*}N_, C X[ las soluciones de los problemas Py y Ph*, res-

n Jn=0

pectivamente. Entonces, si of = O(k) para todo 0 < j <n, 0 <n < N, para

k suficientemente pequeno se verifica la desigualdad
A . R < . { ho ok l}
(2.4.8) Jmdx lun — up |l x < cn sl Iy + [[v" — up||x + R(tn;u,v"™)2 ¢,

N
para todo v" € X!, donde cy = c(1 + Tne* V), Ty = > jmoMaxjncn A, €

es una constante positiva que depende de A y B y

tn
R(tp;u,v") = (Au, —I—/ B(t, — s)u(s)ds — fo,v" —u,)x, 0<n < N.
0

Demostracion. Tomando v = u¥ en (2.1.1) con t = 0 y utilizando (2.4.2),

obtenemos

(Aug — Aul® ug — ub¥)x < (Aub® — Aug, v" — ug)x

+(Aug — fo, 0" —ug)x.
Utilizando ahora (2.1.3), tenemos
mlluo — ug* (% < Llluo — ug*||x[[v" = uollx + (Auo — fo,v" = uo)x,
para todo v" € X/. De la desigualdad anterior se concluye

(2.4.9) luo — u|lx < c(|v" — uollx + R(to;u,v™)) Vo' € X,
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donde ¢ depende de A y R(to; u,v") = (Aug— fo, v" —ug) x es positivo, como se
deduce de (2.1.1). Tomamos ahora v = u/* en (2.1.1) parat =t, y 1 <n < N.
Utilizando (2.4.3), se tiene

(2.4.10) (Au, — Au™ u, —u™) x < (Au, — Aul* u, — ")y

tn n
+ (/ B(t, — s)u(s)ds — Z o B g, ult — o) x
0

J=0

n
+ (D af B (U —uy), o — ) x + R(taiu, "),
j=0
para todo v € Xé‘, donde

tn
R(t,;u, vh) = (Au, + / B(t, — s)u(s)ds — f, o — Up) X5
0

es positivo, segin se desprende de (2.1.1). Utilizando la desigualdad ab <
da? + ﬁbQ para 6 > 0 y las propiedades de los operadores A y B, se obtiene,

tras algunos célculos en (2.4.10) que
mlfun — w5 < 0, — up® %
n
el = "3 + 12+ (O ol = wl¥1)% + Rt u, ")),
§=0
En consecuencia, es inmediato que

(2411) g~ < o (Lt 0" = wallx+ 3 oy — ¥
=0

+ Rt u,0")}))
para todo v" € X} Definimos ademés

en = ||tn —u||x, 0<n <N,
gn = [n+ th _unHX +R<tn;u7vh)%7 0 <n< N7

a; = max ay, 1 <7 <N, ap = max oy

j<n<N 7’ 1<n<N
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De (2.4.9) y (2.4.11) concluimos

eo < ¢9o,

engc(gn+2ajej), 1<n<N.
j=0

Dado que a,, = O(k) para todo n, 0 <n < N y podemos tomar k suficiente-

mente pequeno, utilizamos el Lema 1.6.3 para concluir que

n . < .
(2.4.12) Ogbagv en < cn ogfgvg”’
donde cy = ¢ (1 + cTne* ™) y Ty = ZfLO Q. O

Corolario 2.4.3. Suponemos las condiciones del Teorema 2.4.2. Se tiene que

1
i = e < en i {1+ o =l + "~ wall &

para todo v" € X[, donde cy = c(1 + cTye* V), Ty = Z;V:o MAX;j<n<ny Q) Y ¢

es una constante positiva que depende de A, B,u y f.

Demostracion. Basta tener en cuenta en la demostracion del teorema que

(2.4.13) R(tp;u,v") < (A, Byu, f)||v" — un| x.

Observacion 2.4.4. Notese que los coeficientes de la formula de cuadratura
de trapecios compuesta (ver (1.5.3)) estin en las condiciones exigidas en el

teorema anterior, pues, utilizando la notacion del teorema,

1 k

Ademas, la constante cy no depende en ese caso de N, pues en un intervalo

de integracién [0,T), se verifica que Ty =T y entonces cy = c (1 + cTe*T).
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El siguiente resultado establece la convergencia de la solucién del problema

totalmente discreto Pi* a la del problema continuo Pj.

Corolario 2.4.5. Suponemos las condiciones del Teorema 2.4.2 y que la dis-
cretizacion temporal se realiza con la formula de los trapecios compuesta. Se

tiene que
1
A / Rk < ‘ { h ho 5}
(24.14) - mix flun —uyllx < e mdx gL+ o —unlx + 10" —uallk g,
para todo v" € Xt Si ademds se verifica la condicién (1.4.1), entonces

; ; . hk _

(2.4.15) h%rilo{og}fgvﬂun uy|lx} = 0.

Demostracion. La desigualdad (2.4.14) es consecuencia de aplicar la cota
(2.4.13) en la desigualdad (2.4.8) y la Observacion 2.4.4. Observamos que

tomando ¢(r) = r + rz estamos en las condiciones del Corolario 1.6.2, de

donde se obtiene (2.4.15). O






Capitulo 3

Inecuaciones variacionales

integro-diferenciales de Volterra

Introducimos la clase de inecuaciones variacionales evolutivas integro-diferen-
ciales de Volterra, caracterizadas por la presencia de un término integral de
Volterra y de la derivada de la funcién incégnita. Se estudia la existencia y
unicidad de solucién y sus propiedades, como por ejemplo la dependencia de
la solucién respecto del término integral. También se estudia la aproximacion
numeérica mediante un esquema semidiscreto y otro totalmente discretizado.
En ambos casos se prueba la existencia y unicidad de solucion, se establece
la convergencia de la solucion discreta y se obtienen estimaciones del error de

discretizacion.

3.1. El problema abstracto

Sea (X, (+,-)x) un espacio de Hilbert real. Denotamos la norma asociada por

| - |lx. Sea ug € X. Consideramos los operadores A : X — X y B :[0,T] —

o7
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L(X) y las funciones f: [0,7] - X y j: X — (—o00,400] tal que j # +oo y
planteamos el siguiente problema variacional con valor inicial, que denomina-

remos indistintamente problema abstracto o problema Pj.

PROBLEMA Py4: Hallar u : [0,T] — X tal que

(3.1.1) (Au(t),v —u(t))x + (/0 B(t — s)u(s)ds,v —u(t))x
+j(v) —j(u(t)) > (f(t),v —a(t))x Vvoe X, cpd en(0,7),

(3.1.2) u(0) = uo.

Utilizando la definicién de subdiferencial de j, denotada por 07, observamos

que la desigualdad (3.1.1) equivale a la inclusién subdiferencial siguiente
t
Au(t) +/ B(t — s)u(s)ds + 0j(u(t)) > f(t) c.p.d. en (0,7).
0

Dado que este tipo de inclusiones involucran un término integral de tipo Vol-
terra y la derivada de la funcién incognita u aparece como argumento del
operador multivoco dj, nos referimos a los problemas que se ajustan al marco

del problema P4 como desigualdades integro-diferenciales de tipo Volterra.

Para el estudio de la existencia y unicidad de solucién de P4 suponemos en

toda la seccion que se verifican las siguientes hipotesis.

A es un operador simétrico (y por tanto lineal y continuo) y definido

positivo en X, esto es

(a) (Au,v)x = (u, Av)x  Yu, v € X,
(3.1.3)
(b) existe m > 0 tal que (Av,v)x > mljv|% VYo € X,

(3.1.4) B e Wh(0,T; L(X)),

(3.1.5) j: X — (—o0,+00] es propia, convexa y s.c.i.,
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(3.1.6) fewh0,T; X),
(3.1.7) uy € X,
(3.1.8) sup {(£(0),v)x = (Auo,v)x = ()} < +0

siendo D(j) el dominio efectivo de j. El principal resultado de esta seccién es
el Teorema 3.1.3 que establece, bajo las hipétesis (3.1.3)—(3.1.8), la existencia
y unicidad de soluciéon para el problema P4. Desarrollamos a continuacion

algunos resultados previos. Consideramos el conjunto
(3.1.9) W= {neW"0,7;X) | n(0) =0},

y sustituyendo en (3.1.1) el término integral por un elemento arbitrario n € W

podemos plantear el siguiente problema auxiliar.
PROBLEMA P}: Hallar u, : [0,T] — X tal que

(3.1.10) (Auy (), v =ty (8))x + (0(t), v = Uy (8))x + 5 (v) = (U (1))
> (f(t),v—1,(t)x Vve X, cpd. en (0,7),

(3.1.11) u,(0) = up.

Teorema 3.1.1. Para todo n € W existe un inico u,, € W'*(0,T; X) solucidn

del problema P}.

Demostracion. La condicién (3.1.3) implica que el operador A es lineal, con-

tinuo y definido positivo. En consecuencia, denotando
(3.1.12) (u,v)a = (Au,v)x Yu, v e X,

se sigue que (-,-)4 es un producto interior en X y la norma asociada, que

denotamos por || || 4, es topoldgicamente equivalente a || -|| x en X. Concluimos
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por tanto que (X, (-,-)4) es un espacio de Hilbert real. Sea f, : [0,7] — X la

funcién definida por

(3.1.13) (fo(®),v)a = (f(t),v)x — (n(t),v)x Yoe X, tel0,T].
Por la regularidad de n € Wy (3.1.6), se verifica

(3.1.14) fr € WH2(0,T; X).

Ademés, por (3.1.9) y (3.1.12), se tiene

(f2(0),v)a = (uo, v)a = j(v) = (f(0), v)x = (Aug,v)x = j(v) Vv e X

y como consecuencia de (3.1.8) concluimos

(3.1.15) sup {(f,,(0),v)a — (ug,v)a — j(v)} < +o0.

veD(j)
Entonces, por (3.1.5), (3.1.7), (3.1.14) y (3.1.15) estamos en condiciones de
aplicar el Teorema 1.2.7 sobre el espacio de Hilbert (X, (-,-)4) para concluir

que existe un dnico u, € W2(0,T; X) tal que u,(0) = ug y

(un(t), v — iy (t))a + j(v) — j(ty(1))
> (fy(t),v —1y,(t))a Vve X, cpd. en (0,7).

Por tanto, tomando en consideracién (3.1.12) y (3.1.13) obtenemos que u, es

la tinica solucién del problema P7. O
Definimos ahora el operador A : W — W tal que
(3.1.16) An(t) = /tB(t — §)uy(s) ds, Vnew, tel0,T],
0
donde w,, es la solucién del problema P}.

A partir de (3.1.4) se prueba sin dificultad que dado que n € W entonces
An € W, por lo que el operador A estd bien definido. Ademas, para cada

n € W, se tiene

(3.1.17) (%An>(t):B(O)u,,(t)+ /0 B(t — s)uy(s)ds c.p.d. en (0,T).
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Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.1.2. El operador A tiene un unico punto fijo n* € W, esto es

*

An* =n*.

Demostracion. Dados 11,19 € W arbitrarios, sean w,,,u,, € W(0,T;X)
las soluciones correspondientes del problema P dadas por el Teorema 3.1.1.

Usando (3.1.16) y (3.1.4) se sigue que

(3.1.18)  [|Am(t) — Am(t)]Ix < C/O [, (5) = wna (s)Ix ds - Vt € [0, 7],

donde ¢ depende de B. Por otra parte, de (3.1.17) deducimos que

[(Lam) e~ (Sam)®)|]. < IBO ool ) v ©)lx

1B = 9leco i (5) = w9 ds

< ¢ (Jn ) = Ol + ([ o 5) = )1 )

lo que implica que

) c.p.d. en (0,7,

(3119) [|(Sam) @) — (A )0 < el (1) — w01
—|—/O |2, (8) =ty (8) |5 ds> c.p.d. en (0,7).

Por otra parte, de (3.1.10) se tiene que
(Aumvv - um)X + (7717,0 - um)X +](U) - ](um) > (fvv - um)X>

(At 0 = gy ) x 4 (12,0 = Uy ) x + 7 (0) = () = (f;0 = gy x,

para todo v € X, c.p.d. en (0,7). Tomamos v = ,, en la primera desigualdad,
v = Uy, en la segunda, sumamos las dos expresiones resultantes y hacemos uso

de (3.1.3) para concluir

1d . )
5 a (A(um - un2)>un1 - uﬁz)X S _(771 — N2, Uy, — um)X de en (Oa T)
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Sea t € [0,T]. Integrando la desigualdad precedente entre 0 y ¢ y utilizando
(3.1.11) se tiene

(At (8) = 1 (6)), 3y () = s (D) < ~(1a(8) — 7). 10 (1) — 0, (1)) x

2
[ 005) = o) 6) — ) s
Se sigue de (3.1.3) que
Nt (6) = s e < 18) = a0t () — s 1)
/Hm ()l x e (5) = e (5) L s

y, utilizando la desigualdad ab < da? +i5 b2 para ¢ > 0 suficientemente pequeno,

se tiene
(3.1.20)  [Jug () — g (D)% < € (Ilm(t) —m(t)%

t t
[ inGs) = s+ [ fn(s) = w5} ).
Ahora, dado que
t
mlt) =) = [ ) = (o)) ds.
0
deducimos
t
Hm@—m@ﬁécAWM@—Mﬁﬁw-
Sustituyendo esta desigualdad en (3.1.20) obtenemos
t t
i (1) = Ol < (i) = (o) e s+ [ (5) = w5} ).

Aplicando ahora el Lema de Gronwall, se tiene

B12) )~ Ol < [ 1)~ o)l ds

que implica que

(3.1.22) /wwl — (s Ms<g/wl in(s) 3 ds,
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donde ¢ depende ahora también de 7. A continuacién, combinamos (3.1.18),
(3.1.19), (3.1.21) y (3.1.22) y obtenemos

2

A () — MmO + | (5 ) 0) — () 1)

; [71(s) = 1(s) 1% ds.

X

Reiterando la tultima desigualdad p veces, p > 2, deducimos

2

M%x>zWM|u+HQ¢%QU (Zarm) o)

<&// / i (5) — o ()% dsy - - ds,

donde AP denota la p-ésima potencia del operador A. Por tanto, se tiene

cT

| APy — Ap772||12/V172(0,T;X) < ||771 - 772||W1 2(0,T;X)"

P TP

Dado que lim = 0, la desigualdad precedente implica que para p sufi-

p—oo  pl
cientemente grande, la potencia AP de A es una contracciéon en W. Por tanto,
aplicando el Corolario 1.3.5, se sigue que existe un tnico n* € W tal que

Ant=n". O

Ya estamos en condiciones de demostrar la existencia y unicidad de solucion

para el problema Pj,.

Teorema 3.1.3. En las hipdtesis (3.1.3)-(3.1.8), existe una unica solucion
u e WH(0,T; X) del problema Py.

Demostracion. Sea n* € VW el punto fijo del operador A dado por el Teo-
rema 3.1.2 y sea u,» € W la solucién unica del problema Pj para n = n*
dada por el Teorema 3.1.1. Dado que An* = n*, se sigue de (3.1.10), (3.1.11)
y (3.1.16) que u,~ es una solucién del problema Py, con la regularidad w,- €

Wh2(0,T; X).
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La unicidad se obtiene a partir de la del punto fijo de A. En efecto, sea u una
solucién del problema P4 de regularidad u € W2(0,T; X) y consideremos el

elemento n € W definido por
t
(3.1.23) n(t) = / Blt— syu(s)ds Vit e [0,T)
0

Por tanto se sigue que u es también solucién del problema P}, que es unica,

segtin se deduce del Teorema 3.1.1. Por tanto, se concluye que
(3.1.24) U= Uy.

Ademés, por (3.1.16), (3.1.23) y (3.1.24) se tiene que An = 7, y por la unicidad

del punto fijo de A se sigue que
(3.1.25) n=n".

La unicidad de la solucién de P4 es, por tanto, consecuencia de (3.1.24) y

(3.1.25).

3.2. Dependencia de la solucién respecto al
término integral

En esta seccion estudiamos la dependencia de la solucion del problema Py

respecto a perturbaciones en el operador B. Para ello, suponemos que se veri-

fican las hipdtesis (3.1.3)—(3.1.8) y, para cada 6 > 0, sea By una perturbacion

del operador B que satisface

(3.2.1) By € WH(0,T; L(X)).

Consideramos el problema siguiente:
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PROBLEMA (Py)y. Hallar ug : [0,T] — X tal que

(3.2.2) (Aug(t),v — ug(t))x + (/0 By(t — s)ug(s)ds,v — uy(t))x
+i(v) — j(ue(t)) > (f(t),v — ue(t))x Vve X, cpd en(0,7T),

(3.2.3) ug(0) = wo.

Podemos aplicar el Teorema 3.1.3 con los cambios oportunos para demostrar
que para cada 6 > 0, el problema (P, ), tiene una tnica solucién de regularidad

ug € WH2(0,T; X). Consideremos ahora la condicién
(324) é% ||B9 - B||W1v2(O,T;£(X)) == 0

Tenemos el siguiente resultado de convergencia.

Teorema 3.2.1. En las hipdtesis (3.1.3)-(3.1.8), (3.2.1) y (3.2.4), la solucion
ug € WH2(0,T; X) del problema (Py)g converge a la soluciénu € Wh2(0,T; X)
del problema Py, en el espacio C([0,T]; X), i.e.:

(3.2.5) lm lug — ulleqorx) = 0.

Demostracion. Sea 6 > 0. En lo que sigue ¢ representa una constante positiva
que puede depender de A, B, u y T pero que en todo caso es independiente de

6. Denotamos

(3.2.6) no(t) = /0 Byt — Sus(s)ds Vi e [0.7],

(3.2.7) n(t) = /Ot B(t — s)u(s)ds ¥Vt e€[0,T].

Entonces, a partir de (3.2.2) y (3.1.1) se tiene

(Aug(t), v = tg(t))x + (19(), v =t (t)) x +5(v) = j (i (t)) = (F(t),v = 1p(t))x,
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(Au(t),v —a(t))x + (n(t),v —at))x +j(v) —jat)) = (f(t),v —ult))x
para todo v € X y casi todo t € (0,7) y, usando argumentos similares a los

de la demostracion de la desigualdad (3.1.21), se tiene

(3.2.8) lug(t) — ()% < C/o I196(s) — 7 (s)lxds V¥t € [0, T].

Se sigue ahora de (3.2.6) y (3.2.7) que

no(t) = Bo(0)ug(t) + /0 By(t — s)ug(s) ds,

n(t) = B(0)u(t) +/0 B(t — s)u(s) ds

c.p.d. en (0,7, lo que implica

(3.2.9) 1730 (8) = ()l x < 1Bo(0) ]l xy [[ua(t) — u(t)]|x
+11B5(0) — B(O)[ x) l[u(®)] x

+ /t 1Ba(t = )llcx) lua(s) — uls)l|x ds
# [ W8l =) = B = )l o)l ds
c.p.d. en (0,7). Si # — 0, se deduce de (3.2.4) que existe un ¢ > 0 tal que
| Bollcqoriecxy < ¢ | Ballzorcoxy < 6

donde c es en ambos casos una constante positiva que depende de B. Utilizando

estas desigualdades en (3.2.9) y tras algunos cédlculos, obtenemos

o)) = ()% < e (IBo = Bli3saozeec
t

Hlua(t) = ol + [ unls) = (o)l )
c.p.d. en (0,7), de donde se deduce que
8210) [ i)~ i) ds < e (180 = Blloeme

+/0 Juo(s) — u(s) % ds) vt € [0,7).
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Combinamos ahora (3.2.8) y (3.2.10) para obtener

luo(t) = w(®I < ¢ (I1Bo = Bli2agrecx

+/0 luo(s) = u(s)[ ds) vt € 0,7,

y, usando el Lema de Gronwall, concluimos

(3.2.11) luo(t) — u(®)||x < ¢l By — Bllwreorccey Vt € [0,7).

Por tanto, la igualdad (3.2.5) es consecuencia directa de (3.2.4) y (3.2.11). O

3.3. Aproximacion semidiscreta

Sea {X"};~0 C X una familia de subespacios de dimensién finita. Considera-

mos el problema abstracto siguiente:
PROBLEMA P%: Hallar u" : [0,T] — X" tal que para todo v" € X"
¢
(3.3.1) (Au(t),v" —a"(t)) x + (/ B(t — s)u(s)ds,v" — "(t))x
0

+j (") = 5(a"(6) = (f(t),0" = @"(t))x cp.d.en (0,T),

(3.3.2) u(0) = Pin(uo) = uf.

Teorema 3.3.1. En las hipdtesis (3.1.3)-(3.1.8), existe una tunica solucion

uh € W20, T; X") del problema Ph.

Demostracion. Podemos considerar los operadores A" : X" — X" y Bh .

[0, 7] — L(X") dados por
Aot = Py(Avt), Bt = Pxa(B(t") ¥ o € X", t € [0,T],

y la funcién f*: [0,7] — X" donde f"(t) = Pxnr(f(t)). Los operadores A", B"

y la funcién f" heredan las propiedades de A, B y f, respectivamente. Por otra
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parte, la definicién del operador de proyeccién asegura que la expresion (3.3.1)

es equivalente a
(3.3.3) (Aru(t), " — P (t)x + (/t B"(t — s)u"(s)ds,v" — 4" (t))x
+ (") = g @) > (f"(t),o" —@"(t))x c.p.d.en (0,7).

Ademas, siendo P)fgh : X — X" el operador de proyeccién de X sobre X"
respecto de la norma inducida por el operador A, que hemos supuesto simétrico
y eliptico en (3.1.3), la condicién (3.3.2) puede expresarse equivalentemente de

forma que
(AMug, v")x = (Aug, v")x = (Aug,v")x V" € X",
y en consecuencia sustituyendo en la hipotesis (3.1.8) se tiene que

sup  {(f"(0),v")x — (A"ug, v")x = j(v")} < +o0.
vheD()NXN
En consecuencia estamos en las condiciones del Teorema 3.1.3 sustituyendo X

por X" y podemos concluir que existe un tnico u" € W12(0,T; X") solucién

de Ph. a

Nos interesa ahora estudiar el error cometido en la aproximacion semidiscreta,
esto es, ||u—u"||c(o17,x). Para mayor comodidad, en lo que sigue utilizaremos
la notacion e : t € [0, 7] +— e(t) = u"(t) — u(t). Tomamos v = u"(t) en (3.1.1)
y sumamos con (3.3.1) para obtener
(3.3.4) (Au(t),é(t))x + (Au"(t),0"(t) — i"(t))x
t t
+ (/B(t — s)u(s)ds, é(t))x + (/B(t — s)u"(s)ds,v"(t) — 4" (t))x
0 0
+3 (" (1) — g a(t)) = (f(t), 0" (1) —i(t))x,

donde aqui y en lo que sigue las expresiones que involucran derivadas tempo-

rales se entienden validas para casi todo ¢t € (0,T) y v" denota un elemento
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arbitrario de L2(0,T; X"). Por otra parte,

1d ) .
STl = (Ae(t), é(t)x
= (Aul(8), 0" () — o"(1))x + (Au(t), 0" () — i () x
+ (Ae(t),v"(t) — u(t))x.

Despejando el segundo término de la desigualdad (3.3.4) y sustituyéndolo en

la igualdad anterior, se obtiene

(335) 3 le(t)l < (Aelt), (1) — (1))

(A0, 00) — ) + ([ Ble = s (1)

([ Bl s, ot (0) i)

+HR0) = J0) — (1), () — (1)

= (e, 01(0) — a0 + ([ Ble = o)), (1) — (1)

+ R(t;u,v"),

donde

R(t; i, v") = (Au(t), v"(t) —u(t))x + (/0 B(t — s)u(s)ds,v"(t) — u(t))x

+ (" (1) = j(at)) + (1), 0" (t) = u(t))x.

Sumando y restando u(t) en el pentltimo término de (3.3.5) tenemos dos térmi-
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nos integrales que acotamos a continuacion.

(/0 B(t — s)e(s)ds, —é(t))x

= —%(/0 B(t — s)e(s)ds,e(t))x + (B(0)e(t) + /0 B(t — s)e(s)ds, e(t))x

t
1

< _£</0 B(t = s)e(s)ds, e(t))x + (5 + 1Bollzcx) lle(®)lI%

| ' 2
+ §||B||L2(0,T;L(X)) ; le(s)[xds.

t

(/ Bt — )e(s)ds, v"(t) — (1)) x

0

Lo ' 2 Lo -2
< SIBlz2 07000 OW@WMB+§W(®—U@Wx

Por tanto, de (3.3.5) se tiene

L el < e (el + 0"(0) — a(t)I
— %(/0 B(t — s)e(s)ds, e(t))x + /o le(s) |5 ds + R(t;u,vh)),

donde ¢ depende de A y B. Integrando entre 0 y ¢, tenemos
t
le(@)II% < ¢ (lle0)II% +/0 le(s)|[5ds
t t t
—l—/ 0" (s) — (s)||%ds — (/ B(t — s)e(s)ds, e(t))x +/ R(s;u,vh)ds).
0 0 0

Aplicando la equivalencia entre || - |4 y || - [x ¥ que ab < da® + b para

cualquier 6 > 0, tenemos
t
le@®)Ix < e (lle(O)[IX + c(d) /0 le(s) 1% ds

+/0 ||vh(s)—u(s)||§(ds+6||e(t)||§(+/0 R(s;u,vh)ds).

Tomando ¢ suficientemente pequeno nos proporciona una expresién a la que

podemos aplicar el Lema de Gronwall y obtener

le@®I% < e (le(0)I% +/0 [v"(s) = (s)II% +/0 R(s; a,v")ds).
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Notese finalmente que si el funcional j es de Lipschitz, de la definicién de

R(t;1,v") se deduce que
R(t;0,0") < el[o(t) = a(t)]|x,

donde ¢ es una constante positiva que depende de A, B, f y u. El anélisis

realizado lo expresamos en el siguiente resultado.

Teorema 3.3.2. En las condiciones del Teorema 3.1.3 se obtiene la siguiente
cota para el error en la aproximacion de la solucion del problema Py por la

solucion del problema P :

[u" = ulleqoryx) < ¢ (I(Pen — Duollx

1
y h_ . RN NP
* vheL2l(%,fT;Xh){Hv ~ o + 1R v )Hzl(O,T;X)})’

donde ¢ es una constante positiva que depende de A, B y T. Ademds, si j :

X — (—o0,+0o0] es de Lipschitz, tenemos

lu" = ulleqoryx) < e (1(Pyn — Duollx

1
, h h_ 112
Bt A — iz + 10"~ il r))

donde ahora ¢ es una constante positiva que depende de A, B, f,T y u.

3.4. Aproximacion totalmente discreta

En primer lugar introducimos la notacion siguiente. Dado un natural N y una
sucesion r = {mn}ff:o C X definimos Az, =, — X1 Y Oy = éAnxn para
n, 1 < n < N (diferencias finitas regresivas y divididas, respectivamente).
Por simplicidad definimos Agxqg = 9. Consideramos el problema abstracto

siguiente, con las notaciones habituales utilizadas en el capitulo anterior.
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PROBLEMA P: Hallar u"™ = {u"*}N_ C X" tal que, para todo v" € X",

(3.4.1) ugk = ug = Pﬁh(uo),

(3.4.2) (Au™ " — 5,u) 5 + (Z o Bk ot — 5,ul*) x

donde uy € X es dado.

El siguiente resultado estudia la existencia y unicidad de solucién para P%¥.

Teorema 3.4.1. Sean A : X — X wun operador simétrico y eliptico, B €
C([0,T); £(X)), f € C(0,T); X) y j: X — IR un funcional propio, convezo,

s.c.i. y positivamente homogéneo, esto es
(3.4.3) jAv) =Xj(v) YA>0, veX.

Supongamos ademds que

2m

(3.4.4) k<
|1 Boll £(x)

n kK
a, < -,
n—2

siendo m > 0 la constante de elipticidad de A. Entonces existe una unica

solucion u" = {ul*}N < X" del problema P} .

Demostracion.

Dado que j es positivamente homogéneo (por ejemplo, j puede ser una seminor-

ma en X ), multiplicamos (3.4.2) por k,, y tras algunas operaciones se obtiene

(3.4.5) (AN ul® 0" — Aul™) x + (o Bou!™ " — A ul™) x

+(0") = J(Anu) 2 (fa, 0" = Ay,
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donde

n—1
fn = fn— Aufﬁl — Za?B”’ju?k € X.

j=0
El problema de hallar A,u* € X" verificando la desigualdad (3.4.5) es una
variante del problema (2.4.3) cuya novedad radica en la presencia del funcional
j. Para la existencia y unicidad de solucién de (3.4.5), simplemente adaptamos
la demostracién del Teorema 2.4.1 a este caso. En efecto, suponemos conocidos
u;”", 0 < j < n. Dado n* € X" arbitrario, planteamos el problema auxiliar de

hallar @anh € X" tal que

(3.4.6) (Appt v = onta)x +3(W") = j(ensn)

> (fn - Uh,vh - @Zﬁ]h)){ Vol e XM,

La desigualdad variacional anterior tiene solucién tunica aplicando el Coro-

lario 1.2.4. Definimos el operador A" : X" — X" tal que
(3.4.7) APl = o Py Bo(@lk  + ulky),
por lo que, dados nt, nt € X" distintos, se tiene

A%t = Akl < @zl Bolleco ek, — @byl

P

h

Operando sobre (3.4.6) sucesivamente con v = " , paran" =7 y v = o
1o

h
n,ny

para " = 0k, se tiene

iy — @l sl < -t bl

Entonces, teniendo en cuenta (3.4.4), se concluye que el operador A"* es con-
tractivo y en consecuencia tiene un tunico punto fijo que denotamos por n*.
Definimos ul = % . +ul* |, por lo que tenemos @!*. = A,ul*. Sustituyendo

en (3.4.6) y teniendo en cuenta que

(0 ) = (AP, wh)x = (@Bl ) wh)y ¥ uh e X,
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hk
n—1 €5

obtenemos que A, u* es solucién de (3.4.5). Por tanto, u* = A, u"* +u
una solucién de (3.4.2). Dado que n es arbitrario, tenemos existencia y unicidad

para el problema PZ¥. O

El siguiente resultado estudia el comportamiento del error cometido al aproxi-

mar la solucién de P4 con la solucién de P4*. Denotamos e,, = u, — u*, 0 <

n <N.

Teorema 3.4.2. Nos situamos en las hipotesis de los teoremas 3.1.83 y 3.4.1.
Suponemos también que la solucion del problema Py tiene reqularidad adicional
uwe W*(0,T; X) y que Be WhH(0,T; L(X)). Ademds, suponemos que B y
B son funciones de Lipschitz en [0,T] y que la formula de integracion numérica
utilizada en el problema PI* es la de trapecios compuesta. Entonces, para k

suficientemente pequeno, se verifica que

(3.4.8) méx |len||% < dn (|leollk + &> + NE> + NE* + NK°

1<n<N

/. ; - k2 L h
+ Nk méx {if {[Jin —o"[% + R(ta; @, 0")}}),

donde dy = (1 + ¢(N + 1)(N2k3 + k)e2WHDINF4R)) ¢ o5 una constante

positiva que depende de A, Byu y T y

tn
R(ty; u,vh) = (Aun,'uh — Up)x + (/ B(t, — s)u(s)ds, ot — Un)x
0

‘l‘j(vh) — j(tn) — (fmvh — tUp) X

Demostracion. Utilizaremos las mismas notaciones que en la secciéon anterior.
Ademés, en lo que sigue n denota un nimero natural tal que 1 <n < N y v”

un elemento arbitrario de X”. Consideramos A, = (Aen, dpen)x v Operamos
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como sigue.

1 1
(34.9) A, = k—(Aen,en —en_1)x = k—(HenHi — (Aen,en-1)x)

n n
1 1 1
> —(lleall’s = lleallallen-lla) = =(llenlld = 5 (llealls + llen-1%))

1
= 5 lealls = lea )

Por otra parte, podemos desarrollar A,, y obtener

A, = (Auy, dpu, — 5nuhk)x — (Auzk, Onlly, — vh)X — (Auﬁk, o — 5nuﬁk)x.

n

El tltimo término de la expresién anterior se puede despejar de (3.4.2), por lo

que
A < (Auna 0 nUn — 5nuhk)X - (Auzka 5nun - Uh)X + j(vh) - ](6nu}r7;k)

n

Za”Bmuhk v — 0 uhk)x — (fn, o — 5n“2k)X

Por otra parte, podemos tomar t =t,, y v = (SRUZ’“ en (3.1.1) para obtener
(A, Gpu™ — 11,) x + (/tn B(t, — s)u(s)ds, 6u™ — u,)x
0
+ 5 (6,u*) — 5(0n) = (fa, Onul® — ) x > 0.
Sumando las dos ultimas expresiones tenemos
Ay < (A, Opty, — ) x — (Aul®

n 6nun - Uh)X + j(vh) - .](un)

tn
+(/ B(t, — s)u(s)ds, 6,u™ — u,)x + Za"B"]uhk " — S,ul*)
0

=0
— (o, 0" — ) x.
De forma analoga a otras secciones, definimos
(3.4.10)  R(tn;u,v") = (Auy, v" — 1) x + (/tn B(t, — s)u(s)ds,v" — i,)x
0
+ 5 (") = 5 (tn) = (fr, 0™ — 1) x >0,

(3.4.11) /o B(t, — s)u(s)ds — Z&?B"’juj, I, = HfanX

J=0
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Sumando y restando adecuadamente y teniendo en cuenta las definiciones an-

teriores, tenemos

(3.4.12) A, < (Aey, 6y — ") x + (fn, Spul® — M) x
+ (Z oz;»LB”’jej, St — M) x 4 R(tn; 0, v").

Por tanto, de (3.4.9) y (3.4.12) tenemos

||6n||?4 S ||en—1||,24 + 2{kn(A€n7 5nun - 'Uh)X + kn(jna 5nu7}}bk - Uh)X

+ kn(z af B¥e;, bpul® — o) x + ko R(tn; 0, 0") }.
=0

Sumando y restando d,u, adecuadamente, se tiene

lenll% < llen—1l% + 2{kn(Aen, dnttn = v")x = kn(Ln, Gnen)x

+ ky, (In,5 Uy — V") x — Za"B"jej,é €n)x

7=0

+ kn(z O‘;‘Lijej# 5nun - 'Uh)X + knR(tna ’l'L, Uh)}-

j=0

Procediendo por induccién a partir de la expresion anterior, se obtiene

(34.13)  leal% < lleolls +2{ D kj(Aej, 6u; — o) x — Zk L 05e5)x
j=1
n n 7
+ Z ]Cj(jj, (SjUj — Uh)X + Z k'j(z afBj’iel-, 5juj — Uh)X
j=1 j=1 =0
— ij(ZafBJ’zei,éjej +Zk R(tj;a,0")}.
j=1  i=0

Vamos a acotar el pem’ﬂtimo término de la expresién anterior. Tenemos que

(3.4.14) Zk ZO/BJ’ e;,0j€; X—Z ioz{Bj’iei,ej—ej_l)X

7j=1 =0
Jj+1

1
—E E oz]B“el E Oé]Jr Bithie e x — ( g a; BYe;, e0)x

leO

+ (Z alB™e; e,)x
=0
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de donde se deduce que

n J
Z ]{33(2 ongj’iei, (Sjej)x
j=1 i=0

n—1 7
<Y llellx{ (@l B = ol B e x + o {1 ]| Boejallx}
— i
n
+c(aglleollk + adlleollxllerllx) + ¢ > alleillxllen]l x-

1=0

Dado que

lof B — o "B Y|y < o [|BY = B + o] = o TIBT gy

< (ki + ol — ™),

]+1 J+1

| = 0 salvo para ¢ = j, en cuyo caso vale , tenemos,

y que |af —

n J
Z k’J(Z afBj’iei, 5j6j)X

+1
<c§3kﬁﬂikw%mmu+i—m@mu+wmm}

n

+e(aglleolk + atlleollxlledllx) +¢ Y afllesllxlenllx-
j=0

Por tanto,

n J n—1 J
(3.4.15) > k(O adBedie)x < (D ki Y olllejllxlleillx
7j=1 1=0 j:l =0

n—1 k
+1
+ 3 L lesll + lleslx lejsallx)
j=1

n

+ (aglleolk + edlleollxlleallx) + > alllesllxllenllx),
=0

donde ¢ depende de B. Consideramos el primer sumando de la expresion an-
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terior y, teniendo en cuenta que Y 7_, o7 = t;, lo acotamos como sigue.

n—1 J n—1 n—1 i
. 1 .
Z ki1 ZOZfH@jHXHeiHX < 5(2 kintslles|l% + Z ki1 Z o llesll%)
n—1 n—1

th legllz + SO kyvacd ||ez||X+ij+1aoneoHX

=1 j=i

Definimos a; = max;<,<y o para 1 <i < N y ap = maxj<,<ny . Teniendo
en cuenta que Z;L:_il kjjy1p =1, —t; <T para0<¢<n-—1yquet; <T para

0 < j < n, se tiene

n—1 7 ‘ n—1
Y ki Y ddllelixlledllx < e (a;+ ki)llesllx + aolleoll?).
j=1 =0 j=1

Aplicando esta cota en (3.4.15) y, para j, 0 < j < n, que |le;|x]len]|x <

dllenllk + 751le;]/% para & > 0 arbitrario, se obtiene

n J n—1
> k(Y al B e dies)x < e(0) | (o + ki) ek
j=1 i=0 Jj=1

+ > kpsallegll + (a0 +an)leolk + 041H€1H_2x} +c(d+ap)lealx
)k Y llesll + cdllenl -
7=0

Tomando § < m/cy aplicando en (3.4.13) la cota anterior, se obtiene
lenl% < e {lleolli + 5D llesllk + D kslldu; — o"[%
=0 J=1
+ > kiLll65e5llx + > k11050 — v x
j=1 j=1

n J
+ij||za53”’zei!\xl|5juj th—FZth 1, ol
j=1 i=0

donde ¢ depende de A, B y T. Podemos acotar el pentultimo término como
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sigue

n J
D kil ol Bl x16u; — v"lx
=1 =0
n 1 n
<ckn® ) ek + 3 > kilidguy — "%,
=0 =1

donde se ha utilizado que
n J n J
D kD alBrelk <e ) k() alllellx)?
j=1 i=0 J=1 i=0
J

Sczkj Z )llellx

=0

_CZHelHX Z{ ki + 1)} + clleollx Z{ +1)}
< CZ leill% (c:)* Z ki (7 + 1) + clleo| % (o) Z ki(G+1)

<) lelk (i) kn® < ck®n® ek
i=0 =0
Ademas, dado que hemos supuesto i € L>(0,7; X), se tiene
10505 — 5l x < Kjlliil[ ooty 1 2,5x) V5, 1 < J <N,

n
> killduy — isll% < eRfiill7e (o pix) YR, 1< 0 < N.
j=1

Utilizamos estas propiedades junto con
18505 = v"[x < N05u; — iyl x + iy —0"[|x,
18505 — v"[I% < 2(165u; — 415 + llay — o"[1%),

para obtener que

leallk < e (lleollk + (n*k* + k) Z le;lI% + &* + Z killa; — "%

7=1

e Rl - SR+ S Tl — o+ Z kRt i, 0"
J=1 j=1 j=1
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donde ¢ depende de A, B,u y T. Como consecuencia del Teorema 1.5.2, se
obtiene en particular que I; < c¢k? para todo j, 1 < j < N, donde ¢ depende

de B,u y T. Entonces,

> kI < nkt,
j=1
> kLl — o x < 5 ki + 3 > kil — o™k
=1 =1 j=1

< lnk‘5 + ! zn:k:Hu — "%

-2 2 4 T ’

J=1

> kiLildiellx =Y Lilles —ejaallx <> Lillejllx + ) Lillejallx
j=1 j=1 j=1 j=1

< ek llesllx + lleollx) < e (k) llegllx +nk® + & + K fleoll%).

=1 j=1
Por tanto, definiendo
(3.4.16) hy = |[a; — 0" % + R(t;;0,0"),
tenemos
leallk < ¢ (lleollk + &% +nk® +nk® +nk® + i kjhi) + c(n’k® + k) i le; 1
j=1 =0
Denotando
90 = lleollxs  gn = lleollx + &° + nk® + nk* + nk® + ikj hj, n>1,
j=1
se deduce que {|le,||% Y0, {g.}_, estéan en las condiciones del Lema 1.6.3,

con a; = n?k® + k para todo j, 0 < j < N. Por tanto, si k y N son tales que
1
c(N?*K* + k) < o1 entonces

leallk < dw max flleoll + &+ nk® +nk +nk? + 2 kihs},
J:

(3.4.17)

max
1<n<N
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siendo

N
dy =c(1+ cZ(n2k3 + k)2 Enmo(n?K 1))

n=0

S C(]_ +C(N+ 1)(N2k,3 +k)626(N+1)(N2k3+k)).
En consecuencia,

méx {) k;jh;} < Nk méx hy,
j=1

1<n<N 1<n<N

< . S h2 AN
< Nk méx {{[in —v*x + Rltn;t,0") }

Finalmente, se concluye de (3.4.17) que

max [len|% < dy ([leollX +&* + Nk* + Nk + Nk

[ . S hy2 Lo o h
+ Nk max {inf [l — "% + R(tn; i, 0")}),

con lo que concluye la demostracion. O

Corolario 3.4.3. En las condiciones del teorema anterior, si ademds j : X —

(—o0, +00] es de Lipschitz, se tiene

¢ 2 < 2 2 3 4 5
mix fleall < dy (lleollx +# + NE + NE 4 Nk

. ) o h2 ok
+ Nk max {inf {[lin = o"[% + [l = 0"[Ix}}),

donde dy = c¢(1 4+ ¢(N + 1)(N2k3 + k)e2WN+DWNK+R)y 4 ¢ o5 una constante

positiva que depende de A, B,u, f yT.

Demostracion. Simplemente se rehace la demostracion del teorema teniendo

en cuenta que R(t,;1u,v") < c(A, B,u, f,T)|t, —v"|x. ]

Corolario 3.4.4. En las condiciones del teorema anterior, supongamos el ca-

so particular en que la particion del intervalo temporal [0,T] sea uniforme.
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Entonces
, 2 ( 2 2
i flenlB < e (el + &

7 Va . _ h 2 . . h
+ max { fof {lin — "% + Rt ")} ),

siendo la constante positiva ¢ dependiente de T pero independiente de N. Si

ademds j : X — (—o0,+0o0] es de Lipschitz, se tiene

méx fleally < e (lleolly + 42

z ’ . hi2 . h
+ max {f {lin — o5 + i —0"][x}})-

Finalmente, si ademds de lo anterior se tiene limy,_ |leg]|x = 0 y se verifica
la condicion (1.4.1), entonces

lm { méx |ju, — u"¥||x} = 0.

hk—0 " 0<n<N
Demostracion. La demostracion es trivial, dado que se verifica que k; = k

para todo j, 1 < j < N,y en consecuencia Nk = T'. Por tanto, de (3.4.8) se

concluye el resultado deseado. O
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Capitulo 1. Mas detalles relativos a espacios de funciones que toman valores
en espacios normados, se pueden consultar en [7, 10], entre otros. Como textos
dedicados al estudio tedrico y/o aplicado de las inecuaciones variacionales,
pueden consultarse, por ejemplo, [11, 33, 34, 47, 57, 89]. El Teorema 1.2.7 ha
sido probado en [9, pdg. 117], utilizando argumentos de ecuaciones evolutivas
y operadores maximales mondtonos. Otra version ha sido considerada en [36],
donde la demostracién se basa en un método de discretizacién temporal. La
demostracién del Lema de Gronwall puede encontrarse, por ejemplo, en [78, 83].
La demostracién del teorema del punto fijo de Banach puede encontrarse, por
ejemplo, en [12; 38]. Variantes del Lema 1.6.3 pueden encontrarse, por ejemplo,
en [28, 38]. Las nociones y propiedades fundamentales del célculo subdiferencial

pueden verse, entre otros, en [26, 66, 89].

Capitulo 2. Los resultados de este capitulo, han sido publicados en [68],

donde se formulan con mayor generalidad, al establecerse en espacios de la

forma LP(0,7T; X), ademas de en C([0,77]; X).

Capitulo 3. Los resultados de las dos primeras secciones de este capitulo
estan admitidos para publicacién en [82]. Los resultados de la dltima seccién
se aplican a la implementacion préactica de un algoritmo numérico para un

problema de contacto concreto en [69].






Parte 11

Aplicacion al contacto en
viscoelasticidad con memoria

larga

Esta parte esta dedicada al estudio de diversos problemas de contacto con
y sin rozamiento para sélidos viscoelasticos de memoria larga. Para ello se
hace uso de las herramientas desarrolladas en la Parte I, dado que las formu-
laciones variacionales de los problemas en que estamos interesados pertenecen
a alguno de los dos tipos de inecuaciones variacionales de evolucion estudia-
dos. Comenzamos con el Capitulo 4, donde se recuerdan algunos resultados
relativos a los espacios funcionales utilizados en mecénica de sélidos y de apro-
ximacién numérica con elementos finitos, que tiene su continuacion logica en
el Capitulo 5, donde se realiza una introducciéon a la formulacién mecéanica de
los problemas de contacto que nos interesan. Los capitulos 6-8 estan dedica-
dos a tres tipos de problemas de contacto sin rozamiento, mientras que en los

capitulos 9 y 10 se estudian diversos problemas con rozamiento.
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Capitulo 4

Espacios funcionales y

elementos finitos

En este capitulo recordamos diversos resultados de anélisis funcional que seran
necesarios para el andlisis de las formulaciones variacionales de los diver-
sos problemas de contacto. Se introducen algunos espacios de Sobolev y sus
propiedades mas relevantes para nuestro estudio, entre las que destacamos las
relativas a la traza, por su evidente vinculacién con las condiciones de con-
torno. También recordamos algunas propiedades de los espacios de elementos

finitos utilizados posteriormente en la aproximacion numeérica.

4.1. Espacios funcionales en mecanica de séli-

dos

Definimos a continuacion los espacios funcionales que van a ser utilizados a lo

largo de los siguientes capitulos en el andlisis de las formulaciones variacionales
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de los problemas de contacto en que estamos interesados. También se incluyen
algunos resultados fundamentales que utilizamos a menudo en este trabajo

como, por ejemplo, la desigualdad de Korn o una férmula de Green.

Denotamos por Sy el espacio de tensores de segundo orden simétricos, esto es

Sd = {T = (Tij) : Tz‘j = Tji € ]R,}

(13X

Asimismo, “” y |- |, denotan el producto interior y la norma correspondiente
tanto en IR como en Sy y denotamos por I; al tensor identidad en Sy, de

componentes d;;.

En todo lo que sigue suponemos que © C IR? es un abierto, conexo, acotado y
de frontera I' = 02 de Lipschitz a trozos, por lo que el vector normal exterior
unitario v = (v;) esta definido en casi todo @ € I'. La frontera estd dividida en
tres partes disjuntas I';, i = 1,2, 3, siendo med(I';) > 0. Ademads, denotamos

por = QU 9N la adherencia de €.

Denotamos por C({2) al espacio de funciones continuas en 2 y para m € IN,
denotamos por C™(£2) al espacio de funciones continuamente derivables hasta
el orden m en Q. Utilizamos también la notacién usual L?(£2) para denotar al
espacio cuyos elementos son clases de funciones coincidentes en casi todo punto

de €2, Lebesgue medibles y tales que la integral de Lebesgue de su cuadrado es

finita.

Dado un espacio normado X, denotamos su norma por || - || x. Ademas defini-
mos el espacio normado de operadores lineales y continuos £(X) y el espacio
normado producto cartesiano [X]¢ = {x = (z;) : x; € X}. En particular, sea

H = [L?(Q2)]¢, espacio de Hilbert con el producto escalar
(u,v)g = (wi, v5)2(0) = / u;v;dx  para todo u,v € H.
Q

En la expresion anterior y en todo lo que sigue, salvo mencion expresa, se
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asumen como convenios que los indices ¢, 7, k, [ toman valores enteros com-
prendidos entre 1 y d. Ademas, todo indice repetido denota suma, todo indice
tras una coma denota derivacién con respecto a la variable espacial corres-
pondiente y un punto o dos sobre una funcién denotan, respectivamente, la

primera y la segunda derivada material respecto a la variable temporal.

Dado un natural m > 0, denotamos por H™(f2) el espacio de funciones de
L*(Q) cuyas derivadas (en el sentido de las distribuciones) de hasta orden m,
son Lebesgue medibles y con integral de Lebesgue de su cuadrado finita. En
particular, H'(Q) = {¢ € L*(Q) : ¢, € L*(Q)}, espacio de Hilbert con el

producto escalar

(9. 0) i) = (0,0 12(0) + (¢4, Vi) 12() para todo ¢, € H' ().

Definimos H, = [H'(Q2)]%, espacio de Hilbert con el producto escalar

(w,v)m, = (us, Vi) Ppara todo u,v € Hi.

Sea o : H'(2) — L*(T") la aplicacién traza. Como es sabido, para funciones
v € H'(Q)NC(Q), se tiene yov = vjr. Denotamos por H{(12) el nicleo de o y
por H2(T') = I'm(vy) C L*(T) la imagen de H*(2) por ~. Entonces, definimos

el espacio

N

Hy = [HH[D)] € [LA(T))

Dada una funcién vectorial v € H; denotamos también por v su traza, ele-

mento de Hr, y definimos
v, =0V =01, v =V — UV
Para todo u € [C'(2)]?, se tiene que la traza u = w). y que

Uy, = ll,|F ‘U, Ur = ’U,‘F — UylV.
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Dado un espacio normado X, definimos el subespacio de [X]9*¢ de sus elemen-

tos simétricos como [X]¥*? = {x = (z;;) : 7;; = z;; € X }. Sea, en particular

(4.1.1) Q = [L(Q) = {o = (0y) : 0y = 0j; € L ()}

s

Definimos a continuacion el operador de deformacione : Hy — Q vy el operador

de divergencia Div : [H*(Q)]**? — H:
1
5,’j(’U) = 5(1)1'7]' + Ujﬂ;) Vove Hl, (DIV U)z = 04j,j Voe [Hl(Q)]dXd.

Sea ademds ) = {o € @ : Dive € H}. Ambos son espacios de Hilbert con

los productos interiores respectivos:

(0,7)g = (Uij;Tij)LQ(Q) para todo o,T € Q,

(0,7)g, = (0,7)g+ (Dive,Divt)y paratodo o, T € Q.

Denotamos las normas correspondientes por || - |lo ¥ || - ||g,- Se verifica tri-
vialmente la inyeccién continua Q; C Q). Dada o € (); podemos definir sus
componentes tangencial y normal. En efecto, para todo o € [C(Q)]9?, se
tiene que Dive € H y que ov = o.v € [L*(T')]%. Ademds sus componentes

normal y tangencial son dadas por

(4.1.2) O, =0 V-V, O;=0V—0,.

y se tiene la siguiente férmula de Green':

(4.1.3) (ov,v) 2y = (0,€(v))q + (Dive,v)y  para todo v € H.

La expresion (4.1.3) nos permite definir la traza ov de todo o € )y como
elemento del espacio dual HlF y sus componentes normal y tangencial como

elementos de los duales H2(T') y Hy., respectivamente.

INétese que para la validez de esta expresién es esencial la simetria de o
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A continuacién se define el espacio de los tensores de cuarto orden tales que

cada componente estd esencialmente acotada en €2, esto es,
LOO(Q) = {B = (Bijkl) : Bijkl € LOO(Q)}
Es un espacio de Banach con la norma

|1B]|Le ) = og%%gd |1Bijnill Los (o)

Definimos ahora el espacio
(4.1.4) V={ueH : u=0cpd enTli},

aunque en ocasiones también denotaremos por V' a alguno de sus subespacios.

Dotamos a V' con el producto interior
(4.1.5) (u,v)y = (e(u),e(v))g, paratodo u,v €V,

1
y la norma inducida || - ||y = (-, -)¢. Ademads, dado que med(I'y) > 0, aplicando
la desigualdad de Korn, se establece que || - ||y es en V' una norma topoldgi-
camente equivalente a la de H; y por tanto V' es un espacio de Hilbert con el

producto interior (-,-)y. En particular, se tiene la cota
(4.1.6) vl <ckllv|ly para todo v €V,

donde ci representa una constante real positiva, que depende de I'y y de €.
En algunas formulaciones variacionales haremos uso del siguiente subconjunto

de V' que denominaremos conjunto de desplazamientos admisibles.
(4.1.7) Uw={ueV : u, <0cpd. enI's}.

Noétese que se trata de un subconjunto convexo, cerrado y no vacio de V.
Recordamos a continuacion algunos resultados de densidad que serdan de uti-

lidad para la obtenciéon de estimaciones de error y resultados de convergencia
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en la aproximacién numérica de las soluciones de las diferentes formulaciones
variacionales de problemas de contacto. Es conocido que el espacio de funciones
infinitamente diferenciables y de soporte compacto en €2, que denotamos por
D(Q), es denso en H} () y que C°°(Q) es denso en H™(2), m > 0. En parti-

cular, se deduce que
(4.1.8) H'(Q) es denso en L*(Q2).

Se verifican, ademds, los siguientes resultados (ver, por ejemplo, [38, pag. 149-

151]).

Teorema 4.1.1. Si I" es de Lipschitz a trozos y I'y es relativamente abierto en

T, el espacio Vo = {v € [C=(Q)]? : vjr, = 0} es denso en V.

Recordamos que dado un espacio topolégico X y un subconjunto Y C X, se
dice A C Y es relativamente abierto en Y si existe un U abierto en X tal que

A=UnNY.

Teorema 4.1.2. Sea d = 2 (respectivamente, d = 3) y supongamos que ) es
un poligono (respectivamente, un poliedro), de tal forma que ' = U:_ T, cada
[y es union finita de segmentos (respectivamente, de poligonos) y para i # j
se verifica que I'; NT; = 0. Entonces Uyg N [C“(Q)]d es denso en U,y con la

norma de V.

Finalmente, dados f, : [0,7] — H v f, : [0,T] — [L*(T3)]%, se define, para

todo t € [0,7], F;: V — IR tal que

Fy(v) = (fo(t),v)u + (F2(t), v) 2y« para todo v € V.

Como se deduce facilmente de las propiedades de la traza y de (4.1.6),

[F()| < c(lFo@)lr + 120 liz2rapa) [0l < c@®)llvllv,
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donde aqui y en lo sucesivo, ¢ representa una constante positiva arbitraria y
c(p1,-..,pn), denota una constante positiva para la que se explicita su depen-
dencia de los parametros p1,...,p,, n > 1. En ambos casos su valor puede

cambiar de linea en linea.

Dado que F; es un funcional lineal y continuo, por el teorema de representacion

de Riesz, existe un unico F'(t) € V tal que

(4.1.9) (F(t),v)y = (fo(t),v)m + (F2(t), v)iz2ra0 = Fr(v),

para todo v € V. Nétese que si f, € C([0,T]; H) y f5 € C([0,T]; [L*(T'9)]%),
entonces F' € C([0,T];V).

4.2. Método de elementos finitos

Utilizaremos el método de elementos finitos con d-simplex de Lagrange de
grado 1. En concreto, supondremos que Q C IR es poliédrico y se triangulariza
con una malla compuesta por d-simplex de tipo 1, esto es, segmentos para
d = 1, tridngulos para d = 2 y tetraedros para d = 3, en los que los nodos
son los vértices (d = 2,3) o los extremos (d = 1). Denotamos por 7" la
triangulacién o malla tipo elementos finitos y por 7" a un elemento finito
arbitrario de esta. La malla se supone compatible con la particién de la frontera
[ = U2 T}, esto es, para todo T" € T" y parai = 1,2, 3 se verifica que T"NT;
es vacio, un vértice de 7", un lado de T" (d=2), una arista o una cara de 17"

(d=3).

El espacio de dimensién finita que se asocia a cada T" es el espacio de poli-
nomios en d variables de grado total menor o igual a 1, que denotamos por

Py(T"). Denotamos por X" el siguiente espacio de elementos finitos:

Xh={heCQ): v(}h € P,(T") para todo T" € T"}.
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Ademas, dado T" € T", denotamos por Iln : C(T") — Py(T") al operador de
interpolacion local, definido por

d+1
(4.2.1) Mo =Y v(x! )¢ para todo v € C(T"),
i=1
donde {&7" Y son los vértices de T" y {¢7" Y] son los polinomios de base

del espacio P,(T"). Denotamos por I1* : C(Q) — X" c C(Q) el operador de

interpolacion global definido por
T"v|pn = v para todo T" € T, v todo v € C(Q).

En estas condiciones podemos establecer el siguiente resultado fundamental
para la estimacién del error cometido en la interpolacién con elementos finitos

(consultar, por ejemplo, [62, pag. 110]).

Teorema 4.2.1. FEuxiste una constante ¢ > 0 independiente de h tal que

h
[ = "0 gy < B> méx { ——
TheT;, = Prh

}”UHHQ(Q) Yv e HZ(Q), 0<m<?2
stendo

h = méx hpn, hpn =méx{|x —y|: z,ycT"},
TheTy,

prn = didmetro de la mayor d — esfera Spn inscrita en T

Dada una familia {7}, },~0 de triangulaciones se dice regular si

= Existe una constante ¢ > 1 tal que

hTh

< ¢ paratodo T" € T, y todo h > 0,
Prh

= ¢l pardmetro de discretizacién h converge a cero, h — 0.
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Corolario 4.2.2. Dada una familia {7, }n~o reqular de triangulaciones, eriste

una constante ¢ > 0 independiente de h tal que

v = T"0|| gy < ch* ™||v]lg2@) Vv € H*(Q), 0 <m < 2.

Para d > 2, la triangularizacién 7" subdivide la parte I'; de la frontera de  en

(d — 1)-sfmplex. Esto es, ['s = C c.ch

s nk > 1, siendo C un tridngulo (d=3)

o un segmento (d=2). Denotamos por x}; al i-ésimo nodo (1 < i < d) de la
j-ésima cara de I'3 y por 1/? al vector unitario y exterior a {2 normal a C]’-‘. De
esta forma, podemos definir el operador Hl}ka de interpolacién lineal a trozos
en I's, en funcién del operador de interpolacién local (d — 1)-dimensional I,

donde C" es una cara o lado contenido en I's. Esto es, para cada j, 1 < j < nh,

se tiene
(H}FL3(Q))|CJ’% = Hen(gien) para todo g € coclh,
donde
Hch Q|ch quch Z] W
siendo {¢}¢, los polinomios de base de P(C}) en (d — 1) variables. Del

Corolario 4.2.2 se tiene que para una familia regular de triangulaciones

ne
(422) g —Tgleewy < eh® Y llallmzen

J=1

para todo ¢ € L*(T'3), Gion € H2(C';-Z), 1<j<nb.

En la practica, estamos interesados en aproximar con el método de elementos
finitos la dimension espacial de un par (u,o) € C([0,7];V) x C([0,T]; @),
solucién de un determinado problema variacional PV, donde V' y @ son los
espacios de Hilbert de desplazamientos y tensiones, respectivamente. Para la
aproximaciéon del campo de desplazamientos, utilizaremos subespacios o sub-

conjuntos de [X"]¢, segiin el caso. Por ejemplo, si V esta dado por (4.1.4), lo
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aproximamos con el subespacio de [X"]? dado por
(4.2.3) Vh={v" € [X"]?: v" = 0 en los nodos de T },

y el conjunto de desplazamientos admisibles U,y definido en (4.1.7) con el

subconjunto de V"

(424) UL ={v'eV': o'(}) v <0, 1<i<d 1<j<n¢}

Notese que por la compatibilidad exigida a toda triangulacion 75, se tiene
que Vi C V y Ut C U,g. Por otra parte, para que se verifique la condicién
e(V") C Q", esencial para garantizar que los problemas variacionales dis-
cretizados PV" correspondientes estén bien planteados, se define Q" como el
espacio de matrices d x d simétricas cuyos elementos son funciones constantes

a trozos en cada elemento 7" € T". Es decir,
(4.2.5) Q" ={r"eQ: 7" € [R(T"))¥, para todo T" € T"}.

Dado que en las aplicaciones d < 3, se deduce del Corolario 4.2.2 y de la

expresion (4.2.2) que

(4.2.6) v — "oy <c||v||jg2@yeh  para todo v € [H*(Q)]%,
nh
C
(42.7)  |lg — I, qlliz2 sy SCZ ||Q||[H2(c;)}d h?
j=1

para todo g € [L*(T3)]?, q € [H*(C1)]?, 1 < j < ng,
donde (IT"v); = IT"v; y (II,q); = 11}, ¢;- Ademds, en [59] se demuestra que
(42.8) (I = Por)7llo < cl|Tllin(qyexa b para todo T € [H'(Q)],

donde I : Q — @ es el operador identidad en Q y Pgr : Q — Q" es el operador

lineal de proyeccién definido por

(Pgro,o")g = (o,0") g VYoeQ, o"ecQ"
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Ademads Pgn es no expansivo, esto es,
(4.2.9) |Porollo < |lo|le  paratodo o € Q.

Por otra parte, dado v € V' y j, 1 < j < nl se tiene que

(Hh”)u\cjh = (H}rlg ("Uu))|cjh = chh(vwc]h)-

Por tanto, podemos considerar (Hh'v)y‘F3 = II{, (vy), y en consecuencia, uti-

lizando (4.2.2), se tiene
. h h
(4210) o, — Bl < o, = T, () ey
< ch®V v eV tal que v, € L*(I's) y vy € H*(CM), 1< j < ng.
J
De forma andloga, también se puede obtener, utilizando (4.2.7), que

(4.211)  inf o, — vrllizamgye < llvr — I (v0) |2y e

< ch*V v eV tal que v, € [L*(T3)]y Vrion € [HQ(C;L)]‘I, 1<j<nh.

Resultados de convergencia. Podremos obtener resultados de convergencia
con hipétesis mucho menos restrictivas. Sean V* c V y Q" c Q (h — 0),
familias de subespacios de dimension finita, que pueden venir dadas, o no, por

el método de los elementos finitos. Consideramos las siguientes hipdtesis.

[ Existe un subespacio U C V, una constante a; >0y
una funcion ¢; : U N U,y — R, tales que :

(a) U N Uyq es denso en Uyy;

(4.2.12) (b) Para todo v € U N U,y se verifica

inf |lv — 0"y < er(v) R
vheut,

(c) Siv e C([0,T];Ud NUuq), entonces la funcién dada por

t €10,T] — c1(v(t)) € Ry pertenece a C([0,T]; R,).

\
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( Existe un subespacio Q C @), una constante ag > 0y
una funcion ¢y : Q@ — IR, tales que :

(a) Q es denso en @Q;

(4.2.13) (b) Para todo 7 € Q se verifica

’ _ h as,
Aof llr=7lle < ex(r) p%;

(¢) SiT e C([0,T]; Q), entonces la funcién dada por

t €10,T] — c2(v(t)) € Ry pertenece a C([0,T]; IR,).

\

Noétese que por el Teorema 1.1.4, C([0, T];U N U,q) es denso en C([0,T]; Uuq)
y C([0,T]; Q) es denso en C([0,T];Q). Por otra parte, del Teorema 4.1.2 y
la estimacién (4.2.6) se deduce que podemos tomar U = [C(2)]¢ (o incluso
U = [H*(Q)]?) v de (4.1.8) y la estimacién (4.2.8) concluimos que podemos
tomar Q@ = [H*(Q)]%¢, cuando V" y Q" son espacios de elementos finitos.
En ese caso, a1 = as = 1, la expresién (4.2.12) (b) se corresponde con la
estimacién de error (4.2.6) en la interpolacién global de v y (4.2.13) (b) se
corresponde con la estimacién de error (4.2.8) en la proyeccién de 7, mientras

dxd

que las funciones ¢; y ¢, son normas en [H2(Q)]4y [H(Q)]4*4, respectivamente.

De esta forma, dada (u,o) € C([0,T]; V) x C(]0,T]; @), solucién de un pro-
blema variacional PV y (u”", a") € C([0,T]; V") x C([0,T]; Q"), solucién del
problema semidiscreto PV" correspondiente, nuestro objetivo serd obtener una

cota de la forma

(4.2.14) |lo — o"lcqome + lu — u"llcqomv)

<cg(, mf fu—v"logmy) + I = Pg) ollegomae
— g ’UhEC([O’T];US"d) || HC([O,T},V) ”( Qh) ||C([07T],Q)

donde ¢ es una constante no negativa y la funciéon g : IR, — IR, esté en las
condiciones de (1.4.4). En este caso, podremos obtener un resultado de conver-

gencia como consecuencia directa del Teorema 1.4.3, esto es, en las hipotesis
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(4.2.12), (4.2.13) y (1.4.4) tendremos que

lim {|o — o"|lcorye) + = u*|logom} = 0.

Anélogamente, dadas (u, o) € C([0,T]; Usq) x C([0, T]; @), solucién de un pro-
blema variacional PV y (u"* a"*) € (U, x Q")N+1] solucién del correspon-
diente problema totalmente discretizado PV"* nuestro objetivo serd obtener
una cota de la forma

. _ahk __hk
(1.2.15) sl — ul¥l + o — 0¥}

< ix {1 — ot ) 4 _
<o mix {0~ v"Iv}) +e mix {1+ (7 = P loh

donde ¢ es una constante no negativa, [,, es una expresién de la forma (1.5.5)
y la funcién g verifica (1.4.4). En estas condiciones tendremos convergencia,
como consecuencia del Teorema 1.6.1. Esto es, en las hip6tesis (1.5.6), (4.2.12),
(4.2.13) y (1.4.4), se verifica

) . __hk bk _
Jim { mix {low — o7l + [lwn — wllv}} =0.






Capitulo 5

Introduccién al contacto y a la
viscoelasticidad con memoria

larga

En este capitulo recordamos algunos conceptos de mecanica de medios conti-
nuos, incluyendo la ecuacion del equilibrio, que rige el proceso de deformacién
cuasiestdtico. A continuacion, describimos aspectos béasicos de la reologia, o
ciencia de los materiales, como preambulo a la introduccion y andlisis de la ley
de comportamiento en viscoelasticidad con memoria larga. Cerramos el capitulo
con un analisis de las diferentes condiciones de contorno en que estamos in-
teresados, con especial atencion a las condiciones de contacto. Dispondremos
va, de los elementos necesarios para plantear todos los problemas de contacto

que estudiaremos en los capitulos restantes de esta parte.

101
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5.1. Algunos fenémenos de contacto

Presentamos en esta secciéon los fenémenos de contacto que son objeto de
estudio en esta tesis. Se trata del contacto entre un sélido deformable y un
obstaculo, que puede ser a su vez deformable o rigido, y del contacto entre dos

s6lidos deformables.

Contacto unilateral entre un sélido deformable y un obstaculo. Ima-
ginemos un cuerpo sélido deformable que esta bajo la influencia de campos
de fuerzas que actian bien sobre una parte de su superficie bien sobre la
totalidad de su volumen. Imaginemos ademas que el movimiento del cuerpo
estd restringido por medio de una fijaciéon en cierta parte de su superficie y
que, como consecuencia de su deformacion, es susceptible de entrar en contacto
(o ya lo estd) con un obstaculo, que puede ser deformable o no. En el caso de
que no lo sea, el obstaculo recibe el nombre de fundacion rigida y reacciona al
contacto, en cada punto, con una fuerza desconocida a priori cuya direccion es
“hacia el cuerpo”. Si por el contrario es deformable, el grado de profundidad
de la penetracion en cada punto determina la fuerza con la que se produce una
reaccién hacia el cuerpo. En la Figura 1.1 se presenta un dibujo aclaratorio,

con las notaciones introducidas en las secciones 5.2 y 5.4.

Contacto unilateral entre dos solidos deformables. La diferencia con-
ceptual con respecto al caso anterior (en el que en sentido estricto también
intervienen dos cuerpos: sélido deformable y obstéculo) es que en aquel caso,
no nos ocupamos del andlisis mecanico del obstaculo, mas que en lo referente
a su relacion con el sélido deformable. En contraposicion a esta idea, aho-
ra si nos ocupamos del estudio mecéanico de los dos sélidos involucrados. Por
tanto, imaginemos dos cuerpos sélidos deformables sometidos, cada uno inde-

pendientemente del otro, a la influencia de campos de fuerzas actuando sobre
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una parte de su superficie o sobre la totalidad de su volumen. Ademéas, ambos
estan fijados en cierta parte de su superficie, lo que restringe su movimien-
to. Como consecuencia de la deformacién que experimentan, pueden entrar en
contacto entre si, o si ya lo estan, separarse. En la Figura 5.1.1 se presenta un

dibujo aclaratorio, con las notaciones introducidas en la Seccién 8.1.

f,

AN

%
7
2

Figura 5.1.1: Contacto entre dos cuerpos.

Contacto bilateral. Es una variante de los casos anteriores en la que se
supone que el proceso de deformacion no implica una separacion entre cuerpo
y obstaculo o entre los dos cuerpos, por lo que el contacto se mantiene a lo

largo de todo el tiempo de observacion.

5.2. Cinematica y dinamica de un medio con-

tinuo

Estamos interesados en la modelizacién matematica de un proceso de defor-

macion, para lo cual nos valemos de las herramientas que nos proporciona la
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teoria de la mecédnica de los medios continuos. Matematicamente, suponemos
que el sélido, en su configuracién de referencia, ocupa el conjunto Q c IR,
(d = 1,2,3 en aplicaciones), donde Q C IR? es un abierto conexo (i.e. dominio)

y acotado con frontera I' = 0f2 suficientemente regular.

Utilizando el principio fundamental de la mecdnica de medios continuos se
obtiene la ecuacion del movimiento, expresion que rige todo proceso dindmico

de deformaciéon de un cuerpo y que exponemos a continuacion:
(5.2.1) p(x,t)u(x,t) = Dive(x,t) + fo(x,t) para todo x € Q, t € [0,T].

El intervalo temporal en que realizamos la observacién es [0, 7], T' > 0, p re-
presenta la densidad de masa por unidad de volumen, & es la segunda derivada
material del desplazamiento u = (u;) respecto del tiempo ¢, f, = (f) es la
densidad de fuerzas voltimicas por unidad de volumen y Div o es la divergencia
del tensor de tensiones de Cauchy o = (0;;), que en coordenadas se define por
(Dive); = 0yj;. El tensor de tensiones es, ademds, simétrico. Simplificamos
(5.2.1) eliminando el término p(x,t)u(x,t), dado que suponemos que los efec-
tos de la inercia son despreciables. Es por esto que decimos estar en un caso
cuasiestdatico. Esta simplificacién es frecuente en gran parte de trabajos. La
justificacién se basa en que las fuerzas y los desplazamientos impuestos varien

poco en el tiempo (ver, por ejemplo, [25, pdg. 167]). Por tanto tenemos
(5.2.2) Dive(x,t) + fo(x,t) =0 paratodo = €Q, tel0,T],

que se denomina ecuacion del equilibrio. Por otra parte, definimos el tensor de
deformaciones linealizado como la parte simétrica del gradiente del desplaza-

miento, que se expresa en coordenadas como sigue

1
(5.2.3) gij(u) = é(ui,j + ).

Su inclusiéon en nuestro modelo esta justificada, dado que nos situamos en las

hipétesis de pequenas deformaciones.
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En este punto disponemos de un modelo que describe la deformaciéon de un
cuerpo, pero que no ilustra el comportamiento especifico de cada material
concreto. Esto es un sinsentido fisico y ademds, desde un punto de vista
matematico, tenemos mas incognitas que ecuaciones. Los célculos son sen-
cillos, por ejemplo en el caso d = 3 disponemos de nueve ecuaciones escalares
(tres de (5.2.2) y seis de (5.2.3) ) y de quince incégnitas (las tres de los despla-
zamientos, las seis de las deformaciones y las seis de las tensiones). Asi pues,
necesitamos introducir mas ecuaciones que porten informacion de como es el
material que compone el cuerpo cuya deformacion estamos modelizando. Es-
tas ecuaciones, y mas propiamente si dicha informacién puede ser expresada en
una sola ecuacion es la ley constitutiva o ley de comportamiento. A su estudio,
centrado en el caso viscoeldstico de memoria larga, dedicamos la Seccion 5.3.
Por otra parte, atin nos resta modelizar el efecto de las diferentes condiciones

de contorno. A ello asignamos la Seccion 5.4.

5.3. Ley de comportamiento viscoelastico de

memoria larga

Una de las formas de obtener una expresién matematica para la ley constituti-
va de un material consiste en llevar a cabo una serie de tests experimentales en
el laboratorio que ponen de manifiesto caracteristicas del material tales como
su endurecimiento, envejecimiento, deformaciones residuales, dano, desgaste,
etc. Brevemente, podemos decir que en los tests experimentales se obtienen
valores numéricos de una serie de variables fisicas {Oq,...,0,} en respues-
ta a los de otro grupo de variables {Iy,...,I,} artificialmente provocados.
Luego, se pretende cuadrar esa informacion de tipo causa-efecto por medio de

combinaciones lineales de funciones matematicas adecuadas. La seleccion de
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dichas funciones y el calculo de los coeficientes idéneos es una tarea complica-
da e implica limitar el domino de validez del modelo y la realizaciéon de tests

experimentales a posteriori con objeto de aceptar el modelo o no.

Con caracter general, diremos que un material es homogéneo cuando todos
sus puntos materiales tienen propiedades reoldgicas idénticas y que es isotropo
cuando todas las direcciones alrededor de cada punto son materialmente equi-
valentes. Un material laminado, por ejemplo, es un paradigma de material no
isotropo, esto es, anisotropo. Existe en la literatura una gran variedad de leyes
de comportamiento y la mayor parte de ellas son expresiones que involucran el
tensor de tensiones o, el tensor de deformaciones linealizado € y sus respectivas

derivadas temporales.

Leyes de comportamiento en elasticidad. En su caso més general, una

ley de comportamiento en elasticidad es de la forma
(5.3.1) o= F(e).

Establece una relacion entre tensiones y deformaciones tal que, en el caso
unidimensional, la curva que relaciona ambas magnitudes es coincidente en un
experimento de carga-descarga. No puede describir, sin embargo, fendémenos
reales como, por ejemplo, la relajacion de los materiales, que consiste en que al
someterlos a una deformacién constante g, las tensiones que experimentan no
se mantienen iguales a oy = F'(gg), sino que se reducen en cierta medida con
el paso del tiempo. La ley constitutiva para un material elastico lineal viene

dada por
(5.3.2) o = Ae,

que expresa matematicamente la ley de Hooke generalizada, donde A = (A;jx)
es un tensor de orden 4 denominado tensor de elasticidad. En la expresion

anterior y en lo que sigue, entendemos que dados un tensor R de orden 4 y un
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tensor 7 de orden 2 arbitrarios, su producto R7 es un tensor de orden 2 que

en coordenadas se define como sigue:
(RT)ij = RijmTh-

Dada la dependencia de € respecto del desplazamiento u, en numerosas oca-
siones en que no haya lugar a confusién, como en la expresion (5.3.2), pres-
cindiremos de la escritura explicita de u, esto es, € = e(u). En el caso de un

material elastico homogéneo e isétropo se verifica
Aijit = N6ij6r + 110650 + 0adji,),

donde los escalares A\ y p son los coeficientes de Lamé 'y ;5 es el simbolo de
Kronecker. En consecuencia, la ley de comportamiento en elasticidad lineal

homogénea e isétropa queda
o=XNeI)I;+2pe,
donde I, es el tensor identidad definido por (I;);; = 6;;-

Ley de comportamiento en viscoelasticidad con memoria larga. El
estudio reoldgico de gran cantidad de materiales ha revelado la existencia de
fenémenos como el anteriormente citado de la relajacion que no modelizan
las leyes de comportamiento elasticas. Las leyes de comportamiento en wis-
coelasticidad introducen en el modelo la viscosidad como elemento para paliar
esa carencia y tienen en cuenta la tasa de variacion de tensiones y deforma-
ciones. Si en reologia el comportamiento elastico se representa esquematica-
mente mediante muelles, el comportamiento viscoso se representa mediante

amortiguadores, como vemos en la Figura 5.3.1.

En el caso lineal unidimensional, el comportamiento de los muelles esta de-
terminado por el mddulo de Young, que se denota por E, mediante la ley de

Hooke, esto es, 0 = Ee. El comportamiento de los amortiguadores viene dado
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E—

Figura 5.3.1: Muelles y amortiguadores.

por el coeficiente de viscosidad, que se denota por n, mediante la ley de New-
ton, esto es, 0 = ne, siendo € la derivada temporal de €. Ambos elementos
pueden combinarse (graficamente) en paralelo y/o en serie para dar lugar a
representaciones esquemadticas de modelos més complejos. Como regla gene-
ral, el alineamiento en paralelo representa que la tensién global del sistema
es suma de las que corresponden individualmente a cada elemento alineado.
Por su parte, el alineamiento en serie se traduce en que la deformacion global
del sistema es la suma de las deformaciones experimentadas individualmente
por cada elemento alineado. De esta manera, los clasicos modelos de Mazwelly
Kelvin-Voigt se obtienen alineando en serie el primero, y en paralelo el segundo,

un muelle y un amortiguador.

Consideremos ahora el conjunto formado por un muelle de médulo de Young
E,, y un amortiguador de viscosidad 7 alineados en serie (modelo de Maxwell)
y alineados a su vez en paralelo con un muelle de médulo de Young E. En la
Figura 5.3.2 vemos el esquema correspondiente. Tal modelo recibe el nombre
de ley de comportamiento en wviscoelasticidad estdndar y, tal y como hemos
explicado, en el caso unidimensional se corresponde con la expresion

n s o
(5.3.3) o+ 5= Ee + n(Em +1)e.

Las operaciones necesarias para la obtencién de (5.3.3) son sencillas y pueden

consultarse, por ejemplo, en [50].
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Figura 5.3.2: Viscoelasticidad esténdar.

Obtendremos a continuacion la ley constitutiva de los materiales viscoeldsticos
de memoria larga a partir de la ley viscoelastica estandar y generalizaremos,

posteriormente, al caso d-dimensional. Para facilitar los calculos definimos

FE
Ay =1, Aleima ap = L, GIZE—m+17
por lo que (5.3.3) queda
(534) A(]O'(t) -+ AlO'(t) = CloE(t) —+ alé(t),

En lo que sigue, suponemos que podemos aplicar transformadas de Laplace a
las funciones ¢, o y sus derivadas temporales. Ademds, suponemos que o(0) =
£(0) = 0. Dada una funcién f denotaremos f a su transformada de Laplace.

Entonces, aplicando transformadas de Laplace en (5.3.4), tenemos
d(s)(1 4+ Ays) = £&(s)(ap + ais),
que equivale a

Deﬁnimos
a
R _11 — ap D

1+ A;s 1+4Fs
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Aplicando la transformada inversa y dado que

se tiene que

Por otra parte, definimos por
t
bxe(t) = / b(t — s)e(s)ds, t>0,
0

la convolucién de by . Entonces, dado que b(s)é(s) = b/*\s(s), la expresion

(5.3.4) queda

3]

t
(5.3.5) o(t) = —e(t) —I—/ b(t — s)e(s)ds.
Ay 0
Sustituyendo el valor de b tenemos
t
_ar [ (a1 —agAy) s
o(t) = et /0 e () s

Sustituyendo los valores de ag, a1 y Ay, concluimos

E + Em t Em E + Em (s=t)Em
o(t) = 75(t>+/ o DT Tmy g
0

—(F e 7 g(s)ds.
n n n

Podemos generalizar al caso d-dimensional la expresién (5.3.5) en la forma

(5.3.6) o(t) = Ae(u(t)) + /0 B(t — s)e(u(s))ds,

donde volvemos a hacer explicita la dependencia respecto a u. La expresién
(5.3.6) es la ley constitutiva de los materiales viscoeldsticos de memoria larga.
El comportamiento elastico viene dado por el primer término del segundo
miembro, mientras que la viscosidad y la memoria vienen dados por el término
integral de tipo Volterra, que en lo sucesivo llamaremos término de memo-

ria, y que hace que el tensor de tensiones de cada instante dependa de todos
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los estados de deformacién previos. Los tensores A = (Aiju) v B = (Bijii)
se denominan, respectivamente, tensor de elasticidad y tensor de relajacion.
Observamos facilmente que para B = 0, es decir, cuando no hay memoria, la
expresion (5.3.6) se convierte en (5.3.2), esto es, la ley de comportamiento de

un material eldstico lineal.

La expresion (5.3.6) es utilizada o mencionada en numerosas obras, ver por
ejemplo [21, 25]. Existen, no obstante, referencias bibliogréficas como [95] que

utilizan para la viscoelasticidad con memoria larga la expresion

(5.3.7) o(t) = R(t)e(u(0)) + /O R(t — s)&(u(s))ds.

La relacién entre (5.3.6) y (5.3.7) es inmediata, como se ve a continuacion.

Trabajando en coordenadas e integrando por partes, tenemos

Riju(0)en(t) — Riju(t)en(0) = /0 %{szkl(t — s)ep(s)}ds

t t
= —/ Rijkl(t — 8)€kl<8)d8 —|—/ Rijkl(t — s)ékl(s)ds.
0 0
De donde
t .
Rijkl<o)5kl(t) + / Rijkl(t — s)gkl(s)ds
0
t
= Ri]’kl(t)Ekl(O) + / Rijkl(t - s)ékl(s)ds,
0
y basta tomar A = R(0) y R = B. En [22] se realiza un analisis similar.

Existe, ademaés, una formulacion alternativa, en cierto modo reciproca, para la
ley de comportamiento de un material viscoeldstico de memoria larga (consul-
tar, por ejemplo, [22, 58, 88]). En literatura inglesa recibe el nombre de creep
equation y consiste en expresar el tensor de deformaciones linealizado como

funcion del tensor de tensiones. Esto es,

(5.3.8) e(u(t)) =Eo(t) + /0 C(t —s)o(s)ds.
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Como se ve sin dificultad, dicha ley podemos obtenerla repitiendo el razona-
miento de (5.3.4)-(5.3.5) con ap = 1 y Ay # 1. El tensor de cuarto orden
E = (Eijm) es el tensor de elasticidad y C = (Ciji) recibe la denominacién

inglesa de creep tensor.

Un resultado de regularidad. En los capitulos 6-10, sera frecuente la
situacion en la que dispongamos de un resultado de existencia y unicidad de
solucion débil w para el campo de desplazamientos, con una cierta regula-
ridad. En estos casos, el campo de tensiones, dado por (5.3.6) hereda dicha

regularidad.

Teorema 5.3.1. Sean V' y Q los espacios de Hilbert reales dados por (4.1.1)
Y (4.-1.4) y sea uw : [0, T] — V el campo de desplazamientos solucion débil de
un problema de contacto P en wiscoelasticidad con memoria larga. En estas

condiciones, el campo de tensiones o : [0,T| — Q dado por (5.5.6) verifica:

(1) St AcL*(Q),Bc C([0,T;L>(Q)) y uw € C([0,T]; V), entonces
o€ C([0,7T];Q),

(i) Si A€ L®(Q),B € W0, T;L>*(Q)) y w € WY(0,T;V), entonces
o c WH(0,T;Q).

Demostracion.
(i) Sean 0 < t; < to < T. Se verifica,

lo(t1) = o(ta)lle < [Ae(u(ty) — u(t2))lle

n / (Bt — s) — Bty — s))e(u(s)) o ds + / 1Bt — s)e(u(s)llo ds

t1

< ¢ ([lu(t) — u(t2) v + /0 Bty — ) — Blta — 8)lumy ds + (12 — 1)),

siendo ¢ una constante positiva que depende de A, B y u. De la desigualdad
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anterior se concluye facilmente la prueba del apartado (7).

11 € aparta O (7)Y las 1myecciones continuas
Dl o /i) v s fuvecc .
Wh2(0,T; X) c C([0,T]; X) € L*(0,T; X),

para X =V, X = L>*(Q) y X = Q se obtiene que o € L*(0,7T;Q). Ademés,
dado que

&(t) = Ae(u(t)) + B(0)e(u(t)) + /0 B(t — s)e(u(s)) ds,

para casi todo t € (0,7), también se deduce que

T
lo11Z20.r0) < € / (lw@)If + a5 dt = cllulfegry),
0
por lo que o € L?(0,T; Q). Esto es, hemos probado que o € Wh2(0,T; Q). O
Anélogamente, en numerosas ocasiones dispondremos de un resultado de exis-
tencia y unicidad de solucién débil aproximada u" para el campo de despla-

zamientos, con una cierta regularidad. En estos casos, el campo de tensiones

aproximado, dado por

(539)  o(t) = Por (Ae(u (1)) + Pon /0 B(t — s)e(u”(s))ds),

también hereda dicha regularidad.

Corolario 5.3.2. Sean V* C V y Q" C Q subespacios de dimension finita y
sea u" : [0, T] — V" el campo de desplazamientos aprozimado de un problema
de contacto P en viscoelasticidad con memoria larga. En estas condiciones, el

campo de tensiones aprozimado o : [0,T] — Q" dado por (5.5.9) verifica:

(1) Si A€ L®(Q),BcC([0,T;L>(Q)) y uw € C([0,T]; V"), entonces
o" € C([0,T]; Q").

(13) En las condiciones de (i), se cumple la cota
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(5.3.10)  |lo = o"llcqorie) < 11 = Por)olleqomie) + cllu® — ullcqor)-

Demostracion. Teniendo en cuenta la no expansividad del operador de proyec-
ciéon Pgr, la demostracion del apartado (i) es idéntica a la del apartado (i) del
Teorema 5.3.1. Entonces, para el apartado (ii) restamos las expresiones (5.3.6)

y (5.3.9) y obtenemos
o(t) — (1) = Py (Ae(u(t) — (1))
P (/0 Blt — s)e(u(s) — u'())ds) + (I — Pon)or(t),

de donde concluimos, haciendo uso de (4.2.9), que

lo () — o)l < cllle(u(t) — u'(1)]q
/ le(u(s) — u(s))lods) + (I - Por)o(t)o.

de donde se obtiene (5.3.10). O

5.4. Condiciones de contorno

Recuperamos aqui la definicion matematica de sélido deformable introducida
en la Seccion 5.2, esto es, el conjunto de sus puntos materiales (configuracion de
referencia) ocupa la clausura de un dominio acotado  C IR? cuya frontera T’ =
00 es suficientemente regular (por ejemplo, lipschitziana a trozos). Entonces
se puede definir el vector normal exterior y unitario v para casi todo punto
de I'. Ademas, I' esta dividida en tres partes disjuntas I';, i = 1,2, 3, siendo
med(I';) > 0. Suponemos que sobre el sélido actiia una fuerza volimica cuya
funcién de densidad viene dada por f,:Q x [0,T] — IR%, donde T' > 0 es el
tiempo hasta el que observamos la deformacion, y que los efectos de la inercia
son despreciables (caso cuasiestatico), por lo que la ecuacién del equilibrio

(5.2.2) gobierna el proceso de deformacion.
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Condiciones de contorno de desplazamientos y tracciones.

Suponemos que el solido esta fijado en I'; por lo que el vector de desplaza-
mientos u verifica

u=0 en I';x][0,T].

Para mayor generalidad, se puede suponer que los desplazamientos impuestos
en I'; son no nulos. No obstante, nos limitamos al estudio de condiciones de
fijacion para mayor simplicidad. Por otra parte, las tracciones superficiales son
conocidas. Asf, sobre I'y se define una funcién de densidad £, : 'y x [0, 7] — IR?
tal que

ov=7Ff, en I'yx][0,T],

donde ov es el vector de tensiones de Cauchy dado por (ov); = oy v;.

Condiciones de contorno de contacto y rozamiento.

Ademas, la parte I's de la frontera es susceptible de entrar en contacto con
un obstaculo!. El contacto puede ser unilateral o bilateral. Si es unilateral, el
cuerpo puede volver a separarse del obstaculo. Si es bilateral, el contacto se
mantiene durante todo el proceso de deformacién. Para describir matematica-
mente las condiciones de contacto, en los casos en que d > 1, definimos las

componentes normal u, y tangencial u, del desplazamiento:
Uy = U; V, Ur =U— UyV.
También definimos la tensién normal y la tensién tangencial como sigue:

Oy = 045V Vi, O, =0V — 0O, V.

'Recordamos que las condiciones especificas para el caso de contacto entre dos cuerpos

seran introducidas en el Capitulo 8.
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En beneficio de una exposicién unificada de todos los casos, para d = 1 inter-
pretamos que u, y o, designan, respectivamente, u y o, mientras que u, y o,
carecen de significado y obviamos las expresiones que los involucren. En senti-
do estricto, por condicion de contacto entendemos una expresién que modeliza
el comportamiento del cuerpo en la direccion de la normal de I's a lo largo del
intervalo temporal [0, T'], por lo que sélo intervienen las componentes normales
de desplazamientos, tensiones y sus derivadas. Por condicion de rozamiento en-
tendemos una expresién que modeliza el comportamiento tangencial en I's a
lo largo de [0, T, si bien, como veremos, ello no impide que en algunos casos
intervengan también las componentes normales de desplazamientos y tensio-
nes. Presentamos ahora las condiciones de contacto y rozamiento utilizadas en

este trabajo.

Condicién de contacto bilateral. Se aplica cuando el proceso de deforma-
cion del cuerpo o cuerpos involucrados no implican la pérdida del contacto

durante el tiempo de observacion, esto es
u, =0 enIyx[0,T].

Notese que si se admiten deslizamientos tangenciales en la superficie de con-

tacto.

Condiciones de contacto de Signorini. En este caso, el obstaculo es una
base rigida, por lo que no se deja penetrar. Mateméticamente esto se expresa

como sigue:
(5.4.1) u, <s en I'3x[0,T],

donde s : I's — IR" es una funcién que mide, en la direccién de v, la distancia
de la frontera de contacto del sélido, en su configuracién de referencia, a la

base rigida. Cuando u, < s, no hay contacto y entonces la tensién normal es
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nula. Es decir,
(5.4.2) u, <s=0,=0 en I'3x][0,T].

Cuando u, = s, hay contacto, por lo que la base rigida ejerce sobre el sélido una

presiéon, desconocida a priori, en el sentido opuesto a la normal v. Entonces,
(5.4.3) u,=s=0,<0 en I3x]0,T]

Las condiciones de contacto (5.4.1)—(5.4.3) se resumen en:

(5.4.4) u, <s; 0,<0; (u,—s)o, =0 en I'3x][0,T].

En el estudio tedrico tomamos s = 0 para mayor simplicidad. Esto es, en la

configuracion de referencia, el sélido estd en contacto con el obstaculo en I's.

Condicion de contacto con respuesta normal. En este caso el obstaculo se
supone deformable. Como en el caso anterior, suponemos que s es una funcién
que mide, en la direccion de la normal exterior, la distancia de la frontera de

contacto I's al obstaculo. Suponemos la tensiéon normal o, verifica
(5.4.5) — o, = pu(u, — s).
La ecuacion (5.4.5) es una forma abreviada para expresar

—o,(x) = po(x,u,(x) — s(x)), € I;.

Representa la condicién de contacto con respuesta normal, en la que p, : I's X
R — IR, es la funcion de respuesta normal, que relaciona la tensién normal
con el desplazamiento normal. En general, dicha funcién verifica que p,(x,r) =
0 para cualquier & € I's si 7 < 0. Cuando u, — s es positivo, representa
la penetracion de las rugosidades de la superficie del sélido deformable entre
las del obstéaculo. Un ejemplo usual de funciéon de respuesta normal p, es el

siguiente:

(5.4.6) pu(r) = crg,
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siendo ¢, una constante positiva y a € (0, 1]. Formalmente, la condicién de
contacto de Signorini se obtiene a partir de la condicion de respuesta normal
en el limite, cuando ¢, — co. Consideramos ahora otro ejemplo de funciéon de

respuesta normal, donde

cry if r<a,
(5.4.7) po(r) =

c,o0 sir>a.

El coeficiente « esta relacionado con el desgaste y el dafio del material de la
superficie de contacto y la interpretacion que le corresponde en este caso a
la condicién (5.4.5) es que si la penetracién supera el umbral marcado por «,
el obstaculo cede completamente y no ofrece resistencia adicional a la pene-

tracion.

Condicién de contacto con respuesta normal amortiguada. Al igual que
en el caso anterior, el obstaculo se supone deformable. No obstante, en esta
ocasion la tension normal sélo depende de la velocidad del desplazamiento en

la direccién de la normal. Por tanto, se supone que o, verifica
(548) —0y = pl/(ul/)a

donde p, : I's x IR — IR es la funcion de respuesta normal amortiguada, que

se supone conocida. Importantes casos particulares corresponden a tomar

(5.4.9) pu(r) = kry + po,

(5.4.10) pu(r) = k|r|Tr.

En el primer caso, se modeliza el efecto de una capa de lubricante, por ejemplo
aceite, cuya presion viene dada por po. Aplicando (5.4.9) en (5.4.8) observamos
que, cuando no hay variacién en el desplazamiento normal o el cuerpo se separa
del obstaculo (velocidad normal negativa), la presion es el unico agente que

interviene en la aparicién de tensiones normales. Por el contrario, cuando el
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cuerpo se acerca o penetra en el obstaculo, también interviene la tasa de la
variacion del desplazamiento normal de manera proporcional al coeficiente de

amortiguacion, que viene dado por k > 0.

En el segundo caso, sustituyendo (5.4.10) en (5.4.8) para k > 0y 0 < ¢ <
1, la tensiéon normal esta en funcion de la potencia g-ésima de la velocidad
del desplazamiento normal. Por tanto se modeliza el efecto de la viscosidad
mediante un amortiguador no lineal (ver Seccién 5.3). Es por esto que se dice

condicion de contacto viscoso.

Caso sin rozamiento. La tribologia es la ciencia que se ocupa del estudio
de las superficies en contacto cuando hay movimiento relativo entre ambas. El
rozamiento es uno de sus principales campos. Como norma general, el roza-
miento se define como la fuerza tangencial a la superficie comiin de dos cuerpos
en contacto que se origina cuando se produce un desplazamiento relativo entre
ambos. En nuestro modelo se corresponde con o,.. Como leyes generales se

observan las siguientes:

= La magnitud de la fuerza de rozamiento es proporcional a la magnitud

de la tension en la direccién de la normal, esto es, |o,|/0, = c.

= La magnitud de la fuerza de rozamiento es independiente del area apa-

rente de la zona en contacto.

= La fuerza de rozamiento es independiente de la velocidad de deslizamien-
to relativa, esto es, el rozamiento que se produce al iniciar el deslizamien-
to relativo de las dos superficies en contacto es el mismo que se necesita

para mantenerlo.

No obstante, dichas leyes se manifiestan en la practica insuficientes para des-

cribir adecuadamente los fenomenos de rozamiento, que dependen de gran can-
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tidad de factores adicionales, como la presencia de lubricantes, la temperatura,
las rugosidades de las superficies en contacto, el desgaste, el dano, etc. para los
que no existe una teoria unificada. Digamos, finalmente, que en multitud de
fenémenos de contacto las fuerzas de rozamiento se consideran despreciables

(se dicen, sin rozamiento). Esto corresponde a:

(5.4.11) o,=0 en T'3x][0,T].

Condiciones de rozamiento de Coulomb y Tresca. Sin embargo, existen
modelos que responden al menos a las leyes generales que hemos expuesto con
anterioridad. Se obtienen a partir del modelo de Coulomb generalizado.
o:| < pp(lov)),
<5'4'12) |O'T| < MP(|UV|) = u, =0,
lo-| = pp(loy]) = 3A>0tal que or = =N,

donde p es una funcién no negativa y p > 0 es el coeficiente de rozamiento.
Su producto es el umbral de rozamiento. Para los puntos materiales en los que
se verifica la desigualdad estricta, no hay variacion en la situacién tangencial
relativa de las superficies en contacto. Para los puntos en los que se verifica
la igualdad, si se produce una variacién, que es proporcional a la fuerza de
rozamiento. Dado que la frontera entre los puntos de I's que verifican una u
otra condicién no es conocida y varia con el tiempo, la condiciéon de Coulomb
generalizada se interpreta matemadaticamente como una condicion de frontera

libre.

El problema que surge al modelizar el rozamiento con la ley de Coulomb
es que involucra las tensiones normales, que matematicamente son elemen-
tos de H=2(T") (un espacio de distribuciones) y no funciones. No obstante,
existen modelos que sugieren que un promedio de las tensiones normales es
tribolégicamente mas realista, lo que justifica la regularizacion de las entidades

matematicas, hecha en varios trabajos ([18, 23, 38]).
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En el caso particular en que p es la funcién identidad, obtenemos la clésica ley
de Coulomb y en el caso de que p = k es una funcién constante, obtenemos la
ley de rozamiento de Tresca. En este caso, tomando g = p k podemos reescribir
el modelo anterior:
o < g,
(5.4.13) o[ <g = u, =0,
lo-| =9 = IAX>0tal que o, = =\ u,.

La principal caracteristica de la ley de Tresca es que el umbral de rozamiento

g > 0 es conocido y es constante, lo que facilita su tratamiento matematico.

Podemos combinar los modelos de Coulomb y de Tresca para modelizar una
situacion que responde en mayor medida a la realidad. Imaginemos dos cuer-
pos que entran en contacto y que se deslizan tangencialmente el uno respecto
al otro. En los primeros momentos las rugosidades de uno y otro cuerpo difi-
cultan ese deslizamiento, por lo que la tensién normal o, determina en gran
medida el umbral de rozamiento. Por tanto, el modelo de Coulomb describe
adecuadamente la situacion. No obstante, a medida que el dano y el desgaste
de las superficies en contacto favorecen la desaparicion de las rugosidades, la
tensién normal va perdiendo influencia sobre la determinacion del umbral de
rozamiento, que se va estabilizando hacia un valor constante g, en cuyo caso

el modelo de Tresca es mas apropiado.

Ley de rozamiento viscoso. En todas las variantes de la ley de Coulomb,
el rozamiento s6lo se traduce en una variaciéon del desplazamiento tangencial
cuando la tensién tangencial alcanza un cierto umbral. No obstante, cuando
existe una capa de lubricante entre el sélido deformable y el obstaculo, incluso
las tensiones mas bajas producen variaciones en el desplazamiento tangencial.

La ley de rozamiento viscoso modeliza esta situacion. Se supone, por tanto,

(5414) oOr = _pT(uT)7
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donde p, es una funcién conocida. El caso particular que nos interesa corres-

ponde a tomar
(5.4.15) pr(v) =pv| v, 0<qg<1, u>0.

Esto es, se modeliza la respuesta tangencial como un amortiguador de viscosi-
dad no lineal (ver Seccién 5.3), que se corresponde, por ejemplo, con el caso

en que el lubricante es un fluido no-newtoniano.



Capitulo 6

Problema de contacto con

condiciones de Signorini

Planteamos el sistema de E.D.P’s que traduce matematicamente, en la for-
ma de un problema de contorno, el problema mecanico de contacto unilateral
sin rozamiento con condiciones de Signorini entre un sélido viscoelastico de
memoria larga y un obstaculo rigido. Se obtienen dos diferentes formulacio-
nes variacionales y se demuestra la existencia y unicidad de solucién. Ademas
se estudian propiedades tales como la equivalencia entre ambas formulaciones
variacionales, la dependencia continua de la solucion respecto a los datos o la
convergencia de la solucion del problema en viscoelasticidad hacia la solucién
de un problema en elasticidad, segin la memoria se reduce. Finalmente, se
desarrolla el analisis numérico y se presentan resultados numéricos correspon-

dientes a simulaciones realizadas en una, dos y tres dimensiones.

123
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6.1. Formulacién mecanica y variacional del

problema

Nos situamos en las hipotesis generales descritas en el Capitulo 5 para los
procesos de contacto en viscoelasticidad con memoria larga. La formulacion
matematica en problema de contorno que traduce el problema mecénico de
contacto unilateral sin rozamiento con condiciones de Signorini entre un cuerpo
viscoeldstico de memoria larga y un obstaculo no penetrable se expresa como

sigue:

PROBLEMA P: Hallar el campo de desplazamientos u : Q x [0,T] — R y el

campo de tensiones o : Q0 x [0,T] — S, tales que

o(t) = /Bt—s (s))ds en €,
DlVO'()—'—fO( 7

6.1.1)
)
) u()=0 en T4
)
)

o
—_ =
w N

o
—_
.

(
(
(
( o)y = fo(t) en Ty,
(6.1.5 o, (), (t) = 05 u,(t) < 0; 0,(t) <05 o,(t) =0 en I,

para todo t € [0,T].

Recordamos ahora el significado fisico de las expresiones que componen el
problema P y que ya fueron introducidas en las secciones 5.2, 5.3 y 5.4. La
expresion (6.1.1) es la ley de comportamiento de los materiales viscoeldsticos
de memoria larga, introducida en (5.3.6). Recordamos que el término integral
es el que modeliza el efecto de la memoria, que los tensores de cuarto orden
A = (Aijir) v B = (Bijir) son, respectivamente, los tensores de elasticidad y de
relajacion y que €(u) es el tensor de deformaciones linealizado. La expresién
(6.1.2) es la ecuacién del equilibrio, introducida en (5.2.2), que gobierna el

proceso de deformacién en un problema cuasiestdtico. Las expresiones (6.1.3)
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y (6.1.4) son las condiciones de contorno de desplazamientos-tracciones. Final-
mente, (6.1.5) representa las condiciones de contacto tipo Signorini sin roza-
miento obtenidas a partir de (5.4.4) y (5.4.11), en la Seccién 5.4 para el caso
s = 0. Por tanto, el cuerpo deformable se encuentra inicialmente en contacto,
a lo largo de I's, con un obstéculo del que se puede separar pero que no se deja
penetrar y que reacciona al contacto con una presién, a priori no conocida, en

la direccién opuesta al vector normal exterior v.

Se plantean a continuacién dos formulaciones variacionales del problema P,
que llamaremos PV'1 y PV2. Son formulaciones duales en el sentido de que
mientras en PV'1 el estudio de la existencia y unicidad de solucion se realiza
sobre los desplazamientos w y las tensiones o se obtienen a posteriori a partir
de estos, en PV'2 el procedimiento es el contrario. Veremos que PV'1 puede ser
estudiado por medio de las herramientas desarrolladas en el Capitulo 2 y que

esto no es posible para PV2.

Primera formulacion variacional. Sea V el espacio de Hilbert real definido
en (4.1.4) y sea Uyq el conjunto de desplazamientos admisibles definido en
(4.1.7), que es un subconjunto convexo, cerrado y no vacio de V. Suponemos
que (u, o) es una solucién regular del problema P, de forma que u(t) € Uy

para todo t € [0,7] y tiene sentido aplicar la férmula de Green (4.1.3):

(6.1.6) (o(t),e(v—u(t)))g

= (=Dive(t),v —u(t))u + (e(O)v, v — u(t))L2 )9,

para todo v € U,y. Ademds, por (6.1.3) y (6.1.4),

(6.1.7) (e(t)v,v —u(t)) 2y

= (f2(t), v = u(t))z2ye + (@)Y, v — w(t)) 2y
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Por otra parte, usando (4.1.2), (6.1.5) y dado que v € U,q se tiene:
(6.1.8) (o(t)v,v —u(l)) 2y = (0(t), v, — uy(t)) 2(ry)
= (0u(t), vy)r2(ry) = 0.

Aplicando (6.1.2), (6.1.7) y (6.1.8) en (6.1.6) tenemos

(6.1.9) (a(t),e(v —u(t)))q = (fo(t), v —w(t))u + (f2(t), v — w(t))r2wye-
Por tanto, teniendo en cuenta (4.1.9), concluimos lo siguiente:
(6.1.10) (o(t),e(v —u(t)))g > (F(t),v —u(t))y,

para todo v € U,4. En consecuencia, toda solucién (u, o) regular del problema

P verifica la siguiente formulacién variacional:

PROBLEMA PV1: Hallar el campo de desplazamientos w : [0,T] — V y el

campo de tensiones o : [0,T] — Q tales que

t
(6.1.11) o(t) = Ae(u(t)) + / B(t — s)e(u(s))ds,

0
(6.1.12) w(t) € Usa, (o(t),e(v—u(t)))g > (F(t),v —u(t))y,
para todo v € Uy y todo t € [0,T].
Segunda formulacién variacional. Suponemos nuevamente que (u,o) es
una solucién regular del problema P, de forma que u(t) € U, para todo
t € [0,T] y tiene sentido aplicar la férmula de Green (4.1.3), por lo que
podemos repetir el razonamiento que condujo a la formulacién de PV'1 hasta

(6.1.10), donde tomamos sucesivamente v = 0 y v = 2u(t) (ndtese que ambos

pertenecen a U,q) para concluir que
(6.1.13) (o(t),e(u(t))q = (F(t), u(t))v.
Sumando (6.1.12) y (6.1.13), se tiene

(6.1.14) (o(t),e(v))g > (F(t),v)y,
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para todo v € U,y. Definimos el conjunto de tensiones admisibles en el instante

te0,7):
(6.1.15) Xuu(t) :={1€Q: (1,e(v))g > (F(t),v)y paratodov € Uy}

Asi, por (6.1.14), se tiene o (t) € 3gq(t). Ahora bien, usando (6.1.13) y (6.1.15)

se verifica
(6.1.16) (T —o(t),e(u(t)))g > 0 para todo T € 4(t).

Por tanto, toda solucién regular (u, o) del problema P verifica la siguiente

formulacién variacional:

PROBLEMA PV2: Hallar el campo de desplazamientos uw : [0,T] — V y el

campo de tensiones o : [0,T] — Q tales que:

(6.1.17) o(t) = Ae(u(t)) + /0 B(t — s)e(u(s))ds,
(6.1.18) o(t) e Xu(t), (r—o(t),e(u(t)))g >0,

para todo T € L.4(t) y todo t € [0,T].

6.2. Existencia y unicidad de solucion

Supondremos las siguientes hipdtesis a lo largo de toda la seccién:

(6.2.1) A € L™(Q),

(6.2.2) At = Ajirg = Ay c.p.d. en Q,
(6.2.3) Aijuiliéi; > aij&;  c.p.d. en Q,
(6.2.4) Bijki(t) = Bjiri(t) = Byiij(t) c.p.d. en £,
(6.2.5) B e C([0, T]; L>(£2)),

(6.2.6) F e C([0,7);V),
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donde ¢t € [0,T],a > 0, & = (&;) es un elemento arbitrario de Sy y F' es
el vector de fuerzas, dado por (4.1.9). Una condicién suficiente para que se

verifique (6.2.6) es
(6.2.7) foe C(0, T H); £y € C(0,T]; [L*(T)]Y),

como se deduce de (4.1.9). Por tanto, de (6.2.1)—(6.2.3) se deduce que el tensor
de elasticidad es simétrico, esencialmente acotado y eliptico. De (6.2.4)—(6.2.5)
se tiene que el tensor de relajacion es simétrico y, con continuidad a lo largo

del tiempo de observacién, es esencialmente acotado en (2.

Existencia y unicidad de soluciéon para PV1. Sustituyendo (6.1.11) en

(6.1.12) se tiene que el problema PV'1 es equivalente al siguiente:
PROBLEMA PV: Hallar el campo de desplazamientos w : [0,T] — V tal que

(6.2.8)  (Ae(u(t)) + /0 B(t — s)e(u(s)) ds,e(v — u(t)))q
> (F(t), v —u(t))v

para todo v € Uyq y todo t € [0,T).

Basandonos en argumentos de la Seccion 2.1 disponemos del siguiente resulta-

do.

Teorema 6.2.1. En las hipdtesis (6.2.1)-(6.2.6) el problema PV tiene una

unica solucion uw € C([0,T]; V).

Demostracion. Identificamos X al espacio de Hilbert V' definido en (4.1.4)
y hacemos lo propio entre X y U,q, definido en (4.1.7). Sean A :V — V y
B :[0,T] — L(V) los operadores definidos como sigue para todo v,w € V' y
todo t € [0,T7:

(6.2.9) (Av,w)y = (Ae(v),e(w))g, (B(t)v,w)y = (B(t)e(v),e(w))q.
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Utilizando (6.2.1)—(6.2.5) se obtiene que A y B satisfacen las condiciones
(2.1.3) y (2.1.4), respectivamente. Ademés, X = U,q verifica (2.1.2), esto es,
es un subconjunto convexo, cerrado y no vacio de X = V. Por otra parte, de
(6.2.6) se concluye (2.1.5). Por tanto, el problema PV esta en las condiciones

requeridas a P4 en el Teorema 2.1.1, y podemos concluir que existe un tnico

u € C([0,T]; V) verificando (6.2.8). O

Ademas, se obtiene que en las condiciones del Teorema 6.2.1 y por medio
del Teorema 5.3.1 (i) podemos garantizar que el campo de tensiones definido a

partir de la solucién de PV con la ley (6.1.1) tiene regularidad o € C([0,77]; Q).

Como conclusiéon, observamos que hemos obtenido una solucién débil tinica con

regularidad (u, o) € C([0,7]; V)xC([0,T]; Q) para el problema de contacto P.

Observacién 6.2.2. En el caso particular en que F viene dado por (4.1.9) y
se verifica (6.2.7), podemos obtener mayor reqularidad en 2 para el campo de
tensiones o. Basta considerar para cada t € [0,T], que tomando v = u(t) £ ¢
en (6.2.8), siendo ¢ € [D(Q)]?, y teniendo en cuenta (6.1.11), se deduce que
Dive(t) = —fy(t) c.p.d. en Q. Por lo tanto, o € C([0,T]; Q1).

Existencia y unicidad de solucion para PV 2. El Teorema 6.2.5 demuestra
la existencia y unicidad de solucién para el problema PV2. Se requieren unos
resultados previos, que desarrollamos a continuacién. Definimos el siguiente

subconjunto de Q:
(6.2.10) Yo={1€Q:(7r,e(v))g > 0 para todo v € Uy}

Nétese que, a diferencia de 3,4(t), el conjunto ¥y no depende de la variable

temporal. Para cada t € [0, 7] definimos

(6.2.11) o(t) =e(F(t)),
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y por tanto ||&(t)|lo = || F(t)||v. Ademas, por (6.2.6), se verifica
(6.2.12) & € C([0,T]; Q).

Por (6.1.15), (6.2.10) y (6.2.11) se obtiene trivialmente

(6.2.13) Yaa(t) = a(t) + 2o para todo t € [0, T].

Por otra parte, de (6.2.1)-(6.2.3) se deduce la existencia de A, tensor de

cuarto orden tal que

(6.2.14) Al e L™(Q),
(6.2.15) Ai_jil = Aj_i,ld = A,;ﬁj c.p.d. en Q,
(6216) .A;]]ld gkl &j Z ﬂfm gij C.p.d. en Q,

donde # > 0 es una constante que depende de A y & = (§;;) es un elemento
arbitrario de Sy. A partir de (6.2.12)—(6.2.16) podemos expresar PV2 en la

siguiente forma equivalente, donde se ha tomado o (t) = & (t) + &(t):
PROBLEMA PV2": Hallar w:[0,7] =V y & :[0,T] — Q tales que

(6.2.17)  e(u(t))=A"'at)+ A 'o(t) - A_l/o B(t — s)e(u(s))ds,
(6.2.18) o(t) ey, (r—0o(t),e(u(t)))g >

para todo T € Y.

Sustituyendo (6.2.17) en (6.2.18) se tiene que PV2 es equivalente al siguiente

problema:

PROBLEMA PV: Hallar w : [0,T] — V y & : [0,T] — X tales que
(6.2.19) (A'a(t), o > (—A e (t), T —a(t)o
+(A” /Bt—s (s))ds, T —a(t))o,

para todo T € Y.
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En este caso vemos que no podemos aplicar directamente los argumentos de

la Seccién 2.1, por lo que empleamos una estrategia diferente. Consideramos

n(t) = —A"! / B(t - s)e(u(s))ds,

y planteamos el problema auxiliar siguiente:

PROBLEMA PV2: Dado n € C([0,T];Q), hallar o, € C([0,T]; Q) tal que,
para todo t € [0,T], se verifica

(6.2.20)  o,(t) €%, (T—o0,(t), Ao, )+ A a(t) +n(t))g >0,

para todo T € Y.
Teorema 6.2.3. El problema PV2, tiene solucion tinica.

Demostracion. Sea t € [0,T]. Definimos a : @ x Q@ - Ry L; : Q@ — IR por
a(T1,72) = (A7, 7a)g,  Li(T1) = (A7 e () +n(t), T1)e,

para todo 71, 79 € (). Se prueba facilmente que la aplicacién a es bilineal,
continua y @-eliptica, como consecuencia inmediata de (6.2.14)-(6.2.16). Por
la regularidad de m, (6.2.14) y (6.2.6) se obtiene que L; es lineal continua.
Por tanto, y dado que ¥ es un subconjunto convexo, cerrado y no vacio de @,
aplicando el Corolario 1.2.5 concluimos que existe un tnico o, : 2x[0,7] — Sy
verificando (6.2.20). Ademés la solucién es Lispchitz-dependiente de los datos,

por lo que dados 1, ty € [0, 7] arbitrarios, se concluye

loy(ta) = oy(ti)lle < cllo(t) = a(t)llq + n(t) —n(t)le)-

Entonces, por (6.2.12) y la regularidad de 1 concluimos

(6.2.21) o, € C([0,T];Q),
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con lo que concluye la demostracion. a

Definimos ahora
(6.2.22) W={reQ :Divr=0,7v=0enlyUT3}.

Se verifica que W es el ortogonal de (V') en @), como se comprueba a partir

de (4.1.3) (ver [44, pag. 34] para los detalles). Ademas,
(6.2.23) So+ W C S,
vaquesiT € Wy T € X,

(T +7,8(v))q = (7,6(v))q = 0,
para todo v € U,y. Para cada t € [0, T, definimos
(6.2.24) ¢,(t)=A"o,(t)+ A e (t) + n(t).

Por (6.2.20) se tiene

(T - o-n(t)vgn(t))Q >0,

para todo T € ¥y. Por (6.2.23), podemos tomar T = o,(t) £ w, siendo w € W

arbitrario, por lo que concluimos

(6.2.25) (@,£,(t)e =0,

para todo w € W. Por tanto, existe un tnico u,(t) € V tal que e(u,(t)) =

€,(t). De (6.2.24) concluimos £, € C([0,T]; Q) y por tanto
(6.2.26) u, € C([0,T]; V).
Definimos ahora el operador

(6.2.27) ©:C([0,T];Q) — C([0,T]; Q)
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tal que

(6.2.28) on(t) =-A" /Ot[)’(t — s)e(uy,(s))ds.

De las propiedades de A™!, By u,, tenemos que O estd bien definido, esto es,

que toma valores en el espacio C([0,77]; Q).

Teorema 6.2.4. El operador ©, definido en (6.2.27)-(6.2.28), tiene un dnico
punto fijo n*, esto es, ON* = n*.

Demostracion. Sean m; y m, € C([0,T]; Q). Para cada t € [0,T] se tiene

(6.2.29) 107, (t) — Omy(t)[lo < C/O [, (5) = 2y (3)[lvds,

donde ¢ depende de A y B. Ahora bien, para cada s € [0, ],

(6.2.30) [, (8) = wny(5)llv = 1€, (5) — €.(5)lle

= A7 oy (s) = o(5) + () = ma(s)lle-

Tomando primero 7 = o,,(s), n = 1, y posteriormente 7 = o,,(s), n = n,

en (6.2.20), y sumando ambas expresiones, tenemos
(00 (5) = o (5), A7 0, () = 0, (5)) + Ma(s) = 1m1(5))g = 0,
de donde obtenemos

(6.2.31) o () = an(s)ll < clnas) = m(s)lle-

Usando (6.2.31) en (6.2.30) tenemos

(6.2.32) [, (5) = s (s)[lv < cllna(s) = m(s)ll-

Operando a partir de (6.2.29) y usando (6.2.32) obtenemos

16, (t) — Om(t) [l < C/O 171 () = ma (1) [ ods.
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Reiterando la desigualdad anterior un nimero suficientemente grande de ve-
ces y aplicando el Corolario 1.3.5, concluimos la existencia de un tnico n* €

C([0,T]; Q) tal que ©On*(t) = n*(t) para todo t € [0, 7. O

Ya estamos en condiciones de plantear el teorema de existencia y unicidad de

solucién del problema PV2.

Teorema 6.2.5. En las hipdtesis (6.2.1)-(6.2.6), el problema PV2 tiene una
unica solucion (u, o) € C([0,T];V) x C(]0,T7; Q).

Demostracion. Por el Teorema 6.2.4 existe un tnico n* € C([0,T]; Q) tal que
©n* = n*. Ahora bien, por el Teorema 6.2.3 existe un tnico o,» € C([0,77; Q)
tal que

(6233)  0,(1) € So, (1 — 0 (1), A7 (00 (1) + 5(1)) + " (1)) = 0,

para todo T € ¥g y todo ¢t € [0,T]. Ademads, por ser n* punto fijo de O, se

tiene
(6.2.34) n*(t) = —.Al/o B(t — s)e(uy,-(s))ds.

Por (6.2.33) y (6.2.34), el par (u,, o) es solucién de PV2' y en consecuencia,
el par (u,-,0,« + &) es solucién de PV2. Ademads, por (6.2.21) y (6.2.26),
uy € C([0, T V) y o +6 € C([0,T1:Q).

Veamos ahora la unicidad de soluciéon de PV2, que se reduce a la de PV2'. Sea

(u,0) € C([0,T]; V) xC([0,T]; Q) otra solucién de PV2'. Entonces definimos,

A / (t — s)e(u(s))ds.

Se verifica entonces, por (6.2.17)—-(6.2.18) que

para cada t € [0, 7],

a(t) € Xo, (1—a(t), A ((t) +6(1) +n(t)q =0,
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para todo 7 € Y. Es decir, & es solucion de PVQ;I, que por el Teorema 6.2.4

es Unica. Por tanto se tiene

(6.2.35) o =0,

Ademas, por (6.2.24)-(6.2.26), existe u,, € C([0,T]; V') tal que
(6.2.36) e(u,(t) = A ((o,(t) + a(t)) + n(t),

para cada t € [0,T]. Por (6.2.35)—(6.2.36) tenemos e(u(t)) = e(u,(t)), para
todo t € [0,T]. Entonces

t
=—-A" / (t —s)e(u,(s))ds = —Al/ B(t — s)e(u(s))ds = n(t),
0
para todo ¢t € [0,7]. Por unicidad del punto fijo de O, tenemos n = n*. Por

tanto, o (t) = o,(t) = o,+(t), y en consecuencia, también

(6.2.37) e(ult)) = e(uy (1)) = e(uy (1),
para todo t € [0,7]. Para probar que u = u, = u,-, s6lo hace falta tener

en cuenta (6.2.37), que w = u,, = u,» = 0 en I'y, y aplicar la desigualdad de

Korn. O

En consecuencia hemos demostrado que, bajo las hipdtesis (6.2.1)—(6.2.6), el
problema variacional PV2 tiene una unica solucién. Ain mas, toda solucion
regular de P, si existe, es también soluciéon de PV2, por lo que, dada la uni-
cidad de esta ultima, solo puede existir una solucién regular de P, en estas
condiciones. Por otra parte es facil probar que toda solucién suficientemente

regular de PV'1 (o PV2) es también solucién del problema P.

6.3. Propiedades de la solucion

En esta seccién se completa el andlisis llevado a cabo en la precedente, de-

mostrando que los problemas PV'1 y PV2 son equivalentes, que la solucién del
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problema PV'1 depende de forma continua de los datos y que, cuando la memo-
ria se reduce, la solucién del problema viscoeldstico converge a la solucion de

un problema eléstico.

Un resultado de equivalencia. En la Secciéon 6.2 hemos estudiado dos
formulaciones variacionales diferentes, PV1 y PV2, de un mismo problema
mecanico P. Cabe preguntarse, pues, qué relacién existe entre ambas y el
siguiente teorema da respuesta a esta pregunta demostrando la equivalencia
entre ambas formulaciones variacionales. Este resultado nos permitird trabajar
en las secciones restantes de este capitulo exclusivamente con la formulacién
variacional PV'1. Esta eleccion se fundamenta en su mayor facilidad dado que,

en su caso, el convexo de variables admisibles es independiente del tiempo.

Teorema 6.3.1. En las hipotesis (6.2.1)-(6.2.6), sea (u,o) € C([0,T];V) x
C([0,T); Q). Entonces el par (u,o) es solucién del problema PV'1 siy sdlo si

es solucion del problema PV 2.

Demostracion.  Sea (u,o) € C([0,T];V) x C([0,T];Q) soluciéon de PV1.

Tomamos v = 0 y v = 2u(t) (ambos pertenecen a U,q) en (6.1.12) y tenemos

(6.3.1) (a(t),e(u(t)))q = (F(1), u(t))v.

Sumando (6.1.12) y (6.3.1) se deduce que o (t) € X,4(t). Ademés

(T —o(t),e(ul))q = (7,e(u(t))q — (o(t),e(u(t))q = 0,
para todo T € X,4(t).

Reciprocamente, sea (u,o) € C([0,T];V) x C([0,T];Q) solucién de PV2.
Probemos en primer lugar que u(t) € U, para todo t € [0,7]. Para ello,

supongamos que no es asi. Entonces, por ser U,y convexo, cerrado y no vacio,
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se tiene
(P(u(t)) —u(t),v — P(u(t)))y >0 para todo v € Uy,

donde P(u(t)) denota la proyeccién ortogonal de w(t) sobre U,q. También se

verifica
(P(u(t)) — u(t), P(u(t)) —u(t))v > 0.
Entonces,
(P(u(t)) —u(t), v)v = (P(u(t) — u(t), P(u(t))y > (P(u(t)) — u(t), u(t))y.
Existe entonces o € IR tal que
(6.3.2) (P(u(t))—u(t),v)y > o> (P(u(t))—u(t), u(t))y para todo v € Us-

Tomando v = 0 se obtiene que a < 0. Si existe algin v € U,y tal que a <
(P(u(t)) — u(t),v)y < 0 entonces tomando Av, A > 0 tendiendo a +oo, se

tiene que a < —o0, lo que es imposible por (6.3.2). Por tanto:
(6.3.3) (P(u(t)) —u(t),v)y >0 paratodo v € U.
Sea ahora 7(t) = e(P(u(t)) — u(t)). Tenemos, a partir de (6.3.2)
(6.3.4) (7(t),e(v))q > a > (7(1),e(u(t)))q,

y a partir de (6.3.3) (7(¢),e(v))g > 0. Por tanto, 7(t) € o y 7(t) + &(t) €
Yad(t), donde & € C([0,T]; Q) esté definido en (6.2.11). Entonces, por (6.1.18)

(6.3.5) (7(t), e(u(t))q = (o(t) — (1), e(u(t)))q-

Por (6.3.4) y dado que o < 0 se tiene, a partir de (6.3.5):

(6.3.6) (o (1), e(u(t)))q < (6(1),e(u(t)))q.

Por otra parte, 2(a(t) — &(t)) € o y entonces, a partir de (6.1.18)

(6.3.7) (o (t) — &(t), e(u(t)))o = 0.
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Como (6.3.7) y (6.3.6) constituyen una contradiccién, concluimos que u(t) €

U,q. Veamos ahora que se verifica (6.1.12).

Dado que () € X.4(t), a partir de (6.1.18) tenemos:

(G(t), e(u(t)))e = (a(t),e(ull)))q.

Por otra parte, o(t) € ¥,4(t) y u(t) € U,q. Entonces:

Por tanto,

(6.3.8) (o(t),e(u(t))q = (F(t), u(t))v.

Ademés

(6.3.9) ((t),e(v))o = (F(t),v)y para todo v € Usg.

Restando (6.3.8) de (6.3.9), se tiene (6.1.12). 0

Dependencia continua de la solucién respecto a los datos. En las condi-
ciones del problema mecanico P cabe preguntarse en qué medida variaran los
desplazamientos u y las tensiones o que experimenta el sélido deformable,
segin se apliquen unas fuerzas externas (f, f,) u otras. En el siguiente teore-
ma demostramos que la solucién de PV'1 es Lipschitz dependiente con respecto
a dichas fuerzas. Por otra parte, dado el resultado de equivalencia del Teore-

ma 6.3.1, esta dependencia es también vélida para la soluciéon de PV2.

Teorema 6.3.2. En las hipdtesis (6.2.1)-(6.2.5), sean (uy,01) y (Ug,02) €
C([0,T]; V) x C(]0,T); Q) las soluciones al problema PV'1 correspondientes
w los datos (£, £3) v (£2,£2) € C(0,T); H) x C([0, T} [L*(T2)]%). Entonces
existe una constante ¢ > 0 dependiente de A y B tal que

(6.3.10) lur = wslleqoryv) + llor = o2lloqomie

< c(llfo — Filleqorim + 1F3 — Filloqomiremaye)-
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Demostracion. De forma andloga a como se procede en (4.1.9), para cada
t € [0,T] sean F(t) y Fy(t) € V dados por el teorema de representaciéon de
Riesz y definidos por

(6.3.11) (Fi(t),v)v = (£o(t),v)m + (F3(t), v)z2wa)pa,
para todo v € V' y donde i = 1, 2. Por otra parte, de (6.1.11), se tiene
t
(6.3.12) [[o1(t) — o2(t)llq < cllua(t) — ua(t)]lv + 0/ Jur(s) — wa(s)||vds.
0

Tomando primero v = u(t) y w = uy y posteriormente v = us(t) y u = uy

n (6.1.11)(6.1.12) y sumando las expresiones obtenidas, se tiene
(Ae(ur(t) — ua(t), e(ur(t) — ua(t)))q < (F1(t) — Fa(t), ua(t) — ua(t))v
—(/Ot B(t — s)e(ui(s) — ua(s))ds, e(us(t) — ua(t)))q-
De donde, por las propiedades de A y B, obtenemos
(6.3.13) [lur(t) — ua(t)lv < c(|[F1(t) — F2(t)|lv + /Dt [u1(s) — ua(s)vds).
Combinando (6.3.12) y (6.3.13) tenemos
(6.3.14) [[o1(t) — o2(t)ll@ < c([F1(t) — Fat)llv + /Ot [w1(s) — wa(s)[vds).

Sumando (6.3.13) y (6.3.14) y aplicando el Lema de Gronwall y (6.3.11) tene-

mos
(6.3.15) [wi(t) — us(t)||v + [lo1(t) — o2(t)[lq

< ctrr%gx{llfo( ) = FoO)lle + 1£2() = £ z2ayel,
de donde se concluye la demostracion. O

Desde el punto de vista mecanico, se deduce, por tanto, que una eventual
perturbacion en las fuerzas involucradas, acota linealmente a la perturbaciéon

que origina en desplazamientos y tensiones.
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Un resultado de convergencia. En este apartado probamos un resultado
que muestra la continuidad de la solucién débil del problema de contacto P
respecto a la funcién de memoria B. Por otra parte, dado el resultado de

equivalencia del Teorema 6.3.1, este resultado de continuidad es aplicable a la

solucién de PV2.

Dado 6 > 0, consideramos una funcién By verificando

(6.3.16) By € C([0,T]; L>(Q2)),
(6.3.17) (B@)z’jkl(t) = (Be)jz’kl<t) - (BG)klij (t) para todo ¢ € [07T]7

y plantemos el siguiente problema:

PROBLEMA PV1y: Hallar un campo de desplazamientos ug : [0,T] — V y

un campo de tensiones g : [0,T] — Q tales que

(6.3.18)  oy(t) = Ae(uy(t / Bo(t — s)e(uq(s))ds,

(6.3.19)  wp(t) € Usa, (o9(t),e(v —up(t)))g > (F(t),v —up(t))v,

para todo t € [0,T] y todo v € Upg.

El problema (PV'1)y representa la formulacion variacional PV'1 del proble-
ma mecanico P cuando el tensor de relajacién B se reemplaza con el tensor
By. El siguiente resultado es consecuencia del Teorema 6.2.1 (con los cambios

oportunos) y nos garantiza existencia y unicidad de solucién.
Teorema 6.3.3. En las hipdtesis (6.2.1)-(6.2.3), (6.2.6) y (6.53.16)-(6.3.17),
existe solucion tnica del problema (PV1)y, de regularidad (ug,oq) €

C([0,T]; V) x ([0, T]; Q).

Tenemos entonces el siguiente resultado de convergencia:
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Teorema 6.3.4. Suponemos las hipotesis del Teorema 6.2.1 y del Teorema

6.3.3, y ademds
(6.3.20) b [|By — Bllo(o.rywee ) = 0.

Entonces, la solucion del problema (PV 1)y converge a la solucion del problema

PV'1 cuando 0 — 0, esto es

(6.3.21) lim [|(ug, 79) — (u, @)llcomv)xco11:0) = 0.

Demostracion.  Sustituyendo (6.1.11) en (6.1.12), definiendo los operadores
A:V -V yB:[0,T] — L(V) como en (6.2.9) y por las hipdtesis (6.2.1)—
(6.2.6) se tiene que el problema PV'1 estd en las condiciones del Teorema 2.1.1

para X =V y Xo = Uy.

Por otra parte, sustituyendo (6.3.18) en (6.3.19), definiendo el operador By :
[0,T] — L(V) por

(Bo(t)v, w)y = (By(t)e(v),e(u))g Vv,welV,

para cada t € [0,7] y dado que se verifican las hipétesis (6.2.1)—(6.2.3), (6.2.6)
y (6.3.16)—(6.3.17), se tiene que el problema (PV1)y estd en las condiciones
del Teorema 2.2.1 para X =V y Xy = U,q. En estas condiciones, el limite en
(6.3.20) implica que se verifica (2.2.3), por lo que podemos aplicar el Teore-

ma 2.2.2 y entonces

lim [lug —ufleqorv) = 0.
Repitiendo célculos ya conocidos, es facil concluir que se verifica (6.3.21). O
Desde el punto de vista mecdanico, este resultado muestra que una pequena

variacién en B implica una pequena variacion en u, esto es, el problema PV'1 es

mecanicamente estable respecto a B. En concreto, cuando B = 0, la condicién
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(6.3.20) se convierte en

tm [ Bylleo iz = 0,

y el Teorema 6.3.4 tiene como corolario que el problema elastico es un caso
limite del problema viscoelastico cuando la memoria se reduce. Este resultado
es importante desde el punto de vista mecanico pues muestra que el caso elasti-
co es una situaciéon limite del caso viscoeldstico y que, por tanto, constituye una
buena aproximacién cuando la importancia de la memoria es pequena. En la
Seccion 6.5 se presentan resultados de simulaciones numéricas que corroboran

este resultado tedrico.

6.4. Aproximacion numérica del problema

La aproximacion numérica se realiza en dos etapas. Primeramente, planteamos
un esquema semidiscreto PV 1", en que sélo se discretiza la variable espacial co-
mo primer paso para el estudio de un esquema totalmente discretizado PV 17
que se realiza a continuacién. Finalmente, describimos un algoritmo basado en
el esquema totalmente discretizado PV 1" que hemos implementado en orde-
nador y con el que se obtienen los resultados de las simulaciones numéricas de

la Seccién 6.5.

Aproximacién semidiscreta. Sean Q" C Q y V" C V dos espacios de
Hilbert de dimensién finita que, por ejemplo, pueden ser obtenidos por medio
del método de elementos finitos. Sea entonces U, C V" N U,y un conjunto
de desplazamientos admisibles discreto, que suponemos convexo, cerrado y no
vacio en V. Ademas, suponemos que (V") C Q". Planteamos el siguiente

problema semidiscreto:

PROBLEMA PV1": Hallar el campo de desplazamientos u" : [0,T] — V" y
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el campo de tensiones o™ : [0,T] — Q" wverificando para todo t € [0,T)] que:
(6.4.1) o (t) = PonAe(u"(t)) + PQh(/ B(t — s)e(u”(s))ds),

(64.2)  u'(t) € Upy, (a"(t),e(v" —u'(t))g = (F(t),v" —u"(t))v,
para todo v" € U,

Sustituyendo (6.4.1) en (6.4.2) y teniendo en cuenta que (V") C Q" tenemos

el siguiente problema en la incégnita u”.

PROBLEMA PV": Hallar el campo de desplazamientos u" : [0,T] — V"
verificando para todo t € [0,T] que

(6.4.3) u'(t) e U, (Ae(u (1)), e(v" —u"(t)))g
+ (/0 Be(u"(s))ds, e(v" — u"(t)))q > (F(t),v" — u"(t))y,
para todo v" € UM,

Basandonos en argumentos de la Seccién 2.3 disponemos del siguiente teorema,
que nos garantiza la existencia y unicidad de la soluciéon semidiscreta y nos

proporciona una cota para el error cometido en la aproximacion.

Teorema 6.4.1. En las hipétesis (6.2.1)—(6.2.6), el problema PV" tiene solu-

cion dnica w" € C([0,T]; V") y se verifica la cota de error

6.4.4 —uh < £ h_ u(t R(t:w, v")?
(6.4.4) flu—u"|cqov Cféf?%ﬂ{v%nm ([[o" = w(t)|lv + R(t;w,v")2) },

donde ¢ es una constante positiva que depende de A y B y

R(t;u,vh)Z(AE(U(t))Jr/o B(t—s)e(u(s))ds, e(v"—u(t)))q—(F (1), v"—u(t))v.

Demostracion. Identificamos X con el conjunto de desplazamientos admisi-

bles discreto U", y seguimos el mismo procedimiento que en la demostracién
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del Teorema 6.2.1 para demostrar que PV" esté en las condiciones requeridas
al problema P% en el Teorema 2.3.1. Obtenemos asf la existencia y unicidad
de u" € C([0,T]; V*) verificando (6.4.3). Ademas, aplicando el Teorema 2.3.2
se verifica la cota (2.3.2), cuya traduccién al marco del problema de contacto

es (6.4.4). O

Como consecuencia, en las condiciones del Teorema 6.4.1 y por medio del Coro-
lario 5.3.2 (i) podemos garantizar que el campo de tensiones definido a partir

de la solucién de PV" con la ley (6.4.1) tiene regularidad o € C([0, T]; Q™).

Como conclusion, observamos que hemos obtenido una aproximacién de la solu-
cién débil (u, o) para el problema de contacto P con regularidad (u”,o") €
C([0,T); V) x C([0, T]; Q"). Ademas, a partir de (6.4.4) y el apartado (i) del

Corolario 5.3.2, obtenemos la expresion siguiente:

(6.4.5)  |lo—o"||cqome + llu — u"|lcqomy < 11— Pgn)olleqre)

+e max q fnf t) — o™y + R(t:;u, v")3) ).
Ctgfc%{]{v%g%(||“() vy (t; u,v") )}

El siguiente corolario hace uso de la estimacién de error (6.4.5) y del Teore-
ma, 1.4.3 para demostrar la convergencia de la solucién de PV1" a la de PV'1
cuando el pardmetro de discretizacién h tiende a 0 (lo que en la préctica impli-
ca que la dimensién de los espacios V" y Q" tiende a +00). La discretizaciéon
se realiza con el Método de Elementos Finitos (M.E.F.) en las condiciones

generales descritas en la Seccién 4.2.

Corolario 6.4.2. Sean V" c V y Q" ¢ Q (h — 0), familias de sub-
espacios de dimension finita dados por (4.2.3) y (4.2.5), respectivamente y
Uh,CU,q (h — 0) una familia de subconjuntos de U,q dada por (4.2.4). En las
hipdtesis (6.2.1)-(6.2.6), sean (u, o) € C([0,T]; Usa) x C([0,T]; Q) la solucion
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débil del problema de contacto P y (u”,a") € C([0,T];U",) x C([0,T]; Q") su

aprorimacion semidiscreta. Entonces, se tiene

1§ .k o 1t . h =0
;E%HU "o =0, hlj{(l)HU ' o,rvy = 0

Demostracion. Se comprueba facilmente que
(646) R<t7 u, ’Uh> < C”’lL(t) - Uh”Va

donde ¢ depende de A, B, F'y u. Entonces, de (6.4.5), observamos que tomando
g(r) = rz 4+ r se cumple la condicién (4.2.14) y ¢ verifica (1.4.4). Ademés,
tomando U = [C>(Q)]? (o incluso U = [H2(Q)]?) y Q = [H}(Q)]?*¢ y teniendo
en cuenta las estimaciones (4.2.6) y (4.2.8) se verifican las condiciones (4.2.12)

y (4.2.13) con oy = ay = 1. Por tanto, estamos en condiciones de aplicar
el Teorema 1.4.3 para X = V)Y = Q, Xo = Uy, Y = [H} Q)] y U =

[C>=(Q)]¢ y concluimos el resultado deseado. O

Corolario 6.4.3. Sean Vh Cc V y Q" ¢ Q (h — 0), familias de subes-
pacios de dimension finita dados por (4.2.83) y (4.2.5), respectivamente y
Ul C Uuq (b — 0) la familia de subconjuntos de U,q dada por (4.2.4). Ba-
jo las hipdtesis (6.2.1)-(6.2.6), sea (u,0) la solucion débil del problema de

contacto P y supongamos que se verifican las hipotesis de reqularidad:
(6.4.7) u e C([0,T]; [H*(Q)]Y), o e C((0,T];[H ()]™).

Sea, por otra parte, (uh, ") € C([0,T]; V") x C([0,T); Q") la solucién al

problema PV1". Entonces se tiene la estimacion de error
1
lo = a"llcome + lu —u*leqmy) < chz,

donde ¢ es una constante positiva que depende de A,B,u,o y de F.
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Demostracion. Es inmediato. Basta aplicar en (6.4.5) la cota (6.4.6), y las

estimaciones (4.2.6) y (4.2.8). O

A continuacién mostramos como aumentando la regularidad de la solucién de
PV'1 podemos mejorar algunos de los calculos que proporcionan la estimacion
de error (6.4.5) y obtener asi una cota de error numérico de orden O(h) para

su aproximacién con la solucién de PV1".

Corolario 6.4.4. Sean V' CV y Q"CQ (h — 0), familias de subespacios de
dimension finita dados por (4.2.3) y (4.2.5), respectivamente y U, CU,q (h —
0) la familia de subconjuntos de U,y dada por (4.2.4). Sea el vector de fuerzas
F dado por (4.1.9). Bajo las hipdtesis (6.2.1)-(6.2.5) y (6.2.7), sea (u,o) la
solucion débil del problema de contacto P y supongamos que se verifican las

hipotesis de reqularidad:

(6.4.8) u e C([0,T]; [H*(Q)]), w, € C([0,T]; H*(Ts)),
(6.4.9) o € C([0, T]; [H'(Q)]).

Sea, por otra parte, (u" oh) € C([0,T];V") x C([0,T];Q") la solucion al

problema PV1". Entonces se tiene la estimacion de error
lo = a"llcome) + lu —u*leqmy) < ch,

donde ¢ es una constante positiva que depende de A,B,w,o 1y de F.

Demostracion. A partir de (6.1.12) y (6.4.9) podemos concluir
Dive(t) = —f,(t) en H, o(t)v = £,(t) en [L*(I')]"
Entonces, de la definicién de R(t;u,v") y teniendo en cuenta (6.1.11) se tiene
R(t;u,v") = (Dive(t),v" —u(t))y — (o(t)v,v" — w(t))r2(ry)d

+(o(t),e(v" — u(t)))o = /F o(t)v (v" — u(t))de.
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Por tanto, R(t; w, v") < ¢l () g opgoss [ (£)— v 12(ry)- Partiendo de (6.4.4)

y teniendo en cuenta (4.2.6) y (4.2.10) concluimos

(6.4.10)  Jlu—u"lcqomy)

1 1
< e mi ([ u(t) g () ol () ey Y

Por otra parte, a partir de (5.3.10) y usando (4.2.8) y (6.4.10), se verifica

(6411) ||0' - Uh”C([O,T];Q) S CHU — 'U,h||c([0’T};V) + ||0-||C([07T];[H1(Q)]d><d) h.

El resultado se obtiene entonces a partir de (6.4.10) y (6.4.11), siendo

c(u, o) = c(llullcqomym@i + lollogomm @
1 1
+|’“V‘|é([0,T};H2(F3)) HGHZ‘(O’T;[HI(Q)]dXd)) .

O

Aproximaciéon totalmente discreta. Vamos a considerar una aproximacion
totalmente discretizada del problema PV1. Para ello, nos situamos en las
condiciones generales de discretizacion de la variable temporal descritas en
la Seccién 1.5. En particular, denotamos B™/ = B(t,, — t;), donde 0 < j < n.
Notese que B™"™ = By. Ademads, en esta seccién, un indice n o j repetido no
denota suma y el indice j no toma por defecto valores enteros entre 1 y d,
como en otras secciones. Por razones que seran explicadas con posterioridad,

imponemos la siguiente restriccion sobre el paso de discretizacién temporal:

2a

6.4.12 [
(6.4.12) 1Bl

donde o > 0 es la constante de (6.2.3). El esquema totalmente discretizado que
estudiamos es el siguiente, donde u”* € U, es la aproximacién del elemento

’U,(tn) S Uad-

PROBLEMA PV 1" : Hallar el campo de desplazamientos uh* = {u*}N_
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Ul y el campo de tensiones o™ = {a"*}N_ C Q" tales que

(6.4.13)  opF = PonAe(ugh),
(6.4.14) ol = PonAe(ul*) + Pon Za?B”’js(u?k), 1<n<N,

=0
(6.4.15) ("% e(v" —u*))g > (F(t,),v" —u™)y, 0<n <N,

n n

h h
para todo v" € U,,.

Los pesos af > 0, 0 < j < n de la férmula de cuadratura a los que nos
limitamos son los de la férmula de trapecios compuesta, dados por (1.5.3). Al
aproximar con la férmula de cuadratura el término de memoria, se comete el

error numérico siguiente:
tn n '
(6.4.16) I, = H /0 B(t, — s)e(u(s))ds — ZQ?B"’]s(uj)”Q, 1<n<N,
j=0

que es de la forma (1.5.5), tomando X = Q,w = e(u) y B = B. Entonces,
utilizando la férmula de trapecios compuesta, por el Teorema 1.5.1 se verifica

que
(6.4.17) lim/l,=0, 1<n<N,
y ademads, si u y B son funciones de Lipschitz, se tiene

(6.4.18) I < ck([Julloqomvy + 1Blleqorime=«))-

Nos ocupamos a continuacion del estudio de la existencia y unicidad de solucién

del problema PV 1"*_ Sustituyendo (6.4.13) y (6.4.14) en (6.4.15) tenemos

PROBLEMA PV" . Hallar el campo de desplazamientos u™ = {u*}N_, C
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U, tal que
(6.4.19) (Ae(’u,gk), e(v" — 'u,gk))Q > (Fo,v" — 'u,gk)v,

(6.4.20)  (Ae(ul®), e(v" — u*))o + (En: afB™e(uf"),e(v" —u;f))q

> (Fy, 0" —uph)y,

n

para todo v € UM,
Basandonos en argumentos de la Seccién 2.4 disponemos del siguiente teorema.
Teorema 6.4.5. Supongamos que los datos verifican (6.2.1)-(6.2.6) y que el

paso temporal k cumple (6.4.12). Entonces, el problema PV"* tiene solucion

tinica uh* C U",. Para k suficientemente pequeno se verifica*

( . hk
(6.4.21)  max fluy, — v
<emix {1+ it {Jo" —wllv + Rt 0"},
0<n<N vheuh,

donde ¢ es una constante positiva que depende de A y B y

R(t,;u,v") = (.As(un)—l—/o ’ B(tn—s)e(u(s))ds,a(vh—un))Q—(Fn,vh—un)V.

Demostracion.  Seguimos el mismo procedimiento que en la demostraciéon
del Teorema 6.2.1, en esta ocasién para probar que PV"* estd en las condi-
ciones requeridas al problema P}* en el Teorema 2.4.1. Nétese que si se ve-
rifica (6.4.12) entonces, en particular también se verifica (2.4.1), dado que
| Bollzovy < d?||Bo|lLee(q). Por tanto, aplicamos el Teorema 2.4.1 y demostramos
la existencia y unicidad de u"* = {u*}N_~C UM verificando (6.4.19)—(6.4.20).

Ademas, aplicando el Teorema 2.4.2 se verifica la cota (2.4.8), cuya traduccion

al marco del problema de contacto es (6.4.21). a

!Dado que asumimos el uso de la férmula de trapecios compuesta, de la Observacién

2.4.4 se deduce que la constante multiplicadora no depende de N
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Ademas, definiendo o = {a"*1N_ = C Q" a partir de (6.4.13) y (6.4.14) y

n

realizando algunas operaciones elementales se tiene

(6.4.22) loo — ol < clluo — wi¥llv + 1(Z = Por)oollo.

(6.4.23) o — oo < c([lwn — ul*[|v
+ 3 @ uy — ) + L+ (I~ Por)oallo-
j=0

Finalmente, a partir de (6.4.21)—(6.4.23) obtenemos la cota siguiente.

) bk ok
(6.4.24) OgaéxN{llun u, v+ |lon — oy [0}

, h . hyi
< of s {llwn = 0"l + Rltniu, v")H))

+ i (I + (7 = Ponanalla),
para todo v" € U",.

El siguiente corolario hace uso de la estimacién de error (6.4.24) y del Teore-
ma 1.6.1 para demostrar la convergencia de la solucién de PV1" a la de PV1
cuando los pardmetros de discretizacion h y k tienden a 0 (lo que implica que
la dimensién de los espacios V" y Q" tiende a +oc y también N tiende a +00).
La discretizacién de la variable espacial se realiza con el método de elementos

finitos descrito en la Seccion 4.2.

Corolario 6.4.6. Sean V" CV y Q" C Q (h — 0), familias de subespacios
de dimension finita dados por (4.2.3) y (4.2.5), respectivamente, y U, C U,q
una familia de subconjuntos de U,q dada por (4.2.4). En las hipdtesis (6.2.1)-
(6.2.6), sean (u,o) € C([0,T];Uq) x C([0,T]; Q) la solucion débil del pro-
blema de contacto Py (u'* ah*) € (UM, x QM)NTL su aprozimacion discreta.

Entonces, se tiene

, , __hk _ bk —
Jim { méx {lo — ol + flu —wfv}} =0
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Demostracidn. Usando la cota (6.4.6) en (6.4.24) y tomando g(r) = rz +r
se cumple la condicién (4.2.15). Ademés ¢ verifica (1.4.4). Por otra parte,
tomando U = [C>(Q)]? (o incluso U = [H?(2)]Y) y Q = [H1(2)]?*? y teniendo
en cuenta las estimaciones (4.2.6) y (4.2.8) se verifican las condiciones (4.2.12)
y (4.2.13) con oy = ay = 1. Por tanto, estamos en condiciones de aplicar
el Teorema 1.6.1 para X = V)Y = Q, Xog = Uy, Y = [H} Q)] y U =

[C>()]? y concluimos el resultado deseado. O

Corolario 6.4.7. En las hipdtesis del Teorema 6.4.5, sean (u,o) €
C([0,T];Uaq) x C([0,T];Q) la solucion débil del problema de contacto P y
(uk k) e (UM, x QMNTY su aprozimacion discreta, con VUM y Q" dados
por (4.2.3)-(4.2.5). Entonces, si se verifican las hipdtesis (6.4.7) y ademds u
y B son funciones de Lipschitz, se tiene la siquiente estimacion de error:

’ 1
i {lun = ulfly + o — o2lo} < (b + k),

donde ¢ es una constante positiva que depende de A, B, F,u y o.

Demostracion. Es inmediato. Basta aplicar en (6.4.24) la cota (6.4.6), y las
estimaciones (4.2.6), (4.2.8) y (6.4.18). O

A continuacién, mostramos cémo aumentando la regularidad de la solucién de
PV'1 podemos mejorar algunos de los calculos que proporcionan la estimaciéon
de error (6.4.24) y obtener asi una cota de error de orden O(h + k) para la
aproximacién con la solucién de PV 1",

Corolario 6.4.8. En las hipdtesis del Teorema 6.4.5, sean (u,o) €
C([0,T];Uug) x C([0,T]; Q) la solucion débil del problema de contacto P y
(u* o) e (UM, x QMNTY su aprozimacion discreta, con VUM y Q" dados

por (4.2.3)-(4.2.5). Entonces, si se verifican las hipdtesis (6.4.8)-(6.4.9), el
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vector de fuerzas F' viene dado por (4.1.9) y cumple (6.2.7) y ademds u y B
son funciones de Lipschitz, se tiene la siguiente estimacion de error:

i {Jlun — ullly + o — o2llo} < e (h+ k),

donde ¢ es una constante positiva que depende de A,B, F,u y o.

Demostracion. Utilizando los mismos argumentos que en la demostracién del

Corolario 6.4.4, concluimos
R(tn; U, ¥") = (001, 0" — )2y < cllonllimayaxal | (un)y — ] 220y,

para todo n, 0 < n < N. Entonces, utilizando (4.2.10) se tiene

R(tn; Up, ’Uh) < C”U||C([0,T];[H1(Q)]dXd)HUVHC([&T];HZ(F?,)) h?.

Utilizando ademés (4.2.6), (4.2.8) y (6.4.18) en (6.4.24) tenemos el resultado

deseado. O

6.5. Resultados numéricos

En esta seccién mostramos resultados numéricos de simulaciones realizadas
con un algoritmo basado en estrategias de tipo penalizacion-dualidad. En con-
creto se han usado las ideas desarrolladas en [8, 90, 91] y el algoritmo final
que hemos utilizado puede consultarse en detalle en [67]. Se pretende aproxi-
mar la solucién del problema PV1 (pag. 126), segin el esquema totalmente
discretizado PV 1™ (pég. 148). Comenzamos con un apartado dedicado a simu-
lacién unidimensional, incluyendo resultados numéricos que corroboran desde
el punto de vista practico el resultado de convergencia establecido en el Teore-

ma 6.3.4. Posteriormente, se presentan resultados de simulaciones en dos y tres
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dimensiones. Destacamos que, en todos los casos, las simulaciones correspon-
den a situaciones en que, en la configuracion de referencia, existe una distancia
s > 0 entre el sélido deformable y el obstaculo. Recordamos, por otra parte,
que como consecuencia del resultado de equivalencia dado por el Teorema 6.3.1
todas las simulaciones se pueden considerar relativas a la aproximacion de la

solucién del problema PV2 (pag. 127).

Un ejemplo unidimensional

Se observa durante T segundos el comportamiento de una barra de seccién
transversal de area A y de longitud L sujeta por uno de sus extremos y sometida
a la accién de una fuerza distribuida fj en la direccion de su eje. El otro extremo
se encuentra inicialmente a una distancia s > 0 de un cuerpo rigido que no se
deja penetrar (ver Figura 6.5.1). El material del que esta compuesta dicha barra
es de tipo viscoelastico de memoria larga. Dado que L >> A suponemos que
su linea media es representativa y en consecuencia modelizamos esta situacion
fisica con la versiéon unidimensional del problema P, tomando Q = (0, L),

Iy ={L}, To=0,I1={0}ys>0.

Dado que estamos en el caso unidimensional, A = AF, donde E es el médulo
de Young del material, que suponemos constante. Ademéds (u) = du/dzx y la
memoria esta en funcién de B = b. De esta forma, el problema P se reescribe

como sigue:

PROBLEMA P1Dg: Hallar el campo de desplazamientos u : 2 x [0,T] — R
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N fo
\ —>
1—‘1
Q T,
L S

Figura 6.5.1: Problema de contacto entre una barra viscoeldstica de memoria larga y un

solido rigido.

y el campo de tensiones o : Q x [0,T] — IR tales que

9 t 0
(651) olr,1) = ABS"(2,1) +/O bt~ 5) 5 (,5)ds en Q% [0,7],
(6.5.2) g—;(az,t) + fo(z,t) =0 en Qx[0,7],

(6.5.3) wu(0,t) =0 en [0,77],

(6.5.4) o(L,t) <0; u(L,t) <s; (u(L,t) —s)o(L,t) =0 en [0,T].

El ejemplo que exponemos a continuacion es puramente académico y nos per-
mitird estudiar el error de los resultados numéricos con respecto a la solucion
analitica, que es conocida, y la convergencia, cuando decrece la memoria, a
la solucién del problema en elasticidad, que también es conocida. Por tanto,

tomamos
(6.5.5) L=1m,T=2seg.,s=05m, A=1cm? E=10" N/m?

(6.5.6) fo(z,t) =t N/m, b(x,t) =6 N/seg.

En estas condiciones, la solucion exacta al problema P1Dg se puede calcular

hasta el instante de contacto, que denotamos ty. Asi, si t < ty, se tiene:

1,2 1— e—Gt

wo(a,t) = (z = ) —5—.

oo(z,t) = (1 — 2)t,
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y tg = Llog . El espacio en que buscamos la solucién uy es C([0,7T];V),

0 1-0°
donde

V={ve H(0,L) : v(0) =0}

La aproximacién se realiza utilizando el espacio V", definido como

Vh={o" e C(o,L]) : vl € P([zs,zi1]), 1 <i< M —1, v"(0) =0},

[[zi,2541]

siendo r1 =0< ... <x; < w1 < ...<uxpy = L la discretizacién del dominio
de la variable espacial y P;([z;, z;11]) el espacio de polinomios de grado menor
oigual a 1 en [x;, x;41].

Aproximacién numérica: pesplazamientos Error cometido: Desplazamientos

x10

IS
=

=

s ‘o

o

Desplazamientos: uh(x.t)
Error: Ju(x,t)-u"(x,t)]

Tiempo: t Longitud: X Tiempo: t Longitud: X

Figura 6.5.2: Problema P1Dg: Desplazamientos y error (hasta el instante de contacto).

En las figuras 6.5.2-6.5.3 se muestran resultados para el caso concreto 6§ =
(e —1)/e ~ 0.63, lo que implica t, = e/(e — 1) ~ 1.58. En concreto, en
la Figura 6.5.2 se presentan los desplazamientos que experimentan 11 nodos
equidistantes de una discretizacion de M = 101 nodos segiin evoluciona la
variable temporal, asi como los correspondientes errores respecto a la solucion
exacta hasta el instante de contacto ty. Por otra parte, en la Figura 6.5.3
se presenta la evolucion en el tiempo de las tensiones experimentadas en cada

intervalo de dicha discretizacién. Nétese que pese al contacto, no hay tensiones
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Aproximacion numérica: Tensiones Deformacion de la barra
T T T

o

=
co
T

g
=)
T

=
kN
T

I
N
T

Tensiones: a"(x,t)
Tiempo: t
[

o
co
T

o
o
T

o
~
T

I
()
T

=

. . . . \ . .
0 . : 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16
Longitud: X Tiempo: t Longitud: X

o

Figura 6.5.3: Problema P1Dg: Tensiones y evolucién de la deformacién.

negativas en el entorno de x = L producidas por la reaccién del obstaculo, pues
se ven superadas por las tensiones positivas acumuladas en la memoria. Para
valores mas bajos de 6, esto es, cuando la memoria es menor, si se manifiestan
tensiones negativas. En la Figura 6.5.3 también se presenta un gréfico en el

que se muestra la evolucion de la deformacion de la barra por medio de los

2L

desplazamientos experimentados por los nodos z; = 0,233 =~ %,x% ~ y

101 — L.

Convergencia al caso elastico. El problema unidimensional de contacto
unilateral sin rozamiento entre un sélido elastico y una fundacién rigida se

obtiene sustituyendo en el problema P1Dg la expresién (6.5.1) por

o(z,t) = AE %(m,t} en Q x [0,7].

En las condiciones (6.5.5)—(6.5.6), la solucién de este problema viene dada por

ue(z,t) = (z — %2)15, oe(z,t) = (1 —2)t en Q x[0,t],

te?  t+1 t+1
ue(x’t) g _i + Lx) O'e(x’t> — —tx + L

) ) en Q x [t.,T], T > 1.

siendo t, = 1 el instante de contacto. Es inmediato comprobar que uy converge
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Convergencia al caso elastico para t=1
05 T T T T T T ————

o4sp [ &0 E
- 6=0.1

— B=(e-1)le
- 6=2

o
=
T
.

o o
N o w
a w &
T T T
L L L

Desplazamientos: u(x,1)
o
o
T
.

o
=
o
T
L

o
[
T
L

o
o
5l
T
L

0.1 0.2 0.3 0.4 0.6 0.7 08 0.9 1

o

o

05
Longitud: X

Figura 6.5.4: Problema P1Dg: Convergencia puntual al caso elastico en t = 1.

puntualmente a u, en 2 x [0,¢.] y ty tiende a t. cuando 6 tiende a 0. Tlustramos
graficamente este hecho en la Figura 6.5.4. En ella apreciamos que conforme
el valor de # disminuye, la solucién aproximada del problema viscoelastico de
memoria larga, converge puntualmente a la solucién conocida del caso elastico

(en rojo).

Un ejemplo bidimensional

Se considera un cuerpo tridimensional de seccién €2 = (0,1) x (1, 2) y de espesor
€ << 1. Suponemos una situaciéon de carga y condiciones de contorno en las
que la hipétesis de tensiones planas es admisible (véase Figura 6.5.5), en donde

se supone ausencia de fuerzas volumicas.

Se supone que el cuerpo esta compuesto de un material viscoelastico de memo-
ria larga y que como consecuencia de su deformacién puede entrar en contacto
con un objeto rigido cilindrico cuya seccion es un circulo que responde a la

inecuacién (z — 3)? +y* < 1, por lo que inicialmente la distancia s de la fron-



158 Capitulo 6: Problema de contacto con condiciones de Signorini

Figura 6.5.5: Problema de contacto bidimensional.

tera de contacto del material (I's = (0,1) x {1}) con dicho objeto viene dada

por la ecuacion

S, 1) =1—4/1— (z— %)2

Tomamos A igual al tensor de elasticidad lineal plana,

Ex
1 — k2

E
(e11 +€22)0ap + H—Keag, 1<a,8 <2,

(6.5.7) (Ag)op =
donde los indices repetidos no denotan suma, E' es el médulo de Young del ma-
terial y x es el coeficiente de Poisson. En el ejemplo concreto cuyos resultados

se muestran en las figuras 6.5.6-6.5.8 se han utilizado los siguientes datos:
E=10> N/m? k=0.3, f,=(0,0) N/m? f,=(0,—50) N/m? T =2 seg.

Ademas hemos considerado B = A, entendiéndose que sus componentes ex-
9
presan ahora cantidades medidas en N/(m?seg.). De esta condicién también

se deduce que el material es isétropo (Baggs =0, 1 < a # [ < 2).

En la Figura 6.5.6 se muestran las configuraciones deformadas en los instantes
inicial y final del proceso. Nétese que para t = 0 las fuerzas son no nulas vy,

en consecuencia la configuracién en ¢ = 0 es una configuraciéon deformada,
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Figura 6.5.6: Problema 2D: Configuracién deformada para t = 0 y t = 2. Caso isétropo.

diferente a la configuraciéon de referencia. En la Figura 6.5.7 se presentan la
distribucién de tensiones en norma Von Mises y las tensiones en la direccion
del eje OY (022) para t = 0 mientras que en la Figura 6.5.8 se hace lo propio

para t = 2.

Figura 6.5.7: Problema 2D: Distribucién de tensiones en norma Von Mises y tensiones en

la direccién del eje OY (o22) para t = 0. Caso is6tropo.

A continuacién presentamos los resultados obtenidos para un caso anisétropo.

En concreto se ha tomado Byi = 10> N/(m?seg.), 1<4,j,k, 1 <2.

En la Figura 6.5.9 se muestran la configuracién deformada y la distribucién de

tensiones en norma Von Mises para el instante final y se aprecia la anisotropia
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-7.190
1110
-15.02
-18.93

-22.85
-26.76
-30.68
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-54.17
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-81.57

Figura 6.5.8: Problema 2D: Distribucién de tensiones en norma Von Mises y tensiones en

la direccién del eje OY (o92) para t = 2. Caso isGtropo.

del material.

Un ejemplo tridimensional

Para el caso tridimensional consideramos un sélido cibico que en su confi-
guracién de referencia ocupa el dominio 2 = (0,1) x (1,2) x (0,1). Las caras
{0} x (1,2) x (0,1) y {1} x (1,2) x (0,1) estan fijadas de tal forma que no
pueden desplazarse en la direccién del eje OX ylacaraT's = (0,1) x {1} x (0,1)

estd apoyada en un objeto rigido cilindrico que responde a las expresiones

3

(r=3)+y' <1, —5<z<3,

[\
|
N | —

por lo que inicialmente, la distancia s de la frontera de contacto del sélido con

dicho objeto viene dada por la ecuacién
s (,1,2) =1—4/1— (z — —)2.

Ademads, suponemos que el cubo puede desplazarse sobre el plano Z = 0 pero

nunca separarse de él. El solido estd compuesto de material viscoelastico de
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Figura 6.5.9: Problema 2D: Configuracién deformada y distribucién de tensiones en norma

Von Mises. Caso anisétropo.

S~h
V1

Figura 6.5.10: Problema de contacto tridimensional. Vista lateral.

memoria larga y en ausencia de fuerzas volimicas, experimenta fuerzas de

compresién constantes sobre la cara I'y; = (0,1) x {2} x (0, 1).

Estamos planteando, pues, el problema tridimensional del que deriva el caso
2D del apartado anterior. Podemos, por tanto, tomar la Figura 6.5.5 como
vista cenital de la situacion fisica planteada. En la Figura 6.5.10 apreciamos

una vista lateral.
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Figura 6.5.11: Problema 3D: Distribucién de tensiones en norma Von Mises y tensiones

en la direccién del eje OY (o24) para t = 0. Caso isétropo.

Tomamos A igual al tensor de elasticidad lineal tridimensional,

(658) (.Aéf)ij = (1 n /{)E(’,f— 2/{) (Z 5kk) 51']‘ + Hili&j’

donde E es el médulo de Young del material y « es el coeficiente de Poisson.
En la Figura 6.5.11 y la Figura 6.5.12 se muestran la distribucion de tensiones
en norma Von Mises y la distribucién de tensiones en la direccién del eje
OY (o32) sobre la configuracién deformada en los instantes t = 0 y ¢ = 1,

respectivamente. Los datos que se han utilizado son:
E=10> N/m? k=03, f,=(0,0,0) N/m?
fy=(0,-50,0) N/m? T =1 seg.
Notese que para t = 0 las fuerzas son no nulas y, en consecuencia, la configu-

racion en t = 0 es una configuraciéon deformada, diferente a la configuracién

de referencia.

Ademas, se ha considerado A = B, donde sus componentes se entiende que son
ahora cantidades medidas en N/(m?seg). De esta condicién también se deduce

que el material es isétropo.
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Figura 6.5.12: Problema 3D: Distribucién de tensiones en norma Von Mises y tensiones

en la direccién del eje OY (o24) para t = 1. Caso isétropo.

Desplazamientos en linea de contacto.

S

0.05-

M

L L L L L L L L L
0 0.1 02 0.3 04 05 06 0.7 08 0.9 1

Tiempo(t)

32 componente del desplazamiento: Uh(x.t)3

Figura 6.5.13: Problema 3D: Evolucién de los desplazamientos en la linea x = 0.5, y =

1,0<z<1.

Finalmente, en la Figura 6.5.13 se muestra la tercera componente de los despla-
zamientos de tres puntos representativos de la linea de contacto inicial, dada

porz=05,y=1 0<z2<1.
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6.6. Formulacién en tensiones

Hasta ahora hemos estudiado la existencia, unicidad y aproximacién numérica
de las soluciones a formulaciones débiles del problema de contacto P (6.1.1)—
(6.1.5) para materiales que responden a la ley de comportamiento (5.3.6). No
obstante, como se ha visto en la Seccion 5.3, existe una formulacion alternativa
si consideramos en su lugar la expresién (5.3.8). Omitimos aqui el planteamien-
to explicito del problema mecénico correspondiente (pues la diferencia con el
problema P ya ha sido destacada) y procedemos directamente al planteamiento
de una formulacién variacional del mismo. Notese que tenemos dos opciones,
paralelamente a lo realizado en la Seccion 6.1, segin reemplacemos la ley de
comportamiento (5.3.6) por la ley (5.3.8) en los problemas PV1 o PV2. Un
estudio completo se ha realizado en [80]. Aqui, para mayor brevedad, optamos
por la variante relativa a PV'2 y en consecuencia nos limitamos al estudio del

problema variacional siguiente:

PROBLEMA PV3: Hallar el campo de desplazamientos w : [0, T] — V y el

campo de tensiones o : [0,T] — Q tales que:

(6.6.1) e(u(t)) =Eo(t) + /0 C(t —s)o(s)ds,
(6.6.2) o(t) € a(t), (1 —o(t),e(u(t)))g >0,

para todo T € u4(t) y todo t € [0,T].

Recordemos que ¥,4(t) esta definido en (6.1.15). Nétese que el problema PV'3
coincide con el problema PV2, intercambiando (6.1.17) con (6.6.1) y que los
desplazamientos se pueden eliminar al sustituir (6.6.1) en (6.6.2). Es por esto

que el problema PV3 lo denominamos formulacion variacional en tensiones.

Sustituimos ahora (6.6.1) en (6.6.2) para tener el siguiente problema varia-

cional.
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PROBLEMA PV Hallar el campo de tensiones o : [0,T] — Q tal que
(6.6.3)  o(t) € Xua(t), (Ea(t),T—0o(t))g

/Ct—s $)ds, T — o (t)g >0 VT € Saalt).

Las hipétesis para los tensores £ y C son las mismas propiedades de acotacion

y elipticidad que se requerian en secciones precedentes para Ay B:

6.6.4 £ e L™(Q),

=]
=]
at

Eijii = Ejir = Epuij, c.p.d. en Q,

)
)
) Eijw & &ij > iy &y, c.p.d. en O,
)
)

SO
& >
=N

Cijii(t) = Cjina(t) = Craij(t), c.p.d. en Q,

(
(
(
(
( C € C([0, T, L>(©2)),

6.6.8

donde o > 0,t € [0,T] y & = (&) es un elemento arbitrario de Sy.

Teorema 6.6.1. Bajo las hipotesis (6.2.6) y (6.6.4)-(6.6.8), el problema PV

tiene solucion unica. Ademds, o € C([0,T]; Q).

Demostracion. Se procede en parte como para el problema PV2. Esto es, se
plantea un problema equivalente con ¥y, definido en (6.2.10), como espacio de
funciones test y a continuacion utilizamos argumentos de punto fijo. Se realiza

n (6.6.3) el cambio de variable & = & + &, con & definido en (6.2.11), y

planteamos el siguiente problema variacional en tensiones:

PROBLEMA PV’: Hallar & : [0,T] — @ tal que

669) o) € %0, (€0(0).7 oo+ ([ €t )ols)ds T~ 5l0)e
/Ct—s s)yds, T —a(t))o,
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para todo T € ¥¢ y todo t € [0,T].

Identificamos X al espacio de Hilbert @, definido en (4.1.1) y hacemos lo propio
entre Xoy 3. Sean A: Q — Qy B:[0,T] — L(Q) los operadores definidos

como sigue:
Ar=EtVT€eQ, Blt)r=Clt)rVTeQ, te|0,T].
Sea ademads f : [0,T] — @ definido por

f(t):—Sé(t)—/otc’(t—s)&(s)ds vie0,T].

Utilizando (6.6.4)-(6.6.8) se obtiene que A y B satisfacen las condiciones
(2.1.3) y (2.1.4), respectivamente. Ademéds, Xy = ¥, verifica (2.1.2), esto es,
es un subconjunto convexo, cerrado y no vacio de X = (). Por otra parte, de
(6.2.6) y (6.6.8) se concluye (2.1.5). Por tanto, el problema PV’ esta en las
condiciones requeridas al problema P4 en el Teorema 2.1.1 y podemos concluir

que existe un tnico & € C([0,T]; Q) verificando (6.6.9).

Finalmente, la solucién de PV’ determina biunivocamente la soluciéon o del

Problema PV, puesto que ¢ =& + &. O

Por otra parte, para cada t € [0, 7], definimos

E(t) =Eo(t) + /0 C(t—s)o(s)ds,

por lo que es inmediato que & € C([0, T]; Q). Utilizando los mismos argumentos
que en (6.2.22)—(6.2.26), concluimos a partir de (6.6.2) que existe un unico

u(t) € V tal que

es decir, se verifica la expresién (6.6.1). Ademds, dada la regularidad de o, con-
cluimos que w € C([0,7]; V). Finalmente, aplicando los mismos argumentos

desarrollados en la demostracion del Teorema 6.3.1 a la solucién del Problema
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PV, se demuestra que u(t) € U,q para todo t € [0, T]. Esto es, hemos obtenido
una solucién unica (u, o) € C([0,T]; V) x C([0,T]; Q) para PV3.

Observacién 6.6.2. Los comentarios relativos a la reqularidad o €

C([0,T]; Q1) de la Observacion 6.2.2 son validos también en esta seccion.






Capitulo 7

Problema de contacto con

respuesta normal

En este capitulo se estudia el problema de contacto entre un sélido deformable
viscoelastico de memoria larga y un obstaculo deformable cuya reaccion al
contacto esta dada por la funcion de respuesta normal. Planteamos el problema
mecanico de contacto a partir de las consideraciones al respecto del Capitulo 5 y
se estudia la existencia y unicidad de solucién para una formulacion variacional
del mismo. También se estudia, en un caso concreto, la convergencia de dicha
solucién hacia la del correspondiente problema de contacto de Signorini cuando
la rigidez del obstaculo aumenta. Finalizamos con el estudio de la discretizacién

del problema y la presentacion de resultados de simulaciones numéricas.

169



170 Capitulo 7: Problema de contacto con respuesta normal

7.1. Formulacién mecanica y variacional del

problema

La formulacion matemaética del problema de contorno que traduce el problema
mecanico de contacto unilateral sin rozamiento entre un cuerpo viscoelastico
de memoria larga y un obstaculo deformable con respuesta normal se expresa

como sigue:

PROBLEMA P: Hallar el campo de desplazamientos u : Q2 x [0,T] — R? y el

campo de tensiones o : Q0 x [0,T] — S, tales que

(7.1.1) o(t) = Ae(u(t)) + /0 Bt - s)e(u(s)ds en Q.
(7.1.2) Dive(t) + fo(t) =0 en Q,

(7.1.3) wt) =0 en Ty,

(7.1.4) oty = F4(t) en Dy,

(7.1.5) —0,(t) =p,(u,(t) =), o,=0 en Ij,

para todo t € [0,T.

Recordamos ahora el significado fisico de las expresiones que componen el
problema P y que ya fueron introducidas en las secciones 5.2, 5.3 y 5.4. La
expresion (7.1.1) es la ley de comportamiento de los materiales viscoelasticos
de memoria larga, introducida en (5.3.6). Recordamos que el término integral
es el que modeliza el efecto de la memoria, que los tensores de cuarto orden
A = (Aiju) v B = (Bijr) son, respectivamente, los tensores de elasticidad y de
relajacion y que €(u) es el tensor de deformaciones linealizado. La expresién
(7.1.2) es la ecuacién del equilibrio, introducida en (5.2.2), que gobierna el
proceso de deformacién en un problema cuasiestatico. Las expresiones (7.1.3)
y (7.1.4) son las condiciones de contorno de desplazamientos-tracciones. Final-

mente, (7.1.5) representa la condicién de contacto de tipo respuesta normal sin
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rozamiento, obtenida a partir de (5.4.5) y (5.4.11), en la Seccién 5.4. Recor-
damos que s representa la distancia de la superficie de contacto al obstaculo
en la configuracion de referencia. El contacto, de producirse, es unilateral y el
obstaculo reacciona con una presién en la direccién opuesta a la normal que

viene determinada por la funcion de respuesta normal p,.

Suponemos que (u, o) es una solucién regular del problema P, de forma que,

para cada t € [0,T], tiene sentido aplicar la férmula de Green (4.1.3):
(7.1.6) (o(t),e(v))qg = (=Dive(t),v)g + (a(t)v,v) 2y,
para todo v € V. Ademés, por (7.1.3), (7.1.4) y (7.1.5),
(7.1.7) (o (t)v, v)2wye = (f2(t), v)p2ryye — J(u(t), v),
donde la funcién j : V x V — IR esta dada por
(7.1.8) Jj(u,v) = /F py(u, — s)v,da, Yu, veV.

5

Por tanto, planteamos la siguiente formulacién variacional del problema de

contacto P en términos de los desplazamientos.

PROBLEMA PV': Hallar el campo de desplazamientos w : [0, T] — V tal que

t
(T19)  (Ae(u(®)e(o))o+ (| Bt = s)e(uls))ds.eo)o
+j(u(t),v) = (F(t),v)y YveV, tel0,T],
donde, en las aplicaciones, F' esta definido por (4.1.9). En lo que sigue, asu-

mimos las hipétesis (6.2.1)—(6.2.6) para A, By F. Ademds, suponemos que la

funcién de respuesta normal p, : I's x IR — IR, satisface
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( .
(a) Existe un L, > 0 t. q. |[p,(x,r1) — pu(x,r2)| < Ly|r — 72,

Vry,ro € R, p.c.t. @ € I's.

() (pu(z, 1) — pu(x,72)) - (11 — 12) >0,
(7110) < Vri,ro € R, p.c.t. @ € I's.

(c) La aplicacién € I's +— p,(x,r) es Lebesgue medible en I's

para cada r € R, p,(-,0) € L*(T;).

[ (d) pu(z,7) =0 pet.zelzyr<O0.

Ademas suponemos que la funcién de distancia verifica
(7.1.11) se L>*(I3), s>0 c.p.d. enls.

Hacemos algunos comentarios acerca de las condiciones expresadas en (7.1.10).
La condicién (a) implica que la funcién p, crece con la penetracién a lo sumo
linealmente. La condicién (b) de monotonia muestra desde el punto de vista
de la modelizacion que la reaccion del obstaculo aumenta con la penetracion.
La condicién (d), por su parte, implica que cuando no hay penetracién (i.e.
u, < s) tampoco hay reaccién del obstaculo (o, = 0) y, finalmente, las condi-
ciones (a) y (¢), junto con (7.1.11), garantizan que la funcién j: V x V — R
estd bien definida. Vemos facilmente que todas estas condiciones se ven satis-
fechas por los ejemplos particulares de funcion de respuesta normal citados en

la Seccién 5.4.

7.2. Existencia y unicidad de solucién

Basandonos en argumentos de la Seccién 2.1 disponemos del siguiente resultado

de existencia y unicidad de solucién para el problema PV'.
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Teorema 7.2.1. En las hipdtesis (6.2.1)-(6.2.6) y (7.1.10)—(7.1.11) el pro-

blema PV tiene una unica solucion w € C([0,T]; V).

Demostracion. Utilizamos el teorema de representacion de Riesz para definir

los operadores A: V. — Vy B :[0,T] — L(V) como sigue, para todo v,w € V

yte|0,T]:
(7.2.1) (Av,w)y = (Ae(v),e(w))g + j(v,w),
(7.2.2) (B(t)v, w)y = (B(t)e(v), e(w))q-

A partir de (7.1.8), (7.1.10) y las propiedades de la aplicacién de traza, tenemos

que
(723) j(ul,ul — 'U,Q) — j(u2,u1 — ’l.l,g) > 0, \V/’Ufl, Uy € ‘/,
(7.2.4) J(ug,v) — jlug,v) < c|lug —us|v||v|v, Vug, ug, v €V,

Por tanto, a partir de (6.2.1)—(6.2.5) y (7.2.1)—(7.2.4) se deduce que Ay B sa-
tisfacen las condiciones (2.1.3) y (2.1.4), respectivamente. Ademas, por (6.2.6),
se verifica (2.1.5). Por tanto, tomando X = Xy =V y f = F podemos aplicar

el Teorema 2.1.1 y concluir que el problema PV tiene una tnica solucién

u € C([0, T]; V). O

Como consecuencia, en las condiciones del Teorema 7.2.1 y por medio del Teo-
rema 5.3.1 (1) podemos garantizar que el campo de tensiones definido a partir
de la solucién de PV con la ley (7.1.1) tiene regularidad o € C([0,7]; Q). En
conclusién, hemos obtenido una solucién débil tinica con regularidad (u, o) €

C([0,T]; V) x C([0,T]; Q) para el problema de contacto P.

Observacién 7.2.2.  En el caso particular en que F viene dado por (4.1.9)

y se verifica (6.2.7), podemos obtener mayor reqularidad para el campo de
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tensiones o. Basta considerar para cada t € [0,T], que tomando v = ¢ en
(7.1.9), siendo ¢ € [D(Q)]¢, y teniendo en cuenta (7.1.1), se deduce que
Dive(t) = —f,(t) c.p.d. en Q. Por lo tanto, o € C([0,T];Q1).

7.3. Un resultado de convergencia

Suponemos en toda la seccién que p, estd definido por (5.4.6), donde sustitui-
mos ¢, por —, siendo i > 0 constante. Por tanto, planteamos un caso concreto
]

de PV en estas condiciones:

PROBLEMA PV,: Hallar el campo de desplazamientos w, : [0,T] — V tal

que
(7.3.1) (Ae(uy(t)),e(v))q + (/0 B(t — s)e(u,(s))ds,e(v))q
+j(uu(t),v) = (F(t),v)y YveV, tel0,T],
donde
' = l u,), — S)5v, da
(732 junlt)v) = [ () = )20 da

El resultado principal de esta seccidn es el Teorema 7.3.3, que establece que
conforme p tiende a cero, la solucién de la formulaciéon variacional PV, que
denotamos wu, para explicitar su dependencia respecto a p, converge pun-
tualmente a la solucion de la formulacién variacional en desplazamientos del
problema de Signorini (ver PV (6.2.8)), que denotamos u. Por tanto tomamos
como funcién de distancia s = 0, por lo que en la configuraciéon de referencia,

cuerpo y obstaculo estan en contacto.

Recordamos que para a € (0,1], de la convexidad de ¢ : x € R +— ¢(x) =
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a+1
xXr
a+1"7

€ IR,, tenemos

1 (0% 1 (0% (0%
a+1$++1_a——i—1y++1 > yS(x —y) paratodo z,y € RR.

En consecuencia, a partir de (7.1.8) tenemos para cada t € [0, 7],

(7.3.3)  j(uu(t),v —u,(t))

= [ (@20 0 = () da < i) = (a0,

donde hemos denotado

| 1 .
juw) = — / (v,)2+ da,

(a+1u
que es una funcién propia, convexa y continua en V. Utilizando (7.3.3) en
(7.1.9) para v = v — u,(t) se tiene que la solucién u, € C([0,T];V) del

problema PV, es también solucién del siguiente problema.

PROBLEMA PV ,,: Hallar el campo de desplazamientos w,, : [0,T] — V tal

que
(7.34)  (Ae(uu(t), e(v —wu(t))q + (2u(t), (v — wu(t)))o

+ Ju(v) = Ju(u,(t)) > (F(t),v —u,(t))y, YveV, tel0,T].

Hemos denotado
)= [ B = s)etuy(s)) ds.
Sea ademas
20 = [ Bt - s)e(u(s) ds.
Dado que u € C([0,T]; V), u, € C([0,T]: V) v B € C([0, T} L=(Q2)) se tiene
e

(7.3.5) 2 C(0,T:Q), 2, C(0,T]:Q).

Planteamos el problema siguiente
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PROBLEMA PV, ,: Hallar el campo de desplazamientos w,, : [0,T] — V tal
que
(7.3.6)  (Ae(u,(t), e(v — wu(t)))q + (2(1),e(v —@u(t)))o

+ Ju(v) = Ju(uu(t) = (F(t), v —au(t))v, YoeV, tel0T].

Teorema 7.3.1. En las hipdtesis (6.2.1)-(6.2.6) y (7.1.10)—(7.1.11) el pro-

blema PV, 5 tiene una tnica solucién u, € C([0,T]; V).

Demostracion. Para cada t € [0,T] estamos en las condiciones del Coro-
lario 1.2.4, por lo que existe un tnico u,(t) € V solucién de (7.3.6). Ademas la
solucién es Lipschitz dependiente respecto a los datos. Esto es, dados t1,ty €

[0, T] arbitrarios se tiene

lwu(ty) = wu(ta)llv < e(l[z(t) = 2(L)llq + [|1F(t1) = F(ta)llo)-

Por tanto, de (6.2.6) y (7.3.5) se concluye que w, € C([0,T]; V). O

Teorema 7.3.2. Sean u, € C([0,T];V) yu € C([0,T];Usa) las respectivas
soluciones de los problemas P—VM y PV de Signorini (6.2.8). Entonces se
verifica

lim ||, (t) —u(t)||vy =0Vte|0,T].

pu—0+
Demostracion. Se realiza en dos etapas. Primero demostraremos la conver-
gencia débil en V para cada t € [0,T] y posteriormente la convergencia fuerte.

Convergencia débil en V. Sea t € [0,T]. Tomando v = 0 en (7.3.6) queda

(7.3.7) (Ae(w,(t)), e(wu(t))q + ju(wp(t))

< (F),uu(t))v = (2(1),e(uu(t))e;
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y dado que j, > 0 se obtiene la cota

(7.3.8) [lwu(@)llv < c(IF@Olv +2(0)lle) < c([Flleqoriv) + I2lleqprie):

Por tanto, la sucesion {w,(t)},~0 estd acotada en V, por lo que existe una
subsucesién, que denotamos también por {u,(t)},>0 que converge débilmente

hacia un elemento w(t) € V, esto es

au () ),

Vamos a probar que u(t) = u(t). Para ello, a partir de (7.3.7) se obtiene

Ju(wu(t)) < c([F@)lv + [12() Q)@ (t)]lv-

Utilizando (7.3.8) se verifica que existe una constante ¢ > 0, que depende de

F u, Ay B, tal que

/F (), (5)7 da < cfar+ 1)

Teniendo en cuenta la compacidad de la aplicacion traza y aplicando el Lema 1.3.1

se verifica que

/ (1, (1)) da < lim inf/ (@), (1)3 da < c(a+ 1) iminf p = 0.
I's I's

n—0+ n—0+

Por tanto deducimos que u,(t) < 0 c.p.d. en I's. Esto es, u(t) € U,y. Tomamos

ahora el limite inferior en (7.3.6) para v € U,4 y obtenemos

(Ae(u(l)),e(v))q — liminf(Ae(w,(t)), e(w,u(t)))o

pu—0

+(2(t),e(v —u(t)) = (F(t),v —u(t))y, Vv e U
Por tanto, aplicando el Lema 1.3.2 concluimos que

(7.3.9) (Ae(u(t)),e(v —u(t)))g

+(2(t),e(v — a(t))o = (F(t),v — @)y, Vo€ U
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Esto es, hemos probado que u(t) € U,y es solucién del problema variacional
de Signorini (6.2.8), y por la unicidad de solucién concluimos que w(t) =
u(t). Ademds, la mencionada unicidad garantiza que cualquier subsucesion
{w,(t)},>0 tiene también por limite a wu(t) en la topologia débil. En conse-

cuencia la sucesion {w,(t)},>o tiene a w(t) por limite débil.

Convergencia fuerte. Por la elipticidad de A tenemos
(7.3.10) all,(t) — u(t)li < (Ae(u(t) — @u(t)), e(u(t) — wu(t)))o
= (Ae(u(t)), e(u(t) — uu(t)))q — (Ae(uu(t)), e(u(t) — wu(t)))-
Por otra parte, tomando v = u(t) en (7.3.6), tenemos
(Ae(u, (1)), e(u(t) — uu(t)))q + (2(1), e(u(t) — wu(t)))
+n(u(t) = ju(wu(t) = (F(t), w(t) — w,(t))v,
y dado que j,(u(t)) =0y j, > 0 se tiene que
(7.3.11) (Ae(w,(t)), e(w,u(t) — u(t))o < —(2(t), e(wu(t) — u(t)))q
+ (F (1), wu(t) — u(t))v.
Sustituyendo (7.3.11) en (7.3.10) se obtiene
a |, (t) — u(t)[} < (Ae(u(t), e(u(t) — uu(t)))q
— (2(t), e(uu(t) —u(t)))q + (F(1), uu(t) — u(t))v.
Por tanto, tomando el limite superior se concluye

lim sup [|w,(t) — u(t)||y <0,
p—07F

esto es, la sucesién {u,(t)},>0 converge en la topologia fuerte de V hacia w(t).

Dado que t € [0,T] es arbitrario, se concluye el resultado deseado. O

Teorema 7.3.3. Sean u, € C([0,T];V) y uw € C([0,T];Usq) las respecti-

vas soluciones de los problemas variacionales PV,, y PV de Signorini (6.2.8).
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Entonces se verifica que cuando p > 0 tiende a cero, w, converge a w puntual-

mente, esto es

lim [Ju,(t) —u(t)||vy =0 Vte[0,T]

p—07T

Demostracion. Seat € [0,T] y sea {w,(t)},>0 la sucesiéon convergente a wu(t)
en V dada por el Teorema 7.3.2. Tomando v = u,(t) en (7.3.6) y v = u,(t)

en (7.3.4) y sumando ambas expresiones, tenemos
(Ae(u,(t) — (1)), e(uu(t) —uu(t)))q < (2(t) = zu(t), e(wu(t) — wu(t)))g,
y por tanto
(7.3.12) luu(t) = wu(t)llv < cllz(t) = z,(t)lo-
Pero de la definicién de z(t) y z,(t) se obtiene que
(7.3.13) 12(t) = zu ()]l < ¢ /Ot [wn(s) —u(s)llv ds,
donde ¢ depende de B. Por otra parte,
(7.3.14) [wn(t) = u(@)lv < fluu(t) = w, Oy + [lw.(t) —u(®)]lv,
por lo que utilizando (7.3.12) y (7.3.13) en (7.3.14) se concluye
luu(t) = u(®)llv < ¢ (/Ot [wu(s) = u(s)llv ds + [[w,(t) —u@)v).
Aplicando el Lema de Gronwall, se obtiene
[ (t) = u(®)llv < ¢ (/Ot [wu(s) = u(s)llv ds + [[w.(t) — uw®)v).

Por otra parte, de la acotacién uniforme que se desprende de (7.3.8), la con-
vergencia puntual del Teorema 7.3.2 y el teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue, se concluye que

lim sup ||, (1) — w(t) [y < 0,
p—07T
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y por tanto el limite existe y es tnico. Dado que t € [0,7T] es arbitrario, se

concluye el resultado deseado. O

Finalmente, siguiendo los pasos de la demostracion del Teorema 5.3.1 (1), es
facil concluir que la convergencia también se da en las tensiones, esto es, en
las condiciones del Teorema 7.3.3, los campos de tensiones o, o, : [0,7] —
Sq definidos respectivamente por (6.1.1) y (7.1.1) (sustituyendo w por u,),
verifican

lim ||o,(t) —o(t)]lo=0 Vte]|0,T].
p—0+

Ademas del interés puramente matematico, el Teorema 7.3.3 tiene como in-
terpretacién mecénica que la solucién débil (u, o) del problema de contac-
to con condiciones de Signorini (6.1.1)—(6.1.5) es, para cada paso de tiempo
t € [0,T], limite de una sucesién de soluciones débiles {(u,,o,)},>0 de pro-
blemas (7.1.1)—(7.1.5) de contacto con condiciones de respuesta normal, cuan-
do esta viene dada por (5.4.6). Por tanto, cuando la rigidez del obstéculo es
comparativamente grande, los problemas de respuesta normal constituyen una
“aproximaciéon” del problema de contacto con sélido rigido. Esta es la idea de

base de muchos algoritmos numeéricos.

7.4. Aproximacién numérica del problema

Ahora nos ocupamos del estudio de la aproximacién numérica de la solucién
del problema PV. Al igual que en el Capitulo 6 para el problema de Signorini,
comenzamos planteando un esquema semidiscreto en el que sélo se discretiza
la variable espacial como primer paso para un estudio mas completo con un
esquema totalmente discretizado. Sean Q" C Q y V" C V dos espacios de
Hilbert de dimensién finita que, por ejemplo, pueden ser obtenidos por medio

del método de elementos finitos. Ademds, suponemos que (V") C Q™.
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Aproximacion semidiscreta. Nos situamos en las hipotesis generales de la

Seccion 2.3.

PROBLEMA PV": Hallar el campo de desplazamientos w : [0,T] — V"

(74.1) (As(uh(t)),s@h))@ﬂ/o B(t — s)e(u’(s))ds, e(v"))q
+i(u(t),v") = (F(t),v")y, VYo" e V" tel0,T].

Basandonos en argumentos de la Seccién 2.3, disponemos del siguiente resul-
tado de existencia y unicidad de solucién para el problema PV", que ademés

establece una cota para el error en la aproximacion.

Teorema 7.4.1. En las hipdtesis (6.2.1)-(06.2.6) y (7.1.10)—(7.1.11), el pro-

blema PV" tiene solucidn unica u" € C([0,T];V"). Ademds se verifica

7.4.2 _— v <emix { fmf {|Jo" - ult R(t;u,v")?
(742) Jlu—w"lleqoryy) < e mix { ff {Jlo" —u(b)lly + R(t;u,v")2}},

donde ¢ es una constante positiva que depende de A, B y p, y
t
(7.4.3)  R(t;u,v") = (Ae(u(t)) + / B(t — s)e(u(s))ds, e(v" — u(t)))g
0

+j(u(t),v" —u(t) - (F(t),v" —u(t))y.

Demostracion. Procediendo como en la demostracién del Teorema 7.2.1, se
tiene que el problema PV" esté en las condiciones requeridas al problema P%
en el Teorema 2.3.1, de donde se deduce la existencia y unicidad de solucién.
Ademés, del Teorema 2.3.2 se deduce que se verifica la cota de error (2.3.2)

que, traducida al contexto del problema de contacto, establece (7.4.2). a

Por tanto, si definimos el campo de tensiones semidiscretizado o® : [0, 7] — S

como en (6.4.1) se concluye que, en las condiciones del Teorema 7.4.1 y por
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medio del Corolario 5.3.2 (i), podemos garantizar que o € C([0,T]; Q").
Como conclusién, hemos obtenido una aproximacién de la solucién débil (u, o)
para el problema de contacto P con regularidad (u”,o") € C([0,T]; V") x
C([0,7]; Q")

Ademas, teniendo en cuenta (7.4.2) y el apartado (iz) del Corolario 5.3.2,

obtenemos la expresion siguiente:

(74.4)  Jlu—u"cqmy + o = a"cme < 11— Pn)olleqpme)

, ’ f h _ . R t. h % }'
te trerf(%}T(] { ’lﬁlLIéVh {Hv U’HC([OvT]vV) + R(t;u,v") }

El siguiente resultado de convergencia es consecuencia directa del Teorema 1.4.3.

Corolario 7.4.2. Sean V"CV y Q"CQ (h — 0), las familias de subespacios
de dimension finita dadas por (4.2.3) y (4.2.5). En las hipdtesis (6.2.1)—(6.2.6)
y (7.1.10)-(7.1.11), sean u € C([0,T]; V) y u" € C([0,T]; V") las soluciones
respectivas del problema continuo PV y el problema semidiscreto PV". Sean
o € C(0,T];Q) y o™ € C([0,T); Q") los campos de tensiones correspondien-

tes. Entonces,

lm {jw — v cqomv) + lo — o leqorie)} = 0.

Demostracion. Se comprueba facilmente que
(7.4.5) R(t; u, v") < cf|u(t) — v"||v,

donde ¢ depende de A, B, F y u. Tomamos X = Xo =V, X} = X" =Vh Y =
Qy Y" = Q" A partir de (7.4.4) vemos que tomando g(r) = r2 +7r se cumple
la condicién (4.2.14) y g verifica (1.4.4). Por el Teorema 4.1.1 (identifican-
do Vy con U), y tomando Y = [H*()]4*¢ basta tener en consideracién las

expresiones (4.2.6) y (4.2.8) para comprobar que se verifican las condiciones
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(4.2.12) y (4.2.13) con a3 = ap = 1. Entonces estamos en las condiciones del

Teorema 1.4.3, de donde concluimos el resultado deseado. O

Corolario 7.4.3. Sean VP CV y Q"CQ (h — 0), las familias de subespacios
de dimension finita dadas por (4.2.3) y (4.2.5). En las hipdtesis (6.2.1)-(6.2.6)
y (7.1.10)-(7.1.11), sean w € C([0,T]; V) la solucion del problema continuo
PV yu" € C([0,T); V") la solucién del problema semidiscreto PV". Sean o €
C([0,T];Q) y o™ € C([0,T); Q") los campos de tensiones correspondientes.

Supongamos la reqularidad adicional

(7.4.6) w e C([0,T]; [H*(Q)), o€ C((0,T]; [H(2)]™)
Entonces se tiene la estimacion de error

(7.4.7) lw — w"|lcor) + lo — o lloqorre) < ch?,

donde ¢ es una constante positiva que depende de A, B, p,, u y o.

Demostracion. Se reduce a aplicar en (7.4.4) la cota (7.4.5), y las estimaciones

(4.2.6) y (4.2.8). O

Corolario 7.4.4. Sean V" CV y Q"CQ (h — 0), las familias de subespacios
de dimension finita dadas por (4.2.8) y (4.2.5). Sea el vector de fuerzas F' dado
por (4.1.9). En las hipdtesis (6.2.1)-(6.2.5), (6.2.7) y (7.1.10)-(7.1.11), sean
u € C([0,T);V) la solucién del problema continuo PV y u" € C([0,T]; V")
la solucion del problema semidiscreto PV". Sean o € C([0,T];Q) y o" €
C([0,T); Q") los campos de tensiones correspondientes. Supongamos la regula-

ridad adicional (7.4.6) y

(7.4.8) o, € C([0,T]; L*(T3)).



184 Capitulo 7: Problema de contacto con respuesta normal

Entonces se tiene la estimacion de error
(7.4.9) lw — w1y + llo = o"lloqorse) < ch,

donde ¢ es una constante positiva que depende de A, B, p,, u y o.

Demostracion. Sea t € [0,T)]. Siguiendo un procedimiento habitual se puede
probar a partir de (7.1.9) que Dive(t) = —f(t) € H. Entonces, de (7.4.3) se

tiene

(7.4.10) R(t;u,v") = (a(t),e(v" —u(t)))o
+(u(t), v" —u(t)) - (F(t),v" — u(t)y

= (0u(t), vy — w (1)) 12(rs) + (Do (s (t) = ), 0 — wn(t)) £2(ry) = 0.
Entonces, a partir de (7.4.2), tenemos

) . < 7 h t v h c Vh
lu —u"|cqomv) < Cg%”v u(t)lly Vo ,

donde ¢ es una constante positiva que depende de A, B'y p,. Aplicando (4.2.6),

nos permite concluir que

(7.4.11) lu —u" ey < ¢ nax lu(t) — Tu(t)|v

< chllullco.rymz@)9)-

Finalmente, el resultado (7.4.9) se deduce de (7.4.11) y de (7.4.4) utilizando
(4.2.8) v (7.4.10). 0

Aproximacién totalmente discreta. Siguiendo la teoria general de la Sec-

cion 2.4 proponemos la siguiente aproximacion totalmente discreta del proble-

ma PV (7.1.9).

PROBLEMA PV":  Hallar la sucesion de desplazamientos {u’*}N_~ c V"

n Jn=0
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tal que
(7.4.12) (As(ugk),s(vh))Q = (Fo,vh)v, Vol e VI,
(7.4.13) (Ae(u*), e(v™))o + (Z oI B e(u), e(v"))g

+j(u 0" = (F,,v")y, W"eV" n=1,... N,

donde los pesos af > 0, 0 < j < n de la féormula de cuadratura son los de la

formula de trapecios compuesta, dados por (1.5.3).

Basandonos en argumentos de la Seccién 2.4 disponemos del siguiente resulta-
do de existencia y unicidad de solucién para el problema PV que ademés

establece una cota para el error en la aproximacion.

Teorema 7.4.5. En las hipotesis (6.2.1)-(6.2.6) y (7.1.10)—(7.1.11), suponga-

mos que el paso temporal k cumple (6.4.12). Entonces el problema PV'* tiene

hk 1N

MAN  C V. Para k suficientemente pequerio se verifica

solucidn unica {u
. _ Bk
(74.14)  médx [lu, —uy
<c mix {I+ fnf (0"~ wly + Rtuiw. o)},
vhevh

0<n<N

donde ¢ es una constante positiva que depende de A y B y
tn
R(t,;u,v") = (Ae(u,) + / B(t, — s)e(u(s))ds, e(v" — u,))g
0
+j(un7 'vh - un) - (Fna Uh - un)V'

e I, es el error de integracion numérica definido por (6.4.16).

Demostracion. Notese que si se verifica (6.4.12) entonces, en particular tam-
bién se verifica (2.4.1), dado que ||Byl|zov) < d* ||Bo||re(a)- Por tanto, proce-

diendo como en la demostracién del Teorema 7.2.1, el problema PV"* est4 en

!Dado que asumimos el uso de la férmula de trapecios compuesta, de la Observacién

2.4.4 se deduce que la constante multiplicadora no depende de N
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las condiciones requeridas al problema P* en el Teorema 2.4.1, de donde se
deduce la existencia y unicidad de solucién. Ademds, del Teorema 2.4.2 se
deduce que se verifica la cota de error (2.4.8) que, traducida al contexto del

problema de contacto, establece (7.4.14). O

Por otra parte, definiendo o™ = {a"*}N_ C Q" como en (6.4.13) y (6.4.14) y

realizando algunas operaciones elementales se tienen expresiones de la forma

de (6.4.22) y (6.4.23). Por tanto, junto con (7.4.14) nos proporciona la cota

, Rk __hk
(7.4.15) 8x {llun — v + llow — i}

‘ . hy1 h
< C(OISI}@&S%V{R@mu»U )2+ [|un — v ”V})

s {1+ (- Pn)alo),
para todo v" € V",

El siguiente corolario hace uso de la estimacién de error (7.4.15) y del Teore-
ma 1.6.1 para demostrar la convergencia de la solucién de PV" a la de PV
cuando los parametros de discretizaciéon h y k tienden a 0 en el caso de la

discretizacion por el método de elementos finitos descrito en la Seccién 4.2.

Corolario 7.4.6. Sean V" CV y Q" Cc Q (h — 0), las familias de subespa-
cios de dimension finita dados por (4.2.3) y (4.2.5), respectivamente. En las
hipdtesis (6.2.1)-(6.2.6) y (7.1.10)—(7.1.11), sean u € C([0,T]; V) la solucion

hkY N

del problema continuo PV y u"* = {u*}N_ . C V" la solucién del problema

totalmente discreto PV"*. Sean o € C([0,T);Q) y o' = {a"*}N_ los cam-

n Jn=0

pos de tensiones correspondientes. Supongamos que el paso temporal k cumple

(6.4.12). Entonces, se tiene

i { i, — o+ o, - oo} =0

Demostracion. Usamos la cota (7.4.5) en (7.4.15) y tomamos Xy = X =
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V, Xhb=Xh=V"Y =QyY"=Q" De (7.4.15), observamos que toman-
do g(r) = r2 +r se cumple la condicién (4.2.15) y g verifica (1.4.4). Por otra
parte, por el Teorema 4.1.1, (identificando Vj con i), tomando Q = [H(Q2)]4*4
y teniendo en cuenta las estimaciones (4.2.6) y (4.2.8) se verifican las condi-
ciones (4.2.12) y (4.2.13) con a3 = ay = 1. Estamos en las condiciones del

Teorema 1.6.1, de donde tenemos el resultado deseado. O

Corolario 7.4.7. Sean VR CV y Q" C Q (h — 0), las familias de subespa-
cios de dimension finita dados por (4.2.3) y (4.2.5), respectivamente. En las
hipdtesis (6.2.1)-(6.2.6) y (7.1.10)—(7.1.11), sean uw € C([0,T]; V) la solucion
del problema continuo PV y u"* = {u*}N_ C V" la solucién del problema
totalmente discreto PV"™. Sean o € C([0,T); Q) y o"* = {a"*}_, los cam-
pos de tensiones correspondientes. Supongamos que el paso temporal k cumple
(6.4.12). Supongamos también la reqularidad adicional dada por (7.4.6) y que

ademds w y B son funciones de Lipschitz. Entonces se tiene la estimacion de

error

‘ 1
i {llun = wly + o = oo} < e (b + k),

donde ¢ es una constante positiva que depende de A, B, p,, u y o.

Demostracion. Se reduce a aplicar en (7.4.15) la cota (7.4.5), y las estima-

ciones (1.5.7), (4.2.6) y (4.2.8). O

Corolario 7.4.8. Sean VCV y Q"CQ (h — 0), las familias de subespacios
de dimension finita dados por (4.2.3) y (4.2.5), respectivamente. Sea el vec-
tor de fuerzas F dado por (4.1.9). En las hipdtesis (6.2.1)-(6.2.5), (6.2.7) y
(7.1.10)—(7.1.11), sean u € C([0,T); V) la solucion del problema continuo PV
y u* = {u*N V" la solucidn del problema totalmente discreto PV,

Sean o € C([0,T);Q) y o' = {o"*}N_ los campos de tensiones corres-
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pondientes. Supongamos que el paso temporal k cumple (6.4.12). Supongamos
también la regularidad adicional dada por (7.4.6) y (7.4.8) y que ademds u y

B son funciones de Lipschitz. Entonces se tiene la estimacion de error

i {lun — ullly + o — oo} < ¢ (h+ k),

donde ¢ es una constante positiva que depende de A, B, p,, u y o.

Demostracion. Se procede como en (7.4.10) para tener R(t,;u,v") = 0 para
todo n, 0 <n < N. Entonces, aplicando (6.4.18), (4.2.6) y (4.2.8) en (7.4.15)

nos permite concluir el resultado deseado.

7.5. Resultados numéricos

En esta seccion mostramos resultados numéricos de simulaciones realizadas con
un algoritmo basado en estrategias de tipo penalizaciéon-dualidad. Como se des-
prende de [91], el algoritmo empleado en la Seccién 6.5 con ligeras modificacio-
nes nos permite llevar a cabo las simulaciones para condiciones de contacto de
tipo respuesta normal, cuando esta viene dada por una ley de la forma (5.4.6).
Se pretende aproximar la solucién del problema PV, (7.3.1)—(7.3.2), segtn el
esquema totalmente discretizado PV"* (7.4.12)-(7.4.13). Comenzamos con un
apartado dedicado a simulacién unidimensional, incluyendo resultados numéri-
cos que corroboran desde el punto de vista préactico el resultado de convergen-
cia establecido en el Teorema 7.3.3. Posteriormente, se presentan resultados de

simulaciones en dos y tres dimensiones.
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Un ejemplo unidimensional

Nos situamos en las mismas condiciones generales descritas para el problema
unidimensional P1Dg en la Seccién 6.5 (ver Figura 6.5.1). Por tanto estu-
diamos el comportamiento mecanico de una barra de longitud L y seccién
transversal de area A, que estd sujeta por uno de sus extremos y sometida a la
accién de una fuerza distribuida fy en la direccién de su eje. El otro extremo
se encuentra inicialmente a una distancia s > 0 de un cuerpo deformable que
penaliza la penetracién siguiendo una ley de tipo respuesta normal. El mate-
rial del que esta compuesta dicha barra es de tipo viscoeldstico de memoria
larga. Dado que L >> A suponemos que su linea media es representativa y en
consecuencia modelizamos esta situacion fisica con la versién unidimensional
del problema P (7.1.1)—(7.1.5), tomando Q = (0,L), I's = {L}, Ty = 0 y
I'y = {0}. El intervalo de observacion es [0,7]. Dado que estamos en el caso
unidimensional, A = AFE, donde F es el modulo de Young del material, que
suponemos constante. Ademds £(u) = du/0z y la memoria esta en funcién de

B = b. De esta forma, el problema P se reescribe como sigue:

PROBLEMA P1Dgy: Hallar el campo de desplazamientos v, : Q2x[0, 7] — R

y el campo de tensiones o, : 2 x [0,T] — IR tales que

do,

(7.5.1) %(x,t) = —fo(xz,t) en Qx(0,T),

(7.5.2) o,(x,t) = AE%(w,t) + /Otb(t — s)%(x, s)ds en Qx(0,7T),
(7.5.3) u,(0,t)=0 en (0,7),

(1.5.4) ou(L,1) = —%(uM(L,t) ~ 8, en (0,T), p— Ci

El espacio donde buscamos los desplazamientos es C([0,7]; V'), donde

V ={ve H(0,L), v(0) = 0}
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y su discretizacion viene dada por

Vh={o" e O([0,L]), vf; € P ([zs,zi4]), 1 <i< M —1, v"(0) =0},

T, Tiq1)

siendo r1 =0< ... <x; < xi41 < ... < zpy = L la discretizacién del dominio
de la variable espacial y P;([z;, z;11]) el espacio de polinomios de grado menor

oigual a 1 en [x;, x;1].

En las simulaciones que se presentan en la Figura 7.5.1 se muestran dos resulta-
dos diferentes. En la grafica de la izquierda se representa, en escala logaritmica
de base 10, la convergencia uniforme de la solucién aproximada ul’jk de P1Dgry
a la solucion exacta conocida ug de P1Dg cuando aumenta la rigidez del obs-

taculo, utilizando los siguientes datos concretos:

L=1m, T=2seg., s=025m, A=1cm? E=10* N/m?

b(t) = 0.63 N/seg., fo(z,t) =t N/m, M =101, k = 0.01 seg.

Por tanto, las simulaciones mejoran los resultados tedricos, pues en aquellos
solo obteniamos convergencia puntual. Bajo los mismos datos, en la grafica de
la derecha se muestra la evolucién de la penetracién de la barra en el obstaculo
en funcién de la rigidez ¢, = u~! y de la memoria by = 6. Se aprecia que con
caracter general, para un mismo valor de rigidez, se obtiene mayor penetracién

con menor memoria, efecto este més acusado cuanta menor sea la rigidez.

Un ejemplo bidimensional

Se considera un sélido paralelepipédico de secciéon 2 = (0,1) x (1,2) y de
espesor € << 1. Suponemos que las condiciones de carga nos permiten utilizar
las hipétesis de tensiones planas en el dominio €2 y que las superficies laterales
del material no se desplazan en la direccién del eje OX, por lo que en {0} x (1, 2)

yen {1}x(1,2) la primera componente de los desplazamientos es nula. Ademas,
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Convergencia uniforme Penetracion final en el extremo

£ hk
maxos nsN, 1< is Mlus(xi’tn) uu (Xi’tn)I

10° 10° w10 00 10 cogf. penetracic’)n:u_1 i
coeficiente de penetracion: y g

memoria: beze

Figura 7.5.1: Convergencia uniforme y penetracién.

en ausencia de fuerzas volumicas, existe un campo de fuerzas superficiales
constante en la direccién del eje OY actuando en I'y = (0, 1) x{2}. La diferencia
con el problema bidimensional descrito en la Seccién 6.5 radica en la forma y
rigidez del obstaculo, que ahora es penetrable. La funcién de distancia viene

dada por
3 si 0<x<02 6 08<zx<,

0 si 02<x<08

s(x,1) =

Esto es, el obstaculo es un prisma recto de seccion en forma de “T” invertida.
Tomamos A igual al tensor de elasticidad lineal plana, como en (6.5.7), y para

la simulacion numérica se toman los siguientes datos.
E=10> N/m? k=03, T =2 seg, f,=(0,—-10%) N/m>.

Ademaés hemos considerado B = A, entendiéndose que sus componentes ex-

presan ahora cantidades medidas en N/(m?2seg.).

En las figuras 7.5.2 y 7.5.3 se presentan los resultados de las simulaciones
numéricas llevadas a cabo para dos coeficientes de penetrabilidad (denotado

por u) diferentes, siendo este sensiblemente mayor en 7.5.2 que en 7.5.3. Una
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Figura 7.5.2: Problema 2D: Configuracién deformada y distribucién de tensiones en norma

Von Mises para t = 0 y t = 1. Coef. penetrabilidad g = 1 x 1072 m?/N.

comparacion cualitativa muestra que para un mayor coeficiente p el cuerpo
deformado ha desplazado ligeramente el obstaculo y ocupado la zona libre

dejada por este.

Otro hecho que se aprecia en las figuras, gracias a las lineas discontinuas que
marcan la posicién original del obstaculo, es que para mayor coeficiente de
penetrabilidad, toda la linea de contacto penetra ligeramente en la zona del
obstaculo, cosa que no ocurre para el caso con menor coeficiente, situacion

mucho més préxima al caso de Signorini.

En cuanto al efecto de la memoria en las simulaciones, observamos el mismo
comportamiento que en el capitulo anterior, esto es, con el paso del tiempo
la memoria tiende a hacer que el sélido deformable recupere parcialmente su
configuracion original. Esto hecho no parece estar demasiado influenciado por

el valor del coeficiente de penetrabilidad.
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Figura 7.5.3: Problema 2D: Configuracién deformada y distribucién de tensiones en norma

Von Mises para t = 0 y t = 1. Coef. penetrabilidad g = 1 x 10710 m?2/N.

Un ejemplo tridimensional

Para el caso tridimensional consideramos una placa sélida de seccién cuadrada
que en su configuracién de referencia ocupa el dominio 2 = (0,1) x (1,2) x
(0,3). Las caras {0} x (1,2) x (0,3) v {1} x (1,2) x (0,1) estén fijadas de
tal forma que no pueden desplazarse en la direcciéon del eje OX y la cara
I3 =(0,1) x {1} x (0,1) estd apoyada en un prisma recto deformable cuya

seccion tiene forma de “T” invertida. Inicialmente, la distancia s de la frontera

de contacto del sélido con dicho objeto viene dada por la ecuacion

3 si 0<2<02 6 08<Lx<],

0 si 0.2<x<0.8

s(z,1,2) =

Ademas, suponemos que la placa puede desplazarse sobre el plano Z = 0 pero
nunca separarse de él. El sélido esta compuesto de material viscoeldstico de
memoria larga, no hay fuerzas volimicas y experimenta fuerzas de compresion

constantes sobre la cara I'y = (0,1) x {2} x (0, 1).
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Figura 7.5.4: Problema 3D: Configuracién deformada y distribucién de tensiones en norma

Von Mises para t = 0 y t = 1. Coef. penetrabilidad y =1 m?/N.

Estamos planteando, pues, un problema tridimensional que hemos aproximado
por el problema 2D del apartado anterior. Tomamos A igual al tensor de

elasticidad lineal tridimensional, que viene dado por (6.5.8).

En las figuras 7.5.4 y 7.5.5 presentamos los resultados numéricos de dos si-
mulaciones, que al igual que en el apartado de simulaciones bidimensionales,
se corresponden con dos valores diferentes del coeficiente de penetrabilidad .

Los datos comunes a ambas simulaciones que se han utilizado son:
E =10 N/m? k=03, fy,=(0,-50,00 N/m? T =1 seg.

Ademas, se ha considerado A = B, donde sus componentes se entiende que son
ahora cantidades medidas en N/(m?seg). De esta condicién también se deduce

que el material es isétropo.

Cualitativamente, las observaciones que cabe realizar son equiparables a las
simulaciones 2D. Para una mayor penetrabilidad (Figura 7.5.4) las “esquinas”
de la deformada son més redondeadas en la zona de contacto que para un valor

menor (Figura 7.5.5).
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Figura 7.5.5: Problema 3D: Configuracién deformada y distribucién de tensiones en norma

Von Mises para t = 0y t = 1. Coef. penetrabilidad = 1 x 1071°.

En ambas figuras hemos marcado en trazo més grueso la configuracién original
del obstéaculo con forma de “T” invertida. Gracias a esto observamos que para
mayor coeficiente de penetrabilidad, toda la superficie de contacto desplaza
ligeramente el obstaculo, cosa que no ocurre para el caso con menor coeficiente.
Un valor tan bajo del coeficiente p estd muy proximo al caso de Signorini, en

que el obstaculo no se desplaza en absoluto.

En cuanto al efecto de la memoria en las simulaciones, observamos el mismo
comportamiento que hemos destacado en otras simulaciones a valor constante
de la memoria, esto es, con el paso del tiempo la memoria tiende a hacer que

el sélido deformable recupere parcialmente su configuracién original.






Capitulo 8

Problema de contacto unilateral

entre dos cuerpos

En este capitulo se estudia el problema de contacto entre dos sélidos de-
formables viscoelasticos de memoria larga. El contacto, si se produce, es uni-
lateral y sin rozamiento. Comenzamos generalizando algunas expresiones in-
troducidas en el Capitulo 5 al caso de dos cuerpos y planteando el problema
mecéanico de contacto que se deriva de ellas. A continuacién se estudia la exis-
tencia y unicidad de solucién para una formulacién variacional con ayuda de
las herramientas desarrolladas en la Seccion 2.1. También se realiza el estudio
de la discretizacién del problema utilizando los resultados generales de las sec-
ciones 2.3 y 2.4. Finalizamos con la presentacion de resultados de simulaciones

numéricas en dos y tres dimensiones.

197
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8.1. Formulacién mecanica y variacional del

problema

Consideramos dos cuerpos viscoelasticos que en su configuracion de referencia
ocupan la adherencia de los dominios acotados Q' y Q2 de IRY. Utilizaremos
un superindice m para denotar que la funcién, variable o conjunto en cuestién

es relativo al dominio 2™, m =1, 2.

Para cada dominio 2™, la frontera I'™ es suficientemente regular, por ejemplo
de Lipschitz a trozos, y esta dividida en tres partes disjuntas I'(", I'y", I'%",
siendo med(I'f*) > 0. Sea v™ = (/") el vector normal, exterior y unitario
definido sobre I'™. Al igual que en la Seccién 5.2 estamos interesados en el es-
tudio del proceso de deformacion cuasiestatico que se desarrolla en el intervalo
temporal [0, 7], donde T" > 0. Se suponen condiciones de fijacién para los des-
plazamientos en I'l* x [0, T]. Ademads existen fuerzas volimicas de densidades

fo' v tracciones superficiales de densidades f5' que actian sobre Q™ x [0, 7]

y I't* x [0, T, respectivamente.

Los cuerpos se encuentran inicialmente en contacto a lo largo de la frontera
comin I'} = T2 = T's. El contacto es sin rozamiento y se modeliza con condi-
ciones de no interpenetracion y funcion de distancia s = 0. Utilizamos una
ley de viscoelasticidad con memoria larga para describir el comportamiento
mecanico del material de que se componen ambos cuerpos. En consecuencia,
el problema de contacto se puede modelizar matematicamente en forma del

siguiente problema de contorno.

PROBLEMA P: Para cada m = 1, 2, hallar un campo de desplazamientos

u™ = (ur) : Q" x [0,T] — R? y un campo de tensiones ™ = (ofF) -
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Q™ x [0,T] — Sy tales que:
(8.1.1)  o™(t) = AMe(u™(1)) —I—/O B™(t — s)e(u™(s))ds en Q™,

Dive™(t) + fi'(t) =0 en Q™,

(8.1.2)

(8.1.3) u™(t) =0 en I'",

(8.1.4) o™t = f(t) en Iy,
(8.1.5)

uy (1) +up(t) <0, 0,(t) = oy(t) <0, (u,(t) +uy(t)oy'(t) =0,

v

o™(t) =0 en I,

T

para todo t € [0,T].

La expresion (8.1.1) representa la ley de comportamiento en viscoelasticidad
con memoria larga introducida en (5.3.6) en la que A™ y B™ son, respectiva-
mente, los tensores de cuarto orden de elasticidad y de relajacién relativos a
Q™. Ademés, e(u™) = (g5(u™)) = (5 (uj";+u};)) representa el tensor de defor-
maciones linealizado, introducido en (5.2.3). La expresion (8.1.2) es la ecuacién

de equilibrio, en la que Dive™ = (077 ;) denota la divergencia del tensor de
tensiones o™ y fue introducida en (5.2.2) para el caso de un sélo cuerpo. Por
su parte, (8.1.3) y (8.1.4) son las condiciones de contorno de desplazamientos
y tracciones, respectivamente. Finalmente, las expresiones en (8.1.5) represen-
tan las condiciones de contacto de no interpenetracién y sin rozamiento, donde
u, o'y o' son, respectivamente, los desplazamientos normales, las tensiones

normales y las tensiones tangenciales, dados por

m __ m.,,.m m __ m, m._,m m __ — m m
u, =u'y", o) =ogvv, ol = (o) = (ovi — o)y

Generalizamos las definiciones de algunos espacios introducidas en la Sec-
ciéon 4.1:
Vit ={v=(v) | v; € H(Q™), v =0en '},

Qm = { T = (7'@‘) ‘ Tij = Tji € LZ(Qm)},
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que son espacios de Hilbert reales con sus productos interiores canoénicos, de-
notados por (-, -)x, y las normas asociadas || - ||x, siendo X = V™ o X = Q™.
Sea ademas

L>(Q™) = { B = (Biju) : Bij € L= (™)},

que es un espacio de Banach con la norma

1B (om) = ogg}%ﬁgd | Bijial| Lo (@m)-

Definimos, con ayuda del teorema de representaciéon de Riesz, el vector de

fuerzas F™ : [0,7] — V™ dado por

(8.1.6) (F™ (1), 0)vm = (F5(8),0) iy + (F3 (8, 0)maqop e

para todo v € V™ y todo ¢t € [0,T]. En el estudio del problema P asumimos

las siguientes hipotesis:

(8.1.7) A™ € Le(Qm),

(8.1.8) m = A = AT cp.d. en Q7

(8.1.9) AT sy > ™66 epad. en Q7

(8.1.10) mo(t) = Bl (t) = Bii(t) epd.en Q7 t € [0,T]
(8.1.11) B™ e C([0, T]; L=(Q™)),

(8.1.12) F™ e o([0,T]; V™),

donde o™ > 0y £ = (&;;) es un elemento arbitrario de Sy. Nétese que una

condicién suficiente para (8.1.12) es que se verifique

(8.1.13) £ € o, ThIZH QM) 3 € C([o, T LA T3],

Para simplificar las notaciones, definimos los espacios producto siguientes

V=VixVE o Q=Q'x @
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que son espacios de Hilbert con los productos escalares canénicos. También

definimos el espacio
L* ={B= (BB :B'c L™(QY), B ¢ L*(Q?)},
que es un espacio de Banach con la norma
1Bl = més{ 1B o, 1Bl e}
Ademas, denotamos

e(v) = (e(v'), e(v?)) Vo = (v, v?) €V,
AT = (AT, A%7?) Vr= (7', ) cQ,
Bt)r = (B'(t)r", B*(t)t*) VT = (', %) €Q, tc|0,T)]

Definimos el conjunto de desplazamientos admisibles U,q C V' por

(8.1.14) Uw={v=wv?)eV: v +v2<0cpd enly}.

Notese que U,q es convexo, cerrado y no vacio en V. Definimos la aplicacion

F :[0,T] — V por
(8.1.15) (F(t),v)y = (F'(t),v")y1 + (F2(t),v?)y,

para todo v = (v!',v?) € V y todo t € [0,T]. Nétese que las condiciones

(8.1.12) implican que
(8.1.16) FeC(0,T];V).

Supongamos ahora que (u, o) representa una solucién suficientemente regular

del problema P, donde u = (u', u?) y o = (¢!, o%). Entonces, por argumen-

tos similares a los utilizados en (6.1.6)—(6.1.10) se verifica, para cada t € [0, 7],

(8.1.17) wu(t) € Upa, (o(t),e(v—ul(t)))g > (F(t),v—u(t))y Vv € Uiy.
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Por otra parte, con la notacién introducida anteriormente, tenemos
t
(8.1.18) o(t) = As(uf(t)) + / Bt — s)e(u(s))ds vt € [0,T].
0

Sustituimos (8.1.18) en (8.1.17) y planteamos el siguiente problema, formu-

lacién variacional en desplazamientos de P:

PROBLEMA PV: Hallar un campo de desplazamientos u = (u',u?) : [0,T] —
V' tal que

(8.1.19) w(t) € Usa, (Ae(u(t)),e(v—u(t)))g
+( / B(t - )e(u(s))ds, e(v — u(t))o > (F(t), v — u(t))y.

para todo v € Uy y todo t € [0,T].

Observacién 8.1.1.  Notese que el procedimiento realizado en (6.1.13)-
(6.1.16) para la obtencion de una sequnda formulacion variacional, en ten-
siones, es también posible aqui, st bien se ha obviado para evitar repeticiones

en la metodologia.

8.2. Existencia y unicidad de solucion

El siguiente resultado hace uso de las herramientas desarrolladas en la Sec-

cion 2.1 para concluir que el problema PV tiene una tnica solucion.

Teorema 8.2.1. En las hipdtesis (8.1.7)-(8.1.12) eziste un tunico u €
C([0,T); Uaa) solucion de PV'.

Demostracion. Definimos los operadores A : V — V' y B : [0,T] — L(V) por

(8.2.1)  (Av,w)y = (Ae(v),e(w))g, (B(t)v,w)y = (B(t)e(v), e(w))q,



8.3. Discretizacion y aproximacion numérica del problema 203

para todo v,w € V y ¢t € [0,7T]. Utilizando (8.1.7) y (8.1.9) se sigue que
AV — V es fuertemente monétono y de Lispchitz. Utilizando (8.1.11),
se tiene que B € C([0,T]; L(V)). Ademds, U,y definido por (8.1.14) es un
subconjunto cerrado, convexo y no vacio de V. Finalmente, dado que se verifica
(8.1.16), si identificamos X =V, Xg = Uy y f = F, el problema PV estd en las
condiciones requeridas al problema P4 en el Teorema 2.1.1 y podemos concluir

que existe un tnico u € C([0,T]; V') solucién de PV'. O

Es facil ver que, en las condiciones del Teorema 8.2.1 y adaptando el Teore-
ma 5.3.1 (i) a las definiciones dadas en este capitulo para los espacios V' y @,
podemos garantizar que el campo de tensiones definido a partir de la solucion

de PV con la ley (8.1.18) tiene regularidad o € C([0,7]; Q).

Como conclusién, observamos que hemos obtenido que bajo las hipétesis (8.1.7)—
(8.1.12), el problema de contacto P tiene una solucién débil unica (u,o) €

C([0,TT; Uag) x C([0,T]; Q).

Observacién 8.2.2. Los comentarios relativos a la reqularidad o €
C([0,T];Q1) de la Observacion 6.2.2 son wvdlidos también en el marco fun-

ctonal de este capitulo.

8.3. Discretizacion y aproximaciéon numérica

del problema

Ahora nos ocupamos del estudio de la aproximacién numérica de la solucién
del problema PV'. Al igual que en capitulos anteriores, comenzamos plantean-
do un esquema semidiscreto en el que sélo se discretiza la variable espacial

como primer paso para un estudio mas completo con un esquema totalmente
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discretizado.

Aproximacion semidiscreta. Nos situamos en las hipdtesis generales de las
secciones 2.3 y 4.2, esto es, utilizamos espacios de Hilbert reales de dimen-
sién finita V" y Q" para aproximar las funciones de V' y @, respectivamente,
con las tnicas condiciones de que V* c V, Q" ¢ Q y (V") c Q". Sea
ademds U", C V" N U,q el conjunto de desplazamientos admisibles discreto,
que suponemos convexo, cerrado y no vacio en V". Planteamos el siguiente

esquema semidiscreto para aproximar la solucién de PV':

PROBLEMA PV": Hallar el campo de desplazamientos u" : [0,T] — V"

verificando para todo t € [0,T] lo siguiente:

(8.3.1) u(t) e Ul (Ae(u (1)), e(v" —u(t)))g

a

+(/0 B(t — s)e(u'(s))ds,e(v" —u"(t)))q > (F(t),v" —u"(1))v,
para todo v € UM,

Basandonos en argumentos de la Seccién 2.3 disponemos del siguiente resultado
de existencia y unicidad de solucion, que ademas nos proporciona una cota de

error en la aproximacién.

Teorema 8.3.1. En las hipétesis (8.1.7)-(8.1.12), el problema PV" tiene solu-

cion inica u" € C([0,T]; V") y se verifica la cota de error

(8.3.2) |lu — uhHC([O,T];V)
< ¢ ma { inf u — v" . —i—Rt;u,vh% }’
< ¢ max wher {ll lcao,mv) ( )z}

donde ¢ es una constante positiva que depende de A y B y

R(t;u,v") = (.As(u(t))+/0 B(t—s)e(u(s))ds, e(v"—u(t)))g—(F(t),v" —u(t))y.
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Demostracion. Procediendo como en la demostracion del Teorema 8.2.1 e
identificando X con el conjunto de desplazamientos admisibles discreto U™,
el problema PV" estd en las condiciones requeridas al problema P% en el
Teorema 2.3.1 y podemos concluir que existe un tunico u" € C([0,T];U"))
verificando (8.3.1). Por otra parte, aplicando el Teorema 2.3.2 se verifica la

cota (2.3.2), cuya traduccién al marco del problema de contacto es (8.3.2). O

Con las notaciones introducidas al comienzo de la seccion definimos el campo

de tensiones semidiscretizado o” : [0,T] — Syq x Sy por

(8.3.3) o"(t) = Pgn(Ae(u(1))) —i—PQh(/O B(t—s)e(u”(s))ds) vt e [0,T).

Como consecuencia, en las condiciones del Teorema 8.3.1 y por medio del Coro-
lario 5.3.2 (i) adaptado a las definiciones de los espacios V, Q, V" y Q" dadas en
este capitulo, podemos garantizar que el campo de tensiones definido a partir

de la solucién de PV" con la ley (8.3.3) tiene regularidad o € C([0,T7]; Q).

Entonces, hemos obtenido una aproximacion de la solucién débil (u, o) para el
problema de contacto P con regularidad (u”, o") € C([0,T]; V*)xC([0, T]; Q").
Ademas, a partir de (8.3.2) y el apartado (ii) del Corolario 5.3.2, obtenemos

la expresion siguiente:

(8:34)  [lu—u"|oqorv) + lo = o [lcqorie) < I = Por)elloqorie)
1
+c méx{ inf v —u vy + R(t;u,v")2 }
te(o,1] Lorec(o,1;Uh) {H HC([O’T]’V) ( ) }
Estudiamos ahora un caso concreto en el que se utiliza el método de los ele-
mentos finitos para la discretizacion de la variable espacial. Suponemos que los

dominios 2™ estan en las condiciones generales dadas para €2 en el Capitulo 4.

Los elementos finitos 7" son ahora tridngulos para d = 2 y tetraedros para

d = 3. Cada triangulacién 7, de Q™ induce sobre I's una triangulacién 67"
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Nuestra hip6tesis fundamental en esta seccién es que 6, = 607, esto es, los
mallados de ambos cuerpos son compatibles, o congruentes, en I's. Por tanto
podemos denominar al mallado de la interfaz simplemente 6. Al igual que
en la Seccion 4.2, denotamos por cc% al i-ésimo (1 < i < d) nodo de la cara
j-6sima (1 < j < nl)en 0),. Ademads, sea I/?’m el vector unitario exterior a (2™

normal a la cara C]h, (1<j<nb).

Ampliamos ahora las definiciones de la Seccion 4.2 al caso de dos cuerpos.

XMQm™) = {v" € C(Q™) : " € P(T") para todo T" € T,"},

y definimos el espacio
(8.3.5) Vi =VhQh x VMO?).

Denotamos por 117 : C(Q™) — X"(Q™) € C(Q™) el operador de interpolacién

global relativo a 2™. Sea
" : C(QY) x C(Q%) — X™MQY) x XMQY ¢ C(QY) x C(Q?),

definido por IT*(v!, v?) = (IT} v}, I120?) para todo v = (v, v?) € C(QY)xC(Q2).

Entonces, a partir del Corolario 4.2.2 se verifica el siguiente resultado.

Teorema 8.3.2. Dadas dos familias requlares {T,"}n~0 de particiones de
d-simplex de Q™, m = 1,2, existe una constante ¢ > 0 independiente de h tal

que

||’U — Hh'UHHl(Ql)XHl(QQ) < Ch”’U”H2(Q1)XH2(Qz),

para todo v € H*(Q') x H*(Q?).
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Por otra parte, sea

(8.3.6) UM ={v"=(v;,vi)eV":

h h,1 2(h h,2 . . h

Nétese que dado que los mallados son compatibles, U", C U,4. Para que se

verifique la condicién (V") C Q", se define Q" como el espacio de pares de

matrices d x d simétricas cuyos elementos son funciones constantes a trozos en

cada elemento T" € T" = T,) U 7;2. Es decir,

(8.3.7) Q" = Q") x QM)

donde
Q"™ ={r" e Q™ : Tipn € [P(T"))>, VT" € T,"}.

El siguiente resultado es consecuencia directa de la cota (8.3.4) y el Teore-
ma 1.4.3 y se prueba de forma similar al Corolario 6.4.2, por lo que su de-

mostracion no se repite aqui.

Corolario 8.3.3. Sean V" Cc V y Q" C Q (h — 0) las familias de sub-
espacios de dimension finita dados por (8.3.5) y (8.3.7), respectivamente y
Ul CUuq (b — 0) una familia de subconjuntos de U,q dada por (8.3.6). En
las hipdtesis (8.1.7)-(8.1.12), sean uw € C([0,T]; V) y u" € C([0,T]); V") las
respectivas soluciones del problema continuo PV y el problema semidiscreto
PV". Sean o € C([0,T];Q) y o € C([0,T]; Q") los correspondientes campos

de tensiones. Entonces, se tiene
g h h
lim {{lu —u®llcqo ) + llo = leqore)) = 0.
Aumentando la regularidad de la solucién, se obtienen los siguientes resultados,

cuya demostracién no incluimos pues se deducen sin dificultad de las de los

corolarios 6.4.3 y 6.4.4, respectivamente.
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Corolario 8.3.4. Sean V" C V y Q" € Q (h — 0) las familias de sub-
espacios de dimension finita dados por (8.3.5) y (8.3.7), respectivamente y
Ul C Uug (b — 0) la familia de subconjuntos de U,q dada por (8.5.6). En
las hipdtesis (8.1.7)-(8.1.12), sean uw € C([0,T); V) la solucion del problema
continuo PV yu" € C([0,T]; V") la solucién del problema semidiscreto PV"
y sean o € C([0,T);Q) y o" € C([0,T]; Q") los campos de tensiones corres-

pondientes. Supongamos la reqularidad adicional
(8.3.8) w™ e C([0,T]; [H*(Q™)]Y), o™ e C([0,T]; [H'(Q™)]™), m =1,2.
Entonces se tiene la estimacion de error

lu—uMleqomny) + llo = o lowrie < ch?,
donde ¢ es una constante positiva que depende de A, B, F, u y o.
Corolario 8.3.5. Sean V" C V. y Q" c Q (h — 0) las familias de sub-
espacios de dimension finita dados por (8.3.5) y (8.3.7), respectivamente y
Ul C Uug (b — 0) la familia de subconjuntos de U,q dada por (8.3.6). Sea
el vector de fuerzas F' dado por (8.1.6) y (8.1.15). En las hipdtesis (8.1.7)-
(8.1.11) y (8.1.13), sean w € C([0,T];V) la solucion del problema continuo
PV yuh € C([0,T]; V") la solucion del problema semidiscreto PV y sean

o€ C([0,T);Q) y o™ € C([0,T]; Q") los campos de tensiones correspondien-
tes. Supongamos la reqularidad adicional (8.3.8) y

(8.3.9) u™ € C([0,T); H*(T3)), m =1,2.
Entonces se tiene la estimacion de error
lw —wlcqor) + llo = " leqoryo) < ch.

donde ¢ es una constante positiva que depende de A, B, F', u y o .
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Aproximacion totalmente discretizada. Ademas de las consideraciones
anteriores relativas a la discretizacion de la variable espacial, nos situamos
en las condiciones referidas a la discretizacién de la variable temporal de la
Seccién 1.5. Utilizamos la formula de cuadratura de trapecios compuesta, por
lo que los pesos vienen dados por (1.5.3). Planteamos el siguiente esquema

totalmente discretizado para aproximar la solucién de PV

PROBLEMA PV"* : Hallar el campo de desplazamientos u™ = {u"*}N_ C

U, tal que

(8.3.10)  (Ae(ulk), e(v" — ulf))g > (Fo,v" — ul¥)y,

n

(8.3.11) (Ae(ul®), e(v" — ul*))g + (Z ochB”’js(u?k), e(v" —u*)),

Z (F(tn>7vh_’u’q};k>‘/7 OSTLSN,

para todo v" € U,

La sucesién de tensiones aproximadas o = {g"*}V_ . C Q" estd definida por

(8.3.12) ot = PonAe(ult),

(8.3.13) ott = PorAe(ull) + Por > alB"e(u)f), 1<n<N.

j=0
Basandonos en argumentos de la Seccién 2.4, disponemos del siguiente resul-
tado de existencia y unicidad de solucién para PV"* cuya demostracién se
sigue sin dificultad a partir de la del Teorema 6.4.5 y de (6.4.24), por lo que

no se incluye aqui.

Teorema 8.3.6. Sean V' CV y Q"CQ (h — 0), familias de subespacios de
dimension finita tales que (V") C Q". Supongamos que los datos verifican

(8.1.7)—(8.1.12), que el paso temporal k cumple

20

8.3.14 [ S
(8.3.14) A

a = min{a', a*}.
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Entonces, el problema PV"™ tiene solucion tinica u' C U, Ademds, para k

suficientemente pequeno se verifica la cota de error
(8315)  mix {llu, — u v + [l — oo}

[ 1 z
< e max {(IFallv + o) lltn — 0" [f + Lo + [lun — 0" [lv

+ (I = Par)aalley Vo' € Usy.

Notese que si se verifica (8.3.14) entonces, en particular también se verifica

(2.4.1), dado que || Bo||zvy < @ ||Bo||re, donde

(Bov,w)y = (Boe(v),e(w))g Vv, weV.

El siguiente corolario es consecuencia directa de la estimacién de error (8.3.15)
y del Teorema 1.6.1. Demuestra la convergencia de la soluciéon de PV a la de
PV segun los parametros de discretizacion h y k tienden a 0. La discretizacién
de la variable espacial se realiza con el método de elementos finitos descrito
en el apartado anterior. No se incluye la demostracién por ser andloga a la del

Corolario 6.4.6.

Corolario 8.3.7. Sean Vh Cc V. y Q" ¢ Q (h — 0) las familias de sub-
espacios de dimension finita dados por (8.3.5) y 8.53.7), respectivamente, y
UM, CU,q la familia de subconjuntos de U,q dada por (8.5.6). En las hipdtesis
(8.1.7)-(8.1.12), sean w € C([0,T]; Uua) la solucion del problema continuo PV
yu* € (URYNTY [a solucidn del problema totalmente discretizado PV y sean
o € C(0,T];Q) y o € (Q")N*! los campos de tensiones correspondientes.

Supongamos que el paso temporal k cumple (8.53.14). Entonces, se tiene

. , __hk bk _
Jim {{ méx o — ollo + [lun —wifllv} =0.

Aumentando la regularidad de la solucién, se obtienen los siguientes resultados,

que se demuestran de forma equivalente a los corolarios 6.4.7 y 6.4.8.
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Corolario 8.3.8. En las hipdtesis del Teorema 8.3.6, seanu € C([0,T]; Uq) la
solucién del problema continuo PV y u"* € (U")NT1 la solucién del problema
totalmente discretizado PV"* y sean o € C([0,T];Q) y o™ € (Q")N*! los
campos de tensiones correspondientes, con V" U y Q" (h — 0) dados por
(8.3.5)—(8.8.7). Supongamos que el paso temporal k cumple (8.3.14). Entonces,
si se verifican las hipdtesis (8.53.8) y ademds w y B son funciones de Lipschitz,

se tiene la siguiente estimacion de error:

/. 1
i {lun — ulf v+l — ohllo} < clh? + k),

donde ¢ es una constante positiva que depende de w,o, A, B y F'.

Corolario 8.3.9. En las hipdtesis del Teorema 8.5.6, seanu € C([0,T];Uuq) la
solucién del problema continuo PV y u"* € (U")NT! la solucidén del problema
totalmente discretizado PV y sean o € C([0,T];Q) y o™ € (Q")N*! los
campos de tensiones correspondientes, con V" UM y Q" (h — 0) dados por
(8.8.5)-(8.3.7). Supongamos que el paso temporal k cumple (8.3.14). Entonces,
si se verifican las hipdtesis (8.3.8)-(8.3.9), el vector de fuerzas F wviene dado
por (8.1.6) y (8.1.15) y cumple (8.1.12) y ademds w y B son funciones de

Lipschitz, se tiene la siguiente estimacion de error:

i {lun — ulk v+l — o2 lo} < el + k),

donde ¢ es una constante positiva que depende de w,o, A, B y F'.

8.4. Resultados numéricos

En esta seccién mostramos los resultados de algunas simulaciones numéricas
en las que se estudia la evolucion mecanica de dos cuerpos viscoelasticos de

memoria larga en una situacién de contacto unilateral. Dichas simulaciones
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Figura 8.4.1: Problema de contacto bidimensional entre dos cuerpos.

han sido realizadas con algoritmos que combinan técnicas de tipo penaliza-
cién-dualidad, el efecto acumulativo de la memoria larga y estrategias de im-
plementacion numérica para mallados compatibles e incompatibles. Para in-
volucrar el contacto unilateral con mallados compatibles, (i.e., los mallados
de los dos cuerpos inducen mallados coincidentes en la frontera de contacto),
hemos hecho uso de algoritmos desarrollados por Burguera y Viano en [13],
mientras que para el contacto unilateral con mallados incompatibles (i.e., los
mallados de los dos cuerpos inducen mallados no coincidentes en la frontera de
contacto), hemos adaptado los programas desarrollados por Ferndndez-Garcia

para [28], si bien sélo son vélidos para el caso bidimensional.

Se consideran dos cuerpos soélidos tridimensionales que en su configuracién
de referencia ocupan volimenes prismaticos cuyas secciones apreciamos en la
Figura 8.4.1 y de espesor € << 1. Por tanto, suponemos las hipotesis de ten-
siones planas y consideramos el problema bidimensional en Q! y Q2. También
suponemos ausencia de fuerzas volimicas y que existe un campo de fuerzas su-

perficiales constante en la direccién del eje OY actuando en T's = (—2,0) x {2}.
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Por otra parte, los desplazamientos se suponen nulos en I't = {—2} x (1,2) y

en I'? = (0,2) x {0}.

Figura 8.4.2: Mallados compati- Figura 8.4.3: Mallados incompa-
bles. tibles.

Se supone que ambos cuerpos estan compuestos de materiales viscoelasticos de
memoria larga y que como consecuencia de la deformacién, pueden separarse,
pero en ningun caso puede producirse interpenetracién. En la Figura 8.4.1 se
muestra graficamente esta situacion. Vamos a presentar resultados de simula-
ciones empleando dos tipos de mallados diferentes. En primer lugar utilizare-
mos los mallados de la Figura 8.4.2 (compatibles) y posteriormente los de la

Figura 8.4.3 (incompatibles).

En ambos casos tomamos A™ igual al tensor de elasticidad lineal plana, que
viene dado por (6.5.7) y en el ejemplo concreto cuyos resultados se muestran

en las figuras 8.4.4 y 8.4.5, se han utilizado los siguientes datos:
E=10" N/m? k=03, f, = (0,0) N/m?, f3;=(0,—10) N/m? T =1 seg.

Ademas hemos considerado B™ = A™. entendiéndose que sus componentes
)

expresan ahora cantidades medidas en N/(m?seg.).

Cualitativamente, podemos destacar que al igual que en otros tests anteriores,
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& |

Figura 8.4.4: Problema 2D: Configuracién deformada y tensiones en norma Von Mises

parat =0y ¢t = 1. Mallados compatibles.

Figura 8.4.5: Problema 2D: Configuracién deformada y tensiones en norma Von Mises

para t =0y ¢t = 1. Mallados incompatibles.

la memoria constante provoca que los dos cuerpos vayan recuperando en cierta
medida su configuracién original. Tampoco se aprecian diferencias relevantes

entre utilizar mallados compatibles o incompatibles.

Un ejemplo tridimensional

Para el test tridimensional consideramos los cuerpos solidos tridimensionales

descritos en el apartado anterior, suponiendo ahora un espesor igual a 1.5 m.
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En consecuencia, tenemos que en este caso Q' = (=2,1) x (1,2) x (0,3) y

Q% = ((0,2) x (0,1) U (1,2) x [1,2] U (0,2) x (2,3)) x (0, 3). Las caras laterales
que en configuracion de referencia ocupan las adherencias de las superficies
I ={-2}x(1,2)x(0,2) yI'?; = (0,2) x {0} x (0, 3) estén fijadas. Ademés,
las caras superiores e inferiores que en configuracion de referencia ocupan las
adherencias de las superficies I' , = (—=2,1) x (1,2) x {0}, T'}5 = (=2,1) x
(1,2) x {3}, T1, = ((0,2) x (0,1) U (1,2) x [1,2] U (0,2) x (2,3)) x {0} ¥
Iy = ((0,2) x (0,1) U (1,2) x [1,2] U (0,2) x (2,3)) x {2}, también estan
sujetas por medio de algiin mecanismo de tal forma que no pueden desplazarse
en la direccién del eje OZ. Finalmente, definimos I'f = I'1; UT}, UT]4 y
I'? =T, UIT,UT},. Esta situacién se ve mas claramente si consideramos la

Figura 8.4.1 como vista cenital.

Se supone que ambos solidos estan compuestos de un material viscoelastico
de memoria larga, que no estan bajo la influencia de fuerzas volumicas y que

experimentan fuerzas de compresién constantes sobre la cara I'} = (—2,0) x

{2} < (0,5).

Figura 8.4.6: Problema 3D: Configuracién deformada y tensiones en norma Von Mises

parat=0yt=1.
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En el ejemplo concreto cuyos resultados se muestran en la Figura 8.4.6, tomamos
A igual al tensor de elasticidad lineal tridimensional, que viene dado por (6.5.8)

y se han utilizado los siguientes datos:
E =10 N/m? k=03, f,=(0,0,0) N/m?, f3=(0,-10,0) N/m? T =1 seg.

Ademds hemos considerado B™ = A™, entendiéndose que sus componentes
expresan ahora cantidades medidas en N/(m?seg.). Cualitativamente, las ob-
servaciones que cabe realizar son similares a las de las simulaciones bidimen-
sionales del apartado anterior, dado que la memoria constante provoca que los

dos cuerpos vayan recuperando su configuraciéon original.



Capitulo 9

Problema de contacto bilateral

con rozamiento de Tresca

En este capitulo comenzamos el estudio de los problemas de contacto con
rozamiento en viscoelasticidad con memoria larga. Nos centramos en el pro-
blema de contacto bilateral con rozamiento de Tresca para realizar un estudio
mas detallado, que comprende también el analisis numérico y la realizacién
de simulaciones para el caso bidimensional. A diferencia de otros capitulos,
en este se expone con mayor detalle el algoritmo numérico utilizado pues, si
bien se basa en técnicas de penalizacion-dualidad conocidas, es novedosa su
aplicacion a este caso concreto con rozamiento. Finalizamos con una seccién en
la que se estudia el mismo problema de contacto pero con una ley constitutiva
de tipo “creep”, lo que conduce al analisis de un tercer tipo de inecuaciones

variacionales de Volterra.

217
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9.1. Formulacién mecanica y variacional del

problema

Nos situamos en las condiciones generales descritas en el Capitulo 5 para las
situaciones de contacto bilateral entre un sélido deformable y un obstaculo,
por lo que no hay pérdida de contacto a lo largo del proceso de deformacion
durante el intervalo de observacién [0,7], con T > 0. El cuerpo ocupa en
su configuracién de referencia la adherencia de un dominio acotado €2 de R?
(d = 2,3) cuya frontera I' estd dividida en tres partes disjuntas I'y, T'y y I's,
donde med (I'y) > 0. El cuerpo estd fijado en I'; por lo que los desplazamientos
son nulos en esa parte. Tracciones superficiales de densidad f, actian sobre
I’y y fuerzas volumicas de densidad f, hacen lo propio sobre 2. Suponemos
que las fuerzas y tracciones varian poco a lo largo del tiempo, por lo que
los efectos de la inercia son despreciables y podemos considerar un modelo
cuasiestatico. En I's el cuerpo esta en contacto bilateral con un obstaculo no
penetrable y el rozamiento se modeliza con la ley de Tresca. El material de
que estd compuesto el sélido deformable responde a una ley viscoeldstica de
memoria larga. En estas condiciones, podemos modelizar el problema mecanico

de contacto en la forma del siguiente problema matematico de contorno.

PROBLEMA P: Hallar el campo de desplazamientos w : Q x [0,T] — R? y el

campo de tensiones o : Q2 x [0,T] — Sy tales que, para todo t € [0,T],

9.11) o) :Ae(u(t))—l—/OtB(t—s)e(u(s))ds en Q)
(9.1.2) Dive(t)+ fo(t)=0 en Q,
(9.1.3) ut)=0 en T,
(9.1.4) oty = fyt) en Ty,
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uy(t) =0, [o-(t)] < g,

(9.1.5) lo-(t)| <g = 4,(t) =0, en I's,
lo-(t)=9g = IAN>0, o.(t) = - i, (t)

(9.1.6) u(0) = uo en {2

La ecuacién (9.1.1) es la ley constitutiva de los materiales viscoeldsticos de
memoria larga, introducida en (5.3.6). Recordamos que A y B(t), t € [0,T],
son tensores de cuarto orden denominados, tensor de elasticidad y tensor de
relajacién, respectivamente. La expresion (9.1.2) es la ecuacion del equilibrio,
obtenida en (5.2.2), que gobierna los procesos de deformacién cuasiestaticos.
Por su parte, las expresiones (9.1.3) y (9.1.4) son las condiciones de contorno

de desplazamientos y tracciones, respectivamente.

La primera expresién en (9.1.5) representa la condicién de contacto bilateral,
que impide desplazamientos en la direccién de la normal v en la zona de
contacto, por lo que este se mantiene durante todo el tiempo de observacion.
El resto de expresiones en (9.1.5) constituyen la ley de rozamiento de Tresca,
introducida en (5.4.13). Recordamos que g > 0 es el umbral de rozamiento,
esto es, la magnitud limite de la fuerza de rozamiento a partir de la que varia

el deslizamiento tangencial.

Finalmente, a diferencia de los problemas de contacto estudiados en los capitu-
los precedentes, en este caso disponemos en (9.1.6) de una expresién que es-

tablece los desplazamientos iniciales uy.

Nos situamos en el marco funcional general establecido en la Seccién 4.1 con

la salvedad del espacio V' que redefinimos como sigue,
V={v=(y)eH :v=0enly, v,=0en '3}

Es un espacio de Hilbert con el producto interior de H; y, ademés, dado que
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med (I'y) > 0, la desigualdad de Korn nos garantiza
(9.1.7) [olla, < cklle()lleq  VoeV,
por lo que con el producto interior definido por

(9.1.8) (u,v)y = (e(u),e(v))g Vu,veV,

el espacio V' es también de Hilbert y la norma inducida es topolégicamente
equivalente a la de Hj. Al igual que en (4.1.6), la constante cx > 0 sélo

depende de Q) y de I';.

Con ayuda del teorema de representacion de Riesz, definimos F'(t) como el

elemento de V' dado por

(9.1.9) (F(t),0)y — / Folt)-vde+ | fo(t)-vda VoeV, te[o,T].
Q )

Sea ademés j : V' — R, la funcién definida por

(9.1.10) jlv) = / glv|lda  VYveV.
s

Sea (u,o) una solucién suficientemente regular del problema P. Dado t €
[0, T, aplicamos la férmula de Green (4.1.3) para v = v — w(t) y, teniendo en

cuenta (9.1.9) y (9.1.2)—(9.1.5), se obtiene

(9.1.11)  (o(t),e(v — u(t)o

= (F(t),v —u(t))y + (o:(t), vr — U (1)) L2y YV EV.
Ahora bien, de (9.1.5) deducimos que
(9.1.12) oo (1) it () = —gli (D), o (t) v > —glo].
Aplicando (9.1.12) en (9.1.11) y teniendo en cuenta (9.1.10), tenemos

(o(t),e(v —u(t)))q +j(v) —j(u(t)) = (F(t),v —u(t))v.
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En consecuencia, sustituyendo (9.1.1) en la desigualdad anterior, obtenemos

la siguiente formulacién variacional del problema P.
PROBLEMA PV: Hallar el campo de desplazamientos w : [0, T] — V tal que

(9.1.13) (Ae(U(tt))a e(v) —e(u(t)))q +J(v) — j(u(t))

+(/O B(t — s)e(u(s))ds,e(v) —e(u(t)))q

> (F(t),v—u(t)y YveV,tel0,T],

(9.1.14) u(0) = .
La existencia, unicidad y propiedades de la solucién para el problema PV

sera estudiada utilizando los argumentos desarrollados en un marco abstracto

en el Capitulo 3.

9.2. Existencia y unicidad de solucion

Suponemos que los tensores de elasticidad y relajacién verifican

(9.2.1) AcL>(Q),

(9.2.2) Aijri = Ajirg = Agiij  c.p.d. en §,

(9.2.3) A& > atij & cp.d.en Q,

(9.2.4) Bijn(t) = Bjim(t) = Bryi;(t) cp.d.en Q, tel0,T],
(9.2.5) B € Wh0,T; L>°(Q)),

donde a > 0y & = (&;;) es un elemento arbitrario de S,. También suponemos

que las fuerzas involucradas verifican
(9.2.6) Fo € WHO,TS[L2(Q)Y), o€ WH(0, T3 [L(T2)]Y),
y la funcién que representa el umbral de rozamiento es tal que

(9.2.7) g € L>*(Q), g>0 cpd.en T}
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Las hipétesis (9.2.6) y (9.2.7) garantizan que las integrales en (9.1.9) y (9.1.10)

estdn bien definidas. Ademas, se tiene
(9.2.8) FcWwWh(0,T;V).
Finalmente, asumimos que el dato inicial verifica

(9.2.9) ug €V,

(9.2.10) (Ae(uo),e(v))g + j(v) = (F(0),v)y Vv eV

Como aplicacion directa del Teorema 3.1.3, tenemos el siguiente resultado de

existencia y unicidad para la solucién de PV'.

Teorema 9.2.1. En las hipotesis (9.2.1)-(9.2.5) y (9.2.7)-(9.2.10), el proble-

ma PV tiene una tnica solucion, de reqularidad w € W2(0,T;V).

Demostracion. Sean A:V — V'y B:[0,T] — L(V) los operadores definidos

por
(0.211) (Av,w)y = (Ae(v).e(w))g, (Bt} w)y = (B(1)e(v), e(w))o,

para todo v,w € V y t € [0,T]. Usando (9.2.1)—(9.2.5) se sigue que los opera-
dores A y B satisfacen las condiciones (3.1.3) y (3.1.4) para X =V, respecti-
vamente. Cabe destacar que de (9.2.5) y (9.2.11) se obtiene que

(B(t)v,w)y = (B(t)e(v), e(w))o Vv, w € V t € [0,T).
y, aiin mas,

| Bllwizo,mevy) < cllBllwizorn.@)-

Ademéds, la funcién definida por (9.1.10) es una seminorma continua en V' y

por tanto verifica las condiciones en (3.1.5). Finalmente, teniendo en cuenta
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(9.2.8)-(9.2.10), comprobamos que el problema PV estd en las condiciones
requeridas para P4 en el Teorema 3.1.3 y asi, existe una tnica soluciéon de PV

de regularidad w € W12(0,T;V), lo que concluye la demostracion. O

Consideramos ahora u € W2(0,T; V), solucién del problema PV y sea o el
campo de tensiones definido por (9.1.1). Usando (9.2.1) y (9.2.5), aplicamos
el Teorema 5.3.1 (i7) para demostrar que o € W12(0,T; Q). Nétese que el
espacio de Hilbert V' difiere ligeramente del empleado en el Teorema 5.3.1 (i),
pero no es dificil ver que sigue siendo valido, pues coinciden en lo esencial, esto

es, la aplicabilidad de la desigualdad de Korn y sus consecuencias.

Por tanto, el par (u, o) constituye una solucién débil del problema Py, atin
mads, en las condiciones (9.2.1)—(9.2.5) y (9.2.7)—(9.2.10), es la tinica solucién
débil de P, de regularidad w € W12(0,T;V), o € W10, T; Q).

Observaciéon 9.2.2.  En el caso particular en que F' viene dado por (9.1.9)
y se verifica (9.2.6), podemos obtener mayor reqularidad para el campo de
tensiones o. Basta considerar para cada t € [0,T], que tomando v = u(t) + ¢
en (9.1.13), siendo @ € [D()]%, y teniendo en cuenta (9.1.1), se deduce que
Diva(t) = —f,(t) c.p.d. en Q. Por lo tanto, o € WH2(0,T; Q).

9.3. Un resultado de convergencia

Estudiamos ahora la dependencia de la solucién de PV con respecto a las
perturbaciones del operador B. Asumimos que se verifican las hipdtesis (9.2.1)—
(9.2.5) y (9.2.7)-(9.2.10) y, para cada # > 0 sea By una perturbacién de B que

satisface

(9.3.1) By € WH(0, T; L(Q)),
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(932) (BG)ijkl(t) == (Bﬁ)jikl(t) = (BQ)klij(t) C.p.d. €1 Q, t e [O,T]

Consideramos el siguiente problema variacional.
PROBLEMA PVj. Hallar el campo de desplazamientos ug : [0,T] — V tal que
(93.3)  (Ae(uo(t)), e(v) —e(up(t)))q
t
+([ Balt = s)eun(s))ds. e(v) ~ e(aa(®))g
0

+j(v) — j(ue(t)) > (F(t),v —uy(t))y Yv eV, tel0,T],
(9.3.4)  wup(0) = up.

Es inmediato comprobar que el problema PVj representa la formulacién varia-

cional del problema P cuando se reemplaza la ley constitutiva (9.1.1) por
t
(9.3.5) oy(t) = Ae(uy(t)) + / By(t — s)e(ug(s))ds  en €,
0

para cada t € [0,7]. Se deduce del Teorema 9.2.1 que para cada 6 > 0, el
problema PVj tiene una tnica solucién de regularidad ug € W1H2(0,T;V).

Supongamos ademas que

(936) él})% HB@ - BHWLQ(O,T;LOQ(Q)) = 0
En estas condiciones, disponemos del siguiente resultado de convergencia.

Teorema 9.3.1. Suponemos que se verifican las condiciones del Teorema 9.2.1
y también (9.5.1), (9.5.2) y (9.5.6). Entonces, la solucion ug € WH2(0,T;V)
del problema PVy converge a la solucion w € WH2(0,T; V) del problema PV,

en el sentido de que

(9.3.7) lm [lug —ul|ogo,rv) = 0.
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Demostracion. Sea B : [0,T] — L(V') el operador previamente definido en

(9.2.11) y, para cada 6 > 0, sea By : [0,7] — L(V) el operador dado por
(9.3.8) (Bo(t)v,w)y = (By(t)e(v),e(w))g Yo, weV, te|0,T].
De (9.3.1) se deduce que By € W'2(0,T; L(V)) y de (9.3.6) tenemos
(9.3.9) lim || By — Bllwn 20,200 = 0.

Por tanto, (9.3.7) se obtiene como consecuencia directa del Teorema 3.2.1. O

Sea ahora gy € W(0,T;Q) el campo de tensiones dado por (9.3.5). Tras

algunos célculos, se sigue de (9.3.6) y (9.3.7) que

(9.3.10) lm {log — olleqome) = 0.

En anadidura al interés puramente matemaético, los resultados de convergencia
establecidos en (9.3.7) y (9.3.10) son importantes en las aplicaciones, pues
muestran que pequenas variaciones en el tensor de relajacion B conducen a
pequenas variaciones en desplazamientos y tensiones, lo que, en este sentido,
constituye un resultado de estabilidad. Concluimos que la solucién débil del
problema mecanico P depende con continuidad del operador de relajacion.
Aun mas, tomando B = 0, el problema P resulta la formulacién mecéanica del
mismo problema de contacto para un solido elastico. En este caso, la condicion

(9.3.6) resulta

%13% | Boll w1200 02)) = 0,

y el Teorema 9.3.1 muestra que la solucion débil del problema viscoeldstico
converge uniformemente a la solucion del problema elastico cuando la memoria

tiende a cero.
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9.4. Aproximacién numérica del problema

Nos ocupamos directamente del estudio de una aproximacion totalmente dis-
cretizada de PV. Para ello, nos situamos en las hipétesis generales descritas
en la Seccién 4.2. En concreto, sea Q" dado por (4.2.5) y sea V" el siguiente

subespacio del espacio definido en (4.2.3):

(9.4.1) Vh={v" e [ X" v" =0en Ty,

vM(al) vl =0, 1<j<nf, 1<i<d}

Finalmente, sea

(942)  B'={g" € [Py, gl € [A(CHI, 1<) <nb).

También nos situamos en las hipdtesis generales de la Seccion 1.5 relativas a la
discretizacion de la variable temporal. En concreto suponemos que se verifica

< 2x
d?|

(9.4.3) k<
|BollLee (2

n<k
[0 -
n_2a

donde v > 0 es la constante de (9.2.3). Planteamos el siguiente esquema to-
talmente discretizado para abordar la aproximacion numérica de la solucion al

problema variacional PV .

PROBLEMA PV"™: Hallar u"* = {u!*}N_ c V" tal que, para todo v" € V",
(9.4.4)  ult =P (uo),

(94.5)  (Ae(uph),e(v" — 6,ul))g + () B e(ul*), e(v" — s,uif))q
=0

+j(0") = §(6put) > (Fo, 0" — 6ult)y, n>1,
donde ug € V' es dado.

El siguiente teorema muestra la existencia y unicidad de solucién para el pro-

blema PV,
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Teorema 9.4.1. En las hipdtesis (9.2.1)-(9.2.5), (9.2.7)-(9.2.10) y (9.4.3),

el problema PV tiene una 1inica solucién u"* c V",

Demostracion.  Utilizando la notacién (9.2.11) se deduce que el problema
PV"™ (9.4.4)-(9.4.5) es un caso particular del problema Pt* (3.4.1)-(3.4.2).
Utilizando los mismos argumentos del Teorema 9.2.1 se prueba que se cumplen
las condiciones del Teorema 3.4.1 y se concluye que existe una tnica sucesion

u™ C V" solucién de PV, O

El siguiente resultado estudia el comportamiento del error cometido al aproxi-

mar la solucién de PV con la solucién de PV "+,

Teorema 9.4.2. Suponemos las hipotesis de los teoremas 9.2.1 y 9.4.1.
Suponemos también que la solucion del problema PV tiene regularidad adi-
cional uw € W2>(0,T;V) y que B € WH>(0,T;L>(Q)). Ademds, suponemos
que B y B son funciones de Lipschitz en [0,T] y que la férmula de integracion
numérica utilizada en el problema PV es la de trapecios compuesta. En-
tonces, para k suficientemente pequenio y una particion uniforme de [0,T], se

verifica

046)  mix flu, —ulf ) < e (84 (- Pl

+ max inf {||w, — v"||> + R(tn; @, v" ,
{int Ll ="} + Rt ")} )

1<n<N

donde ¢ es una constante positiva que depende de A, B,uw y T y

tn

R(tp;u,v") = (Ae(uy,) +/0 B(t, — s)e(u(s))ds, e(v" — 11,))q

+j(vh) _J(un) - (anvh - un)V-

Demostracion.  Nuevamente se procede como en la demostracion del Teore-

ma 9.2.1, en esta ocasion para probar que estamos en las condiciones de aplicar
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el Corolario 3.4.4. O

Podemos definir 6" = {a"*}¥_ de manera andloga a los capitulos anteriores

y obtener a partir de (9.4.6) la siguiente cota:

OAT)  mdx {lun — ul¥ly + low = oo} < (h+ I = P )uollv

+1r<r1118gv{ 1nf {||un—vh||V+Rtn,u v" }})

+ mix {1 = Por)orallo}.

Corolario 9.4.3. Sean V" CV y Q" C Q (h — 0) las familias de subes-
pacios de dimension finita dados por (9.4.1) y (4.2.5), respectivamente. Sean
u € C([0,T);V) la solucién del problema continuo PV y {u"*}N_, c V* la
solucién del problema totalmente discretizado PV y sean o € C([0,T];Q) y

{oh*} N C Q" los campos de tensiones correspondientes. Entonces, si
(9.4.8) hm (I — )uOHV 0,
se tiene

hk hk —
Jin { mdx {llon — o3 lg + [lun — ur v} =0.

Demostracion. El funcional j es de Lipschitz en V. En efecto, aplicando las
propiedades de g, la continuidad de la aplicacion traza y la equivalencia de

normas entre || - [y y || - ||z, se tiene
(o) ~3(w) = [ gllor] ~luw-|)da
s
< y|gHLoo(F3>/ oy — w,lda < c|o —wlly ¥ v,weV.
s
Por tanto es inmediato que

(9.4.9) R(tn;u,v") < cllo" — v,
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donde ¢ depende de A, B, F', g y w. Usando esta cota en (9.4.7) y tomando
9(r) =k + (1 = Pl )uo v + 72+

se cumple la condicién (4.2.15). Ademads, por (9.4.8) y dado que k tiende a
cero, g verifica (1.4.4). Por otra parte, tomando U = [C>(Q)]¢ (o incluso
U=[H*Q)]Y) y Q= [H'(Q)]™?y teniendo en cuenta las estimaciones (4.2.6)
y (4.2.8) se verifican las condiciones (4.2.12) y (4.2.13) con oy = g = 1. Por
tanto, estamos en condiciones de aplicar el Teorema 1.6.1 para X = X, =

V.Y = Q X" = X§ = Vi Y= Q" Y = [H(Q y U = [C*(Q)]" y

concluimos el resultado deseado. a

Corolario 9.4.4. Suponemos las condiciones del Teorema 9.4.2 y que se ve-

rifica la reqularidad adicional

(9.4.10) w e C([0,T]; [H*()]%),
(9.4.11) uo € [H*(Q)],
(9.4.12) o € C([0,T]; [H'(£2)]9*4).

Entonces se tiene la siguiente estimacion del error en la aproximacion:
mdx {[u, —w v + o - ollo} < clh+ h2),

1<n<N

donde ¢ es una constante positiva que depende de A,B,u,o,q9 yT.

Demostracion. Se deduce sin dificultad aplicando en (9.4.7) la cota (9.4.9), y
las estimaciones (4.2.6) y (4.2.8).

Corolario 9.4.5. Suponemos las condiciones del Teorema 9.4.2 y que se ve-

rifica la reqularidad adicional (9.4.10)-(9.4.12) y

(9.4.13) w, € C([0,T]; [H*(T'3)]%).
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Entonces se tiene la siguiente estimacion del error en la aproximacion:

ix {Jlun = ul¥ v + o, = i o} < el +h),

donde ¢ es una constante positiva que depende de A,B,u,o,qg yT.

Demostracion. De (9.1.2) y (9.1.4) obtenemos que
(Fp,v" —u,)y = (—Dive,, v" — 1,y +/ o - (v —u,)da.
I
Por tanto,
L. hy __ h . . h L. h .
R(t,;w,v") = (o, e(v" —@,))g + j(v") — j(U,) — (Fp,v" — )y
— [ )o@ = i) 0") — i)
I's
< /F ([(an)e] + g) v} = (n)-|da < cl|v? = (@) ||L2ry)e-
3

Por las hip6tesis en (9.4.10)—(9.4.13) podemos aplicar las estimaciones (4.2.6),
(4.2.8) y (4.2.11) para obtener de (9.4.7) el resultado deseado. O

Resolucién efectiva del problema discretizado

Con vistas a obtener un algoritmo numérico que nos permita realizar simula-
ciones, vamos a seguir el camino que se deduce de la demostracién del Teore-
ma 3.4.1. La principal dificultad la encontramos en la resolucién efectiva de la

inecuacién variacional de segunda especie que se deriva de (3.4.5).

Tomamos n,1 < n < N y suponemos el problema resuelto para los pasos

temporales anteriores. Por tanto, el problema se escribe en la forma

(9.4.14)  (Ae(Au®) e(v" — A u™))g + (" Boe(u), e(v" — A, ul™))g

+j(vh) - ](Anuzk> > < fm v — Anuzk Vv
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donde

< frv>pp=(Fp,v)y — (As(ul* ) + Za”b’"] (W) VveW

Siguiendo las ideas de la demostraciéon del Teorema 3.4.1, se introduce el pro-

blema auxiliar siguiente, donde 17 € @ es un elemento arbitrario (véase (3.4.6)):
PROBLEMA PV,'%: Hallar @}, € V" tal que

(9.4.15)  (Ae(ep), e(v" — @i))q +5(v") = i)

Z < fna’vh - SOZ >V/V _(7775('Uh - (P?))Qa \V/ vh € Vh'

El problema PVnhf] es una inecuacién variacional de segunda especie, pues entra

en el esquema

(9.4.16) u eV (Au vt —u)y +(0") = j(uh)

> (f, 0" —uh)y Vo' e V7,
donde j estd dada por (9.1.10) y A: V — V y f € V estan definidos por

(Au,v)y = (Ae(u),e(v))g Yu,veV,

(.f7v)V =< fnuv >V/V _(”775("1))@ v u, v c V.
Se demuestra facilmente que A es un operador simétrico y eliptico. Del Teore-
ma 1.2.1 se obtiene que el problema PVn’ff; tiene una tnica solucién ¢! € V.

La inecuacion variacional (9.4.16) puede expresarse de forma equivalente como
la siguiente inclusién subdiferencial (nétese que la subdiferencial de j : V' — IR

existe por ser j un funcional convexo, s.c.i. y propio):

(9.4.17) Au" 4+ 9j(u") > f.
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Por otra parte, dado que v esta definido c.p.d. en I', también se definen c.p.d.
en I' los vectores {71,...,74-1}, de tal forma que para casi todo € T, el
conjunto {v(x), T1(x),...,Te1(x)} constituye una base ortonormal de IR
Por tanto, dado v € Hy, su traza v € Hy verifica

d—1
vV=uV+v, =0V + E U Ti, Up =0 T4 1<1<d—1.
i=1

Notese que entonces,

d-1 d—1
= 2= 07 d.enT
v, = VT, ULt = v;, cpd.enl.
i=1 i=1

Sea B* : V — [L*(T'3)]%! el operador lineal continuo definido por
B*v = (UTl|F3’ o ’defllrg) VvelV.
Para facilitar la notacién, en lo que sigue denotamos

(9.4.18) v, =B YveV.

!

Nétese que |v,|ge = |0,|ger c.p.d. en ['3. Sea ademds B : [L*(T3)]*! — V

el operador lineal dual de B*, i.e.:
(9419) < Bq,’l) >viv= (q, B*’U)[L2(p3)]d—1
= / q-v,da YV qc[l*T3)] " veV.
I's
Por otra parte, consideramos el funcional j : [L?(T'3)]*" — IR dado por

j (@)= / glglda Vg e [LA(T)*,

de donde se deduce que j = j o B*. Dado que j es una seminorma en
[L?(T'3)]*!, se tiene que Int(Domj ) # ), condicién suficiente para concluir

(ver, por ejemplo [26, 89]) que

(9.4.20) dj(v) =9(j o B*)(v) = B(9j (B*v)) VYweV.
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Tenemos el siguiente resultado.

Lema 9.4.6. Dado q € [L*(T'3)]47L, se tiene que
(9.4.21) 95 (q) = W(a),
siendo

(9.422)  W(q) ={m e [L*T3)]" " : |u| < g cpd enTi(q),

q “
=gy cpd en I5(a)},

I'4(q) ={x €T3 : q(x) #0}, T4(q) =T3\Ti(q).

Demostracion. En efecto, sea p € W(q). Entonces, para todo p € [L?(I'5)]¢!

se tiene

7 (@) + (1P — @)pro(ryye-

=/ g\qlda+/ u~pda+/ u~pda—/ K- qda
ra(q) rs(q) ri(q) ri(Q)

:/ gqipda+ un-pda
r |q|

4(q) ri(q)
<[ glplda+ [ glplda=] (o)
rs(q) rh(q)
Por tanto, u € 95 (q).

a
3

Reciprocamente, sea p € 97 (q). Entonces, para todo p € [L*(I's)]?"! se tiene

que
]7 (p) > ]'~ (q) + (pu,p— q)[L2(F3)]d*1~
Por tanto,
(9.4.23) / (g9lp| — p - p) da 2/ (9lg| — - q) da.
I3 rs(q)
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Supongamos primeramente que existe un conjunto A C T'(q) de medida no

nula donde |p| > ¢ y tomamos

0 en I%(q)\ A4,
P=4q p en A,
q en Tj(q).

Nétese que con esta definicién p € [L*(T'3)]"t. A partir de (9.4.23) tenemos

que

[ lal=w-aydas [ (glul = uPrdaz [ (olal - n-@)da
rs(q) A r5(q)

y en consecuencia / (g|p| —|p]?) da > 0. Pero esto contradice nuestra hipétesis
A

de que || > g en A. Por tanto, |u| < g c.p.d. en T4(q).

Supongamos ahora que existe un conjunto A C I'}(g) de medida no nula donde

n# gﬁ. Por tanto, a partir de (9.4.23) se tiene
q

(9.4.24) / (glp| — - p) da > / (glgl — - @) da, ¥ p € [LA(T3)""

Tomando sucesivamente en (9.4.24) p =0y

0 en F3 \ A,
p =
2q en A,
se tiene que
(9.4.25) [ tslal - - @)da=o.
A

Sustituyendo esta igualdad en (9.4.24), se tiene que

/F (g’p’ - N'p) da>0 Vpe [LQ(F:S)}dfl'

Tomando p = p concluimos que

(9.4.26) | < gcpd oenls.



9.4. Aproximacion numérica del problema 235

Finalmente, usando (9.4.26) en (9.4.25) concluimos que necesariamente p =

gﬁ en A, lo que es una contradiccién con la definicion de A. Por tanto p =

gi c.p.d. en I'Y(q). Concluimos entonces que p € W(q). O

q|

Aplicamos el lema anterior para probar el siguiente resultado.

Corolario 9.4.7. Dado u € V' arbitrario, se tiene

(9.4.27) dj(u) = BIj (w,) = BOW(a,)).

Demostracion. Basta utilizar (9.4.18), (9.4.20) y (9.4.21). O

En lo que sigue, nos restringimos al caso mas sencillo en que d = 2 y I's es
un segmento de recta en IR?. Por tanto, T es constante en I's y dado v € V
arbitrario, existe A\, € L*(T'3) tal que Vrr; = AT Y, €n consecuencia, B*v =
Ay. Sea ¢ € L?(T'3) arbitrario. Con un cierto abuso de notacién en el que no

explicitamos la dependencia de x € I'3, se tiene

g si g >0,
97 (@) =19 [~g.9] si ¢=0,
—g si g<0.

Dado y > 0, denotamos por .J, = (I +pdj )~" la resolvente de 9 (consultar,
por ejemplo [10, 89]). Por tanto,

q—Hpg st qg>pug,
Jula) = 0 si —ug<q<pug,
q+pg siog<—pg.

La aproximacién Yosida de 97 es el operador

! (I o Ju)~

(07 )u: ;
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Por tanto,

g sioq>puyg,
1 )
(9.4.28) (97 )ulq) = P < q < ug,

—g sl q<-—pug.

Notese que con esta notacion se tiene
dj(u) = BOj (M),
siendo )\, € L*(T'3) tal que u, = \,T.

Utilizando (9.4.17) y (9.4.20), tenemos que el problema (9.4.16) entra en la

categoria:
(Py) uh e vh,
f € Au" + BHB*u",
donde H : E" — P(E") es un operador maximal mondtono, siendo E" el
espacio definido en (9.4.2) y P(E") el conjunto de las partes de E". Ademds,
B ¢ E(Eh,Vh/), A€ E(Vh,Vh/) vy f € v Rl algoritmo siguiente para la

resolucién de (Fy,) se describe siguiendo [8, 91].

Sean w > 0y p € [0,1). Sea H1 la aproximacién Yosida del operador H con

h,r)

pardmetro . Puesto que A es V'-eliptico, la sucesién (u""),>¢ construida
w el

como se indica a continuacién converge en V" a u” solucién de (P"):

Se parte de ¢"* € E" arbitrario y se calculan las sucesiones (¢""),>0 v (u""),>0
en la forma siguiente para r =0,1,2,...
Auh,r + WBB*’U,h’T — f _ th,r7
qh,r+% — QHL (2B*uh,r + %qh,r) o QwB*uh,r . qh,r,

1 T
¢ = pg"E 4 (1 - p)g"

En nuestro caso, H = 85 , por lo que, teniendo en cuenta (9.4.16), (9.4.19) y
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(9.4.28) el algoritmo anterior se traduce en las siguientes operaciones:

(Au™" ")y + w/

I's

Mo\ da = (f o)y — / ""Nda Vo' eV

s

29 — 2w — g si 20\hT %qh” > %g,

h,T‘+% =

q 2WALT 4 g si —1g <2007+ Lot < Ly,

29 — 2wALT — " st 2ALT 4 Lot < —1g)

T T 1 s
¢ = pg"TE A+ (1= p)g",

donde u™ = Mvrr y ¥ = N1 en Ts.

9.5. Resultados numeéricos

En esta seccién mostramos los resultados de simulaciones numéricas realizadas
con el algoritmo desarrollado en la seccién anterior. Se pretende aproximar la
solucién débil del problema P (9.1.1)—(9.1.6), segun el esquema totalmente dis-
cretizado PV (9.4.4)-(9.4.5). Como ya hemos comentado, sélo presentamos

resultados de simulaciones bidimensionales.

/]
/ 1>
4—
y /1—*1 Q 1"2 4—
/] ¢
X g F3
/]

Figura 9.5.1: Problema de contacto bidimensional con rozamiento.
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En concreto, se considera un cuerpo solido tridimensional deformable de sec-
cién © = (0,1) x (0,1) y de espesor € << 1. Suponemos que las condiciones de
carga nos permiten utilizar las hipdtesis de tensiones planas en el dominio €).
Asi, tomamos A igual al tensor de elasticidad lineal plana, que viene dado por
(6.5.7). El cuerpo estd sujeto por un mecanismo que garantiza su fijacion, de tal
forma que en I'y = {0} x (0, 1) los desplazamientos son nulos. Ademds, estd par-
cialmente sujeto por otro mecanismo, de tal forma que en I'; = (0,1) x {0}
s6lo se producen deslizamientos tangenciales al ser nulos los desplazamientos
en la direccién de la normal. Dicho deslizamiento tangencial esta en funcién
del rozamiento que se produzca, para el que se conoce experimentalmente el
umbral g. En ausencia de fuerzas volumicas, existe en campo de fuerzas super-
ficiales constante en la direccién del eje OX actuando en I's = {1} x (0,1). El
periodo de observacién es [0, 7). Esta situacion fisica se puede observar en la

Figura 9.5.1.
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Figura 9.5.2: Configuracién deformada y distribucién de tensiones en norma Von Mises
para t = 1 x 1072 (izquierda) y t = 0.1 (derecha). Umbral g = 1 x 10°. Memoria constante
B = A. Factor de deformacién: 50X.

En las figuras 9.5.2-9.5.4 mostramos algunos resultados numéricos obtenidos
de tres simulaciones realizadas con el software desarrollado. En los tres casos se

presentan las tensiones en norma Von Mises sobre la configuracion deformada
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Figura 9.5.3: Configuracién deformada y distribucién de tensiones en norma Von Mises
para t = 1 x 1072 (izquierda) y ¢t = 0.1 (derecha). Umbral g = 1. Memoria constante B = A.

Factor de deformacién: 50X.

del cuerpo en dos instantes: t = 1 x 1072 seg. y t = 0.1 seg. Los siguientes

datos son comunes a las tres experiencias numéricas:

E=10° N/m? k=0.3, T=0.1seg., k=1x10"? seg.,
.fO = (070) N/m37 .f2 = (_10370) N/mQ, Up = (070) m.

En las simulaciones a las que corresponden la Figura 9.5.2 y la Figura 9.5.3,
hemos considerado B = A, entendiéndose que sus componentes expresan ahora
cantidades medidas en N/(m?seg.). En el primer caso se ha tomado un valor
alto para el umbral de rozamiento (g = 1 x 10® N/m?) y en el segundo caso

un valor més bajo (g = 1 N/m?).

Cualitativamente, observamos en la Figura 9.5.2- izquierda, que en el instante
t = 1x 1072 seg. los nodos situados en la zona de contacto, o préximos a ella, se
desplazan mucho menos que los més alejados, como consecuencia del efecto del
rozamiento. Esto también explica que las tensiones son mucho mayores en esa
zona. Sin embargo, en la Figura 9.5.3- izquierda observamos que los nodos de
la zona de contacto se desplazan cualitativamente sin notables diferencias con

respecto a los mas alejados, lo que se explica por ser el umbral de rozamiento
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Figura 9.5.4: Configuracién deformada y distribucién de tensiones en norma Von Mises
para t = 1 x 1072 (izquierda) y t = 0.1 (derecha). Umbral g = 1 x 10°. Memoria constante

Bijri =1 x 10~%. Factor de deformacién: 3X.

g mucho menor. Por otra parte, tanto en la Figura 9.5.2- derecha como en la
Figura 9.5.3- derecha observamos que para el instante t = 7" = 0.1 seg. el s6lido
ha recuperado parte de su configuracion original por efecto de la memoria.
Nétese que los efectos de la deformacién estan amplificados un 5000 % para

que sean apreciables.

En la simulacion a la que corresponde la Figura 9.5.4, se ha tomado un tensor
de memoria comparativamente pequeno, con B;ji; = 1 X 1074 N /(m?seg.) para
1 <147,k 1 <2, ysehatomado un umbral de rozamiento igual al de la primera
simulacion. Podemos observar que en este caso, no se recupera la configuracion
original en el instante final, sino que el cuerpo ha seguido deformandose. Nétese

que los efectos de la deformacion ya son apreciables con una amplificacion del

300 %.

Finalmente, en la Figura 9.5.5 se presentan los desplazamientos horizontales
que experimentan dos de los nodos més significativos, (los que ocupan original-
mente las esquinas superior e inferior derecha del sélido) a lo largo del tiempo

de observacion. Notese que en la grafica de la izquierda ha sido necesario mul-
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Figura 9.5.5: Desplazamientos a lo largo del tiempo en el eje OX de los nodos en las

posiciones (1,0) y (1,1).

tiplicar por 10 los desplazamientos de las simulaciones con g = 1 x 10° para

poder visualizarlos, pues en la practica, el nodo inferior derecho no se desplaza.

9.6. Formulacion en tensiones

Hasta ahora hemos estudiado la existencia, unicidad y aproximacién numérica
de las soluciones a formulaciones débiles del problema de contacto P (9.1.1)—
(9.1.6) para materiales que responden a la ley de comportamiento (5.3.6). No
obstante, como se ha visto en la Seccién 5.3, existe una formulacion alternativa
si consideramos en su lugar la expresién (5.3.8). Por tanto, el nuevo problema

de contacto P se formula como sigue.

PROBLEMA P: Hallar el campo de desplazamientos u : Q x [0,T] — R? y el
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campo de tensiones o : Q2 x [0,T] — S, tales que, para todo t € [0,T],

(9.6.1) e(u(t)) =Eo(t) + /0 C(t—s)o(s)ds, en €,

(9.6.2) Divo(t) + fo(t) =0 en Q,

(9.6.3) u(t)=0 en Iy,

(9.6.4) oty = fyo(t) en Ty,
u,(t) =0, |0'7_<t)| <9,

(9.6.5) o (1) < g = u,(t)=0, en Ty,
o (1) =9 = IN>0, o.(t) = =it (1)

(9.6.6) u(0) = uy en €.

Repetimos los mismos argumentos que en la Seccién 9.1 para concluir que
si w y o son dos funciones regulares que satisfacen (9.6.2)—(9.6.5) entonces

u(t) eV, o(t) € Q1,y

(9.6.7) (o(t),e(v) —e(u(t)))q +j(v) — j(u(t))
> (F(t),v—u(t)y YveV.

Tomando ahora v = 2u(t) y v = 0 en (9.6.7), ambos en V, tenemos que

(9.6.8) (o (1), e(w(t))q + j(u(t) = (F(t), u(t))v.

Ademads para todo t € [0,T], definimos el conjunto de campos de tensiones

admisibles por

(9.6.9) YXt)={717e€Q| (r,e(v))g+jv) > (F(t),v)y YveV }.

Sumamos (9.6.7) y (9.6.8) y usamos (9.6.9) para probar que o (t) € 3(t). Ain

mas, de (9.6.9) y (9.6.8) obtenemos la siguiente desigualdad variacional:

(9.6.10) o) €X(t), (T—oalt)elalt))o>0 Vet
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Sea £7! la inversa del tensor £, y definimos
(9.6.11) oo =E e(u).

Entonces, usando (9.6.1), es facil comprobar que la condicién inicial (9.6.6) es

equivalente a
(9.6.12) o(0) = oy.

La desigualdad (9.6.7) combinada con (9.6.1) y (9.6.6) por una parte, y la
desigualdad (9.6.10) combinada con (9.6.1) y (9.6.12) por otra parte, nos llevan

a considerar los dos siguientes problemas variacionales.

PROBLEMA PV C1: Hallar el campo de desplazamientos w : [0,T] — V y el

campo de tensiones o : [0,T] — Q1 tales que

(9.6.13) e(u(t)) =Eo(t) + /tC(t —s)o(s)ds Vtel0,T],

(9.6.14) (o(t),e(v) —e(u(t))q +j(v) —j(u(t))

> (F(t),v—a(t))y YveV, pct te(0,T),
(9.6.15) u(0) = uy.

PROBLEMA PV C2: Hallar el campo de desplazamientos w : [0,T] — V y el

campo de tensiones o : [0, T] — Q1 tales que
¢
(9.6.16) e(u(t)) =Eo(t) +/ C(t—s)o(s)ds Vtel0,T],
0

9.6.17)  o(t) €D(t), (T—o(t),e((t))o>0 Ve,

p.c.t. t € (0,7,

(9.6.18) o(0) = oy.

La existencia de £7! estd garantizada por la hipétesis (9.6.21), que impondremos pos-

teriormente.
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Destacamos que los problemas PV C1 y PV (2 son formalmente equivalentes
al problema mecénico P (9.6.1)—(9.6.6). En efecto, si {u,o} representa una
solucién regular de uno de los problemas variacionales PV C1 o PV (2, usando
argumentos estdndar (ver, por ejemplo en [25]), se sigue que {u, o} satisface
(9.6.1)—(9.6.6). Por tanto, podemos considerar los problemas PVC1y PVC2

como formulaciones variacionales del problema mecéanico (9.6.1)—(9.6.6).
Existencia y unicidad de solucion

Los resultados que siguen conciernen a la existencia y unicidad de solucién para
los problemas PV (C'1 y PV (2, demostrandose también la equivalencia entre
los mismos. Primeramente listamos las hipdtesis que requieren, los enunciamos

a continuacion y los demostramos posteriormente.

Suponemos que los tensores de elasticidad y creep verifican que

(9.6.19) £ e L™ (),

(9.6.20) Eijit = Ejirt = Exij, c.p.d. en Q,
(9.6.21) Eijki & iy > a&ij &g, c.p.d. en Q,
(9.6.22) Cijri(t) = Cjira(t) = Cpuyj(t), c.p.d. en £,
(9.6.23) C e WH(0,T;L>(Q)),

donde a > 0, t € [0,7] y § = (&) es un elemento arbitrario de Sy. También
suponemos que las fuerzas externas verifican (9.2.6) y que el umbral de roza-
miento verifica (9.2.7). Finalmente, el desplazamiento inicial verifica (9.2.9) y

las tensiones iniciales son tales que
(9.6.24) oy € X(0).

Recordamos que las condiciones (9.2.6) implican (9.2.8).

Teorema 9.6.1. Suponemos (9.2.6)—(9.2.7), (9.2.9) y (9.6.19)-(9.6.24). En-
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tonces existe una unica solucion {w,o} del problema PVC1. Aun mds, la

solucion verifica

(9.6.25) we WH0,7;V),  oeW"0,T;Q,).

Teorema 9.6.2. Suponemos (9.2.6)-(9.2.7), (9.2.9) y (9.6.19)-(9.6.24). Sea
{u,o} un par de funciones que verifican (9.6.25). Entonces {u,o} es una
solucion del problema variacional PV C1 si y solo si {u,o} es una solucion

del problema variacional PV C2.

Teorema 9.6.3. Supongamos (9.2.6)-(9.2.7), (9.2.9) y (9.6.19)—(9.6.24). En-
tonces existe una unica solucion {u,o} del problema PV C2. Ademds, la solu-

cion verifica (9.6.25).

Los teoremas 9.6.1 y 9.6.3 establecen la existencia y unicidad de solucién de
los problemas variacionales PV (C'1 y PV (2, mientras que el Teorema 9.6.2
expresa la equivalencia de dichos problemas. Podemos concluir que el problema
mecanico P (9.6.1)—(9.6.6) tiene una tnica solucion débil que es solucién tanto

de PV C1 como de PV (C2.

Destacamos que existe un acoplamiento fuerte entre la ecuacién integral (9.6.13)
y la desigualdad variacional evolutiva (9.6.14), por lo que el problema PV (1
tiene una cierta dificultad matematica. Por lo contrario, el acoplamiento entre
la ecuacién integral (9.6.16) y la desigualdad (9.6.17) es més débil ya que, usan-
do (9.6.16), podemos eliminar el campo de desplazamientos y obtener asi una
formulacién variacional del problema unicamente en funcién de las tensiones.
Por este motivo, comenzamos con la prueba del Teorema 9.6.3. Posteriormente,
dado que el Teorema 9.6.1 es una consecuencia de los teoremas 9.6.2 y 9.6.3,

s6lo necesitamos probar el Teorema 9.6.2.
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Para probar el Teorema 9.6.3 suponemos en lo que sigue que las hipdtesis
(9.2.6)—(9.2.7), (9.2.9) v (9.6.19)—(9.6.24) se verifican. En primer lugar, obser-
vamos que la desigualdad variacional evolutiva (9.6.17) esta definida sobre el
convexo (), que es dependiente del instante temporal ¢ € [0, T]. Esto es una
dificultad en el estudio del problema, que resolvemos con un cambio de varia-
ble que nos permite convertir (9.6.17) en una desigualdad variacional evolutiva
ligada a un conjunto convexo fijo en el tiempo. Sea, por tanto, o : [0,7] — Q

la funcién dada por
(9.6.26) or(t) =e(F(t)) Vtelo,T].

Entonces, usando la regularidad (9.2.8) de F obtenemos o; € W2(0,T; Q).

Ademas, dado que
(9.6.27) (of(t),e(v))g = (F(t),v)y YveV, te|0,T],
se tiene de (9.1.9) que

Divay(t) + fo(t) =0  Vte[0,T],
y, usando (9.2.6), tenemos que Dive; € WH%(0,T; H). Concluimos que
(9.6.28) o; € WH(0,T;0Q,).
Es facil comprobar que
(9.6.29) X(it)=%o+{os(t)} Vtel0,T],
donde ¥y denota el conjunto convexo fijo en el tiempo, dado por
(9.6.30) Yo={17€Q|(r,e(v))g+jv) >0 YveV}
Introducimos la notacién

(9.6.31) oc=0—o0y,
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y consideramos el siguiente problema variacional.

PROBLEMA PV C?2' Hallar w:[0,7] =V y & :[0,T] — @, tales que
t

(9.6.33) e(u(t) = Ea(t) + Eo (1) + /TC@—sﬁﬂst

/Ct—saf ds Vtel0,T],

(9.6.34) o(t) € X, (T—0o(t),e(u(t)o>0 VT e,
p.ct. t € (0,7),
(9.6.35) o(0) = oo.

Observacién 9.6.4. Notese que la inecuacion variacional evolutiva de tipo
Volterra que se deriva del problema PV C2' al sustituir (9.6.33) en (9.6.34)
es de un tipo diferente a los estudiados en los capitulos 2 y 3 y requiere un

tratamiento diferenciado. En efecto, al derivar (9.6.33) se tiene

e(a(t)) = C(0)(a(t) + o4 (1) (/Ct—s §)+ o s(s)) ds
+E&(a(t)+ 64(t)) p.ct.te(0,7).

Observamos que Xg es un conjunto cerrado en Q, y, por la definicion (9.6.32)
y la hipdtesis (9.6.24) sobre o, tenemos &g € Lo, lo que prueba que ¥ es no
vacio. Concluimos que ¢ € D(vs,), donde s, denota la funcién indicatriz
del conjunto ¥y C Q. Por tanto, el problema PV C2' puede ser formulado

equivalentemente como la siguiente inecuacion variacional evolutiva:
o(0) =00, (C0)a(t).T—0(t))g+ (Eo(t),T—0(t))
t
([ €t = 5)a(s)ds,m = (1) + v (7) — v (o)
0

—(Eo¢(t) +C(0)o () —i—/o C(t —s)os(s)ds, T —a(t)g VTEeEQ,
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para casi todo t € (0,T). Esta situacion se puede generalizar como

u(0) =up € X, (Au(t) + B(0)u(t),v — u(t))x + (/O B(t — s)u(s)ds,v —u(t))x

+ () —ju®) > (ft),v—u(t))x VveX, pect.te(0,T),

con las propiedades de los operadores A : X — X y B : [0,T] — L(X)
necesarias. St bien este nuevo tipo de inecuaciones variacionales evolutivas de
tipo Volterra es susceptible de un estudio similar al realizado en los capitulos
2 y 3, en este manuscrito hemos optado por centrarnos unicamente en su
aplicacion al problema de contacto bilateral con rozamiento de Tresca en su

formulacion de tipo creep.

Usamos (9.6.28), (9.6.29), (9.6.31) y (9.6.32) para obtener el resultado siguien-
te.

Teorema 9.6.5. FEl par {u,o} es una solucion del problema PV C2 con
reqularidad w € W20, T;V), o € WY(0,T;Q1) si y sdlo si el par {u,5}
es una solucién del problema PV C2' con regularidad w € W12(0,T;V), & €

W1’2<0, 7-'7 Q1>

Retornamos pues al problema PV C?2’ para demostrar la existencia y unicidad

de soluciéon. Para ello, introducimos el conjunto
(9.6.36) W = {n € W(0,7;Q) | (0) = 0}.

Sea m € VW y consideramos el siguiente problema auxiliar.
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PROBLEMA PV C2": Hallar w, : [0,T] =V y o, :[0,T] — Q; tales que

(9.6.37) e(u,(t)) =Eo,(t)+Eos(t) +n(t) Vitelo,T],
(9.6.38) o,(t) €3, (T—0oy(t),e(u,(t)g >0 VT e,
p.c.t. t € (0,7),

(9.6.39) o, (0) = &.

La existencia y unicidad de solucién para PV (2" esta basada en el siguiente

resultado abstracto.

Teorema 9.6.6. Sea (X, (-,-)x) un espacio de Hilbert real y sea ¢ : X —
(—o00, +00] un funcional convexo, semicontinuo inferiormente y propio. En-
tonces, para cada f € L*(0,T;X) y ug € D(p), existe una tnica solucion

u e WH(0,T; X) del problema

(9.6.40) u(t) € D(Op) p.ct.t€(0,7T),
(9.6.41) u(t) + 0p(u(t)) > f(t) p.ct.te(0,7),
(9.6.42) u(0) = uyp.

El teorema 9.6.6 es una versién simplificada de un resultado mas general que
puede consultarse en [7, p. 189] o en [11, p. 72]. Recordamos que D(p) y D(0y)
denotan, respectivamente, el dominio efectivo de ¢ y el dominio del operador

subdiferencial d¢p, esto es
D(p) ={ve X: pv) <+oo},

DOp)={veX:IfeX: pw)—pl)>(fw—v)xy Vwe X }.

Usaremos el Teorema 9.6.6 para obtener el resultado siguiente.
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Teorema 9.6.7. El problema PV C2" tiene una solucion unica {u,,o,} de

reqularidad
(9.6.43) u, € W"(0,T;V), o, € WH(0,T; Q).
Demostracion. Aplicando el Teorema 9.6.6 con X = Q, (o, 7)x = (£0,7T)g,

© = s, [ = —(6;+E'N) obtenemos la existencia y unicidad de una funcién

o, € WH(0,T;Q) tal que
(9.6.44) o, (t) €Ty Vie[0,T],

(0.6.45)  (&4(8).7 — 0y (1)) + (64(1) + E70(). 7 — 0, (1))x > 0

V1 e, pet.t€(0,7T),
(9.6.46) 7,(0) = &,

Nétese también que (9.6.44) implica que Div o, (t) = 0 para todo ¢ € [0,77, lo
que muestra que o, € W2(0,T;Q;). Ademds, de (9.6.45) obtenemos

(9.6.47)  (Eoy(t), T —0o,(t)g+ (Eos(t) +n(t), T —0oy(t))g >0

V1 e, pet.t€(0,T),
lo que implica
(9.6.48) (1 —oy(t),ey(t)g >0 VT €, pct.te(0,T),
donde €, € L*(0,T; Q) es la funcién dada por
(9.6.49) g,(t) =Ea,(t)+E0(t)+n(t) pct.te(0,T).
Consideramos el espacio
V={z€Q:Divz=0en, zv=0en L UI3}.

Para cada z € V, usando (9.6.44) obtenemos o,(t) £ z € ¥y, V¢ € [0,T].
Tomando T = o, (t) &+ z en (9.6.48), obtenemos (z,€,)g = 0Vz € V, c.p.d.
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en (0,7). Dado que el complementario ortogonal en () de V es el espacio €(U)

(ver por ejemplo en [38, Teorema 7.5]) donde
U={veH |v=0enTI},

existe v, € L*(0,T;U) tal que

(9.6.50) g,(t) =€e(v,y(t)) cpd.ente (0,7).

Probaremos ahora que, en particular, v, € V c.p.d. en (0,7"). En efecto, com-

binando (9.6.48) y (9.6.50) se tiene

(9.6.51) (T —0,,e(v,))g>0 VTeX, cpden(0,T).
Sea t € [0,7] tal que

(9.6.52) (T —o,(t),e(vy(t))g >0 VT e

Dado que V' es un subespacio cerrado de U, si v, (t) € V entonces existe T € @)

tal que
(9.6.53) (T,e(v))g =0 VYovel,
(9.6.54) (T,e(v,(t)))g < 0.

De (9.6.53) se sigue que A T € ¥, para todo A > 0 y por tanto, usando (9.6.52)

obtenemos
(9.6.55) AT, e(vy(t)))g = (o4(t),e(vy(t))g VA = 0.

Usando ahora (9.6.54) y pasando al limite A — 400 en (9.6.55) llegamos a una
contradiccién. Por tanto, el elemento v, € L*(0,T;U) es tal que v, € V c.p.d.

en (0,7), i.e. v, € L*(0,T; V). Definimos ahora

(9.6.56) u,(t) = /t v,(s)ds+ug Vte[0,T].
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Dado que ug € V, tenemos u, € WH*(0,7;V), y recordamos que o, €
Wh2(0,T;Q1). De (9.6.46) tomamos la condicién inicial (9.6.39) y, por otra
parte, de (9.6.44), (9.6.51) y (9.6.56) deducimos que la desigualdad (9.6.38) se
verifica también. Ahora usamos (9.6.49), (9.6.50) y (9.6.56) para obtener

e(w,) =€0,+Ec;+1n cpd en (0,7).

Integrando esta igualdad, usando las condiciones iniciales u, (0) = ug, 0,(0) =
00, n(0) = 0y lanotacién (9.6.32) y (9.6.11) obtenemos que se verifica (9.6.37).
En resumen, hemos probado que el par {u,,o,} tiene regularidad (9.6.43) y

es una solucién del problema PV (2",

La unicidad se obtiene de la unicidad de la solucién del problema evolutivo no

lineal (9.6.44)-(9.6.46), que esté garantizada por el Teorema 9.6.6. O
Para el paso siguiente definimos el operador A : W — W como sigue:
t
(9.6.57) An(t) = / C(t—s)(oy(s)+0os(s)ds VneW, tel0,T].
0

Teniendo en cuenta la hipdtesis (9.6.23) es facil comprobar que si n € W

entonces An € W, esto es, el operador A estd bien definido. Ademas, tenemos

(9.6.58) (%An)(zﬁ):C(O)(an(t)+0'f(t))+ /0 C(t — s)o,(s) ds

t
-I—/ C(t—s)os(s)ds VmpeW, p.ct.te(0,7).
0
Tenemos el siguiente resultado.
Teorema 9.6.8. El operador A tiene un inico punto fijo n* € W.

Demostracion. Sean my,m, € W. Usando (9.6.57) y (9.6.23) se sigue que

(9.6.59)  [[Any(t) — Amy(t)llg < C/O loy, (s) — o (s)lgds vt €[0,T].
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Por otra parte, de (9.6.58) deducimos que
d
< oo —
| (Gam) ) = (5Am) 0], < e lon®) — ondlo

te / 1C(t = )l | (5) — Tan(5)ll ds

<ec (Ho—m (t) — on)]3 + /Ot oy, (5) — oy (5)II5) ds) g

para casi todo t € (0,7, lo que prueba que

2

0060 | (FAm )0 (FAn) 0],
< c(low(® = o+ [ o () o)l ds).

Por otra parte, a partir de (9.6.47) obtenemos

(gd-n1 - Sdnw Onm — 0.7]2)@ < (7’2 - hl? Oy — 0-772)@?

c.p.d. en (0,7). Sea t € [0,T]. Integrando la desigualdad anterior de 0 a t y
usando (9.6.21) y (9.6.46) tenemos que

cllon () =@t < [ (00 = (). 7 (5) = () s
<5 [ Ui =l + low ) - o)) ds

y, usando el lema de Gronwall,

(9.6.61) lovy, (t) — o ()]G < C/O 172, (s) = 712(s) ds.

Combinamos (9.6.59)-(9.6.61) junto con la desigualdad

[ ([ i =aigar)as < [ s = ds

para obtener

2

IAm, (1) — Ams()[3 + | (%m)( 0 (San) )|

< [~ (ol ds

Q
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Reiterando la desigualdad anterior p veces, deducimos que

2

871, 0) — AP ma(0) [+ || (57, ) 1) = (S, ) o)

t S1 Sp—1
<o / / / i (55) — s ()13 dsp - -~ disn,
0 0 0

donde AP denota la potencia p-ésima del operador A. La ultima desigualdad

Q

implica que

|AP;, — APmy 2 < i, —
™ 2llwizo,r,Q) = ! T — M2llw12(0,1:,Q)

lo que prueba que para p suficientemente grande, una potencia AP de A es
una contraccion en W. Aplicando el Corolario 1.3.5, concluimos que existe un

tnico elemento n* € W tal que An* = n*. a
Ya estamos en condiciones de demostrar el Teorema 9.6.3.
Demostracién del Teorema 9.6.3.

FEzistencia. Sea m* € W el punto fijo de A y sea {u,,o,+} la solucién del
problema PV (2" para n = n*. Probaremos que el par de funciones {u, &},
donde u = u,» y 6 = 0, es una solucion del problema PV (C?2'. Es inmediato
que la condicién inicial (9.6.35) es una consecuencia de (9.6.39) y la desigualdad

(9.6.38) implica (9.6.34). Por otra parte, de (9.6.37) obtenemos
(9.6.62) e(uy(t)) = Eop(t) + Eoy(t) +m*(t) Vit e0,T],

y, dado que An* = n*, se sigue de (9.6.62) y (9.6.57) que (9.6.33) se veri-
fica. Recordamos ademas que el Teorema 9.6.7 garantiza la regularidad u €
W20, T;V) y & € WH2(0,T;Q,). La existencia de solucién para PVC2 es

ahora una consecuencia del Teorema 9.6.5.

Unicidad. La unicidad de solucion de PV C2 es una consecuencia de la unicidad

del punto fijo del operador A definido en (9.6.57). Alternativamente, puede
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ser demostrada directamente a partir de (9.6.16)—(9.6.18), usando (9.6.19)—
(9.6.23) y el lema de Gronwall. O

Demostracién del Teorema 9.6.2.

Sean {u,o} un par de funciones que satisfacen (9.6.25). Teniendo en cuenta
la equivalencia entre las condiciones iniciales (9.6.15) y (9.6.18), s6lo nos resta
probar la equivalencia entre las desigualdades (9.6.14) y (9.6.17). Suponga-
mos que {u, o} satisface (9.6.14). Tomando v = 24(t) y v = 0 en (9.6.14)
obtenemos

(9.6.63) (o(t),e(u(t))g + j(u(t)) = (F(t),u(t)y p.ct.te(0,T).

Se sigue de (9.6.14) y (9.6.63) que

(o(t),e(v))g +j(v) > (F(t),v)y YveV, pct te(0,T),

y, teniendo en cuenta la regularidad de o y F', se sigue que la anterior des-
igualdad se verifica para todo ¢t € [0,7]. La desigualdad (9.6.17) se obtiene,
por tanto, de la definicién (9.6.9) de 3(t) y de (9.6.63).

Reciprocamente, supongamos que {u, o} satisface (9.6.17). La subdiferencia-
bilidad de j en V' garantiza la existencia de una funcién 7 : [0,7] — @ tal

que

(9.6.64) (7(t), e(v —a(t))q +j(v) —j(u(t))

> (F(t),v—u(t)y YveV,pct.te(0,T).
Tomando v = 2(t) y v = 0 en la anterior desigualdad, obtenemos que
(9.6.65)  (7(t),e(u(t))q +j(u(t)) = (F(t),u))y pct.te(0T).

Usando (9.6.64) y (9.6.65) deducimos que 7(t) € ¥(t) para casi todo t € (0,7).

Por tanto, de (9.6.17) concluimos que

(9.6.66) (T,e(w))g > (o,e(wt))g c.p.d.en (0,7,
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y usando (9.6.65) se sigue que

(F,u)y > (o,e(ut))g+j(w) c.p.d.en (0,7).
Ademéds, de (9.6.9) se obtiene que

(F,u)y < (o,e(ut))g+j(w) cp.d.en (0,7).
Las dos ultimas desigualdades implican que
(9.6.67) (F,u)y = (o,e(u))g +j() c.p.d.on (0,7).

La inecuacién (9.6.14) es, finalmente, consecuencia de la definicién (9.6.9) de

YX(t) vy (9.6.67), dado que o(t) € X(t) YVt € [0,T] por (9.6.17). O



Capitulo 10

Algunos problemas de contacto

con rozamiento

En este capitulo se continia el estudio de los problemas de contacto con roza-
miento en viscoelasticidad con memoria larga. En esencia, aplicamos los re-
sultados obtenidos para el problema abstracto P, del Capitulo 3 al estudio
de diversos problemas de contacto con rozamiento para materiales viscoelasti-
cos de memoria larga. Comenzamos con el estudio del problema de contacto
bilateral con rozamiento viscoeldstico y a continuacion se hace lo propio con
otros problemas de contacto con rozamiento. En ninguno de ellos se realiza el
analisis numérico. Dado que como problemas de contorno sélo se diferencian en
la condicion de contacto, las respectivas formulaciones mecanica y variacional
seguiran denominandose P y PV, si bien en cada secciéon hacen referencia a
problemas diferentes. En la Seccién 10.6 presentamos un ejemplo que merece un
comentario aparte, pues es un caso sin rozamiento. Sin embargo, la formulacion
variacional es también una inecuacion integro-diferencial de tipo Volterra, por

lo que aplicamos el mismo procedimiento en su estudio.

257
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10.1. Contacto bilateral con rozamiento visco-

elastico

Planteamiento mecanico del problema de contacto. Nos situamos en
las condiciones generales descritas en el Capitulo 5 para las situaciones de con-
tacto bilateral entre un sélido deformable viscoelastico de memoria larga y un
obstaculo no penetrable. En este caso suponemos que la superficie de contacto
cuenta con una capa fina de lubricante, por lo que incluso para tensiones o,
relativamente pequenas existe deslizamiento tangencial. En estas condiciones,
podemos modelizar el problema mecanico de contacto en la forma del siguiente

problema matematico de contorno.

PROBLEMA P: Hallar el campo de desplazamientos u : Q x [0,T] — R? y

el campo de tensiones o : Q0 x [0,T] — Sy tales que, para todo t € [0,T] se

verifican

(10.1.1)  o(t) = Ae(u(t)) +/0t8(t— s)e(u(s))ds en Q)
(10.1.2) Divo(t)+ fo(t) =0 en Q,
(10.1.3) ut)=0 en Ty,
(10.1.4) ot =fyot) en T.,
(10.1.5)  w, =0, o,=—plu ["'a, 0<p<1 en T;.
(10.1.6) u(0) = uyg en 2.

Comentamos simplemente las condiciones expresadas en (10.1.5), pues las
demés son ya conocidas de capitulos anteriores. La primera expresién en (10.1.5)
representa la condicion de contacto bilateral, que impide desplazamientos en
la direccion de la normal v en la zona de contacto, por lo que este se mantiene

durante todo el tiempo de observacién. La segunda expresién en (10.1.5) consti-
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tuye una ley de rozamiento viscoelastica de la forma (5.4.14)—(5.4.15). Recor-
damos que p : I's — IR, es una funcién positiva que representa el coeficiente

de rozamiento.

Obtencién de una formulacién variacional. Nos situamos en el marco
funcional general establecido en la Seccién 4.1 con la salvedad del espacio V'

que, al igual que en la Seccién 9.1, viene dado por
(10.1.7) V={v=(y)€H :v=0enly, v,=0en I3}

Utilizando la desigualdad de Korn probamos que con el producto interior
definido por
(w,v)v = (e(u),e(v))q  Yu,veV,

el espacio V' es de Hilbert y la norma inducida es topolégicamente equivalente
ala de H;. Con ayuda del teorema de representacién de Riesz, definimos F'(t)

como en (9.1.9), esto es,
(10.1.8) (F(t),v)y :/fo(t)-vd:c+ fot)-vda Vv eV, te|0,T)
Q Iy

Sea ademas j : V' — R, la funcién definida por

1
10.1.9 (V) = —— SPTta Yo e V.
( ) j(v) P FSu\vl a v e
Supondremos que
(10.1.10) pe L>®(Ts), p>0cpd enlsy,

por lo que j estd bien definida. Sea (u, o) una solucién suficientemente regular
del problema P. Dado t € [0,T], aplicamos la formula de Green (4.1.3) para
v =v — u(t) y, teniendo en cuenta (10.1.8) y (10.1.2)—(10.1.4), se obtiene

(10.1.11)  (a(t),e(v —a(t)))o

= (F(t),v — @)y + (07, 0. — @ (1) gy V0 €V,
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Ahora bien, por argumentos de convexidad y (10.1.5), deducimos que

(10112) (0'-,-, Uy — ’l:LT<t))[L2(F3)}d = (—/L|’l:l,7-‘p71’l:l,.,-, UV — uT(t))[Lz(p3)]d
> j(u(t)) —jv) YveV.

Aplicando (10.1.12) en (10.1.11) tenemos
((t),e(v —au(t))o +j(v) = j(a(t)) = (F(t),v —u(t))y VoV

En consecuencia, sustituyendo (10.1.1) en la desigualdad anterior, obtenemos

la siguiente formulacién variacional del problema P.

PROBLEMA PV: Hallar el campo de desplazamientos w : [0,T] — V tal que

se verifican

(10.1.13) (Ae(u(t)), e(v) —e(u(t)))q + j(v) — j(u(t))
+( i B(t — s)e(u(s))ds,e(v) — e(u(t)))q
> (F(t),v—a(t)y YveV,tel0,T],

(10.1.14) u(0) = wuy,
donde j : V — Ry wviene dada por (10.1.9).

Existencia y unicidad de solucion. Es una consecuencia directa del Teo-

rema 3.1.3.

Teorema 10.1.1. En las hipdtesis (9.2.1)-(9.2.5), (9.2.8)-(9.2.10) vy
(10.1.10), el problema PV tiene una tunica solucion, de regularidad w €

W20, T;V).

Demostracion. Sean A:V — V'y B:[0,T] — L(V) los operadores definidos
como en (9.2.11) para todo v,w € V y t € [0,7]. Usando (9.2.1)-(9.2.5) se

sigue que los operadores A y B satisfacen las condiciones (3.1.3) y (3.1.4),
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respectivamente. Ademas, la funcién definida por (10.1.9) es propia, convexa y
continua en V| esto es, satisface (3.1.5). Dado que ademaés se verifican (9.2.8)—
(9.2.10), el problema PV estd en las condiciones requeridas para P4 en el
Teorema 3.1.3 y en consecuencia, existe una unica solucién de PV de regula-

ridad w € WH2(0,T; V), lo que concluye la demostracién. O

Consideramos ahora u € W2(0,T; V), solucién del problema PV y sea o el
campo de tensiones definido por (10.1.1). Por razonamientos anédlogos a los
utilizados en la Seccién 9.2, se prueba facilmente que o € W2(0,T; Q). Por
tanto, en las condiciones del Teorema 10.1.1, el par (u, o) constituye la inica

solucién débil de P, de regularidad w € WH2(0,T;V), o € Wh2(0,T; Q).

Observacién 10.1.2.  En el caso particular en que F viene dado por (10.1.8)
y se wverifica (9.2.6), podemos obtener mayor regularidad para el campo de
tensiones o. Basta considerar para cada t € [0,T], que tomando v = u(t) £ ¢
en (10.1.18), siendo @ € [D(Q)]?, y teniendo en cuenta (10.1.1), se deduce
que Divo(t) = —fy(t) c.p.d. en Q. Por lo tanto, o0 € W12(0,T;Q,). Esta

observacion es extensible a todas las demas secciones del capitulo.

Dependencia de la solucién de PV con respecto a las perturbaciones
del operador B. Asumimos que se verifican las hipétesis del Teorema 10.1.1
y, para cada @ > 0 sea By una perturbacién de B que satisface (9.3.1) y (9.3.2).

Consideramos el siguiente problema variacional.

PROBLEMA PVj. Hallar el campo de desplazamientos ug : [0,T] — V tal que
se verifican (9.3.3)-(9.3.4) y j : V — R, estd dada por (10.1.9)

Es inmediato comprobar que el problema PVj representa la formulacion varia-
cional del problema P cuando se reemplaza la ley constitutiva (10.1.1) por

(9.3.5). En consecuencia, se deduce del Teorema 10.1.1 que para cada 6 > 0,
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el problema PVj tiene una tnica solucién de regularidad ug € W12(0,7;V).
Supongamos ademads (9.3.6). En estas condiciones, disponemos del siguiente

resultado de convergencia.

Teorema 10.1.3. Suponemos que se verifican las condiciones del Teore-
ma 10.1.1 y ademds (9.3.1), (9.3.2) y (9.5.6). Entonces, la solucién uy €
Wh2(0,T;V) del problema PVy converge a la solucién w € W12(0,T;V) del

problema PV, esto es,

(10.1.15) lim [lug — ul|ogo,rv) = 0.

Demostracion. Sea B : [0,T] — L(V) el operador definido en (9.2.11) y, para
cada 0 > 0, sea By : [0,T] — L(V) el operador dado por (9.3.8). A partir de
(9.3.1) y (9.3.6) tenemos

lim || By - Bllwaaoricvy) = 0.

Por tanto, (10.1.15) se obtiene como consecuencia directa del Teorema 3.2.1.

O

Sea ahora ap € W2(0,T; Q) el campo de tensiones dado por (9.3.5). Andloga-

mente a la Seccién 9.3, tras algunos cédlculos, se sigue de (10.1.15) que

1f — o = 0.
lim oo — ollcqomng =0
10.2. Contacto viscoelastico con rozamiento de

Tresca

Planteamiento mecanico del problema de contacto. Nos situamos en las

condiciones generales descritas en la Seccion 5 relativas al problema de contacto
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unilateral entre un sélido deformable y un obstaculo, también deformable. El
contacto se modeliza con una ley viscoelastica para el desplazamiento en la
direccién de la normal de la forma (5.4.8), (5.4.10) y con la ley de Tresca
para el desplazamiento tangencial. En estas condiciones, podemos modelizar el
problema mecéanico de contacto en la forma del siguiente problema matematico

de contorno.

PROBLEMA P: Hallar el campo de desplazamientos u : Q x [0,T] — R y
el campo de tensiones o : Q X [0,T] — Sy tales que, para todo t € [0,T] se

verifican (10.1.1)-(10.1.4), se cumple (10.1.6) y ademds

—0, = klu, |7, lo.| <g,
(1021) |a',r| <g = u,=0, en I's % (O,T),

‘UT’:g = 0, =—-M,, A=>0,

donde 0 < ¢ < 1. La primera expresién en (10.2.1) representa la condicién
de contacto con respuesta normal viscosa, introducida en (5.4.10). La segunda
expresion constituye la ley de Tresca, introducida en (5.4.13). La funcién k :
I's — IR, representa un coeficiente de resistencia ligado a las caracteristicas de

los materiales involucrados y g : ['s — IR, representa el umbral de rozamiento.

Obtencion de una formulacién variacional. Nos situamos en el marco
funcional general establecido en la Seccién 4.1. Recordamos que el espacio V'
viene dado por

V={v= ()€ H :v=0enT},

y que utilizando la desigualdad de Korn probamos que con el producto interior
definido por

(u,v)y = (e(u),e(v))g Vu,veV,

el espacio V' es de Hilbert y la norma inducida es topolégicamente equivalente

a la de Hy. Con ayuda del teorema de representacién de Riesz, definimos F'(t)



264 Capitulo 10: Algunos problemas de contacto con rozamiento

como en (10.1.8). Por otra parte, sea j : V' — R, la funcién definida por

k
(10.2.2) j(v) = / (mwyw“ +g|'UT|)da Vv eV
I's

Supondremos que se verifican
(10.2.3) ge L>™(I'3), g>0cpd.enls, ke L*3), k>0 cp.d. enls,

por lo que j estd bien definida. Sea (u, o) una solucién suficientemente regular
del problema P y t € [0,7]. Combinando argumentos de convexidad y las

operaciones llevadas a cabo en (9.1.12) deducimos que
(1024)  (@(Bwlt) v — alt)prgy = j@lD) - j(v) Yo e V.

por lo que aplicando la férmula de Green (4.1.3) para v = v — 4(t) y tenien-
do en cuenta (10.1.8) y (10.1.1)—(10.1.4), se obtiene la siguiente formulacion

variacional del problema P.

PROBLEMA PV: Hallar el campo de desplazamientos uw : [0,T] — V tal que
se verifican (10.1.13)-(10.1.14) y j : V — R viene dada por (10.2.2).

Existencia y unicidad de solucién. Es una consecuencia directa del Teo-

rema 3.1.3, como se muestra a continuacion.

Teorema 10.2.1. En las hipdtesis (9.2.1)-(9.2.5), (9.2.8)-(9.2.10) y (10.2.3),

el problema PV tiene una tnica solucidn, de reqularidad w € W12(0,T;V).

Demostracion. Se procede siguiendo los mismos pasos que en la demostracion
del Teorema 10.1.1, pues s6lo varian la definicién del espacio V' y de la funcién
7. En cualquier caso, dado que V' es un espacio de Hilbert y j es una funcion
propia, convexa y continua en V' (esto es, satisface (3.1.5)), se prueba facilmente

que el problema PV esta en las condiciones requeridas para el problema Py
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en el Teorema 3.1.3 y en consecuencia, existe una unica solucion de PV de

regularidad w € W'2(0,T; V), lo que concluye la demostracion. O

Al igual que en secciones anteriores, el campo de tensiones o definido por
(10.1.1) se prueba facilmente que verifica o € W2(0,T’; Q). Por tanto, en las
condiciones del Teorema 10.2.1, el par (u, o) constituye la tinica solucién débil

de P, de regularidad w € W'2(0,T;V), o € W'2(0,T; Q).

Dependencia de la solucion de PV con respecto a las perturbaciones
del operador B. Se dispone de resultados equivalentes a los de secciones
anteriores. Para cada 6 > 0 se plantea un problema PV}, de la forma (9.3.3)—
(9.3.4) donde By es una perturbacién de By j : V. — IR, estd dada por

(10.2.2). Se tiene el siguiente teorema.

Teorema 10.2.2. Suponemos que se verifican las condiciones del Teore-
ma 10.2.1 y ademds (9.3.1), (9.3.2) y (9.3.6). Entonces, la solucion uy €
Wh2(0,T;V) del problema PVy converge a la solucién uw € WY2(0,T;V) del
problema PV, esto es,

1/ _ . = .
lim [lug —ullogo vy =0

Ademds, (19111% loo — ollcqore =0,

donde oy es el campo de tensiones definido por (9.3.5).

10.3. Contacto viscoelastico con rozamiento vis-
coelastico
Planteamiento mecanico del problema de contacto. Nos situamos en las

condiciones generales descritas en la Seccién 5 relativas al problema de contacto

unilateral entre un sélido deformable y un obstaculo, también deformable. El
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contacto se modeliza con una ley viscosa tanto para el contacto en la direccién
normal como para el rozamiento. En estas condiciones, podemos modelizar el
problema mecanico de contacto en la forma del siguiente problema matematico

de contorno.

PROBLEMA P: Hallar el campo de desplazamientos uw :  x [0,T] — R? y
el campo de tensiones o : Q x [0,T] — Sq4 tales que, para todo t € [0,T] se

verifican (10.1.1)-(10.1.4), se cumple (10.1.6) y ademds
(10.3.1) —0, = k|| Y, o, = —pl|u P, en T3 x (0,7).

donde 0 < p, ¢ < 1. La primera expresién en (10.3.1) representa la condicién
de contacto con respuesta normal viscosa, introducida en (5.4.8), (5.4.10). La
segunda expresiéon en (10.1.5) constituye la ley de rozamiento viscoeldstica
de la forma (5.4.14)-(5.4.15). Recordamos que p : I's — IR es una funcién
positiva que representa el coeficiente de rozamiento y que la funcién k : I's —
IR, representa un coeficiente de resistencia ligado a las caracteristicas de los

materiales involucrados.

Obtencién de una formulacién variacional. Nos situamos en el marco
funcional general establecido en la Seccién 4.1. Recordamos que el espacio V'

viene dado por

V={v=(y)€e H :v=0enT}

y que utilizando la desigualdad de Korn probamos que con el producto interior

definido por

(u,v)y = (e(u),e(v))g, Vu,v eV,

el espacio V' es de Hilbert y la norma inducida es topolégicamente equivalente
a la de Hy. Con ayuda del teorema de representacién de Riesz, definimos F(t)

como en (10.1.8) para cada t € [0,T]. Por otra parte, sea j : V — R, la
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funcién definida por

. k i
10.3.2 = A PP 0 Tl PP L ‘
(10.3.2) j(v) /1“3 <q+1|vy| +p+1|v7| )da Yo eV

Supondremos que se verifican
(10.3.3) pe L>®(I's), p>0cpd.enly, ke L*3), k>0cpd. enls,

por lo que j estd bien definida. Sea (u, o) una solucién suficientemente regular
del problema P y t € [0,T]. Utilizando argumentos de convexidad deducimos
que

(@ ((t),v — w(0)) ey > J((1)) — j(v) Vo eV,
por lo que aplicando la férmula de Green (4.1.3) para v = v — u(t) y, tenien-
do en cuenta (10.1.8) y (10.1.1)—(10.1.4), se obtiene la siguiente formulacién

variacional del problema P.

PROBLEMA PV: Hallar el campo de desplazamientos u : [0,T] — V tal que
se verifican (10.1.13)-(10.1.14) y j : V — IR wviene dada por (10.5.2).

Existencia y unicidad de solucion. Es una consecuencia directa del Teo-

rema 3.1.3, como se muestra a continuacion.

Teorema 10.3.1. En las hipdtesis (9.2.1)-(9.2.5), (9.2.8)-(9.2.10) y (10.3.3),

el problema PV tiene una tnica solucidn, de reqularidad u € W42(0,T;V).

Demostracion. Se prueba siguiendo los mismos pasos que en la demostracion
del Teorema 10.1.1, pues s6lo varian la definicién del espacio V' y de la funcion
j. En cualquier caso, dado que V' es un espacio de Hilbert y 7 es una funcion
propia, convexa y continua en V' (esto es, satisface (3.1.5)), se prueba facilmente
que el problema PV estd en las condiciones requeridas para el problema Py
en el Teorema 3.1.3 y en consecuencia, existe una unica solucion de PV de

regularidad w € W12(0,T; V), lo que concluye la demostracion. O
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Al igual que en secciones anteriores, el campo de tensiones o definido por
(10.1.1) se prueba fécilmente que verifica o € W2(0,T; Q). Por tanto, en las
condiciones del Teorema 10.2.1, el par (u, o) constituye la tinica solucién débil

de P, de regularidad w € W12(0,T;V), o € W12(0,T; Q).

Dependencia de la solucién de PV con respecto a las perturbaciones
del operador B. Se dispone de resultados equivalentes a los de secciones
anteriores. Para cada 6 > 0 se plantea un problema PVj de la forma (9.3.3)—
(9.3.4) donde By es una perturbacién de By j : V — IR, estd dada por

(10.3.2). Se tiene el siguiente teorema.

Teorema 10.3.2. Suponemos que se verifican las condiciones del Teore-
ma 10.3.1 y ademds (9.3.1), (9.3.2) y (9.3.6). Entonces, la solucion uy €
W12(0,T;V) del problema PVy converge a la solucion u € Wh2(0,T;V) del
problema PV, en el sentido de que

éli% g — UHC([O,T};V) =0.
Ademds, gﬂ% oo — ollcome =0,

donde oy es el campo de tensiones definido por (9.3.5).

10.4. Contacto con respuesta normal amortigua-

da y rozamiento de Tresca

Planteamiento mecanico del problema de contacto. Nos situamos en las
condiciones generales descritas en la Seccién 5 relativas al problema de contacto
unilateral entre un solido deformable y un obstaculo, también deformable.
Ademas, la superficie de contacto estd lubricada y se conoce la presién ejercida
por el lubricante. No obstante, no se experimenta deslizamiento tangencial

hasta que no se supera un cierto umbral de rozamiento. Por tanto se utiliza una
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ley viscoeléstica de la forma (5.4.8), (5.4.9) para modelizar el contacto y una
ley de Tresca para el rozamiento. En estas condiciones, podemos modelizar el
problema mecéanico de contacto en la forma del siguiente problema matematico

de contorno.

PROBLEMA P: Hallar el campo de desplazamientos u : Q x [0,T] — R? y
el campo de tensiones o : Q x [0,T] — Sq tales que, para todo t € [0,T] se

verifican (10.1.1)-(10.1.4), se cumple (10.1.6) y ademds

—0, = k(t,)4 +po, o] <g,
(10.4.1) lo-| <g = u,=0, en I's x (0,7).
lo.|l=9g = o,=—- i, A>0,
La primera expresién en (10.4.1) representa la condicién de contacto con res-
puesta normal viscosa amortiguada, introducida en (5.4.8), (5.4.9), por lo que
la presion en el contacto o, depende de la velocidad en la direccion de la nor-
mal 4, pero s6lo bajo compresién. La segunda expresion en (10.4.1) constituye
la ley de Tresca, introducida en (5.4.13). La funcién py : I's — IR, representa
la presion ejercida por el lubricante y g : I's — IR, representa el umbral de
rozamiento que delimita el comienzo del deslizamiento tangencial. Recordamos

que 7, denota la parte positiva de r, esto es r, = max {0, r}.

Obtencién de una formulacién variacional. Nos situamos en el marco
funcional general establecido en la Seccion 4.1. Recordamos que el espacio V'
viene dado por

V={v=(vy) € H :v=0enT},
y que utilizando la desigualdad de Korn probamos que con el producto interior
definido por
(u,v)y = (e(u),e(v))q, Vu,veV,
el espacio V' es de Hilbert y la norma inducida es topolégicamente equivalente

ala de Hy. Con ayuda del teorema de representacién de Riesz, definimos F'(t)
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como en (10.1.8). Por otra parte, sea j : V' — R, la funcién definida por

(10.4.2) jv) = /1“ <§((Uy)+>2 + povy + g\v7|)da Vv e V.

Supondremos que se verifican
(1043) 9, kapO € LOO(F?))? 9, kapO >0 de en F37

por lo que j estd bien definida. Sea (u, o) una solucién suficientemente regular
del problema P y t € [0,7]. Combinando argumentos de convexidad y las

operaciones llevadas a cabo en (9.1.12) deducimos que

(0 (1), 0 — 1))y > J((1)) — j(v) Yo € V.
por lo que aplicando la férmula de Green (4.1.3) para v = v — u(t) y, tenien-

do en cuenta (10.1.8) y (10.1.1)—(10.1.4), se obtiene la siguiente formulacién

variacional del problema P.

PROBLEMA PV: Hallar el campo de desplazamientos u : [0,T] — V tal que
se verifican (10.1.13)-(10.1.14) y j : V — IR viene dada por (10.4.2).

Existencia y unicidad de solucion. Es una consecuencia directa del Teo-

rema 3.1.3, como se muestra a continuacion.

Teorema 10.4.1. En las hipdtesis (9.2.1)-(9.2.5), (9.2.8)-(9.2.10) y (10.4.3),

el problema PV tiene una tnica solucidn, de reqularidad u € WH2(0,T;V).

Demostracion. Se prueba siguiendo los mismos pasos que en la demostracion
del Teorema 10.1.1, pues s6lo varian la definicién del espacio V' y de la funcién
7. Dado que V es un espacio de Hilbert y j es una funcion propia, convexa y
continua en V' (esto es, satisface (3.1.5)), se prueba facilmente que el proble-
ma PV esta en las condiciones requeridas para el problema P, en el Teore-
ma 3.1.3 y en consecuencia, existe una tnica solucién de PV de regularidad

u € WH2(0,T;V), lo que concluye la demostracién. O
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Al igual que en secciones anteriores, el campo de tensiones o estd definido por
(10.1.1) y se prueba facilmente que verifica & € W2(0,T; Q). Por tanto, en
las condiciones del Teorema 10.4.1, el par (u, o) constituye la tnica solucién

débil de P, de regularidad w € W2(0,T;V), o € W12(0,T; Q).

Dependencia de la solucién de PV con respecto a las perturbaciones
del operador B. Se dispone de resultados equivalentes a los de secciones
anteriores. Para cada 6 > 0 se plantea un problema PVj de la forma (9.3.3)—
(9.3.4) donde By es una perturbaciéon de By j : V — R, estd dada por

(10.4.2). Se tiene el siguiente teorema.

Teorema 10.4.2. Suponemos que se verifican las condiciones del Teore-
ma 10.4.1 y ademds (9.3.1), (9.3.2) y (9.3.6). Entonces, la solucion uy €
W12(0,T;V) del problema PVy converge a la solucién uw € Wh2(0,T;V) del
problema PV en el sentido de que

(19111(1] [l ug — UHC([O,T];\/) =0.
Ademds, éli% log — ollcome =0,

donde oy es el campo de tensiones definido por (9.3.5).

10.5. Contacto con respuesta normal amortigua-

da y rozamiento viscoso

Planteamiento mecanico del problema de contacto. Nos situamos en las
condiciones generales descritas en la Seccién 5 relativas al problema de contacto
unilateral entre un solido deformable y un obstaculo, también deformable.
Ademas, la superficie de contacto esta lubricada y se conoce la presién ejercida
por el lubricante. A diferencia de la seccién anterior, el lubricante posibilita

que no exista un umbral de rozamiento. Por tanto el contacto se modeliza



272 Capitulo 10: Algunos problemas de contacto con rozamiento

con una ley viscoeldstica de la forma (5.4.8), (5.4.9) y el rozamiento con una
ley viscoelastica de la forma (5.4.14), (5.4.15). En estas condiciones, podemos
modelizar el problema mecanico de contacto en la forma del siguiente problema

matemaéatico de contorno.

PROBLEMA P: Hallar el campo de desplazamientos uw :  x [0,T] — R? y
el campo de tensiones o : Q x [0,T] — Sq4 tales que, para todo t € [0,T] se

verifican (10.1.1)-(10.1.4), se cumple (10.1.6) y ademds
(10.5.1)  —o, = k(i,)y +po, o, =—plu P,  enT3x(0,7),

donde 0 < p < 1. La primera expresiéon en (10.5.1) representa la condicién
de contacto con respuesta normal viscosa amortiguada, introducida en (5.4.8),
(5.4.9) , por lo que la presién en el contacto o, depende de la velocidad en la
direccion de la normal, pero sélo bajo compresién. Recordamos que la funcién
po : I's — IR, representa la presién ejercida por el lubricante, k : I's — IR,
representa un coeficiente de resistencia ligado a los materiales involucrados y p :

I's — IR, es una funcién positiva que representa el coeficiente de rozamiento.

Obtencién de una formulacién variacional. Nos situamos en el marco
funcional general establecido en la Seccién 4.1. Recordamos que el espacio V'

viene dado por

V={v=(y)€eH :v=0enl4},

y que utilizando la desigualdad de Korn probamos que con el producto interior
definido por

(u,v)y = (e(u),e(v))g, Vu,velV,

el espacio V' es de Hilbert y la norma inducida es topolégicamente equivalente
ala de H;. Con ayuda del teorema de representacién de Riesz, definimos F'(t)

como en (10.1.8). Por otra parte, sea j : V' — R, la funcién definida por

k

(1052) j(’U) = \/Fs (5((7}1/)4-)2 + PoUy + pi 1 |'U7_|p+1>da Vv e V.
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Supondremos que se verifican
(1053) M?kapo S LOO(F3)7 2 k7p0 >0 de en P37

por lo que j estd bien definida. Sea (u, o) una solucién suficientemente regular
del problema P y t € [0,T]. Utilizando argumentos de convexidad deducimos
que

(@ (B0 (), v — (1)) ey = J(@lt) — j(v) Vo V.
por lo que aplicando la férmula de Green (4.1.3) para v = v — u(t) y, tenien-
do en cuenta (10.1.8) y (10.1.1)-(10.1.4), se obtiene la siguiente formulacion

variacional del problema P.

PROBLEMA PV: Hallar el campo de desplazamientos w : [0,T] — V tal que
se verifican (10.1.13)-(10.1.14) y j : V — R viene dada por (10.5.2).

Existencia y unicidad de solucién. Es una consecuencia directa del Teo-

rema 3.1.3, como se muestra a continuacion.

Teorema 10.5.1. En las hipdtesis (9.2.1)-(9.2.5), (9.2.8)-(9.2.10) y (10.5.3),

el problema PV tiene una tinica solucidn, de reqularidad uw € W12(0,T;V).

Demostracion. Se prueba siguiendo los mismos pasos que en la demostracion
del Teorema 10.1.1, pues solo varian la definicién del espacio V' y de la funcién
j. Dado que V' es un espacio de Hilbert y j es una funcién propia, convexa y
continua en V' (esto es, satisface (3.1.5)), se prueba facilmente que el proble-
ma PV esta en las condiciones requeridas para el problema P, en el Teore-
ma 3.1.3 y en consecuencia, existe una tunica solucién de PV de regularidad

u € W20, T;V), lo que concluye la demostracion. O

Al igual que en secciones anteriores, el campo de tensiones o esta definido por

(10.1.1) y se prueba facilmente que verifica & € W2(0,T; Q). Por tanto, en
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las condiciones del Teorema 10.5.1, el par (u, o) constituye la tinica solucién

débil de P, de regularidad w € Wh2(0,T;V), o € WH2(0,T; Q).

Dependencia de la solucion de PV con respecto a las perturbaciones
del operador B. Se dispone de resultados equivalentes a los de secciones
anteriores. Para cada 6 > 0 se plantea un problema PV} de la forma (9.3.3)—
(9.3.4) donde By es una perturbacién de By j : V — IR, estd dada por

(10.5.2). Se tiene el siguiente teorema.

Teorema 10.5.2. Suponemos que se verifican las condiciones del Teore-
ma 10.5.1 y ademds (9.3.1), (9.3.2) y (9.5.6). Entonces, la solucién uy €
Wh2(0,T;V) del problema PVy converge a la solucién w € W12(0,T;V) del
problema PV en el sentido de que

i — vy = 0.
9{]%”“9 ullcqorvy =0

Ademds, gﬂ% oo — ollcome =0,

donde oy es el campo de tensiones definido por (9.3.5).

10.6. El problema de Signorini en velocidades

Planteamiento mecanico del problema de contacto. Nos situamos en las
condiciones generales descritas en la Seccién 5 relativas al problema de con-
tacto unilateral entre un solido deformable y un obstaculo. En esta ocasion el
obstéaculo es semi-rigido, en el sentido que no es deformable como consecuencia
de la eventual compresién del cuerpo en contacto, pero, no obstante, en ausen-
cia de contacto puede desplazarse en la direccion de la normal. De esta forma
se puede modelizar una situacion en la que la fundacion rigida estd situada
sobre un muelle. En consecuencia, si el sélido deformable se separa de ella, el

muelle propicia que la fundacién rigida se desplace en la direccién de la normal
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hasta una nueva posicién de contacto. Por otra parte, al contrario que en todos

los ejemplos anteriores de este capitulo, el contacto es sin rozamiento.

En estas condiciones, podemos modelizar el problema mecénico de contacto

en la forma del siguiente problema matematico de contorno.

PROBLEMA P: Hallar el campo de desplazamientos uw : Q x [0,T] — R? y
el campo de tensiones o : Q x [0,T] — S4 tales que, para todo t € [0,T] se

verifican (10.1.1)-(10.1.4), se cumple (10.1.6) y ademds
(106.1)  0,<0, @, <0, oy, =0, o, =0  enTyx][0,T].

La primera expresién en (10.6.1) representa que las presiones en el contacto son
de compresién. La segunda expresa que el desplazamiento en la direccién de la
normal es siempre decreciente (esto es, en todo momento aumenta la distancia
con respecto a la posicién original). La tercera expresa que sélo cuando el
desplazamiento normal no varia, se producen tensiones de compresion (esto es,
la fundacién semi-rigida ha vuelto a una situacién de contacto). Finalmente,
la cuarta expresién garantiza que el contacto es sin rozamiento, al no haber

tensiones tangenciales en la zona de contacto.

Obtenciéon de una formulacién variacional. Nos situamos en el marco

funcional general establecido en la Seccion 4.1. El espacio V' viene dado por
V={v=(y)€eH :v=0enl\}

y utilizando la desigualdad de Korn probamos que con el producto interior
definido por

(u,v)y = (e(u),e(v))g, Vu,veV,

el espacio V' es de Hilbert y la norma inducida es topolégicamente equivalente

a la de H;. Definimos el conjunto de velocidades admisibles por

Uy ={veV:v, <0cpd. en 3},
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que es un subconjunto cerrado, convexo y no vacio de V. Por otra parte, sea

7 :V — R, la funcién caracteristica de Uy, esto es

) 0, siv € Uy,
(10.6.2) jlv) =
400, sivé&Uy.

Con ayuda del teorema de representacion de Riesz, definimos F'(t) como en

(10.1.8). Sea (u,o) una solucién suficientemente regular del problema Py

t € [0, 7). De la definicién de U,q y de (10.6.1) se deduce que
o(t)-(v—u(t)) >0 Yv e Uy.

En consecuencia, aplicando la formula de Green (4.1.3) para v = v — u(t) v,

teniendo en cuenta (10.1.8) y (10.1.2)—(10.1.4), se obtiene que
(o(t),e(v—1u(t)))g > (F(t),v —u(t))y Yv & Uiy.
Tenemos la siguiente formulacién variacional del problema P.

PROBLEMA PV: Hallar el campo de desplazamientos u : [0,T] — V tal que
se verifican (10.1.13)-(10.1.14) y j : V — IR, viene dada por (10.6.2).

Existencia y unicidad de solucion. Es una consecuencia directa del Teo-

rema 3.1.3, como se muestra a continuacion.

Nétese que en este caso D(j) = Uyg € V por lo que en este estudio podemos

reinterpretar la hipdtesis (9.2.10) como

(10.6.3) (Ae(ug),e(v))g > (F(0),v)v, Vv € U.

Teorema 10.6.1. En las hipdtesis (9.2.1)-(9.2.5), (9.2.8)-(9.2.9) y (10.6.3),

el problema PV tiene una tinica solucidn, de reqularidad w € W4H2(0,T;V).

Demostracion. Se demuestra siguiendo los mismos pasos que en la demostracion

del Teorema 10.1.1, pues s6lo varian la definicién del espacio V' y de la funcién
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j. Dado que V' es un espacio de Hilbert y j es una funcién propia, convexa y
continua en V' (ver Seccién 1.2), y por tanto satisface (3.1.5), se prueba fécil-
mente que el problema PV esta en las condiciones requeridas para el problema
P4 en el Teorema 3.1.3. En consecuencia, existe una tnica soluciéon de PV de

regularidad w € W2(0,T; V), lo que concluye la demostracién. O

Al igual que en secciones anteriores, el campo de tensiones o esté definido por
(10.1.1) se prueba facilmente que verifica o € W2(0,T’; Q). Por tanto, en las
condiciones del Teorema 10.6.1, el par (u, o) constituye la tnica solucién débil

de P, de regularidad w € WY2(0,T;V), o € WH2(0,T; Q).

Dependencia de la solucion de PV con respecto a las perturbaciones
del operador B. Se dispone de resultados equivalentes a los de secciones
anteriores. Para cada 6 > 0 se plantea un problema PVj de la forma (9.3.3)-
(9.3.4) donde By es una perturbacién de By j : V — IR, estd dada por

(10.6.2). Se tiene el siguiente teorema.

Teorema 10.6.2. Suponemos que se wverifican las condiciones del Teore-
ma 10.6.1 y ademds (9.8.1), (9.3.2) y (9.8.6). Entonces, la solucion ug €
Wh2(0,T;V) del problema PVy converge a la solucién uw € WY2(0,T;V) del
problema PV en el sentido de que

1/ _ . — .
lim [lug — ullcgoryv) =0

Ademds, I {log — olleqome) = 0,

donde g es el campo de tensiones definido por (9.3.5).
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Capitulo 4. Mads detalles relativos a los espacios funcionales de Sobolev
pueden encontrarse en [1, 12, 51, 73] y, con una orientacién més aplicada
a la fisica matemética, en [93, 94]. Una demostracién de la desigualdad de
Korn puede verse, por ejemplo, en [55, pag. 79]. Més detalles sobre la teoria y
aplicacién del Método de los Elementos Finitos (M.E.F.) pueden encontrarse,
entre otros, en [6, 15, 33, 34, 46, 84, 85, 95|. En concreto recomendamos [15]
para un estudio profundo de los operadores de interpolacién y las cotas de
error que se obtienen. El resultado expresado en (4.2.8) se demuestra en el
caso escalar en [59] y ha sido utilizado en numerosos trabajos, por ejemplo en

38].

Capitulo 5. La teoria de la mecanica de los medios continuos puede estudiarse
con detalle en [24, 32, 35, 87|, entre otros. El lector interesado en el estudio de
las leyes constitutivas puede consultar, entre otras, las referencias [20, 50] para
cuestiones relativas a la realizacion de tests experimentales con materiales,
[16] para un estudio matemético profundo de la elasticidad tridimensional, y
[19, 22, 25, 38, 44, 55, 58| para el estudio de problemas relativos a materiales
que responden a leyes en elasticidad, viscoelasticidad y viscoplasticidad. El
procedimiento realizado en (5.3.4)—(5.3.6) estd inspirado en [25, pag. 193].

La ley constitutiva en memoria larga (5.3.6) es utilizada o mencionada en,
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por ejemplo [21, 25]. Otras formulaciones alternativas las encontramos en [95]
o en [22, 58, 88]. El lector interesado en un estudio de caracter general de
los fenénemos de contacto puede consultar, entre otros, [45, 46, 53, 56, 60,
74]. El contacto sin rozamiento entre un sélido deformable y un obstéculo no
penetrable fue introducido por primera vez por Signorini en 1933, para el caso
de materiales elasticos, ver [77]. La existencia y unicidad de solucién puede

consultarse en [30] y su aproximacién numérica en [46].

Capitulo 6. Gran parte de los contenidos de este capitulo se encuentran
publicados con mayor detalle en [67]. Para consultar las referencias relativas
al problema de Signorini nos remitimos a las ya expuestas para el capitulo
anterior. En la demostracion de la propiedad de equivalencia expresada en
el Teorema 6.3.1 no se ha utilizado la ley de comportamiento. De hecho los
mismos argumentos se utilizan, por ejemplo, en [38, 65] para probar la equiva-
lencia entre soluciones a formulaciones variacionales relativas a otros problemas
mecanicos diferentes de nuestro problema P. Los contenidos relativos al resul-
tado de convergencia Teorema 6.3.4 de la Secciéon 6.4 han sido parcialmente

publicados en [70]. Los resultados de la Seccién 6.6 estan incluidos y ampliados

en [80].

Capitulo 7. La condiciéon de contacto con respuesta normal fue introducida
en [b4]. Posteriormente, ha sido utilizada en gran ntimero de trabajos, como
por ejemplo [4, 5, 28, 29, 46, 48, 49, 63|, asociada a una gran variedad de leyes
de comportamiento. Los resultados de este capitulo se encuentran publicados

en [71].

Capitulo 8. Los problemas de contacto con condiciones de no interpenetracién
ni rozamiento entre dos cuerpos linealmente elasticos han sido ampliamente es-
tudiados en [39, 40, 41, 42]. El estudio variacional de este problema entre dos

cuerpos viscopldsticos ha sido realizado en [65] y su aproximacién numérica
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n [38]. Algunos resultados de este capitulo han sido incluidos en [68]. Ha
sido fundamental para la presentacion de simulaciones numéricas el trabajo
previo de otros miembros del grupo como los profesores Burguera y, especial-
mente, Fernandez Garcia. De hecho, remitimos a la tesis de doctoramiento de
Fernandez Garcia [28] y las referencias alli incluidas para un estudio riguroso
de los problemas de contacto entre dos cuerpos y la algoritmica necesaria para

la implementacion de los métodos numéricos.

Capitulo 9. Los resultados de existencia y unicidad de solucién débil y de
dependencia continua respecto del término de memoria en este capitulo pueden
consultarse en [82]. La ley de Tresca puede consultarse en [25, 57|, y més recien-
temente ha sido utilizada en [2, 3]. Los resultados relativos a la aproximacién
numérica pueden verse con mayor detalle en [69]. En concreto, la variante del
algoritmo de penalizacién-dualidad de Bermtudez-Moreno y el desarrollo de la
teoria que justifica su utilizacion, han estado inspirados por el trabajo desa-
rrollado en [90, 91]. Los resultados de Seccién 9.6 relativos a la formulacién en
tensiones del problema de contacto bilateral con rozamiento dado por la ley de
Tresca y que da lugar a un nuevo tipo de inecuaciones variacionales evolutivas
de tipo Volterra, diferente de los dos principales tratados en esta memoria,

estan publicados en [81].

Capitulo 10. Los contenidos de este capitulo representan una ampliacién de
los publicados en [82]. Un estudio profundo acerca de otros problemas de con-
tacto con rozamiento en viscoelasticidad y viscoplasticidad se puede consultar
en [38]. La primera expresién en (10.2.1) y (10.3.1) de contacto viscoeldstico se
emplea en [75, 79]. Finalmente, la primera expresién en (10.4.1) y (10.5.1) ha
sido utilizada en [64] para modelizar el efecto de una capa fina de lubricante,

por ejemplo aceite, a una presién conocida.
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Conclusiones y perspectivas

En la primera parte de este trabajo se han estudiado dos tipos de inecuacio-
nes variacionales evolutivas involucrando términos integrales de tipo Volterra.
Se han obtenido resultados de existencia y unicidad de solucién utilizando ar-
gumentos de operadores maximales monétonos y de punto fijo. Ademas se ha
establecido la dependencia continua de la solucién respecto a los datos, en con-
creto respecto a la funcién de memoria. El andlisis numérico ha sido realizado
en base a estrategias de tipo Ritz-Galerkin y de integracién numérica, y se han
obtenido resultados de existencia y unicidad de solucién y de convergencia para

esquemas semi-discretos y totalmente discretizados.

En la segunda parte de la memoria se han estudiado analitica y numérica-
mente varios problemas de contacto con y sin rozamiento con el nexo comin
de que los sélidos deformables involucrados responden a una ley constituti-
va de viscoelasticidad con memoria larga. Se han establecido formulaciones
fuertes y débiles de dichos problemas y para abordar la existencia, unicidad,
propiedades y aproximacion numérica de las soluciones, se han aplicado los
resultados tedricos obtenidos en un marco abstracto en la primera parte. Tam-
bién se han presentado simulaciones numéricas que ponen de manifiesto visual-
mente aspectos tedricos relevantes como los relativos a la convergencia de la

solucion viscoelastica hacia la solucion eldstica segiin la memoria se reduce o
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la convergencia de la soluciéon de un problema con condiciones de contacto de
respuesta normal hacia la solucién de un problema con condiciones de contacto

de Signorini segun la rigidez del obstaculo se incrementa.

Otros trabajos siguen un esquema similar, esto es, aplicacion de resultados de
inecuaciones variacionales en la resolucion de problemas de contacto. Podemos
citar como ejemplos las tesis [28, 43| o los monograficos [38, 46], para mate-
riales elasticos, viscoeldsticos con memoria corta y viscoplasticos. La principal
novedad que aportamos con respecto a estos y otros trabajos reside en la
incorporacién de los efectos viscoelasticos de memoria larga en los modelos
mecanicos. Esto se traduce en la aparicién de términos integrales de tipo Vol-
terra en las inecuaciones variacionales, lo que a su vez propicia la utilizacién
de unos espacios funcionales, unos operadores y unas metodologias de analisis
y aproximacion numeérica diferentes, que dotan, a nuestro entender, de interés

matematico a esta memoria.

Nos parece también destacable el hecho de haber obtenido un algoritmo para
la resolucion efectiva de las inecuaciones variacionales de segunda especie de la
forma (9.4.16), un problema que, hasta donde alcanza nuestro conocimiento,

no habia sido resuelto satisfactoriamente con anterioridad.

A lo largo de este trabajo ha quedado patente que la mecanica del contacto es
un campo vasto que involucra numerosos dominios de la matematica aplicada,
que a grosso modo podemos englobar en modelizacién, andlisis matematico,
analisis numérico y programacion. Pese a que el progreso en los tltimos anos
se puede calificar de espectacular, son numerosos los problemas que siguen
abiertos, en todas y cada una de las especialidades citadas anteriormente. En
numerosas ocasiones, el avance en uno de los campos requiere del avance en
otro(s) y lo que ain es mds interesante, las dificultades solventadas en uno de

ellos pueden simplificar el estudio en otro(s). Un ejemplo claro lo tenemos en
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esta memoria, dado que las formulaciones débiles de los problemas de contacto
han motivado el estudio de nuevos tipos de inecuaciones variacionales evoluti-
vas en espacios de Hilbert y, a su vez, este estudio abstracto permite demostrar
existencia, unicidad y propiedades de las soluciones débiles de aquellos. Esta
fertilizacién mutua es uno de los aspectos mas atractivos, hoy por hoy, de la

mecanica del contacto.

En lo referente al estudio desarrollado en este trabajo, destacamos que restan
muchos problemas abiertos. En primer lugar, notese que todos los problemas
son cuasiestaticos, por lo que una continuacién natural seria abordar el estudio
de problemas dindamicos. Aunque existe algin trabajo de otros autores en este
sentido (ver [31]), no hay resultado de unicidad de solucidn, esta restringido
a un tipo concreto de ley de contacto y no tiene en cuenta el rozamiento.
Tampoco tenemos constancia de que existan resultados de andlisis numérico

para el caso dinamico.

Otro aspecto interesante consiste en intentar un estudio asintético, conforme

T — o0, lo que imposibilita numerosas acotaciones realizadas en este trabajo.

Por otra parte, la restriccion sobre la medida de la frontera de fijacién es
necesaria para poder utilizar la desigualdad de Korn, instrumento clasico para
obtener resultados de unicidad, pero de ninguna manera infranqueable. La
extension de los resultados presentados en este trabajo al caso no coercivo (i.e.

'y = 0) vale, sin duda, una investigacién mas profunda.

Otra via de investigacién a considerar consiste en la extension de los resultados
numeéricos sobre los problemas con rozamiento a todos los casos estudiados
analiticamente. Actualmente, sélo la ley de Tresca se beneficia del estudio
tedrico (véase [69]). Ademds, convendria abordar la extensién de la resolucién

numérica al caso 3D.
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Finalmente, en todos los problemas de contacto con rozamiento estudiados, la
tensién normal y la tangencial estdn en funcién de potencias de la velocidad
normal y tangencial. Como se ha visto, esto estd directamente relacionado con
la categoria de funcionales j que estan involucrados en las respectivas formula-
ciones variacionales. Una importante extensién de los teoremas de existencia y
unicidad de solucion contemplaria la utilizacion de funcionales j mas generales
que dependieran a la vez de una funcion y su derivada y permitiria aplicaciones,
por ejemplo, a problemas de contacto con respuesta normal y rozamiento (ver

por ejemplo, [38, 46, 48, 63]).

Pero los fenémenos de contacto son mucho mas ricos ain. Trabajos recientes
incorporan los efectos térmicos, el desgaste, la adherencia y el dano en el es-
tudio de varios modelos involucrando materiales elasticos, viscoelasticos con
memoria corta y viscoplasticos (véase [76], donde un “state of the art” de estos
problemas estd hecho con detalle). No tenemos constancia de que un trabajo
similar haya sido realizado para materiales viscoeldsticos con memoria larga vy,

en consecuencia, una continuacién de esta memoria podria incluirlo.

De la bibliografia consultada se desprende que el progreso en los tultimos anos
en el estudio de modelos matematicos del contacto es impresionante. Los in-
vestigadores en mecanica del contacto pueden felicitarse por haber abierto una
brecha en su objeto de estudio, y de haber sentado los cimientos de una futura
Teoria Matematica de la Mecanica del Contacto, cuyo surgimiento tenemos el

placer de contemplar.
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Contact phenomena involving deformable bodies are very common in industrial processes, for example,
in the automotive industry, metal forming or construction, but also in everyday life. Some examples of
that are the contact between brake pads and wheels, tires on road, piston with skirt or orthodontic wire
with brackets. In al these cases, friction is one of the most important tribological phenomena linked to
contact. As a consequence, a considerable effort has been made in recent years in the study of different
forms of contact and friction for awide range of materials. Since the 60s of the 20" century, the classical
mechanics modelize these phenomena, which are strongly non-linear, by using differential inclusions and
analyse them by using arguments of the theory of maximal monotone operators, which leads to
formulations in terms of variational inequalities. The problems without friction are afirst step towards the
study of more complex and realistic problems involving friction.

On the other hand, the research in solid mechanics has overcome the classical models in elasticity, which
had been deeply studied. Nevertheless, they were unable to describe realistic phenomena as hardening,
relaxation, permanent deformations or aging of materials. Thus, more complex models were needed to
solve those difficulties.

This work intends to be a contribution in this field, performing the mathematical and numerical anaysis
of several contact problems for a specific kind of materials which follow a viscoelastic with long-term
memory constitutive law. The main feature of these materials, from a mechanical point of view, isthat the
evolution of stresses and deformations does not depend just on what is happening “now” to the material,
but also on what had happened “before”, i.e., on their history or memory. In nature, several kinds of
polymers, gums and wood have a mechanical behaviour which fit this model.

The contents in the manuscript are the result of the study of severa contact problems for viscoelastic
materials with long memory. Most of the main results derived are published or accepted for publication in
specialized international journals.

We assume that the effects of the inertia are negligible, and study quasistatic problems. Some of them
involve friction while others do not. The variational formulations obtained can be cast into two different
abstract frameworks which consist of two different classes of evolutionary variational inequalities in
Hilbert spaces, which at our knowledge had not been studied before. The first class, which is called
“variational inequalities with Volterra integral term”, is associated to contact problems without friction.
The second class, which is called “integro-differential Volterra variationa inequalities”, is mainly
associated to frictional contact problems. Their analysis is based on arguments of the theory of monotone
operators in Banach spaces and afixed point strategy.

Thus, the goal of thiswork is double. On one hand, we study the existence and uniqueness of solution, the
properties and the numerical approximation of two different kinds of evolutionary variational inequalities
in Hilbert spaces. On the other hand, these theoretical abstract results are applied to the variational and
numerical analysis of avariety of contact problems for viscoel astic materials with long memory. Amongst
them, we can highlight the frictionless unilateral contact problem between a deformable body and a
foundation which can be either rigid (in this case it is best known as contact problem with Signorini
conditions) or deformable (where the contact is modelled by using the normal compliance conditions), the
contact problem between two deformable bodies without interpenetration nor friction, the bilateral and
frictional contact problem between a deformable body and a rigid foundation (where the friction is given
by the Tresca law) or the unilateral contact problem between a deformable body and a semi-rigid obstacle
without friction.

In general, for each contact problem, we have performed the analysis of the existence and uniqueness of a
weak solution, and, for the most of them, we have studied the numerical approximation of that solution,
including error estimations by using the Finite Element Method, finite differences and numerical
integration. For these contact problems, we have aso derived numerical algorithms and implemented
them on computer. Thus we show results of several numerical simulations for 1D, 2D and 3D test
problems as well.
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