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Mi interés por la superficie de Clebchs conteniendo 27 rectas reales
viene de haberla encontrado reiteradamente en articulos divulgativos
sobre esta superficie y la configuracion de las 27 rectas contenidas en

ella estudiada por el gedbmetra Suizo Ludwig Schlafli.

He manifestado al profesor Manuel Pedreira mi deseo de realizar un tfg
en donde pueda describir cémo se ha llegado a descubrir esta superficie
y sus 27 rectas. Asicomo estudiar las propiedades més importantes

relacionadas con dicha superficie. Por ejemplo su racionalidad.
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Resumo

Probase a existenza dunha recta na superficie ctibica lisa de P3. A partir de aqui e mediante
argumentos xeométricos atopanse as 27 rectas de ciibica e traducese as relacidns entre elas en
ntmeros de interseccions. De xeito natural faise o estudo do Grupo de Picard da cibica, amosando
que toda curva C C S da cibica é linealmente equivalente a unha combinacién lineal de 6 das
rectas da ciibica e unha coénica residual nun plano contendo a unha determinada recta de S. O
concepto linealmente equivalente é suxerido pola deformacién continua das intersecciéns de dous

planos ca superficie S.

Abstract

It is proved the existence of a straight line on the smooth cubic surface of P3. From here
and through geometric arguments the 27 straight lines and the relationships between them are
translated into intersection numbers. Naturally, the study of the Picard Group of the cubic is
carried out, showing that every curve C' C S of the cubic is linearly equivalent to a linear
combination of 6 of the lines of the cubic and a residual conic in a plane containing another line
of the family. The concept linearly equivalent is suggested by the continuous deformation of the

intersections of two planes with the surface S

VII



Introducion

Neste TFG exponse un dos temas clasicos da Xeometria Alxébrica: A existencia de 27 rectas
nunha superficia ctibica lisa S do espazo proxectivo ordinario P3. Na literatura contemporanea,
[H77], a exposicion faise considerando dita superficie como unha da familia de superficies de Del
Pezzo |[DP87]. Dita superficie ven sendo a realizacion proxectiva do sistema lineal e completo
das cubicas planas pasando por 6 puntos en posicién xeral. Isto quere dicir que nunca 3 dises
puntos estan sobre unha mesma recta, e nunca os 6 estan sobre unha conica. As 27 rectas e as
configuracidons xeométricas existentes entre elas xorden de xeito natural coma imaxe de rectas
do plano determinadas por cada doéus dises 6 puntos , ou imaxe de conicas pasando por cada b
dentre ises 6. De feito a superficie ctibica lisa ¢ isomorfa 4 explosiéon do plano P? neses 6 puntos
e as 6 rectas excepcionais F; representando os entornos infinitesimais de primer orde dos puntos

en posicién xeral completan,canda as xa mencionadas, as 27 rectas da ctibica lisa S C P3.

Por suposto, a proba clasica do teorema non se fixo por iste método. De feito nin A. Cayley,
nin G. Salmon cofiecian o concepto de explosién do plano proxectivo nun punto que chegaria
40 anos mais tarde da publicaciéon diste resultado cos métodos hiperespaciéis introducidos por
G. Veronese e E. Bertini [E23]. Primeiramente A. Cayley proba a existencia dunha recta nunha
superficie ctibica lisa S C P3, e faino usando o chamado Principio de enumeracion das constantes
ou tamén conecido coma Principio de Pliicker - Clebsch cuxa versiéon contemporanea é o Teorema
da Dimension das febras dun morfismo. Probas diste resultado facendo uso diste Principio-
Teorema , escritas contemporianeamente mais con ideas clasicas para atopar explicitamente as
27 rectas, son as divulgadas por D. Mumford en [M95], M. Reid en |[R88| e I. Shafarevich [S8§].
Porén a proba de Salmon [S14] da existencia dunha recta na superficie cibica é mais acorde
cos métodos da Xeometria Alxébrica da época (1847), daquela chamada Xeometria Prozectiva

Hiperespacidi, e fai uso da teoria de Resultantes dunha familia de polinomios.

Unha proba da existencia dunha recta seguindo iste método expona K.Hulek [K03| no capitulo
5, paxina 144 e seguintes. De feito, K. Hulek obtén un polinomio resultante de grao 27 cuxas
solucidons son 27 raices simples, cada unha delas correspondendo a unha dentre as 27 rectas.

Despoéis as configuracions entre as rectas, acddanse maiormente por argumentos xeométricos.

VIII



INTRODUCION IX

A idea para iste TFG xorde do feito de que a motivacion de Cayley e Salmon para o seu
teorema, ven da existencia de exemplos de superficies ciibicas téis que: tendo un punto singular,
ou ben non contenen rectas, ou ben contefien unha infinidade delas. Véxanse os exemplos na
seccion 2.5. K se a cibica é lisa contén 27 rectas. Unha destas superficies lisas foi atopada por
Clebsch e as suas 27 rectas son de puntos reais. Outro exemplo importante é a cubica lisa de
Fermat. O procedemento empregado consiste en argumentar coma Cayley a existencia dunha
recta na superficie ctbica lisa e logo, empregar argumentos xeométrico -alxébricos, para atopar

as 27 rectas e as relacions entre elas.

O TFG dividese en 4 capitulos: no capitulo 1, exponense as definiciéns béasicas do que en-
téndese por un pechado de Zariski e propiedades elementais dista topoloxia, e enuncianse dous
resultados indispensabels na Xeometria Alxébrica. Dunha banda o feito de que mediante unha
aplicacién regular entre variedades proxectivas, a imaxe de todo pechado de Zariski volve a ser

un pechado de Zariski, e o xa mencionado Teorema da Dimension das Febras.

Xa no capitulo 2, probamos a existencia dunha recta nunha superficie ciibica lisa, e facemos
explicitamente o argumento 6 xeito dos clasicos destacando que ven garantido polo Teorema da
Dimension das Febras. Temos que manexar a familia de rectas do espazo proxectivo ordinario P3,
o que nos obriga a introducir as chamadas coordenadas de Pliicker e a sta representacién coma
puntos da cuddrica non dexenerada Q4 C P?. Isto introduce o chamado mergullo de Pliicker. Facer
uso das coordenadas de Pliicker dunha recta en P2, permitenos explicitar que a condicién de que
unha recta esté contida nunha superficie ven reflexado na existencias de ecuaciéns polinémicas
homoxéneas onde aparecen as coordenadas da recta e os coeficientes da superficie S C P? de
ecuacion dada F'(Xo, X1, X X3) = 0. Finaliza o capitulo dando exemplos explicitos de ctibicas
que, ou ben non contenen rectas, ou contenen unha infinidade, sendo sempre singulares, ou

contenien 27 rectas que podemos explicitar usando as stias coordenadas de Pliicker.

O capitulo 3 adicase totalmente a probar o Teorema da existencia das 27 rectas, que cha-
mamos Teorema de Cayley-Salmon, e coma consecuencia da existencia particular de duas rectas
disxuntas, probase na seccién 3.3, a siia racionalidade. Destaca na proba exposta que admitindo
xa a existencia dunha recta, e xustificando ca teoria das resultantes, comezamos estudando os
planos que contendo unha recta deixan coma seccién en S unha cubica dexenerada en 3 rectas
distintas. Istes planos chamanse tritanxentes ordinarios (tanxentes en tres puntos diferentes, os
outros planos tritanxentes son os que cortan en 3 rectas pasando por un punto). A argumentacion
é sempre xeométrica, e a xustificacién é alxébrica. A partires da existencia de 5 planos tritan-
xentes ordinarios atépanse as configuraciéns das 27 rectas entre si. Unha seccion fundamental
diste capitulo é a 3.4 no que un argumento totalmente xeométrico encol dos planos tritanxentes
ordinarios permitenos atopar, salvo proxectividade, unha ecuacién candnica para a ctbica lisa S.

De feito probase que calquer cibica lisa do espazo ordinario P? é proxectivamente equivalente &



X INTRODUCION

superficie dada por un polinomio homoxéneo de grao 3 ben explicitado.

O capitulo 4 é unha ilustracion da teoria de interseccion de curvas nunha superficie (lisa).
A existenza formal dunha teoria de intersecciéon nunha superficie lisa, estd probada no libro de
R. Hartshorne [H77|, capitulo 5, secciéon 1. Porén o feito de que unha ctuibica lisa tena 27 rectas,
e a configuracion entre elas, permitenos introducir de xeito natural, os conceptos de Grupo de
Divisores, e Grupo de Divisores linealmente equivalentes, ou Grupo de Picard. De feito permitenos
introducir nimeros de intersecciéon que reflexan a posicion das 27 rectas da ctubica. Neste punto,
intervén a coénica residual nun plano xenérico contendo unha das rectas da ciibica e probase
formalmente que cada unha das 27 rectas é unha combinacién con coeficientes enteiros de 6 delas
e a conica. Concliese que o Grupo de Picard; isto é o grupo de clases de curvas linealmente

equivalentes na cubica é xenerado por tais 6 rectas e a conica dada.



Capitulo 1
Topoloxia de Zariski

Todos os resultados e definicions deste capitulo, atopanse nos libros de M. Reid [R8§]| e I.
Shafarevich [S8§].

1.1. Definicions e nocidéns basicas

Nesta seccion tratarase de expor a notacion e presentar definiciéns e resultados relevantes
para a comprension do teorema ultimo desta seccién, o Teorema da Dimensién das Febras o cal

nos permitird garantir a existencia de rectas sobre as superficies ctibicas.

Ao longo de todo o traballo, k denotara a un corpo alxebraicamente pechado de caracteristica
cero. Por outra banda A™ (A" « k™) e P" faran referencia ao espacio afin e proxectivo de

dimensién n asociados a k.

A topoloxia sobre a que traballaremos de aqui en diante serd a de Zariski, esta quedaré

determinada ao definir os seus conxuntos pechados.

Definicién 1.1. Diremos que X C A™ é un pechado ou pechado de Zariski cando este é o

conxunto de ceros comuns a unha cantidade finita de polinomios con coeficientes en k.

Podemos estender esta definicién a un espazo proxectivo P” de xeito anélogo. Diremos que
o punto (ag : aj : ... : ap) € P" é un cero dun polinomio homoxéneo f(Xo, X1,...,Xp) €
k[ Xo, X1, ..., X;] cando f(ag,a1,...,a,) = 0, esta é unha boa definiciéon por ser f un polinomio

homoxéneo.

Os pechados de Zariski tamén reciben o nome de conxuntos alxébricos. Segiin sexan subcon-
xuntos de P” ou isomorfos a un pechado de A" chamaranse respectivamente conxunto alxébrico

proxectivo ou afin.



2 1. Topoloxia de Zariski

Definicion 1.2. Diremos que X C P™ é un conxunto alxébrico cuasi-proxectivo se é localmente
pechado, é dicir, se é a interseccién, dentro dun espazo proxectivo, dun aberto e un pechado de

Zariski.

Definicién 1.3. Diremos que S C P" é unha hipersuperficie de grao m definida por F' = 0 cando
S é un conxunto pechado definido polo polinomio homoxéneo F' de grao m. Explicitamente se
F ¢ un polinomio homoxéneo de grao m, F' € k[Xo, X1, ..., Xp]\{0} enton S := {(ap : a1 : ... :
ap) €EP"/F(ag:ay:...:ay) =0}

Notemos que o conxunto de todos os polinomios homoxéneos de grao m con n + 1 variables
con coeficientes en k forman un k-espazo vectorial de dimension (mnt") Observando que dous
polinomios de este espazo definen a mesma hipersuperficie se e s6 se tefien coeficientes propor-
cionéis, é dicir se ambos polinomios pertencen a mesma clase de equivalencia baixo a relacion
de proporcionalidade. Este feito expén que o conxunto de hipersuperficies de grao m en P" estéa
(")

m

en correspondencia biunivoca cos puntos de PV onde N := — 1, cada punto de PV est4 a

representar unha clase de polinomios con coeficientes proporcionais e dicir unha hipersuperficie.

Definicién 1.4. Un conxunto pechado X dise redutible se existen subconxuntos pechados pro-

pios X1, X9 & X tais que X = X; U Xy. En caso contrario X dise irredutible.

Definicion 1.5. Unha variedade alxébrica serd un conxunto alxébrico, proxectivo ou afin, irre-
dutible.

Definicién 1.6. Sexa X C P™ un conxunto alxébrico cuasi-proxectivo, f : X — k cociente de
dous polinomios homoxéneos do mesmo grao ( f = g) Diremos que f e regular en x € X se
Q(z) # 0, é dicir, se f define unha funciéon nunha vecinanza de z. Se f e regular Vo € X enton

f dirase regular en X.

Esta definicion permitenos introducir o concepto de anel de coordenadas de X o cal nos

facilitaré distinguir se tal conxunto X e unha variedade ou non.

Definicion 1.7. Sexa X C P™ un conxunto alxébrico cuasi-proxectivo, definese o anel de coor-
denadas de X como o conxunto de todas as funcions f = g regulares en X, este serd denotado

por S[X]. Cando X C A" é unha variedade afin o anel de coordenadas suele denotarse por A[X].

Unha aplicacion f = (f1, fo, ..oy fn) + X — A™ & regular se f; : X — k é regular Vi €

{1,..,n}.

Se X C A" entén X é variedade alxébrica se e s6 se A[X] é un dominio. Cando Xe unha
variedade alxébrica afin entén o corpo k(X) das funcions racionais sera definido como o corpo
das fraccions do domino A[X]. Se X e un conxunto cuasi-proxectivo enton k(X ) = k(U) con U

un aberto non vacio de X.



1.2. Teoria de dimension 3

Por dltimo extenderemos o concepto de regularidade a funciéns entre variedades alxébricas.

Definicion 1.8. Sexa f: X C P" — Y C P unha aplicacién entre variedades, f é dita regular
se dado x € X e un entorno afin NV de f(x) € Y (f(x) € N), existe unha vecinanza aberta U de
x (x € U) tal que f(U) C N e ademéis f: U — N é regular.

Teorema 1.9. A imazxen dun conzunto alzébrico proxectivo por unha aplicacion reqular entre

variedades proxectivas e pechada.

1.2. Teoria de dimension

Definicion 1.10. A dimensién dunha variedade proxectiva X é o supremo das lonxitudes das

cadeas de pechados irredutibles ordeados por inclusién estricta, esta denotarase por dimX.
dimX =sup{n e N/ I {p} =Yy C Y1 C ... CY,, = X unha cadea de irreducibles de X}

Tense que p é un punto de X e cada Y; é unha subvariedade irredutible de X. Deste xeito dimX
¢é a lonxitude da cadea de irredutibles mais longa que podemos construir entre un punto p € X

e a propia variedade X.

Definicién 1.11. Se Y C X unha subvariedade pechada de X entén o nimero dimX — dimY

é chamado codimensiéon de Y en X.

A continuacion presentaranse algins resultados sobre a dimension de variedades.

Proposicion 1.12. Sexan X eY conzuntos alxébricos. Enton tense que:

1. Se X € irredutible e U C X € un aberto de X enton dimU = dimX.
2. Se X eY son irredutibles enton dim(X xY) = dimX + dimY .

3. Se X CY enton dimX < dimY . Por outro lado se Y ¢ irredutible e X e pechado en'Y
con dimX = dimY enton X =Y.

Definicion 1.13. Sexa f : X — Y unha aplicacion regular entre variedades e y € Y o conxunto

f~(y) chamase febra de f sobre y, e é un subconxunto alxébrico de X.

Teorema 1.14. (Dimension das Febras). Sexa f : X — Y unha funcion reqular sobrexectiva

entre variedades se dimX =n e dimY = m tense que m < n e ademdis:

1. dimF > n —m para toda comporiente F da febra f~1(y) cony € Y arbitrario.
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2. Eziste un aberto non vacio U CY tal que dimf~1(y)=m —n cony € U.

Teorema 1.15. f : X — Y unha aplicacion reqular sobrexectiva entre conzuntos alrébricos
prozectivos. Suporamos que Y € irredutible e que todas as febras f~1(y) cony € Y son irredutibles

e da mesma dimension. Enton X € irredutible.



Capitulo 2
Rectas sobre superficies

As definicions e resultados que exponiemos nesta seccion estan sacados de [J92].

2.1. Descripcién dunha recta

Para estudar as rectas de P3 aportaremos tres formas de interpretalas. Se L C P? é unha

recta enton:

1) (Descripcion xeométrica) L é o méais pequeno subespazo proxectivo contendo os dous puntos
de P3. Se (ag : a1 : as : a3),(bg : by : by : b3) € L enton L = {(Aag + pbg : Aay + uby :
Aag + pby = Aag + pbg) /A, p € k\{0}}. Véxase [2.1a]

2) (Descripcion dual) L é a interseccion de dous planos distintos.Véxase

3) (Coordenadas Pliickerianas)

A dificultade de caracterizar unha recta das duas primeiras formas radica na arbitrariedade

da escolla de dous puntos ou dous planos.

2.2. Coordenadas de Pliicker

Teorema 2.1. (Merqullo de Pliicker): Existe unha bizeccion entre as rectas de P e os puntos

dunha hipersuperficie cuddrica Q4 C P°.
{rectas de P3} «— {(po1 : po2 : Po3 : P12 : P13 : P23) € P°/po1p2s — poap1s + pospiz = 0}

5



6 2. Rectas sobre superficies

(a) Descripcion xeométrica
(b) Descripcion dual

Figura 2.1: Visualizacion de 1) e 2)

Onde a recta que pasa por a = (ag : a1 : az : as) eb = (b : by : by : b3) estd en correspondencia

a; aj
co punto de coordenadas p;; := det ( ’ b]> = a;b; — a;jb;
i Yy

Demostracion. Sexan (ag,a1,as,a3) e (bg,b1,ba,b3) vectores linearmente independentes de k*
tais que (ap : a1 : az : as),(bo : by : by : b3) € L. Para ver que o mergullo estd ben definido
tomemos outros dous vectores (cq, c1,c2,¢3), (do,d1,ds,d3) € k* tais que (co : 1 : co @ c3), (do :
dy : dg : d3) € L.Digamos que ¢; = A\ja; + pid; e d; = Aea; + pad; pra certos Aq, 1, Ao, 2 € k e
i€{0,1,2,3).

A -
Tense que - a e e Lo @ dr a2 as é dicir det S
do di dp d3 A2 p2) \bp b1 by b3 d; d;

A A
—det | ! i pij e dado que det LM =# 0 temos que a aplicacion esté ben definida.
Ao p2 A2 pi2

Para ver a implicacién cara a dereita como os vectores a e b son linearmente independentes

a; aj
existen ¢ < j con det ( ’ ]> = 0, sen perda de xeralidade podemos supor i =0 e j = 1 entén
v Y

ay a
det <bo b1> # 0. Partindo deste feito existirad unha transformacion proxectiva que nos permite
o 01

apg a 10
supor tamén sen perda de xeralidade que <b0 bl> = (O 1) . Asi de esto e da definicién dos
o 01
pi;j obtense que po1 = 1,po2 = b2, po3 = b3, p12 = —az,pi13 = —a3 e pa3 = azbs — azby de onde se

conclue que po1p23 — po2p13 + po3p12 = 0.

Reciprocamente dado un punto (po1 : po2 : pos : P12 : P13 : pe3) € P° satisfacendo pgipes —
Po2p13 + pozpi2 = 0 e suponendo sen perda que pg; = 1, determina unha tnica recta, aquela que
pasa por (1:0: —pj2: —p13) e (0: 1 : po2 : po3), tales puntos obténense ao resolver nas variables

a;,bj con 4,5 € {0,1,2,3} o sistema de 8 ecuacions :
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po1 =1
Po1P23 — Po2p13 + pozpi2 = 0
Dij = aibj - ajbi con (27]) € {(07 1)(07 2)(073)(17 2)(173)(273)}

Algunhas observacions sobre este resultado e a stia demostracion:

(12) A suposicion pg; # 0 non restrinxe a xeralidade da proba pois dado (po1 : poz2 : po3 : P12 :
p13 : p23) € P non todas as compofientes son simultaneamente nulas. Tomar pg; # 0
dinos que a recta L non interseca a recta Ho N Hy = {(0: 0 : x5 : x3)/(x2 : 3)P'} onde
H; = {(z0 : 71 : x2 : 23) € P3/2; = 0} & un plano. E dicir:

po1 #0 < LN (HyNHy) =0

»

Se po1 # 0 podemos supor pg; = 1, de ahi concltese que L pasa por (1:0:a2:a3) € Hy e
por (0:1:by:b3) € Hylogo LN (HyN Hy) = 0.

" e

To 1

Yo Y1
linearmente dependentes, por ende existen constantes non simultaneamente nulas «, 5 € k

tais que a(zo, z1, z2, 3) +B(Y0, y1, y2,y3) = (0,0, axa+ By, axz+PBys) € LN(HoNHy) # 0.

Se supofiemos que pg; = det ( ) = 0 tense que os vectores (zg,z1) € (Yo,y1) son
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(2%) A partir da descripcion de L a partir de dous puntos podemos obter a descripcion de L
como interseccion de dous planos. Se (1 : 0 : az : a3),(0 : 1 : by : b3) € L tense que
L = {(x0 : 21 : agwo + bowy : azzo + b3z1)/(wo : 21) € P} = {(z0 : @1 : 22 @ @3) /22 =
asxy + boxry € x3 = azxo + bsx1}. Logo L é a interseccion de 11y = {(zg : z1 : agzo + baxy :
x3) /(20 : 21 : w3) € P2} e Iy = {(z0 : @1 : agwo + bawy : 23)/ (w0 : 71 : x3) € P?}.

(3%) Sabemos que o plano proxectivo P? e localmente afin, ¢ dicir se [ e unha recta en P? ent6n
P2\{I} = k? deste xeito as rectas de P que non intersecan & recta Hy N H; forman un
espacio afin 4-dimensional mediante Ho\(Ho N Hy) x Hi\(Ho N Hy) = A% x A2. Doutro

xeito:

{A%} <— {(po1 : Po2 : Po3 : P12 : P13 : Pa3) € PP /po1 = 1 € po1pas — Po2p13 + po3pi2 = 0}

Esta bixeccion fai corresponder un punto (az,as, b, b3) € A* con (1: by : b3 : —as : —agz :

aobg — a3b2) € Po.

A importancia préactica do mergullo de Pliicker é que nos permite manexar as rectas de P3
ao través das stas coordenadas de P, unha expresion sinxela que nos aparta da tediosidade de

representala como unién de dous puntos ou interseccién de dous planos.

Esta simplicidade permitenos traducir alxébricamente o feito de que duas retas de P3 se

intersequen ao través dunha tnica expresién que relaciona as sdas coordenadas de Plucker.

Proposicién 2.2. Dias rectas en P? con coordenadas de Pliicker (po1 : po2 : Po3 : P12 : P13 © P23)

e (qo1 : qo2 : o3 : q12 : q13 : q23) intersécanse se e SO se Po1qa3 — Po2q13 + Po3q12 + P12Go3 — P13G02 +
p23qo1 = 0.

Demostracion. Tomemos a recta unindo os puntos (ag : a1 : az : as) e (by : by : ba : bg) e a recta
unindo (¢p : ¢1 1 ¢a 2 ¢3) e (do : dy : do : ds). Para que estas rectas se corten tenen que estar
no mesmo plano polo que os puntos arriba marcados tenen que ser coplanarios o que equivale
a que os vectores (ag, a1, as,as), (by,b1,be,b3), (co,c1,c2,c3) e (do,d1,d2,ds) sexan linearmente

dependentes, o que se traduce en que:

ayp a1 a2 ag

bp b1 by b
O—det |20 00 92 B3] _

o €1 C2 3

do di do d3

—det [P et [P P) —det [P0 P det [T D) wdet [T DB det [
bo b1 d2 C3 b() b2 d1 d3 bo bg d1 d2
rdet [ ) aet (O P —det [ P det (O P 1det [P P det [C ) =
b1 by dy ds b1 b3 do do by b3 do dq
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= P01G23 — P02913 + Po3q12 + P12903 — P13902 + P23q01-

2.3. Condiciéns para que unha recta esté contida nunha superficie

Consideremos unha superficie S C P? dada pola ecuacion F' = 0 onde F € k[Xg, X1, X2, X3]\{0}

¢ un polinomio homoxéneo de grao m. Sexa [ C P3 unha recta con coordenadas de Pliicker

(po1, o2, P03, P12, P13, P23)-

Proposicion 2.3. As condicions que expresan o feito de que unha recta L estd contida nunha
superficie S son un niumero finito de relacions alrébricas homoxenéas entre as coordenadas de

Pliicker da recta e os coeficientes do polinomio F' que define a S.

Demostracion. Tratemos de presentar unha representacion paramétrica de L en funcién das stas

coordenadas de Piicker, para facelo construiremos o plano vectorial que a contén xa que este
< . . £ k3\{0 .

plano tera como imaxe a recta L pola proxeccién canénica 7 : k3\{0} — #, onde ~ ¢ a

relacion de proporcionalidade.

Sexan = = (xg,x1,%2,23) € ¥y = (Yo,Y1,Y2,y3) dous vectores linearmente independentes de
k* tais que (xo: w1 @2 :23), (Yo :y1:y2:y3) € L. Sexa L C k* o 2-espazo vectorial xerado
por = e y. Como se verd nunha observacién posterior £ = {(v,y)x — (v,z)y /v € k*}. Asi se v
ten coordenadas (vg, v1, v2,v3) enton o vector (v, y)x — (v, x)y ten coordenadas z; = Z?:o DijVj
onde p;; = x;y; — x;y;. Deste xeito podemos escribir os puntos de L = {(zg : @1 : 22 : x3) €

P3 /(xg, 21,72, 73) € L\{0}} como puntos cuxas coordenadas son Z?:o Dijvj.

Substituindo esta tltima expresion na ecuacion F(Xy, X1, X2, X3) = 0 e igualando a cero os
coeficientes de todos os monomios en v; obtemos ese ntimero finito de relaciéns homoxéneas que

forzan a que L C S. 0
De seguido exponense duas observaciéons acerca da proba.
1) Descripcion explicita da recta, L = {(vipo1 + vepo2 + vspos : —vipo1r + vapi2 + vsp1s :

—V0Po2 — V1P12 + V3P23 1 —VoPo3 — V1P13 — vapas) /(vo,v1, v, v3) € k*\(0,0,0,0)}

2) Vexamos que en efecto £ = {{v,y)x — (v,z)y /v € k*}:

Dado [ € £ arbitrario, por ser x e y xeradores de L existen a,b € k tais que [ = ax + by.

Queremos ver que existe v € k% verificando (v,y)z — (v,z)y = | = ax + by. Igualando
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os coeficientes de x e y a ambos lados da igualddade, equivale a ver que existe v € k*

cumprindo:

(v, ) 1= zoug + T1V1 + T2V2 + T3V3 = —b
(v,9) = Yovo + y1v1 + y2v2 + y3v3 = a
Agora ben, tal sistema é resoluble por seren x e y linearmente independentes. A inclusion

cara a esquerda e inmediata.

2.4. Toda superficie cibica conten unha recta

Recordemos que o conxunto de hipersuperficies de grao m en P2 esta en correspondencia

m+3) 1.

biunivoca cos puntos de PV onde N := ( ™

Sexa Q4 = {(xo: @1 : 22 : w3 : 24) € PP /x025 — 2124 + T273 = 0} a hipersuperficie cuadrica
que é imaxen das rectas de P3 polo mergullo de Pliicker. Consideremos T, C PN x Q4 o conxunto
de pares (A, 1) € PN x Qy tal que a recta [ est4 contida na superficie A. Pola proposicién anterior

tense que I';, é un conxunto alxébrico proxectivo. Queremos calcular a stia dimensién.

Consideremos as proxeccions m : (A, 1) € PV xQy—— A ePNem: (Al ePVx Q1€
Q4, tais aplicaciéns son regulares e para o caso que nos ocupa consideraremos a sua restricciéon

aly,.

Notemos que mo(Ty,) = Q4 é dicir, para cada recta de P? existe polo menos unha superficie

de grao m que a contén.

Agora interésanos o calculo da dimensién das febras my L(1). Para este célculo ao traveso
dunha transformacion proxectiva podemos asumir sen perda que a recta corespondente a [ ven
dada por 29 = 21 = 0 esto é, abusando de notacion, I = {(0: 0 : x5 : 23) /(22 : 23) € P'}. Os
puntos A € PV tais que (A,l) € 7r2_1(l) C T, corresponden as formas F € k[Xy, X1, X2, X3] de
grao m tais que F'(0,0,x9,23) = 0 para todo z2,x3 € k isto é, as formas de grao m tais que
os coeficientes de X%”,X;”_ng, ...XQXQ"”_l,X:T son nulos. Logo a codimensiéon do subespazo

751 (1) € m + 1 por tanto dimmy *(1) = N — (m +1).

Sabiamos que I',, era un conxunto alxébrico; ademais, séguese do teorema [1.15| que I', €
irredutible e por ende variedade alxébrica. Aplicando a segunda parte do Teorema da Dimension
das Febras temos que dimTy, = dimmo(Ty,) +dimmy (1) = dimQq + 7y (1) =44+ N —(m+1) =
N —-—m+3.

Considerando agora a outra proxeccion 7 : I'y, — PN temos que m; (T'yn) e un pechado de
PV por ser imaxe dun conxunto alxébrico por unha aplicacién regular, asi mesmo dimmy(I'y,) <
dimPN.
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A continuacion estudarase o valor de dimm(I'),) en funcion do valor do grao m:

= Caso m>3 : Dado que dimI',, = N —m + 3 cando m > 3 tense que diml'y,, < N. Esto
significa que 71 (I',,) € PV ¢ dicir, non todas as superficies de grao m > 3 contefien algunha

recta. Notese que PV\{m(I',,)} é aberto. En resumo:

Teorema 2.4. Para calquera m > 3, existen superficies de grao m que non contenen

ningunha recta. Mdis ainda, tales superficies son un aberto de PN
» Caso m=1 : As superficies de grao 1 en P? son os planos, e éstes contefien infinitas rectas.

= Caso m—2 : Salvo transformacioén proxectiva existen s6 catro cuadricas en P3: a non sin-
gular, o cono, o plano dobre e a union de dous planos simples. Sabemos que cada unha
destas conten infinitas rectas. Verifiquemos que en efecto contefien polo menos unha recta
ca teorfa disponible. Temos que m = 2 = N = 9. Polo tanto dimI's =9+3—-2=10¢
tamén dimm(I'y) < 9. Aplicando o Teorema de Dimension das Febras temos que o nimero
de rectas & dimmy (1) > dimI'y — dimm(T2) > 10 — 9 = 1.

= Caso m=3 : Neste caso temos N = 19 e diml's = N = 19. Comezamos por afirmar que
existe unha superficie ciibica A con un numero finito de rectas, tal feito serd visto poste-
riormente nun exemplo. Partindo deste feito temos que existe A € P! tal que T 1(A) # 0
e dimmy '(A) = dim{nam de puntos de T'3} = 0 por ser este tltimo un conxunto discreto
finito.

Agora podemos afirmar que dimmy(I's) = dimP'. Vexamolo:

” &7 De xeito inmediato, dimmy(I'3) < dimP = 19

7 = 7 Aplicando a primeira parte do Teorema de Dimension das Febras na febra 7 1(A)
temos que 0 = dimny '(A) > dimT'3 — dimmy(['3), isto & dimmy(T's) > dimI's = 19

Por ser 7 sobrexectiva temos que m(I's) C P9 ¢ un pechado e ademéais coa mesma
dimension que P12 enton my(I'3) = P1Y.

De todo o exposto até aqui xunto co Teorema de Dimensién de Febras séguese o seguinte

resultado para m = 3.

Teorema 2.5. Toda superficie cibica contén polo menos unha recta. Ademdis o subcon-
zunto que parametriza todas as superficies ciubicas que contenen sé unha cantidade finita

de rectas é un aberto non vacio de P9,

2.5. Exemplos de rectas sobre superficies ctibicas

Ao longo dos exemplos seréa a variable Xg a que faga referencia aos puntos do infinito, con-

cretamente estaremos traballando con puntos do infinito se Xy = 0.
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A continuacién exponemos o concepto de regularidade ou non singularidade dun punto nunha

superficie.

Definicién 2.6. (Criterio de Jacobi): Un punto dunha superficie F' = 0 dise singular ou non

liso se todas as derivadas parcias de F' se anulan nese punto.

De xeito analogo temos a definicién xeralizada a superficies.

Definicién 2.7. Unha superficie S definida por F' = 0 é dita regular ou lisa se todos os seus

puntos son lisos i.e. non contén puntos singulares.

A continuacion presentanse distintos exemplos de superficies ctibicas nas que veremos como

varia o ntimero de rectas segin a expresion de dita cubica.

Exemplo 1: Superficie ctibica contendo unha cantidade finita de rectas en P3, sexa S dada

pola ecuacién F' = 0 onde
F(Xo, X1, X2, X3) = X1 X9 X3 — X}

Tal superficie non contén ningunha lifia recta contida en A% (Xo = 1). Se escribimos a ecuacién
dunha recta afin na forma X; = a;t + b;,a;,b; € k con i = 1,2,3 e substituimos na ecuacién
anterior obtemos unha contradicion (ver mais abaixo). Pola contra a interseccion da superficie

co plano do infinito Xg = 0 contén 3 linas, éstas son L; : zg = x; = 0.

Notemos que polo Criterio de Jacobi para esta superficie os puntos {(0:1:0:0),(0:0:1:
0),(0:0:0:1)} son singulares.

Verifiquemos agora a contradiciéon que marcabamos arriba substituindo X; por a;t + b; con
i=1,2,3 e Xg = 1. Chegamos a unha igualdade de polinomios na variable t: (a1t + b1)(ast +

ba)(ast + bs) = 1, igualando coeficientes obtemos:

ajasaz3 =0 — a;=0ouays=00uaz3=0
aiasbs + ajagbs + ajazby =0

a1babz + asb1bz + azbiba = 0

bibobs =1 — b1 #£0,ba#£0eb3#0

Temos da 12 expresion que a; = 0 para certo 4, entén substituindo na 22 expresion, como os
bs son non nulos temos ajar = 0 de onde se segue: a; = 0 ou a; = 0. Asumimos sen perda que
a; = 0, substituindo na 3% ecuacién, por ser os bs non nulos, temos que a; = 0. Conclusion: a

recta reducese ao punto (by, by, b3). Contradiccion!

Exemplo 2: Os Conos Ciibicos: Superficies ctibicas con infinitas rectas en P3. Sexa G(X1,-

X3, X3) un polinomio homoxéneo de grao 3 en tres variables. A ecuacion G = 0 describe unha
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curva ciibica plana en "P?” = {(0: z1 : @5 : 23)/(z1 : o2 : x3) € P2}. Agora podemos construir a
superficie cibica S mediante a union das rectas que pasan polo punto da curva (1:0:0:0) que
chamamos vértice e por cada punto {(0: x; : z2 : x3)/G(x1,x2,23) = 0}. S denominase cono de
vértice (1:0:0:0) sobre a curva G=0. O Criterio de Jacobi dinos que o vértice (1:0:0:0) € S é
un punto singular, ademais se a curva plana G' = 0 ten unha singularidade no punto (0:a:b: ¢)

enton cada punto (zg:a:b:c) € S con xg € k tamén é singular.

Observemos que cada recta de S pasando por (0: x1 : 2 : x3) e (1:0:0:0) ten coordenadas
de Pliicker (z1, z2, x3,0,0,0) e claramente existen infinitas rectas sobre S, en verdade tantas como

puntos ten a curva plana G = 0.

N—r-

Figura 2.2: Cono cubico

Notemos que esta definicién de cono pode xeralizarse para calquera curva plana e calquera

vértice fora do plano que contén a dita curva.

Exemplo 3: A Superficie Cibica de Fermat: Sexa
F(Xo, X1, Xp, X3) = X§ + X7 + X3 + X3

Trataremos de escribir as coordenadas de Plucker de todas asrectasde S : F' = 0. Sexa L dada
por (po1,Po2, Po3, P12, P13, P23) € consideremos L C S. Suponamos pg; # 0 e sen perda tomemos
po1 = 1, nese caso L é a recta que une os puntos (1 :0: —pja: —pi13), (0 : 1 : —pg2 : —po3), esto

2

¢,

L={(x:y:—p1az + po2y : —p137 + posy) € P?/(z,y) € k*\(0,0)}
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Como L estd contida en S temos que ver que F(x,y, —pi2 + po2y, —p13x + posy) = 0 con
(z,y) # (0,0) en k2, isto é:

2%+ y® + (—pr2z + po2y)® + (—p13z + posy)® = 0

operando obtemos:

(1= p3y — pis)a® + (14 3y + pgs)y® + 3(po2pds + posp?3) 2%y — 3(P3apra2 + Pispi3)ay? = 0

Temos entoén o seguinte sistema:

Pla+piz=1

Pio +1gs = —1
Po2piy + Pospis =0
P%zpm + P%3p13 =0

(2.1)

Obsérvese que as expresions do sistema non son homoxéneas como indicabamos na proposicion
2.3. Isto é debido a que asumimos pg; = 1 e deshomoxenizamos o problema, porén no que resta
trataremos de obter os valores de pgo, po3, P12, P13 € p23. Para resolver o sistema tentaremos
eliminar unha variable, escollemos pis por ser linear na 42 ecuacion de podemos despexala

sempre que po2 # 0. Isto motivanos a dividir a resolucién en dous casos:

= Caso 1: pp1 = 1 e pp2 # 0 : Da 42 ecuacion de Htemos:

_ DPjap13

12 —
p Ppo

Substituindo na 12 e 32 ecuaciéon de 2.1l obtemos:

P33y + Pis) (Phy — 1ls) = 1§,
Po + 1z = —1

2 /3 3
P03P13(Poe + Pig) =0

Substituindo agora a 2% deste tltimo sistema nas outras duas expresions temos:
3 (3 3 _ .6
P13(Po2 — Pi3) = Po2
po3piz =0

Sendo pg2 # 0 temos que p13 # 0, entén pps = 0 e consecuentemente p1o = 0. Por outra
banda da expresion ng + p83 = —1 obtemos que p%z = —1 e finalmente temos p‘;’?) = 1. De

todo esto obtemos un total de 9 solucions.
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s Caso 2: ppp = 1 e pp2 = 0 : Séguese da 12 expresion de que p3; = —1. Da 3% e 4%

ecuacion , por ser po2 = 0 e po3 # 0 concluimos que pi3 = 0. Finalmente da 22 ecuacion de

2.1| temos que p$, = 1. Neste caso tamén obtemos 9 solucions.

» Caso 3: po1 =0 e pp2 = 1 : Vaéndonos da simetria de F' resolveremos este caso basiandonos

no caso 2, aplicando a permutacion de indices (0213) — (0123) isto é pg1 «~ pp2, P21 “~
—p12, P13 <~ pa3. Logo as solucions deste caso son: pgo = 1,pg1 = pa3 =0 epgg = p:{’z = —1.

Neste caso volvemos obter 9 solucions.

En total obtivemos 27 soluciéns as cales explicitaremos a continuaciéon. Antes de eso fagamos
notar que esas son todas as soluciéns, xa que dos casos 1 e 2 se pg; # 0 implica que pge = p13 =0
ou po3 = p12 = 0, facendo un razoamento anélogo podemos decir que se pg2 # 0 implica que
po1 = p23 = 0 ou po3 = p12 = 0 e se po3 # 0 implica que po1 = pa3 = 0 ou ppz = p13 = 0, € dicir
Po1 € poz non se anulan simultaneamente, logo non hai que considerar ese cuarto caso onde os

doéus son nulos.

V3

Resumo: Se nos referimos por £ a raiz sexta primitiva da unidade % + i73, temos que as 27

rectas contidas na Superficie de Fermat dadas polas stias coordenadas de Pliicker son:

01.(1:=1:0:0:1:-1) 10(1:0:—1:1:0:1) 19.0:1:—-1:-1:1:0)
02.(1:=1:0:0:—€:&) 11.(1:0:—=1:£2:0:¢€%) 20.(0:1:—-1:-£2:€2:0)
03.(1:=1:0:0:€2:—€2) 12.(1:-1:0:—€:1:¢) 21.(1:—=1:0:&:—¢:—1)
04.(1:£:0:0:1:¢) 13.(1:—=1:£:0:1: =8  22(1:—-1:£:0:—=¢:—-1)
05.(1:€6:0:0: —€:—€%)  14.(1:—1:€:€%2:1:-1) 23.(1:—1:€6:—-€%2:1:-1)
06.(1:£:0:0:1:-1) 15(1:-1:0:0:1:-1) 24(1:-1:0:0:1:-1)
07.(1: —¢%:0:0:1:-1) 16.(1:-1:0:0:1:-1) 25(1:-1:0:0:1:-1)
08.(1:—¢2:0:0:1:-1) 17.(1:=1:0:0:1:-1) 26.(1:—-1:0:0:1:-1)
09.(1: —¢2:0:0:1:-1) 18(1:-1:0:0:1:-1) 27(1:-1:0:0:1:-1)

Tamén podemos describilas méis compactamente como tres familias 2-paramétricas de nove

elementos cada unha:
{(1:=X:0:0:p:=Ap)/A=1ep’=1}
{1:0:=X:p:0: )/ X =1epd=1}

{0:1:X:—p:Ap:0)/ X3 =1epd=1}



Capitulo 3

Teorema de Cayley-Salmon

3.1. Teorema de Cayley-Salmon

As definiciéns e resultados expostos tanto neste como no derradeiro capitulo estan recollidos
nos libros de Hulek k.[K03|, Henderson,A.[Hell] e Shafarevich,I.[S88]

Vimos até aqui que dada unha superficie ctibica S C P? sempre existe unha recta L contida na
mesma. A continuacién levaremos un estudo de incidencia para determinar a posible existencia
de outras rectas intersecando a L. Sempre que sexa necesario, por comodidade, podemos supor

a existencia dunha transformaciéon proxectiva que fai que L : xg = 1 = 0.

O polinomio F' € k[Xy, X7, X2, X3] que define a S é unha k-combinacién linear dos 20 mono-
mios de grao 3 en 4 variables (n° monomios:% con M=grao de F';, N=n° variables). Co-
mo a recta L esta contida en S os monomios onde non aparecen Xy e X1, (X%, X22X3, X2X32, Xg’)
tefien que ter coeficientes nulos. Reciprocamente, se os coeficientes dos termos onde non apare-
cen Xy e X son nulos, entén cada monomio posue o factor Xy ou X; e por tanto a recta

L : xg = x1 = 0 esta contida na superficie S : F' = 0.
Atendendo a isto temos que F' ten a seguinte expresion:
F(Xo, X1, X2, X3) = co1. X + c02. X} + co3 X3 X1 + coaXoXF + cos XG X2 + cos Xo X3 +
+Co7XgX3 + CogXng + COQX%XQ + 010X1X22 + 011X12X3 + 012X1X32 +
+ c13 X0 X1 X2 4+ 14X X1 X3 + c15 X0 X2 X3 + c16 X1 X2 X3
onde os coeficientes ¢;; non son todos nulos.
A partir de agora suporemos que S é non singular é dicir que é unha superficie lisa.

Sexa P C P? un plano, cando P interseca & ctibica S determina unha curva plana ctibica. Esta

16
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cubica plana puidera ser a priori unha recta triple, a uniéon dunha recta doble e unha simple, a

unién de tres rectas simples ou a unién dunha cénica non dexerada e unha recta simple.

Definiciéon 3.1. Diremos que un plano P é tritanxente ordinario ou xenérico a S se a sia

interseccion e a unién de tres rectas distintas.

Resaltemos que a palabra tritanxente fai referencia aos tres puntos ou punto triplo onde o

plano e tanxente 4 superficie.

Consideremos agora a familia dos planos P, C P3 que contefien a recta L : xg =1 =0 e

pasa polo punto (a : b:0:0) onde (a:b) € P2, explicitamente:

Py ={(az:bx:y:2)/(x:y:2) € P?}

Cada un deses planos interseca a S nunha cubica plana que conten a recta L, é dicir esa inter-
seccion é a union dunha recta e unha conica. Cando esta conica fose dexenerada e non contivera

a recta L enton o plano P, determina sobre S tres rectas, sendo polo menos duas distintas.

As cuestions que nos interesan a continuacién seran: atopar condiciéns sobre a e b e os
coeficientes de F' que expresen o feito de que P,3) NS sexa a union de tres rectas, determinar a
cantidade de planos tritanxentes contendo a L e saber o nimero de rectas de S que intersecan a

recta L.

Imos comezar analizando o caso particular (a : b) = (0 : 1), e dicir o plano P(g.;y cuxa primeira
coordenada e nula. Isto tradicese en facer: Xg =0, X1 = x, X1 =y, X1 = z na ecuacién F' que

define a S, obtemos asf a ecuaciéon da curva ciibica P, N S:
z(copx? + cr0y® + 122 + cogry + cr12z + ci6yz) =0

Esta curva ¢ a unién da recta L : x = 0 e a conica (z,vy, 2)G(z,y,2)! = 0, onde

1 1
€2 3C9 35C11
_ |1 1
G=]35c0 cio 3Ci6
1 1
3C11  3C16  C12
Proposicién 3.2. A conica (z,y,2)G(z,y,z)! = 0 ¢ dexenerada se e s6 se a matriz G € singular,
€ dicir se detG = 0.

Demostracion. Se a conica é dexenerada significa que algin punto (z¢ : yo : z0) é singular, e polo

Criterio de Jacobi teriamos:

V((l’, Y, Z)G(x7 Y, Z)t)(‘rOy Yo, 20) =0
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n
onde V := (8?() . ¢ o operador gradiente. Tense entén que 0 = V((z,y, 2)G(z, y, 2)") (0, yo, 20) =
7 /L:

2G (20, Y0, 20)t 0 que equivale a decir que a matriz 2G & singular, asf detG = 0 O

Supofiendo no caso particular que detG = 0, para ver que a cibica plana é unién de tres
rectas faltarianos por probar que a recta L : x = 0 non e componente da cénica dexenerada
(z,y,2)G(2,y,2)") = 0 e que esta conica non é unha recta dobre. De esto poderiamos concluir
que o plano Pg.1) : zg = 0 é tritanxente & supercicie ctibica non singular S. Que a recta L non
sexa componente da conica garante a existencia de duas rectas distintas. Agora ben, a conica non
pode ser unha recta dobre pois, se aplicamos o razoamento aplicado a L a unha das compofientes
da recta dobre obtemos que ésta ten que ser distinta as outras duas. Por tanto todo se reduce a

probar:
Proposicién 3.3. A recta L non é componente da conica (z,y,z)G(z,y, 2)t) = 0.
Demostracion. Partimos dunha superficie lisa S definida por F, a afirmaciéon que queremos

probar é equivalente a dicir que z divide ao polinomio coox® + c1oy? +c122% + ooy + cr11 22+ 16y 2,

esto implicaria que a expresion cioy? + c1222 + c16y2 e identicamente nula.

Se aplicamos o Criterio de Jacobi aos puntos (0:0:y : 2z) € L temos:

26-(0,0,y, 2) = cosy® + c152° + cosyz

25(0,0,y,2) = croy® + c122 + c16y2 = 0

FE(0,0,y,2) = Z(0,0,y,2) =0

Sendo k alxébricamente pechado, a ecuacién cuadratica cogy? + c1522 + cogyz = 0 admite unha
solucion (yo, 29) non trivial e polo tanto o punto (0: 0 : yg : 29) € L C S seria singular, o que

contradi a non singularidade de S. O

No caso xeral substituimos X por ax, X1 por bz, Xo por y e X3 por z na ecuacion F' que define
a S. Enton a ciibica plana P, ;) NS é a unién da recta L : x = 0 e a conica (z,y, 2)G(z, y, 2) =0

onde

(cora® + co3a®b + coaab® + coab®) L (cosa® + cizab + coob?) 3 (cora® + craab + c11b?)
G = % (co5a2 + ci3ab + 009b2) (cosa + c10b) % (c15a + c16b)
L (cora? + craab + c11b?) 3 (c15a + c16b) (cosa + c12b)

Notemos que detG é unha forma de grao 5 nas variables a e b con coeficientes dados por
combinacions dos coeficientes c;; de F'. Ao igual que antes a conica é dexerada se e s6 se detG' = 0.
Asi a ecuaciéon det = 0 exp6n as relacions entre a,b e os 16 coeficientes de F' para que a curva

Pap) NS sexa a union de tres rectas non necesariamente distintas.
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Por ser k alxébricamente pechado, existe unha raiz (ag : bg) para a ecuacion quintica detG =
0. Por unha transformacion proxectiva podemos supor (ag : bg) = (0 : 1). Polo visto no estudo

do caso particular temos que P,y é tritanxente a S.

Até aqui temos que dada unha recta L sobre unha superficie ciibica lisa S C P3 existe un
plano P tal que S N P e a unién de tres rectas distintas, sendo unha delas L. Estas tres rectas
s6 poden ter dias configuracions posibles ou se cortan en tres puntos como vemos en [3.1a] ou

concurren nun Gnico punto como se aprecia en [3.1b]

\ L L
a) Interseccion en 3 puntos b) Concurrecncia nun punto
(a) P p

Figura 3.1: Posibles interseccions de 3 rectas

Para atopar o nimero exacto de planos tritanxentes s6 precisamos saber o niimero de raices

distintas (a : b) da ecuacion quintica detG = 0.
Proposicion 3.4. Cada raiz (a : b) de detG =0 ¢é simple.
Demostracion. Como vimos anteriormente (a : b) = (0 : 1) é unha raiz, sera suficiente mostrar

que ten multiplicidade 1. Para probar esto distinguiremos dous casos segtin a configuracion das

tres rectas.

Caso 1 (Tres puntos de interseciéon ): Podemos supor depos dunha transfrmacion proxectiva

que as tres rectas son L; : o = x; = 0 con ¢ = 1,2,3 no plano P.1) : 9 = 0. Neste caso, F' ven

dado por:

F(Xo, X1, Xo, Xg) = X()(CQng + co3XoX1 + 604)(12 + cos X9 X9 + 606X22 + cor X X3 + Cong +
c13X1 X2 + c1a X1 X3 + c15X2X3) + X1 X0 X3

Onde se obtiveron as seguintes simplificaciéns con respecto & primeira expresion de F: cpo =

cog=cip=ci1=ci2=0ecg =1



20 3. Teorema de Cayley-Salmon

Con estas simplificacions e deshomoxeneizando en b a ecuacion detG = 0, obtense:

(601a3 + 003a2 + cl4a) % (co5a2 + clga) % (co7a2 + clla)
det % (c05a2 + Clga) (Coﬁa) % (015a + 1) =0

% (co7a2 + 014a) % (c15a + 1) (coga)

Obviamente a = 0 é unha raiz da ectiacion anterior. Observemos que ésta é simple se e s6 se
o coeficiente de a no polinomio anterior detG é distinto de cero, tal coeficiente é —%004, que é

distinto de cero xa que coq # 0.

A curva cibica P,y NS € a unién de tres rectas distintas Ly, Ly e L3 asi ten tres puntos
singulares, estes son L1 N Ly =(0:0:0:1), LiNL3=(0:0:1:0)e LoNL3=(0:1:0:0),

como estes pertencen a S podémoslles aplicar o Criterio de Jacobi.

Comezamos por aplicar o Criterio de Jacobi aos puntos da forma (0: 2z :y: z) € P.1):

Ia
%Xo (0,2, y,2) = coar® + cosy® + cosz® + c132Y + c1477 + C15Y2

2E00,2,y,2) = yz, Z(0,2,,2) = w2, Z=(0,2,y,2) = xy

Tense que nos puntos (0:0:0:1),(0:0:1:0) e (0:1:0:0) as derivadas g—;,g—)ﬁ e aaTFg
son nulas. Por outra banda c‘?TFO toma os valores cgg, cog € cos en sendos puntos respectivamente.
Como estes puntos pertencen & superficie non singular S necesariamente estes coeficientes son
non nulos. Como a = 0 anula a F' e non 6 seu gradiente concluimos que a = 0 e raiz simple da

ecuacion detG.

Caso 2 (Concorrencia nun punto): Despos dunha transformacion proxectiva podemos consi-

derar que as tres rectas sexan L1 : zg =21 = 0,Lo : xp =29 =0e L3y : zg = 1 + 2 = 0 no

plano P.1) : 2o = 0. Neste caso F' ven dado por:

F(Xo, X1, X2, X3) = Xo(con X§ + coaX? + co6 X5 + cos X3 + co3XoX1 + co5 X0 X2 + corXo X3 +
+e13 X1 Xo + 14 X1 X3 + 15 X2 X3) + X1 Xo (X1 + Xo)

Neste caso as simplificacions obtidas son cgo = ¢11 = ¢12 = ¢16 = 0 e ¢g9 = c19 = 1. Baixo estas

simplificaciéns e deshomoxeneizando en b a ecuaciéon detG = 0 redtcese a :

(001a3 + co3a® + co4a) % (co5a2 + ci3a + 1) % (cot 07a® + cl4a)
detG = % (co5a2 + c13a + 1) (cosa + 1) %clg,a
% (007a2 + cl4a) %01561 cosa
Tense que a = 0 e unha raiz de detG = 0. Analogamente ao caso anterior decir que a é unha raiz

simple equivale a esixir que cog # 0. Neste caso o punto de interseccion Pg.;)NS = L1 N Ly M L3
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¢ (0:0:0:1). Por estar este punto en S aplicandolle o Criterio de Jacobi obtemos a condicién

cos # 0. De feito aplicando o Criterio de Jacobi aos puntos (0:z : y : z) € Pg.1) temos:

Ja
gXO (0,z,y, 2) = coaw® + copy® + cosz” + 132y + c142z + C15Y2

887)1;1(07-7;7:% Z) - 21‘:1/ + y27 887)1(?2(07:(;7:‘/72) = 2.’13:1/ + .’IJ2, %(071'72/72) =0

Enton para o punto a estudar (0:0: 0 : 1) tense que 88—)?1 = 68;;2 = 887)123 =0c¢e 597)1;) = cog. Asi

cog # 0 pola non singularidade de S e por tanto a = 0 e raiz simple. O

A continuacion mostramos algins resultados para exponer as conclusiéons desta seccion.

Teorema 3.5. Sexa S unha superficie cibica non singular en P3. Para cada recta L C S existen
exactamente 5 planos tritanzentes a S contendo a L. Consecuentemente, cada recta L C S

interseca a outras 10 rectas distintas contidas en S.

Tendo probado até aqui os requisitos necesarios podemos enunciar finalmente o seguinte

resultado:

Teorema 3.6. (Cayley-Salmon, 1849): Dada unha superficie cibica non singular en P3,

existen exactamente 27 rectas de P3 contidas na mesma.

Demostracion. Sexa P un plano tritanxente a S e sexan L1, Lo e L3 as rectas de PN .S. Cada
unha destas rectas interseca a outras 10 rectas distintas estando 2 contidas en P e outras 8 féra
de P. Entén podemos contar para cada ¢ = 1,2,3 & recta L; e as 8 rectas que non estan en P

intersecando a L;. O total de rectas obtidas é:
3+3x8=27

Agora s6 falta mostrar que estas 27 son todas as rectas. Suponamos que existe outra recta contida
en S, se estd en P enton tal recta seria algunha das L; que xa foron contadas. Se non esta en P,
intersecao nalgtin punto, como esta recta esté en S o punto de interseciéon con P estard en PN S,

e por elo esta recta intersecaré a algunha recta L;, no entanto estas rectas xa foron contadas. [

Corolario 3.7. Unha superficie cibica lisa en P3 admite exactamente:

275 _
=4

planos tritanzentes.
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Figura 3.2: Configuracién das 27 rectas

Para concluir esta seciéon, facemos fincapé en que a condicion de non singularidade de S é fun-
damental, tanto na prova de que a recta L non é compofiente da conica dexerada (z,y, 2)G(x,y, 2)*

como na prova que que as raices da ecuaciéon quintica detGG = 0 son todas simples. A luz disto

reexaminaremos os exemplos 1) e 2) da secciéon anterior.

Exemplo 1: Sexa a ctbica singular dada polo polinomio:

F(Xo, X1, X2, X3) = X1 X X3 — X
. = c15 = 0, notemos

Empregando a notacién desta secciéon temos: cp;1 = 1,c16 = —1 e cg2 =
x —0 = 21 = 0 estd contida en S. Entén a ecuaciéon quintica, de onde

tamén que a recta L :
sairan as raices que caracterizan aos planos tritanxentes ven dada por:

ad 0 0
detG=10 0 %b = —ia3b2 =0
b 0

Se a # 0 podemos considerar sen perda a = 1 e obtemos a raiz (1 : 0) con multiplicidade 2. Por

outro lado se b # 0, considerando b = 1, obtemos a raiz (0 : 1) con multiplicidade 3. Observemos

o efecto de que as raices non sexan simples.
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No plano Fg.1) : zo = 0 temos a ecuacion da curva ctbica SN Pg.1) ven dada por zyz =0, e
dicir as tres rectas son distintas. Pola contra no plano P1.) : 1 = 0 a ecuacion da curva cibica

SN P.1) ven dada por 23 = 0 o que indica unha recta triple.

Exemplo 2: Os Conos Cubicos: Consideramos o cono ciibico de vértice (1:0: 0 : 0) sobre a
curva plana G = 0 onde G € k[X1, X, X3] € unha forma de grao 3 en tres variables. A superficie
S ven dada pola ecuacion F(Xo, X1, X9, X3) = G(X1, X2, X3).

Podemos supor despois dunha transformacién proxectiva no plano "P2” = {(0 : z1 : z :
x3)/(x1 : 22 : 23) € P2}, que a curva G = 0 pasa polo punto (0:1:0:0). Con eso garantimos
que a recta L : xg = x1 = 0 esta contida na superficie S, e coa notaciéon desta seccién obtemos as
seguintes simplificaciéns: co1 = cp3 = coq4 = Co5 = Cog = Co7 = Cog = €13 = c14 = ¢15 = 0. Entén a

ecuacion quintica que nos caracterizard os planos tritanxentes estd dada por:

3 1. 392 1. 392 1 1
co2b®  5co9b”  5c11b Co2  3C09 3C11
detG = det %Cong Clob %016[) = b5det %Cog C10 %016 =0
1. 32 1 1 1
zc1b®  geb  cizdb 3C11 3C16  Cl12

Vemos que se o determinante anterior que acompaiia ao termo b® é nulo, entén a ecuaciéon
quintica seria idénticamente cero o que caracterizaria infinitas soluciéns e con elo infinitos planos
tritanxentes. Se pola contra tal determinante e non nulo obtemos a raiz (a : b) = (1 : 0) con
multiplicidade 5. En calquera caso o efecto que producen as singularidades é a desaparicion de 5

raices simples para a ecuacién quintica.

3.2. Configuraciéons entre as 27 rectas da ciibica lisa

Seguimos estudando as posibles configuracions e intersecciéns entre as 27 rectas. Estas foron
estudadas polo matematico suizo Ludwig Schdfli. Aqui amosaremos as méis importantes dentro

da teoria de interseccion da cibica lisa.

En primeiro lugar pretendemos probar que non existen triedros sobre unha superficie cabica

non singular S. Definindo triedro da seguinte maneira.

Definicion 3.8. Un triedro é unha figura formada pola unién de tres rectas distintas non co-

planares que concorren nun mesmo punto chamado vértice.

Proposicion 3.9. Unha superficie cibica non singular non contén triedros. En particular, se

tres rectas distintas sobre a superficie concorren nun mesmo punto, entén son coplanareas.

Demostracion. Suponamos unha superficie cibica dada por F' = 0 con F € k[Xy, X, X2, X3]

contefla un triedro. Baixo unha transformacion proxectiva, podemos supofier que dito triedro é
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dado pola recta g = 1 = 0,20 = 22 = 0 e 1 = x93 = 0, e con vérice (0:0:0:1). Enton, en

base a esto podemos escribir ' como:

F(Xo, X1, X, Xg) = Xng(ang + a9 X1 + agXo + a3X3) +
+ Xl(a5X0 + ang)(con + ag X1 + agXo + ang)

Aplicando o Criterio de Jacobi ao vértice (0 : 0 : 0 : 1) concluimos que tal punto é singular. [

Sexa A1 unha das 27 rectas contidas en S. Sexa B unha das rectas sobre .S que non intersecan

Ay

Proposicion 3.10. Existen exactamente 5 rectas sobre S que intersectan simultdinemante Ay e

B;.

Demostracion. Considere a recta A; e as outras dias rectas distintas nun dos 5 planos tritan-
xentes que contenien Aj. A recta B interseca a este plano en algiin punto de A; ou das outras
duas rectas. Non serd en Ap (pois escollemos By de tal maneira que A1 N By = () e non sera na
intersecion das outras dtias rectas (pois xa eliminamos a posibilidade de triedros sobre C'). Por

ende, By corta a dito plano exactamente nunha tinica recta que interseca a Aj. O

By Bs B, By Bg Ay

Cho Ci3 Cus Cis Cis
N\ N A\ A\ \
\ N\ N\ AY N\
Ay As Ay As A

Figura 3.3: Configuraciéon das 17 rectas

Sexan Chg,C13,C14,C15 e Cig as cinco rectas 4s que nos acabamos de referir, isto é, que
intersecan simultaneamente A; e By. Para cada j = 2,...,6, sexa A; a terceira recta no plano
tritanxente no que se atopan By e Ci;, ¢ dicir, a tnica recta sobre a ctibica S que interseca a
By e Cy; simultaneamente e sexa diferente delas. Analogamente, para cada j = 2, ...,6, sexa B;

a lnica recta que interseca as rectas A; e Cy;.
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As 17 rectas descritas enrriba quedan representadas equematicamente mediante a figura [3.3]
Proposicion 3.11. Os seis pares de rectas (A1, Bi), ..., (Ag, Bg) forman unha Configuracion
Bisesta (Double Siz), o que equivale a que se den simultanemante:

1) Ay, ..., Ag non se intersecan dias a dias.
2) By, ..., Bg non se intersecan dias a dias.
3) A; interseca a Bj se e sé se i # j.
Demostracion. Para comprobar a validez do anterior enunciado, é suficiente mostrar que as

seguintes afirmacions son vélidas: a) A; non interseca Ag, b) As non interseca Az, ¢) Az non

interseca By, d) Aj interseca Bs.

a) A; N Az = 0: Ay xa interseca a Ci2, se intersecase a A, enton serfa coplanar coas rectas

Ag, By, (12 e intersecaria tamén a By o que non é posible por construcion. Véxase [3.4a]

b) A; N A3 = 0: Ay xa interseca a Bj, se intersecase a Az tamén, serfa coplanar coas
rectas As, By1,C13 ou sexa, seria unha cuarta recta distinta no plano tritanxente que contén
a As, By, C13, o que non é posible. Véxase

c) A2 N By = (): Az xa interseca a Cig, se intersecase a By tamén, entoén seria unha cuarta

recta distinta coplanar con Aq, By, C12, 0 que non é posible. Véxase [3.4d

d) Ay N By # : Xa sabemos que Ay ten que intersectar o plano tritanxente que contén a

A1, Bs e (3. Xa sabemos tamén que Ay non interseca a A; como vimos en a) e tampouco a

(13, xa que esto implicaria que As interseca a As. Por tanto, Ay ten que intersecar a Bs. O
0 tais 0
12 " . 13 iy By
| A
AQ B1 ’\
B1 \
N M\ # o
(a) ClzﬂAg :Q) (b) ClgﬂClg :® (C) ClgﬂAg :Q]

Figura 3.4: Exemplos (a),(b) e (c)
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Observacion: O numero de Configuraciéons Bisestas, salvando un intercambio entre Ay e By

ou unha permutacién dos seis pares, ven dada por:

27:16:5! _
sar = 36.

Acabamos de ver que para cada par i # j en {2,...,6} as rectas A; e B; intersécanse. Sexa

Cjj a terceira recta no plano tritanxente que contén a A; e Bj.

Proposicién 3.12. As rectas C;; cumpren as sequintes afirmacions:

1. Cyj = Cy; interseca a A;, B;, Aj e Bj, pero non interseca a Ay, e By, con k & {i,7},
2. Cyj e Cy, non se intersecan cando j # k,
3. Ci e Cj non se intersecan cando i # j

4. Ci; e Cy intersécanse cando i, j,k e | son distintos entre si.

Demostracion. A proba pasaréa polas seguintes etapas: a) Veremos que Cj; = Cj; e que interseca
a A;, Bi,Aj e Bj, b) C12 non interseca a Az nin a Bs, ¢) C12 non interseca a Ci3, d) C13 non

interseca a Ca3 e por ultimo e) Cio interseca a Csy.

a) Cj;j = Cji: Sexan i # j. Pola Configuracion Bisesta, A; non intersecan a A; nin a B;, polo
tanto, A; interseca a C;;. Ademais B; non interseca a B; nin a A;, enton B; interseca a Cj;.
Posto que a recta que interseca simultaneamente A; e B; é C;; concluimos que Cj; = Cj;. Que

Cjj interseca a A;, B;, A; e B; é inmedianto por construcciéon e porque Cy; = Cj;.

b) C12N Az = () e Cy1 N By = (): Sabemos que para a Configuracion Bisesta As interseca a
Bs. Se tamén intersercase C12 enton seria coplanar con (e por tanto intersecaria) Aj, o que non

é posible en base 4 Configuracion Bisesta. O raciocinio para Ca; N Bs # () é analogo. Véxase

¢) Ci12 N Cy3 = (: Sabemos que Ci3 interseca a Aj por construccion. Se intersecase tamén

(9, seria unha cuarta recta no plano tritanxente que contén a Aq, By e (12 e isto non é posible.

Véxase [3.50
d) Empregando que C13 = C51 e Cag = C32 € 0 caso anterior, concluimos que Ciz N Caog = ().

e) C12 N C3y4 # 0: No plano que conten a Ap, By e C1a, a recta C34 non pode intersecar a Aq

nin a By (polo caso descrito en b), quedando s6 a opciéon de intersecar a recta Csy. O

Observacion: O ntimero de rectas Cj; con 1 <7 < 5 <6 éigual a 15. Se a isto lle sumamos

as 12 da Configuracion Bisesta, temos descritas tanto as 27 rectas como as sdas interseccions.
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A

(a) CiaNA3 =10 (b) CianNCi3=10
Figura 3.5: Exemplos (b) e (c)
Observacion: O numero de permutaciéns ou simetrias en Sy7 que mantén a configuracion

de interseccion invariante, dito de outro modo, o nimero de automorfismos da configuracion das

27 rectas que preserva o modo no que se intersecan ven dado por:

27-16 - 5! = 51840

3.3. Pares triedrais e normalizacions

Como xa vimos anteriormente, un dos colorarios do Teorema de Cayley-Salmon é o feito de
que a superficie ctibica non singular S admita exactamente 45 planos tritanxentes. Para cada
plano tritanxente H existen exactamente outros 32 planos cuxa interseccién con H son rectas
non contidas na superficie ctibica. De feito, cada recta contida en H N .S pertence a 5 planos
tritanxentes distintos. Deste xeito temos 3 - 4 = 12 planos tritanxentes diferentes de H que o
intersectan nunha recta contida en S, e por tanto existen 45 — 12 — 1 = 32 planos tritanxentes

tais que as tres rectas da stua interseccion con S son diferentes das tres rectas de H N S.

Imos escoller dous planos tritanxentes T e Th tais que a stia interseccién sexa unha recta non

contida en S. Por exemplo, T3 e T5 tais que

TiNS=A4A,UC12U By,

ToNS =Ci3U By U As.

Nesta escolla supostamente particular non hai perda de xeneralidade. De feito, sexa A unha recta
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calquera contida na superficie S e sexa B unha das 16 que non intersecan a A. Sen perda de
xeralidade podemos supor que as rectas anteriores son A; e By. Sexan entéon T e T téis que
NS ={A,Cy,B;} e Ton S ={Cy;, B1, Aj}. Para que os planos T} e Th non tehan rectas en
comun sobre S é necesario e suficiente que 7 # j. Entén, exceptuando unha permutuacion das 27
rectas que preserve a configuracién de interseccién, podemos asumir que ¢ = 2 e j = 3. De ahi

dedicese que esta aparente escolla particular pode ser considerada como xeral.

Os dots planos T e T5 determinan tres planos tritanxentes R, Rs e R3 cada un dos cales
contendo unha recta de 77 NS e unha recta de To N S. De feito, cada recta de T3 N S interseca
exactamente a unha recta de 75 NS, porque se non, a recta de interseccion 17 N7T» estaria contida

en S. Na escolla coa que estamos traballando temos:

RiNS=A4,UCi3U Bs,
RonNS =Ci1oU B U A,

R33N S = By U Az U Cas.

Observamos agora que as terceiras rectas do conxunto 1 NS, Ra NS e R3 N S determinan

elas mesmas un plano tritanxente, que denotaremos por T3, esto é:
T3NS = B3 U Ay U Coas.

Determinamos asi un par de familias de tres planos tritanxentes distintos {T7,7%,73} e
{R1, R2, R3} coa propiedade de que cada plano dunha familia contén exactamente unha rec-
ta de cada plano da outra familia. Os pares como os que acabamos de describir son denominados
como Par Triedral, concepto introducido polo xedmetra suizo Jacob Steiner. O numero de pares
triedrais é dado por:

45-32 __
4532 — 120.

Se escollemos un plano dunha familia e os tres doutra familia, digamos, T;, Ry, Ro e R3 con
i = 1,2,3 pode ser que tefian un punto en comin. De feito, T;, R, Rs e Rs tefien un punto en
comun se e s6 se T; N Ry, T; N Ry e T1 N R3 tefien un punto e comin, é dicir, se as tres rectas
de T; N S se intersecan nun mesmo punto. Cando un plano calqueira T tritanxente & superficie
cibica lisa S é tal que as tres rectas de TN S se intersecan nun mesmo punto, ese plano e ese
punto son denominados como; Plano de Eckardt e punto de FEckardt. No entanto, se escollemos
dous planos de cada familia garantimos que os catro non teian un punto en comun. Por exemplo,
TiNToNRINRy = (T1NR1)N(ToNRe) = A1N By = (. As oito combinacions restantes resolvense
do mesmo xeito como consecuencia inmediata do estudo da interseccion que se da entre as 27

rectas.
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Asi, tras garantir que os planos 17,75, R1 e R non tefien puntos en comun, podemos asumir
baixo a existencia dunha transformacién proxectiva que as ecuaciéns deses planos son respecti-
vamente r9 = 0, 1 = 0, 3 = 0 e g = 0. Con esta simplificacién, o polinomio homoxéneo de

grao 3 que describe & ciibica S tomara a seguinte forma:
F(Xo, X1, X2, X3) = X1 Xal12(X0o, X1, X2, X3) + X0 X3lo3(Xo, X1, X2, X3) .
onde ly2,lp3 € k[ X0, X1, X2, X3,]\{0} son formas lineais non nulas, véxanse:

Lo (Xo, X1, Xo, X3) = c13X0 + coo X1 + c10X2 + c16 X3
loz (X0, X1, X2, X3) = corXo + c1a X1 + c10X2 + cos X3

Esa primeira reducciéon anula 12 coeficientes na equacion, estes son os dos seguintes mono-
mios: Xg’, X3, X3, Xg, XgXl, Xo X%, XgXQ, XoX2, X2X3, X1X§, X2X3e X2X§. Observamos que

as ecuacions dos planos de T3 e R3 son respectivamente l10 = 0 e lg3 = 0.

Para seguir simplificando a expresion de F' estudiaremos as relacion entre os seus coeficientes.

Proposicion 3.13. Os coeficientes cy7, cog, Cog € C19 Son neccesariamente no nulos.

Demostracion. Para probar isto estudiaremos a imposibilidade de interseccién de catro planos

escollidos dous de cada familia {77, 7T%, T3} e {R1, R2, R3} tal e como segue:

Sabemos que non existe (xq : 21 : T2 : v3) € P3 tal que (wg : 21 : 22 : 3) € Ty NT2 N Ry N Ry.

Entén o sistema:

S3 1 coro + 1471 + 1572 + cogrz = 0 co7To + 1471 + €152 + cogrz = 0

TQ : I = 0 I = 0
—

T1 : xTro = 0 €Tro = 0

S1 : r3 = 0 Ir3 = 0

admite s6 a solucion trivial. Portanto temos co7 # 0.

Repetindo este razoamento de xeito analogo para os casos T1 NTo N Ro N Ry = 0,73 N T3 N
RiNRy=0eToNT3N Ry N Ry = () chegamos a que cog # 0, co9 # 0 e c19 # 0. O

Seguindo co razoamento empregado na desmostraciéon anterior obteremos catro desigualdades

que involucran aos coeficientes de F.

Novamente, sabemos que non existe (xg : x1 : T3 : x3) € P3 tal que (zg : 1 : x2 : T3) €

TiNT3N Ry N Rg. Entéon o sistema:
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T3: c13w0 + co9x1 + c1072 + c1623 =0
S3 1 corxo + clawy + c1522 + cogrz =0
T : o =0
Sy x3 =0

admite s6 a solucién trivial, e portanto o determinante asociado é non nulo, de onde se segue:

c13¢14 — Corco9 7# 0

De maneira analoga, de Ty NT3NRoNR3 =0, ToNT3NRINR3 =0 e TobNT3NRsNR3 =0

obtemos:

c14¢16 — CogCo9 7 0
c13¢15 — corcio 7 0

c15¢16 — cosC1o 7 0

A continuacién vamos a mostrar como se calcula unha transformaciéon proxectiva tal que os
coeficientes de X%XQ,XlX%, Xng e Xng sexan todos iguais e non nulos. Con iso obteremos
unha nova normalizacion de F', facendo eses coeficientes iguais a 1 poderemos escribir a cibica

dunha maneira mais simple.

Esta transformacion, que denotaremos p € GL4(k), devera ser diagonal para que os 4 planos

T1,T5, R e Ry permanezan invariantes. Dita transformacién ven dada por:

Ao
A1 :
pi= \ con \; € k\{0} Vi € {0,1,2,3}
2

Ao

Isto &, p : X; = NX; con i = 0,1,2,3. Asi o novos coeficientes de X2Xy, X1 X3, X2 X3 e
X0X§ seran respectivamente Cog)\%)\z, 610)\1/\%,CQ7>\3)\3, Cog)\())\%. Esixindo que sexan iguais a 1,
chegamos a un sistema de 4 euaciéns nas variables \g, A1, A2 e A3 cuxa solucién e facil de calcular.
Unha vez obtidos a transformacion proxectiva permitenos escribir a ecuacién da superficie ciibica

COMmao:
129 (0113160 + 21+ 22+ 0’16x3) + xoxs (.1‘0 + ciar1 + Cll5x2 + $3) =0

para certos s, ci3, 3, 5 € k.

A anterior discusion restimese no seguinte:
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Proposicién 3.14. Cada superficie cibica lisa en P3 ¢ proxectivamente equivalente a unha su-

perficie dada por un polinomio na sequinte forma normal:
F(Xo,Xl, X27X3) = X1X2<G,X0 + X1+ X9+ ng) + X()Xg(XO +bX1 4+ cXo + Xg)

onde a,b,c,d € k son constantes que verifican as sequintes desigualdades:

ab—1+#0
ac—1+#0
bd—1+#0
cd—1+#0

Observacion: Séguese da proposicién anterior que o polinomio F' que describe a unha su-

perficie ctbica lisa pode vir dado por:
F=UVW — ARST

onde U,V,W, R, S, T € k[ Xy, X1, X2, X3]\{0} son formas lineares non nulas e A € k\{0} é unha
constante non nula. Cada posible representacion deste tipo refirese a un dos pares triedrais e as 6
formas lineares fan referencia aos 6 planos tritanxentes que componen o par triedral. Como existen
120 pares posibles, tamén existen 120 maneiras distintas de representar a anterior ecuacion ciibica
e ademais o factor A indica que a superficie non s6 depende do par triedral. Por outa banda a
normalizaciéon dos 4 planos 11,75, Ry e Ro tal e como foi feito, crea unha discriminacion entre os
6 planos do par triedral. Por mor mor disto, as arbitrariedades que surxen fan que o ntimero de
posibles representaciéons da ciibica supere os 120, isto supén unha gran desventaxa desta forma
normal, xa que se complica o feito de decidir cando duas cibicas en forma normal son ou non

proxectivamente equivalentes.

3.4. Racionalidade da ctbica lisa

Definicion 3.15. Dise que unha superficie é racional se é biracionalmente equivalente ao pla-
no proxectivo, é dicir se existe unha aplicacion racional invertible entre a superficie e o plano

proxectivo.
Para ver que unha superficie ctibica non singular S é racional, pobaremos a seguinte propo-
sicion.

Proposicion 3.16. Se S é unha superficie cibica lisa que contén dias rectas diszuntas enton S

€ racional.
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Demostracion. Polo xa visto en seccidns anteriores podemos garantir a existencia de dias rec-
tas [ e m disxuntas. Agora imos construir a aplicaciéon racional invertible que nos probara a

racionalidade de S:
7rl7m:IP)3—>IP’1 xP' =[] xm

Sexa un punto @ ¢ [Um, enton exite unha tnica recta n = n(Q) pasando por @ e cortando a l e
m, esto pode verse do seguinte xeito: Se consideramos o plano mg, que contén a recta m e pasa
polo punto @, e o plano /g, plano que contén a [ e pasa por @) entéon a recta n(Q) := mg Nlg

pasa por @ e corta as rectas [ e m.

Deste xeito podemos ver xeométricamente como actua a nosa aplicacion:
Tim : P\{l,m} — PL xP' = xm
Q — (n(@)Nln(Q)Nm)

mediante unha transformacion proxectiva podemos supor que [ = {zgo = 23 = 0} e m = {zp =

x1 = 0} deste xeito a aplicacion quedaria como:

Tim : P\{l,m} — P! xP' = xm
(ro:x1:x9:23) — ((x0: 1), (22 : 23))
onde vemos claramente que 7 ,, ¢ unha aplicacién racional con dominio de definicion P3. A

continuacion estudiaremos a sia restricion a S, sexa ¢ 1= m , |g: S — [ X m, vexamos que ten

unha inversa racional.

Vimos anteriormente que dada unha recta de S existen outras dez rectas de S que a cortan,
enton se consideramos (P, Q) € | x m e tomamos a recta [pg que une P e @ s6 10 rectas desa
familia estan contidas en S. As que non estan en S intersecan a esta en tres puntos contados con

multiplicidade, como xa vefien a pasar por P e ) cortana ademais nun punto R.

Definese agora a aplicacion:

Y:ilxm— S

(P,Q)— R

esta expresion é tamén racional e ademais e a inversa de ¢.

Acabamos de ver que | x m = P! x P! é unha superficie racional,é dicir, que é birracionalmente

equivalente a P?; séguese entéon que S é racional. O



Capitulo 4

As matrices de interseccion

4.1. Numero de interseccién, divisores e Grupo de Picard

Despois de estudar a configuracion e as interseccions das rectas, queremos obter os nimeros de
interseccidons das 27 rectas. Ister ntimeros pddense representar cunha matriz que tera na posicién
ij co namero asociado a intersecion da i-ésima recta e a j-ésima, onde i e j varian en {1, ...,27}.
O nuamero 1 representa o nimero de puntos de interseccién entre dias rectas distintas que se
intersecan. Do mesmo xeito, o nimero 0 indica o nimero de puntos de intersecciéon entre duas

rectas distintas que non se cortan.

Definicion 4.1. Sexan « e 8 duas curvas que se intersecan transversalmente, entéon o nimero

de interseccién, denotado por « - 5, ven dado por:

a-f:=#anp)

Onde #(a N p) refirese ao nimero de puntos onde se intersecan « e . Para completar todos
os casos de interseccion de duas rectas, que presentamos no primeiro paragrafo deste capitulo,
debemos estudiar cal podra ser o ntimero de auto-intersecciéon dunha recta con ela mesma. A
continuaciéon faremos un calculo intuitivo e posteriormente respaldarémolo con xustificaciéns

formaéis. Antes desa discusion definiremos un concepto que empregaremos de seguido.
Definicién 4.2. Un p-ciclo é unha suma formal de pechados irredutibles, sendo p a dimension

de tais pechados; é dicir, é a combinacién enteira de variedades alxébricas de dimensién p.

Sexa A unha recta sobre a cibica non singular S. Sexan A, B e L as tres rectas distintas
dun plano tritanxente contendo a A e sexan A’, B’ e L as tres rectas doutro plano tritanxente

contendo a L.

33
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Facendo variar, en torno a L, un plano tritanxente cara o outro, podemos ver que o 1-ciclo
A+ B, que represena a unha coénica, é dalgun xeito equivalente a céonica A’ + B’. Esa equivalencia
pode intuirse a través de obserbar como unha familia de cénicas se deforma de xeito continuo de

un plano tritanxente a outro, véxase @ Tense entoén:
A+B~ A+ B
isto é,
A~A +B -B
Agora podemos plantear a auto-intersecciéon de A:
A A=A - (A+B -B)=A-A+4+a-B—-A-B=0+0-1=-1

Polo tanto, na diagonal da matriz de intersecciéon das 27 rectas devemos colocar o niimero -1.

Figura 4.1: Equivalencia das cénicas

Agora formalizaremos o razoamento anterior.
Definicién 4.3. Sexa X unha variedade proxectiva non singular de dimensiéon m. Un divisor
primo de X é unha suvbariedade irredutible de codimensién 1.

Notese que cando X e unha superficie os divisores primos son as curvas irredutibles contidas
na mesma.
Definicién 4.4. Sexa X unha variedade proxectiva non singular de dimensién m. Un divisor de

X é unha suma formal de divisores primos.

En base a esto, un divisor é un (m — 1)-ciclo. Por outra banda ao conxunto de todos os

divisores denotarémolo por Div(X).
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Proposicion 4.5. Sexa X unha superficie non singular. Cada funcion racional non nula

[ € k(X)\{0} define un divisor de X que lle chamaremos div(f).

Intuitivamente, cando temos unha funcién racional non nula f, podemos representala como
cociente de polinomios homoxéneos do mesmo grao. entén f serd o producto de formas irredu-
tibles con multiplicidades positivas ou negativas dependendo de se estdn no numerador ou no
denominador. Cada unha desas formas é a ecuaciéon dunha hipersuperficie proxectiva que non
contén a X. Tal hipersuperficie intersecada con X determina sobre a mesma unha subvariedade

de codimensién 1. A suma formal de tales variedades, contadas con muliplicidade, da o divisor

dif(f) sobre X.

Definicién 4.6. Definese o grao de un divisor D = k;C; de X como degD := > k;degH; con
i i

H; € k[X] a forma que define 4 subvariedade C; e i recorrendo un conxunto finito.

Definicién 4.7. Sexan D e E doéus divisores de X. Diremos que D é linearmente equivalente a F,

denotado por D ~ E, se e s6 se existe unha funcion racional f € k(X)\{0} tal que E = D+div(f)

Se escribimos D, := D+div(af+b) con (a : b) variando en P! entén D,y = D+div(1) =
D e Do =D+ div(f) = E, logo o divisor D deformase en E a través dun parametro que

recorre a recta P!, de ahi que digamos que son linearmente equivalentes.

Definicién 4.8. Un divisor div(f) que provén dunha funciéon racional non nula é chamado divisor

principal de X.

Tense de xeito inmediato que o conxunto de divisores principais de X é un subgrupo de

Div(X), este subgrupo induce a seguinte definicion.

Definicién 4.9. O Grupo das Clases de Divisores de X definese como o espazo cociente %(X)

coa operacion suma inducida por Div(f), onde ~ é a relaciéon de equivalencia linear.

Definicién 4.10. No caso de que X sexa unha variedade non singular o grupo anterior recive o

nome de Grupo de Picard de X e dendtase por Pic(X), este é:

. _ Grupo dos divisores de X
PlC(X) ~ Grupo dos divisores principais de X

Observacion: No caso de que X sexa unha superficie arbitraria , non necesariamente sin-
gular, os conceptos de Grupo de Picard e o de Grupo de Clases de Divisores non coinciden, no

entanto esa diferenza non e relevante para esta disertacién por ende vamos a ignorala.

Sexan H,H' € k[Xy, X1, X3, X3] as formas de grao 1 que definen aos planos tritanxentes

. / ., .
contendo a A,B e L e a A, B’ e L respectivamente. Sexa f := % unha funcién racional sobre
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a superfice S e div(f) = (A+ B+ L) — (A’ + B’ 4+ L), aqui estase a establecer a equivalencia
A+ B ~ A" + B'. Séguese das propiedades de grupo de Pic(S) a validez da descomposicion
A ~ A’ + B’ — B. Para rematar, o paso A- A = A- (A’ + B’ — B) baséase no seguinte resultado:

Proposicion 4.11. Sexa X unha superficie non singular e Div(X) o seu grupo de divisores.
Eziste unha tunica aplicacion Div(X) x Div(X) — Z que a cada par de divisores D e E lle

asocia o numero D - E, verificando que:

1) Se D e E son curvas non singulares que se intersecan transversalmente enton D - E =

#(DNE).
2) A aplicacion € simetrica, e dicir D-E =FE - D.
3) A aplicacion € aditiva, e dicir (D1 + Dy)-E=D;-E+ Dy E.

4) A imazen pola aplicacion depende sé da clase de equivalencia linear, e dicir se Dy ~ Dy
enton D1 -E =Dy - F.

Con isto damos por cerrada a xustificacién de que o niimero de auto-interseccién dunha recta

contida nunha superficie ctibica non singular e -1.

Agora xeralizaremos o célculo do niimero de auto-intersecciéon para unha recta nunha super-

ficie non singular de grao m.

Proposicién 4.12. Se X ¢ unha superficie non singular en P3 de grao m, enton para cada recta

L contida en X o numero de auto-interseccion L - L, € igual a 2 — m.

Demostracion. Sexan Hy e Hy dous planos diferentes en P? contendo & recta L. enton X N H; =
L + C; onde C; é unha curva de grao m — 1 contida en H;. Observemos que C] e Cy non tefien

puntos de interseccién, pois H; é o plano tanxente a X en cada punto de L N C;.

Por unha banda temos: (X NHy) - (XNHy)=L-L+L-C1+L-Cy+C1-Co=L-L+
+(m—-1)4+(m—-1)+0=L-L+2m—2.

Por outra banda considerando outros dous planos Hy, H) C P3 cuxa interseccion e unha recta
que incide en X transversalmente, como o divisor X N H; ¢é linearmente equivalente a X N HY,
concluimos que: (X NHy) - (X NHy)=(XNH) - (XNH)) =#(XNH NH) =deg(X) =m.

De xuntar ambos razoamentos obtemos que L - L = 2 — m. O

Vexamos antes de cambiar de seccién algins exemplos do calculo do gupo de Picard de

algunhas superficies conecidas.
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Exemplo 1: Consideremos X = A? o plano afin, un divisor D no plano afin e unha curva
alxébrica non singular, e por tanto definida por algin polinomio f € k[X7, X5]\{0}, isto &, todo

divisor D é principal. Por ende:

Pic(A%) = Divisoresti}i)r(lﬁi))ales deA? — {id}

Exemplo 2: Sexa agora X = P? o plano proxectivo, calquera subvariedade iredutible de
codimension 1 en P? estd biunivocamente relacionada cunha forma irredutible non nula de
k[Xo, X1, X2]. Sexa f € k(P?\{0}) unha funcién racional non nula sobre P2, podemos escribir f
como cociente de duas formas F, G € k[X, X1, X2| do mesmo grao. Se factorizamos f obtemos a
seguinte expresion, f = H f L HFLT™ . .L;™s onde os termos H; e L; son os factores iredutibles
de I’ e G respectivamente mentras que os escalares k; e m; son sendas multiplicidades. Sexan
C; e D; as subvariedades de codimension 1 en P? definidas polos ecuacions H; = 0 e L; = 0.

Partindo desto temos:
. T S
d’LU(f) == Z kzcz - Z mij
i=1 J=1
Tinamos por hipotese que degF = degG, de esto deducese de xeito directo que Y k;deg(H;) =
i

Y- mjdeg(L;), alén diso deg(div(f)) = 0. Reciprocamente, se ) kideg(H;) = 0 a forma F :=
J i

,
Hfl...Hff’" é homoxénea de grao cero e div(F) = > k;C;.

i=1

Enton temos que:
D~CenP? <= D=C +div(f) para alginf € k(P?) <= degG = degC.
Asi cada enteiro define unha clase de divisores sobre P2, de onde se segue:
Pic(P?) = 7

Notemos que Pic(P?) é o grupo abeliano libre xerado por unha recta calquera de P2,

Exemplo 3: Consideremos agora P! x P! que ao través do mergullo de Segre é unha superficie
non singular do espazo P2, de feito é a cuadrica non dexenerada Q. Aqui cada subvariedade
de codimensién 1 estd biunivocamente determinada por un polinomio bi-homoxéneo do anel de
polinomios k[X7, X9, Y1, Ys], é dicir, ¢ homoxéneo en cada par de variables (X1, X2) e (Y1, Y5).
Facemos uso do mergullo de Segre S 1: P! x P! — Q, C P3. Fixando un punto na primeira
variable, temos que {(¢p : t;)} x P! é unha recta na cuadrica Qp, variando o (tg : t1)) € P!,

conquerimos todas as rectas dunha familia de rectas de Q5. Facendo o mesmo razoamento fixando
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agora un punto na segunda variable; isto é P! x {(ug : u1)} e facendo variar (ug : u1)) € P!,

conquerimos todas as rectas da outra familia de rectas da cuédrica Q.

Empregando de novo o mergullo de Segre,

(to : tl). X (UO : U1) S P! x P!~ (tQUO ttour : tiug : tlul) € P3

Un polinomio bi-homoxéneo f(X1, X2, Y1,Y2) convirtese nun polinomio homoxéneo nas va-
riables {X;Y}}, é dicir F(X1Y1, X1Y2, XoY1, X2Y3). Deste xeito, as curvas definidas en P! x P!
estdn en correspondenza 1 a 1 cas curvas na cuadrica Qs. Unha curva C C Qs ten un grao en
P3, o niimero de puntos contados con multiplicidade, no que un plano calquera de P3 corta a
curva. Particularizando a un plano tanxente nun punto da cuadrica, como a interseccién do plano
tanxente ca cuédrica é a conica dexenerada formada por unha recta de cada familia, temos que
os puntos de interseccién do plano tanxente ca curva, distribiiense en dous conxuntos de puntos
sobre cada unha das rectas. Deste xeito, o grao da curva C convirtese nun bigrao (di, ds) tal que
di + ds = deg(C). En particular como o grao dunha funcién racional en P2 é cero, vemos que un

divisor principal en P! x P!, ten bigrao (0,0).
Concliiese entén que: Pic(P! x P1) 2 Z x Z

Doutro xeito dados dous divisores D e C' tense que D ~ C en P! x P! se e s6 se bidegD =
bidegC'. Isto equivale a dicir que cada par de enteiros define unha clase de divisores sobre P! x P!,

Polo tanto temos:

PicP! xP)Y2Z xZ

Observacion: No proximo capitulo calcularemos o Grupo de Picard dunha superficie ctbica lisa

S. Veremos que se ten:

Pic(S) =77

Observacién: Unha expresion da profundidade de que Pic(P?) = Z ¢ unha proba inmediata

do Teorema de Bezout:

Sexan a e 3 duas curvas alxébricas planas de graos m e m respectivamente e sexan L e L’
duas rectas calquera de P2. Por ser Z o Grupo de Picard de P? tense que o = mL e 8 = nlL'.
Asi:

a-B=(mL)-(nLl’")=mnL L = mn.
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4.2. Subgrupo de Picard xerado polas 27 rectas

Sexa Pic(S) o Grupo de Picard da superficie cubica non singular S e imos considerar o

subgrupo xerado polas clases das 27 rectas. Denotando ese subgrupo por
Pid(S).

Sexa E o divisor dado pola intersecciéon dun plano calqueira coa superficia cibica non singular
S e sexa F' a conica que obtemos ao interscar a superficie citbica non singular .S con un plano
calqueira contendo a recta Bj isto é F' ~ E — Bj. De cada un dos 45 planos tritanxentes podemos
obter relacions que expresan E en termos das clases das 27 rectas sobre C. Traballando s6 con

esas relaciéons seréd posible probar o seguinte resultado.

Proposicion 4.13. Cada unha das clases das 27 rectas pode ser escrita como Z— combinacion
lineal das clases dos divisores A1, As, Az, Ay, As, Ag, € F.

Observaiéon: O que a anterior proposicion ven a dicir, é que o subgrupo Pic(S) é xerado
polas clases dos divisores Ay, As, As, A4, As, Ag, e F'. Pode parecer estrano e pouco natural pre-
sentar a clase de F' entre os xeradores de Pic/(S). Sendo F' ~ Ay+C4a (por exemplo) parecerianos
menos estranoo sustituir ' por C'19 no conxuntos dos xeradores. Non obstante, unha das razéon

para escoller F' é a simplicidade de operar con el, vexamolo:

Ai'Aj:{ Osei#j

—1lsei=3y
F-A =(Ay+Cp2)- A1 =0+1=1
F-Ay=(A2+Ci2) - Ao=—-1+1=0
F-Aj=(A2+C2)-Aj =1, j=3,4,5,6
F-F=(A2+Ci2) - (A2+Ci2) = Ay- Ay + 243 - C12+Ci2-Ci1a=-14+2-1=0

Esta simplicidade faise evidente cando escribimos a matriz 7x7 de interseccion entre

A17A27A3,A4,A5,A67 e F
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-1 1 1
1 -1
-1
-1
-1
-1 1
1 1 0

Demostracion. Comezamos agora a probar a proposicion [4.13

Temos £~ A;j+ Bj +Cjj, E~ A;j+ B; +Cjj e E ~ By + F. Comparando E — Cj; nas duas

primeiras relaciéns obtemos A; + B; ~ A; 4+ B;, e por tanto:

Bj ~ Aj + By — Ay para j = {2, ,6} (41)

Da primeira relacién que relaciona a Cj; e E, da formula que descrebe a B; e tendo en
conta que I/ ~ By + F obtemos a seguinte expresion para C;; en termos das clases de Ay, A;, A;
e F:

Cl'jNAl—Ai—Aj—I-F, con ¢ # j en {2,,6} (42)

Cando escribimos B; como Z— combinacién lineal das clases A1, Ag, A3, A4, A5, Ag, € F,

observamos que basta facer iso para Bp, xa que para j = 2, ...,6 aplica a formula de enriba.

Temos ainda a seguinte relacion para: £ ~ Cia + C34 + Cs6. Sustituindo cada Cj; pola
formula correspondente presentada en @, eliminando os B; que aparecen a través da formula
[4:3]e reducindo os termos semellantes, obtemos E ~ 3E— Ay — Ay— A3 — Ay — A5 — Ag—3B1+3A4;.
Sendo E' ~ By + F', podemos despexar By e obter:

By ~2A1 — Ay — A3 — Ay — A5 — Ag + 2F.

6
Consecuentemente, para j = 2,..,6, temos Bj ~ —A; +A;+2A,— > A;+2F, daqui obtemos:
i=2

6
Bj~Ai— > Aj+2F (4.3)
i=2,i#]
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4.3. Reduccion da orde da matriz de interseccion

Nesta seccion partiremos aceptando que Pic(S) = Pic/(S), conforme se dixo na observacion

anterior. Para cada dividor D na superficie cibica non singular S, consideremos o vector
[D]:=(D-Ay,D-As,....D-Cs) € Z*.

Con esa notacién temos que as 27 filas de matriz de interseccién das 27 rectas son dadas por
[A1], [A2], ..., [C56]. Obtemos entén un homomorfismo de grupos hay : D € Div(S) — [D] € Z27,

que induce un homomorfismo haoy : Pic(S) — Z2".

Proposiciéon 4.14. Os vectores [A1],[As], [A3], [A4], [As], [A6] e [F] := [As] + [C12] € Z27 son

Z— linealmente independentes.

Demostracion. Tomemos unha combinacion linear destes vectores e igualémola a cero, a[A;1] +
asl[As]+...ap[Ag] + a7 [F] = 0, estamos a plantexar un sistema homoxéneo de 27 ecuacions lineais
nas incognitas (aq, g, as, ay, as, ag, ar), fixindonos na matriz de interseccién anteriormente
descrita é inmediato ver que s6 admite a solucién trivial oy = ... = a7 = 0, garantindo asi a

independencia linear de tales vectores. O

Da proposicién exposta anteriormente derivase que as clases de divisores A1, Ag, A3, Ay, Ag €

F sobre S son Z— linearmente independiente en Pic(95).

Finalmente, é inmediato observar que o homomorfismo ha7 : Pic(S) — Z*7 ¢ inxectivo, e por
tanto, o grupo Pic(S) é isomorfo ao subgrupo aditivo xerado polas filas da matriz de interseccion
das 27 rectas. Observamos que o rango e o determinante da matriz de interseccion das 27 rectas

son respectivamente 7 e cero.

Dun xeito similar, para cada divisor D na superficie ctibica lisa S, podemos considerar o

vector

[D]]:==(D-Ay,...D-Ags,D-F) e Z".
Aqui os sete vectores [[A1]], ..., [[A¢]] e [[F]] son as filas da matriz de interseccion entre A, ..., Ag
e F.

Analogamente & anterior proposicion, temos que os vectores [[A41]], [[4¢]] e [[F]] son Z— li-

nearmente independentes en Z.

Tameén de maneira analoga podemos definir o homomomorfismo de grupos h; : D € Pic(S) —

[[D]] € Z" o cal ¢ inxectivo. A inxectividade dese homomorfismo garante que o Grupo de Picard
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Pic(S) sexa isomorfo ao subgrupo aditivo de Z” xerado polas 7 filas da matriz de interseccion
entre Ay, Ag, Az, Ay, Ag e F.

Esa reduccion de orde é tamén significativa no estudo das matrices de interseccion. De feito,
se quixésemos inferir propiedades do Grupo de Picard Pic(S) ao través da sia relacion coas
matrices de intersecion, estudamos entén a matriz de interseccion 7 x 7 entre Ay, ..., Ag € F' no

canto de estudar a matriz orixinal 27 x 27; matriz de interseccién das 27 rectas.

Observamos finalmente que a matriz reducida 7x7 & invertible, xa que o seu rango e o seu

determinante son respectivamente 7 e 1.

4.4. Consideracions adicionais sobre o Teorema de Cayley-Salmon

Neste apartado imos presentar novas consideracions sobre a prova do Teorema de Cayley-

Salmon empregando o concepto de divisor e algtn resultado visto en apartados anteriores.

Suponamos que xa coflecemos as rectas Ap, As, Az, Ayg, As, Ag e By ademais de cofiecer a
existencia das 10 rectas que intersecan a Bj. Sexa F' a cbnica que obtemos ao intersecar a

superficie ciibica non singular S con un plano calqueira que conten a recta Bj.

O que pretendemos é contar a cantidade de rectas distintas sobre a superficie ctibica non sin-
gular S. Dando por cofiecidas a recta Bj e as outras 10 rectas rectas que a intersecan partimos xa
de un total de 11 rectas. Para atopar as que faltan seguiremos o seguinte percorrido: en primeiro
lugar, contaremos cantas clases de divisores de S son de tal modo que non intersequen a B e
poidan ser rectas, como veremos estas son 16. En segundo lugar, provaremos que efectivamante
tales clases provenen de rectas. Finalmente, observaremos que a recta contida en cada clase é

unica.

Teorema 4.15. Unha superficie cibica non singular en P3 contén exactamente 27 rectas.

Demostracion. Sexa A unha recta calquera sobre a superficie ctibica non singular S que non
interseca a By. A cumpre as seguintes tres condicions:A - By =0 (pois ANB; =0), A- A= -1
(pois AC C)e A-F =1 (pois A ten que intersecar o plano contendo B; + F' exactamente unha

6

vez). Escribindo A como unha Z-combinacion lineal dos xeradores, A ~ x141 + Y z;A; + yF,
i=2

as tres condicidéns xeométricas anteriores tradicense nun sistema de ecuacidéns nas variables

Z1,x2,T3,T4,T5,T6, €Y.

L] AF:(I‘lAlJer‘lAZijF)F:ZE1*>AF:1<:>SU1:1
7
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» A A= (A1 + Y A+ yF) - (A1 + Y 2 Ai+yF) = —1+y—a3 -2 —al 22— 22 +y —
i i

6
AA=-16 2y+ > 22=0
i=2

6
= A-B; = (Al—i-ZCCiAri-yF)'Bl =xotx3tastas+ag+2y > A-Bi=0& 2y+2 z; =0
: =2

6
Asi, A~ A1 + > z;A; + yF onde se cumpre:
i=2

6
2 _
—2y+ > z;=0
i=2
6
2+ > x; =0
i=2
Reemplazando a primeira ecuacién pola suma das diias ecucaciéns, obtemos un sistema equi-

valente:

6
> (a? ) =0
=2

6
2+ > x; =0
i=2

A primeira ecuacién é equivalente a dicir que xzz + x; = 0 para cada i = 2,..,6, isto é, para

cada i € {2,...,6} deberase verificar que x; = —1 ou x; = 0. O coeficiente 2 na variable y na
segunda ecuacion indica que a cantidade de indices i € {2,...,6} tais que x; = —1 é par. Temos
enton que os tres casos referentes 4 cantidade de indices i € {2, ...,6} tais que x; = —1 son, cero,

dous e catro.

Caso Cero: Neste caso, x; = 0 para todo ¢ = 2,...,6 e, consecuentemente, y = 0. Obtemos

enton unha dnica solucidn:
A~ Aq-

Caso Catro: Neste caso, s6 temos un tnico x; = 0 e os demais z; = —1. Consecuentemente

y = 2. Obtendo entén cinco soluciéns da forma:

6
A~ A — Z A;+2F,j=2,..6
1=2,i#]

Caso Dous: Existen z; = 2; = —1 e os demais x;; = 0. Temos y = 1 e obtemos 2‘%, =10

soluciéns para a expresion:

ANAl—Ai—Aj—i—F,i;éjen {2,...,6}.
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Obtivemos até agora 16 clases de divisores tais que non intersecan By e que podan ser rectas.
No Caso Cero, concluimos que a solucién encontrada é unha recta, a recta A;

No Caso Catro, comparando o divisor obtido ci expresion [£.3] concluimos que devandito

divisor é a recta Bj.

No Caso Dous, ao comparar o divisor obtido coa expresion verificamos que este divisor

¢ a recta Cj;.

Antes de finalizar a demostracion, é preciso facer unha observacién: Se existen dias rectas
distintas A ~ A’ nunha mesma clase, enton A-A = A- A’ > 0, o que serfa unha contradicion. Con
isto, garantimos a unicidade de recta cuxa clase é unha das 16 soluciéns obtidas. Asi, o ntimero

exacto de rectas sobre a superficie cibica non singular ven dado por:
1+10+16=27

O

Con esta prova exponse a contundencia de empregar resultados e conceptos que se alexan da
intuicién xeométrica, se ben éstes poden reducir significativamente a dimensién da proba, a sia
dificultade radica no nivel de abstracciéon que debemos empregar para comprendelos e usalos de
xeito eficaz. Por ende en moitos casos, ainda que sexa nun primeiro momento, debemos guiarnos
pola beleza da simplicidade e da intucién, xa que doutro xeito podemos perder parte da esencia

que se agocha no problema.



Bibliografia

[E23] Bertini, E. (1923). Geometria Proietiva degli Iperspazi, Casa Editrice Giuseppe Principato.

Messina.

[DP87] Del Pezzo, P. (1887). Sulle superficie dell’ n™° ordine inmerse nello spazio a n dimensioni,

Rendiconti di Palermo, t. I.

[J92| Harris, J. (1992). Algebraic Geometry, a First Course,Graduate Texts in Mathematics vol.
103. Springer-Verlag

[H77] Hartshorne, R. (1977). Algebraic Geometry,Graduate Texts in Mathematics vol. 52.
Springer-Verlag.

[Hell] Henderson, A. (1911). The twenty-seven lines upon The Cubic Surface, Hafner Publishing
Co.

|[K03] Hulek, K. (2003). Elementary Algebraic Geometry, Graduate Texts in Mathematics. Vo-
lume 52. Springer- Verlag.

[M95] Mumford, D. (1995). Algebraic Geometry I. Complex Projective Varieties, Classics in Mat-
hematics, reprinted of the 1976 edition. Springer-Verlag.

|[R88] Reid M. (1988). Undergraduate Algebraic Geometry, London Mathematical Society. Stu-
dent Texts 12. Cambridge University Press.

[S14] Salmon, G. (1914) A Treatise On The Analytic Geometry Of Three Dimensions. VolII.
Fifth Edition. Chelsea Publishing Company.

[S88] Shafarevich, I. (1988) Basic Algebraic Geometry. Varieties in Projective Space. Springer-
Verlag.

45



	Resumo
	Introdución
	Topoloxía de Zariski
	Definicións e nocións básicas
	Teoría de dimensión

	Rectas sobre superficies
	Descripción dunha recta
	Coordenadas de Plücker
	Condicións para que unha recta esté contida nunha superficie 
	Toda superficie cúbica conten unha recta
	Exemplos de rectas sobre superficies cúbicas

	Teorema de Cayley-Salmon
	Teorema de Cayley-Salmon
	Configuracións entre as 27 rectas da cúbica lisa
	Pares triedrais e normalizacións
	Racionalidade da cúbica lisa

	As matrices de intersección
	Número de intersección, divisores e Grupo de Picard
	Subgrupo de Picard xerado polas 27 rectas
	Reducción da orde da matriz de intersección
	Consideracións adicionais sobre o Teorema de Cayley-Salmon

	Bibliografía

