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Un teorema de Kuratowski establece que un grafo é planar (mergulla-
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o grafo bipartito de 3+3 vértices. Seguindo un famoso artigo de Cars-
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Resumo

Neste traballo, levaremos a cabo un estudo detallado dun artigo publicado por Carsten Tho-
massen en 1992, no que presenta probas elementais de catro grandes teoremas, culminando co
Teorema de Clasificaciéon de Superficies Pechadas. Profundizaremos nos resultados e as probas
expostas neste artigo, e proponeremos algin resultado adicional para facelo méais doado de seguir.
Tamén engadiremos numerosas ilustraciéns dos conceptos e probas méais importantes, e aclara-
remos todos os detalles que o autor deixa ao lector. Todo isto, co fin de facilitar a comprension
das ideas expostas polo autor. Por iltimo, presentaremos un contraexemplo a unha xeralizacién
dun dos principais resultados do artigo, o Teorema de Jordan-Schénflies, xunto cunha aplicacion

do Teorema de Clasificacion de Superficies Pechadas ao problema da coloracién de mapas.

Abstract

In this work, we will carry out a detailed study of an article published by Carsten Thomassen
in 1992, in which he presents elementary proofs of four important results, ending with the Clas-
sification Theorem for Closed Surfaces. In order to facilitate the understanding of the article, we
will delve in the results and proofs contained in the article, and propose some other results from
outside the article in order to make it easier to follow. We will also ilustrate the most important
concepts and proofs, and clarify the many details the author has left for the reader. Finally,
we present a counterexample to a generalisation of one of the main results of the article, the
Jordan-Schonflies Theorem, as well as an application of the Classification Theorem for Closed

Surfaces to the map coloring problem.
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Introducién

En 1992, Carsten Thomassen, publica un artigo no que, en tan s6 13 paxinas, consegue
probar 4 grandes resultados, cuxas probas habituais poden chegar a ser bastante engorrosas
e técnicas, de forma moi elemental, empregando soamente cofiecementos topoléxicos basicos e
introducindo uns poucos conceptos, tamén moi basicos, da teoria de grafos. Estes catro resultados
son o teorema da curva de Jordan, o teorema de Jordan-Schonflies, o teorema de triangulacion
de superficies pechadas, e o teorema de clasificaciéon de superficies pechadas. Cada un destes

resultados, empezando polo teorema da curva de Jordan, é empregado para probar o seguinte.

O problema dos tres servicios é un puzle matemaético clasico que adoita a ser empregado como
introducion & teorfa de grafos. Consiste en atopar o xeito de conectar 3 casas con 3 servicios
diferentes no plano, por exemplo, auga, luz e gas, de forma que as conexiéns non se crucen. Unha
vez que o expresemos matemaéaticamente, veremos que este problema é equivalente a atopar unha

representacion planar do grafo K3 3, o cal probaremos que non é posible.

Usando este feito, xunto con outro resultado que nos di que un arco simple non separa o plano,
probaremos de forma breve o teorema da curva de Jordan. Este teorema, establece que unha
curva pechada simple (sen autointerseccions) divide o plano en duas rexions, o cal, ainda que a

primeira vista poda parecer trivial, non é nada sinxelo de probar. O motivo disto é a existencia de
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X INTRODUCION

curvas que se comportan de formas moi patoloxicas (podemos pensar en curvas non diferenciables
en ningln punto, curvas fractais, etc). Hoxe en dia, cofiécense varias demostracions diferentes.
Algunhas destas probas son mais elementais, mentras que outras fan uso das ferramentas da
topoloxia alxébrica para probalo dunha forma mais sinxela, e incluso xeralizar o teorema en
dimensions superiores, obtendo o que se cofiece como o teorema de separacion de Jordan-Brouwer
(Véxase |[Bey|). A demostracion dada por C.Thomassen en |[Tho92| ¢ unha das mais elementais,

ademais de non resultar demasiado engorrosa.

Figura 1: Curva de Osgood, unha curva simple con area positiva

Para poder probar que toda superficie pechada é triangulable, precisaremos dunha extensién
do Teorema da curva de Jordan, coniecida como o Teorema de Jordan-Schonflies. Se temos un
homeomorfismo entre duas curvas simples pechadas, podemos extendelo a todo o plano. Este
teorema, contradecindo 6 que a nosa intuicién poderia facernos pensar, non se xeraliza ao espazo
tridimensional, como foi asumido no inicio do século pasado. No primeiro anexo, exponemos un
interesante contraexemplo, cofiecido como a esfera cornuda de Alexander, descuberto por J.W.

Alexander en 1924, cando estaba a intentar probar o teorema para dimensiéon 3.

Unha vez probado que toda superficie pechada ten unha triangulacion, daremos unha de-
mostraciéon combinatoria do teorema de clasificaciéon de superficies pechadas. Este teorema, o cal
nos di que calquera superficie pechada é homeomorfa a unha superficie obtida a partir da esfera
engadido asas ou tapas cruzadas (bandas de Mobius), é un resultado topoloxico de gran impor-
tantancia e beleza, e conta cunha longa historia de versions e probas (Véxase |Jeal3|, apéndice
D). No segundo anexo, expofieremos unha aplicaciéon deste teorema a un problema clasico, o da

coloracién de mapas.



Capitulo 1

Grafos Planares e Teorema da Curva de

Jordan

De aqui en adiante, todos os resultados empregados que non estean referenciados pertencen

a |[Tho92].

Comezamos introducindo unha serie de definiciéns topoléxicas basicas.

Definicién 1.1. Sexa X un espazo topoloxico, un caminio entre dous extremos é unha funcion
continua 7 : [0,1] — X. Chamaremos a y(0) e y(1) extremos do camifo. Un arco simple é un
camino no que v é inxectiva, é dicir, un mergullo. Un lazo é un camino no que os extremos
coinciden. Unha curva pechada simple é un arco simple cuxos extremos coinciden. Facendo certo

abuso da linguaxe, referirémonos 4s imaxes da mesma forma que s aplicacions.

Definicion 1.2. Un espazo topoloxico X é conexo por caminos se para cada par de puntos de
X existe un camino entre os dous. Se ademaéis existe un arco simple entre cada par de puntos,
diremos que X é arconexo. Unha rexidn dun aberto do plano R? é un subconxunto arconexo

maximal.

Definicién 1.3. Un arco simple poligonal é un arco simple formado por unha unién finita de

segmentos de recta.

Lema 1.4. Sexa Q un subespazo aberto e arconexo do plano R%. Se z,y € Q, enton existe un

arco simple poligonal conectando x e y

Demostracion. Sexan z,y € Q, e sexa f un arco simple tal que f(0) =z e f(1) =y. Como f é
continua e [0, 1] é compacto, f([0,1]) é compacto en €. Por ser €2 aberto, Vp € Q, 3B(p,r) C Q2

para algin r € R. Logo, temos que Upr([O,l]) B(p,r) é un recubrimento por abertos do arco,

1



2 1. Grafos Planares e Teorema da Curva de Jordan

é por ser este compacto, existe un subrecubrimento finito. E sinxelo construir un arco simple

poligonal na unién finita das bolas que conecte = e y. O

Agora presentamos algins conceptos da teoria de grafos non dirixidos.

Definiciéon 1.5. Un multigrafo G é unha tripla ordeada (V(G), E(G), d), onde V(G) é o conxunto
de vértices, E(G) o conxunto de arestas, e 0 é unha aplicacion que asigna cada aresta un par de
vértices non necesariamente distintos de GG, aos que chamaremos eztremos da aresta. Denotaremos
as arestas en funcion dos seus extremos, ¢ dicir, se vi,v2 € V(G), a aresta que os une sera
v1v9. Neste caso, diremos que v; e vy son adxacentes. E posible que existan varias arestas cos
mesmos extremos, as cales chamaremos arestas paralelas e diremos que forman unha aresta
maltiple. Ademais, tamén é posible que unha aresta tefia como extremos ao mesmo vértice, 6 que

chamaremos un lazo. Se G non contén lazos nin arestas miltiples, diremos que G é un grafo.

O concepto de multigrafo seré de gran utilidade cando introduzcamos as superficies pechadas,

pero por agora, G sempre serd un grafo.

Definiciéon 1.6. Un subgrafo H de G é un grafo que verifica V(H) C V(G) é E(H) C E(G).
Diremos que GG contén a H. Definimos G — H como o subgrafo obtido eliminando de G todos os

vértices de H e todas as arestas que ou ben estdn e H ou ben son incidentes con algtin vértice

de H.

Definiciéon 1.7. Un camino é un grafo formado por n vértices vi,vs,...,v, € n — 1 aristas
V1V2, VU3, ..., Un_1Vn. Ainda que o denotamos coa mesma palabra, distinguiremos este concepto
do de caminio topoloxico definido anteriormente segundo o contexto (grafo ou espazo topoloxico).

Un ciclo é un camino ao que engadimos a arista v,v1, é dicir, un camino pechado.

A partir de agora, cando falemos de camifios, estaremonos a referir ao concepto anterior de

camino nun grafo, non 6 de camino topoldxico, salvo que se especifique o contrario.

Definicion 1.8. Un isomorfismo de grafos entre dous grafos G e H é unha aplicaciéon bixectiva
g:V(G) = V(H) tal que v1,v2 € V(G) son adxacentes se e s6 se f(v1) e f(v2) tamén o son. Se

C = vjv3...v, € un camifio de G, denotaremos por f(C) ao camifio f(v1)f(v2)...f(vn).
Definicion 1.9. Un grafo GG dirase conezo se para cada par de vértices de G, existe un camino

entre eles. Se ademais, G — v é conexo Yv € V(G), dirase que G é 2-conexo.

Definicién 1.10. Sexa G un grafo. Diremos que o grafo G’ ¢ unha subdivision de G se é posible

obtelo engadindo vértices as artistas de G.

Definiciéon 1.11. Diremos que un grafo G é mergullable no espazo topoloxico X se V(G) pode
ser representado por distintos elementos de X, e E(G) por arcos simples entre estes elementos

de forma que a interseccion de dous arcos diferentes sexa vacia ou consista nun extremo.



N

Figura 1.1: Un grafo 2-conexo cun subgrafo non conexo

Existen dous tipos de grafos que, como veremos de seguido, son de especial interese. Estes

son os grafos completos e os bipartitos.

Definicion 1.12. Un grafo completo de orde n, ao que nos referiremos por K, , é un grafo
formado por n vértices, conectados dous a dous por unha aresta. Un grafo bipartito completo é
un grafo formado pola unién de dous conxuntos de vertices V7 e Vo, de forma que se escollemos
un vértice de cada conxunto, existe unha aresta entre os dous. Denétase como K, ,, ao grafo

bipartito completo con |Vi| = n, |Va| = m.

L D4

Figura 1.2: K5 e K33

Definicién 1.13. Se un grafo G pode ser mergullado no plano R?, diremos que G é un grafo

planar, e 4 sta representacion no plano chamarémoslle grafo plano.

Lema 1.14. Sexa G un grafo planar. Enton G pode ser mergullado no plano de forma que todas

as suas arestas sexan arcos simples poligonales.



4 1. Grafos Planares e Teorema da Curva de Jordan

Demostracion. Sexa I' unha representacion de G no plano. Para cada vértice p € I', tomamos un
disco pechado D), de forma que s6 interseque s arestas que inciden en p e a a unién de todos os
discos sexa disxunta. Agora, para cada aresta pg de I', tomamos o arco pg = pgN (Rz/(]_o)p U ]_O?q))
e engadimoslle un segmento en cada un dos dous discos conectando p e g cos extremos de pq.
Como R? ¢ Hausdorff, e os arcos pq, p, ¢ € I' son compactos disxuntos, existen abertos disxuntos

que contenen a cada un dos arcos, e polo tanto podemos aplicar o Lema 1.5 para sustituilos por

arcos simples en cada aberto. O
."/J-_- ™
—— .
- oo ™

Figura 1.3: Lema 1.14

Lema 1.15. Se C ¢ unha curva simple poligonal pechada en R?, R? /C posie dias rexions con

C' como fronteira.

Demostracion. Probando que R?/C' ten como moito diias rexions e que non é arconexo, obtemos
o resultado. Vexamos que ten como moito duas rexiéns. Suponiamos que qi, g2, ¢3 pertencen a
3 rexions distintas de R?\ C. Sexa D un disco tal que D N C é un segmento de recta. Agora,
podemos levar cada un dos 3 puntos cara o disco a través dun arco simple poligonal sen intersecar
C. Non haberfa mais que desplazarse paralelamente 6s segmentos de C' a unha distancia pequena.

Polo tanto, dous dos tres puntos estdn conectados a traves dun arco simple poligonal.

Vexamos agora que R? \ C non é arconexo. Sexa ¢ € R?\ C. Tomemos unha semirrecta L
dende ¢ con direccion arbitraria. L N C' é unha union finita de intervalos (posiblemente, puntos).
Dado ), un destes intervalos, se C pasa dun lado ao outro de L ao percorrer (), diremos que
C corta a L en @). No caso contrario, diremos que C toca a L en ). Ao cambiar a direccién
de L, o numero de veces que C' corta a L modulo 2 non varia. Isto ocorre xa que cando nos
atopamos cun novo vértice, ou C' corta a L nese vértice, co que o niimero de cortes non varia ou

ben C toca a L, co que o numero de cortes ao cambiar de direcciéon aumenta ou disminte en 2.



Polo exposto anteriormente, a paridade mantense fixa para calquer punto dentro do mesmo arco
poligonal en R?/C (non hai méais que mudar a direcciéon de L na direccién que se esta a percorrer
no arco). Por tanto, a paridade ¢ a mesma para todos os puntos dunha rexiéon de R?/C. Agora
ben, considerando unha semirrecta dende @ que interseque a C precisamente unha vez, obtemos

puntos de distinta paridade, e polo tanto, en diferentes rexiéns. O

INnt(C)

Figura 1.4: Lema 1.15: Teorema da curva de Jordan para curvas poligonais

A rexién non acotada de R%2/C' chamarase exterior de C, e a rexion acotada serd o interior
de C. Denotaremolos como ext(C) e int(C) respectivamente. Ademais definimos ext(C) = C'U
ext(C) e int(C) = C Uint(C).

Este ultimo resultado é un caso particular do teorema da curva de Jordan para curvas pecha-
das simples poligonais. Unha das probas clasicas, apoiase neste lema, xunto con outros resultados
de aproximacion de curvas simples arbitrarias mediante curvas poligonais, para probar o teorema
da curva de Jordan (véxase |[Tve93|). Sen embargo, neste caso, o autor emprega este resultado
para probar de forma moi sinxela a non planaridade de K33, o que mais adiante serd de vital

importancia para a proba que pretendemos construir.

O seguinte lema é unha extension do lema anterior.

Lema 1.16. Sexa C unha curva simple poligonal pechada e P un arco simple en int(C') tal que
P conectap,q € C, e PNP = {p,q}. Sexan Py, P, € C o0s dous arcos de p a q. Logo, R?/(C' U P)

postie precisamente 3 rexions, con fronteiras C', P U P, e P, U P respectivamente.

Demostracion. Primeiramente, ext(C) ¢ unha das rexiéns de R?/(C U P). Agora, procedemos
igual que no lema anterior, tomando un disco D tal que DNP é un segmento de recta, e concluimos

que int(C) ten ao sumo duas rexions. Agora temos que ver que ten polo menos dias rexions.
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Sexan L; e Lo dous segmentos de recta cruzados de forma que Ly C P e Ly N Ly = {p} C P.
Pola proba do lema anterior, vemos que os extremos de Lg estan en en dias rexiéons distintas de
R\ (PUP), e polo tanto en duas rexions distintas de R\ (PUC). Como tamén estan en int(C),

concluimos que int(C') ten polo menos dias rexions distintas. O

Figura 1.5: Lema 1.16

Observacion 1.17. O anterior lema implica que dados dous puntos r, s en P; e P, respectivamente,
ambos distintos de p e ¢, non é posible unir r e s cun arco simple poligonal en int(C') sen intersecar
a P.

Lema 1.18. K33 non € planar.
Demostracion. Podemos representar K33 coma un ciclo C' : x1x2x3242526 con tres cordas

x1T4, T2Ts5, T3T6. Se K33 fose planar, poderfamolo representar de dita forma con C unha curva

simple poligonal pechada. Agora, tendo en conta a observaciéon 1.18, como dous das cordas deben

atoparse en int(C) ou ext(C), chegamos a unha contradiccion. O

De forma idéntica, tamén poderiamos probar que K5 tampouco é planar. Isto constitue unha

das partes do teorema de Kuratowski}

1Un grafo é planar se e s6 se non conten a ningunha subdivisién dos grafos K5 ou Kj 3.



Figura 1.6: Lema 1.18. Non se pode conectar x3 con xg no interior nin no exterior

Proposiciéon 1.19. Se C € unha curva pechada simple en R?, entén R?/C non é conexo.

Demostracion. Definamos L (resp. Lg) como as rectas verticales que deixan C' na metade do
plano pechado partido por L; (resp. Lg2). Sexa p; (resp. p2) o punto superior de L1 N C' (resp.
LanNC), e Py e Py as curvas en C de p; a pa. Sexa L3 outra recta vertical entre Ly e La. Como
PyNLse P,N L3 son compactos disxuntos, existe Ly C L3 un intervalo conectando P, e P tal
que Ly N C = {ps,pe} con ps e psg en Py e P, respectivamente. Sexa Lz un arco poligonal en
835757(0) formado por dous segmentos de L; e Lo unidos mediante un segmento por enriba de C.
Se L4 estivese en m, existiria un arco simple poligonal Lg conectando puntos medios p3 e p4
de L4 e Ly respectivamente. Observemos que p; conéctase a p4, ps € pg a través de Ly, P e P
respectivamente, e o mesmo ocorre para py e p3 (con diferentes arcos). Logo, C'U Ly U L5 U Lg

serfa un grafo planar isomorfo a K3 3, contradecindo ao lema anterior. Polo tanto, o punto medio

de L4 non esta en ext(c), polo que esta en int(C). O

Para demostrar o teorema da curva de Jordan, s6 nos queda entéon probar que R? \ C' non

ten mais de duas rexions.
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P1
1 P2

L3

Figura 1.7: Proposicion 1.21

Lema 1.20. Se G € un grafo 2-conexo e H un subgrafo 2-conexo de G, entén podemos construir
G a partir de H engadindo sucesivamente caminos de forma que cada un destes caminos tena
por vértices inicial e final dous vértices distintos do grafo actual, € o resto dos vértices estén fora

do grafo actual.

Demostracion. A proba seré por inducciéon no namero de aristas de E(G)\ E(H). Se este nimero
e cero, terfamos G = H, polo que asumimos que é distinto de 0. Pola hipétese de induccién, temos
que o resultado cimprese para dous grafos G', H' tales que |E(G")\E(H')| < |E(G)\E(H)|. Sexa
H' un subgrafo propio 2-conexo maximal de G contendo a H. Se H fose un subgrafo propio de H’,
poderiamos aplicar a hipotese de induccion dtias veces, primeiro sobre H' e H, e posteriormente
sobre G ¢ H. Polo tanto, podemos asumir que H = H’. Como G ¢é conexo, existe unha arista
z1x2 en E(G) \ E(H) de forma que 1 € H. Se x5 € H, H U z129 = G pola maximalidade de
H. Logo, suponamos que x2 non esta en H. Xa que G — 1 é conexo (G é 2-conexo), existe un
camino x9x3...xE de forma que xp, € H e x; ¢ H : 2 < i < k. Agora ben, dado que H U P U x1z9

é 2-conexo, e de novo pola maximalidade de H obtemos que H U P U x122 = G. O

Lema 1.21. Se I' € un grafo planar 2-conexo de polo menos 8 vértices, cuxas aristas son arcos
simples poligonales, logo R*\ T ten |E(T)| — |V(T')| + 2 rexidns, cada unha delas cun ciclo de T

como fronteira.

Demostracion. Sexa C un ciclo de I'. Polo lema 2.3, o resultado quedaria probado se I' = C.
Noutro caso, podemos obter I' a partir de C' engadindo camifios sucesivamente do xeito explici-

tado no lema anterior. Cada un destes camifios é engadido dentro dunha rexion, que esta acotada



por un ciclo, e polo tanto, podemos aplicar o lema 2.4, concluindo que por cada camifio enga-
dido, subdividindo unha rexién, aumentamos o niimero de rexiéons en 1, o que remata a proba,
se observamos que ao engadir un camino cos extremos no grafo actual e os demais vértices fora

del, estamos engadindo n vértices e n + 1 arestas. O
Se I' ¢ un grafo plano, chamaremos caras de I s rexions de R2\T'. Ademais, se ' é 2-conexo,
a rexion non limitada serd a cara exterior de I', cuxa fronteira serd o ciclo exterior de I'.

Definicion 1.22. Se G e H son dous grafos, definimos a union

GUH = (V(G)UV(H),E(G)U E(H))

Para os grafos planos, convén definir a unién de distinta forma, co fin de conservar a plana-
ridade.

Definicion 1.23. Sexan I'y e I's dous grafos planos con arcos simples poligonales como arestas.

A stia union I'y U5 construirase da seguinte forma:

Sexa I unha subdivision de I'; de forma que cada aresta sexa un segmento de recta para
i =1,2. Agora, sexa I'’/ unha subdivision de I'; de maneira que un punto p dunha aresta a de I,

sexa vértice de I se p é un vértice de I';_, ou ben p esta nunha aresta de I';_, intersecando a

2

a. Por tltimo, a union usual definida anteriormente entre I'Y e ') é un grafo plano que tomara

o papel de I'; LI Ts.

I

r,ur,

Figura 1.8: Unioén de grafos planares
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Lema 1.24. Sexan I'1,T'sg,...I'x grafos planos 2-conexos cuzas arestas son arcos simples poligo-
nales de forma que cada T'; (i =2,3...,k — 1) ten polo menos dous puntos en comin con I';_1 e
con Tiq1, e ningin punto en comun co resto dos I'j. Suporiemos ademais que T1NTy, = 0. Enton,
todo punto que se atope na cara exterior de cada I'; U1 (i =1,2,...,k—1) estd tamén na cara

exterior de 1 Uy U ... UT.

Demostracion. Suponiamos que p é un punto nunha cara interior de I'y U ... U I'y. Dado que
't U...UT} é 2-conexo, séguese do lema 1.21 que existe un ciclo C' en I'y U ... UT'; tal que
p € int(C). Podemos escoller C' de forma que C esté en I'; U ;... UL e j — i sexa minimo.
Vexamos que j —¢ < 1. Suponamos entén que j —¢ > 2. De novo, podemos asumir que o nimero
de arestas de C' que non estan en I';_; é minimo. Como C interseca a I'j_s e a I'j, C ten polo
menos dous segmentos disxuntos maximales en I';. Sexa P un deles, e P/ o camifo mais curto en
I'j_1 entre P e C —V(P). Os extremos de P’ dividen C en dous arcos, P e P, e cada un deles
conten segmentos fora de I';_;. Necesariamente, un dos dous ciclos, PUP; ou PUP; contena p no
seu interior, e ten menos segmentos fora de I';_; dos que ten C, o que contradice a minimalidade
na elecciéon de C' asumida anteriormente, polo que se C' é escollido desa forma, C' non pode estar

na unién minimal I'; UL ¢1... UT'; con j —i > 2. O

Teorema 1.25 (do arco). Se P é un arco simple en R%, R?\ P € arconezo.

Demostracion. Sexan p e ¢ dous puntos en R? \ P, e sexa d € R tal que p e g estean a distancia
> 3d de P. Dado que P é a imaxe dunha aplicacion continua (uniformemente xa que o dominio
¢ compacto), podemos dividir P en segmentos Py, P,... Py de forma que P; vai de p; a p;41 e tal
que a distancia de cada punto de P; a p; sexa menor que d, para i = 1,2,....,k — 1. Sexa d’' a
minima distancia entre P; e Pi11,i € {1,2,...,k — 1}. Dividiremos agora cada P; en segmentos
P; j de forma que P; ; vai de p; j a p; j+1 e a distancia entre cada punto de F; ; a p; j ¢ menor que
d'/4. Sexa T'; o grafo formado pola unién das fronteiras dos cadrados de centro p; ; e lado d’/2.
Observamos que os I'; satisfacen as condiéns do lema anterior. Observemos agora que dado que
I'; UT;41 esta contido no disco de radio 3d centrado en p;y1, mentras que p e ¢ non, e aplicando
o lema anterior, temos que p e g estan na cara exterior de 'y UT's U ... UT'y. Ao mesmo tempo,
P non interseca a esta cara, polo que podemos unir p e ¢ mediante un arco simple poligonal
disxunto de P. O

Observacion 1.26. Se C' é un subconxunto pechado do plano e ¢ unha rexién de R?\ C, diremos
que un punto p € C' é accesible dende 2 se para algin punto g de Q (e polo tanto todos), existe
un arco simple poligonal entre p e ¢, intersecando a C soamente en p. E unha curiosa observacion
que se C é unha curva simple pechada e p € C, p non é necesariamente accesible, dado que como
dixemos na introducién, existen curvas con comportamentos patoléxicos, con puntos aos que non

é posible acceder mediante un arco simple poligonal, xa que este estd formado por un ntmero
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finito de segmentos. Por outra parte, se P é un segmento de C' que contén a p, polo teorema
anterior, R? \ (C'\ P) ¢ arconexo, e polo tanto existe un arco simple poligonal P’ dende ¢ ata
outro punto contido nunha rexién de R?\ C diferente de 2, e logo P’ interseca a C' nun punto
de P. Dado que podemos escoller un P arbitrariamente pequeno, deducimos que o conxunto de

puntos accesibles de C' é denso en C.

Teorema 1.27 (da curva de Jordan). Se C' € unha curva simple pechada en R%, R? \ C ten

exactamente dias rexions, cada unha delas con C' como fronteira.

Demostracion. Supofiamos que existen 3 puntos qi, g2, g3 tales que se atopan cada un deles nunha
rexion diferente de R2\ C. Sexan Q1, Q2, Q3 segmentos de C' disxuntos dous a dous. Aplicando a
observacion anterior, temos que existe un arco simple poligonal P; ; de ¢; a Qj con %,j = 1,2, 3.
Podemos asumir que P;; N Pi,j’ = ¢; se j # j’, xa que se por exemplo ao percorrer P; o cara
¢; nos atopasemos con P;; no punto ¢, poderfamos modificar P; > de forma que o seu ultimo
segmento este moi preto do segmento de P, ; que vai de ¢, a g;, sen tocalo, e o tnico punto en
comtn con F;; sexa g;. Como os g; se atopan en rexions distintas, FP;; N Py ; = 0 sei # 4.
Agora, considerando como vértices a os ¢;, podemos extender a uniéon dos arcos F; ;, engadindo
para cada ; un vértice no punto intermedio dos tres nos que cada arco P;; interseca a @;, e
completando as arestas cos segmentos de (J; que une estes puntos intermedios aos outros dous,
de forma que obtemos unha representacion plana de K33, o cal sabemos que non pode ocorrer,
polo que R?\ C' ten menos de 3 rexiéns, e polo visto na proposicion 1.19, concluimos que R? \ C
ten exactamente duas rexions, int(C) e ext(C). Ademais, o teorema do arco tamén implica que

todo punto de C' é un punto fronteira de int(C) e ext(C). O

q l K3,33 19293 5> 949596
3

Figura 1.9: Proposicién 1.21
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Observacion 1.28. E moi facil ver que un grafo é mergullable no plano se e s6 se é mergullable
na esfera. E obvio que calquer grafo planar é mergullable na esfera, e para ver que o reciproco
é certo, s6 haberia que eliminar un punto da esfera que non pertenza 6 grafo, co cal obteriamos
un espazo homeomorfo a R?. Por isto tltimo, tamén é certo o teorema do arco para unha esfera.

Polo tanto, o teorema da curva de Jordan é valido para curvas pechadas simples en esferas.



Capitulo 2

Teorema de Jordan-Schonflies

Agora imos a probar o resultado central deste traballo, que forma unha ponte entre o teorema
da curva de Jordan (do que é unha xeralizacién) e o teorema de triangulacion de superficies
pechadas. Xa temos case todo o necesario, soamente nos fara falta extender un par de resultados

do capitulo anterior. Comezamos cunha extensiéon do lema 1.17.

Lema 2.1. Sexa C' unha curva simple pechada e P un arco simple poligonal en int(C) unindo
0s puntos p e q e con ningun outro punto en comun con C. Sexan Py e Py os dous arcos en
C de p a q. Enton, R?\ (C U P) ten exactamente 3 rexions con fronteiras C, P, UP e Py U P

respectivamente.

Demostracion. Ao igual que na proba do lema 1.17, s6 nos falta probar que m se divide
en polo menos duas rexions. Sexan L e Lo dous segmentos cruzados de forma que Ly C P e
Li N Ly = {p} C P. Se os extremos de Ly estivesen na mesma rexion de int(C'), existiria un
arco simple poligonal Ps tal que Lo U P3 é unha curva simple poligonal pechada. Pola proba do
lema 1.15, os extremos de L; estan en distintas rexions de R? \ (Lg U P3). Ao mesmo tempo, os
extremos de L; estdn na mesma rexion de R?\ (Lo U P3), dado que estan conectados por un arco
simple en P U C que non interseca a Lo U P3. Esta contradiccién implica que os extremos de Lo

estan en distintas rexions de int(C), o que remata a proba. O

Tamén obtemos a seguinte xeralizacién do lema 1.23.

Lema 2.2. Se ' € un grafo plano 2-conexo que contén a un ciclo C, sendo C unha curva simple

pechada, de forma que todas as arestas de I'\ C' sexan arcos simples poligonales en int(C'), enton

R\T ten |[E(T)| — |V(T)| + 2 rexions, cada unha delas cun ciclo de I' como fronteira.

Demostracion. A proba é idéntica & do lema 1.23, pero empregando o lema anterior en lugar do
lema 1.17. O

13
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Para rematar, recalcamos que a union de grafos planos definida anteriormente segue a ser
valida se temos dous grafos planos I'1, I's e a stia interseccion contén a un ciclo C' (pode ser unha
curva simple non poligonal) de forma que todas as arestas de I'y U T's non contidas en C' sexan
arcos simples poligonais en int(C). Isto serda necesario para poder efectuar as unions de grafos

que se describirdn na demostracién do seguinte teorema.

Definicién 2.3. Sexan C e C’ duas curvas pechadas simples e I', I dous grafos planos formados
por C' (resp. C') e arcos simples poligonais en int(C) (resp. int(C")), diremos que I' e I son
plano-isomorfos se existe un isomorfismo de grafos g entre I' e IV de forma que un ciclo S e
I’ é a fronteira dunha cara se e s6 se g(S5) tamén o ¢, e a imaxe do ciclo exterior de I' sexa o
ciclo exterior de I". E claro que se dous grafos planos son plano-isomorfos, é posible construir un

homeomorfismo entre eles, cuxa restriccion ao conxunto de vértices sexa un plano-isomorfismo.

Teorema 2.4 (de Jordan-Schonflies). Sexa f un homeomorfismo dunha curva simple pechada
C' a outra curva simple pechada C'. Enton, f pode extenderse a un homeomorfismo de todo o

plano.

Demostracion. Podemos asumir que C’ é un poligono convexo sen perda de xeneralidade (nou-
tro caso, s6 haberia que considerar o homeomorfismo composicién de C' a C’ pasando por un
poligono convexo). Realizaremos a extension en 3 pasos, primeiro extederemos f a int(C), logo
comprobaremos que esta extension é apropiada, e para rematar extenderemos f a ext(C) de

forma sinxela empregando exactamente o mesmo método que no primeiro paso.

Paso 1: Extension a int(C).

Extenderemos f a un homeomorfismo de int(C) a int(C’). Sexa B un conxunto numerable
denso en int(C'), por exemplo os puntos de int(C) con coordenadas racionales. Como vimos
anteriormente, o conxunto dos puntos accesibles de C' dende int(C') é denso en C, e polo tanto
existe un conxunto numerable A formado por puntos accesibles dende int(C) e denso en C.
Sexa {p;}ien unha sucesion de puntos de A U B tal que cada punto de A U B aparece infinitas
veces. Sexa ['g un grafo 2-conexo constituido por C' e algtins arcos simples poligonales en W
Definimos I', do mesmo xeito para C’, pero de forma que I'g e I sexan plano-isomorfos a
través dun isomorfismo gg que coincida con f en C NV (I'y). Extendemos f a C' UV (I'y) facendo
coincidir f con gg en V(I'g). Agora, definiremos dias sucesions de grafos 2-conexos I'1,T's...

1, 1%, ... de forma que Vn > 1, T';, (resp. I'})) é unha extension de unha subdivision de I'j,_;

/
n—1

(resp. I/, _,), existe un isomorfismo plano g, : I';, — I}, coincidindo con g,—1 en V(I el

n—1»

(resp. I'}) consista en C' (resp C’) xunto con arcos simples poligonais en int(C) (resp. int(C")).
Asumiremos tamén que I'), \ C” é conexo Vn € N. Logo, extenderemos f a C UV (T),) de forma

que f e g, coincidan en V(I',).

Supofiamos ent6én que estamos no paso n, tendo xa definido Iy, ..., I',,—1 e I', ..., IV .. Descri-
5 PRRRE} 0r v+ n—1



15

biremos agora o seguinte paso para definir ', I/, e g,,. Consideramos o punto p,,. Distinguimos

dous casos.

Caso 1: Se p, € A C C, tomamos un arco simple poligonal P que una p, cun punto
gn € Ty—1 \ C de forma que PNT,,_1 = {pn, ¢, }. Definimos T';, =T,,_1 U P. O arco P atopase
nunha cara de I',,_; que esta acotada por un ciclo S. Agora, engadimoslle a I/, _; un arco
simple poligonal P’ na cara acotada por g,—1(S), de forma que P’ una f(p,) con gn—1(qn),
se ¢, € V(I';,—1), ou cun punto en g,_1(a), se g, estd contido nunha aresta a de I',_1. Logo,
definimos I'), =T _UP’, e g, de forma que g,,(P) = P’ e coincida con g,_; no resto do dominio.

Para rematar, extendemos f de forma que f(gn) = gn(qn).

I-ln-l

I_n-l b
L P,

C C

gn-l(s)

Figura 2.1: Caso 1

Caso 2: Se p, € B C int(C), consideramos o cadrado mais grande tal que esté contido en
W e tefla a p, como punto central. Observemos que non podemos engadir os lados deste
cadrado a I'y_1, xa que poderian conter infitinos puntos de C. Polo tanto, consideramos un
novo cadrado dentro do primeiro, de forma que a distancia entre cada lado dos dous cadrados
sexa menor que 1/n. Agora, dentro deste novo cadrado debuxamos unha especie de "malla",
unha serie de lineas horizontais e verticais de forma que p, se atope nunha vertical e noutra
horizontal, e ademais cada rexion do cadrado esté contida nun disco de radio < 1/n. Sexa H,, a
union de I',,—1 cos novos segmentos horizontais e verticais (incluindo o cadrado), xunto con un
arco simple poligonal J en int(C') se fose necesario para que H,, sexa 2-conexo e H,, \ C' conexo.
Polo lema 1.22, H,, pode ser obtido a partir de I',_; engadindo sucesivamente caminos (neste

caso segmentos de recta) dentro de caras dos grafos, de forma que cada un destes arcos conecta



16 2. Teorema de Jordan-Schonflies

dous vértices v e v’ dun ciclo Z que acota unha cara do grafo actual. Por cada arco engadido
deste xeito, engadimos en I'/,_; un arco conectando g,—1(v) e gn—1(v") dentro da cara acotada
por g,—1(Z), e obtemos un grafo H], plano-isomorfo a H,. Logo, engadimos lineas verticais e
horizontais en int(C") de forma que so intersequen a C’ en f(A), a H’ nun ntimero finito de
puntos, e cada rexion do grafo resultante estén contida nun disco de radio < 1/n (podemos facelo
xa que f(A) é denso en C' = f(C)). Denotamos como I'}, 4 union de H/, con estas lineas. Ao igual
que fixemos antes, empregando o lema 1.22, obtemos a partir de H,, un grafo I';; plano-isomorfo
a I'!. Esta vez, ao engadir a malla a H/, como estamos alterando todas as rexions de H),, os
arcos que temos que engadir posteriormente a H, para obter I';, non necesariamente tenen que
parecerse a unha malla, o que fai o proceso complicado de visualizar. Por dltimo, extendemos f

de forma que esté definida en C' UV (T',,) e coincida con g, en V(I',).

Figura 2.2: Caso 2
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Paso 2: Comprobaciéon da validez da extension.

Deste xeito, acabamos de extender f a unha aplicaciéon definida en FF = CUT'zyUT'1 U... con

imaxe C UT{ UT} U.... Estes dous conxuntos son densos en int(C) e int(C") respectivamente
{Pn}nen como conxunto contén a A U B). Faltanos definir f no resto dos puntos. Sexa p €
int(C)\ F, e {¢m }men unha sucesion de puntos de V(I'g) UV (I'1) U... converxente a p, vexamos
que a sucesion {f(gmn)} converxe, e definamos f(p) coma o seu limite. Sexa d a distancia de p a
C, ép = p, (para algtin n) un punto a distancia < d/3 de p. Notemos que n pode ser tan grande
como queiramos, dado que na sucesion {p, } aparece cada punto de AU B infinitas veces). Temos
que p se atopa no interior do cadrado méis grande en W con p,, como punto central, e tamén
no que chaméaramos “novo” cadrado, se n é suficientemente grande. Séguese da construcciéon que
realizamos de T',, e I/, que p se atopa no interior dun ciclo S de T',,, que esta a sta vez contido

nun disco de radio < 1/n, ao igual que g,(S). Dado que f leva F N int(S) en int(g,(S)) e

F next(S) en ext(gn(S)) (f coincide con g, en I',), temos que os puntos da sucesion {f(gm)}
estan contidos en int(g,(S)) para m suficientemente grande. Como observamos anteriormente,
n pode ser tan grande como queiramos, polo que int(g,(S)) pode ser arbitrariamente pequeno,
o que implica que a sucesion {f(g,)} é de Cauchy, e polo tanto converxente. Polo tanto, f esta
ben definida. Temos tamén que como f leva int(S) en int(g,(S)), f é continua en int(C), xa
que ambos conxuntos son abertos tan pequenos como queiramos. Polo mismo argumento, é ficil
ver que f é inxectiva en int(C), xa que dados dous puntos en int(C) e n suficientemente grande,
os dous puntos estaran contidos en discos disxuntos de radio < 3/n con centro ditos puntos,
polo que tamén se atoparan nos interiores de dous ciclos disxuntos de I';,, con imaxes disxuntas
por f. Que f é sobrexectiva é obvio, polo que f é bixectiva, e empregando de novo o mesmo
argumento anterior, temos que f~! é continua. Agora temos que probar que f é continua en
C, e consecuentemente f~! en C’, xa que W é compacto. Sabemos por hipotese que f é
continua se a restrinximos a C, polo que s6 temos que probar que dada unha sucesion {gm, }men
converxente a ¢ € C, a sucesion {f(gm)} converxe a f(g). Se non fose asi, dado que int(C’) &
compacto, {f(qn)} terfa unha subsucesion {f(g;)} converxente a ¢’ # f(q). Como f~! é continua
en int(C"), ¢’ estd en C’. Como f(A) é denso en C’, cada un dos dous arcos de C” entre f(q) e
¢’ contén a un punto f(t1) e f(t2) respectivamente (t1,t2 € C). Existe un n tal que T';, ten un
camino P de t; a ty con t; e ty 0s tGnicos puntos en comun con C. Polo lema 2.1, P divide a
int(C) en duas rexions, cada unha delas con imaxe por f nas correspondentes duas rexions de
int(C") \ gn(P). Observemos que unha das duas rexions de int(C) contén a case todos os puntos
da sucesion {g;}, dado que ¢ esté na fronteira non comin coa outra rexiéon. Polo tanto, a rexion
correspondente de int(C") \ gn(P) contén a case todos os puntos de {f(¢;)}. Sen embargo, é a
outra rexion a que contén o punto ¢’ na sda fronteira (non comun & anterior rexiéon), polo que o

limite de {f(¢;)} non pode ser ¢’, unha contradiccion. Polo tanto, f é continua en C.
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Paso 3: Extension a ext(C).

Agora imos extender f a ext(C), usando un argumento similar. Sen perda de xeralidade,
podemos asumir que a orixe de coordenadas do plano esta en int(C), é ambas as curvas C' e C’
atopanse no interior do cadrado T de vértices (41, +1). Sexan L1, Lo, L3 os segmentos de recta
en rectas que pasan pola orixe que van dende (1,1), (—=1,—1) e (1,—1) a C, respectivamente.
Sexa p; = L;NC. Sexan L} e L} arcos poligonales dende f(pi1) ata (1,1) e dende f(p2) a (—1,—1)
respectivamente, de forma que L; N Ly = () e L; s6 tenia os seus extremos en comun con C’ e
T. Dado que C” & un poligono convexo, é obvio que existe un arco poligonal L% dende f(p3) a
(1,—1) ou ben a (—1,1) de forma que L5 N (L} U L,) = 0 e s6 tefia os seus extremos en comin
con C' e T. No caso de que L% fose de f(p3) a (—1,1), realizamos unha reflexion da curva C
sobre a recta que pasa por (1,1) e (—1,—1), de forma que L} teria como extremo 6 punto (1, —1).
Agora, usamos o método descrito na primeira parte da proba para extender f a m de forma
que f sexa a identidade en T', e para rematar, extendemos f a todo o plano, sendo f tamén a
identidade en ext(T). O

Corolario 2.5. Sexan T e I” grafos planos 2-conexos, de forma que exista un plano-isomorfismo

e homeomorfismo g de T a T”. Enton, podemos extender g a un homeomorfismo do plano.

Demostracion. A proba seré por induccién no nimero de arestas de I'. Se I' é un ciclo, estamos
no caso do teorema 2.4. Noutro caso, séguese do lema 1.22 que existe un camino P en I' e un
subgrafo 2-conexo I'y que contén 6 ciclo exterior de I' de forma que I' se obtena a partir de I'y
engadindo P nunha cara, que esté acotada por algin ciclo C' en T'y. Aplicamos agora a hipdtese

de induccion a I'y =" — P e despois a os dous ciclos de C'U P que contefien a P. 0



Capitulo 3
Triangulacion de superficies pechadas

Definicion 3.1. Unha superficie pechada S é un espazo topoldxico non vacio, compacto e Haus-
dorff, que é localmente homeomorfo a R?, é dicir, cada s € S ten un entorno homeoformo a R?

(ou equivalentemente a un disco aberto).

Definicion 3.2. Sexa P unha coleccion finita de poligonos convexos do plano disxuntos dous
a dous (xunto cos seus interiores) con lados da mesma lonxitude, de forma que en total haxa
un numero par de lados. A cada un destes lados asignamoslle unha orientaciéon elexindo un dos
seus puntos extremos como punto inicial. Formamos o espazo topoldxico S identificando cada
lado dun poligono con exactamente outro lado doutro (ou do mesmo) poligono de acordo coas
orientaciéns anteriores, é dicir, se identificamos os lados a e b, identificaremos o extremo inicial
de a co extremo inicial de b. Observamos que isto tamén define un multigrafo G mergullable en
S, cuxos vértices e arestas son os vértices e lados dos poligonos respectivamente. S é compacto,
polo que é unha superficie pechada se e s6 se é G é conexo e para cada x € S, existe un entorno
de z homeomorfo a un disco. Claramente para os puntos interiores dos poligonos e dos lados
isto cimprese, e é facil ver que o mesmo ocorre para cada vértice y, unha vez feitas todas as
identificacions de lados adxacentes a vértices que se identifican con y. Neste caso, diremos que
G é un mergullo 2-celular en S, e que os poligonos de P son as caras de G, ou o que é 0 mesmo,
as rexions de S\ G. No caso de que todos os poligonos de P sexan tridngulos, e o multigrafo
inducido G sexa un grafo, diremos que G é unha triangulaciéon de S, e que .S é unha superficie

triangulada.

Definicién 3.3. Definimos a caracteristica de Fuler-Poincare dun mergullo 2-celular G coma

E(G) =n—q+ f, onde n,q e f son o nimero de vértices, arestas, e caras, respectivamente.

19
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oo
oo

Figura 3.1: Unha superficie pechada, o tetrahedro

Observacion 3.4. G pode conter arestas multiples e lazos, polo que non necesariamente é un
grafo. Ainda asi, a partir de calquer mergullo 2-celular G é posible obter unha triangulacion,
procedendo da seguinte forma. Se G non é grafo, subdividimos as arestas paralelas e os lazos
que poida haber, de forma que obtemos un grafo. Agora, despois de facer as correspondentes
divisions nos lados dos poéligonos se fose necesario, cada cara de G que sexa un poligono convexo
con mais de 3 lados ¢é sinxela de triangular. Imos a describir un procedemento xeral, ainda que

poderia facerse de calquer xeito.

Sexan vy, va, ..., U con r > 4 os vértices do poligono, con indices expresados modulo r. Engadi-
mos r+1 novos vértices u, u1, ..., 4, no interior do poligono, xunto coas arestas w;v;, U; Vi1, Uli11, UiU.
Unha vez separados, os tridngulos obtidos inducen un novo grafo G’. Cabe observar que E(G) =
E(G"). Na seguinte figura ilustramos os anteriores procedementos cun exemplo no que S é o
toro (definiremos esta superficie no seguinte capitulo). Cabe observar que este método de trian-
gulaciéon de poligonos esta construido de forma que o resultado non contenia lazos nin arestas

multiples, polo que o resultado final de todo o procedemento sempre é unha triangulacion.
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Figura 3.2: Triangulacién do toro

Probamos agora un resultado auxiliar para a demostracién do seguinte teorema.

Lema 3.5. ([Jeal5],Lema E.2) Sexan C,Cy,C3 C R? tres curvas pechadas simples, tal que
C3 C int(Cy). Definimos un "mal segmento"de C coma un segmento P C C de forma que
PC m e PNCy = {p,q}. Definimos tamén un "moi mal segmento"coma un mal segmento
que interseca a C3. Logo, nas condicidns anteriores, so existe un niumero finito de segmentos moi

malos.

Demostracion. Observemos que como as curvas son conxuntos compactos (imaxe por aplicacion
continua de [0,1]), e C3 C int(Cy), existe un € > 0 para o que C3 ten un recubrimento finito

formado por discos de radio €, todos eles contidos en int(Cs).

Suponamos que existen infinitos segmentos moi malos, e sexa {P,} unha sucesion de ditos

segmentos. Cada un destes segmentos correspéndese cos dous puntos nos que interseca a Cs, py,
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e qn. Se C = ~([0,1]), temos que p, = vy(un) € ¢, = v(vy,), polo que podemos formar a sucesion
{tx}, definida por top_1 = ug e tor, = vg. Como [0,1] é compacto, esta sucesion ten un punto
de acumulacion ¢t. Ademais, dado que as curvas son compactas, ambas as ddas sucesions {p,} e
{gqn} tenen algunha subsucesion converxente a 7y(t) = s, do que deducimos que s esta en Co e
por tanto en C' N Cy. Como C' = ~([0,1]) é unha curva continua, dado n > 0, Jea > 0 tal que
lu—t| < ea = 7(u) € B(s,n). Dado que ¢ é un punto de acumulacion de {#}, isto implica que
existe algin uy ou v a distancia < €3 de ¢, polo que hai algiin moi mal segmento P, C B(s,n).
Agora ben, se escollemos 7 < €, pola observacién inicial, dito segmento non intersecaria a Cs, o

cal é unha contradicciéon. Por tanto, s6 existe un nimero finito de segmentos moi malos. O

Teorema 3.6. Toda superficie pechada € homeomorfa a unha superficie triangulada.

Demostracion. Polo que observamos anteriormente, s6 serd necesario probar que toda superficie

pechada é homeomorfa a unha superficie cun mergullo 2-celular.

Para cada punto p € S, sexa D(p) un disco aberto do plano homeomorfo a un entorno aberto
Up de p a través dun homeomorfismo 6, : D(p) — U,. Consideramos en D(p) dous cuadrilateros
Q1(p) e Q2(p) tales que Q1(p) C int(Q2(p)) e con p € O,(int(Q1(p))). Como S é compacto, existe
un naimero finito de puntos pi, p, ..., pn de forma que S = ;- 0;(int(Q1(p;))). Como os discos
D(p;) son subconxuntos do plano, podemos asumir que son disxuntos dous a dous. O problema
fundamental que se nos presenta, é que é posible que os 6;(Q1(p;)) iniciais se intersequen de formas
moi complicadas (estan formados por arcos simples non necesariamente poligonais), podendo
chegar a intersecarse infinitas veces, o que imposibilitaria a construcciéon dun mergullo 2-celular e
por iso, no que ven, manteremos os D(p;) fixos no plano, pero modificaremos os homeomorfismos
fp,, e en consecuencia os conxuntos correspondentes Up, = 6,,(D(p;)), considerando despois

novos cuadrilateros Q1 (p;) que formen un mergullo 2-celular de S.

Procedendo por induccion, supofiamos que @Q1(p1), ..., @1(pr—1) foron elixidos de forma que
calesquera dous cuadrilateros de 0, (Q1(p1)), .-, 0p,_, (Q1(pr—1)) tenan interseccion finita en S.

Agora vexamos o que ocorre en Qa(pg)-

Definimos un “mal segmento” coma un segmento P de algtin Q1(p;), (1 < j < k—1) de forma
que 6, (P) conecta dous puntos de 0, (Q2(px)) e ten o resto dos puntos en 6y, (int(Q2(px))). Cada
mal segmento ten unha imaxe en Q2(pg), dada por 91;?1 (6p;(P)), & que chamamos “mal segmento”
en Q2(pk). Sexa Q3(px) outro cuadrilatero tal que Q1(px) C int(Q3(pr)) e Q3(pr) C int(Q2(pk)).
Decimos que un mal segmento P ¢ un “moi mal segment” se 6, (P) interseca a 60, (Q3(pr)). E
posible que existan infinitos malos segmentos, xa que poderfa existir un segmento dalgin Q1(p;)
que se “revolvese” infinitas veces intersercando a Q2(py) infinitas veces. En cambio, como estamos
nas condicions do lema anterior (Q3(px) C int(Q2(px)), sabemos que s6 existe un namero finito

de segmentos moi malos.
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Os segmentos moi malos 6, !(6), (P)) dentro de Q2(py) xunto con Qa(p;) forman un grafo
plano 2-conexo I'. Polo lema 1.20, sabemos que podemos redebuxar I'" dentro de Q2(pg) de
forma que obtemos un grafo I plano-isomorfo (e por tanto homeomorfo) a ' no que todas as
arestas sexan arcos simples poligonais. Agora, aplicando o corolario 2.5, extendemos o plano-
isomorfismo a un homeomorfismo de int(Qz(py) deixando fixo Qo(py). Este homeomorfismo
transforma Q1(px) e Q3(pk) en curvas simples pechadas Q] e Q5 en int(Q2(py)) tal que Q) C Q4
e pi € Oy, (int(@Q4)).

Vexamos que existe unha curva simple poligonal Q4 C int(Q2(py)), de forma que Q) C
int(Q%) e non interseque a ningin mal segmento que non sexa moi malo. Efectivamente, se
para cada p € QY% escollemos un cadrado R(p) de centro p que non interseque nin a @ nin a
ningin mal segmento que non sexa moi malo. Estes cadrados recubren Q§. Logo, tomando un
subrecubrimento finito (Q% é compacto), a uniéon destes cadrados forma un grafo plano 2-conexo,
cuxo ciclo exterior pode tomar o papel de Q4. Se fose necesario, podemos xirar algiun dos cadrados
en torno 6 centro para que a interseccion cos segmentos moi malos sexa finita (podémolo facer,
dado que os segmentos moi malos son arcos simples poligonais, formados por un namero finito

de segmentos de recta, polo que s6 existe un namero finito de direccions).

Agora, ao igual que fixemos antes, podemos redibuxar IV U @4, que é un grafo plano 2-
conexo, de forma que Q4 sexa un cuadrilatero (que contén a @] no seu interior), e extender o
plano-isomorfismo de grafos a un homeomorfismo de int(Q2(pr)) grazas 6 corolario 2.5. Da-
do que Q) C int(Qf), podemos escoller a Q5 como o novo Qi(py), e seguirase cumprindo
S = Ui, 0:(int(Q1(pi))), ademais de que 6, (Q1(px)) terd interseccion finita con cada un dos
Op, (Q1(pi)) (1 <i<k—1). A hipotese de induccion queda asi probada para todo k.

Dado que S = |J;, 6;(int(Q1(pi))) e que a interseccion entre cada dous dos 6,,Q1(p;) €
finita, podemos pensar en ;- 0, (Q1(p;)) coma un grafo I' mergullado en S. Cada rexion de
S\ T esta limitada por un ciclo C. Agora, para cada C' debuxamos un poligono convexo C’ de
lado 1 de forma que os vértices de C’ se correspondan cos vértices de C, e obtemos a superficie
S’ identificando os lados de todos os poligonos adecuadamente para que o grafo inducido do
2-mergullo celular IV en S’ sexa isomorfo a I'. Podemos extender facilmente o isomorfismo entre
I' e I” (pensando en I" e I como grafos abstractos) a un homeomorfismo f: ' C S — IV C 5"
En particular, a restriccion de f a C' é un homeomorfismo de C en C’. Claramente, para algin
i, C esta contido en 6, (int(Q2(pi))), homeomorfo a R?, mentres que int(C’) ¢ o interior dun
poligono convexo, polo que podemos aplicar o teorema de Jordan-Schonflies para extender f|c
a int(C). Procedendo deste xeito para todas as rexions de S \ T', obtemos un homeomorfismo
entre S e 5.
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3. Triangulacién de superficies pechadas

Figura 3.3: Teorema 3.5



Capitulo 4
Clasificacion de superficies pechadas

Xa probado que toda superficie pechada é homeomorfa a unha superficie triangulada, imos a
describir un conxunto de superficies pechadas e probaremos que toda superficie pechada é homeo-
morfa a unha delas. Para rematar, veremos que ningunha das superficies descritas é homeomorfa

a outra. Como consecuencia, teremos probado o teorema de clasificaciéon de superficies pechadas.

Definicion 4.1. Sexa F' unha cara dunha superficie S con un 2-mergullo celular. Dentro dela,
consideremos dous tridngulos disxuntos 77 e T5. Eliminamos os interiores dos triangulos, e for-
mamos unha superficie S’ identificando os lados dos tridngulos de forma que as orientaciéns no
plano dos lados coincida. Formamos outra superficie S” identificando os lados de forma que as
orientacions no plano sexan opostas. Decimos que S’ e S” son obtidas a partir de S engadindo un
asa torcida ou un asa respectivamente. Se en lugar de dous triangulos consideramos un cadrado,
borramos o seu interior, e indentificamos os puntos "diametralmente opostos", como se mostra
na figura, obtemos unha superficie ", a cal diremos que é obtida a partir de S engadindo unha

tapa cruzada (realmente estamos a pegar unha banda de Mobius polo seu borde).

E claro que non ten importancia a localizacion dos triangulos ou cuadrilateros dentro da
mesma cara, nin tampouco a elecciéon da cara F na que os situamos. Tamén é posible que os
dous tridngulos se atopen en diferentes caras, ainda que por agora non seriamos capaces de
distinguir entre os dous tipos de asa. Ademais, ao engadir unha tapa cruzada, non é necesario
empregar un cuadrilatero, se non que identificando puntos opostos en calquera curva simple

pechada, obteriamos a mesma superficie (salvo homeomorfismo)

Tamén podemos representar as asas e as asas torcidas considerando un cuadrilitero é iden-
tificando os lados debidamente, da forma indicada nas seguintes figuras. E facil ver que estas
representaciéons son equivalentes. Procedendo dun xeito similar, podemos probar graficamente o

seguinte lema.
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Figura 4.1: Asa, asa torcida e tapa cruzada

Lema 4.2. A adicion dun asa torcida € equivalente a engadir dias tapas cruzadas. Ademdis,
unha vez que temos engadido unha tapa cruzada, a adicion dun asa € equivalente d dun asa

torcida.

Demostracion. A proba esta ilustrada a continuaciéon. So6 resta ver que os cuadrilateros da primei-
ra e dltima ilustracién da segunda parte do lema son, respectivamente, equivalentes 6s triangulos
que forman unha asa ou unha asa torcida, o cal € moi sinxelo de ver empregando o mesmo método

da demostracion. O

NN

Figura 4.2: Asa torcida = 2 tapas cruzadas

w
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Figura 4.3: Asa + tapa cruzada = asa torcida + tapa cruzada

Agora, consideremos todas as superficies obtidas do xeito anterior, a partir da esfera Sy,
pensada coma un cociente de poligonos (tetrahedro). Engadindo h asas & esfera, obtemos unha
superficie que denotaremos por Sy, e chamaremos superficie orientable de xénero h. Se en cambio
engadimos k tapas cruzadas, obtemos outra superficie, 4 cal denotaremos por N, e chamaremos
superficie non orientable de xénero k. Mais adiante, veremos o porqué desta denominacion. Sq,
N; e Ny son o toro, o plano prozectivo é a garrafa de klein respectivamente. A partir do lema

anterior, dedtiicese o seguinte resultado.

Proposicion 4.3. Sexa S a superficie obtida a partir da esfera, engadindo h asas, t asas torcidas

e ¢ tapas cruzadas. Enton, set =c=0, S =Sy, e noutro caso, S = Nop1911c.

Agora probaremos o resultado fundamental deste capitulo, que nos deixard a un paso de
establecer o teorema de clasificaciéon de superficies pechadas. Imos a ver que dada unha super-
ficie pechada S, sempre é posible transformala en Sy, mediante un ntmero finito de cortes e
identificacions. En pddese consultar unha exposiciéon moi intuitiva e cunha visualizacion

moi clara dunha demostracién do teorema de clasificacion, ideada por E.C. Zeeman, onde este
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proceso recibe o nome de “cirurxia’.

Lema 4.4. Sexa S unha superficie pechada, e G un multigrafo mergullado en S (mediante un
mergullo 2-celular), con n vértices, q arestas e f caras. Enton S é homeomorfo a Sy, ou Ny, onde

h e k venen dados polas ecuacions

EG)=n—q+f=2-2n=2—k (4.1)

Demostracion. Como S é conexo, G tamén. Vexamos en primeiro lugar que E(G) < 2. Para
velo, eliminamos sucesivamente arestas de G ata que obtemos un subgrafo conexo minimal H de
G. En cada eliminacién, o namero de caras (agora non necesariamente poligonos) mantense ou
redicese en 1. E claro que H ten n vértices, n — 1 arestas e unha sola cara. Disto deducimos que,
efectivamente, F(G) < 2.

Agora, como xa vimos no capitulo anterior, podemos obter a partir do multigrafo G un grafo
G’ que triangule S, e de forma que F(G) = E(G’). Polo tanto, é suficiente con probar o resultado

cando G é unha triangulacién de S. Faremos unha proba por reducciéon 6 absurdo.

Suponamos que S e G forman un contraexemplo ao lema, de forma que G postia polo menos
4 vértices e
(1) 2—E(G)=2—-n+q— f é minimo.
(2) Suxeito a (1), n é minimo.
(3) A minima valencia m de G é minima, suxeita a (1) e (2) (A valencia dun vértice é o nimero
de arestas incidentes nel).
Sexa v un vértice de minima valencia en G. Sexan v1,vs, ..., Uy, 0s vértices vecifios de v tal que
os ciclos vvjve, vUgus, ... VUV acoten as caras adxacentes a v (cos indices expresados modulo
m). Como G é un grafo, necesariamente temos m > 3. Se m = 3, G — v é unha triangulacion
de S, a non ser que S sexa o tetrahedro (enton G — v s6 terfa un triangulo, o cal non é unha
superficie pechada). O primeiro caso contradeciria (2) e o segundo a suposicién de que S e G

son un contraexemplo do lema. Por tanto, temos que m > 4.

Se para algin ¢ = 1,2,...,m, o vértice v; non estd conectado a v;2 mediante unha aresta,
denotemos como G’ ao grafo obtido a partir de G eliminando a aresta vv; 1 e engadindo a aresta
V0. B facil ver que G’ triangula a S, o que contradice (3). Entén, podemos asumir que G

contén a todas as arestas v;v;t2, cando v ten valencia minima.

A idea do que segue de demostracion é a seguinte; imos a "cortar" (eliminar as identificacions)
a nosa superficie polo triangulo T = vvjvs, o cal non desconecta & superficie (T e unha curva de
S pero non delimita unha cara). Ao facer esto, veremos que poden ocorrer dtas cousas; que T se
transforme en dous tridngulos disxuntos, o cal ocorreria cando 1" forme parte dunha asa ou asa

torcida, ou que T se transforme nun hexagono, o cal ocorre se T' forma parte dunha banda de
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Mobius (observemos que ao cortar unha banda de Mobius polo seu meridiano non a separamos
en duas partes). Despois, “rechearemo” os ocos que quedan no interior de 7" para obter unha
superficie pechada S’ cun mergullo 2-celular G, para o cal veremos que E(G’) > E(G), o que
implicaria que 2 — E(G’) < 2 — E(G), e de acordo con (1), isto implica que S’ ¢ da forma
Sy, ou Nj. Como no proceso de construcciéon de S’ estamos a desfacer un asa, asa torcida, ou
tapa cruzada, ¢ claro que S obtense a partir de S’ engadindo unha das anteriores, polo que sera
da mesma forma. Imos a desenvolver agora este argumento, e para facilitar a sda visualizacion,
apoiaremonos nun exemplo grafico, neste caso o do toro, o cal representaria o primeiro dos dous
casos aos que antes nos referiamos. E importante notar que para poder aplicar visualmente o
proceso, é necesario partir dunha triangulaciéon minima (nas condicions anteriormente expostas).
Ademais, hai que entender a representacion da figura coma un grafo, na que para aumentar a
claridade e poder representar o grafo no plano (non é un grafo planar), aparecen por duplicado

algins vértices e arestas.

Denotemos por M o espacio topoloxico resultante de identficar os lados dos tridgulos de S (da
forma indicada pola triangulacion), exceptuando os seis lados que se corresponden coas arestas
vy, V1V3 € V3, os cales deixamos sen identificar. Chamaremos a estes seis lados lados fronteira
de M. Sexa G’ o grafo cuxos vértices son os vértices dos triangulos de M e cuxas arestas son
os lados de ditos tridngulos (unha vez identificados, analogamente 6 grafo que induciria M se
fose unha superficie pechada). Notemos que G ten exactamente 6 vértices incidentes con lados
fronteira, e cada un destes vértices é incidente con exactamente 2 lados fronteira. Polo tanto, os
lados fronteira forma un subgrafo C' formado por vértices de valencia 2. Entén, s6 temos dias
posibilidades para C', ou ben esta formado por dous tridngulos disxuntos, ou ben é un hexagono.
Se C' esta formado por dous tridngulos disxuntos, engadimos a M dous novos triangulos disxuntos
do plano, e identificamos os seus lados coas arestas de C', de forma que obtemos unha superficie
S’ triangulada por G'. Se C' é un hexagono H, engadimos un hexagono do plano (previamente
triangulado) a M, e identificamos os seus lados coas arestas de C, de forma que obtemos unha
superficie S”, triangulada por un grafo G” (aqui é necesario extender G’ dado que temos que

triangular o hexagono engadido). No primeiro caso, engadimos duas caras, polo que
E(G)=E(G)+2 (4.2)
e no segundo caso, como E(H) non varia ao triangulalo, temos que

E(G")=E(G)+1 (4.3)

Por (1), temos que de ser superficies pechadas, S’ ou S” son da forma Sj ou Ng, o cal é
asf, dado que G’ é conexo pola existencia da aresta vov,, (v2 esta dentro de T' e vy, fora). Se C'
consiste en dous triangulos, como dixemos antes, é claro que S obtense a partir de S’ engadindo

un asa, ou un asa cruzada, mentras que se C consiste nun hexagono, S obtense a partir de S”
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engadindo unha tapa cruzada (xa que o hexdgono ¢ unha curva pechada simple). Polo tanto,
no primeiro caso S é da forma Sy ou Niy9, e no segundo é da forma Niy; ou Nopyq. Isto
contradice que S e G formen un contraexemplo 6 lema 4.4, co que queda probado o resultado.

A validez da ecuacion (4.1) é clara vista esta proba e que a caracteristica de Euler do grafo do

tetrahedro (esfera) e 2. O
V, v v v
Vs 6 I V2 VT 2 V() V] Vs 2 V(! Vi
v v T
v T 3 V k! 2
3 5 V3 Vg Vg Vg v Vg
Ty
v A
¥s \l Vs Vy ) Vy
v M
Vi Vg V) V2 ! V) VgV vV, Vg V)

T T

Figura 4.4: Lema 4.4

Definicién 4.5. Definimos a caracteristica de Euler dunha superficie pechada S como:

2—2h seS =Sy,
x(5) = (4.4)
2—k seS=N

Do anterior resultado, xunto co feito de que calquer mergullo 2-celular se pode extender a

unha triangulacién, deducimos a formula de Euler.

Corolario 4.6 (Formula de Euler). Sexa S unha superficie pechada cun mergullo 2-celular G.

Enton, x(S) = E(Q).
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Para completar o teorema de clasificaciéon de superficies, imos a probar que todas as superficies

descritas na proposiciéon 4.3 son non homeomorfas dous a dous.

Teorema 4.7. Sexan S e S’ dias superficies pechadas. Se x(S) # x(S’), S e S" non son

homeomorfas. E dicir, a caracteristica de Euler é un invariante topoldzico.

Demostracion. Sexa S unha superficie pechada. Consideremos un grafo G mergullado en S (non
necesariamente un mergullo 2-celular). Como S constriiese identificando lados de poligonos pla-
nos, empregando o lema 1.14, podemos asumir que as arestas de GG son poligonais. Sexan n, ¢
e f o namero de vértices, arestas e caras (rexions de S\ G), respectivamente, de G. Se G’ ¢ un
mergullo 2-celular de S, entéon G L Gﬁ é un mergullo 2-celular de S que contén unha subdivisién
de G. Agora eliminamos sucesivamente arestas de G'LU G’ ata obter unha subdivision de G, a cal
ten as mesmas caras que G como grafo mergullado en S, pero pode ter méis vértices e arestas.

Polo que temos

n—q+f=x(9) (4.5)

Agora, dado que para calquer grafo tense que 3f < 2¢, obtemos

q < 3(n—x(9)) (4.6)

Observemos que a igualdade dase cando G é unha triangulaciéon de S, xa que por cada aresta
temos 2 tridngulos, e por cada triangulo 3 arestas, co que se cumpre a segunda desigualdade,
mentras que a primeira camprese por definicion. Polo tanto, se x(S’) > x(S), unha triangulacion

G de S ten demasiadas arestas para poderse mergullar en S’. O

O tnico que nos resta por ver, é que Sy e Nop non son homeomorfos, xa que tenen a mesma
caracteristica de Euler. Vexamos que Sy, pode ser mergullado de forma poliédrica en R? mentras

que Nz non.

Definicién 4.8. Un poliedro P é un subconxunto de R? formado por unha unién finita e conexa
de poligonos planos de forma que:
1: Cada aresta é incidente con exactamente dous poligonos

2: A intersecciéon de dous poligonos distintos so pode ser o baleiro, un vértice ou unha aresta.

Parece claro que segundo esta definicion, todos os poliedros son superficies compactas, pero

veremos que o reciproco non é certo.

'Empregamos aqui o simbolo da unién disxunta para denotar unha unién no sentido da definicién 1.23, que
podemos considerar dado que a pesar de non ser grafos planos, estan mergullados nun espazo formado por poligonos

planos cos lados identificados.
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Figura 4.5: Poliedro

Podemos representar facilmente S, coma un poliedro de R? da seguinte forma. Partimos
da esfera Sy, 4 cal representamos coma un tetrahedro. Agora seleccionamos calquera cara do
tetrahedro, na que engadiremos as h asas. Subdividimos esta cara en tantas partes como asas
queiramos engadir, e en cada unha delas engadimos un asa da forma que se indica na seguinte

figura. Claramente, isto describe un homeomorfismo entre S;, e un poliedro en R3.

C

b b 4 E

Figura 4.6: Asa poliédrica

O seguinte resultado, que é moi similar 4 version poligonal do teorema da curva de Jordan
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que probamos no lema 1.16, dinos que non ocorre o mesmo para as superficies da forma Nj.

Fagamos antes unha observaciéon previa.

Observacion 4.9. Dada unha superficie S da forma Ng, e un punto p de S, existe unha curva
pechada simple poligonal C' dende p, tal que cando a percorremos, a dereita e a esquerda in-
tercambianse. E dicir, que se a cara da superficie que contén a p estivese mergullada en R3, ao
percorrer a curva de p a p “caminando” pola superficie (moi preto da superficie, pero sen tocala),
acabariamos no lado oposto da cara. Na seguinte figura, temos unha descripcién gréfica de dita

curva. Observamos que se escollésemos un entorno da curva, obteriamos unha banda de Md&bius.

Figura 4.7: C' en azul

Proposicion 4.10. Sexa S unha superficie pechada. Se S é homeomorfo a un poliedro P de R3,

enton S non é homemorfo a Ni para ningin kEl

Demostracion. O argumento desta proba é case idéntico ao do lema 1.16. Vexamos en primeiro
lugar que R?\ P ten dtas rexions. Comezamos considerando unha direcciéon v en R? (vector non
nulo) fixada, non paralela a ningunha das caras de P. Sexa p en R3\ P, do que sen perda de
xeralidade, podemos asumir que non pertence a ningunha das rectas con direccién v partindo de
calquera dos vértices de P. Sexa L unha semirrecta dende p con direcciéon v. Se L non interseca a
ningunha aresta de P, contamos o niimero de veces que L interseca a P médulo 2. Se L interseca
a algunha ou varias arestas de P (necesariamente en puntos disxuntos), contamos o ntumero de
interseccions de L con P dende algin punto cercano (podemos escollelo arbitrariamente proximo)
a p para o que L non interseque a ningunha aresta de P. Isto ten sentido, xa que se L interseca

a unha aresta (), poden ocorrer 2 cousas; ou as duas caras adxacentes 4 () estan na mesma

2Este resultado esta baseado nunha resposta de Sergei Ivanov no sitio web MathOverflow


https://mathoverflow.net/questions/18987/why-cant-the-klein-bottle-embed-in-mathbbr3
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rexién de R3 \ TI, onde II é o plano que contén a L e @, ou ben as dias caras estan en distintas
rexions. E facil ver que en calquera dos dous casos, ao desplazar lixeiramente L, non alteramos
a paridade do ntiimero de intersecciéons de L e P. Por este mesmo motivo, se nos desplazamos
dende p cara outro punto ¢ mediante un arco simple poligonal, evitando os puntos que estean
nas rectas con direccién v pasando polos vértices de P, a paridade do niimero de intersecciéns
en ¢ é a mesma ca en p. Agora, tomando un pequeno segmento de recta coa mesma direccion v
cortando perpendiculamente 4 unha das caras de P de forma que so interseque a P nun punto,
obtemos dous puntos a e b con distinta paridade (os extremos do segmento). Polo tanto, non
podemos conectar a e b mediante un arco simple poligonal. Agora ben, se P fose homeomorfo a
N, entén poderiamos desplazarnos dende a ata b mediante un arco simple poligonal, primeiro
acercandonos perpendicularmente ao poliedro (sen chegar a cortalo, pero moi preto), logo se-
guindo unha das curvas pechadas descritas na observacién anterior, e por tltimo desplazdndonos
cara b perpendicularmente. Isto contradice o que acabamos de probar, polo que S non pode ser

homeomorfo a Nj. O

En |Mae93| atopamos unha curiosa proba sinxela deste mesmo resultado que emprega un
resultado de teorfa de grafos. Notemos que a condiciéon de que o mergullo sexa poliédrico non
¢ realmente necesaria. Podese probar que Nj, non é mergullable en R? de ningunha forma, pero

non de forma elemental, como no caso poliédrico, o cal é suficiente para os nosos fins.

Ainda que non introducimos formalmente o concepto de orientabilidade, aqui podemos ob-
servar cal é a idea de fondo. Acabamos de ver que un poliedro divide 6 espazo tridimensional
en dias rexions, mentras que se N fose homeomorfo a un poliedro de R3, seria imposible que
este poliedro dividise o espazo en mais dunha rexiéon. Neste sentido, poderiamos dicir que Ny
ten unha tnico cara. Isto ocorre dado que Nj ten un subespazo homeomorfo a unha banda de
Mobius, como observamos anteriormente, mentras que Sp, non. Logo, podemos dicir que unha

superficie é orientable se e s6 se non contén ningunha banda de Mdbius.
Obtemos do resultado anterior o seguinte corolario.

Corolario 4.11. S;, e Ni non son homeomorfos.

Finalmente, temos completamente probado e podemos enunciar o teorema de clasificacion.

Teorema 4.12 (de clasificacion das superficies pechadas). Sexa S unha superficie pechada. Enton

S é homeomorfa a exactamente unha das superficies Sp,h > 0, ou N, k > 1.



Anexo A

Anexo I: Un contraexemplo 6 teorema

de Jordan-Schonflies en dimension 3

Ainda que a intuicién nos diga que o teorema de Jordan-Schonflies se pode xeralizar para
subespazos homeomorfos & esfera S? en R3, como foi asumido durante o principio do século
pasado, conécense miltiples exemplos de 2-esferas (subespazos de R?® homeomorfos a S?), de
forma que non existe un homeomorfismo de R? en si mesmo que leve a 2-esfera en S2. Un deles,
quizéais o méis conecido, é a esfera cornuda de Alexander, que foi descuberta por J.W. Alexander
cando trataba de afinar unha proba do teorema de Jordan-Schonflies para R3, e que describiremos

a continuacion.

Introducimos antes algtins conceptos da teoria homotdpica, que nos seran de axuda para ver
que efectivamente a esfera cornuda constittie un contraexemplo & afirmacién sen restricciéons do

teorema en dimension 3.

Definiciéon A.1. Sexa X un espazo topoléxico. Unha homotopia de extremos fizos entre dous
camifios 0y e 09 en X que comparten extremos, ¢ unha aplicacion continua H : [0,1] x [0,1] — X
que verifica H(t,0) = o1(t), H(t,1) = o2(t) e H(0,s) = 01(0) = 02(0), H(1,s) = 01(1) = 02(1).
Diremos que dous caminos que comparten extremos son homdtopos se existe unha homotopia de

extremos fixos entre eles.

Definiciéon A.2. Diremos que un espazo conexo por caminos X é simplemente conezro se calquer

lazo en X é homotopo a un lazo constante (un punto).

Faremos uso da seguinte proposiciéon, cuxa proba podemos atopar en calquer libro de topoloxia

xeral.
Proposicion A.3. Ser simplemente conexo € unha propiedade topoldzica.
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Definiremos a esfera cornuda como o limite dunha sucesién de esferas, e veremos que a pesar
de ser homeomorfa 4 S?, o complementario da unién da esfera co seu interior non é simplemente

conexo, é dicir, que existe un lazo contido nel que non se pode deformar ata un punto.

Partimos da esfera Sg a que lle engadimos unha asa, de forma que obtemos un toro, ao
que chamaremos X;. Agora, removemos unha pequena seccion transversal (un cilindro) da asa,
obtendo asi un cilindro, e tapamos con dous discos o cilindro de forma que obtemos unha esfera
S2 (anélogo 6 que faciamos na demostracion do teorema de clasificacion). A continuacion, a cada
un dos discos (de radio r), quitamoslle un disco menor concéntrico de radio r/2, e pegamoslle
un toro pinchado (toro menos un disco) de forma que os dous toros estén "encadeados", como se
mostra na figura. Desta forma obtemos o espazo X». Agora, igual ca no paso anterior, eliminamos
en cada un dos novos toros un cilindro do modo descrito na figura, e pegamos 4 tapas, de forma
que obtemos unha nova esfera S3. Repetindo este procedemento ata o infinito, cada vegada
pegando toros méis e mais pequenos a cada un dos discos resultantes de eliminar os cilindros,

obtemos a esfera cornuda de Alexander A.

2
- Sl

Figura A.1: Construccion da esfera |Bin83|
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Figura A.2: Caricatura do matemaético John H. Conway coa esfera cornuda de Alexander crecén-
dolle na cabeza, por Simon Fraser (Guy 1983, Schroeder 1991, Albers 1994)

Proposicion A.4. A esfera cornuda de Alexander é unha 2-esfera.

Demostracion. Tmos a describir un homeomorfismo h entre A e S?. (|Bin83|, exercicio IV.3.A)

Sexan D;,i = 0,1 dous discos disxuntos en S2. Consideramos agora no interior de cada un
destes discos, outros dous discos D;j,4,j = 0,1, en cada un destes 4 discos, outros 2 (8 en total)
D;ji, 1,73,k = 0,1, e asi sucesivamente, engadindo en cada paso 2" discos. O homeomorfismo h
levarda AN S% en 52\ Ui j Int(Dsj), AN S2 en 52\ Ui jx Int(Dijk), ete. Faltanos definir h nos
puntos limite, é dicir, os puntos de A que non se atopan en ningin dos S?. Sexa p un destes
puntos, U; a componente conexa de A\ S? que contén a p, e D; o disco D;;... encerrado en h(OUy).
Definimos h(p) = (\;en Dt- O
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Figura A.3: Construccién de h

Curiosamente, como se pode apreciar de forma clara na figura anterior, estes puntos que
non se atopan en ningunha das aproximaciéns S2, chamados "puntas dos cornos", forman un
conxunto de Cantor, xa que en cada paso removemos 2 discos do interior de cada novo disco, o

cal é analogo & construccion do conxunto de Cantor a partir dun intervalo.

Do mesmo xeito que na anterior demostracion, considerando “rodaxas” da bola tridimensional
en lugar de discos na esfera, poderiamos establecer un homeomorfismo entre a B, a bola cornuda
(a esfera cornuda xunto co seu interior) e a bola canénica de R?, o cal quere dicir que o interior

da esfera cornuda si ¢ homeomorfo ao interior de S2. (véxase [Bin83|, exercicio IV.4.C)

Vexamos agora que o exterior da bola cornuda non é simplemente conexo, seguindo unha

idea de |Col07].

Sexa L o lazo representado na figura. Daremos unha idea de porqué non se pode deformar
mediante unha homotopia a un punto. Supofiamos que exista dita homotopia, I : S x [0,1] —
R3\ B, con Ty = L e I'1 = {p}. Como S* x [0,1] é compacto, a stia imaxe por I tamén o é.
Ademidis, T'(S? x [0,1]) é disxunto de B, que tamén é compacto, polo que a distancia entre os
dous conxuntos ten que ser un nimero real positivo €. Agora ben, na construccion da esfera
cornuda descrita anteriormente, os cilindros que se sustraen dos toros en cada paso son cada vez
mais pequenos, de feito poden ser tan pequenos como queramos (o radio reducese 4 metade en
cada paso), polo que chegado a certo paso, a distancia entre as duas tapas dos novos cornos ¢
menor que e, facendo imposible que T'(S! x [0, 1]) pase a través dos cornos. Isto é suficiente para

ver que R?\ B non é simplemente conexo, pero poédese probar que o seu grupo fundamental é
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un grupo libre infinitamente xerado (véxase |[HatO01]).

Dado que ser simplemente conexo é unha propiedade topoldxica, o exterior da esfera cornuda
non é homeomorfo ao exterior de S2, e polo tanto, non podemos extender o homeomorfismo entre
A e 8? a un homeomorfismo de R? en R3, e concluimos que o teorema de Jordan-Schonflies non

se sosten (sen restriccions) en dimension 3.

Figura A.4: |Col07]
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Anexo B

Anexo II: O xénero dun grafo e a

coloracion de mapas

Xa sabemos que o problema dos tres servicios exposto na introducién non ten solucién, tendo
probado que K3 3 non é planar. Tamén sabemos que podemos representar K3 3 no plano cunha soa
interseccion entre duas arestas, o cal, se pensamos un pouco, pode dar lugar 4 seguinte "trampa".
Se puidésemos colocar un asa no plano de forma que esta pasase por enriba da interseccion,
poderiamos facer pasar unha das arestas polo asa e a outra por debaixo, de forma que non se

intersequen.

Figura B.1: Solucién ao problema dos tres servicios nunha taza

Agora, como xa observamos no primeiro capitulo, un grafo é mergullable no plano se e s6 se
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é mergullable nunha esfera. Xunto, co anterior, isto quere dicir que se replantexamos o problema
dos 3 servicios, pensando en que as casas estan no globo terraqueo (unha esfera), a solucion
consistiria en engadir unha asa & esfera, é dicir, transformala nun toro. Outra forma de dicir esto

¢ que K33 ¢ mergullable no toro.

Xa vimos que existen mais grafos non planares que si son mergullables no toro, como por
exemplo K7 (a triangulacion minima do toro). Isto pode levarnos a facernos a seguinte pregunta.
Dado un grafo G, existe algunha superficie orientable Sy, de forma que GG sexa mergullable en S,7
Claramente, a resposta é si. Dado un grafo arbitrario, podemos representalo na esfera cun ntimero
finito de intersecci(’)nsﬂ Logo, s6 temos que colocar un asa por cada unha destas intersecciéns
e proceder do xeito descrito anteriormente. Agora ben, é necesario engadir unha asa por cada
interseccién para poder mergullar G en S;? Como dixemos antes, K7 é mergullable no toro, e
a sta representacion planar ten necesariamente méis dunha interseccién. Polo tanto, en xeral, a

resposta a esta ultima pregunta é non. Esta cuestion levanos a definir o zénero dun grafo.

Definiciéon B.1. Sexa G un grafo. Definimos o xénero de G, 6 que denotamos por v(G), como
o ntiimero minimo de asas que hai que engadir a Sy para poder mergullar G. E dicir, o xénero de

G é o minimo valor de h para o que G pode ser mergullado en S,.

Un grafo planar ten polo tanto xénero 0, mentras que un grafo toroidal (mergullable no toro
e non planar) ten xénero 1. Como indica o autor en [Tho92|, o problema de determinar o xénero
dun grafo arbitrario dado é moi dificil, en particular é NP-completo. Sen embargo, para algunhas

familias de grafos, si que é posible calcular rapidamente o xéneroﬂ

Observacion B.2. O xénero dun grafo esta intimamente ligado 6 xénero dunha superficie orien-
table. Se G é un mergullo 2-celular de Sy, pola formula de Euler, temos que E(G) =n—q+ f =
2 — 2h, polo que ¥(G) = h.

Esta tltima observacién é de gran importancia, pois permitenos estudar un problema clésico,
o da coloracién de mapas, empregando ferramentas da teoria de grafos. Este problema consiste
en saber cal é o nimero maximo de cores necesarias para colorear un mapaﬂ de forma que
dous paises adxacentes sempre tenan distinta cor. Agora, se lle asignamos un vértice a cada
pais, e representamos a adxacencia de dous paises mediante unha aresta entre os seus vértices
correspondentes, obtemos un grafo GG. Entén, este problema é equivalente a obter o ntmero
méaximo de cores necesarias para colorear os vértices de GG de forma que dous vértices adxacentes

non compartan cor. Este niimero é coniecido como numero cromdtico de G, e denotarémolo por

k(G).

1O minimo namero de interseccions ao representar G' no plano é cofiecido como o nimero de cruce de G.
2Véxase |Ano]
3Entendemos por mapa a unha subdivisién do plano ou da esfera dada por un grafo H mergullado nela, na

que asignamos a cada pafs unha ou mais rexioéns de Sp \ G.
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Figura B.2: Mapa con 4 cores

E facil ver que se o territorio de cada pais fose contiguo (subconxunto aberto e conexo), entén
o problema reduciriase a atopar o nimero méximo de cores necesarias para colorear as caras dun
mergullo 2-celular da esfera (ou equivalentemente, do plano). Pola observacion anterior, esto é o
mesmo que achar o maximo ntmero cromatico dun grafo planar ou de xénero 0. Sen embargo, se
por exemplo un pafs tivese dous territorios non contiguos, o problema seria equivalente a atopar o
niimero méaximo de cores necesarias para colorear as caras dun mergullo 2-celular dun toro, como
se pode apreciar na seguinte figura. Se permitisemos que houbese n paises que tivesen en total
m territorios non contiguos, haberfa que engadir ata m —n asas & esfera para poder mergullar G
na superficie. Logo, o problema seria equivalente 6 de atopar o maximo niimero cromaético dun

grafo de xénero < m — n.

Figura B.3: Territorios non contiguos
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O primero caso, no que os territorios son contiguos, foi o primeiro en formularse, cando
Francis Guthrie, en 1852, tratando de colorear o mapa de Inglaterra, decatouse de que s6 eran
necesarias 4 cores. Moito maéis tarde, en 1976, tras varios intentos falidos por parte de notables
matematicos, foi probado por Kenneth Appel e Wolfgang Haken. E o primeiro gran teorema en
ser probado por forza bruta facendo uso dunha computadora, o que se debe a necesidade de

comprobar unha enorme cantidade de casos. A sta formulacién en teoria de grafos é a seguinte.

Teorema B.3 (das catro cores). Sexa G un grafo planar. Enton, k(G) < 4.

Curiosamente, 9 anos antes, Gerhard Ringel e J.W.T. Youngs xa lograran probar cunha
aproximaciéon moi distinta un resultado que resolve o problema do segundo caso. Esta era a
cofiecida como conxectura de Heawood, e posteriormente como teorema de Ringel-Youngs, e

admite a seguinte formulacién.

Teorema B.4 (de Ringel-Youngs). Sexa G un grafo mergullado nunha superficie pechada S
distinta de Ny e Sg. Entin, k(G) < Lui VA‘(‘);%((S)J. Ademais, esta é a mellor cota posz’bl.

Para Sg e Ny non se cumpre a féormula. No caso de Ny o niimero méximo de cores necesarias

¢ 6% e no caso de Sy, ven dado polo teorema das catro cores.

Corolario B.5. Sexa G un grafo. Enton k(G) < Lui ”1—;487((;”. Ademais, esta é a mellor cota
posible.

Por exemplo, se s6 houbese un pais que tivese un territorio non contiguo, formado por duaas

7+\/1+48J
2

rexions, necesitariamos como maximo | = 7 cores para colorear o noso mapa.

Notemos que o teorema de clasificaciéon de superficies pechadas esta a xogar aqui un papel
fundamental, xa que del deducimos a formula de Euler, coa que estamos establecendo unha ponte

entre un problema topoléxico e outro da teoria de grafos.

4Onde || denota & funcién piso.
5Isto ¢ o que conxeturou Heawood no seu artigo orixinal, onde xa probara a validez da cota.
5Foi probado por Philip Franklin en 1934.
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