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Resumo

Examinase cunha linguaxe marcada pola anilise funcional e a teorfa da medida o
problema matematico da independencia estatistica dende unha perspectiva contemporanea.
Introdacese o marco conceptual preciso de cara a acadar tal obxectivo para posteriormente
desenvolver de xeito rigoroso os dous formalismos que historicamente guiaron a evolucién
do estudo da independencia, asi como o sorprendente paralelismo que entre eles gardan.
Transpasando a fronteira entre o mundo poboacional e o empirico, preséntase de xeito
conciso un corpus de resultados relativos a U-estatisticos, abstraccién fundamental da
teoria da estimacion. A finalidade deste capitulo é proporcionar a maquinaria precisa para
dar paso & formulacion empirica do contraste de independencia de diias variables aleatorias
dada unha mostra. Finalmente, condénsanse as contribuciéns orixinais nos dous derradeiros
capitulos proporcionando unha ponte entre o exposto até este punto e a teoria de machine
learning maéis actual, para asi dar paso & aplicacién do presente traballo no eido da fisica

de materiais e a novedosa representacién da sta estrutura en forma de grafos.

Abstract

The mathematical problem of statistical independence is examined from a contempo-
rary perspective with a language marked by functional analysis and measure theory. We
introduce the necessary conceptual framework in order to achieve this objective and then
rigorously develop the two formalisms that historically guided the evolution of the study
of independence, as well as the surprising parallelism between them. Crossing the border
between the population and empirical worlds, we present in a concise way a corpus of re-
sults related to U-statistics, a fundamental abstraction of estimation theory. The purpose
of this chapter is to provide the machinery needed to give way to the empirical formulation
of testing given a sample whether two random variables are independent or not. Finally,
the original contributions are condensed in the two following chapters, providing a bridge
between what has been exposed up to this point and the most current machine learning
theory, in order to show the applicability of this work in the field of materials physics and

the novel representation of their structure in the form of graphs.



Introducién

Toda disciplina matemdtica

pasa por tres periodos de desenvolvemento:
o inxenuo, o formal e o critico.

David Hilbert

A independencia é un concepto fundamental na matematica actual. Sobre ela cae a res-
ponsabilidade de que a aleatoriedade non sexa unha mera particularizacién da teoria da
medida, asi como de articular o pensamento estatistico da comunidade cientifica 4 hora de

modelar un problema real.

Neste sentido, é importante determinar se supoiier independencia nun determinado
contexto é realista ou non cara a dilucidar se se pode esperar que se garantan certas pro-
piedades tedricas dos algoritmos empregados ou avaliar a bondade de axuste dun modelo

estatistico.

Os enfoques clasicos do test de independencia centrabanse na configuracion maéis simple-
variables Fuclidianas unidimensionais- e adoitaban ter potencia considerable soamente con-
tra clases restrinxidas de alternativas. Nesta etapa foron desenados test baseados na co-
rrelacion de Pearson (por exemplo, [Pearson, 1920]), o coeficiente de correlacion de rangos
de Spearman (|Spearman, 1904]), o tau de Kendall (|[Kendall, 1938]) ou o D de Hoeffding
([Hoeffding, 1948b]).

Non obstante, a eclosién do machine learning marcou un ritmo acelerado en canto &
xeneralizacion do espazo no que viven os datos dun problema concreto. Isto, xunto co de-
sexo de ganar potencia contra clases mais amplas de hipdteses alternativas, desencadeou

no renacemento da interese polos tests de independencia nos dltimos anos.

Para comprender a fauna de tests de independencia que figura a dia de hoxe na lite-

IX



X INTRODUCION

ratura é importante ter en mente que en escenarios tipicos de interese non existe
o test uniformemente mais potente |Berrett et al., 2020]. Como consecuencia deste
sonoro resultado xurdiron varias perspectivas diferentes e novas, entre as que destacan
duas lifias teméticas: os test baseados no criterio de independencia de Hilbert — Schmidst,
da metodoloxia nicleo (|Gretton et al., 2005]); e os test baseados en distance covariance,
da metodoloxia energy statistics ([Szekely, 2000]. O concepto de distance covariance foi
introducido por [Székely et al., 2007| e pode expresarse como unha norma pesada de L? da
diferenza entre a funcién caracteristica da distribucién conxunta e o produto das funciéns
caracteristicas das marxinais. En [Sejdinovic et al., 2013] demostrouse que os tests basea-
dos en distance covariance son equivalentes a tests con RKHS cunha escolla especifica do
nicleo. Estes test foron amplamente estudados pola comunidade machine learning, cunha
comprension serodia do tema en [Bach and Jordan, 2002] e coa proposta do test de inde-
pendencia Hilbert-Schmidt en [Gretton et al., 2005]. Estes tests estdn baseados en facer
embeddings da distribucién conxunta e do produto das marxinais nun espazo de Hilbert e
considerar a norma da sta diferenza neses espazo. Como desvantaxe, o rendemento destes

métodos poderia estar fortemente afectada pola eleccién do niicleo.

Esta é precisamente a motivacién da parte mais orixinal deste traballo: explorar o im-
pacto das propiedades tedricas derivadas de construir directamente un embedding no canto
de seguir o procedemento paradigmatico do machine learning (escoller directamente un
ntcleo obviando as propiedades da stia aplicacion canonica). En consoancia con esta pers-
pectiva, empregamos o traballo duns investigadores do MIT [Xie and Grossman, 2018a]
para desenar un embedding para o conxunto de estruturas cristalinas que un material po-
de amosar que nos leva a un espazo con boas propiedades topoléxicas de cara a realizar
un contraste de independencia. A correspondencia explorada no capitulo 2 serve de guia
matematica para facer da eleccion do nicleo a resolucién dun problema de optimizacion
convexa e ser capaces de inferir conclusion validas na secciéon de Resultados. Todos os
codigos implementados, que abranguen maioritariamente as linguaxes de programacién R,

Python e MATLAB, poden atoparse en https://github.com/carmeiga/statindep

O sofio de Hilbert non consistia simplemente en demostrar que a mateméatica pura é
consistente, senén que esta xamais pode conducir a conclusiéons disonantes co mundo real.
Nun intento de emular esta conduta, os oito capitulos deste documento foron articulados e
ordenados de tal xeito que nunca se perdan de vista o conecemento racional e o conecemen-
to empirico entre eles, mantendo viva a oscilacién que a praxe matematica debe sempre

experimentar.
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Capitulo 1

Aspectos preliminares de teoria da

probabilidade e analise funcional

1.1. Espazos semimétricos de tipo negativo

O concepto de tipo negativo € antigo pero estd vivindo un rexurdimento grazas & sua

versatilidade en ciencias da computacion teorica |[Naor, 2010].

Definicion 1.1 (Semimétrica). Sexa Z un conxunto non baleiro e p : Z x Z — [0,00)

unha funcién tal que
V2,2 € Z

1. p(z,2/)=0seesosez=7,
2. p(z, Z/) =p (zlv z)
Enton dise que (Z, p) é un espazo semimétrico e que p é unha semimétrica en Z.

Definicién 1.2. Dise do espazo semimétrico (Z, p) que é de tipo negativoseVn > 2,21, ..., zp €

Z,eai,..,anp €R con > " oy =0,

Z Z a;op (2, 25) <0

i=1 j=1

Proposicion 1.3. Seza (Z,p) un espazo semimétrico de tipo negativo. Entin
1. Se p € de tipo negativo enton p? tamén, para 0 < g < 1.

2. p € unha semimétrica de tipo negativo se e s se existe un espazo de Hilbert H e unha

aplicacion inxectiva ¢ : Z — H, tal que

1



2 CAPITULO 1. ASPECTOS PRELIMINARES

p(2.2) = ||6(z) — 6 ()|

1.2. Teoria da medida e martingalas

1.2.1. Fundamentos

Lembramos que unha ¢ -dlzebra nun conxunto Z dado é unha clase de subconxuntos
de Z & que pertence Z e pechada respecto a tomar complementarios, e uniéns numerables
e interseccions. A clase mais pequena con esta propiedade é Z xunto co conxunto baleiro;
a mais grande é o conxunto partes 2% de todos os subconxuntos de Z. Ter introducido esta
nocién vén motivado polo feito de precisarmos o -alxebras como dominios de definicién de
medidas.

Toda clase S de subconxuntos de Z leva asociada a o -dlxebra méis pequena que contén a

S. Denotase polo simbolo o(S) e chamaselle o-dlzebra zerada pola clase S. Formalmente a

stia construcion é ben simple: tan s6 tomamos a interseccién de todas as o -alxebras en Z
que contefien a S. De todos xeitos, é raro que se poidan describir de xeito construtivo os
elementos de o(S). Neste exemplo sinxelo si que se poderia: a o -alxebra xerada por todos
os conxuntos finitos en Z estd formada por conxuntos como moito numerables e os seus

complementarios.

Unha funcion p : # — R dunha o -dlxebra .# nun conxunto Z chamase medida con signo estendida

se para toda coleccion numerable ou finita de conxuntos disxuntos A,, € %, temos

0o )

2 (U An) = ZN(AN)

n=1 n=1
Tal medida vén representada de xeito Unico na forma da chamada descomposicién de
Hahn-Jordan

p=pt—p,

onde u* e p~ son medidas non negativas en % concentradas en conxuntos disxuntos
Z* e Z= (dando a descomposicion de Hahn do espazo Z ) e chamadas as partes positi-

vas e negativas da medida pu . Se p sempre toma valores finitos daquela chamaselle a u

medida con signo finita ese p > 0e u(Z) = 1, enton chamaselle a p medida de probabilidade.

Definimos o espazo de medidas positivas finitas en Z

M(Z2)={p:p=p"; wZ) <o}

Cando Z = R aparece o importante concepto de integral de Fourier dunha medida.
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Proposicion 1.4. Para p € M4 (R), definimos a transformada de Fourier como

Flu) = ale) = / e~ dpu(z)

R

Enton
F : M4(R) — Cy(R)

onde Cp(R) € 0 espazo de funcidns continuas e acotadas sobre R.

Ademais a transformada de Fourier estd ben definida. Temos

/emédu(x) S/‘eixﬁ
R R

Dado que u(R) < oo, a funcion g(x) = 1 é integrable e serve como maiorante, ‘e*”g‘ <

(&) < du(z) = p(R) < oo

1 = g(z). Polo Teorema da converzencia dominada de Lebesgue, [1(§) é continua.

Definicion 1.5. A funcion caracteristica fx dunha variable aleatoria X definese como
fX(t):E(eti) :/ elmd,ux(x)
—0oQ

En xeral, salvo por un signo, a funcién caracteristica dunha variable aleatoria X é a

transformada de Fourier da distribuciéon de X

xx(t) = fix (=)

Se Z é un espazo topoldxico, con B(Z) denotamos a chamada o -alxebra de conzuntos de Borel en Z

definida como a o -alxebra mais pequena que contena todos os conxuntos abertos da to-
poloxia de Z, i.e., a intersecciéon de todas esas o -alxebras. Asemade, esta claro que esta
é a o -alxebra maéis pequena que contén todos os pechados. Notese que esta definicién de
o -alxebra de Borel en Z semella simple mais en tédols casos non triviais os conxuntos de

Borel non admiten descricién construtiva.

Definicién 1.6. Toda medida en B(Z) recibe o nome de medida de Borel.

A non ser que se indique o contrario, asumiremos que (Z,p) é calquera espazo semi-
métrico de tipo negativo no que se poden definir medidas de Borel (notese que non todo
espazo semimétrico é un espazo topoléxico para poder ter o-dlxebra de Borel ainda que to-
do espazo métrico o sexa, véxase o Teorema 1.2 en [Sims, 1962|). Denotaremos por M(Z)
o conxunto de todas as medidas de Borel con signo finitas en Z, e por M#(Z) 0 conxunto
de todas as medidas de probabilidade de Borel en Z.
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O obxecto primario da teoria da probabilidade na axiomética de Kolmogorov é un
espazo de probabilidade (2,.7,P), onde © é un conxunto non baleiro (espazo amostral)
cunha o -alxebra .# de subconxuntos de 2 e unha medida de probabilidade P : .# — [0, 1]

en .#. Clasicamente, as funciéns X : 2 — R medibles respecto a .#, o que significa que

XY B) € Z para todo conxunto de Borel B da recta real, chdmanse variables aleatorias
e a sua integral respecto da medida P en caso de existir chdmase esperanza. Para toda
variable aleatoria X a medida inducida P o X! na recta real chamase distribucidn da

variable aleatoria X.

Aqui atopamos o primeiro obstaculo cara a xeneralizar o codominio da nosa variable
aleatoria X a un espazo semimétrico de tipo negativo: simplemente definir unha nocién de
esperanza. En [Lyons, 2013| xeneralizase este concepto a espazos métricos de tipo negativo
e en [Sejdinovic et al., 2013] dase un paso alén e establécese en espazos semimétricos de

tipo negativo.

Definicién 1.7. Para 6 > 0, dise que v € M(Z) ten 0 -momento finito con respecto d semimélrica

p de tipo negativo se se existe 29 € Z, tal que [ p? (z,20) d|v|(2) < co. Denotamos
MY(Z2) ={ve M(Z): 3z € Z tal que [p°(z,20)dJv|(z) < o0}

Un concepto importante é a independencia de variables aleatorias X7, ... , X, nun espazo
de probabilidade xeral (€2,.#, P) entendida como a igualdade

P(X,€By,...,Xn € By) =P (X, € By) P (Xyn € By)

para todos os conxuntos de Borel B;. A independencia dunha coleccion infinita de variables

aleatorias enténdese como independencia de cada subcoleccion finita nela.

Non debe confundirse a nocién de independencia coa de independencia dous-a-dous,
pois a primeira implica a segunda pero a afirmacién reciproca non é certa. Suponamos
que tres persoas lanzan cada unha a stia moeda A, B e C. Considérense as tres variables
aleatorias Bernoulli que valen un cando (A,B) coinciden, (B,C) coinciden, e (A,C) coinciden
respectivamente. Claramente, estas variables aleatorias son independentes dous a dous.

Pero calquera par delas determina a terceira.

1.2.2. Converxencia

Definimos a continuacién os tres tipos de converxencia que empregaremos posterior-

mente:
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Definiciéon 1.8. Considérense variables aleatorias X7, Xs,... ¢ X en (Q,.%#, P). Dise que
X, converze con probabilidade 1 (ou de zeito forte, ou en case todo punto, ou case sequro)
a X se

P(h’m Xn:X):l

n—o0

o1 - wpl
Escribimos X,, — X,n — oc.

Observacion 1.9.

o
{w : JLHOIOX”(W) = X(w)} = ﬂ U {w: [ Xm(w) — X(w)| < e, all m > n}
e>0n=1
Isto permite afirmar que o conxunto {w : X, (w) = X (w)} pertence verdadeiramente a .%,

tal é como precisamos para que a converxencia con probabilidade 1 estea ben definida.

Definicion 1.10. Considérense funcions de distribucion Fy(-), Fa(+), ... e F(+). Sexan X1, Xo, ...
e X variables aleatorias (non necesariamente definidas nun espazo de probabilidade comin)

distribuindose consonte estas leis respectivamente. Dicimos que X, converze en distribucton
a X se

lim F,(t) = F(t),en case todo punto de continuidade ¢ de F.

n—o0

Escribimos X,, % X, or d — im0 X, = X.

Proposicion 1.11 (Desigualdade de Jensen). Se g(-) € unha funcion convera en R, e X

e g(X) son tales que a sia media existe enton
9(E[X]) < E[g(X)]

Definicion 1.12. Considérense variables aleatorias X, Xo,... ¢ X en (Q,.%,P). Para

r > 0, dicimos que X,, converze en r-media a X se

lim E|X, — X|" =0
n—oo

s T , s st
Isto escribese X,, — X ou L" — lim,,_, X;, = X. Canto mais alto sexa o valor de r, méis

forte é a condicién en virtude da desigualdade de Jensen.
Xp 5 X=X, >X,0<s<r

1.2.3. Esperanza condicional

Definicion 1.13 (o-dlzebra zerada por unha variable aleatoria). Para X variable aleato-
ria, definimos Fx = {X’l(B); B Boreliano}
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Pode probarse que Fx € a o-alxebra mais pequena % que fai de X unha funcién
medible.

Definicion 1.14 (o-dlzebra zerada por variables aleatorias). A o -élxebra xerada pola

coleccion de variables aleatorias (Xy) .p ¢ a o -alxebra méis pequena Jr en 2 mais
pequena tal que para cada v € I' a variable aleatoria X, é . -medible. Denotamos a o

-alxebra xerada pola coleccién por .Fr = o <(X7)7€F>

A o -alxebra que cumpre a anterior definicién existe e é Unica: é a interseccion de todas

as o -4lxebras que satisfagan a propiedade enunciada na definicién.

Teorema 1.15. Se X e Y son variables aleatorias, enton Y pode escribirse como funcion
Borel-medible de X, i.e. Y = f(X) para algunha f Borel-medible se e sd se

eginﬁX

Definicion 1.16. Sexa G unha sub-sigma alxebra de .#. Se X é unha variable aleatoria

cuxa media existe, enton a esperanza condicional de X dado G é calquera variable aleatoria

Z que cumpra as seguintes duas propiedades:
(i) Z & G -medible

(ii) se A € G, enton

/ZdP:/XdP
A A

Denotamos Z por E[X | G]. Vai implicito en (ii) que Z debe ser integrable.

Esta definicién revela a interpretacion das o-alxebras como cofiecemento porque canto
mais fina é G, mais esperanzas condicionais de X podemos calcular (mais sucesos habera

no noso espazo de probabilidade)

Proposicion 1.17. Se Z e Z' son dias variables aleatorias satisfacendo (i) e (ii), entén

Z = 7' en case todo punto.

A esperanza condicional no sentido cldsico E[X | Y] concibese como funcion de Y que
ten a mesma integral ca X sobre conxuntos da forma {w : Y (w) = y}. Enton, en virtude

de 1.13 e 1.15 temos que
E[X | Y] 6%y -medible.

/E[X | Y]dP:/XdP, VA € Fy
A A
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Corolario 1.18.
EX |Y]=E[X | Zv]

Acabamos de ver que a esperanza condicional g(y) =E(X | Y =vy),y € Z, pode trans-
ferirse a € formando h(w) = g(Y(w)) e enton h = E[X | F#y|. Reciprocamente, calquera
esperanza condicional E(X | ¢), con ¢ unha sub o-alxebra e .#, emerxe dun obxecto
aleatorio Y desta maneira. Simplemente tomemos Y : (Q,.7) — (Q,%) a aplicacion iden-
tidade: Y (w) = w,w € Q. Entéon Y1(¥) = ¢, daquela se g(y) = E(X | Y = y) temos
h=E(X | %y) =E(X | 4) Agora intuitivamente, E(X | 9) =E(X | Y) é a media de X
dado un valor de Y coniecido. Pero que significa "saber"Y : (Q,.#) — (©,%)? Os eventos
que involucran a Y son conxuntos da forma {Y € G,G € ¢}, e xa que Y é a aplicacion
identidade, {Y € G} = G.Como os eventos en realidade son preguntas que tenen unha
resposta de si ou non, E(X | ¢4) podese interpretar como a media de X (w), sabendo para
cada G € ¢4, se w € G ou non [Ash, 2014]

Por dltimo, a probabilidade condicional é tan s6 un caso especial das esperanzas condi-
cionais. Se B é un evento e Ip a sta funcién indicadora, entén I é unha variable aleatoria

con P{Ip=1|A} =P{B|A},e P{Ip=0| A} =1— P{B | A} de tal xeito que
P{B| A} =E{lp | A}

1.2.4. Martingalas

Definiciéon 1.19 (Martingala regresiva, [Serfling, 2009]). Consideremos unha sucesion de

o -alxebras {#,} contida en .Z, tal que Y,, é .%, -medible e E |Y},| < co. Entén a sucesion

{Y,,Z,} chamase martingala regresiva se
(i) F1DF9D ...
(ii) E[Ys | #n+1] = Yoy con prob. 1, para todo n

Teorema 1.20 (Converxencia de submartingalas, [Loeve, 1978]). Sexan variables aleato-

rias X, que forman unha submartingala ou submartingala regresiva
(i) Se supEX; < oo, entén X,, =5 X < oo con EX <supEX;F e E|X| < supE|X,|.

(i) Xp = X onder 2 1 se ¢ so se | X,|" son uniformemente integrables [Takaoka, 1999],
e daquela X,, <% X.

Observacion 1.21. As martingalas son en particular submartingalas que saturan a desigual-

dade da sta definicion, logo este resultado é valido para martingalas
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1.3. Operadores normais en espazos de Hilbert

Empezamos definindo os conceptos de operador Hilbert-Schmidt e de clase traza. Sexa

H un espazo de Hilbert arbitrario

Lema 1.22 (|Conway, 2019]). Se {e;} e {f;} son dias bases ortonormais de H e A €
PB(H), enton

132 1Ael® = 25 AL = 32, 35 [{Aes, £7)*

2. Se Aec B(H) e {e;i} é unha base para H, definimos

1/2
[All2 =

3 llded?

Por 1. ||Al|2 € independente da base escollida e entdn estd ben definido. Se || All2 < oo,

A chdmase operador Hilbert-Schmidt e By = PBo(H) denota o conzunto de todos os

operadores Hilbert-Schmidt.

3. 1Al < ||All2 para todo A en ZB(H) e || - ||2 € unha norma en %s.

Sexa B1(H) = {AB: Ae B € $5(H)}.Os operadores de %, (H ) chamanse de_clase traza
e #1(H) = %, chamase clase traza.

Lema 1.23 ([Conway, 2019]). Se A € B1(H) e {e;} € unha base entdn > |(Ae;, e;)| < oo.

Ademais, a suma ) (Ae;, e;) € independente da eleccion de base.

Definicion 1.24. Se {¢;} ¢ unha base de H, definimos tr: #; — C por

tl"(A) = Z <A€i7 €i>
i
Por 1.23 a definicién de tr(A) non depende da eleccién dunha base; tr(A) chamase a
traza de A. Se dim H < oo, entén tr(A) é precisamente a suma dos termos da diagonal de

calquera representaciéon de A

1.4. Operador de covarianzas (cruzadas)

Sexa Hjp (resp., Hy ) un espazo de Hilbert real e separable con produto escalar (-,-)1
(resp., (-, -)1) € o -alxebra de Borel .#; (resp., Ha ). Sexa .#) x %3 a o -alxebra xerada polos
rectangulos medibles Ax B, A € %1, B € F5. Definimos Hy x Hy = {(u,v) : u en Hy,v en
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Hs}. Hy x Hs éun R-espazo vectorial con suma e multiplicacion por escalares definidas
por (u,v)+(z,y) = (u+z,v+y) e k(u,v) = (ku, kv). H; x Hy &€ un espazo de Hilbert sepa-
rable co produto escalar [, -] definido por [(u,v), (t,2)] = (u,t)1 + (v, z)2; ademais, os aber-
tos da topoloxia inducida por este produto escalar xeran %) x .%, [Parthasarathy, 2005].
Sexa ||-||1 (resp., ||-||2 ) a norma en Hj (resp., Hy ) inducida polo produto escalar, e sexa ||-|| a
norma en H; x Hy inducida por [+, -]. Unha medida de probabilidade en (H; x Hy, %1 X F3)
chamase medida conzunta. Unha medida de probabilidade p; on (H;, %#;) (i = 1 or 2) que

satisfai

/ Ix)12djai(x) < 00

1

define un operador R; en H; e un elemento media m; de H; por

(), = [ 6w (x)

(Rju,v), = /H (x —my,u), (x —my, V), du;(x)

Dise que R; é un operador de covarianzas; i.e., é linear, acotado, non negativo, autoad-

xunto, e de clase traza [Baker, 1973|

Agora suponiamos que pxy é unha medida conxunta satisfacendo

/ 166, ) Pdiaxy (x, y) < o0
H1 ><H2

Definimos un funcional G en H; x Hs por
Guv) = [ e myu), - my, vy dixy ()
H1><H2

Fixando u (resp v), G é un funcional linear en Hy (resp. Hj). Ademais, |G(u,Vv)]? <
HR%UH2 HR;MVHQ ,onde Rx e Ry son os operadores de covarianzas de pux e py. Daquela,
para u ﬁlxado, exithe polo teorema de representacion de Riesz un dnico elemento q, en Ha
tal que G(u,v) = (qu, V), para todo v en H. De xeito semellante, para v € Hy fixado
existe un dnico elemento g, € H; tal que G(u,v) = (g,, u); para todo u € Hy. Definimos
a aplicacién Ry : Ho — H; como Rxyv =g, - Rxy, que estd ben definida polo feito de

que gy, ¢ tnico. Rxy estd definida en todo Hs, é claramente linear e é acotada porque

(gv: )] G(v, u)?
IRxy v} = gl = sup = sup T
! e allf o wem [l
2
[

< sup

2
1 HRI/QVH < |IRx Ry viI2
wery  [ullf v V|, = IBxlly Ry [la [1vi2
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Claramente R%y : Hy — Hj vén definida por R%yu = qu. Enton G(u,v) = (Ryyv,u), =
(v,R%yu), para todo u en Hy e v en Hs. Definimos R%, = Ryx. O operador Rxy cha-

mase operador de covarianzas cruzadas de pxy .




Capitulo 2

O dualismo distancia e nucleo

Malia a sta flagrante similitude, o enlace teérico entre as filosofias cofiecidas como
energy statistics e aprendizaze nicleo foron un problema aberto até a publicacién de
[Sejdinovic et al., 2013|. Distance covariance é unha metodoloxia baseada na nociéon de
distancia entre observacions que se pode empregar en contrastes de independencia con-
dicional, screening, clustering, andlise de series de tempo e dependencia en grafos, entre
outros moitos. A parte das aplicaciéns discutidas, paga a pena mencionar algunha con-
tribucién metodoléxica da distance covariance para enfrontarse a outros mecanismos de
mostraxe como o missing data para examinar a relaciéon entre biomarcadores da diabetes
e cambios no volume de glicosa en sangue a longo prazo [Matabuena et al., 2021].

Doutra banda, o criterio de independencia de Hilbert-Schmidt ¢ un método baseado en
nucleos para contrastar independencia e igualmente popular en tarefas relacionadas.

Estes dous métodos fundacionais comparten formulaciéns similares e moitas propieda-

des comuns tal e como veremos neste capitulo.

2.1. Distance covariance

Introduciase en [Székely et al., 2007] un revolucionario enfoque para contrastar inde-
pendencia entre dous vectores aleatorios Euclidianos. O novo marco tedrico dos estatisticos
enerzia nacera o derradeiro ano do século pasado no contexto de contrastar igualdade de
distribucions [Szekely, 2000] e recibe ese nome para recalcar a stia natureza: igual que a
enerxia potencial gravitatoria |electromagnética] dun sistema formado por un ntimero de fi-
nito de masas [cargas|, a version empirica dos estatisticos enerxia son funcions da distancia
euclidiana entre pares de observacions [Székely and Rizzo, 2017]. De feito, a observacion
clave foi decatarse de que a distancia L? entre funcions de distribucién [Cramér, 1928] pode

escribirse do seguinte xeito:

11
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/OO (F(z) = G(z))* dv =2EX-Y|-E|X - X'|-E|Y - Y/|

Neste contexto, [Székely et al., 2007] ataca o problema de contrastar independencia
entre X e Y, onde X é un vector aleatorio de RP e Y é un vector aleatorio de R?, a través
dunha distancia Lo pesada entre as funcions caracteristicas da distribucién conxunta de
X e Y e o produto das stias marxinais Se fx e fy denotan as funciéns caracteristicas de
X e Y, respectivamente, e a stia funciéon caracteristica conxunta ¢ fxy, entéon X e Y son
independentes se e 86 se fxy = fx fy. A definicion orixinal de distance covariance de X e

Y con media finita é o nimero non negativo V(X,Y’) definido por

VAX,Y) = ||fxy(ts) — fx(t) fy ()|
1 \fxy(ts) = fx (&) fy(s)]?

= dtds
CpCq /RW [ty sl

(1+1)/2
onde ¢q = Trarry

En virtude do 2Teorema de Fubini e do Lema 5.2 temos
VAX,Y) =E[|X - X'|, [Y = Y'|,| + EIX - X|,E|Y - "],
—2E [|X - X'|,[v - v"| ]
P q

onde (X,Y),(X",Y), and (X”,Y"”) son copias i.i.d. En [Lyons, 2013] deuse o paso
cara a xeneralizacién da distance covariance a espazos métricos de tipo negativo, sendo
estes un conepto clave de machine learning [Vapnik, 1995|. Mais tarde, a nocion estendeuse

a espazos semimétricos de tipo negativo [Sejdinovic et al., 2013].

Definicién 2.1 (Distance covariance en espazos semimétricos de tipo negativo). Sexan
(X,px) e (¥, py) espazos semimétricos de tipo negativo e sexan X ~ Px € M2 (X) e
Y ~ Py € M%y ()), con distribucién conxunta Pxy. A distance covariance xeneralizada
de XeY é

vgx,py (X, Y) =ExvExvpx (X, X/) Py (Y, Y/) +ExEx/px (X, X/) EyEy/py (Y, Y/)
—2Exy [Expx (X, X') Ey/py (Y,Y')]
A condicion de que as variables aleatorias tefian media finita val ser suficiente para

que estas esperanzas existan. Precisaremos afondar na teoria maéis a fondo para dar unha

proba rigorosa desta afirmacién en 2.2.2.

(X’Y):

0 se e s6 se X e Y son independentes| precisamos que as métricas py e py cumpran unha

Para que distance covariance caracterice independencia nun espazo métrico [i.e., Vgx oy
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propiedade adicional chamada tipo negativo forte. Veremos a relacién que gardan cunha

clase moi especial de nucleos (caracteristicos, ver Seccion 2.2) no final do documento.

2.2. Espazo de Hilbert con nicleo reprodutor

Definicién 2.2 (Espazo de Hilbert con nucleo reprodutor). Sexa H un espazo de Hilbert

de funciéns reais definidas en Z. Unha funcién k : Z x Z2 — R é un nicleo reprodutor de

H se satisfai as seguintes condiciéns:
1. hy, =k(-,2z) € H para todo z € Z;
2. (hz, f)y = f(2) paratodo z€ Ze fe H.

Se tal funcion nicleo k existe, enton H chamase RKHS (do inglés, reproducing kernel

Hilbert space).

Observacion 2.3. O funcional avaliacion que actiia sobre H é un funcional linear que avalia

cada funcion de H nun punto fixado z € Z, L, : f — f(z), f € H. A definicién orixinal
de RKHS é un espazo de Hilbert de funciéns reais sobre Z tal que para todo z en Z, L,
é continua en cada f de H ou, equivalentemente, se L, é un operador acotado en H; i.e.,

existe M, > 0 tal que

IL:(O)] = [f(2)| < M:|fllu VfeH

Ainda que se asume M, < oo para todo z € Z, poderia ser o caso de que sup, M, = oo.
Linas arriba, presentamos unha definicion de RKHS mais intuitiva obtida a través de
observar que esta tltima definicién permite representar o funcional avaliacién tomando o
produto escalar de f cunha funcién k, de H. Isto probase facilmente utilizando dias veces

seguidas o teorema de representacion de Riesz.

Definicion 2.4. Sexa Z un conxunto non baleiro. Unha funcion k£ : Z2 x Z — R chamase

definida positiva (e non semidefinida positiva) se

n

Z cickk (2, 2,) 20
k=1

para todo n € N, {z1,...,2,} C Z e {c1,...,cn} CR.
A posibilidade de representar un nicleo k : Zx 2 — R como k(z,y) = (p(x), ¢(y)) para

certa funcién ¢ sobre Z que tome valores nun certo espazo de Hilbert séubose por suposto

que era certa no caso de Z finito. Para Z numerable, o resultado probouno Kolmogorov en
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1941, e anos mais tarde Aronszajn plantexou a pregunta plenamente no primeiro dos seus-
importantisimos- traballos [Aronszajn, 1943] e [Aronszajn, 1950], dando no segundo deles
o primeiro tratamento sisteméatico da teoria de nucleos reprodutores. Dende entén, estas
innovaciéns atoparon moitas aplicaciéns dentro da analise matematica, como na teoria de

funcions complexas [Hille, 1972|, ou na analise de series de tempo [Parzen, 1974].

Teorema 2.5 (Moore-Aronszajn). Para toda funcion simétrica e definida positiva k : Z x
Z — R, existe un RKHS asociado, Hy, nicleo reprodutor k. A aplicacion ¢ : z +— h, € Hy

chdmase aplicacion candnica ou de Aronszajn de k.
O teorema de Moore-Aronszajn da pé a seguinte definicion:

Definicion 2.6. Chamamos nicleo a toda funcién simétrica e definida positiva k : Zx 2 —

R e dicimos que k é non dezenerado se a aplicacién candnica é inxectiva.

A nocién de aplicacién candnica pode estenderse a embeddings de medidas de M(Z2)

do seguinte xeito [Smola et al., 2007]:

Definiciéon 2.7 (Kernel embedding). Sexa k un niucleo sobre Z, e v € M(Z). O kernel
embedding de v no RKHS Hy, se existe, & yu,(v) € Hy tal que [ f(2)dv(2) = (f, pe(v)) y,
para todo f € Hy

Precisamos restrinxir a nosa atencién a unha clase particular de medidas para as que
existe o kernel embedding (veremos mais adiante que isto esta relacionado con que as
variables aleatorias consideradas no distance covariance deben ter media finita en 2.2.2).

Sexa k un ntucleo medible en Z, e denotamos para 6 > 0

Mi(Z) = {v e M(2) : /k‘)(z,z)d\vy(z) < oo}

Claramente, 0; < 6, = ./\/lz2 (2) C /\/lz1 (Z). Notese que o kernel embedding pux(v)

estd ben definido Vv € M,i,/ 2 (Z2), polo teorema de representacion de Riesz.

Tal e como vimos, os kernel embeddings de medidas de probabilidade de Borel en
ML(2)n Mi/Z(Z) existen, e podemos introducir a nocién de distancia entre medidas de
probabilidade de Borel neste conxunto usando a distancia inducida polo produto escalar

do espazo de Hilbert no que viven os seus kernel embeddings.

Definiciéon 2.8 (Mazimum mean discrepancy (MMD)). Sexa k un nucleo en Z, e sexan

P,QeML(2)n /\/l,i/Q(Z). O MMD ~;, entre P e ) definese como

(P, Q) = [ (P) — i (Q) | g,
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A seguinte representacion alternativa do cadrado do MMD vai ser util [Gretton et al., 2012]
(P,Q)=Ezzk(Z,Z') + Ewwk (W,W') = 2Ezwk(Z, W)

onde Z,Z'iid. P e W,W'iid. Q. Se a restricién de py a certo P(Z) C ML (Z) esta

ben definida e é inxectiva, enton dise que k é caracteristico respecto de P(Z) é dise que é

caracteristico (sen ningin adxectivo mais) se é caracteristico respecto de M}F(Z ). Cando
k ¢ caracteristico, ), ¢ unha métrica en todo M2 (Z), e en particular v,(P, Q) = 0 se e 56
se P=Q,VP,Q € ML (2)

A MMD pode empregarse para medir dependencia estatistica entre variables aleatorias
|Gretton et al., 2005]. Sexan X e ) dous espazos topoloxicos non baleiros e sexan ky e ky
nticleos sobre X' ae ), cos seus respectivos RKHSs Hy, e Hy,. Entén podemos aplicar o

seguinte

Lema 2.9 (Produto de nucleos, [Steinwart and Christmann, 2008]). Seza ki un nicleo en
X1 e ko nicleo en Xo. Enton ky - ko € un nicleo en X1 X Xo. En particular, se X1 = Xo,
logo k (z,2') := ki (z,2") ko (x,2') ,z,2" € X, define un nicleo en X.

para deducir que
k((2,9), (', ¢))) == kx (z,2) ky (v, 9)

é un nucleo no espazo produto X x Y con RKHS H), isometricamente isomorfo ao produto

tensorial Hy, ® Hy,,.

Definiciéon 2.10 (Criterio de independencia Hilbert-Schmidt (HSIC)). Sexan X ~ Py e

Y ~ Py variables aleatorias sobre X e ), respectivamente, con distribucién conxunta Pxy .

Ademais, sexa k o ntcleo en X'x ) construido como na conclusién do Lema anterior. O
HSIC de X e Y é a MMD ~y;, entre a distribucién conxunta Pxy e o produto das marxinais
Px Py

Y (Pxy, PxPy)

Definiamos o operador de covarianzas cruzadas Cyy : Hy, — Hy,, como aquel tal que

para todo f € Hy,, e g € Hy,,

U Coyg) = Eay ([f(2) = Ea(f(2)] l9(y) — Ey(9(y))]) -

De acordo con [Gretton et al., 2005], o operador de covarianzas cruzadas pode escribirse

como

Cay = Eay [(0(2) — p12) © (¥ (y) — py)]
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onde pp = Ez(x), pry := Eyd(y), ¢ e 1 son as aplicaciéns de Aronsajn de cada RKHS
e ® é o produto tensorial. Podemos empregar a norma Hilbert-Schmidt do operador de
covarianzas (que ven a ser a suma dos valores singulares ao cadrado), que ten o seguinte

valor poboacional

1Cey I3, vty = IExy [k (- X) @ ky (-, Y)] = Exckx (-, X) @ Evky (5 Y) |, oy,

=Exyxykx (X, X/) k‘y (Y, Y/) + (E)(EX/]{}X (X, X/))(EyEy//{y (Y, Y/))
—2Exy [Exky (X, X")Eyky (Y,Y')]

Pode demostrarse que esta cantidade é igual ao HSIC entre X e Y [Gretton et al., 2005],
e serd esta expresion a partir da cal escribamos un estimador empirico de HSIC. ’y,% (Pxy, PxPy)
estd ben definido sempre e cando Px € M}CX (X)e Py € Méy (). De feito, isto é suficiente
para que i (Pxy) exista, xa que isto implica que Pxy € M,lc/Z(X x )), o que se pode

deducir da desigualdade de Cauchy-Schwartz,

f kl/z((x’ y)’ (SE, y))dPXY(xv y)
= [k (2, 2)ky* (5, y)dPxy (2. y)

Ademais, o embedding do produto das marxinais u (Px Py) tamén existe porque se pode
identificar co produto tensorial uig, (Px) ® pr, (Py), onde ux, (Px) existe porque Py €
M, (X) C M,lif(z\,’), e pky, (Py) existe porque Py € M;,(Y) C ./\/l,lgé?(y)

2.2.1. Correspondencia entre nicleos e semimétricas

Nesta seccién desenvolvemos a correspondencia entre semimétricas de tipo negativo e
a teoria dos RKHS; i.e., nucleos simétricos e definidos positivos. Esta correspondencia sera

chave para probar a equivalencia entre a distance covariance e HSIC.

Lema 2.11 ([Berg et al., 1984]). Seza Z un conzunto non baleiro, e p : Z x Z — R unha
semimétrica en Z. Sexa zp € Z, e denotemos k(z,2') = p(z,20) + p(Z',20) — p(2,2)).

Enton k € definido positivo se e s6 se o espazo semimétrico (Z,p) € de tipo negativo

Definicion 2.12 (Nucleo inducido por unha distancia). . Sexa p unha semimétrica de tipo

negativo en Z e sexa zg € Z. O ntcleo

£(202) = Lo+ (,30) — p (7))

o nicleo inducido por p e centrado en zg.
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Por brevidade, omitimos o cualificativo inducido, e diremos que k é simplemente o

ntcleo distancia, abusando un pouco da terminoloxia.

Variando o punto zy, obtemos unha familia

K, = {; [p(2:20) + p (£, 20) = p (2,7)] }

de nucleos distancia inducidos por p. A seguinte proposicion concliese da definiciéon de

20€EZ

K, e amosa que sempre se pode expresar o apartado 2 da Proposicién 1.3 empregando a

aplicacién canénica do RKHS Hy.

Proposicion 2.13. Seza (Z,p) un espazo semimélrico de tipo negativo, e k € K,. Enton:
1. p(2,72)=k(z,2) + k(2,2) =2k (2,2) = ||k(-,2) — k(-,z’)H?{k

2. k é non dexenerado; i.e., a aplicacion candnica z — k(-, z) é inzectiva.

Agora damos un paso alén no vinculo entre as semimétricas de tipo negativo e os

niicleos. Empezamos cun corolario da Proposicién 1.3.

Corolario 2.14. Seza k un nicleo non dexenerado en Z. Daquela,

p(2,2) =k(zz2)+k(,2) — 2k (z,7)
define unha semimétrica de tipo negativo vdlida p en Z.

Definicion 2.15 (Nucleos equivalentes). Sempre que o nicleo k e a semimétrica p satisfa-
gan 2.14, diremos que k xera p. Se dous niicleos xeran a mesma semimétrica diremos que

son nicleos equivalentes.

Parece claro que cada ntcleo distancia k& € K, inducido por p, tamén xera p. Non
obstante, hai moitos outros niicleos que xeran p. A seguinte proposiciéon da unha condicién

baixo a cal dous niicleos son equivalentes

Proposicion 2.16. Sexan k e k dous micleos sobre Z .Entén k ¢ k son equivalentes se e
so se k(z,2) =k (z,2)+ f(2) + f(?), para algunha funcion shift f: Z — R.

Non toda eleccion de funcién shift f na Proposicion 2.16 vai ser valida, xa que ambos k e
k tefien que ser definidos positivos. Unha clase importante de funciéns shift pode derivarse
empregando as funciéns que viven no RKHS. De feito, sexa k un niicleo sobre Z e sexa

f € Hg,. Definimos o ntcleo

k}f (Z,Z/) = </~€(,Z) — [k ('72/) - f>Hk
k(2,2) = f(2) = £ (£) + I1£113,
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Como ¢ representable como un produto escalar nun espazo de Hilbert, l;:f ¢ un nacleo
valido que é equivalente a k pola Proposicion 2.16.Como caso especial, se f = ux(P) para

algunha P € ML(Z), obtemos o nicleo centrado na medida de probabilidade P :

kp (z,2) ==k (2,2) + Ewwk (W,W') = Ewk(z, W) — Ewk (', W) (2.1)

con W, W’ i.i.d. consonte P. Notese que Ezz iid. pkp (Z,Z") =0, e enton “fcp(P) =0. Os
nicleos da forma 2.1 que estén centrados nas masas puntuais P = §,, son precisamente 0s

nicleos distancia equivalentes a k.

2.2.2. Existencia do kernel embedding a través da semimétrica que xera

Despois da Definicién 2.7, vimos que unha condicién suficiente para que exista o kernel
embedding p(v) dev € M(Z) eraquev € M,lﬁ/ 2(2 ). Interpretaremos agora esta condicion
en termos da semimétrica p xerada por k, relacionando MY(Z) co espazo ./\/lz(Z) de

medidas con 6 -momento finito respecto a p.

Proposicion 2.17. Sexa k un nicleo que zera a semimétrica p, e sexa n € N. Entin
MZ/Q(Z) = M;L/Q(Z). En particular, se k1 e ko zeran a mesma semimétrica p, enton

M?(2) = My (2).

Observacion 2.18. Agora estamos en condiciéons de demostrar que P,Q € M};(Z) é sufi-
ciente para demostrar a validez da definicién de distance covariance para semimétricas de
tipo negativo en xeral p. En efecto, sexa k calquera ntcleo que xera a p e P,Q € ./\/l}g(Z)
Enton,

Ezwp(Z, W) =Ezk(Z,Z) + Ewk(W, W) — 2Ezwk(Z, W) < oo

onde o primeiro termo é finito porque P € M}{(Z), o segundo termo é finito porque Q €
M}(2), e o terceiro termo ¢ finito porque |k(z,w)| < k'Y2(z,2)x k'/?(w,w) e P,Q €
ML(Z) c M/P(2).

A Proposicién 2.17 da unha interpretacion natural das condicions que lle pedimos as
medidas de probabilidade en termos de momentos con respecto a p. En efecto, o kernel
embedding p(P), onde o nucleo k xera a semimétrica p, existe para toda P con momento
1/2 finito respecto a p e entén a MMD ~,(P, Q) entre P e @ esta ben definida sempre e
cando P e ) tenan momentos 1/2 finitos con respecto a p. Ademais, o HSIC entre variables
aleatorias X e Y estd ben definido sempre e cando as marxinais Py e Py momentos de
primeira orde finitos con respecto & semimétrica py e py xerada por nucleos ky e ky nos

seus respectivos dominios X e V.
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equivalent kernels

distance-induced kernels:
. k(z, 2') =
3lp(z, 20) + p(2', 20) — p(2, 2")]

plz,2') =
(-, 2) = b 2, =
G 2) = B2z
the set of semimetrics of negative type on Z

nondegenerate
PD kernels

the set of PD kernels on Z: RZ*#

Figura 2.1: A relacién entre nicleos e semimétricas. Un conxunto de nucleos definidos
positivos non dexenerados asignase a unha tinica semimétrica de tipo negativo, e os niicleos
distancia inducidos por esa semimétrica en cuestion forman soamente un subconxunto desa

clase. Diagrama tomado de [Sejdinovic et al., 2013]

2.3. Equivalencia entre HSIC e distance covariance

Teorema 2.19 (Equivalencia entre HSIC e distance covariance). Sezan (X, px) e (Y, py)
espazos semimétricos de tipo negativo e sexan X ~ Px € M%X(X) eY ~ Py € Mﬁy ),
con distribucion conzunta Pxy. Sexa kx e ky dous nicleos calquera sobre X e ) que zeran

a px € a py, respectivamente e denotemos k ((z,y), (2',y')) = kx (z,2") ky (y,vy") Logo

V2 (X,Y) =47% (Pxy, PxPy)

px Py
Demostracion. Definimos v = Pxy — Px Py. Entén
2 _
szapy (X’Y) o

= // px (z,2') py (y,9') dv(z,y)dv (', ¢)
:// (k;((:v,:):) + kx (x’,x') — 2ky (x,x')) X (k:y(y,y) + ky (y',y’) —2ky (y,y’)) dv(z,y)dv (x’,y')
=4 // kx (m,az') ky (y,y’) dv(z,y)dv (x', y’)

=4~ (Pxy, Px Py)

onde empregamos a descomposicién do HSIC derivada da siia identificacién coa norma do

operador de covarianzas cruzadas e que v(X x )) = 0,, que

/g (z,y,2",y) dv(z,y)dv (2, y") =0
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cando g non depende de un ou maéis dos seus argumentos, xa que v tamén tén medidas
marxinais nulas. A converxencia das integrais da forma [ kx(z,z)x ky(y,y)dv(z,y) estd

asegurada polas condiciéns que impuxemos aos momentos das marxinais.

O

Observacion 2.20. Para asegurar a existencia da distance covariance, impuxemos unha
condicién mais forte nas marxinais: Py € ./\/lix()() e Py € ./\/liy(y), mentres que Px €
Mlch(X) e Py € M}W (V) son suficientes para a existencia do criteiro de independecia de
Hilbert-Schmidst.



Capitulo 3
U-estatisticos

Os obxectos denominados U-estatisticos [Hoeffding, 1948a| xeneralizan de xeito elegan-
te e util a nocién de media amostral e son un dos obxectos mais universais da estatisti-
ca matematica. Alxebraicamente, son mais complicados que simples sumas de variables
independentes polos padréns combinatorios que os caracterizan. Estatisticamente, estan
estruturados por complexas relaciéns de dependencia que eles mesmos amosan nas stas

propiedades de martingala, que tamén explorarmos brevemente.

3.1. Fundamentos

Sexan X, ..., X} observaciéns independentes e identicamente distribuidas que toman
valores nun espazo topoléxico e medible coa sta o-alxebra de Borel dada pola topoloxia.
Suponamos tamén que X1, ..., Xy se distribiien consonte a funcién de distribuciéon F. Con-
sidérese un funcional 8 ben definido nun conxunto de funciéns de distribucién F que contén

a F (por simplicidade s6 pediremos isto, de momento):
0:F—=>R

Suponamos que F € F é tal que §(F) admite un estimador insesgado. Temos enton

que

O(F) = Ep {h(X1, ..., Xp)} :/--~/h(x1,...,xk)dF (z1) -+ dF (zp)

para certa funcion h = h (x1, ..., xy). O funcional 6 recibe o nome de funcional estatistico reqular

de grao k, e a funcién h recibe o nome de nicleo do funcional.

Contamos co seguinte resultado concibido nun periodo histérico da estatistica marcado

pola busca frenética de estimadores insesgados de varianza minima (MVUE).

21
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Teorema 3.1 ([Fraser, 1954|). Seza 0 un funcional estatistico reqular de orde k con
nicleo h definido nun conzunto F de funcidns de distribucion que contenia a todas as

absolutamente continuas. Enton

(X, ., Xy) = (TL;'I{;)!Zh(XZ-I,...,XZ-k) (3.1)

€ o unico estimador simélrico e insesgado de 0, onde a suma percorre todos as

n!/(n — k)! permutacions (i1, ... ,1x) de enteiros distintos

(ii) O estimador hI"l ¢ de minima varianza na clase de todos os estimadores insesgados

de 0.

O resultado tamén é valido para familias F que contenen todas as funciéns de distri-
bucion de soporte finito [Lee, 2019].

Observacion 3.2. Unha funciéon simétrica é aquela invariante baixo permutaciéns dos indi-
ces
Utilizando a propiedade asociativa, podemos agrupar os termos da suma que involucren

avaliaciéns de h sobre permutaciéns de observacions correspondentes ao mesmo subcon-

xunto da mostra. Escribimos

— kI
W (X, .., X)) = (”nlf)k Z% Y (Xia(l), ,Xig(k)) (3.2)
I

og€ESy,
Na maioria de problemas podemos asumir que h é simétrica e deste xeito resulta que to-
dos os k! sumandos son os mesmos en cada sumatorio interior. Enton os tinicos estimadores

insesgados e simétricos de 6 son da forma

-1
Un: < i ) Z h(Xi17-~7Xik)

1<i1 <. < <n

onde a suma se extende as combinacions de k elementos da mostra e chamanse U-estatisticos.

Exemplo 3.3 (Varianza amostral). Sexa F o conxunto de todas as distribucions con

momento de segunda orde finito

F= {F :/|x\2dF(x) < oo}

Enton podemos definir o funcional varianza sobre F con

Var F — /Z /Z % (1 — 22)2 dF (21) dF ()
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n

—1
9 ) Zl§i<j§n % (Xl - Xj)Q'

que estimamos coa varianza amostral s2 = (

O U-estatistico empregado para estimar §(F') = Ep{h}, leva asociado o seu estatistico

de von Mises (V-estatistico)
1 n n
Vo= Z Z h(Xiy, .., Xi,)
11:1 ’Lkil

Definicién 3.4. Sexan {X;} ii.d. con funcién de distribucén F. Para cada mostra de

tamano n,{X1,..., Xn}, a funcion de distribucion empirica F,, constriese como
1 n
Fn(x):nzll(Xigx), —00 < x < 00
1=

Para cada mostra { X1, ..., X;,} , F,,(+) € unha funcion de distribucion, considerada como
funcion de z. Por outro lado, para cada valor fixado de x, F},(x) é unha variable aleatoria,
considerada como funcién da mostra. Dende un punto de vista que compatibilice ambas
perspectivas, Fy,(+) € unha funcion de distribucion aleatoria. En definitiva, a funcion de dis-
tribucién empirica é unha lei de probabilidade con soporte discreto e masa de probabilidade

% en cada punto observado. Agora podemos escribir V,, na sta forma integral

Vn:/.../h(xl,...,xk)an (1) ... dF, (zx)

En consecuencia, V,, = 0 (F},) é o estimador que méis natural parece para 6. Pero é funda-

mental ter en conta que V,, non é un estimador insesgado de 0

3.2. Algunhas propiedades asintéticas da teoria de U-estatisticos

Con todo, baixo condiciéns apropiadas dos momentos, o U-estatistico e V -estatistico
asociado a h estédn intimamente relacionados en comportamento, tal e como amosa o se-

guinte resultado.

Lema 3.5 ([Serfling, 2009]). Sexa r un enteiro positivo. Suporiamos que Ep |h (X;,, ..., X, )|" <

00, para todo t < iy, ..., 1 < Entdn
E|U,—Va| =0 (n_r)
Corolario 3.6. Tomando r = 2 dedicese que
n? (U, - V,) %0

En consecuencia n'/2 (U, — ) e n'/2 (V,, — 6) tefien a mesma distribucién limite.
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3.2.1. A estrutura martingala dos U-estatisticos

As propiedades asintoticas dos U-estatisticos estan determinadas pola estrutura de

martingala subxacente a eles.

Un U-estatistico é unha martingala regresiva respecto do fluxo non decrecente das o

-4lxebras

B,=0c{w:Up,Upt1,...}, n>1.
xeradas pola sucesién de U-estatisticos Uy, Upy1, ... , 1 > k. E obvio que B,, D Bp41 para
todon =k, k+1,..., e U, é unha variable aleatoria B,-medible

Lema 3.7 ([V. S. Koroljuk, 1994] ). A sucesion (U,, By),n > k, forma unha martingala

Tegresiva.
Suponamos que E|h| < oo e

he (1, .. vxe) = Eh (21, 2o, Xexty ooy, Xom)
=FEMhX,...,.Xn) | Xi=21,....,Xce=2.), ¢=0,1,....m

Sexa hg = 0(F'), hy, = h; pode verse que
he (21, ...y xe) = Bheq (21, ...y 20y Xet1)
para 1 < ¢ < m — 1. Por comodidade definimos
h=h—0, heo=h.—0, 1<c<m

A funcion h; estd intimamente relacionadas coas denominadas prozeccions de Hdjek de
U-estatisticos coa finalidade de aproximar U,, por unha suma de variables aleatorias inde-

pendentes que mellor o explique e enunciar resultados asintéticos.

Definicion 3.8. Sexa H un espazo de Hilbert e sexa & C H un subespazo pechado de H.

Para calquera v € H definimos a prozeccion de v sobre S como
ms(v) == argmin {||s — v[j3}
seES

Teorema 3.9 ([Van der Vaart, 2000]). Seza h un nicleo simétrico de orde r tal que
E[h?] < oo e sexa , U, o U-estatistico asociado § = E[U,] = E[h(X1,...,X,)]. Defi-
nindo con U, a progeccion de Uy, — 0 en S, = {>_1" 1 gi (Xi) : 9i (Xs) € La(F)} daquela

Un:;E[Un—MXi]:;;hl(Xi)
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Seguidamente definimos [Efron and Stein, 1981|

)
[y
~~
8
[y
SN—
I
>N
—
—~
8
[y
N—

g2 (1, 22) = hy (x1,72) — g1 (1’ ) — g1 (w2)

g3 (1,2, 23) = h3 (x1, 22, 73) 291 z)— Y go(wi )

1<i<j<3

G (@1, oo, ) = Py (21, ooy T) — Zgl (i)

1
_ Z g2 (ziy, 24,) — Z Gm—1 (Tiy, s Ti_y)

1<ip<ia<m 1< <.<im-1<m

Definiciéon 3.10 (Rango dun U-estatistico). . Sexa r > 1 o enteiro mais pequeno para o

que se cumpre

g=-=gr-1=0, g-#0

E obvio que r toma valores en 1,..., k. O enteiro r que satisfai esta identidade chamase

rango do U-estatistico (ou do ntcleo h ). Se r = 1, un U-estatistico (ou un nucleo h )

chamase non dezenerado. Se r > 2, enton dicimos que o U-estatistico (ou n nucleo h )

é dexenerado, e r chamase a orde de dexeneracién. Se r = k, dicimos que o ntucleo h é

completamente dexenerado.

3.2.2. Converxencia débil

Considérese a situacion xeral dada por un nicleo arbitrario h de rango r

Teorema 3.11 (Distribucién asintotica de U-estatisticos de rango 1 e 2 [V. S. Koroljuk, 1994]).

Suponiamos que o nicleo h ten rango v e satisfai as condicions
E g (X1, e, X)) < o0
para todo c=r,r+1,..., k. Entdn

1. Ser =1, entdn
n/2U, 4N (0, szgf)

2. Ser =2, entén
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onde {\;} son os autovalores do operador
S f = E(g2 (X1, X2) f(X2) | X1)

actuando de L? a L?, e Y 52, A} = Eg3 e 7; son variables aleatorias normais estan-

darizadas independentes.

De feito, este operador integral

Sf(x) = / g2z, 9) f(9)dP(y)

é un operador compacto e autoadxunto. Enton, polo teorema espectral para operadores
compactos e autoadxuntos [Conway, 2019]|, S posie unha sucesion de autovectores p; con

autovalores \;, e por riba, {¢;} é unha base ortonormal.

3.2.3. Lei forte dos grandes nimeros

Teorema 3.12 (Lei forte dos grandes ndmeros para U-estatisticos). Suporiamos que o

niicleo h € tal que E||h|| < co. Entdn
U, — 0 (a.s.)
cando n — 00; a converzencia tamén ten lugar en media (L), i. e.
E|U,-0| =0
Sexa agora o V-estatistico asociado ao nicleo h
Teorema 3.13. Suporiamos agora que o nicleo h satisfai a condicion
max {E |h (Xiy, oy Xip)| 01 <dgy iy <m} < o0

FEnton

Vi, — 0

cando n — 0o con probabilidade 1 e en L'.



Capitulo 4

Estimadores empiricos e contraste de

hipo6teses

Estas colecciéns de enfoques orixina cuestions tedricas naturais sobre os retos estatisti-
cos de caracter fundamental que ofrece o test de independencia. Un deles é o feito de que
a distribucion asintotica do estatistico do test baixo a hipotese nula (independencia) de-
pende de caracteristicas descofiecidas das distribuciéns marxinais relevantes, dificultando

a obtencién apropiada dun p-valor.

Unha estratexia atractiva, polo tanto, é empregar un test de permutaciéns, que emprega
as mesmas para imitar o comportamento do estatistico do test baixo a hipotese nula. Ain-
da que o principio de funcionamento é conecido dende hai case cun século ([Fisher, 1935],
capitulo 21), os test de permutacions son cada vez méis populares en machine learning de-
bido 4 sta facilidade de uso e o seu control garantizado do erro tipo I con mostras finitas en
todo o espazo de pardmetros da hipdtese nula, soamente asumindo a intercambiabilidade

dos datos baixo a nula.

Ao resolver un problema de aprendizaxe estatistica, moitas veces existen varios proce-
dementos a escoller para atacalo. Isto leva & seguinte pregunta: como podemos saber se un
algoritmo de aprendizaxe estatistica se comporta mellor que outro? A teoria minimax, que
é un conxunto de técnicas para minimizar as posibles perdas no peor dos escenarios, apor-
ta respostas a esta pregunta. En particular, resulta de grande utilidade para comprender
mellor as propiedades da potencia dos diversos test de permutaciéns no contexto dos test

de independencia non parameétricos.

27
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4.1. Descricion do test

Describimos a continuacion un test de independencia de duas variables aleatorias ba-
seado no estatistico HSICy(Z), Z = (X,Y) que definiremos a continuacion inspirado polo
valor poboacional de HSIC. Comezamos cunha introducién formal 4 terminoloxia dos con-
trastes de hipoteses. Dada a mostra Z := (X,Y) = {(x1,y1) ..., (Tn,yn)} 1.i.d., 0 test,
T(Z): (X xY )" {0, 1} emprégase para distinguir a hipdtese nula Hy : Pxy = PxPy e a

hipdtese alternativa Hy : Pxy # Px Py. Isto conséguese comparando o estatistico, no noso

caso HSICy(Z), cun valor limiar: se se excede, entén o test rexeita a hipétese nula (tendo
en conta que un valor de 0 para o HSIC poboacional é equivalente a Pxy = Px Py se o ni-

cleo co que se constrae HSICy(Z) é caracteristico). A rexion de aceptacion do test definese

entén como o conxunto de nimeros reais por debaixo do limiar. Como o test estd baseado
nunha mostra finita, é posible que se retorne unha resposta incorrecta: o erro de tipo 1
definese como a probabilidade de rexeitar Hy basedndonos na mostra malia seren X e Y
independentes. Analogamente, o erro tipo Il é a probabilidade de aceptar Pxy = Px Py

cando as variables son dependentes. O nivel a € unha cota superior que se impé6n manual-

mente ao erro de tipo I, sendo deste xeito un pardmetro de deseno do test empregado para

fixar o limiar. Un test consistente acada un nivel a e un erro tipo II cero cando n — oo.

Como fixamos enton o limiar do test dado o7 Tentaremos deducir a distribucion asinto-
tica do estimador HSICy(Z) baixo Hy e Hi; a derradeira tamén a necesitamos para probar
a consistencia do test. Veremos que a distribucién baixo a nula ten unha forma complicada
e non se pode avaliar directamente. Dito isto, describiremos como aproximar o cuantil 1 —«

desta distribucion.

4.2. Estimando HSIC en base 4 mostra.

Un estimador empirico insesgado de HSIC é a suma de tres U-estatisticos seguindo a

ecuacion 2.2:

1 1 1
HSIC(Z) = @ Z kijlij + W Z kijlqr — 2(7 Z k:ijliq

. . ”)3 =
(i,5,q,7) €L} (1,5,9) €%

onde (n)y, := (n_"i?!n)!, o conxunto de indices il' denota o conxunto de todas as r -plas extra-
idas sen reemprazamento do conxunto {1,...,n}, kij; = kx (X, Xj), and l;; := ky (Y3,Y)).

Para contrastar independencia veremos que é mais sinxelo empregar o curman sesgado
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deste estimador reemprazando o U-estatistico polo seu correspondente V-estatistico

HSIC,(Z Z hijliy + — Z Kijlgr — Z kijlig = trace(KHLH)
63,47 0J:4
onde os indices dos sumatorios agora denotan todas as r -plas elixidas con reemprazamento
de {1, ...,n} ficando o namero de indices baixo o simbolo do sumatorio, K é a matriz n xn
con entradas ki, H =1 — %IIT, e 1 é un vector n x 1 repleto de 1 (o custo de calcular
este estatistico é de O (nQ))

4.2.1. Converxencia débil

Teorema 4.1. Seza

(i,5,0,7)
hijqr = Z kruliu + krulow — 2Kty
(t w,v,W)
onde a suma percorre todas as cuddruplas ordenadas (t,u,v,w) extraidas sen reempraza-
mento de (i,j,q,r), e asumimos E (h2) < 00. baizo Hy,HSICy(Z) converze en distribcion

a unha Gaussiana dacordo con

n? (HSIC,(Z) — HSIC) B A (0, 02)

A warianza é 02 = 16 (EZ (Ej7q7,.h¢jq,.)2 — HSIC (Pxy, F, g)), onde Bjgr :=E. -, -,

Demostracion. Escribimos,
HSIC)(Z) = — Z Rijgr
0§47
como un unico V-estatistico, e decatdmonos de que h;jq- € invariante baixo permutacions
dos indies. O U-estatistico asociado HSIC (Z) converxe en distribucion a N (0,02) en
virtude do Teorema 3.11 con varianza o2. Como a diferenza entre HSICy(Z) e HSIC(Z)
cae con 1/n [Gretton et al., 2005], HSICy(Z) converxe & mesma distribuciéon en virtude do
Lema 3.5. O

Corolario 4.2. Un test construido con HSICy(Z) é consistente; i.e., o erro tipo II converze

a cero cando n — 0o
Demostracion. Baixo Hj a varianza asint6tica de HSIC,(Z) decrece con n~! O

O segundo teorema ¢ valido baixo Hy. O ntcleo kp centrado en P definido en 2.1 xoga
un papel crucial en caracterizar a distribucién baixo a nula of do V-estatistico, que sae

dexenerado. Vexamos por que.
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Teorema 4.3 (Operadores integrais nicleo I, [Steinwart and Christmann, 2008]). Sezxa Z
un espazo medible, p unha medida o -finita sobre Z, ¢ H un RKHS separable sobre X with

measurable nicleo k : Z x Z — R. Suponiamos que existe p € [1,00) tal que

1/p
1Rl = ( /. kp/%:,x)du(x)) < o0

Enton H consiste en funcidns p -integrables e a inclusion id : H — Ly(p) € continua
con |lid : H — Ly(p)|l < [|kllz, (). Ademais, o adzunto desta inclusion é o operador Sy :
Ly () — H definido por

Skg(x) = /X k (x,x’) g (:1:') du (a:/) , g€ Ly(p),reX

onde p' vén definido por % + :t% =1

Teorema 4.4 (Operadores integrais nicleo II, [Steinwart and Christmann, 2008]). Seza
Z un espazo medible con medida o -finite u e H un RKHS separable sobre Z con niicleo
medible k : X x X — R satisfacendo ||k| 1,y < oo. Enton S : La(p) — H definida polo

teorema anterior € un operador de Hilbert-Schmidt tal que

15k llus = 1%l

A kp asociamoslle o operador integral nicleo Stp L%(Z) — L% (Z) dado por

5¢,9() = [ Fr(z wig(w)dP(w)

A condicion P € M}(Z), e, en consecuencia, que kp € L%, p(Z x Z) esta intimamente

relacionada coas propiedades que nos gustaria que tivese o operador integral.

Teorema 4.5 ([Reed, 2012]). Sexa (M, u) un espazo de medida e H = L*(M,du). Enton
A e L(H) é Hilbert-Schmidt se e s se existe unha funcion

K € L*(M x M,du ® dy)

(Af)(@) = [ K@)ty
Ademais,

JAJ2 = / K () P () du(y)
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En consecuencia, S,;P ¢é un operador Hilbert-Schmidt e daquela clase traza.

Agora estamos preparados para probar que a distribucién baixo a nula de HSIC ten
a forma dunha combinacién linear de x?s, con coeficientes correspondendo ao produto
dos autovalores dos operadores integrais S,;PX : L%;X (X) — L%X(X) e S,;PY : L%DY ) —
Ll%y (Y). Pediremos que Px € /\/l,lw(é’() e Py € ./\/l,{:Y (), implicando que os operadores

integrais S; e S; son operadores de clase traza

Teorema 4.6 (from |[Zhang et al., 2012]). Seza Z = {(X;,Y;)}; | unha mostra i.i.d. de
Pxy = PxPy, que toma valores en X x Y, tal que Px € M}W(X) e Py € ./\/l,iy(y).
Baizo Hy, o U-estatistico HSIC(Z) correspondente ao V -estatistico en 4.1 é dexenerado,

i.e. Eihijqr = 0. Enton

o0

o
nHSIC (Z; kx, ky) 5 > Ay N

=1 j=1
onde Njj ~N(0,1),4,j € N son independentes e {\;};2; e {n;};2, son os autovalores

dos operadores S e S, respectivamente.
Px Py

Demostracion. Isto é consecuencia do Teorema 3.11 tendo en conta que estamos traballan-
do cun V-estatistico (de ai que os termos da distribucion limite non estean centrados: no

caso dun U-estatistico, a suma seria sobre os termos A, (zl2 — 1) ). O

4.3. Aproximando o cuantil 1 —«a da distribucién baixo a nula

Un test de hipoteses que empregue HSIC,(Z) poderia derivarse do teorema anterior
calculando o cuantil (1 — «) da distribucion limite baixo Hy dada polo teorema anterior.
Pero a forma analitica desta é complexa e daquela preguntdmonos como aproximar de xeito
eficiente e preciso os seus cuantiles.

A estratexia que adoptemos serd empregar remostraxe Monte Carlo: permutamos a
mostra de Y mantendo fixada a de X, e o cuantil 1 — « obténse de xeito directo da distri-
bucién resultante dos valores simulados de HSICy. Isto pode ser moi custoso computacio-
nalmente para mostras non excesivamente grande porque un conxunto de n observaciéns
pode permutarse de n! xeitos distintos. En caso de existir problemas computacionais por
esta razon, un segundo enfoque consiste en aproximar a distribucién baixo a nula cunha
distribucion Gamma. Véxase [Gretton et al., 2007] para mais informacién sobre os para-

metros da mesma.
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Capitulo 5

Machine learning e embeddings en

espazos de Hilbert separables

Este capitulo constitiie a transicién cara a aplicaciéon do traballo aos contrastes de
independencia en espazos con pouca estrutura.

A partir de agora denominaremos aplicacion obzecto e espazo de obzrectos a calquera

parella ¢ e F nas hip6teses da mesma pedindo a maiores que F' sexa separable para
simplificar as garantias tedricas e porque o espazo que nos interesa para a aplicaciéon nun
problema, real é separable tal e como veremos.

Comezamos destacando que toda aplicaciéon obxecto ¢ : Z — F, con I espazo de
Hilbert separable, define un nticleo kg(x,y) = (¢(x), ¢(y))r Claramente k é simétrica e
definida positiva en virtude das propiedades do produto escalar de F'. Esta representacion
implica dende un punto de vista computacional que as entradas da matriz k;; son produtos
escalares de elementos no espazo de obxectos. Daquela, usando nacleos podemos construir
algoritmos con fronteiras de decision non lineares a partir de un no que si o son sen modificar
o fluxo do algortimo, véxase a Figura 5.

Esta observacién, conecida popularmente como kernel trick abriu a porta a que moitos
procederes da aprendizaxe estatistica fosen kernelizados, sendo o exemplo mais trivial o
kernel ridge regression [Vovk, 2013].

Unha segunda vantaxe do kernel trick é que o espazo de entrada Z non ten que ser
un subconxunto de R? xa que todos os calculos a nivel computacional se fan no espazo de
obxectos. Pddense atopar na literatura nicleos definidos en datos como texto, histogramas,

cadeas de ADN ou arbores.

33
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40 .

Figura 5.1: O support vector machine (SVM) [Steinwart and Christmann, 2008] é un algo-
ritmo de machine learning supervisado que clasifica datos axustando un hiperplano que os
separe. A esquerda, representacion dos datos no espazo orixinal. Ningtn clasificador linear
serfa capaz de separar os puntos vermellos dos azuis. Mergullando os datos nun espazo de
obxectos de dimension superior a través de ¢(z) = [r1 @2 7172 € R3, obtemos subcon-
xuntos linearmente separables. Unha posible fronteira de decisién amdsase co plano gris
|Gretton, 2019].
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Aproveitamos a Proposicion 1.3 para probar os seguintes resultados
Proposicion 5.1. R coa distancia euclidiana € de tipo negativo

Demostracion. Definimos

¢: R — L3R, \)
P ¢(r) = 1jg00) = 1jpoc) € L*(R, )

onde A é a medida de Lebesgue. Tense que |[¢(r) — @ () ||32 = |r — /]

Para n > 2, definimos

fol(s) = |z — 5|~ V/2 g, = f. — fo

para z € R™. Pode probarse que g, € L* (R™, \") e que existe ¢ € R tal que ||gz — gu ||y =
gz—arlly = cllz — |2 [Lyons, 2013|, de tal xeito que ¢(x) := g,/c cumpre as hipoteses

que buscamos e denomindmola embedding de Riesz. O

Lema 5.2 ([Szekely et al., 2005]). Se 0 < o < 2, para todo x € R?

1 — cos(t, x)
2T i — o(d, @) |2|®
fo T el

onde t € R, e C(d, a) > 0 é unha constante que depende soamente de d e a. (As integrais
en 0 e 0o son no sentido de valor principal: lim._,q fRd\{sB+5_1B}’ onde B € a bola unidade

Re ¢ B ¢ o complementario de B. )
Outro embedding ® para R™ é o que segue:
®: R" — L*(R", FA")
z— B(z) = c (1 - e*i<'»x>) e L2(R", FAY)

onde F(s):=||s||""*D eceR

Pode demostrarse que o é empregando o Lema 5.2 xunto con que

HSO(‘T) - ¢ (1’1,) HF == “—€_i<”m> + e_i<'ﬁm/>

p

e tamén

(—e ) 4 ey (—emilha) 4 e=ila)) = 2(1 — cos(-, 2 — 2'))
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® é a composicién do embedding de Riesz coa isometria de Fourier, e entén referiremo-
nos a ® como o embedding de Fourier

Resulta natural preguntarse cal é a relaciéon entre F' e o RKHS asociado a ¢. Con todo
compre indicar que no que segue apareceran aplicacions do estilo de 84 : p — [ ¢(z)du(z),
con p unha medida de probabilidade que xunto con ¢ terd que cumprir certas condiciéns
para que poidamos escribir esta integral. Non esquezamos que ¢(z) € F, con F espazo de
Hilbert separable. Daquela precisamos entender o que significa integrar funciéns que toman
valores nun espazo de Hilbert. A integral de Bochner é a xeneralizaciéon natural da integral
de Lebesgue a funciéns cuxo codominio é un espazo de Banach. Desenvolver chegados a este
punto unha teoria da integracién en espazos de Banach levarianos demasiado lonxe, polo
que enunciamos simplemente os resultados e condiciéns suficientes que precisamos para
que B4 estea ben definida, ¢ dicir, sexa un elemento de F'. Partimos da seguinte definicién
e tendo en conta que no que segue (Z,%, ) é un espazo de medida e F un espazo de

Banach.

Definicion 5.3. Unha funcién @ : Z — E é fortemente p -medible se existe unha sucesion

(fn)n>1 de funciéns p -simples converxente a f en pu-case todo z € Z.

Proposicion 5.4. Unha funcion f : Z — E fortemente p -medible é Bochner integrable

/ 1 ldp < oo
A

En virtude do ben cofiecido teorema de medibilidade de Pettis [Pettis, 1938] as nociéns

se e SO se

de medibilidade forte e débil coinciden en espazos de Banach separables. Daquela

soamente temos que probar que f é debilmente medible, isto é, que para todo funcional

linear e acotado ¢ : £ — R, a funcion
gof:Z—-R
é medible respecto a 3 e & o -alxebra de Borel en R.

Proposicion 5.5. Se f : Z — E ¢ u -Bochner integrable e T ¢ un operador linear e

limitado enton T f é u-Bochner-integrable e ademais

/Xde,u,:T/Zfdu

A continuacién enunciamos un resultado crucial para comprender que o RKHS dunha
aplicaciéon obxecto é o espazo de obxectos “méis pequeno” no sentido de que sempre vai
existir unha isometria sobrexectiva que nos leve de calquera outro espazo obxecto ao RKHS,

podéndose considerar este dltimo entén como o mais natural de todos.
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Teorema 5.6 ([Steinwart and Christmann, 2008]). Sexa X # 0 e sezan ¢¢ : X — Hp.
unha aplicacion obzecto co seu espazo de obzectos Ho. Sexa kg, (z,y) := (do(2), do(z))2,-
Enton H = {f: X = K| 3w € Hy con f(x) = (w,¢o()), para todo v € X} equipado
coa norma

£l = it {[|wl| o : w € Ho con f=(w, o)), |
é o inico RKHS para o que k € nicleo reprodutor. Ademais, o operador V : Hy — H
definido por
Vw = (w,¢o(+)) g, » w € Ho
¢ tal que existe un subespazo H de Hy, H = (ker(V))*, tal que V|H :H — H. ¢ un

tsomorfismo isométrico de espazos de Hilbert.

Tense pola construcién de H que ¢o(z) € H para todo z € X. Daquela podemos

restrinxir o codominio de ¢g e definir

éo: X — ﬁ
x— ¢o(z) == ¢o(z) € H
Resulta que compoiiendo con V' temos que
= (V 0 do)(z) = V(do()) = <<730(96), ¢0(')>H0 = (d0(2), 20(-)) ry = Ko ()

¢ a plicacion de Aronszajn do RKHS inducido por kg,! Isto permite afirmar que o seguinte

diagrama é conmutativo en cada unha das stias metades

/%\

RKHS <«

| H

Chegamos deste xeito a un- impresionante- resultado froito da axuda que aportaron

comunicaciéns persoais con Russell Lyons:

Proposicién 5.7. Sezan X = RP, Y = R, cada un co seu embedding de Fourier ®, e
®, que inducen senllos niicleos f, e f,. Sexan X eY dias variables aleatorias que toman
valores en X e Y con medida conzunta § € MY (RP x R?) OM}/Q(RP x R?) e marzinais p
e v, respectivamente. Daquela o valor poboacional do estatistico HSIC de X e Y construido

con fpfq coincide coa definicion orizinal [Székely et al., 2007] de distance covariance.
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Demostracion. En virtude do 2.9 temos que f ((z,y),(2",vy)) == fp(z,2') fg (y,y/) é un
nicleo en X x Y con RKHS H isometricamente isomorfo ao produto tensorial Hy, ® Hy,
onde Hy, e Hy son os RKHS’s de fi e fa respectivamente. Sexa ®(x,y) = ©,(x)®,(x) €
L% = L*(GpG AP T1)

Sexa agora a aplicacién
Ba: ML (RP x RT) N M/(RP x RY) — L2(RP x RY)
n— /‘I)(SL‘, y)dn(z,y)
Be estd ben definida como integral de Bochner en virtude da Proposiciéon 5.4 xa que

= nE M}r(RP x R?) e enton 1 é compatible coa topoloxia de RP x R?, polo tanto ao ser
® continua (por ser isometria no sentido de espazos métricos) tamén sera debilmente
medible.

- e MYARP x RY) e daquela [y, 5, |9(z,3) | dn(z,y) < oo
Por unha banda

18a(6—px1) 2 = IV Bo(O—px)l, oy, = | <<I><-, ), / D, y)d(0 — 1 u)(x,y>> ity iy, =

—| / (2.)) d(0—px)(@,9) |y, o1y, = | / F .-, YO —px) (@, ) 1y 1y, =

= [lpp(0 —pxv) V(0,1 X v)

Huy omy,
Por outra banda,

1806~ x )3 = [

Rp+a

0—puxv)t,s 2
a0 = X D)t
1tll5* 15 llg

Ademais,

5006~ ) (0.9) = ( [ @()aban) o) = ([ @gdatn <)) ) 9

En virtude do teorema de Fubini, o sustraendo vale (1 — fi(¢))(1 — ©(s)), onde i e ¥
son senllas transformadas de Fourier das medidas y e v.
Empregando que p e v son as marxinais de 6 dedtcese que o minuendo vale 1—/i(t) —0(s)+
m(t, s). Facendo a resta e tendo en conta que a funcion caracteristica é o conxugado da
transformada de Fourier e que ao facer o médulo ao cadrado desaparecen os conxugados,
chegamos ao resultado buscado.
O



Capitulo 6

Aplicacién aos contrastes de

independencia na fisica de materiais

A regularidade microscopica subxacente 4 materia cristalina foi por moito tempo a
hipotese que daba explicacion & xeometria macroscéopica de certos cristais, dos que se ob-
servara que as suas caras planas soamente forman determinados dngulos unhas coas outras.
Isto verificouse experimentalmente de xeito directo en 1913 co traballo de W. e L. Bragg,
os fundadores da Cristalografia con raios X e pioneiros na investigacion de como se orde-
nan os atomos nun so6lido. Dende enton, a fisica do estado sdlido (base tetrica da fisica
de materiais) viu como se desenvolvian no seu marco a través da irrupciéon da mecanica
cuéntica novas ideas- como a teoria de bandas- e tecnoloxias- como os semiconductores, o
transistor e os circuitos integrados- que fixeron que o mundo no que vivimos fose un sitio

inconcibible no caso de non teren aparecido.

En particular, as perovskitas son nanomateriais cun tremendo potencial no deseno de
sensores de glicosa, neurotransmisores para tratar o Alzheimer, tecnoloxias de catalise, ce-
las de combustible e sensores electroquimicos. Por exemplo a desvantaxe obvia das placas
solares de silicio é o alto custo monetario que supén a producién de enerxia eléctrica con
elas, de ai que recentemente se puxese atencion en células fotovoltaicas sintetizadas con
determinados tipos de perovskitas en virtude das extraordinarias propiedades de estabili-
dade e eficiencia que amosan neste tipo de aplicaciéons. Outro caso préctico interesante é
o das pilas de combustible, que se comezaron a contemplar como alternativas eficientes aos
motores de combustién dado o seu potencial de minimizacién do impaco medioambiental
que supdn a queima de combustibles fosiles. Unha pila de combustible emprega certo tipo

de fonte enerxética quimica, a que transforma directamente en enerxia eléctrica. Son atrac-
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O SiteA
o SiteB

o Site X

Figura 6.1: A forma da estrutura cristalina das perovskitas é do tipo ABX3, onde os ato-
mos tipo A se sittan nas esquinas, os tipo B en posiciéns centradas no corpo e os tipo
X en posiciéns centradas na cara. Non obstante, a razén de que as perovskitas sexan un
hot-topic na ciencia de materiais ¢ que manifestan excelentes propiedades termoeléctri-
cas, dieléctricas; de condutividade electrénica, actividade estrutural, mobilidade dos iéns

a través da rede cristalina e supermagnetismo, entre moitas outras.

tivas pola stua eficiencia, natureza, baixas emisiéns, contaminacién acustica nula e papel na
economia do hidréxeno. Resulta que moitas componentes das pilas de combustible como
os electrolitos, electrodos e interconexiéns xa estan no punto de mira como beneficiarios

potenciais das perovskitas

Semella interesante entén dilucidar se existe algunha relacion entre a xeometria crista-
lina das perovskitas e os seus observables macroscopicos (bulk properties). Contestar a esta
pregunta poderia aportar novas ideas que orienten a investigaciéon fisica e guiar o deseno

de novos materiais.

Para iso, antes precisamos modelizar de xeito matematico a disposicién microscopi-
ca cristalina. O traballo pioneiro de [Xie and Grossman, 2018a] desenvolto no MIT esta
baseado na creacién dun algoritmo que transforma a estrtura cristalina de calquera ma-
terial nun multigrafo (grafos aos que se lles permite ter multiplas arestas entre o mesmo
par de nodos terminais) e que tomaremos a nosa aplicacién obxecto. Os nodos e arestas
representan atomos e enlaces quimicos respectivamente. Unha pseudodescricién do fluxo
deste algoritmo poderfa ser a seguinte: para cada atomo biiscanse vecifios nun raio de 6 Ae
considéranse conectados por un vértice se comparten unha cara no diagrama de Voronoi

[Blatov, 2004] e tefien distancia interatémica menor que a suma das lonxitudes de enlace
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Enerxia de formacion por ato-

Material e id Grafo cristalino (X)

mo (Y)
CsFeBrs

-1.248 eV
mp-1079847
MgGeO

et 12,403 eV

mp-1078588
BaTaSes

-1.564 eV
mp-1078588
BaZrSes

-1.871 eV
mp-1079300
BaEuFegO5

-2.370 eV
mp-656144

Cadro 6.1: Submostra exemplificativa das n = 67 perovskitas que empregaremos como

mostra extraidas da base de datos [Jain et al., 2013]

covalente [Cordero et al., 2008] con tolerancia de 0,25 A. Entén s6 se consideran enlaces

fortes na creacién do grafo cristalino.
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Figura 6.2: Amosase a construcion do grafo cristalino do sal comun (NaCl) consonte a
metodoloxia desenvolta en [Xie and Grossman, 2018b]. A rede cristalina coa stia base ato-
mica convértese nun multigrafo con nodos representando 4tomos na cela unitaria e arestas
codificando vecinanza. Na nosa aproximacién, se hai méis dunha aresta conectando dous

vértices quedamos con unha soa.

No seu traballo, empregan o output deste algortitmo para desenar unha rede neuronal
profunda convolucionada co fin de extraer representacions 6ptimas cara 4 predicién de pro-
piedades, despois de adestrala con informacion precalculada con DFT (density-functional
theory). Nos, non obstante, aproveitaremos os multigrafos que devolve o algoritmo de
[Xie and Grossman, 2018a| para formar un espazo métrico de tipo negativo forte e poder
empregalo con vistas a contrastar independencia estatistica con outra variable real: a ener-

xia de formacion.

6.1. Construciéon do espazo métrico de tipo negativo forte

6.1.1. A distancia de Gromov—Hausdorff

A distancia de Gromov-Hausdorfl é unha ferramenta utilizada no estudo das propie-
dades topoléxicas de familias de espazos métricos. Gromov introduciu por primeira vez a
nocion de distancia de Gromov-Hausdorff (GH) en Helsinki no ano 1979 co obxectivo de
estudar todas as estruturas métricas Riemannianas, no sentido de darlle estrutura a este
espazo e estudiar a sta completitude, converxencia, familias compactas e outros conceptos

relacionados.

Dado (X,dx), (Y,dy) € M, onde M denota o conxunto de todos os espazos métricos
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compactos, a distancia de GH mide canto lle falta a dous espazos métricos para ser isomé-
tricos. Considera un terceiro espazo métrico o suficientemente rico como para conter copias
isométricas de X e Y e calcular a distancia de Hausdorff entre estas copias. O obxectivo é
minimizar facendo unha boa eleccién das copias isométricas é de Z how far the two metric

spaces are from being isometric. Formalmente,

don(X,Y) & mf df (6x(X), éy(Y))

DX Py
onde ¢x : X = Z e ¢y : Y — Z son embeddings isométricos de X e Y e Z, e di éa
distancia de Hausdorff en 7 :

d;Z{(S, T) def méx{sup inf dz(s,t),sup inf dz(s,t)} VS, T C Z .
SEStET teT SES

Gromov probou en |Gromov, 1981| que dgy é unha métrica no conxunto de clases de
isometria de M, constituindo un espazo de Gromov-Hausdorff. A partir de agora sexa G a

coleccién de todos os espazos métricos compactos.

Teorema 6.1 (|Tuzhilin, 2020]|). O espazo (G,dgy) € separable e completo, é dicir, un

espazo Polish.

6.1.2. Algoritmo para estimar C/i\gH(X, Y) entre grafos sen pesos non di-

rixidos

Dende a stia concepcién hai catro décadas, a distancia GH empregouse principalmente
dende unha perspectiva teérica e o seu calculo explicito plantexa un problema combinatorio
NP-completo [Oles et al., 2019].

Ainda que a definicion escrita lifias arriba exhibe de xeito claro o concepto de distancia
de GH e ten moi boas propiedades tedricas, non é moi practica dende o punto de vista
computacional. En [Mémoli, 2012| introducese a distancia de Gromov-Hausdorff modifica-
da (mGH), unha relaxacion da distancia GH que preserva a propiedade de ser unha métrica
nas clases de isometria de espazos métricos compactos.

Malia que calcular a distancia mGH é de menor complexidade en comparacion coa
distancia GH estdndar, tamén require resolver un problema de optimizacién NP-completo.

O algoritmo para estimar mGH entre espazos métricos compactos X e Y counsiste
en chamar a ddas rutinas: FINDLOWERBOUND e FINDUPPERBOUND de xeito que dgy(X,Y)
calcilase de xeito exacto polo algoritmo cando os outputs das diias chamadas coinciden.

Para obter resultados mais practicos, consideramos un caso especial de espazos métricos
inducidos por grafos sen pesos non dirixidos. Estimar mGH entre estes espazos métricos

ten en moitas aplicacions complexidade O (N 3log N )
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Sexa G = (Vg, Eg) un grafo non dirixido. Para cada par de vértices v,v" € Vg, defi-
nimos dg (v,v’") como o camifio mais curto de v a v'. Se os pesos das arestas in FE¢g son
positivos, a funcién con eles construida dg : Vg x Vg — [0,00] é unha métrica en V.
Dicimos que o espazo métrico (Vi, dg) vén inducido polo grafo G. Por convencion, o ca-
mifno méis curto entre vértices de distintas componentes conexas dun grafo definese oo-
casuistica que non se dard na nosa aplicacion- e enton (Vg, dg) é compacto se e s6 se G é
conexo |Oles et al., 2019|.

Por brevidade, usamos a notacion G def (Va,dg), asumindo que a distincion entre
grafos GG e espazos métricos inducidos por dito grafo esta clara do contexto. En particu-
lar, referimonos & distancia mGH entre espazos métricos compactos inducidos por grafos
conexos non dirixidos G e H como c/i\g}[(G, H), e abusamos lixeiramente da nomenclatura

chaméandoa “distancia mGH entre os grafos conexos sen pesos non dirixidos G e H”.

6.1.3. Implementacién

O algoritmo para estimar mGH implementouse en Python 3,7 como parte do paquete
scikit-tda package [Saul and Tralie, 2019 https://github.com/scikit-tda. A implemen-

tacién toma matrices de adxacencia de grafos sen pesos non dirixidos.

6.2. Eleccion matematica do niacleo

Sexan by, e by as cotas inferior e superior da matriz de distancias, ambas calculadas
co algoritmo. Orientdndonos a partir do lema 2.11, para cada z; da mostra construimos n

funcions simétricas
kY (z,z’) = % [bL (z,2i) +br (z’,zi) —br, (z,z’)] , 1<i<n
e outras tantas

Ky (57) = 5 [bo (5,20) + b (2) —bo (5. 2)], 1<i<n

Para cada 1 < i < n queremos resolver o seguinte problema de programacién

min || X — K} [l2 + | X — &2
sa X*>=0

onde X € 8™ é a variable de optimizaciéon, X > 0 denota X semidefinida positiva e 8™ é o
| Az|l2

conxunto de matrices simétricas n x n. Como ||A||2 = méx,-g Tll2

por definicién, temos
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para todo s > 0
(Aw, Ax) _ | Ael} _ ,
(z,z) z]l3 ~

> (Az, Az) < s*(z,2) Vo # 0
= <ATASC, T) — s*(x,x) <0 Vo #0
<:><(ATA7521)90,93>§0 Vo #0

— ATA < T

A2 < s <=

YV # 0

Daquela podemos escribir o problema anterior na forma dun problema de optimizaciéon
convexa cunha funcion obxectivo linear sobre unha interseccion (convexa) de conxuntos

matricials convexos:

min s+1
sa X=0
(X —KD)T(X — k) < s21
(X — k)T (X —K) =21
Finalmente, suponamos que k é o indice do problema de optimizacién que menos sufriu.
Escollemos como nicleo K a solucion X*, aquela que menor valor do 6ptimo presenta entre
todos os n problemas de optimizacién resoltos.

Podemos empregar o Corolario 2.14 para obter a semimétrica de tipo negativo

P (z, z') =k(z,2)+k (z’, z’) -2k (z, z')
Podendo empregar finalmente o resultado de [Lyons, 2013]

Corolario 6.2 (|[Lyons, 2013]). Se (2,d) é un espazo métrico separable de tipo negativo,
enton (%,d%> é de tipo negativo forte.

Empregamos de novo 2.11 para recuperar unha familia de kernels, todos eles caracte-

risticos en virtude do seguinte resultado:

Proposicion 6.3 ([Sejdinovic et al., 2013]). Sexa un nicleo k que zera p. Entin (Z,p) €
de tipo megativo forte se e s¢ se k € caracteristico respecto de ML (Z) N ML (Z).

Eliximos un elemento da mostra de xeito aleatorio, digamos j, e entéon

1
k; (z,z/) =3 {d% (z,2) + d2 (z/, Zi) —d2 (Z,Z/)}
é o nicleo kx que empregaremos finalmente no test.

Canto menor sexa a enerxia de formacién dun cristal (en valor absoluto), mais estable

serd experimentalmente a sta sintetizacién.
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6.3. Resultados
Empregamos a informacion que temos ata agora:

» Matriz k;; que representa o kernel de X’

= Variable resposta real, neste caso enerxia de formacién por dtomo en eV.

Modificamos a funcién hsicTestBoot escrita en MATLAB |Gretton et al., 2005] (http://
www.kyb.mpg.de/bs/people/arthur/indep.htm) para que admita nacleos precalculados
nunha das variables. Como Y é real, empregamos o implementado por defecto no cédigo

dos autores: a funcion base radial

lyi — yj?
K (v ) = _
) = o (55t oy £5 < ZTP

Para concluir, amosamos na Figura 6.3 unha representacion grafica dos resultados
computacionais finais 4 vista dos cales parece razoable afirmar que contamos con probas
significativas de que a xeometria cristalina e o valor da enerxia de formacién dun material
estan profundamente conectados.

Os resultados son perfectamente compatibles co cofiecemento experto proveniente da
fisica do estado sélido. Por exemplo, no caso do enlace i6énico a ecuacién de Born-Landé
[Quane, 1970] permite calcular a enerxia de formacion dun material a partir da contribu-
cién marcada polo potencial de Coulomb da rede e un termo repulsivo. A xeometria do
material vén codificada nesta ecuacion por medio principalmente da constante de Madelung,
puramente dependente do material e determinada empregando técnicas experimentais.

En conclusion, o razoamento importante a ter en conta é que as propiedades macros-
copicas dun cristal resultan da colocacién regular dos dtomos formando unha rede e das
forzas atractivas de natureza electrostatica, covalente ou derivadas da estrutura metdalica
se fose o caso.

Acabamos de probar que a estrutura microscopica dun cristal e polo tanto a confi-
guracion das forzas que mantenen unidos os seus dtomos ten un efecto dramatico, polo
menos, nunha das stas propiedades: a enerxia de formaciéon. A metodoloxia desenvolta
neste traballo poderia estenderse 4 regresién non-paramétrica con vistas & predicién de
numerosas propiedades interesantes na ciencia de materiais, por nomear algunhas: condu-
tividade, resistencia & corrosién, gap de enerxia, densidade, ductilidade, elasticidade ou

plasticidade.
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Figura 6.3: En azul, a distribucién baixo a nula simulada con B = 5000 permutaciéns. En
vermello, valor de HSICy(Z) avaliado na nosa mostra. O p-valor estimado é 0.003 e polo
tanto contamos con evidencia a un nivel de significacion do 0.3 % de que a enerxia de
formacioén dun material depende da sta estruturaciéon microscopica, como era de

esperar.
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