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Area de Conecemento: Xeometria e Topoloxia

Titulo: Distancia homotépica entre funtores

Breve descricion do contido

Sexan € e ® duas categorias pequenas. Denotemos por F' e G dous
funtores entre € e ®, é posible introducir un xeito de medir a dife-
rencia entre F e G, que xeneraliza invariantes topoléxicos conecidos
como a categorfa de Lusternik-Schnirelmann ou a Complexidade To-
poloxica. O obxectivo deste TFG consiste no estudo desta “distancia
homotopica” entre funtores, mediante as nociéns de transformacion

natural e de homotopia entre funtores.

Recomendacions

Ter cofiecementos béasicos de Topoloxia e de Teoria de categorias.
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Resumen

En este trabajo introducimos la nocién de distancia homotépica entre funtores como
una adaptacién al contexto de las categorfas pequefias y, como un caso particular, a los
Posets del concepto topologico de distancia homotdpica entre aplicaciones continuas. Esta
nocién puede entenderse como una generalizacién de la recientemente estudiada categoria-
LS y la complejidad categorica, dos importantes invariantes por equivalencias de homotopia
entre categorias pequeiias. Para mostrar todo esto primero introducimos algunos conceptos
elementales procedentes de la teoria de categorias para luego explorar la adaptacién de
nociones topologicas (como la homotopia, los caminos, la conexidad por caminos, ...) al

contexto de las categorias pequenas.

Abstract

In this work we introduce the notion of homotopical distance between funtors as an
adaptation of the topological concept of homotopic distance between continous maps to
the context of small categories and, as a particular case, Posets. This notion can be viewed
as a generalization of the recently studied LS-category and categorical complexity, two
important invariants by homotopic equivalence between small categories. To show all this
we first introduce some elementary concepts from category theory to then explore the
adaptation of topological notions (as homotopy, path, pathwise connected space, ...) to the

context of small categories.

VII






Introduccion

En los tltimos anos ha habido un creciente interés en la generalizacién de nociones to-
polégicas al &mbito de las categorias pequenas. En particular, trabajos como los de Tanaka
en [11] han servido para introducir ideas como la de categoria LS a dicho dmbito. Uno de
las ultimas contribuciones en esta tarea ha sido el articulo de E. Macias y D. Mosquera (|8])
en el que generalizan la distancia homotopica entre aplicaciones continuas que definieron
en [7] al contexto de las categorias pequenas, definiendo para ello la distancia homotopica
entre funtores. Dicho concepto a su vez sirve para obtener como casos particulares tan-
to la categoria LS como la complejidad categorica, que a su vez provienen de conceptos
topologicos con fuertes implicaciones en problemas actuales como la robotica ([9]).

El objetivo de este trabajo es servir de introduccién a la ya mencionada idea de distancia
homotoépica entre funtores. Para ello se procedera a presentar algunos conceptos elementales
de teoria de categorias para asi poder «traducir» las nociones topoldgicas al lenguaje y
contexto propio de las categorias. Una vez realizado esto se procederd a la definicién y a
la, demostracion de sus propiedades.

La organizacion del trabajo es la siguiente:

En el Capitulo 1 se introducirdn las nociones basicas de la teoria de categorias. Se
empezara con la idea de categoria y a partir de la misma iremos definiendo las ideas de
funtor entre categorias y de transformacion natural entre funtores. Ademaés, se contara, para
facilitar la comprensién y motivar el estudio de las categorias, con ejemplos que muestren los
posibles usos de dichas nociones para sistematizar y explicar ideas matematicas empleadas
habitualmente. Para ello nos serviremos de las definiciones y ejemplos candnicos de diversos
libros habituales para introducirse en la teoria de categorias como [2], [5], [6] y [10].

En el Capitulo 2 se trasladardn nociones habituales de Topologia al contexto de las
categorias pequenas. La primera de estas nociones es la de homotopia entre funtores, que
juega un papel indispensable para la construccién de la distancia homotdpica entre funtores.
Ademis, estudiaremos los conceptos derivados del de homotopia entre funtores como son
la relacién de equivalencia que induce la nocién de homotopia, tanto en funtores como en

categorias. Una vez hecho esto se procederd a definir las ideas de camino en una categoria,

IX



X INTRODUCCION

categoria conexa, componentes conexas y categoria contractil debido a su proximidad con
la nocién de homotopia y la importancia de estas para construcciones que realizaremos en
el altimo capitulo. También habra una seccién dedicada al caso particular de los Posets
entendidos como categorias.

Finalmente en el Capitulo 3 definiremos la nocion de distancia homotépica entre fun-
tores, originalmente definida por E. Macias y D. Mosquera en [8]. Una vez tengamos la
definicién comprobaremos que tanto la categoria LS como la complejidad categérica son
dos casos particulares de esta nocién. Concluido lo anterior veremos algunas propiedades
de la distancia que hemos definido, para asi analizar c6mo se comporta en relacién con
nociones habituales al tratar con categorias, funtores y homotopias entre funtores como
son: la composicion de funtores, el producto y el coproducto de categorias, propiedades del
dominio y el codominio de los funtores involucrados y su invariancia por la relacién tener
el mismo tipo de homotopia. Para terminar veremos cémo se comporta este concepto en

el caso de los Posets.



Capitulo 1

Introduccion a la teoria de

Categorias

En este capitulo se procedera a introducir la teorfa de categorias. Para esto se tratard
en secciones diferentes con diferentes ideas bésicas de dicha teoria, teniendo siempre en
mente el «proceso de construccion» de las mismas. Por tanto empezaremos con la idea de
categoria y a partir de la misma iremos definiendo las ideas de funtor entre categorias y de
transformacién natural entre funtores. Ademas, se contara, para facilitar la comprension
v motivar el estudio de las categorfas, con numerosos ejemplos que muestren los posibles
usos de dichas nociones para sistematizar y explicar ideas matemaéticas empleadas habi-
tualmente. Para ello nos serviremos de las definiciones y ejemplos canonicos de diversos
libros habituales para introducirse en la teoria de categorias como [2], [5], [6] y [10].

También contaremos con una seccién dedicada a proporcionar ejemplos de construccio-
nes con categorfas. El objetivo es poder tener herramientas cuya necesidad aparecerad més
adelante, tanto para la definicién de distancia homotépica entre funtores como para poder

enunciar propiedades de dicha idea.

1.1. ;Qué es una categoria?

La idea bésica que rige la teorfa de categorias consiste en que hay objetos y trans-
formaciones. Dicha la principal idea en términos méas o menos vagos y abstractos, toca
ahora empezar con cierto formalismo que nos indique unas reglas elementales. Para ello

establecemos la siguiente definicién que tomamos de [10]:
Definiciéon 1.1 (Categoria). Una categoria € consiste en:

= Una coleccién de objetos X, Y, ...
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= Una colecciéon de morfismos entre objetos f, g, ...
Acompanados de las siguientes reglas:

= Todo morfismo f tiene un dominio X y un codominio Y, siendo X e Y objetos de la

categoria. De forma que para mencionar a los tres usaremos

f: X->Y

= Para todo objeto X existe un morfismo llamado identidad que denotaremos como

dy : X — X.

Sujetas a las siguientes condiciones «algebraicasy:

» Los morfismos pueden componerse, es decir si f y ¢ son dos morfismos tales que el
codominio de f es el mismo que el dominio de g entonces existe go f con el dominio

de f y el codominio de g. En diagramas dirfamos que si
f: X—=Yg:Y—>Z

entonces existe
gof: X — Z.

= El morfismo identidad no hace nada, esto es, si f : X — Y lo componemos con idx
a la derecha o con idy a la izquierda entonces el resultado sigue siendo el mismo y

por tanto
dyof=f

foidx = f.

= Se cumple la propiedad asociativa, por tanto dados f, g v h tres morfismos de forma
talque f: X =Y, g:Y -V yh:V — W eslo mismo hacer primero go f y luego
aplicar por la izquierda h que hacer h o g y luego aplicarlo por la derecha a f. Es

decir se cumple la siguiente identidad:
ho(gof)=(hog)of.

Observacion 1.2. Como se puede observar en la definicién las categorias tienen objetos
y morfismos que forman una coleccion (no necesariamente un conjunto). Como ambas
colecciones son importantes conviene denotarlas con algtin simbolo. Asi pues, a la colecciéon
de objetos de una categoria € la denotaremos como Ob(€) y a la coleccion de morfismos la
denotaremos como Arr(€). A su vez, fijados X e Y objetos de una categoria a la coleccion

de morfismos con dominio X y codominio Y la denotaremos como Arr(X,Y).
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Como es habitual en matematicas cuando se introduce una clase de objetos también
se introduce la idea de una parte o subobjeto. En el caso de las categorias existen las

subcategorias que definimos de la siguiente forma.

Definicién 1.3 (Subcategoria). Sean € y 4 dos categorfas. Diremos que il es una sub-

categoria de € si se cumple que:
= Todos los objetos de 4l son objetos de €.

s Todo morfismo de U es un morfismo de €.

1.1.1. Ejemplos

Empezamos ahora con un ejemplo «trivialy de categoria que nos resultarid de ayuda

mas adelante.

Ejemplo 1.4. Definimos la categoria trivial, que denotaremos como {e}, a la categoria

con un dnico objeto e y un tinico morfismo id,.

Ademas podemos representar categorias con una cantidad finita de objetos mediante
un diagrama en el que aparezcan los objetos y entre ellos existan flechas que representen
«morfismos no derivados ni trivialesy entre ellos, es decir que representen morfismos que
sean distintos del morfismo identidad y que no se puedan obtener como composicién no

trivial (sin la identidad entre ellos).
Ejemplo 1.5. La categoria generada por el siguiente diagrama:

A B
tiene dos tinicos morfismos, las identidades de A v de B.
Ejemplo 1.6. La categoria generada por el siguiente diagrama:
X1,y -1,z
tiene ademas de los morfismos identidad e 7 y j el morfismo j o .

Conviene ofrecer ahora algunos ejemplos que clarifiquen la nocién de forma no tan
trivial. Ahora bien, dado el caracter abstracto y sumamente amplio de las categorias to-
maremos dos grandes clases de ejemplos: las categorias que representan «admbitos de inves-
tigacion» matematica y ejemplos de categorias que representan (cada categoria) un objeto

matematico particular.

Categorias que representan «ambitos de investigacion» matematica:
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Ejemplo 1.7. La categoria SET cuyos objetos son los conjuntos y cuyos morfismos son

las aplicaciones entre conjuntos.

Ejemplo 1.8. Las categorias algebraicas Monoides, Grupos, GrupoAb, Anillos, o,
fijado un cuerpo K, Veck, cuyos objetos son respectivamente los monoides, los grupos,
los grupos abelianos, los anillos y los espacios vectoriales sobre un cuerpo K, siendo sus
morfismos los homomorfismos entre monoides, grupos, grupos abelianos, anillos y espacios

vectoriales respectivamente.

Ejemplo 1.9. La categoria TOP cuyos objetos son los espacios topolégicos y sus morfis-

mos las aplicaciones continuas.

Categorias que representan objetos matematicos habituales:

Ejemplo 1.10. Dado un grupo G podemos construir una categoria C que lo represente.
Para ello basta tomar C' como una categoria de un solo objeto que denotaremos por «e»
y tomando para cada elemento g € G un Unico morfismo g : ¢ — e con la restriccion
anadida de que el elemento neutro e sea representado por ide. Ahora basta con interpretar
la operacién interna x del grupo G como la operacién con la que vienen «equipados» los

morfismos de una categoria, esto es la composiciéon o.

Ejemplo 1.11. Un Poset es un par ordenado (P, <) donde P es un conjunto y < un orden
(una relacion reflexiva, antisimétrica y transitiva). Tal estructura la podemos representar
a través de una categoria P de facil construccion. Para cada elemento X € P construimos
un Gnico objeto en la categoria que denotamos por comodidad como X. Ahora para cada
par de elementos X,Y € P tales que X > Y definimos un tinico morfismo X — Y. Con
esto construimos una categoria, puesto que existe identidad por el caracter reflexivo de la

relacién y se tienen las propiedades de la composicién gracias a la transitividad.

Observacion 1.12. En los dos ultimos ejemplos también se tiene un «resultado reciproco.
Es decir, existen unas condiciones bajo las cuales una una categoria puede entenderse como

un grupo o un poset.

1.1.2. Propiedades interesantes en las categorias

La idea de categoria nos brinda la posibilidad de definir nociones interesantes como
objetos o morfismos «destacados» o tipos especiales de categorias.
El primer ejemplo de esto son la clase de morfismos que se denotan como «isomorfismos»

que permiten, hasta cierto punto, expandir el concepto ordinario de identidad.
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Definicién 1.13 (Isomorfismo). Dados dos objetos X e Y de una categoria decimos que

f: X — Y es un isomorfismo entre ellos si existe g : Y — X de forma que se cumpla que

gof=idxy fog=idy.

Definicion 1.14 (Objetos isomorfos). Dados dos objetos X e Y de una categoria de-
cimos que son isomorfos si existe un isomorfismo entre ellos. Es decir, existen f: X — Y,

g:Y — X de forma que se cumpla que go f =idx y f o g =idy.
Demos ahora ejemplos de estas dos definiciones.

Ejemplo 1.15 (e). En las categorias SET, TOP y Grupos los objetos isomorfos son los
conjuntos equipotentes (esto es, aquellos que tienen una aplicacién biyectiva entre ellos, es
decir «tienen la misma cantidad de elementosy ), los espacios topologicos homeomorfos y

los grupos isomorfos respectivamente.

Ejemplo 1.16 (Isomorfismo en categorias generales). Si G es una categoria que
representa un grupo entonces hay un tnico objeto trivialmente isomorfo a si mismo (por la
existencia del morfismo identidad) y ademas todo morfismo es un isomorfismo. En efecto,

por los axiomas de grupo dado un elemento del grupo g : ¢ — e existe un elemento inverso
1 1

g l:e—setalquegog ! =ide y g~ 0g =id,.

[Isomorfismo en Posets|

Ejemplo 1.17. En un Poset no hay isomorfismos no triviales, es decir, distintos a los
morfismos identidad. En efecto, si existiera un morfismo X — Y y un morfismo ¥ — X
entonces se tendria que X > Y y Y > X. Ahora, usando la propiedad antisimétrica

podemos deducir que X =Y y por tanto ambos morfismos son la identidad por la unicidad.

Ademés necesitaremos, para los propositos de este TFG, las siguientes definiciones de
categorias «especiales» en las que se restringen algo la nocién tan general de «categoria». Es
més, en nuestro trabajo debemos restringirnos a las categorias pequernias. Debemos también
destacar que tanto la nociéon de Categoria pequena como la de localmente pequena aparecen
definidas en [5].

Definicion 1.18 (Categoria pequena). Una categoria € es pequena si y solo si la co-

leccion Arr(€) forma un conjunto.
A partir de esta definicién es inmediato el siguiente resultado.

Proposicion 1.19. En toda categoria pequena la coleccion de objetos forma un conjunto.
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Demostracion. Cada objeto estd en una relacién uno a uno con los morfismos identidad. Por

tanto si los objetos no pudiesen formar un conjunto, tampoco podrian serlo los morfismos.

O

Algunos ejemplos de categoria pequena son:
Ejemplo 1.20. Una categoria que represente un grupo como vimos en el Ejemplo 1.10.

Ejemplo 1.21. Una categoria que representa un conjunto con un orden como vimos en el
Ejemplo 1.11

Definicién 1.22 (Categoria localmente pequena). Una categoria € es localmente pe-
quenia si y solo si para cada dos objetos X e Y de € la coleccion Arr(X,Y) de los morfismos

de X en Y forma un conjunto.

Proposicion 1.23. Toda categoria pequena es localmente pequenia.

Demostracion. Si € es una categoria pequena entonces Arr(X,Y') es una parte de Arr(<)

y por tanto un conjunto. O

Como ejemplos de categorfas localmente pequenas podemos dar:
Ejemplo 1.24. Todas las categorias pequenas por la proposicién anterior.

Ejemplo 1.25. La categoria SET puesto que toda aplicacion entre los conjuntos Ay B

es un subconjunto de A x B, es decir un elemento del conjunto P(A x B).

Ejemplo 1.26. Las categorias TOP, Grupos o Anillos puesto que las aplicaciones con-
tinuas y los homomorfismos de distintos tipo son casos particulares de aplicaciones entre

conjuntos.

También necesitamos introducir una clase importante de objetos que pueden tener las

categorias.

Definiciéon 1.27 (Objeto inicial). Dada una categoria € diremos que tiene un objeto
inicial si existe un objeto I en la categoria de forma que para cualquier objeto X exista un

unico morfismo I — X.

Definiciéon 1.28 (Objeto final). Dada una categoria € diremos que tiene un objeto final
si existe un objeto T en la categoria de forma que para cualquier objeto X exista un tinico

morfismo X — T.
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Ejemplo 1.29 (Objetos iniciales y finales en la categoria SET). La categoria SET
tiene un objeto inicial que es el conjunto vacio () y un (salvo aplicacion biyectiva) objeto
final {*}, un conjunto con un solo elemento *. En efecto, dado un conjunto X cualquiera
existe una tunica aplicacion de () — X y una tnica aplicacion X — {x} definida como la

aplicacion constante, esto es aquella que cumple que f(x) = * para todo elemento z € X.

Ejemplo 1.30 (Objetos iniciales y terminales en la categoria Grupos). La cate-
goria Grupos tiene un objeto inicial y final (salvo isomorfismo) y ademas coinciden. Para
ser mas exactos, dicho objeto es el grupo trivial, es decir, el grupo con un solo elemento
el neutro {e}. Asi es, sea G un grupo arbitrario como todo morfismo de grupos lleva el
neutro en el neutro hay una tnico morfismo {e} — G que lleva e en el elemento neutro de
G. Y al revés, existe un tinico morfismo de grupos G — {e} definido como el morfismo que

lleva todo elemento del grupo G en e.

Proposicion 1.31 (Unicidad del objeto inicial y final). Si una categoria € tiene un
objeto inicial I o un objeto final T entonces es unico salvo isormofismo en la categoria.
Esto es, si hay otro objeto inicial I' u otro objeto final T' existe un tnico isomorfismo
i:I—1'0i:T—T

Demostracion. Veremos solo el caso de una categoria con un objeto inicial puesto que la
demostracion es analoga para el objeto final.

Dada una categoria con un objeto inicial I, por definicién para cualquier objeto X de
¢ hay un tnico morfismo I — X, en particular existe un tinico morfismo de I en I. Ahora
bien, como por definicién de categoria ya hay un morfismo id; : I — I este es el Gnico
morfismo posible de I en I.

Supongamos ahora que existe I’ otro objeto inicial en € entonces tenemos que existe

un tnico morfismo 7 : I — I’ y un tnico morfismo j : I’ — I por lo que tenemos que
m joi: I — I pero como solo hay un morfismo de I en I se tiene que j o¢ = id;.
s ;0j:1I' — I' pero como solo hay un morfismo de I’ en I’ se tiene que 70 j = idp.

Por tanto ¢ es un isomorfismo y es tinico como queriamos demostrar. O

1.2. Funtores

Segun lo expuesto en la seccién anterior, lo principal de las categorias se encuentra
en las transformaciones y esta tesis invita a que nos realicemos la siguiente pregunta ;jno

debemos, acaso, aplicar la tesis de la teoria de categorias a las propias categorias? La
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respuesta es un rotundo «Si». En efecto, hay transformaciones entre categorias y estas
reciben el nombre de «funtores».

Al igual que con las categorias, necesitamos para los funtores no solo esta vision in-
tuitiva de los mismos sino una serie de definiciones que recojan las condiciones que les
exigimos para trabajar con ellos, en particular tomaremos la siguiente definiciéon de funtor

basdndonos en la que se ofrece en [5].

Definicién 1.32 (Funtor). Dadas dos categorias € y © diremos que F' es un funtor entre

¢ v ® y representaremos como F': € — ® si se cumple que
» Para todo objeto X de € existe un unico objeto en ® que denotaremos como F'(X).

» Para cada morfismo f : X — Y en € existe un unico morfismo F(f) : F(X) — F(Y)
en ®.

Ahora debemos pedir otra vez condiciones de tipo algebraico a las que también se conocen

como condiciones de funtorialidad:
= F(fog)=F(f)oF(g)

Observacion 1.33. Llamaremos endofuntor a un funtor de la forma F': € — €, es decir un

funtor que va de una categoria en si misma,.

Hemos de notar que la definicién anterior no es arbitraria. Al igual que otras trans-
formaciones entre objetos su construccién busca que preserve cierta estructura o aspectos
importantes de dichos objetos. Volviendo a las categorias y los funtores ;qué se preserva?
La respuesta vaga y general es: los aspectos mas importantes de una categorfa, la respuesta
concreta es: los morfismos (de ahi las reglas de la composicion y la identidad) y ademas la
identidad de los objetos, es decir los isomorfismos.

Dada la importancia que hemos dado a este aspecto y como el tltimo resultado no

aparece de forma explicita en la definicién nos vemos en la obligacién de probarlo.

Proposicion 1.34 (Conservaciéon de isomorfismos). Si X e Y son objetos de € iso-

morfos entonces F(X) y F(Y') objetos de © también son isomorfos.

Demostracion. Como X e Y son isomorfos entonces existen f : X - Y, g: Y — X
de forma que se cumple que go f = idx y f o g = idy. Por la primera condiciéon de
funtorialidad se tiene que F(g) o F(f) = F(go f)y F(f)o F(g9) = F(f og). Aplicando
ahora la segunda condicién tenemos que como go f = idx y f o g = idy se cumple que
F(go f) = F(idx) = idpx) y F(fog) = F(idy) = idp(y). En consecuencia existen F'(f)
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y F(g) tales que F(g) o F(f) = idp(xy y F(f) o F(g) = idp(y), por lo que F(X) y F(Y)

son isomorfos como queriamos demostrar. O

Definicion 1.35 (Categoria Imagen). Dadas dos categorias € y © y un funtor F :
¢ — D entre ellas llamaremos imagen de F' y denotamos por F(€) a la subcategoria mas
pequena de © tal que posee todos los objetos de la forma F(X) con X objeto de € y todos

los morfismos F(f) con f morfismo de €.

Observacion 1.36. En la definicién anterior debemos tomar una subcategoria que contenga
a los objetos y morfismos imagenes puesto que la coleccion de dichos objetos y dichos
morfimos no siempre es una subcategoria de ®. Un ejemplo de un caso en el cual la
coleccidon de objetos y morfismos no forma una categoria es el siguiente:

Sean € y © las categorias generadas por los siguientes diagramas:

A1 .B X sy _J.,z

c—25D
y el funtor F' : € — ® que actta de la siguiente forma: F(A) = X, F(B) =Y = F(C),
F(D)=Z,F(f) =iy F(g) = j. Laimagen de F no es una categoria y por tanto tampoco
una subcategoria. Esto se debe a que en una categoria tienen que estar todos los morfismos

obtenidos por composicion, sin embargo j o4 no es la imagen de ningin morfismo de €,

aunque si lo sean 7 y j.

1.2.1. Ejemplos

De nuevo nos encontramos con la necesidad de dar unos cuantos ejemplos que ayuden
a concretar el significado del concepto de funtor.

Igual que antes, empezamos viendo qué sucede con la categoria trivial.

Ejemplo 1.37. Dada una categoria cualquiera € solo hay un funtor ' : € — {e} ya que
para todo objeto X y morfismos f de € se tiene que F(X) = ey F(f) = ide dado que al

haber un tnico objeto y un tinico morfismo en {e} no hay alternativa posible.

Ejemplo 1.38. Dada una categoria cualquiera € un funtor F : {e} — € se puede entender
como un objeto de €y viceversa. En efecto, dado un funtor F' en las condiciones anteriores
podemos asociarle el objeto F'(e) y al revés, dado un objeto X podemos asociarle el funtor
X : {e} — € que cumple que X (o) = X.

Ahora empezamos con algunos funtores que aparecen de forma natural al trabajar con

categorias.
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Ejemplo 1.39 (Funtor identidad). Dada una categoria € existe un funtor ideg : € — €
que lleva un objeto A de € en idg(A) = A y todo morfismo f : A — Ben ide(f) : idg(A) —
ide(B)=f:A— B.

Ejemplo 1.40 (Composicion de funtores). Sean €, D y B tres categoriasy F : € — D
y G : D — B, existe un dnico funtor Go F' : € — B. Tal funtor viene determinado por la

siguiente actuacion:
» (GoF)(X)=G(F(X)) para X objeto de €.
» (GoF)(f)=G(F(f)) para f morfismo de €.

Ademis es facil comprobar que cumple las condiciones de funtorialidad. En efecto, puesto

que:

» (GoF)(idx) =G(F(idx)) = G(idp(x)) = idg(r(x)) aplicando la funtorialidad de F
y G.

= (GoF)(gof)=G(F(go[f)) =G(F(g) o F(f)) = G(F(9)) e G(F(f)) = (Go F)(g) 0

(G o F)(f) de nuevo aplicando las condiciones de funtorialidad.

La nocién definida en la seccién anterior de subcategoria viene acompanada con los

siguientes funtores.

Ejemplo 1.41 (Funtor inclusiéon). Dada una categoria € y una subcategoria { existe
un funtor ig : 4 — € que lleva un objeto A de il en i(A) = A y todo morfismo f: A — B
en ig(f) :iy(A) —ig(B)=f: A— B.

Ejemplo 1.42 (Funtor restriccion). Dadas dos categorias € y ©, una subcategoria 4l de
¢y un funtor F' : € — D existe un funtor F|g : 4 — © definido como el funtor composicion

F oiy.

Ademés también contamos con ejemplos mas elaborados y concretos como los siguien-

tes:

Ejemplo 1.43 (Funtores entre grupos). Dados G y H gruposy F': G — H un homo-
morfismo entre grupos tenemos un funtor L entre las categorfas G y H que representan
a los grupos homoénimos. Como en ambas categorias solo hay un objeto es inmediato de-
finir como actiia el funtor sobre el objeto de G: lo lleva al Gnico objeto de H. Dado f
un morfismo (obviamos el dominio y el codominio puesto que solo hay un tnico objeto)
en G definimos L(f) como F(f). Como idys = ey y F es un homomorfismo se tiene

que F(idpys) = F(e) = ey = idy. Ademéas dados dos morfismos f y g de G (siempre se
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pueden componer al haber solo un objeto) como F(f * g) = F(f) * F(g) tenemos que
L(go f) = L(g) o L(f). La demostracion del resultado reciproco de que todo funtor entre
grupos tomados como categorias define un homomorfismo de grupos se razona de manera

andloga.

Ejemplo 1.44 (Funtor entre posets). Sean Py @) dos posets tomados como categorias,
un funtor F': P — @ es unA aplicacién que conserva el orden, esto es, si X > Y entonces
F(X) > F(Y). Para ver que en efecto estE es el caso tomemos X > Y y veamos que se
cumple queF'(X) > F(Y). En efecto, por definicion la desigualdad equivale a que exista
un morfismo X — Y que seré llevado por el funtor en un morfismo en ) de la forma
F(X) — F(Y) que equivale, a su vez, a que F(X) > F(Y).

Ejemplo 1.45 (Funtor de olvido:). Tomando una categoria que represente una cierta
estructura matematica (espacios topolégicos, grupos, anillos, ...) que se haya construido a
partir de otra mas simple podemos construir un funtor que vaya de la més compleja a la

més simple en la que nos olvidamos de la estructura adicional. Algunos casos son:

» FF: TOP — SET que lleva un espacio topolégico (X, T) en X, es decir lleva un
espacio topoldgico, definido por un par ordenado de un conjunto y una topologia, en

el conjunto X.

» ' : Grupos — SET que lleva un grupo (G,*) en G, es decir lleva un grupo,
entendido por un par ordenado de un conjunto y una operacién interna con las

propiedades de un grupo, en el conjunto G.

» F': Anillos - GrupoAb que lleva un anillo (R, +, ) en (R,+), es decir lleva un
anillo (definido por un triple ordenado de un conjunto, una operacién + con la que
es un grupo abeliano y una operacién * con la que es un monoide de forma tal que

cumplen las propiedades que relacionan + y * en un anillo) en el par ordenado (R, +).

» F': Vecxk — SET que lleva un espacio vectorial (V,+,x*) en V, es decir lleva un

espacio vectorial en el conjunto de sus elementos.

Ejemplo 1.46 (Funtor Libre:). Este ejemplo es una especie de «inverso» al funtor de
olvido. Si en el anterior ibamos de una categoria con una estructura més rica a una con
estructura mas pobre aquf vamos de una estructura méas pobre a una estructura maés rica.

Ejemplos de este funtor son:

» D:SET — TOP que lleva un conjunto S en el espacio topolégico (S,D) donde D
es la topologia discreta de S o el funtor T : SET — TOP que hace lo mismo que lo

anterior pero con la topologia trivial.
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= Dado K un cuerpo, el funtor V : SET — Vecg que toma un conjunto S y lo lleva
al espacio vectorial V(S), el espacio vectorial que tiene como base S. Es decir, el
espacio formado por los vectores de la forma ) g Az con A\, € K y siendo nulos

salvo para una cantidad finita de elementos x.

1.3. Transformaciones Naturales

En la seccién anterior motivamos la necesidad del concepto de funtor como un intento de
extender la tesis de que lo principal de las categorias esté en las transformaciones. Si hemos
comprobado que lo importante son las transformaciones, también deben ser importantes las
transformaciones de las transformaciones. Si las transformaciones entre las categorias son
los funtores, es hora de que introduzcamos las transformaciones entre estos. Estas reciben
el nombre de transformaciones naturales.

El problema que tenemos ahora es el de dar con una buena definiciéon de qué es una
transformacién de un funtor en otro. Tal definicién, como veremos, surge de forma natu-
ral una vez tomamos en cuenta que dicha definicién debe hacer uso de los conceptos y
morfismos ya definidos; vedmoslo.

Lo primero que necesitamos son dos categorias € y © y dos funtores F' : € — D y
G : € — D entre ellas. Sabemos que los funtores se definen a partir de como acttian sobre
los objetos de € y sus morfismos, tomemos por tanto X e Y objetosde €y f: X — Y un
morfismo entre ambos. Por la definicién de funtores para el objeto X existen los objetos
imagen F(X) y G(X), a su vez para Y tenemos los objetos imagen F(Y) y G(Y) vy,
finalmente, para el morfismo f tenemos F(f): F(X) = F(Y)y G(f) : G(X) — G(Y). La

situacién hasta el momento tiene el siguiente aspecto:

F(X) G(X)
|70 |ew
F(Y) G(Y)

Viendo esto parece claro aquello que hace falta para ver cémo llevar un funtor a otro,
hace falta unir esos dos morfismos. ;Cémo? pues a partir de otros dos morfismos a(X) :
F(X)—=GX)yaY): F(Y) = G(Y) . De esta forma nos encontrariamos con el siguiente
diagrama.

FX) 29 qx)

|70 Jew

FY) 29 gy
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Llegamos por tanto a la siguiente definicion.

Definicién 1.47 (Transformacion Natural). Sean € y © y dos funtores F,G : € =+ D

diremos que hay una transformacién natural entre F' y G y denotaremos como

si para cada objeto X de € existe un morfismo a(X) : F(X) — G(X) de forma tal que

para todo morfismo f: X — Y de € se tenga el siguiente diagrama conmutativo:

F(x) 2% qx)

|70 lew

FY) 29 gy

Esto es

G(f)eoa(X)=aY)o F(f).

1.3.1. Ejemplos

Ejemplifiquemos ahora la definicién.

Ejemplo 1.48 (Transformacion identidad). Sean € y © dos categoriasy F': € — D
un funtor entre ellas. Existe una transformacion natural del funtor en si mismo a través del
morfismo identidad asociado a cada objeto F'(X). En efecto, para cada par de objetos X e

Y de € y un morfismo f : X — Y entre estos se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

F(X) dreq F(X)

|Fo |7

id
F(Y) =% F(y)
Ejemplo 1.49 (Determinante). Dado n € N distinto de 0 existen dos funtores M, U :
AnilloCom — Mon entre la categoria de anillos conmutativos a la de monoides Monoi-
des y la transformacion natural det entre ellos; donde M, es el funtor que lleva un anillo
conmutativo A en el monoide de las matrices con coeficientes en ese anillo con la multi-

plicacion, U es el monoide que consiste en A sin la suma y det4 es la aplicaciéon que dada
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una matriz con coeficientes en A le asigna su determinante.

Ejemplo 1.50 (Conjuntos parcialmente ordenados). Una transformacion natural en-
tre funtores F, G : P — (@ entre posets existe si se cumple queF'(X) > G(X) para cualquier
objeto X de P puesto que:

F(X) — G(X)

| |

F(Y) —— G(Y)

Al igual que multiples ideas en matematicas conviene no solo saber qué objetos hay y
que morfismos hay entre ellos, también importa conocer cuando dos de esos objetos son el
mismo, o mejor dicho, intercambiables en cierto contexto. Gracias a la nociéon de funtor y

de transformacién natural podemos construir la nocién de equivalencia entre categorias.

Definicién 1.51 (Categorias equivalentes). Sean € y © dos categorias, se dicen equi-
valentes si existen dos funtores F': € - O y G : © — € tales que existen transformaciones

naturales p :ide > Go F'y v:idg — FoG.

1.4. Construcciones con Categorias

Es habitual en las matematicas que al definir una clase de objetos se construyan ademas
métodos para construir nuevos objetos a partir de los ya dados. Con las categorias pasa
algo similar y dado que muchas de estas construcciones apareceran mas adelante nos vemos

en la necesidad de introducirlas.

Definiciéon 1.52 (Categoria Producto). Sean € y © dos categorias. Definimos la cate-

goria producto € x ® como aquella que cumple que:

= Sus objetos son pares ordenados (X,Y) donde X es un objeto de € e Y un objeto
de ©.

» Todo morfismo h : (X,Y) — (X', Y’) es un par ordenado h = (f,g) donde f: X —
X’ es un morfismo de €y g: Y — Y’ es un morfismo de .
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Observacion 1.53 (Proyecciones). La categoria € x © viene «equipada» con dos funtores
naturales, a saber p; : € X ® — Cy py: € XD — D que «proyectan» los morfismos y
objetos. Es decir dado (X,Y) y (f, g) un objeto y un morfismo de € x® los funtores actian

de la siguiente forma:
= p(X,Y)=Xypi(f9) =T
= p2(X,Y) =Y ypa(f,9) =g

Proposicion 1.54 (Propiedad universal del producto). Si tenemos F : B — € y
G : B — D existe un tnico funtor (F,G) : B — € x D tal que p1 o (F,G) = F y
p2o (F,G) = G. Y al revés, si tenemos un funtor H : B — € x D existen dos unicos

funtores F : B — € y G : B — D que hacen el siguiente diagrama conmutalivo.

B
r NG
CxD
S
¢ D

Demostracion. Dados los funtores F' : 8 — € y G : B — © construimos el funtor
(F,G) : B — € x D de la siguiente forma:

» (F,G)(X) = (F(X),G(X)) para todo objeto X de 8.
» (F,G)(f)=(F(f),G(f)) para todo morfismo f de B.
Dado H : 98 — € x © basta tomar los funtores p;j o H y po o H. O

Observacion 1.55. Si tenemos H : € x © — B e Y es un objeto de ©® podemos construir

un funtor Hy : € — € de la siguiente forma:
» Hy(X)= H(X,Y) para todo objeto X de €.
» Hy(f)= H(f,idy) para todo morfismo f de €.
Y un resultado anélogo se tiene fijado X un objeto de €.

Definicién 1.56 (Categoria Coproducto). Sean € y © dos categorias. Definimos la

categoria coproducto €U % como aquella que cumple que:

= Un objeto de €LID es o bien un objeto de € x {0} o un objeto de © x {1}.
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» Un morfismo de € UD es o bien un morfismo de € x {0} entre objetos de € x {0} o
bien un morfismo de ® x {1} entre objetos de © x {1}.

Observacion 1.57 (Inclusiones naturales en el coproducto). La categorias € y © se
pueden ver como «subcategoriasy de € LU ®. Siendo mas exactos existen dos funtores de

«inclusiény i1 : € > CUD e i9 : D — € LD definidos de la siguiente forma:
u ll(X):(Xvo)ell(f):(fﬂd())
= ZQ(Y) = (Y7 1) € 7’2(9) = (gvldl)

Proposicion 1.58 (Propiedad universal del coproducto). Si tenemos F' : € — B
y G : D — B existe un unico funtor FUG : €UD — B tal que (FUG)oi; = F y
(FUG)ois = G. Y al revés, si tenemos un funtor H : € UD — B existen dos unicos
funtores F : € =B y G : D — B que hacen el siguiente diagrama conmutalivo.

Demostracion. Dados los funtores F' : € — B y G : © — B construimos el funtor
FUG:B — € x D de la siguiente forma:

» (FUG)(X,0) = F(X) si X esun objetode €y (FUG)(Y,1) =G(Y)siY esun
objeto de ©.

» (FUG)(f,idg) = F(f) si f es un morfismo de €y (F UG)(g,id1) = G(g) si g es un

morfismo de ©.

Dado H : €U® — *B basta tomar los funtores H o i1 y H o 9. 0l



Capitulo 2
Homotopias en Categorias

El objetivo de este capitulo es introducir nociones habituales de Topologia desde una
perspectiva propia de la teorfa de categorias sin hacer mencién explicita de los espacios
topoldgicos. La primera de estas nociones es la de homotopia entre funtores. Dicha nocién
juega un papel indispensable para la construccion de la distancia homotdpica entre funtores.
Ademiés, estudiaremos los conceptos derivados del de homotopia entre funtores como son
la relacion de equivalencia entre categorias «tener el mismo tipo de homotopia». Después
daremos definiciones de camino en una categoria, categoria conexa,componentes conexas y
categoria contractil debido a su proximidad con la nocién de homotopia y la importancia
de estas para construcciones que realizaremos en el dltimo capitulo.

Finalmente dedicaremos una seccién a caracterizar como categorias los espacios topolé-
gicos finitos que, como se puede ver en [1], se puede reducir al estudio de posets finitos. El
enfoque que daremos es ligeramente distinto al de dicho libro, pues aqui veremos los posets
no en tanto que espacios topolégicos sino en tanto que categorias. Con esto buscamos no
solo probar la eficacia de las nociones categoéricas. sino obtener multitud de ejemplos en los
cuales existen herramientas mas potentes para encontrar homotopias y por tanto sea méas

sencillo clasificar los espacios usando herramientas derivadas de la idea de homotopia.

2.1. Homotopia entre funtores

La nocién de homotopia que aqui definimos viene de las ideas de los articulos clasicos
de Lee [3] y [4]. Esta construccion aparece motivada por dos ideas que, como se verd
més adelante, coinciden. La primera de ellas viene de generalizar la nocién habitual de
homotopia entre dos aplicaciones continuas f,g : X — Y entre espacios topoldgicos como
una aplicacion continua H : X x [0,1] — Y tal que H(z,0) = f(z) y H(z,1) = g(z). Para

ello debemos introducir una categoria que jugard un papel andlogo al de [0,1] a la que

17
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llamaremos categoria intervalo y que definiremos de la siguiente forma.

Definicion 2.1 (Categoria intervalo). Definimos la categoria intervalo I como la catego-
rfa con objetos Z y con morfismos no triviales, es decir distintos a los morfismos identidad,
Sp:m — n+1sinesparycons,:n+1— nsin esimpar. Tal categoria se puede

entender como la generada por el siguiente diagrama:
o= 2= —=14-0—=1+42...

Ahora, con la categoria intervalo ya definida podemos definir la nocién de homotopia
entre funtores sustituyendo adecuadamente en la definicién de homotopia entre aplicaciones

continuas con nociones propias de la teoria de categorias.

Definicién 2.2 (Homotopia entre funtores). Dados dos funtores F,G : € — D entre
dos categorias pequenas decimos que hay una homotopia entre F'y G si existe un funtor

H : € x I — O tal que para ciertos m,n € Z tales que m < n se cumple que:
= H, : € —Desigual a F.
» Todos los funtores H; : € x {I} — © con [ < m son iguales a F.
= H,:¢— 9 esigual a G.
= Todos los funtores Hy : € — ® con n < k son iguales a G.

En tal caso diremos que F'y G son homdétopos con homotopia H y lo denotaremos como
F~@G.

Observacion 2.3. Como es evidente si existen m y n existen infinitos pares de nimeros
enteros que satisfacen la definicion anterior. Por comodidad supondremos que m es el
méximo entero antes del cual el funtor que define la homotopia restringida es constante y
n el minimo de los enteros a partir de los cuales el funtor que define la homotopia restringida
es constante. Ademas dada una homotopia H diremos que m y n de dicha forma son sus

valores extremos y llamaremos soporte al par ordenado [m,n].
Teniendo esta definiciéon podemos proceder a demostrar una de las propiedades mas

inmediatas y utiles, a saber que define una relaciéon de equivalencia entre funtores.

Proposicion 2.4. Dadas las categorias pequenias € y D, la relacion ~ entre funtores entre

ellas es una relacion de equivalencia.

Demostracion. » Reflexiva. Basta tomar la homotopia H tal que H(X,i) = F(X) para
todo (X, ) objeto de € x Iy H(f,g) = F(f) para todo morfismo (f,g) de € x L.
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= Simétrica. Supongamos que F' ~ G y veamos que G >~ F. Sea H una homotopia de
F en G definimos H' una homotopia entre G y F de la siguiente forma: H'(X,i) =
H(X7 _7') y Hl(fa Si) = H(fv S—i) y H/(fv ldl) = H(fa ld—z)

= Transitiva. Sean F', G y P funtores tales que FF ~ Gy G ~ P con Hy y H» las
homotopias entre F'y G y G y P respectivamente. Suponemos ademas que [my, ni]
es el soporte de Hy y [ma, na] es el soporte de Hy. Construiremos ahora una homotopia

Hj entre F'y P de la siguiente forma:

H,(X,1) st m1 <i<mn
Hs(X,i) =
HQ(X,i—n1+TTl2) st nq Sl

y andlogo para los funtores.
O

Visto lo anterior debemos proceder a dar la otra idea con la que poder definir la
homotopia entre funtores. Esta idea proviene de entender que una homotopia no es mas
que una «transformacién entre transformacionesy. Ahora bien, en las categorias ya existe
algo que permite entender esa idea: las transformaciones naturales. No obstante, para que
las transformaciones naturales se comporten de forma semejante a las homotopias hay
que pedir un poco mas, por ello terminamos viendo una homotopia no tanto como una
transformacién natural, sino como una sucesién de funtores con transformaciones naturales

entre ellos. Veamos esto de forma mas exacta.

Lema 2.5 (Transformaciones naturales y homotopias). Dados dos funtores F,G :

¢ — D son equivalentes:

1. Existe una homotopia entre F' y G con soporte [0, 1].

2. Existe una transformacidon natural entre F y G.

Demostracion. = « = » Sea H la homotopia entre F' y G en las condiciones del
enunciado, con esta podemos construir una transformacién natural entre F'y G. En
efecto, construimos una transformacién natural a de la siguiente forma: para cada X
objeto de € tomamos el morfismo a(X) = H(idx, so) que hace el siguiente diagrama
conmutativo para cualesquiera objetos X e Y objetosde €y f: X — Y

F(X) H(idx,s0)

F(f)l lG(f)
F(Y) ~Hoava G(Y)
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Que conmuta al ser equivalente al diagrama:

H(idx,so) G(X)

H(f,ido)l lH(f,idl)

En efecto:

H(idy, So) o) H(f, ido) = H(idy o f, S0 © ido) ==
H(f,so) =H(foidx,id; osg) = H(f,id1) o H(idx, so)

= « <= » Definimos la homotopia H : € x [ — ® como igual a I’ antes de 0 e igual a
G después de 1, verificando ademés que H (idx, sg) = «(X) para cualquier objeto X
en €.

O

Corolario 2.6 (Caracterizacion de la homotopia con transformaciones naturales).

Dados dos funtores F,G : € — 9, son equivalentes:
1. F y G son homdtopos.

2. FEuxiste una sucesion {Fy, ..., F} de funtores de € en ® con Fy = F y F, = G tal que
para todo par de funtores consecutivos Fy y Fiji 1 existe una transformacion natural
de uno en otro, es decir hay una trasnformacion antural de F; a Fiy1 o una entre
Friy B

2.1.1. Ejemplos

Veamos ahora unos ejemplos de homotopias:

Ejemplo 2.7. Por lo visto en el Ejemplo 1.50, dados dos posets P y @ con dos funtores
F,G : P — Q entre ellos, una homotopia entre ambos funtores no es mas que una sucesioén

de funtores {Fy, ..., F,, } tales que:
n fy=F.
[ ] n — G.

= Para todo objeto X de P se tiene que :
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Ejemplo 2.8. Sea € la categoria generada por el siguiente diagrama;:

x 1oy,

Existe una homotopia entre idg y Y el funtor constante asociado a dicho objeto. Basta
tomar la siguiente transformacion natural « tal que a(X) = f y a(Y) = idy, ya que hace

conmutativo el siguiente diagrama:

x O yixy=vy
idﬁ(f):fJ/ lidy
y — Y sywyy=x

En general dada una categoria de la forma:

Xo X1 Xs Xn .
Los endofuntores idg y X,, son hométopos repitiendo la transformacién natural anterior.

Ejemplo 2.9. Sea € la categoria generada por:

en donde g vy f son isomorfismos, es decir son tales que verifican que gof = idx y fog = idy.
Existe una homotopia entre idg € Y dada por la transformaciéon natural construida a partir
de los siguientes diagramas:
x Loy y Oy
f lidy g lidy
Y

— Y X‘—f>

El de la izquierda es trivialmente conmutativo y el de la derecha es conmutativo ya que

f og=idy. De manera analoga se construyen una homotopia entre idg y X.

2.1.2. Equivalencia de homotopia

Como es conocido en el caso de los espacios topoldgicos, a pesar de que la nocidén
de homotopia se define entre aplicaciones continuas e induce sobre estas una relacién de
equivalencia se puede construir una relacién de equivalencia, entre espacios topoldgicos.
Para ello se define la nocién de equivalencia «tener el mismo tipo de homotopia». En el

caso de las categorias pequenas veremos que funciona de igual forma.
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Definiciéon 2.10 (Equivalencia homotoépica). Dado un funtor F': € — © diremos que

es una equivalencia homotépica si existe otro funtor G : ® — € tal que se cumple que:
L] G oF ~ ldg
s FoG~ id;g.

Observacion 2.11. Se dice que un funtor G : ® — € es un inverso homotdpico por la
izquierda de un funtor F': € — © si G verifica la primera de las condiciones anteriores. En
caso de que G verifique la segunda condicién se dice que que es un inverso homot6pico por
la derecha de F'. En caso de satisfacer ambas se dice que G es una inverso homoto6pico de
F'. Trivialmente, se tiene que un funtor es una equivalencia homotépica si y solo si tiene

un inverso homotoépico.

Definicion 2.12 (Categorias con el mismo tipo de homotopia). Sean € y © dos
categorias pequenas, diremos que tienen el mismo tipo de homotopia y denotaremos por

¢ ~ D si existe una equivalencia homotoépica entre ellas.

Ejemplo 2.13. Un caso particular de esta nociéon son las categorias equivalentes que

definimos en la Definicién 1.51.

Ejemplo 2.14. Sea € la categoria generada por el siguiente diagrama;:

]

Se puede comprobar facilmente, repitiendo dos veces lo visto en el Ejemplo 2.8, que tiene

el mismo tipo de homotopia que:

X U

Para probar que la relacién entre categorias pequenas «tener el mismo tipo de homo-

topfa» es una relaciéon de equivalencia necesitamos probar este resultado.

Proposicion 2.15 (Composicion y homotopia). Sean €, D y B tres categorias peque-
fias tales que existen funtores F,G : € — 0 y M : ® — B tales que F' ~ G. Entonces se
satisface también que M o F ~ M o G.

Alternativamente, sean €, D y B tres calegorios pequenas tales que existen funtores
FG:C—-9DyM:B — &€ que cumplen que F' ~ G. Entonces se satisface también que
FoM~GoM.
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Demostracion. Sea H la homotopia entre F'y G y sea [n, m] su soporte. Por tanto tenemos
que H,, = F'y H, = GG. Ahora necesitamos construir una homotopia entre Mo F' 'y M oG,
como solo disponemos de la homotopia H debemos hacer uso de ella de la forma mas
natural. En el primer caso como el codominio de M o 'y M o G es B la homotopia que

buscamos sera un funtor K : € x I — 9B que podemos construir de la siguiente forma:
» K(X,i) = M(H(X,1)).

= K(f,9) = M(H(f,9))-

Que es funtorial por ser H y K funtoriales y ademdas en sus extremos se cumple que
Kn=MoH,=MoFyK,=MoH,=MoG. En el segundo caso buscamos un funtor

K : 98 x I — 9 que podemos construir de la siguiente forma:
» K(X,i) = HM(X),1).
= K(f,9) = H(M(f),9).

Por tanto se tieneque Mo F ~MoGy FoM ~Go M. O
Con este resultado podemos ya demostrar lo que queriamos:

Proposicion 2.16. La relacion entre categorias pequenas «tener el mismo tipo de homo-

topiay es de equivalencia

Demostracion. = Reflexiva. Sea € una categoria pequena se cumple que € ~ € ya que

podemos tomar los funtores F' = idg = G.

= Simétrica. Sean € y ® dos categorias pequenas se cumple que € ~ 9 — D ~ €.
En efecto, puesto que si existe F equivalencia de homotopia entre € y ® existe G tal
que GoD ~ide v F oG ~ idg. Por tanto G es una equivalencia homotépica entre
DyCyD~C.

= Transitiva. Sean €, ® y ‘B tres categorias pequenas tales que € >~ D y © ~ B veamos
que € ~ B. En efecto, por la primera relaciéon existen F' : € - Dy G : € - D
cumpliendo que Go F' ~ idg¢ y F o G ~ idp; y por la segunda condicién existen
M:D—>ByN:D—>Btalesque NoM ~idp y M o N ~ idgys.

Tomamos como candidato a equivalencia homotépica entre € y B al funtor M o F':

¢ — B junto con el funtor Go N : B — €. Si componemos en una direccién tenemos

(GoN)o(MoF)=Go(NoM)oF ~GoidgoF =GoF ~idg.
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Al revés
(MoF)o(GoN)=Mo(FoG)oN ~MoidgoM =M o N ~idgy.
U

Para terminar esta seccion demostraremos una propiedad de la homotopifa que nos

servird mas adelante.

Proposicion 2.17 (Homotopia y productos). Sean €1,&, D1 y Do categorias peque-
nas, F1,Gy: € — D1 y F, Go : € — Do funtores entre ellas tales que Fy ~ G y Fo ~ Go

entonces se tiene que F1 X Fy ~ G1 X Gs.

Demostracion. Sea H : €, x I — D4 la homotopia entre F} y G1 y H' : €& x 1T — Dy
la homotopia entre Fy y G3. Podemos construir una homotopia entre Fy x Fy y G1 X Go
utilizando el funtor K : (€1 x €2) x I — D} x D4 definido de la siguiente forma K (X,Y,i) =
(H(X,i),H'(Y,1)). O

2.2. Caminos y conexidad

El intervalo [0, 1] usado en espacios topologicos tiene interés no solo por su papel en
la homotopia, sino porque permite definir la nocién de camino que resulta incluso mas
basica que la de homotopia, pudiendo verse esta como un caso particular como veremos
en la ultima seccion de este capitulo. Ademads dicha nocién permite construir la idea de

conexidad por caminos y de componentes conexas por caminos.

2.2.1. Conexidad

Recordemos que en los espacios topolégicos se entiende que un camino en X es una
aplicacion continua « : [0,1] — X. A partir de esta definicion se construye la nocién de ca-
mino en categorias pequenas al igual que obtuvimos la nocién de homotopia: substituyendo

los términos adecuadamente.

Definicion 2.18 (Camino). Sea € una categoria pequena. Un camino es un funtor F :

I — ¢ tal que existen ntmeros m,n € Z tales que m < n y ademas:

s [’ es constante antes de m, es decir para todo [ € Z tal que I < m se tiene que

F(l) = F(m) y para todo morfismo f en que aparezca [ se tiene que F'(f) = idp().

» [ es constante después de n, es decir para todo k € Z tal que k > n se tiene que

F(k) = F(n) y para todo morfismo f en que aparezca k se tiene que F(f) = idp(y)-
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Llamaremos objeto de salida, nimero inicial, objeto de llegada y ntimero final a F(m), m,
F(n) y n respectivamente y al par [m,n] el soporte del camino. Diremos, también, que el
niamero n — m es la longitud del camino. Ademas dados F(m) = X e F(n) =Y diremos

que F' es un camino de X a Y.

En las categorias hay casos particulares de caminos que no definiremos de forma explici-
ta por una cuestiéon de espacio. Algunos ejemplos son los caminos constantes o el producto,
la inversién de caminos o el transporte de un camino por un funtor.

Como sabemos a partir de los caminos de una categoria podemos hablar de cuando una
categoria es conexa por caminos. En el caso de las categorias pequefias la idea de conexidad
se define a partir de los caminos al igual que se define la conexidad por caminos en espacios

topolégicos.

Definiciéon 2.19 (Categoria conexa). Sea € una categoria pequena. Diremos que es
conexa cuando dados dos objetos cualesquiera X e Y de € existe un camino tal que su

objeto de salida es X y su objeto de llegada es Y.

Proposicion 2.20 (Caracterizacion de las categorias conexas). Sea € una categoria

pequena. Son equivalentes las siguientes proposiciones:
= ¢ es coneza.

= Para cualesquiera objetos X e Y existe una sucesion finita de morfismos en zig zag

tales que:
X=c—=cr+co—.— (=Y
0
X=c+c1—oc¢ .. (=2)x=Y
Demostracion. E K= »

Sea [m,n| el soporte de un camino F'y kK = n — m su longitud. Basta con tomar
objetos de la forma F'(m) = co, F(—m+1) =¢si0 <l <n+my F(n) = cmpn =k

y por morfismos entre ellos F(s;) con m <1 < n.

n = >»

Basta con definir el camino F' que lleva F/(I) = ¢; si 0 <1 < k y los morfismos s; en
F(s;) = f; donde f; es el morfismo que hay entre [ y [+ 11 0 <[ < k, siendo F un
funtor constante antes de 0 y después de k.

O
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Ejemplo 2.21. Sea € la categoria representada por el siguiente diagrama:
X Y
U v

Es conexa.

Ejemplo 2.22. Sea € la categoria representada por el siguiente diagrama:
X Y

No es conexa ya que los iinicos caminos son los caminos constantes, por lo que no podemos

«conectar» los objetos X e Y.

Un importante resultado que anticipa la idea ya mencionada de que la homotopia es
un caso particular de los caminos es la siguiente caracterizacion de las categorias conexas

usando funtores constantes.

Proposicion 2.23 (Caracterizacion categorias conexas a partir de funtores constantes).

Sea € una categoria pequena. Son equivalentes los siguientes enunciados:
1. € es conexa.
2. Dados dos funtores constantes X,Y : € — € existe una homotopia entre ellos.

Demostracion. Antes de demostrar las equivalencias conviene remarcar el hecho de que un
funtor constante X : € — € estd en correspondencia natural con un objeto de €, a saber el
objeto al que X manda todos los objetos de €. Por comodidad y permitiéndonos el abuso
de notacién usaremos X indistintamente para denotar un objeto como un funtor constante.

Ademas dada una transformacién natural entre los funtores X, Y podemos construir
un morfismo f : X — Y y dado un morfismo f : X — Y podemos construir una trasn-
formacién natural. En efecto, si tenemos tal morfismo podemos definir la transformacién
natural que actua sobre cada par objetos U y V y un morfismo g : U — V de € de la

siguiente forma:

XU)y=x —1 s yw)=v

lX(g):idX J{Y(g):idy

XV)y=x —1 s yw)=v

Y al revés, si tenemos una transformacién natural a podemos construir un morfismo f :
X —Y ya que dado cualquier Z de € existe az : X(Z) =X =Y (Z)=Y.
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K= »

Como € es conexa dados dos objetos X e Y existe una sucesion finita de morfismos

en zig zag tales que:
X=c—ocr+ca— ... )gx=Y

Por tanto tenemos una sucesién de transformaciones naturales en zig zag del funtor

X en el funtor Y, es decir una homotopia.

= »

Sean X e Y objetos de € existe una homotopia entre los funtores X e Y, por tanto
existe una sucesion en zig zag de transformaciones naturales de X en Y, pero por lo

dicho antes esto define una sucesiéon en zig zag de morfismos de X en Y. [

2.2.2. Componentes conexas

Al introducir la nociéon de conexidad y trabajar con ella aparecen dos intereses. El
primero es el de poder reducir el estudio de una categoria no conexa a categorfas que sf lo
son al «fragmentarla». El segundo es el de dar una suerte de medida de cémo de «poco
conexa» es una categorfa. Para satsifacer ambos introducimos la nocién de componentes

conexas que aparece en [6] y que definimos a continuacion.

Definiciéon 2.24 (Componente conexa). Sea € una categoria pequenia. Diremos que

una subcategoria 4 es una componente conexa de € si cumple que:
1. 4 es conexa.

2. Es maximal, es decir no existe ninguna otra subcategoria conexa U de € tal que

sea una subcategorfa propia de *U.

Presentada la definicién debemos comprobar ahora que podemos «fragmentar» las cate-
gorias en sus componentes conexas. Para ello veremos que hay algo analogo a una particién

de una categoria inducida a través de una relacién de equivalencia entre sus objetos.

Lema 2.25. Dada una categoria pequeria €. La relacion entre sus objetos «eziste un camino

entre ellosy es de equivalencia.
Demostracion. 1. Reflexiva. Dado un objeto X existe el camino constante X.

2. Simétrica. Dado un camino entre objetos X e Y existe un camino inverso entre Y y
X.
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3. Transitiva. Dado un camino entre X e Y y un camino entre Y y Z existe el camino
entre X y Z obtenido al concatenarlos.
O

Proposicion 2.26 (Descomposicion en componentes conexas). Sea € una categoria
pequena y {;}icr la coleccion de sus componentles conezas, entonces dicha coleccion es

disjunta y ademds € = Ui,

Demostracion. Sea X un objeto de € basta con tomar la componente conexa [X] definida
como la subcategoria formada por todos los objetos relacionados con X y con todos los
morfismos entre sus objetos.

Para comprobar que [X] es una componente conexa es suficiente con comprobar que
es maximal ya que es conexa por construccion. Sea 4 una subcategoria conexa de € que
contenga a [X]. Para todo objeto Y de il al ser esta conexa, existird un camino entre X
e Y, es decir Y serd un objeto de [X]. Ademés como [X] contiene todos los morfismos
entre sus objetos no puede haber un morfismo en { que no esté en [X] y en consecuencia
[X] = 4, es decir [X] es maximal y una componente conexa.

Ademés podemos comprobar que dada una componente conexa 4 existe un objeto X
tal que [X] = 4. En efecto, puesto que dado un X de il (que es trivialmente no vacia) se
tiene que [X] es una componente conexa y que ademés todos sus objetos estan en $l por
ser esta una componente conexa, pero como [X] es maximal se tiene que [X] = 4L

Ahora tenemos que ver que la coleccion es disjunta. Ahora bien, esto se deduce del hecho
de que la construccién de las componentes conexas se realiza a partir de una relacién de
equivalencia. En efecto, supongamos que existen [X] e [Y] dos categorias conexas maximales

y Z un objeto que esta en [X] e [Y], por definicion se tiene que [X]| = [Z] = [Y]. O

Para poder apreciar la potencia de esta definicion debemos probar la siguiente propo-
sicibn que viene a generalizar la idea topologica de que la conexidad es un invariante por

aplicaciones continuas.

Proposicion 2.27 (Invariancia de la conexidad). Sean € una categoria coneza, ® una
categoria pequena y F : € — © un funtor entre ellas, entonces la categoria imagen F(€)

€8 Conera.

Demostracion. Sean U y V objetos de F'(€), por definicion de categoria imagen existen X
eY en € tales que F(X)=Uy F(Y) = V. Como € es conexa existe un camino entre X
e Y, si componemos dicho camino con F' obtenemos un camino en D con objeto de salida
U = F(X) y objeto de llegada V' = F(Y'). Por tanto F(€) es conexa. O
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2.3. Contractil

Como vimos en la primera seccién de este capitulo la nocién de homotopia induce tanto
una relacién de equivalencia entre funtores como entre categorias pequenias. En particular
hay una clase de categorias salientable, la clase de las categorias que tienen el mismo tipo
de homotopia que la categoria trivial {e} a las que se conoce con el nombre de contractiles.
Estas categorfas resultan de gran ayuda a la hora de analizar diversas propiedades debido
a la simplicidad de la categoria trivial a la que, en cierto modo, se «parecen» las categoras

contractiles. Un ejemplo de esto es la categorfa LS que veremos mas adelante.

Definicion 2.28 (Contractil). Sea € una categoria pequenia diremos que es contréctil si

tiene el mismo tipo de homotopia que la categoria trivial {e}.

Proposicion 2.29. Sea € una categoria pequena, son equivalentes las siguientes proposi-

ciones:
1. Existe una homotopia entre el funtor ide y un funtor constante X : € — €.
2. € es contrdctil

Demostracion. B K=

Basta tomar el funtor constante F' : € — {e} y G : {8} — € que lleva @ en X. En
efecto, puesto que Go F' = X ~id¢ y F o G = id,), es decir son una equivalencia

de homotopia.

K< »

Por ser € contractil es del mismo tipo de homotopia que {e}. Por tanto, existen
F:€— {e} y G:{e} = Ctales que GoF ~idg y F'oG =~ idg,). Ahora basta
tomar el funtor constante G o F' hométopo a la identidad de €.

O

Proposicion 2.30. Toda categoria € contrdctil es coneza.

Demostracion. Sea € una categoria contractil y X : € — € el funtor constante que envia
todo objeto en X, con el que hay una homotopia al funtor identidad. Denotemos como H
a dicha homotopia y sean m y n sus valores extremos.

Sea Y un objeto cualquiera, veamos que existe un camino de Y a X. En efecto, como
existe una homotopia entre idg y X es facil construir una sucesiéon de morfismos en zig zag
entre Y y X. Basta tomar el camino F': T — € tal que F(i) = H(Y,4) y F(s;) = H(idy, s;)
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con m < i < n. En efecto, puesto que H(Y,m) =ide(Y) =Y y H(Y,n) = X(Y) = X. Es

decir tenemos el camino de Y a X dado por:
Y=HY,m)— (+~)H(Y,m+1)---H(Y,-1)«+ H(Y,0) > HY,1)--- (=)« HY,n) =X

Por tanto todo objeto Y de € est4 en [X] (la componente conexa de X) y en consecuencia
se tiene que € = [X]. O

2.3.1. Ejemplos

Una condicién suficiente muy rapida para saber si una categoria es contractil es la de

si presenta un objeto inicial o terminal.

Proposicion 2.31. Sea € una categoria pequenia con un objeto inicial o final, entonces es

contrdctil.

Demostracion. Supongamos que tiene un objeto final 7" entonces tomamos la transforma-
cién natural entre idg y el funtor constante 1" que lleva cada objeto X en T mediante el

tinico morfismo que hay entre ellos y que hace conmutativo el siguiente diagrama:

a(X) T

Jiar

X
|s
y 2,
Como solo hay un morfismo X — T el diagrama conmuta. De forma andloga se demuestra

cuando hay un objeto inicial. O

Ejemplo 2.32. Todas las categorias con objeto inicial o terminal por la proposicién an-

terior.

El reciproco de este resultado no es cierto puesto que existen numerosos ejemplos que

lo contradicen, en particular podemos tomar el siguiente.

Ejemplo 2.33. Sea € la categoria generada por el siguiente diagrama;:

§—2 S—1 S1

-9 0—241 2

Es decir, la categoria con objetos los nimeros enteros Z y morfismos obtenidos de componer
s; : ¢ — i+ 1. Esta categoria no tiene objeto inicial ni terminal, pero es contrictil. En efecto,

basta tomar los funtores idg, F'y0 donde F': € — € es el funtor definido por:
0 si I<O0
F(i)=
1 st 0<4
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v 0 es el funtor constante 0. Ahora basta tomar la transformaciéon natural entre ide y F
dada por:
; S1oesios
b
i1 2
si ¢ <0.Y ahora la transformacién natural entre 0 y F' dada por:

8410082081

0

idg Si
5;08;_-10:-:0820871,
0 ——m1+1

Al igual que en topologia la idea aqui es que una categoria no es contractil cuando

presenta «agujerosy. Veamos que en efecto es asi con los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.34. Sea € la categoria generada por el siguiente diagrama;:

Y X
g~

¢ no es contractil. Para ver esto primero comprobemos que € solo admite cuatro endofun-
tores, el funtor idg, el funtor constante X, el funtor constante Y y el funtor F' que actia
como la identidad para los objetos y satisface que F(f) =gy F(g) = f. Para ver que no
es contractil basta ver que no hay ninguna transformaciéon natural de id¢ o el funtor F' en
el funtor constante X. Recordemos que como C' es conexa todos los funtores constantes
son hométopos y por tanto basta ver que no es homoétopo a uno de ellos.

Si queremos una transformacién natural entre idg y X tenemos que dar un morfismo
entre X e Y, ya que de X en si mismo solo hay el morfismo identidad, igual que de
Y en si mismo. Como solo tenemos dos morfismos solo puede haber dos candidatos a
transformacién natural, la que viene por utilizar el morfismo f y la que viene determinada
por emplear el morfismo g. Veamos que ninguna funciona.

Asi es, suponemos primero que utilizamos f, en tal caso tenemos un diagrama que no

conmuta:
g
Yy — X
|1 Jiax
idx
X — X
Alternativamente, si suponemos que empleamos ¢ para definir una transformacién na-
tural nos encontramos con el siguiente diagrama no conmutativo:

vy 4, x

b e

x X, x
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Este ejemplo prueba, ademas, que hay categorias conexas que no son contractiles.

2.3.2. Propiedades

Una de las principales utilidades de las categorias contractiles es que presentan la

siguiente propiedad con respecto a los funtores que «terminan» y «empiezan» en ellas.

Proposicion 2.35. Sean € y ® dos categorias pequenas siendo D contrdctil y sean F,G :

¢ — D dos funtores entre ellas. Se tiene que F' ~ G.

Demostracion. Como ® es una categoria contractil se tiene que idg ~ e donde e representa

un funtor constante. Teniendo en cuenta lo anterior se tiene que

F=idgpoF ~eoF

G=idgoG=~eoG.

Como eo F' =ey @0 G = e son el mismo funtor constantes en particular son hométopos

y en consecuencia también lo son F'y G. 0l

Proposicion 2.36. Sean € y ® dos categorias pequenias siendo € contrdctil y ® coneza,

entonces dados F,G : € — D dos funtores entre ellas se tiene que F ~ G.

Demostracion. Como € es una categoria contréictil se tiene que idg ~ e donde e representa

un funtor constante. Teniendo en cuenta lo anterior se tiene que

F=Foid¢g~Foe

G=goid¢g ¥Gooe.

Como F o e y G o e son funtores constantes en ® y ® es conexa se tiene que existe una

transformacién natural entre ellos, por tanto son homoétopos como queriamos demostrar.

O

La condicién de que ® sea conexa es necesaria, puesto que en caso contrario existen
contraejemplos.
Ejemplo 2.37. Sea € la categoria generada por el siguiente diagrama:

x .y
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v la categoria ® generada por el diagrama:
A B

Es evidente que la categoria € es contrictil y que ® no es conexa y ademads es inmediato
que los funtores constantes A y B no son hométopos pues no hay ningin camino entre los
objetos A v B.

2.4. Homotopia en Posets finitos

En esta seccién estudiaremos las homotopias de un tipo de categorfas muy particular:
los posets finitos. Para ello usaremos ideas topologicas desarrolladas en [1].

Empecemos con la siguiente definicion.

Definicion 2.38. Sea P un poset y X un elemento de P definimos las subcategorias:
» Ux ={Z € P| Z < X} con el orden inducido.
» Fx ={Z € P| X < Z} con el orden inducido.

Observacion 2.39. Ademas de subcategorias, Ux y Fx son posets con el orden inducido

por los morfismos.

Proposicion 2.40. Sea P un poset y X un elemento de €l, se tiene que Ux y Fx son

contrdctiles.

Demostracion. Basta emplear la Proposicion 2.31 junto con el hecho de que Ux y Fx

tienen a X como objeto inicial y final respectivamente. O

Definicién 2.41 (Beat-point). Sea P un poset, un elemento X se dice que es un «beat-

point» si satisface alguna de estas dos condiciones:

= El conjunto de puntos Ux = {Z e P|Z<XyZ+# X} tiene un tinico maximo. En

este caso se dird que es un beat-point superior.

= El conjunto de puntos Fy = {Z e P| X <Zy Z# X} tiene un tnico minimo. En

este caso se dird que es un beat-point inferior.

Definicion 2.42 (Poset minimal). Diremos que un poset finito P es minimal si no

presenta ningin beat-point.

Proposicion 2.43. Sea P un poset finito, X un beat-point de P y Q el poset obtenido

eliminando de P el objeto X, entonces existe una equivalencia de homotopia entre P y Q.
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Demostracion. Para definir una equivalencia de homotopia utilizamos el funtor inclusién

1:@Q — P yelun funtor F': P — @ definido como:

» Si X es un beat punto superior definimos F' : P — @ como F(Z) = Z para todo
Z #XyFX)= X el maximo de [7)\(, que es un funtor puesto que preserva el

orden.

» Si X es un beat punto inferior definimos F : P — @ como F(Z) = Z para todo
Z # X y F(X) = X el minimo de F/’)\(, que es un funtor puesto que preserva el orden.

Para ver que hay una equivalencia de homotopia tenemos que ver que exista una homotopia
entre (F'oi) e idg y una homotopia entre (o F') e idp. La primera de ellas es trivial puesto
que F'oi = idg. Para encontrar la segunda usaremos el resultado del Ejemplo 1.50 que nos
dice que para encontrar una transformacién natural entre dos funtores F' y G basta con
que F(Z) < G(Z) para todo objeto Z de su dominio.

En nuestro caso es facil comprobar que es asi. En efecto, por un lado como (ioF)(Z) = Z
si Z # X se tiene que (ioF)(Z) < Zy Z < (ioF)(Z). Por otro lado, como (io F)(X) = X
y se cumple que X < X si X es un beat punto superior y X < X si X es un beat punto
inferior, tenemos una transformaciéon natural entre ¢ o F' e idp si X es un beat punto

superior y una transformacién natural, por tanto una homotopia, entre idp e 1 o F. O

Definicién 2.44 (Nucleo de un Poset). Sean Py Py dos posets finitos, diremos que Py

es un nucleo de P si y solo si P ~ Py y ademas Py es minimal.

Dado un poset la forma mas natural de calcular su nucleo es ir quitando sucesivamente
beat-points hasta obtener un poset minimal. Ademas, no debemos preocuparnos de que
al elegir distintos beat-points en distinto orden podamos llegar a nicleos distintos, pues
como veremos a continuacién el nucleo va a ser tnico salvo homeomorfismo, nocién que

definiremos inmediatamente.

Definicion 2.45. Dados P y @) dos posets, diremos que un funtor F' : P — @ es un
homeomorfismo entre ellos si y solo si existe un funtor entre posets F~! : Q — P tal que
FloF=idpy FoF! = idg.

Si hay un homeomorfismo entre dos posets diremos que son homeomorfos.

Ahora para ver la unicidad del nicleo necesitamos una proposicién auxiliar de la cual

podremos deducir como corolario el resultado buscado.

Proposicion 2.46. Sea P un poset minimal finito y F': P — P un endofuntor de P tal

que F' ~idp, entonces F' = idp.
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Demostracion. Razonaremos usando el contrarreciproco. Suponemos por tanto que existe
un objeto X tal que F(X) # X. Si F(X) < X entonces tenemos una contradiccion puesto
que para todo Y < X se cumple que F(Y) < F(X) por lo que X serfa un beat-point
superior. Al contrario, si X < F(X) tenemos que para todo objeto X <Y se cumple que
F(X) < F(Y) por lo que X seria un punto beat inferior.

Finalmente, si X y F'(X) fueran incomparables podemos reducirnos a los casos anterio-
res ya que existe en virtud del Corolario 2.7 una sucesion de endofuntores {F, F1, ..., F}, =
idp} tales que:

F(X) < Fi(X) > F(X)... < (2)X

y satisfaciendo que para algin 1 < ¢ < n — 1 se tiene que X # F;(X) ya que en caso
contrario tendriamos la situacién anterior en la que F(X) < X o F(X) > X. Ahora
podemos repetir el argumento anterior con F; y el funtor idp y por induccién ha de parar

en algiin momento. O

Corolario 2.47. Sean P y @ son dos posets finitos minimales tales que P y Q tienen el

mismo tipo de homotopia, entonces existe un homeomorfismo entre ellos.

Demostracion. Como son homotopicamente equivalentes existiran funtores F': P — Q vy
G:Q — Ptalesque GoF ~idpy FoG ~idg, en virtud del teorema anterior GoF' = idp
y FoG =idg. O

Corolario 2.48. Sea P un poset finito Py y P dos micleos, entonces son homeomorfos.

Demostracion. Como P ~ Py y P ~ P} tenemos que Py ~ P} y como ambos son posets

finitos minimales sabemos que existe un homeomorfismo entre ellos. O

Ahora como corolario de todo lo anterior tenemos la siguiente proposicién que nos

permite clasificar cualquier poset finito.

Proposicion 2.49 (Clasificacion de posets finitos). Sean P y Q dos posets finitos.

Son equivalentes:
= Py Q tienen el mismo tipo de homotopia.
s Py Q tienen el mismo niicleo salvo homeomorfismo.

Demostracion. = « = » Sean Py y @ el nicleo de Py @Q respectivamente. Por ser
nicleos tenemos que P ~ Py Py ~ gy, como P ~ () tenemos que Py ~ (g y como

ambos son minimales son homeomorfos.
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m «<=» Como Py ~ Py @y~ (Q tenemos que P ~ Q.

Para ejemplificar estas nociones veremos ahora el calculo de un ntcleo.

Ejemplo 2.50. Supongamos que tenemos el poset P generado por el siguiente diagrama:

l\
l>< ><l

Su nucleo se puede obtener por el proceso de eliminar de forma sucesiva los «beat-pointsy»
hasta obtener un poset minimo. Primero eliminamos el objeto B puesto que Fp = {A}.
Despues eliminamos C por la misma razén. Finalmente eliminamos F' de nuevo porque

solo tiene por elemento superior a A.

A A A
N NV
B C D > C D > D
[ > X > |
E F G E F G E F G
Para obtener finalmente

A D

| <1

F G

Ademas una consecuencia importante de dicho teorema de clasificacion es que si te-
nemos un Poset con més de dos elementos y tal que no tiene beat-points entonces no es

contractil. Un ejemplo de esto es el siguiente.

Ejemplo 2.51. Sea € la categoria generada por el siguiente diagrama;:
X Y
U 14
No es contractil puesto que no tiene beat-points. Esta categoria ademas tiene importancia

ya que por resultados estudiados en [1] es un «modelo finito minimo» de la circunferencia

usando posets.



Capitulo 3
Distancia homotoépica entre funtores

Durante el siguiente capitulo definiremos la nocién de distancia homotépica entre fun-
tores, cuya primera aparicion surge del articulo [8] escrito por E. Macias y D. Mosquera
como una extensiéon al d&mbito de las categorias pequetias de la distancia homototdpica en-
tre aplicaciones continuas también descubierta por los mismos autores y explicada en [7].
Después procederemos a analizar dos casos particulares de dicha distancia: la categoria LS
(estudiada por Tanaka en [11]) y la complejidad categorica, que a su vez se han obtenido
a partir de generalizar los conceptos topologicos de categoria LS y complejidad topoldgi-
ca. Concluido lo anterior veremos algunas propiedades de la distancia que hemos definido
para asi analizar como se comporta en relacién con nociones habituales relacionadas con
funtores y categorias como es la composicién de funtores, el producto y el coproducto de
categorias, el dominio y el codominio de los funtores involucrados y su invariancia por la
relacion «tener el mismo tipo de homotopia». Finalmente estudiaremos la distancia ho-
motopica entre funtores en el contexto de los Posets y lo compararemos con la distancia

homotépica entre aplicaciones continuas al dotar a los posets de una topologia adecuada.

3.1. Definicién de distancia homoétopica entre funtores

La distancia homotoépica entre funtores busca, como su propio nombre indica, dar una
medida de cuanto distan dos funtores de ser hométopos. Para definir esto necesitamos
hablar de una clase particular de recubrimiento por subcategorias de una categoria pequeiia
v para ello necesitamos introducir a su vez la categoria cadena y con esta nociéon definir

qué es una cadena en una categoria pequeiia.

Definiciéon 3.1 (Categoria cadena). Denotamos por Z a la categoria con objetos los

numeros enteros Z y con morfismos generados por s, : n — n+ 1 para cada n € Z, es decir

37
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sus morfismos no triviales, distintos a las identidades id,,, son o bien s, o bien composicién
de estos. En términos «graficos» podemos visualizar dicha categoria como la generada por
el siguiente diagrama:

i > 2=>5-1-20—>1—>22— ..

Definicién 3.2 (Cadena). Sea € una categoria pequena e Z la categoria cadena, un funtor

F :7 — € es una cadena de € si es constante para un m y n con m < n con n,m € Z.
La idea intuitiva es que una cadena es un conjunto ordenado de morfismos de forma

que cada uno se pueda componer con su sucesor. Es decir, una coleccion {A,, ..., A} de

objetos de € y una coleccion { fy,, ..., fn—1} de morfismos tales que:

Am fm Am+1 fm+l Am+2 fm+2 fn72 An_l fnfl An

Ademas diremos que { Ay, .oy An} v {fim, -y fn—1} son los objetos y morfismos de la cadena.

Con esto podemos dar la idea de una clase de recubrimiento, a la que llamaremos
geométricos, de una categoria. Para ello pediremos que las subcategorias satisfagan una

cierta idea de completitud con respecto a las cadenas.

Definiciéon 3.3 (Recubrimiento geométrico). Sea € una categoria pequetia se dice que
el conjunto {U; };er de subcategorias es un recubrimiento geométrico de € si y solo si dada
cualquier cadena de € existe un ¢ € I tal que todos los morfismos y objetos de la cadena

estan en U,.

La idea que hay detras de esta definicién y que no abordaremos por salirse de los
objetivos previstos de esta trabajo es la de espacio clasificante. Esta idea permite dotar a
cada categoria de un espacio topologico que se le asocia de forma natural y que permite
estudiar sus propiedades. La construccion de dicho espacio emplea las cadenas asociando a
cada una de ellas un conjunto simplicial de forma que un n-simplice se asocia a una cadena
de n elementos. De ahi que debamos pedir la condicién de estar ante un recubrimiento
geométrico para poder afirmar que cada simplice se encuentra en al menos una de las
subcategorias.

Ahora, con esta idea de recubrimiento, podemos finalmente dar la definicién de distancia

homotopica entre funtores tal y como aparece en [8].

Definiciéon 3.4 (Distancia homotéopica entre funtores). Sean ¢ y © dos categorias
pequenas vy F,G : € — © dos funtores entre ellas. Definimos la distancia homotdpica
cD(F,G) entre F'y G como el menor nimero n € N tal que existe un recubrimiento
geométrico {Uy, ..., Uy} satisfaciendo que F|y, ~ G|y, para cada 0 < i < n. Si no existe

tal recubrimiento definimos ¢D(F, G) como oo.
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Proposicion 3.5 (Propiedades de la distancia homotopica). Dados dos funtores F, G :

€ — D se cumple que
1. ¢cD(F,G) =cD(G, F).
2. cD(G,F) =0 siysolosi F~QG.
3. 8i F~F yG~G entonces cD(F,G) = cD(F, Q).

4. Para cualquier recubrimiento geométrico {Uy, ...,Uy,} de € se tiene que:

n
¢D(F,G) <Y cD(Fly,,Glv,) +n
i=0
Demostracion. 1. Basta observar que si existe {Uy, ..., Uy } un recubrimiento geométrico
de € tal que para todo 0 < ¢ < n se cumple que F|y, ~ G|y, también se cumple que
G|y, ~ F|u,, por tanto ¢cD(G, F) < ¢D(F,G) .

2. Supongamos que cD(F,G) = 0. En tal caso existe un recubrimiento geométrico {U}
de € de un solo elemento tal que F|y = Gy. Que contiene a todos los objetos es
trivial por ser un recubrimiento. Para ver que contiene a todos los morfismos basta
observar que dado un morfismo f : A — B este define una cadena, por tanto f tiene
que ser un morfismo de U y en consecuencia U = €. Ahora biem, como F|y = F,

Glyu =Gy Fly ~ G|y entonces F' ~ G, como queriamos demostrar.

3. Basta con comprobar que si F' ~ F entonces dada cualquier subcategoria U de €
se tiene que F|y ~ F|U En efecto, podemos definir la homotopia Hy : U x 1T — ©
a partir de H : € x I — ® la homotopia entre F'y F restringiendo esta, esto es
Hy(X,i) = H(X,i) y Hy(f,9) = H(f,9)-
Ahora basta con ver que si tenemos {Uy, ..., U, } un recubrimiento geométrico de €
tal que para todo 0 < i < n se cumple que Fy, ~ Gy,, también sirve para F y G.
En efecto, puesto que Fly, ~ F|y, y G|y, ~ G|u,, ademas por hipotesis Fly, ~ G|y,
por tanto F|y, ~ G|y,. Luego ¢D(F,G) < e¢D(F,G). De manera anéloga vemos que
cD(F,G) < eD(F, Q).

4. Sea {Uy, ..., Uy} un recubrimiento geométrico de € y sea cD(F|y,, G|y,) = m; para
todo 0 < i < n. Luego para cada 0 <1i < n tenemos {UZ.O, ..., U™} un recubrimiento

de U; tal que F \U]- ~ G |Uj. Ahora podemos construir un recubrimiento geométrico
(3 I3
0 m 0 m; 0 m
{vg,...0y", ..U, ... 0™, L U, L U )

con y_i* ,m; + n subcategorias tal que para todo Uij se cumple que F|; ~ G| ;.
O



40 CAPITULO 3. DISTANCIA HOMOTOPICA ENTRE FUNTORES

Corolario 3.6. Dada una categoria pequenia € y dos funtores X,Y : {#} — € entonces

solo hay estas dos opciones:
1. ¢cD(X,Y) =0 si existe un camino entre los objetos X e Y.
2. ¢cD(X,Y) = oo si no hay un camino entre los objetos X e Y.

Demostracion. Por la Proposicion 2.23, el apartado dos del teorema anterior y el hecho de

solo hay un recubrimiento para la categoria {e}. O

3.2. Categoria LS y Complejidad Categoérica

Parte de la importancia de la idea de distancia homotdpica es que abarca dos casos
particulares de extremo interés. El primero de ellos es la categoria LS que aparece en el
contexto de las categorias finitas en el articulo de Tanaka [11]. El segundo caso es el de la

complejidad categorial que surge como anélogo al de complejidad topolégica.

3.2.1. Categoria LS

Esta nocién nos intenta dar una medida de cuinto dista una categoria de ser con-
tractil. Es més, esta nocién tiene importantes consecuencias en el estudio de la distancia

homotoépica al permitir establecer numerosas cotas.

Definicién 3.7 (Subcategoria categoérica). Sea € una categoria pequefia, una subcate-

goria U es O-categorica si el funtor inclusion ¢ : U — C' es homoétopo a un funtor constante.

Definiciéon 3.8 (Categoria LS). Sea € una categoria pequena, definimos la categoria
normalizada de Lusternik-Schnirelmann de €, que denotaremos por ccat(€), al menor n € N
tal que existe un recubrimiento geométrico {Uy, ...,U,} de € formado por subcategorias

O-categoricas. Si no existe tal recubrimiento definimos ccat(€) como oo.

Proposicion 3.9 (Caracterizacion de la categoria LS). Sea € una categoria pequenia

y conexa, se tiene que
ccat(€) = cD(idg, ®)

donde o es un funtor constante.

Demostracion. Sea {Uy, ..., Uy, } un recubrimiento geométrico con n+1 = cD(idg, @) elemen-
tos de forma tal que id|y;, ~ o. Como e ~ id|y, = iy, tenemos que U; es una subcategoria
categorica y cD(ide, @) > ccat(C).

Por otro lado, dado {Up,...,U,} un recubrimiento geométrico de n + 1 subcategorias

categoricas, se tiene que id|y, = iy, =~ e por tanto cD(ide, @) < ccat(€). O
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Corolario 3.10. Sea € una categoria pequenia se tiene que son equivalentes las siguientes

dos afirmaciones:

1. € es contrdctil.
2. ccat(€) = 0.

Definicion 3.11 (Categoria LS de un funtor). Sean € y © categorias pequenas cone-
xas y F': € — ® un funtor entre ellas, definimos la categoria normalizada de Lusternik-
Schnirelmann del funtor F' como ccat(F) = cD(F,Y) donde ¥ : € — ® es un funtor

constante.

Observacion 3.12. Dada una categoria € y C' un objeto suyo, existen dos funtores i e io

definidos entre € y € x € dados por las siguientes condiciones:
n 1 (X) = (X,0) eiz(X) =i2(C, X) con X un objeto de €.
» i1(f) = (f,ide) e i2(f) = (idc, f) con f un morfismo de €.

Proposicion 3.13 (Caracterizacion de la categoria LS). Sea € una categoria pequenia

conezxa y C un objeto suyo, se tiene que
ccat(€) = cD(iy,12)
donde i1 e ia se definen como se determind en la observacidn anterior.

Demostracion. Vamos a demostrar la doble desigualdad.
n (k<»

Sea {Uy, ..., U, } un recubrimiento geométrico de € tal que 1|y, ~ i2|y,. Veamos que
tal recubrimiento es un recubrimiento geométrico de subcategorias categoricas. En
efecto, sea U; fijado, existe una homotopia H : U; xI — €x € entre 41|y, =~ i2|y,. Como
p1oH : U; — € define una homotopia tenemos una homotopia entre p; oi1|y, = i1|y,

y p1 02|y, = C donde C es el funtor constante determinado por el objeto C'.
>y

Sea {Uy,...,Up} un recubrimiento geométrico de € por subcategorias categoricas,
veamos que 41|y, = iz|y,. En efecto, sea U; arbitrario y H : U; x I — € la homotopia
con soporte [m, n] entre iy, y C' el funtor constante. Vamos a construir una homotopia

K:U;, xI — ¢ x € entre i1 e is.
(H(X,j),C) si m<j<n
K(X,j)=
(C,H(X,—j+2n) si n<j
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Que es una homotopia entre i1y, y 92|y, ya que
K(X,m)=(H(X,m),C)=(X,C) =1i(X),

K(X,n) = (H(X,n),C) = (C,C)

K(X,m+2n) = (C, H(X,m — 2n + 2n)) = (C, H(X,m)) = (C, X) = is(X).

3.2.2. Complejidad Categoérica

Definiciéon 3.14 (Funtor diagonal). Sea € una categoria pequefia llamamos funtor dia-
gonal a A: € — € x € que lleva cada objeto X en A(X) = (X, X) y cada morfismo f en

A(f) = (f, 1)

Definiciéon 3.15 (Subcategoria de Farber). Sea € una categoria pequena, una subca-

tegoria U de € x € es de Farber si existe un funtor F': U — € que cumple que Ao F' ~ iy.

Definiciéon 3.16 (Complejidad categorica). Sea € una categoria pequena, definimos la
complejidad categorica normalizada de € y denotamos por ¢TC(€) al menor ntimero n € N
para el cual existe un recubrimiento {Uy, ...,U,} de € x € por categorias de Farber. Si no

existe tal recubrimiento definimos ¢TC(€) como co.

Proposicion 3.17 (Caracterizacion de la complejidad categorica). Sea € una ca-
tegoria pequena se tiene que
cTC(C) = c¢D(p1, p2)-

Donde p1 y pa son las proyecciones definidas en la Observacion 1.53.

Demostracion.

«<»

Sea {Uy, ..., Uy} un recubrimiento de € x € por subcategorias tales que p1|y, ~ p2|u;,
veamos que también son subcategorias de Farber. En efecto, dado un U; podemos ver que
es una subcategoria Farber tomando como F' a p;. Para ello basta observar que como existe
una homotopia H : U; x I — € entre p1|y, v p2|y;, podemos construir una homotopia entre
Aopi|y, e iy, como G : Uy xI — €x€ donde G se define como G(X,Y,j) = (X, H(X,Y,7)).

Asi es, puesto que si [m,n] es el soporte de H se tiene que

G(X,Y,m) = (X,H(X,Y,m)) = (X,p(X,Y)) = (X, X)
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G(X7Y7n) = (X,H(X,Y,n)) = (X7p2(X7Y)) = (XvY)

«>»

Sea {Up, ..., Uy} un recubrimiento de € x € por subcategorias de Farber veamos que para
cada U; se cumple que pi|y, =~ pa2|u,. En efecto, dado un U; existe un funtor F' : U; — €
tal que Ao F ~iy,. Sea H : U; x I — € x €y [m,n] su soporte, es decir cumpliendo que
H,,=AoFy H, =iy, A partir de esta podemos definir una homotopfa K : U; x I — €

entre p1|y, y p2|u, de la siguiente forma:

proH(X,Y,n—j+m) si j<n
K(X,Y,j) =
ppoH(X,)Y,j—n+m) si n<j
Que esta bien definida puesto que
KX, Y,n)=pioH(X,Y,n—n+m)=pioH(X,Y,m) =
(proAoF)(X,Y)=pm(F(X,Y),F(X,Y)) = F(X,Y).

K(X,Y,n)=pao H(X,Y,n—n+m)=pyo H(X,Y,m) =
(ppo Ao F)(X,Y) = po(F(X,Y),F(X,Y)) = F(X,Y).

Y ademaés es una homotopia entre p; y p2 puesto que:

K(Xa)/am) :ploH(Xv}/an_m_Fm):ploH(Xayvn)
= (ploZUl)(X7Y) :pl(X7Y)7

K(X,Y,2n—m) = (peo H)(X,Y,2n —m —n+m) = (pao H)(X,Y,n)
= (p2 OiUi)(X7 Y) :p2(X7Y)

3.2.3. Ejemplos

Ejemplo 3.18. La categoria € estudiada en el Ejemplo 2.34 y generada por el siguiente

diagrama
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cumple que ccat(€) = 1. Para comprobar esto basta con tener en cuenta que ccat(€) # 0
ya que no es contractil por lo visto en el Ejemplo 2.34 y ademas existen las siguientes dos

subcategorfas 0-categéricas generadas por los diagramas:

x 1.y X 2.y,

Ejemplo 3.19. Sea € la categoria generada por el siguiente diagrama:

X Y
U v
Se cumple que ccat(€) = 1. Obviamente no es contractil ya que no es del mismo tipo de

homotopia que un punto por lo visto en el Ejemplo 2.51. Ademas existe un recubrimiento

geométrico dado por las subcategorias 0-categoricas generadas por los siguientes diagramas:

A

Para ver que son categdricas es suficiente con ver que ambas tienen un objeto inicial por

lo que son contractiles.

3.3. Propiedades

3.3.1. Composicién

Como vimos en el Ejemplo 1.40 dadas tres categorias €, ® y B junto con los funtores
F:¢€ =9y G:D — B podemos construir el funtor composicion G o F' : € — B,
Esta herramienta nos permite expresar unas desigualdades generales que sirven para pro-
bar importantes resultados que vinculan nociones como la categoria LS y la complejidad

categorica.

Proposicion 3.20 (Desigualdad de la composiciéon por la izquierda). Sean €, D y
B tres categorias pequenas, F,G : € — © y H : © — B funtores entre ellas, se satisface
que:

¢D(H o F,H o G) < ¢D(F,G).

Demostracion. Sea {Uy, ..., Up} un recubrimiento geométrico de € con n+1 = cD(F,G)+1

elementos tales que para todo 0 < i < n se cumple que F|y, ~ G|y,. Veamos que dicho
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recubrimiento geométrico de € también nos sirve para H o F'y H o G. En efecto, puesto

que por la Proposiciéon 2.15 tenemos que:
(H o F)ly, = Ho (Fly;) ~ H o (Gly;) = (H o F)l,
O

Corolario 3.21. Sea € una categoria conexa, ® una categoria pequena y F: € — O un

funtor entre ellas. Se tiene que:
ccat(F') < ccat(€).

Demostracion. Por lo visto en la seccion anterior ccat(F') = cD(F,e) donde e es un funtor
constante y ccat(€) = cD(ide, X ) con X un funtor constante. Si componemos el funtor ide
y el funtor constante X por la izquierda con F' obtenemos los funtores F oidg = F y el

funtor constante F'(X), aplicando la proposicion anterior obtenemos que:
cD(F, F(X)) < cD(idg, X)
como querfamos demostrar. O

Proposicion 3.22 (Desigualdad de la composicion por la derecha). Sean €, © y
B tres categorias pequetias y F,G : € — O y H : B — € funtores entre ellas. Se satisface
que:

cD(FoH,GoH)<cD(F,G).

Demostracion. Sea {Uy, ..., Up} un recubrimiento geométrico de € con n+1 = cD(F,G)+1
elementos tales que para todo 0 < i < n se cumple que F|y, ~ G|y,. Veamos que tal
recubrimiento geométrico de € también nos sirve para F o H y G o H. Sea ahora U; fijado,
como € es una categoria pequefia se cumple que existe la subcategoria V; = H~1(U;) de B

definida de la siguiente forma:

= Sus objetos son los objetos X de B tales que H(X) esta en Uj.

» Sus morfismos son los morfismos f de B tales que H(f) esté en Uj.

Ademés, al tomar la restriccion de H a V; (es decir, el funtor H|y, : V; — €) esta satisface
que es igual a la composicién de iy, o H; donde H; : V; — U; es el funtor definido por
Hi(X)=H|v,(X)y Hi(f) = H|v,(f) v iv, : Ui — € es la inclusién de U; en €. En tal caso

se cumple que:
(FoH)ly, =Fly, 0 H; ~Gly, 0 H; =Goiy, 0o Hy=GoHly, = (GoH)ly,

Por lo tanto {V, ...,V } es un recubrimiento geométrico de € tal que (F o H)|y, ~ (G o
H)lv;. O
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Corolario 3.23. Sea € una categoria conexa, ® una categoria pequena y F: € — O un

funtor entre ellas. Se tiene que:
ccat(F') < ccat(D).

Demostracion. Por lo visto en la seccion anterior ccat(F') = cD(F,Y') donde Y es un funtor
constante y ccat(®) = c¢D(idp, X) con X un funtor constante. Si componemos el funtor
ide v el funtor constante X por la derecha con F' obtenemos los funtores idg o f = F y el

funtor constante X, aplicando la proposicién anterior obtenemos que:
cD(F, X) < cD(ide, X).
Como queriamos demostrar. O

Corolario 3.24. Sean € y ® dos categorias pequenas y F,G : € — 3 dos funtores entre

ellas, se tiene que:
cD(F,G) + 1 < (ccat(F) + 1)(ccat(G) + 1).

Demostracion. Tomemos un funtor constante Xg : € — © y denotemos por n y m a
ccat(F') y ccat(G) respectivamente. Como ccat(F') = n y ccat(G) = m existen {Uy, ..., Up }
y {Vo, ..., Vi } recubrimientos geométricos de € tales que para cada 0 < i < n y para cada
0 < j < m se cample que F|y, ~ Xo y G|y, ~ Xo.

Con estos recubrimientos podemos construir el recubrimiento geométrico de € dado por
{Wi;10<i<ny0<j<m}donde W;; eslasubcategoria de € tal que sus objetos son la
interseccioén de los objetos de U; y V; y sus morfismos la interseccion de los morfismos de U;
y Vj. En cada W; ; se tiene que F|Wi,j ~ Xy~ G|Wi,j- Por tanto tenemos un recubrimiento
de menos de (n + 1)(m + 1) objetos de € en las condiciones de la definicién de distancia

homotopica entre funtores, como queriamos demostrar. O

Corolario 3.25 (Relacion categoria LS y Complejidad categorica). Sea € una

categoria pequena y conexa. Se satisface que
ccat(€) < ¢TC(C).

Demostracion. Sea Cy un objeto de € y 47,792 : € — € X € los morfismos de € definidos
como en la Observacion 3.12. Sabemos que ¢cTC(€) = ¢D(p1, p2), si aplicamos la proposicion

anterior con el funtor ¢; tenemos que:

cD(p1 01, p2 0 i1) = cD(ide, Cp) = ccat(€) < cD(p1,p2) = cTC(Q).
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Corolario 3.26 (Desigualdad de la complejidad categoérica). Sean F,.G : € — D

dos funtores entre categorias pequenias. Entonces se satisface que:
cD(F,G) < cTC(D).

Demostracion. Basta tomar el funtor (F,G) : € — ® x ® definido como en la Proposicion
1.54 y las proyecciones p; y pa. Por construccion se cumple que p1o(F,G) = F y pao(F,G) =

G, por tanto se cumple que:

cD(F,G) = cD(p1o (F,G),p2 0 (F,G)) < cD(p1,p2) = cTC(D).

3.3.2. Coproducto

Proposicion 3.27 (Coproducto). Sean €1,& y D tres categorias pequenas, Fy,Gq :
C1 =Dy Fr,Gy: € = D funtores entre ellas. Se cumple que:

CD(Fl U Fy,Gp U Gg) = max{cD(Fl, Gl), CD(FQ, GQ)}

Demostracion. Para demostrar la desigualdad > basta emplear el resultado de la Proposi-
cién 3.22. Para ello usaremos los morfismos inclusiéon 71 : € — €1 UCy e 49 : €9 — €1 LU CE,.

En efecto, puesto que como F} = F} LU Fyoi1 y G = G1 UGo 0147 se tiene que
cD(F1,G1) =cD(F1 U Fyo0i1,Gy UG 0i41) < cD(Fy U Fy, G1 UGo).
A su vez, como Fy = Fy) LU Fy 019 y Go = G1 UG oig se tiene que
cD(Fy,Ga) = cD(Fy U Fy0i9,G1 LI Go 0ig) < cD(Fy U Fy, G1 U Ga).

Ahora supongamos por simplicidad que k1 = c¢D(Fy, G1) > c¢D(F2, G2) = ka. Si supone-
mos que kj # oo existe {Uy, ...Uk, } un recubrimiento de €; y {Vp,...Vk, } un recubrimiento
de €, tales que F1|y, ~ Gi|y, para todo 0 < i < kj y Fg[vj ~ Gg\vj para todo 0 < j < ko.

A partir de este podemos construir un recubrimiento
{Wo =Uo U Vo, oo, Wiy = Upy U Vg, Wiy 11 = Ukyi1, .. Wiy = U, }
de €; L €, de forma que satisface que Fy U Faly, ~ G1 U Ga|w,. Por tanto
cD(F1 U Fy, G1 UG2) < max{cD(F1,G1),cD(Fs,Ga)}.

Si k1 = oo entonces se cumple trivialmente a partir de la primera desigualdad ya que
tenemos que oo = cD(F},Gy) < cD(F) U Fy, G1 U G2) pero eso solo es posible si ¢D(F; U
FQ,GlLlGQ) = 00. O
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El resultado anterior se puede generalizar

Proposicion 3.28. Sea {€;}cs una coleccion de categorias pequetias tal que Ujc;C; es
una categoria pequena, © una categoria pequena y {F; : €; — D}icr y {Gj: € — D}jcy

funtores entre ellas. Se tiene que:
cD(Ujes Fj, UjesGj) = sup{cD(F}, Gy)|j € J}.

Demostracion. Usamos de nuevo la Proposicion 3.22. Asi, al componer los funtores inclu-
sion i; : €5 — Ujes€; con los funtores UjesF; v Uje G se obtienen los funtores F; =
UjesFjo0ij y Gj = UjcsGjoi;. Por tanto se tiene que cD(Fj, G;) < cD(UjesFj,Uj € JGy)
para todo j € J.

Veamos la otra desigualdad. Supongamos que existe un maximo de {cD(F},G;)|j € J}
entonces podemos restringirnos al caso finito tomando a Uje;€; = Cj, U (Uj24,€;) donde
Jjo es un indice en el que se alcanza el maximo.

Si no existe un maximo entonces supje](cD(Fj, Gj)) = ooy , ademads, por lo visto en el
parrafo anterior cD(F}, G;) < c¢D(UjesF}),Uj € JG;) para todo j € J. Ahora bien, como
cD(Fj,Gj) es tan grande como queramos se tiene que cD(UjesFj,UjesGj) = oo como

queriamos demostrar. O

Sean € y ® dos categorias pequenas. Por lo visto en la Proposicion 2.26 ambas se des-
componen en la unién disjunta de sus componentes conexas {4l }; y {0j}; respectivamente.
Ademas por lo visto en la Proposicion 2.27 para cada &l; existird un dnico j(7) y una tnica

componente ;) tal que la imagen de F'|y, esté contenida en j;

Lema 3.29. Sean € una categoria conexa, © una categorias pequena y F,G : € — 2 dos
funtores entre ellas. Si F(€) y G(€) estdn en componentes conezas I y U distintas de D
entonces se liene que:

cD(F,G) = oc.

Demostracion. Si hubiera algin recubrimiento geomeétrico finito {Uy,...U,} de € tal que
F|y, ~ G|y, entonces habria un camino Hx : I — © definido como Hx (i) = H(X,1)
entre los objetos F(X) y G(X) con X un objeto de U;, pero esto contradice que estén en

componentes conexas distintas. O

Proposicion 3.30. Sean € y D dos categorias pequenias, {44 }; su descomposicion en com-

ponentes conexas y F,G : € — 2 dos funtores entre ellas, entonces se tiene que:
cD(F, G) = sup;e {cD(Fly;, Gly;)}-

Demostracion. Se sigue de los resultados anteriores. O
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3.3.3. Dominio y Codominio

Una pregunta natural que surge en relacién al concepto de distancia homotépica es la
de cémo se relaciona con el dominio y el codominio de los funtores a los que se aplica. La
primera de estas relaciones utiliza la propiedad de ser contractil para dar con el siguiente

resultado.

Proposicion 3.31 (Codomonio contractil). Sean € y © dos categorias pequenas con

D contrdctil, entonces dado cualquier par de funtores F,G : € — D se liene que

¢D(F,G) =0

Demostracion. Por lo visto en la Proposicién 2.35, como ® es contractil tenemos que F'y

G son hométopos. O

Corolario 3.32. Sean € y © dos categorias pequerias con ® con objeto final o inicial,

entonces dado cualquier par de funtores F,G : € — D se liene que
cD(F,G) =0.

Para caracterizar la relaciéon entre la distancia homotoépica entre funtores y el dominio
tomaremos una hipétesis adicional que no supone un «gran coste». Dicha hipdtesis consiste
en suponer que ® es conexa. Por tanto, la restriccion que hacemos no resulta ser muy fuerte
puesto que por resultados de la anterior subseccién siempre podemos restringir el problema

a analizar las componentes conexas.

Proposicion 3.33 (Dominio contractil). Sean € y D dos categorias pequenias con €

contrdctil y ® conexa, entonces dado cualquier par de funtores F,G : € — ® se tiene que
cD(F,G) =0.

Demostracion. Como € es contrictil el funtor ide es hométopo a un funtor e constante.
En consecuencia FF = Foidg ~ Foe = F(e) y G = Goide ~ Goe = (G(e) y como D
es conexa existe un camino ente los objetos F'(e) y G(e), es decir una homotopia entre los
funtores constantes F'(e) y G(e). O

Observacion 3.34. La conexidad de ® es una condicién necesaria ya que en su ausencia
existen contraejemplos. El mas sencillo consiste en tomar como € a la categoria de un solo

objeto y por ®© la categoria generada por:
X Y

Esté claro que € es contractil, pero los funtores constantes X e Y no son homotopos.
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Corolario 3.35. Sean € y ® dos categorias pequenas con € con objeto final o inicial y ©

coneza, entonces dado cualquier par de funtores F,G : € — © se tiene que
cD(F,G) =0.

Proposicion 3.36 (Cota del dominio). Sean € y © dos categorias pequenias con D

conexa, enlonces se liene que
cD(F, G) < ccat(C).

Demostracion. Por definicion sabemos que ccat(€) = cD(idg, ®). Tomemos ahora {Uy, ..., Uy }
un recubrimiento geométrico con k = c¢D(id¢, ®) elementos tales que ide|y, =~ ey, para todo
0 < ¢ < k. Veamos que este recubrimiento funciona también para F' y G. En efecto, para
cada 0 < ¢ < k tenemos que id|y, = iy, =~ e y por tanto existe una homotopia H : €xI — €
entre Hy, = id|y, y H, = e|y,. Ademés por ser © conexa existe un camino « : I — © entre
los objetos a(0) = F(e) y a(l) = G(e). A partir de estos dos hechos podemos construir
una homotopia K : € x I — ® entre F|y, Y G|y, de la siguiente forma:

F(H(X, 1)) si m<i<n

K(X,i) = a(i—n) si n<i<n+l
GH(X,—i+2n+20) si n+l<i

O

Observacion 3.37. No existe una desigualdad semejante empleando ccat(®). Basta pensar
en el ejemplo que vimos antes donde tomamos € como la categoria de un solo objeto y por
® la categorfa generada por:

X Y

En este caso se tiene que ccat(®) = 1 pero cD(X,Y) = oc.
Corolario 3.38. Sea € una categoria pequenia se tiene que

cTC(C) < ccat(€ x €).
Demostracion. Por definicion ¢TC(€) = cD(p1,p2) y como p; : € x € — € se tiene que
cD(p1,p2) < ccat(€ x €). O
3.3.4. Desigualdad Triangular

A pesar de llamarse «distancia» la distancia homotépica entre funtores no cumple la
desigualdad natural. El contraejemplo a dicha propiedad que reproduciremos a continua-

cion se encuentra en el articulo [7] de E. Macias y D. Mosquera.
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Ejemplo 3.39. Sea ¢ = S! x S! donde S! es la categoria generada por el siguiente

X Y
U V
Basta tomar los funtores F,G,H : € — € definidos como F = id¢, G = idg1 x U y

H =U x U donde U : S — S es el funtor constante asociado al objeto U.

Por un lado tenemos que ¢cD(F,G) < 1 ya que podemos tomar el recubrimiento {4; =

diagrama:

St x X, Ay = St x Y}. Veamos que f|a, =~ ga,. En efecto, puesto que por la Proposicién
2.17 y el caracter contractil de Ux y Uy se cumple que f|a, = idg1 xidy, ~idg, XU = g|a,
y analogamente f|a, = idg1 X idy, =~ idg, x U = g|a,. Por otro lado, cD(G, H) < 1 por
un argumento similar. Basta con tomar el recubrimiento {V; = Ux x S, V5 = Uy x S1}.
En efecto, puesto que gly, = idy, x U ~ U x U = g|y; ya que Ux es contractil y
glv, =idy, x U ~ U x U = gly, al ser Uy contractil. Por su parte ¢cD(F, H) > 3 por un

resultado de [12], contradiciendo la desigualdad triangular.

Proposicion 3.40. Sean € y © dos categorias pequenas tales que ccat(€) <2 y F,G, H :

¢ — D tres funtores entre ellas, entonces se tiene que
cD(F,H) < cD(F,G) +cD(G, H).

Demostracion. Si dos de los funtores son homotopos la desigualdad es trivial. En caso de
que no haya ninguna homotopia el resultado se deduce de la Proposicién 3.36, puesto que
cD(F,H) <ccat(¢€) =2=1+1<cD(F,G) + cD(G, H). O

Proposicion 3.41. Sean € y O dos categorias pequenias y F,G, H : € = © tres funtores

entre ellas, entonces se tiene que:

1.
¢D(F, H) < cD(F,G) + Y _ D(Glu,, H|u,)
=0
donde n+1 = cD(F,G) y {Uy,...,Un} es un recubrimiento de € tal que F|y, ~ G|y,
para todo 0 < ¢ < n.
2. .
cD(F,H) < cD(G,H) +>_ cD(Fly,,Glv,)
=0

donde m+1 = cD(G, H) y {Vo, ..., Vin} es un recubrimiento de € tal que G|y, ~ H|y,
para todo 0 < j < m.



52 CAPITULO 3. DISTANCIA HOMOTOPICA ENTRE FUNTORES

Demostracion. Probaremos el primer resultado pues el otro es anéalogo.

Sea {Uy, ..., U, } un recubrimiento de € en las condiciones de la proposicion. Para cada
i tal que 0 < i < n podemos construir un recubrimiento {U?, U}, ..., U™} donde m; =
cD(G|y,, H|y,) v tal que G|Uij o~ H]UZJ para todo 0 < j < m;. A partir de esto podemos

crear el recubrimiento de € dado por

{09, ..,Uu5, .., U0, ..U, .Ul .. ,um"}
que tiene n+ 1+ 1" my, = cD(F,G) + >, cD(G|y,, H|y,) elementos y ademas verifica
que para todo Uij se tiene que F|;; ~ G| ; ~ H| ;. O
3.3.5. Invariancia

Proposicion 3.42. Sean €, ® y B ires categorias pequenas y F,G : € = D dos funtores

entre las dos primeras. Se tiene que:
1. Si existe a: D — B tal que tiene una inversa homotdpica por la izquierda entonces:

cD(F,G) =cD(ao F,a0QG).

2. Si existe B : B — € tal que tiene una inversa homotdpica por la izquierda entonces:

cD(F,G) =cD(F o f3,G o ).

Demostracion. 1. Sea v : B — D la inversa homotdpica por la izquierda de «. Por
definicién se tiene que v o @ =~ idp. De esto se deduce que yoa o F ~idgo F = F
yyoaoF ~idpoF = F y ademés en virtud de la propiedad (3) demostrada en la
Proposicion 3.5 se tiene que cD(F,G) = cD(yoao F,yoaoG). Empleando ahora la

Proposicion 3.20 se tiene que:
cD(ao F,aoG) < cD(F,G).
Y empleando de nuevo esta proposiciéon tenemos que:

cD(F,G) =cD(yoao F,yoaoG) <cD(ao F,ao@).

2. Sea v : € — B la inversa homotopica por la derecha de 8. Por definicion se tiene que
Bo~y ~ide. De esto se deduce que FofSoy ~ Foid¢ = F 'y GofSoy ~oGoid¢ =Gy
ademads en virtud de la propiedad (3) demostrada en la Proposiciéon 3.5 se tiene que
cD(F,G) = cD(F o fo~,G o o). Empleando ahora la Proposicién 3.22 se tiene
que:

cD(F o 3,Gop) <cD(F,G).
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Y empleando de nuevo esta proposicién tenemos que
cD(F,G) =cD(Fofovy,GofBovy) <cD(Fof,Gop).
O

Proposicion 3.43. Sean €1, D1, € y Do cuatro categorias pequenas tales que existen o :
¢ — Cy B0 — Do equivalencias homotdpicas y F1,G1: €4 — D1 y Fo,Go : € — Do

son funtores que hacen conmutativo el siguiente diagrama.:

Entonces se satisface que:
CD(Fl, Gl) = CD(FQ, Gg)

Demostracion. Por las hipotesis sabemos que existe o : € — € tal que o/ o ~ idg, y

aoa’ ~idg,. Ahora en virtud de la proposicién anterior se tiene que:
C:D(.Fl7 Gl) == CD(Fl o O/, Gl o Oé,)

puesto que o tiene una inversa homotopica. Aplicando de nuevo la proposicion anterior
tenemos que:
cD(Fiod,Giod =cD(BoFiod,80G10a).

Si probamos que So Fyod’ ~ Fy y B0 Gy od ~ Gy tendriamos el resultado buscado.
Ahora bien, dicho resultado es cierto puesto que por hipétesis el diagrama es conmutativo

y por tanto o Fy = Fy o a. Si componemos ahora por la derecha con o’ obtenemos que
[3’oFloo/:Fgoaoa’:Fgoid¢2 = Fj.
O

Corolario 3.44. ccat y ¢TC son invariantes por la relacion de equivalencia <«tener el
mismo tipo de homotopias. Esto es, dadas dos categorias € y ® tales que € ~ D se tiene
que:

ccat(€) = ccat(D)

cTC(C) = cTC(D).

En particular estos resultados generalizan la demostracion de Tanaka en [11] sobre la

invariancia de la categoria LS.
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3.3.6. Productos

Proposicion 3.45. Sean €1,&, D1 y Do categorias pequenas, F1,G1: € — D1 y Fo,Go :

€ — Dy funtores entre ellas, entonces
cD(F) x Fy,G1 x Ga) +1 < (cD(F1,Gyp) + 1)(cD(Fs,Gg) + 1).

Demostracion. Tomamos {Uy, ..., U, } un recubrimiento de €; y {Vp, ..., Vi, } un recubri-
miento de & tales que Fi|y, =~ Gi|y, para todo 0 < i < ki y Fly; ~ Galy, para todo
0 < j < ko. A partir de este podemos construir un recubrimiento de € x © dado por
{U; x V;} que satistace las condiciones de la distancia homotépica.

Para ver que es recubrimiento geométrico es suficiente con ver que toda cadena C' : 7 —
€ x D se obtiene a partir de dos cadenas C1 : Z — €y Csy : T — © por la propiedad universal
del producto. Ahora bien dadas dos cadenas cualquiera C; : Z — €y Cy : T XD existe U; y
V; tales que C esta en U; y O3 estd en V; y por tanto la cadena C' : 7 — € x® determinada
por dichos funtores estard en U; x Vj. Falta ver que (1 x I2)|y;xv; =~ (G1 % Ga)|u;xv;,

pero esto es inmediato teniendo en cuenta la Proposicién 2.17. O
Corolario 3.46. Sean € y ® dos categorias pequenas conexas. Se tiene que
ccat(€ x D) + 1 < (ccat(€) + 1)(ccat(D) + 1).

Demostracion. Basta tomar los funtores idg, idp y dos funtores constantes X : € — € e
Y:0—-9. O

Corolario 3.47. Sean € y © dos categorias pequefias. Se tiene que
cTC(C x D)+ 1 < (¢TC(€) + 1)(cTC(D) + 1).

Demostracion. Basta tomar los funtores p1 : € X € =€, pr:CXEC &€ g1 : D XD =D

vV g2 : D x D — B, las proyecciones candnicas de € x € y D x D respectivamente. O

3.4. Relacion con otras distancias y el caso de los Posets fi-

nitos

Como ya se ha mencionado, la nocién de distancia homotdpica entre funtores aparece
al trasladar al contexto de las categorias pequenas la nocién de distancia homotépica entre
aplicaciones continuas. Por tanto, es natural que nos preguntemos cémo se relacionan

ambas ideas. Ahora bien, para responder a esta pregunta debemos primero buscar sobre
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qué objetos se pueden aplicar a la vez. Un contexto dénde sucede esto es en el de los posets
finitos.

Como se puede comprobar en [1] a los posets finitos se les puede dotar de una topologia
a partir de los subconjuntos Uy o F'x que definimos en la Definicién 2.38. Con esto solo

nos falta entender como definir la distancia homotdpica entre aplicaciones continuas.

Definicién 3.48 (Distancia homotopica entre aplicaciones continuas). Sean X e
Y espacios topolégicos y F,G : X — Y dos aplicaciones continuas entre ellos. Definimos la
distancia homotopica D(F, G) entre F'y G como el menor namero n € N tal que existe un
recubrimiento por abiertos {Up, ...,U,} de X satisfaciendo que F'|y, es homdtopo a G|y,

para cada 0 < i < n. Sino existe tal recubrimiento definimos D(F,G) como oc.

Ademas, por resultados de [1] sabemos que una aplicacién continua entre posets no es
mas que una aplicacién que respeta el orden. Y no solo eso, sino que como una homoto-
pia entre aplicaciones F' y GG continuas existe si y solo si existen aplicaciones continuas
{Fy, F1,- -+, F,} tales que cumplen las propiedades definidas en el Ejemplo 2.7. Por tanto,
tanto las aplicaciones como las homotopias entre posets son iguales si se entienden desde
el contexto de las categorias como en el contexto de la topologia de espacios finitos. No
obstante la distancia homot6pica no siempre coincide y es que hay un elemento sustancial
en que difieren: el tipo de recubrimiento que se emplea para definir la distancia homotépica.

Para entender mejor esto veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.49. Sea P el poset generado por el siguiente diagrama:

A B C

l % |
Esta claro que D(idp, ®) > 2, donde e es una aplicacion constante. En efecto, por un lado
sabemos que P no es contractil al no tener beat-points y por tanto D(idp, e) # 0. Ademas,
no puede ser que D(idp, ®) = 1, puesto que si cogemos abiertos distintos con més de un solo
elemento y distintos del propio P (que sabemos que no es contréctil), al ser estos conjuntos
de la forma Uya, Up o Ug no podemos recubrir solo con dos de ellos. Sin embargo se tiene

que cD(idp, ) = 1 ya que basta tomar el recubrimiento geométrico formado por Fx y Fy,

dos subcategorias contractiles al tener ambas un objeto final.
Este ejemplo nos motiva a ofrecer el siguiente resultado:

Lema 3.50. Sea P un poset finito y {Uy, ...,U,} un recubrimiento por abiertos, entonces

{Uo,...,Up} es un recubrimiento geométrico.
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Demostracion. Como P es un poset las cadenas no son més que una sucesion finita de
elementos ordenados. En efecto, dado g — =1 — ... = x,,, una cadena de elementos del
Poset, por construccién se tiene que xg > x1 > ... >> x,,. Por tanto, dada una cadena
arbitraria xy — 1 — ... = &, se tiene que zp es méximo. Ahora, como {Uy, ..., U,} es un
recubrimiento se tiene que xg € U; para algin 0 < i < n. Como U; es abierto se tiene que

todos los elementos de U,,, y en particular los elementos de la cadena, estan en Uj;. O

Observacion 3.51. Como estamos en el contexto de los posets entendemos que si dos objetos

comparables estdn en una subcategoria también lo esté el morfismo que los compara.

Por tanto llegamos al siguiente resultado:

Proposicion 3.52 (Relacion entre distancias homotoépicas). Sean P y Q dos posets

finitos y F,G : P — @ dos aplicaciones que conservan el orden entre ellos, se tiene que:

cD(F,G) < D(F,G).
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