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Capitulo 1

Breve perfil historico del calculo
fraccionario

El concepto de derivada de una funcién es basico en el estudio del calculo. Las
derivadas o integrales sucesivas de una funcién f» = D"f, I"f aparecen de forma
natural, por tanto, para valores n enteros.

La idea de generalizar la nocién de derivada para valores no enteros, surgié con
el nacimiento del propio calculo diferencial. Asi, se planted la cuestién del sentido
que tendria una derivada de orden fraccionario; por ello se le asigné originalmente
el nombre de calculo fraccional.

Mas tarde se amplio el alcance de la pregunta anterior: “; Puede ser n un nimero
cualquiera, racional, irracional o incluso complejo?”. Sabiendo que la respuesta es
afirmativa, el actual término de “calculo fraccional” resulta impropio y deberiamos
sustituirlo por el de integracion y diferenciacion de orden arbitrario.

Fue el propio Leibnitz al inventar la notacién d% (x), y posiblemente un simple
deseo de jugar con los simbolos, lo que empujé en 1695 al Marqués de L"Hopital a
preguntarle “; Qué sucederia en el caso de ser sustituida n por %?”. Leibnitz respon-
di6 de modo intuitivo que “esta aparente paradoja permitird en el futuro extraer
interesantes consecuencias”.

También en su correspondencia con Bernoulli, Leibnitz mencion6 derivadas de
“orden genérico”. En 1697, en referencia al producto infinito de Wallis por 7, Leibnitz
utilizé la notacion de d%, y afirmé que era posible razonar con el cdlculo diferencial
fraccional para alcanzar el mismo resultado.

La primera referencia en un texto a una derivada de orden arbitrario aparece en
un libro del matemaético francés Lacroix de 1819 [1], en el que dedicé a este tema dos
paginas de las 700 que lo constituyen. Lacroix desarroll6 un ejercicio meramente ma-
tematico generalizando el caso de orden entero, a la manera tipica de los formalistas
de aquel periodo.

Partiendo de y = 2™, procedié a determinar la derivada m-ésima:

am n!

= nem 1.1
dzm ! (n—m)!x (L11)

con m y mn enteros positivos y n > m.
Utilizando la funcién Gamma para generalizar los factoriales, sustituyendo m

por %, n por un numero a real positivo cualquiera y suponiendo x > 0, obtuvo la



siguiente formula:
d3 Lla+1) , 1
TY= ( 1) T2 (1.2)
dxz F(CL + 5)

que representa la derivada de orden % de la funcién z®. Para y=x (es decir a=1),

obtuvo: )
dz 2z
dez VT

(1.3)

al ser I'(2) = 3/m.

Es interesante destacar que este resultado coincide con el que se obtendria me-
diante la actual definiciéon de derivada fraccionaria de Riemann-Liouville.

El paso siguiente lo dio Fourier en 1822, al sugerir la utilizacién de la igualdad:

dar 1

o0 “+00
L fa)= o / wax [ ftycoshr — 1A+ 5 ) di (1.4)

oo _
para definir la derivada de orden p arbitrario de una funcién que se comportase
“suficientemente bien”, sin ser necesariamente una funcién potencia. Pero, al igual
que Euler, tampoco Fourier proporcioné ejemplos o aplicaciones.

El mérito de presentar la primera aplicacién fue de Abel en 1823 [2, 3] utilizando
la derivada de orden % para resolver la ecuacion integral:

/I(x — )" YV2f(t)dt =k, (1.5)

resultante de la formulacién del problema de la tautocronia [4], es decir, el problema
de determinar la forma de una curva de modo tal que el tiempo de descenso de una
masa puntual que se desliza por ella sin fricciéon y bajo el efecto de la gravedad sea
independiente del punto de partida.

La ecuacién integral (1.5), llamada de Abel, corresponde a un tiempo de desli-
zamiento constante y conocido; la integral que en ella aparece, a parte por el factor
multiplicativo #%), es la integral fraccionaria de orden % de Riemann-Liouville de la
funcién f. En realidad Abel estudi6 ecuaciones integrales mas generales con ntcleos
tipo (z —t)“.

La solucién de Abel fue tan elegante que atrajo la atencién de Liouville, quien
en 1832 [5, 6] hizo el primer gran intento de definir la derivada fraccionaria.

El punto de partida de Liouville fue el conocido resultado para las derivadas de

orden entero m de la exponencial:
Dmeax — ameax

, (1.6)

donde a es una constante real, que extendié de modo natural a las derivadas de
orden p arbitrario:

DPe = aPe. (1.7)

Entonces asumié que la derivada de orden arbitrario de una funcién f(z), que
puede ser desarrollada en una serie del tipo:

) =3 cem, (1)
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tiene la forma:
oo

DPf(z) = coabe™". (1.9)
n=0
Esta formula es conocida como la primera definicion de Liouwville, con la obvia
desventaja de ser uinicamente aplicable para aquellos valores de p para los cuales la
serie (1.9) converge.

Liouville adopté un segundo método para tratar funciones del tipo x~¢, para
valores reales de a > 0 y donde x > 0. Para ello consider¢ la integral:
I= / u e du, (1.10)
0
que mediante el cambio de variable xu = ¢ proporciona el siguiente resultado:
o L (1.11)
€T = . .
I'(a)
Entonces, operando con DP en ambos miembros de (1.11), obtuvo:
_1)yp [
DPp=* = (1) / u P ey, (1.12)
I'(a) Jo
y llegd a su sequnda definicion de derivada fraccionaria:
—-1)rr
pra-a = SUTAED) oy ) (1.13)

['(a) ’

Pero ninguna de estas dos definiciones estaba destinada a consagrarse, al ser
validas para un conjunto restringido de funciones. La atencién se desplazé entonces
hacia la integral fraccionaria, pensando que quizas de ésta se deduciria la definicién
de derivada como la de su operador inverso izquierdo, en analogia al caso entero.

En esos mismos escritos de 1832, Liouville obtuvo la siguiente férmula:

! o) /000 tr1f(z +t)dt, Re(p) >0, (1.14)

(D7Pf)(z) = 0T 0)

que hoy en dia, eliminando el factor (—1), es conocida por la definicion de Liouville
por la derecha de la integral fraccionaria de orden o .

Siguiendo esto, cabe mencionar un escrito de Riemann fechado en 1847, y de
publicacién péstuma en 1876 [7], en el que aparece la férmula:

D0 = s [ "o — 7 f(0)dt + o) (1.15)

L(p
para la integral de orden fraccionario.

Debido a la indefinicion del extremo inferior de integracion a, Riemann consi-
der6 oportuno anadir una funcién complementaria ¢(x) de naturaleza indetermina-
da.

El primer trabajo que finalmente condujo a la actual definicién de la integral
fraccionaria de Riemann-Liouville fue debido a N. Ya. Sonine en 1870 [8]; pero fue
Laurent el que en 1884 [9] llegé a formularla de manera definitiva.
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Para ello, tomaron como punto inicial la férmula (también llamada Fdérmula de
Cauchy para la integral repetida), facilmente demostrable por induccién, que reduce
la integral de orden entero n de una funcién real a una unica integral de convolucion:

T T Tp_1 1 T
(aD;nf)(aj) = / dl’l / dl‘g . / f(t)dt = m / (x — t>n_1f(t)dt;
a a a a (1‘16)
entonces, generalizando el factorial con la funcién Gamma, obtuvieron:

WD) = s [ =07 Ot Relp) > 0. (1.17)
I'(p) Ja

Cuando = > a recuperamos de nuevo la definicién de la integral fraccionaria de
Riemann, pero sin aparecer la funcién complementaria; mientras que para a = —oo
obtenemos la definicién de la integral fraccionaria de Liouville.

La versién mas utilizada de la expresion (1.17) es la que se obtiene haciendo a=0,
conocida como integral fraccionaria de Riemann-Liouville:

1 xr
0D Nle) = s | o= 0P 0t Re(p) > 0. (118)
I'(p) Jo
En los mismos anos, Griinwald (1867) [10] y Letnikov (1868) [11] afrontaron el
problema de la diferenciaciéon no entera, generalizando la definicién de derivada de
orden entero, basada en el concepto de cociente incremental, utilizando la siguiente

formulas (V2o ) ()
o Yy B ) (@
(D)) = lim S, (1.19)
donde (V,,*f)(x) = 320_o(=1)(§) f(z — jh), con n = [a].
Con la llegada del siglo XX y los desarrollos del analisis matematico y de la
teoria de funciones, aparecieron nuevas formas integro-diferenciales fraccionales.

En 1917 Weyl [12] defini6 una integral fraccional adecuada a funciones periédicas:

mmww@#%ﬁWM@w@w (1.20)

En 1963 Riesz [13, 14] considerd la integral fraccionaria de multiples variables
como un operador de tipo potencial. Uno de estos potenciales ha sido formalmente
definido como la potencia (A)% del Laplaciano.

Por otro lado, el académico y matematico Maravall [15, 16] con una serie de
publicaciones que aparecieron a partir del ano 1959, muchas acerca de la ingenieria de
las oscilaciones, fue el primero en Espania en mencionar unas particulares oscilaciones
fraccionales asociadas a ecuaciones diferenciales no enteras.

En 1967 [17] Caputo dio una nueva definicién de la derivada fraccionaria que per-
mitia interpretar fisicamente las condiciones iniciales de los cada vez mas numerosos
problemas aplicados que se estaban estudiando.

En el anos 1974, tuvo lugar en Connecticut la primera conferencia internacional
sobre el calculo fraccional, que sirvié de estimulo a numerosos reultados y aplicacio-
nes. La segunda conferencia tuvo lugar en 1984 en Escocia, y la tercera en 1989 en
Tokyo.



Actualmente es dificil encontrar un ambito de la ciencia o de la ingenieria que
no considere conceptos del calculo fraccional y cada afio tienen lugar varios aconte-
cimientos que lo ponen de manifiesto.

Desde el punto de vista de la matematica, es fascinante ver como el campo de
las generalizaciones “fraccionales” es lugar de encuentro de varias disciplinas (véase
por ejemplo, [18] y [19]): entre otras, la teorfa de las probabilidades y los procesos
estocdsticos, las ecuaciones integro-diferenciales, la teoria de las transformadas, las
funciones especiales y el andlisis numérico.

De relevante importancia son las aplicaciones fisicas en la teoria de la visco-
elasticidad, en el estudio del fenémeno de la difusion anémala y en la teoria electro-
magnética; pero podemos anticipar que también se va despertando un interés cada
vez mayor en otros ambitos muy distintos cuales, por ejemplo, el de la teoria de
circuitos, de la biologia o de la fisica de la atmoésfera. Asimismo, entre los economis-
tas se va consolidando el empleo de conceptos de cédlculo fraccional. Ya en 1996, en
Journal of Econometrics aparecié un nimero especial en el que se recogia una serie
de articulos sobre el tema “Fractional Differencing and Long Memory Processes”.

Entre las variadas cuestiones abiertas sobre el calculo fraccional, ocupa un lugar
prominente la de determinar si es posible encontrar una interpretacion geométrica
para la derivada fraccionaria. Una posible solucién a este problema ha sido pro-
puesta por I. Podlubny en un reciente articulo titulado “Geometric and Physical
Interpretation of Fractional Integration and Differentiation” [20] en el que la inter-
pretacion fisica de estos operadores fraccionarios esta basada en el empleo de dos
tipos de tiempos, un tiempo césmico y un tiempo individual, y viene estrechamente
relacionada con la teoria de la relatividad.

Algunas tendencias recientes pueden verse en [21] y en las referencias alli citadas.

Por 1ltimo, decir que también se esta tratando de buscar una relacién entre la
derivada fraccionaria y la famosa hipdtesis de Riemann [22] (para mds informacién
ver [23]).

Para obtener una informacién méas detallada sobre la historia del calculo frac-
cional se puede consultar [24], donde también podemos encontrar dos pésters, que
contienen a los principales autores y libros relacionados con este tema.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Integrales y derivadas fraccionarias de Riemann-
Liouville

De acuerdo con la aproximacién de Riemann-Liouville al calculo fraccional, la
nocién de integral fraccionaria de orden o (a > 0) es una consecuencia natural de
la formula conocida (que se suele atribuir a Cauchy), que reduce el cdlculo de la
primitiva de orden n de una funcién f(¢) a una integral simple de tipo convolutivo.
En nuestra notacién la féormula de Cauchy se lee:

I"f(t) := ! )l/t(t—s)"lf(s)ds, t>0, neN
"Jo

(n—1

Definicién 2.1.1. La integral fraccionaria de orden a > 0 de una funcién
f € L([a,b]),R) se define como:

t (t _ 8)04—1
IYfit)y= | —-5—f(s)d
nh0) = [ S reas
donde T" es la funcién gamma. Cuando a = 0, escribimos I*f(t) = f(t)*¢a(t), donde
Ga(t) = % parat >0y ¢o(t) =0 parat <0,y ¢, — d(t) si @ — 07, donde 0 es
la funcion delta y I' es la funciéon gamma Euler definida como:

INEY! :/ t*le7tdt, o> 0.

0
También I° = I (operador identidad), i.e, I°f(t) = f(t). Ademéds, por I®f(0T)
representamos el limite (si existe) de I*f(t) para t — 0 (este limite puede ser
infinito).

De acuerdo con la bibliografia [25] las siguientes propiedades de la integral frac-
cionaria de Riemann-Liouville se verifican.

Teorema 2.1.1. Sean f(t) y g(t) tales que I*f(t), I%g(t), I®Pg(t) existen. En-
tonces, las siguientes propiedades bdsicas de la integral de Riemann-Liouville se
cumplen:



1. interpolacion (continuidad)

lim I%(t) = I" f(¢t);

a—n

donde I™(n € N) es el operador cldsico para la integral n-ésima;

2. linealidad

IENf() + pg(t)] = MO () + pl®g(t), VA, 1 € R;

3. propiedad de semigrupo (ley de los exponentes)
I°[IPg(t)] = I°*Pg(t);

4. conmutatividad

I°IP f(t) = IPI°f(t).

El siguiente resultado prueba la acotacién de los operadores integrales fraccio-
narios I3 f en el espacio LP([a,b],R) (1 < p < oo) con la norma | f[|, definida
como:

b .
||f||p=</ |f(t)\”dt) L<p<oor |Ifll = ess supucscs [F(1)]. p = oo

Lema 2.1.1. [25] Los operadores integrales fraccionarios IS, : LP — LP con o > 0
son acotados en LP[a,b] para todo 1 < p < oo, y ademds:

« . (b_a)a
“[aJerp <k Hf”p> k= F(Oé + 1)

2.2. Derivadas fraccionarias de Caputo

Despues de la nocién de integral fraccionaria, la derivada fraccionaria de orden
a (a0 > 0) se convierte en una exigencia natural y uno esté tentado de sustituir «
por —a en las férmulas de arriba. Sin embargo, esta generalizacién necesita algin
tipo de atencion con el fin de garantizar la convergencia de la integral y conservar
las conocidas propiedades de la derivada ordinaria de orden entero. Denotando por
D" con n € N| el operador de la derivada de orden n, primero notemos que:

D"I"=1 pero I"D"#1, né€N,

i.e., tiene inversa por la izquierda (y no inversa por la derecha) a la del operador
integral correspondiente I". Podemos facilmente probar que:

n yn _ — (k) (,,+ (t_a)k
D) = ) = 3 f M)

k=0

. t>0.

Como consecuencia, esperamos que D se defina como la inversa por la izquierda
de I*. Para este propésito, se elige el entero positivo n tal que n — 1 < a < n, y se
define la derivada fraccionaria de orden av > 0 de la siguiente forma:
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Definicién 2.2.1. Para una funcién f dada en un intervalo [a,b], la derivada frac-
cionaria de orden o de Riemann-Liouville de f se define como:

D) = s () [ =9 s

donde n = [a] + 1y [a] es la parte entera de «, es decir, el mayor nimero entero
natural mayor que a.

También definimos D° = I° = I. Entonces facilmente identificamos:

Da[a =1, o 2 O’ (21)
Y r 1
DY — Lf/—a, a>0, v—1,t>0. (2.2)
Fvy+1-a)

Por supuesto, las propiedades (2.1) y (2.2) son una generalizacién natural de los
resultados conocidos para enteros.

Notese el hecho remarcable de que la derivada fraccionaria D®f no es cero para
la funcién constante f(¢) =1 si o ¢ N. De hecho, (2.2) con v = 0 nos ensena que:

(t)~
Dl = —~+——— >0, t>0. 2.3
i a0 (2.3
Es claro que D*1 = 0 para o € N debido a los polos de la funcién gamma en los
puntos 0, —1,—2...
El siguiente resultado caracteriza las condiciones de existencia de las derivadas
fraccionarias D¢, en el espacio AC"[a, b].

Lema 2.2.1. Sea a« > 0, yn = [a] + 1. Siy € AC"[(a,b)], entonces la derivada
fraccionaria DY, y(t) existe en casi todo punto de [a,b] y podemos representarla de
la forma:

n—1 —a k—a t (n) s
Dgiy(t) = My(@(aﬂ + F(nl_ a) / (t i/ S)EL—)OH-I ds.

Corolario 2.2.1. Sia € (0,1) ey € AC([a,b]), entonces:

1 y(a) / R AC)
Dy(t) = ————ds]| .
R el [ e =
Observemos ahora una definiciéon alternativa de derivada fraccionaria, original-
mente introducida por Caputo [17, 26] a finales de los 60 y adoptada por Caputo y

Mainardi [27] en el marco de la teorfa de la viscoelasticidad lineal (ver una resena
en [28]).

Definicién 2.2.2. Sea f € AC"([a,b]). La derivada fraccionaria de Caputo de
f viene dada por:

1

‘D* = t — s)" L (5)ds.
D10 = ey [ (€= )



Esta definicién es por supuesto mucho mas restrictiva que la definiciéon de Riemann-
Liouville, ya que requiere la integrabilidad absoluta de la derivada de orden n. Cuan-
do usamos el operador °D® asumimos que esta condicién se cumple. Facilmente
reconocemos que en general:

DO f(t) := DI f(t) £ ™ D™ f(t) := D" f(t). (2.4)

a menos que la funcién f(t) junto con sus primeras m — 1 derivadas desaparezcan
en t = a™. De hecho, suponiendo que el paso la derivada m-ésima bajo la integral
es legitimo, uno reconoce que, m — 1 <a<myt <0,

t—a @

A ] (25

m—1
D" f(t) = D" f(t +ZF

=0

y por tanto, recordando la derivada fraccionaria de la funcién potencia (2.2),

—a+1

= t—CL - k)(,+ c o
( ALl >) —“Drf(1) 26)

OM

La definicién alternativa, esto es, la definicién 2.2.2, para la derivada fraccionaria
incorpora los valores iniciales de la funcién y de orden inferior que a.. La sustraccion
del polinomio de Taylor de grado m — 1 en ¢t = a™ para f(t) significa una especie
de regularizacion de la derivada fraccionaria. En particular, de acuerdo con esta
definicién, una propiedad relevante es que la derivada fraccionaria de una constante
sigue siendo cero, i.e.:

‘D*1=0, a>0. (2.7)

Exploramos ahora las principales diferencias entre ambas definiciones dadas para
las derivadas fraccionarias. Para la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, se
tiene:

D*(t—a)*7 =0, para j=1,2,...,[a] +1. (2.8)

De las propiedades (2.7) y (2.8) reconocemos los siguientes enunciados sobre
funciones, que para t > 0 admiten la misma derivada fraccionaria de orden «, con
n—1l1<a<nnéeN,

DUf(t) = D%(t) < f(t) = g(t) + Z cj(t —a)*™, (2.9)
y n
DUf(t) = D%(t) & f(t) = g(t) + Z ¢t —a)"™. (2.10)

En estas férmulas los coeficientes c; son constantes arbitrarias. Para probar todos
los resultados principales presentamos los siguientes lemas auxiliares.

Lema 2.2.2. [25] Sea a > 0 y sea y € L>(a,b) o C([a,b]). Entonces:

DIy (t) = y(b).
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Lema 2.2.3. [25] Sea o > 0 yn = [a]+1. Siy € AC"[a,b] 6y € C"|a,b], entonces:

(I °Doy)(t) = y(t) — (t—a)".

Lema 2.2.4. [25] Sea a > 0, entonces:
I “Dh(t) = h(t) +co+ert +eat> + .. ey 1"
para ¢; € R arbitrario, 1=0,1,2,...,n—1, n=a]+ 1.
Tenemos la siguiente version para la derivada de Riemann-Liouville:

Lema 2.2.5. [25] Sea a > 0, entonces:
I*Dh(t) = h(t) + cot* P+ et 2+ e t® P+ . F e 1077,

para ¢; € R arbitrario, 1=0,1,2,...,n—1, n=a]+ 1.

11



Capitulo 3

Algunas ecuaciones diferenciales
de orden fraccionario

3.1. Consideraciones generales

La ecuacién diferencial homogénea de segundo orden:

d*x(t)
dt?

=0 (3.1)
tiene por solucién general:
z(t) =co+ et (3.2)

con cg, ¢; constantes reales arbitrarias.
Si f:[0,400) — R es continua, entonces la solucién general de la ecuacién:

x(t)
o f), t>0 (3.3)
sera: .
z(t)=co+ct+ / (t —s)f(s)ds,
esto es,

z(t) =co+crt+ IPf(t). (3.4)

Para determinar una soluciéon pueden fijarse las condiciones iniciales:
z(0) = xg (3.5)

#(0) = 2, (3.6)

de manera que la solucién de la ecuacién (3.3) con las condiciones iniciales (3.5) y
(3.6), vendra dada por:

z(t) =zo+ a1t + /Ot(t —s)f(s)ds. (3.7)

Nétese que I?f es la (tinica) solucién de la ecuacién (3.3) con las condiciones
iniciales homogéneas, esto es, (3.5) y (3.6) con zo = z; = 0.

12



Al objeto de generalizar (3.1) y (3.3) al caso fraccionario, vamos a considerar las
ecuaciones:

d®z(t)
2 =0, (3.8)
' dxz(t)
0 fy, 0 (3.9)

con 1 < a<2.

Como primera diferencia, hay que resaltar que la derivada en (3.8) 6 (3.9) puede
considerarse en el sentido de Caputo o de Riemann-Liouville, dando lugar como
veremos, a soluciones y a condiciones iniciales diferentes.

3.2. Derivada de Caputo

Vamos a comenzar por la solucién de las ecuaciones (3.8) y (3.9) en el sentido
de la derivada de Caputo. Utilizando el lema 2.2.4 se tiene que:

z(t) = co + 1 t, (3.10)

es la solucién general de la ecuacién homogénea (3.8), con ¢y, ¢; nimeros reales
arbitrarios. Si imponemos las condiciones iniciales (3.5)-(3.6), entonces ¢y = xy y
c1 = x1, por lo que la solucién sera:

x(t) = xo + 21 t. (3.11)

Para la ecuacién no homogénea (3.9), también usando el lema 2.2.4, se ve que la
solucién general de (3.9) viene dada por:

2(t) = co+ ey t+ I°f (1), (3.12)

siendo ¢y, ¢; constantes arbitrarias.
Ademds xy = ¢, ya que I¢f(0) = 0.
Por otra parte:

i(t) =c+ DUIYf(t) =1 + I f(),
de manera que:
ZU(O) = Cq.

En consecuencia, la solucién de (3.9) junto con las condiciones iniciales (3.5)-(3.6)
serd:
x(t) =xo+ a1t + I°f(1). (3.13)

3.3. Derivada de Riemann-Liouville
Ahora vamos a considerar (3.8) y (3.9) con la derivada de Riemann-Liouville.
La solucién general de (3.8) se obtiene calculando la integral de orden « y usando
el lema 2.2.5:
z(t) = cot* et (3.14)
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con ¢y y ¢, constantes arbitrarias.

En este caso z no puede ser continua cuando ¢t — 0T, ya que a < 2, salvo cuando
c1 = 0. En este caso, z(t) = ¢gt* ' y 2(0) = 0, puesto que a > 1.

De esto se deduce que la condicién inicial (3.5) carece de sentido en el caso de la
derivada de Riemann-Liouville ya que no podré ser verificada salvo si xq = 0.

Por otra parte:

[(a)
i(t) = D'a(t) = o D'(t*7") = cg =~ t*7°
()= Dlalt) = o D) = o o s 00,
que nunca sera continua en 0 salvo si ¢y = 0.
En consecuencia, las condiciones iniciales clasicas (3.5) y (3.6) no son adecuadas
en el caso de la derivada de Riemann-Liouville.

Las pertinentes son:
D*?z(0) = x (3.15)

D 'z(0) =z, (3.16)

Noétese que para av = 2 se obtienen (3.5) y (3.6) respectivamente.

Para una descripcién fisica de estas condiciones puede consultarse [29].

Vamos por tanto a resolver la ecuaciéon homogénea (3.8) en el sentido de la
derivada de Riemann-Liouville junto con las nuevas condiciones iniciales (3.15) y
(3.16).

La solucién general viene dada por (3.14):

w(t) = cot* '+ t*72 (3.17)
Ahora:
D x(t) = o DMt ) + 1 D*THt*7?) = ¢ ['(a),
ya que:
D* (1) =T(a) por (2.2)
y
D" Ht*%) =0 por (2.8).
La condicién inicial (3.16) implica que z; = I'(a) ¢, 0 lo que es lo mismo ¢y =
71
I(

o)’
Analogamente:
D 2x(t) = cg D*2(tY) + ¢, D2 (t7?) = ¢ D(a) t + 1 T(a — 1),
ya que usando (2.2) se tiene que:

D2(t°71) = T(a) t,

Do 2(t72) = T(a — 1).

De esta manera:
D*?2(0) = ¢; (o — 1).
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Si queremos que se verifique la condicién (3.15) entonces:

D2 2(0) = o,
entonces zo = ¢; ['(a — 1), esto es,
Zo
g ==—.
" Dla—1)

Por tanto, la solucién de (3.8) con las condiciones iniciales (3.15)-(3.16) sera:

Zo

$(t) = m + m taiz. (318)

Para resolver la ecuacién no homogénea (3.9), usando nuevamente el lema 2.2.5,
tenemos que su solucién general es:

w(t) = ot + e t* 2+ Tf(1). (3.19)
Ahora:
D 'z(t) = coT(a) + DU f(t) = o T(a) + I f(2).

Por tanto:
D '2(0) = o I'(a),

lo que implica que:
sl

()

Co =
De la misma forma:
D 2x(t) = coT(a)t + e T(a — 1) + D*2I1°f(t) = co T(a)t + e T(a — 1) + I* f(t).

Dado que:
D*?2(0) = ¢; T'(a — 1),

se tiene que:

Zo
C1 =
" D(a—1)
y la solucion sera:
21 a—1 Lo a—2 «
t) = t — 1 f(t). 3.20
() = pas 7+ e T 1) (320)
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Capitulo 4

Analisis del movimiento de un
proyectil en términos del calculo
fraccional

4.1. Introduccion

El movimiento de un proyectil es uno de los problemas mas simples cuyos analo-
gos son omnipresentes en la fisica y practicamente no necesitan introduccién. El
objetivo de este capitulo es presentar una generalizacion del problema del proyectil
clasico basado en los métodos del cdlculo fraccional, en lo que se denominara de
ahora en adelante como el proyectil fraccional. El calculo fraccional es una extension
del céalculo ordinario y, como ya se ha visto en la introduccién, tiene una historia
de unos 300 anos, y representa una generalizacién de la diferenciacién ordinaria y
la integracién en un orden arbitrario [25, 30, 31]. Durante las dltimas décadas, el
calculo fraccional empezé a ser usado en varios campos, como por ejemplo: fisica,
ingenieria, biologia...y muchos resultados importantes fueron obtenidos; sin embar-
go, no fue usado para modelar el movimiento proyectil. En problemas aplicados se
requiere el uso de definiciones de derivadas fraccionarias, permitiendo la utilizacion
de condiciones iniciales fisicamente interpretables, como x(0),#(0),...,etc. La de-
rivada fraccionaria de Caputo y la derivada de Riemann-Liouville satisfacen estas
demandas. En este capitulo, aspiramos a extender la aplicacion del calculo fraccional
al problema del proyectil, de ahi, las caracteristicas del movimiento proyectil como
el tiempo de vuelo, rango, trayectoria y altura méxima seran discutidas desde el
punto de vista del calculo fraccionario.

4.2. Definiciones y preliminares

4.2.1. Derivada fraccionaria de Caputo

La derivada fraccionaria de Caputo de una funcion f se define como [31]:

da‘f — 1 ' _ \n—a—1¢(n .
dto _T(n—a)/o (=7 (@dr, (n—l<a<n).  (41)
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La transformada de Laplace de una funcién f(t) definida para todos los
nimeros positivos ¢ > 0, es la funcién F(s), definida por:

P(s) = LU0} = [ s
0
siempre que esté bien definido.
Si le aplicamos la transformada de Laplace a (4.1) nos d4 [31]:
n—1
{—f( )} s EMQ), n—1<a<n. (4.2)

dz®
m=0

4.2.2. Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

La derwada fraccionaria de Riemann-Liouville de una funcion f viene dada por:

(@) [ ey mor<a<w @y

dt*  T'(n— «)

Si le aplicamos la transformada de Laplace nos da:
n—1
- _ m p(a—m—1) .
{dxaf( )} “F(s) mzjos f 0), n—1l<a<n. (4.4)

4.2.3. Funcién Mittag-Leffler

Una funcion de dos parametros del tipo Mittag-Leffler se define por expansién
de series de la siguiente forma [31]:

oo m

z

£ = 2 Fam T )

m=0

(>0,6>0). (4.5)

La transformada de Laplace para la funciéon Mittag-Leffler es muy 1til para resolver
ecuaciones diferenciales fraccionarias:

mls®—5

[ e B = T (e > b 69
Por tanto: | ca—p
e R ™
80{ a m )

4.3. Formulacién del problema

Un problema familiar de fisica bésica consiste en determinar el movimiento de un
objeto que se proyecta en un medio espacial y esta sujeto a un campo gravitacional
uniforme. En esta seccion, consideramos la versién introductoria de este problema
en la cual el medio no ofrece resistencia al movimiento del proyectil. El proyectil
es tratado como una particula de masa m bajo una fuerza gravitacional uniforme y
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no se considera la fuerza de rozamiento en esta seccion. Bajo estas condiciones, las
ecuaciones clasicas del movimiento de una particula en el plano x — y vienen dadas

por:
d*x d?

)
My = 0, = —myg, (4.8)

m_
dt?

segun la clasica Ley de Newton, y con las condiciones iniciales:

z(0) =0, &(0) = vycos e,
y(0) =0, y(0) = vgsin ¢. (4.9)

esto es, el proyectil parte del reposo, con una fuerza inicial de médulo vy y un angulo
Q.

Ahora consideremos el problema de arriba en vista del enfoque fraccional. Antes
de hacer esto, pensemos en la siguiente cuestién: ;Cémo formular la aceleracién de
una particula en el enfoque fraccional? Parece razonable considerar, en vez de la
derivada segunda, una de orden fraccionario [32]. En vista de todo esto, podemos
escribir las ecuaciones diferenciales fraccionarias para el problema del proyectil de
la siguiente forma:

d“z d“y

—_— = —_— = 1 < 2. 4.1
T 0, T g, donde 1< a< (4.10)

donde para a = 2 tenemos el caso clésico (4.8).

Fisicamente, podemos interpretar las derivadas de x y de y respectivamente, como
la aceleraciéon arbitraria del proyectil en las direcciones horizontales y verticales, lo
cual se reduce a la aceleracion de la mecanica clasica si o — 2.

Veamos ahora cuales son las soluciones segiin usemos la derivada de Caputo [32]
o la derivada de Riemann-Liouville. Para ello seguiremos dos caminos distintos y ve-
remos que obtenemos los mismos resultados. Por un lado utilizaremos sus respectivas
transformadas de Laplace (4.2) y (4.4); y por otra parte “integramos directamente”
(utilizamos los resultados que obtuvimos en el capitulo 3).

Realicemos primero los cdlculos mediante la segunda de estas vias:

La solucién general de (4.10) con la derivada de Caputo es:

«

t) = t l)=—g9g ————=+d +dyt.
() =c+eat, y(t) gF(a+1)+ 1+ a2
Imponiendo las condiciones iniciales (4.9) se tiene:
z(t) =vo cospt, y(t)=—yg Tatl) +vpsin¢ t. (4.11)

Sin embargo, para la derivada de Riemann-Liouville las condiciones iniciales
correspondientes seran:

D> 21(0)
D"?y(0)

0, D*'2(0) = vgcos ¢,
0, D*'y(0) = vysin ¢. (4.12)

que para a = 2 coincide con las condiciones iniciales (4.9).
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La solucion general de (4.10) para la derivada de Riemann-Liouville es:

w(t) = cot* 2 4yt
D=dyt* 2+ d ot — —9 4o
y(t) = dot™" 4y T(a+1)
Ahora bien:

D a(t) = o D* N (t*7%) + ¢y D).

Usando (2.8) se tiene que D }(t*2) = 0 y por (2.2), D*71(t*7 1) = T'(«).

Por tanto D*z(t) = ¢; T'(a).

Usando la condicién inicial D*"12(0) = vy cos ¢, se deduce que ¢; = ”OFC(ZS)¢, de
manera que:

_ Vo COS P 4
t — tOé 2 —tOé
$( ) Co + F(Oé)

Usando la otra condicién inicial se puede obtener cq:

D 2x(t) = coT'(a — 1) + vy cos ¢ t,

va que DY2(t972) = T(a— 1) y D*2(t*71) = T'(a) t.
Por tanto D 2x(0) = 0 implica que ¢y = 0 y se tiene que:

UpCOS P
(t) = o) ' ' (4.13)
De la misma forma:
D*ly(t) = —gt + di I(e)
-1
Da_Q?J(t) ~ 9 9752 +doT(a—1) 4+ vgsin gt
de donde se obtiene d; = ”%?a )¢7 do = 0, es decir:
—g o . Vosing 4
ylt) = —— 1"+ ot (4.14)

T(a+1) ()

Usando ahora las respectivas transformadas de Laplace veamos que llegamos a
lo mismo:

Para la derivada de Caputo se tiene que la solucién de (4.10) se puede obtener
mediante la transformada de Laplace (4.2) como sigue:

s*X(s) — s 12 (0) — s*2i(0) = 0,
s*Y (s) — s 1y(0) — s*?(0) = —%. (4.15)

Usando las condiciones iniciales (4.9), se llega a que:
Vg COS ¢ B g Vg sin ¢
, Y(s) = - gatl 2

X(s) =

(4.16)

s2
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Por tanto:
gt*

a(t) =wocosgt, y(t) = Tt

+ vpsin ¢ t. (4.17)

Para la derivada de Riemann-Liouville, se tiene que la solucién de (4.10) puede
ser hallada usando la transformada de Laplace (4.4) de la siguiente manera:

s*X(s) — D*'z(0) — sD*?2(0) = 0,
5Y (s) — D y(0) — sD*?y(0) = —g. (4.18)
Utilizando las condiciones iniciales (4.12), obtenemos:

Vo Cos P Vg Sin ¢

g
X Y(s) = — 4.19
(5) = 220 y(s) = -2 (419)
De ahi se sigue que:
(t) PR 9t vosing o (4.20)
s = Up COS ey = —— Vo S1n —_—. .
0Ty Y Tla+1) " T(a)

4.4. Caracteristicas del movimiento de un proyec-
til en el calculo fraccional

Tres cantidades son particularmente relevantes para identificar, distinguir y ana-
lizar trayectorias: rango, altura maxima y tiempo de vuelo. El rango es la distancia
horizontal recorrida por el proyectil desde que se lanza hasta que aterriza. La altura
maxima es la altura en el punto méas alto de la trayectoria. El tiempo de vuelo
es la cantidad de tiempo que el proyectil estd en el aire desde que se lanza hasta que
aterriza.

Obtengamos cada una de estas cantidades usando la derivada de Caputo [32] y
la derivada de Riemann-Liouville.

4.4.1. Trayectoria
Caputo

Eliminando t de (4.17), obtenemos la trayectoria del proyectil fraccional en un
« arbitrario:

gz®
=t — . 4.21
y=tange (o + 1) (vg cos @)@ (421)
Si v — 2, (4.21) nos da la ecuacién clasica de la trayectoria:
_ _ 9 2 42
y=tan¢ x 5,2 S€¢ o T°. (4.22)
v

0
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Riemann-Liouville

Eliminando t de (4.20), se obtiene ahora la trayectoria del proyectil fraccional
para un « arbitrario:

B g () a1
y=tangw— IMNa+1) (UO cos gzﬁ) ' (423)

Nuevamente si @ — 2, a partir de (4.23) conseguimos la ecuacién clasica de la
trayectoria:

y=tang xr — % sec” ¢ a°. (4.24)
0
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4.4.2. Rango

El rango proyectil fraccional se define como el valor de x en el punto de

impacto.

Caputo
Asi, y =0 en x = Rp. De ahi, Ry viene dado por:

a [F(a +1)

Rp = (vg)a-T1 . ] m(sin ¢)ﬁ Cos ¢.

También si a — 2, (4.25) nos lleva al rango del proyectil clésico:

2 2
Re = ﬂsingb CoS .
g

(4.25)

(4.26)

Grafica del rango para la derivada de Caputo en funcién del orden de

derivacién « y del dngulo ¢ (vy = 2):
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Riemann-Liouville

Haciendo nuevamente y = 0 en x = Rp, se obtiene que en este caso, Rp viene
dado por:

Vg COS @ [ Vg sin ¢\ @1
R — ( ) 4.27
CT T Uy 427
Si a — 2, a partir de (4.27) obtenemos el rango del proyectil clésico:
2 2
Re = ﬂsingzﬁcos . (4.28)
g

Grafica del rango para la derivada de Riemann-Liouville en funciéon
del orden de derivacién « y del angulo ¢ (vy = 2):
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Comparacién de ambos rangos en funcién del orden de derivacién a y
del dngulo ¢ (vy = 2):
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4.4.3. Tiempo de vuelo

El tiempo de vuelo fraccional ¢r_ sgn: se define como el valor de t en el cual
el proyectil choca con el suelo.
Caputo

Por esto hacemos, y = 0 en t = tp_ fiigne, y de ahi:

(o + 1) vy sin ¢ ast
p :

(4.29)

LF—flight =

Aqui, hay que senalar también que el tiempo de vuelo cldsico tc_figne se puede
deducir de (4.29) si o — 2:

2 Vg sin ¢
to—flight = L (4.30)
Riemann-Liouville
Haciendo y = 0 en t = tp_fignt, Se obtiene:
Vg sin ¢
tr—flight = OT- (4.31)

Nuevamente, se verifica que el tiempo de vuelo cldsico to_ fiigns se puede obtener a
partir de (4.31) haciendo que o — 2:

2vg sin ¢

to—flight = (4.32)

4.4.4. Altura maxima
Caputo

El proyectil alcanza su altura maxima cuando la componente vertical de la
velocidad desaparece, i.e, y = 0. Resolviendo esta ecuacién para t, llegamos a que:

(o) thsin d1 1 (4.33)

Lalt—maz = |:
g

Sustituyendo (4.33) en y(t) en (4.17), obtenemos la altura maxima fraccional Hp:

Hp = (1 - é) [%} T (4 sin )=, (4.34)

De ahi, podemos obtener la altura maxima del proyectil clasico cuando o — 2:

v sin? ¢
He=22"7% 4.35
% (4.35)
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Riemann-Liouville

Resolvemos para t la ecuaciéon y = 0, y obtenemos:

(v — 1)vg sin ¢
p :

taltfmax -

(4.36)

Sustituyendo (4.36) en y(t) en (4.20), hallamos la altura méxima fraccional Hp:

Hp =

—((0 =1 wsing)*  (vpsing)” (04 - 1)”‘_1. (4.37)

[la+ g Ma) \ g
Ahora podemos obtener la altura maxima cldsica sin mas que hacer tender o — 2:

_ vEsin®¢

H
c 2

(4.38)

4.5. Relacion entre los rangos

Veremos en esta seccién dos teoremas: uno comparando el rango de un proyectil
usando calculo fraccional segin la derivada de Caputo con el rango en el caso clasico
[32], v otro comparando nuevamente el rango cldsico con el rango fraccional, pero
esta vez utilizando las formulas obtenidas para la derivada de Riemann-Liouville.
Teorema 4.5.1. Supongamos que u = %[F(oﬂ—l)]ﬁ [w]%, entonces la relacion
entre el rango de un proyectil usando cdlculo fraccional (segin Caputo) Rp_¢ y el
rango en el caso clasico Re viene dada por Rp_c = uR¢, por tanto:

ga—1 1

1. Rp_¢c=Rc sip=1, t.e., vygsing = [m]Qfag'

2&71

2. Re—¢ > Reo sip>1, i.e, vysing > [m]ﬁg

ga—1 1

3. Rp_c < Re si <1, i.e, vysing < [m]zfag_

Demostracion. Usando Rp_c y Re dados en las ecuaciones (4.25) y (4.26), obtene-
mos:

Rr_¢ a[F(oH—l)]all L1 g
= a1 | ———= - —_— 4.39
fs = 0P[R T g coso + dos (49
En una forma mas simple, tenemos:
RFfC 1 _1 [Vg Sil’l¢ i_ﬁ
— Z[T(a+ 1o [ } 4.40
s = 5l )= [ (4.40)
Por tanto: 5
1 1 [vpsing1as
Rrc=phe, p=[Dla+ 1))er SR8 (4.41)
Por tanto, Rp_c = Re cuando =1, i.e.,
1 1 i =
S0+ D] [UO o ¢] ~1. (4.42)
g
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Esto conduce a la condicién:

. 20 — 1 1254
Vp S11 (b = [m] g. (443)
Ademas, Rp_¢ > R¢ si > 1, lo cual requiere que:
. 20 — 1 125
Vg SIN ¢ > [m] g. (444)
De manera similar, Rp_¢c < R¢o si p < 1 y esto da:
. 20 — 1 1354
Vo sin ¢ < [m] g. (445)
[ |

QQ—Q(UO sin ¢)a—2aa—1
2T (a)
el rango de un proyectil usando cdlculo fraccional (segin Riemann-Liouville) Rp_ gy,

y el rango en el caso cldisico Ro viene dada por Rp_rr, = vR¢e, por tanto:

Teorema 4.5.2. Supongamos que v =

, entonces la relacion entre

_1
1. Rp_pr = Re siv =1, i.e., vgsing = (M) Q_Qé.

a%™

Q =

1
2. Rp_gpr > Rco siv > 1, i.e., vgsing > (iﬂ—(ﬁ"f) o

1
3. Rp_prr < Rg stv <1, e, UoSingb < <2F(o¢)>a—2

ac—1

Q |

4.6. Relacion entre las alturas maximas
Teorema 4.6.1. Supongamos que A = 2(1 — é)[F(a)]ﬁ[% sin gb]i%cf, entonces la
relacion entre las altura mdzima de un proyectil usando cdlculo fraccional (segin
Caputo) Hr y la altura mdzima en el caso cldsico Ho viene dada por Hp = AH¢,
por tanto:

1. Hr =Hg siA=1, i.e., vosing = [(2 — %)O‘*lf(a)]ﬁg.

2. Hp > He siA> 1, e, vosing > [(2— 2)*"'T(a)]74g.

3. Hp < Ho si A < 1, i.e., vpsing < [(2 — 2)*1T(a)] 7 .

Demostracion. Usando Hp y He dados en las ecuaciones (4.34) y (4.35), obtenemos:

A _ 29<1 - l) [?} ﬁ[vo sin ¢Ja-1 = 2<1 _ é) T(a)]7 [vo sginqﬁ] =

Al
46)

El resto de la demostracién se puede obtener facilmente como en el teorema 4.5.1. W

—~
>~
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4.7. Maximo rango de proyectil

En aplicaciones, el maximo rango de proyectil y el angulo de proyeccién éptimo
necesario deben ser de interés considerable (p.e., en situaciones para las cuales el
proyectil sirve como un sistema de entrega)[33]. Para maximizar Rp, es necesario
optimizar el angulo de proyeccién ¢, lo cual se desarrola a continuacion.

Nuevamente veremos dos teoremas: uno para los valores del angulo de proyeccion
optimo y el rango de proyectil maximo que obtenemos a partir de la ecuacion del
rango segun Caputo (4.25) [32], y otro para dichos valores utilizando la ecuacién del
rango segin Riemann-Liouville (4.27).

Teorema 4.7.1. El angulo de proyeccion optimo ¢pmaq y €l rango de proyectil mdxi-
mo Rp_ae vienen dados por:

_ ™ T
¢max:tan 1( )7 Z S¢mam<_7

1
voa—1 2

R maw = 1/ a; ! [F(O‘ja;)“g} =

Demostracion. La condicién necesaria para maximizar Rp ya se conoce del calculo
clésico y es ¥ = (0, dénde Ry viene dada por la ecuacién (4.25). Asi, es muy facil

d¢
obtener:
dR a F ]_ a% 1 ]_ 1
d_(;SF = (vg)=—T [%} ' [— (sing)a-11! 4 — 1(Sin ¢)a—1"' cos® ¢|.
Ahora, resolviendo la ecuacién dj% = 0 para ¢ = @az, Obtenemos:
1
mazr = tan~! ( )
¢ va—1

Ademas, 1 < a < 2 implica que 1 < \/O% <00, ie, T < Onar < 5.

Asi, si a — 2, tenemos ¢pq, = 7, que es el dngulo de proyeccién 6ptimo en el
caso clasico.

Para obtener el rango de proyectil maximo Rpg_,,4., sustituimos el ¢4, que
acabamos de hallar, en la ecuacién (4.25), y para facilitar los célculos utilizamos las
siguientes razones trigonométricas:

tan ¢
1+ (tan ¢)2
1

cos ¢ = T

sin g =

Por tanto nos queda:

Ry = /a; 1 [F(Oz\/%;)vg“}(fl'

Finalmente, podemos obtener la misma expresién del rango clasico méaximo
2
Re—maz = %0 si v — 2.
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0.95

0.90

0.85

0.80

Mostremos ahora algunas graficas que ponen de manifiesto lo visto en este teo-
rema:

Angulo de proyeccién 6ptimo con la derivada de Caputo:

16 17 18

Se observa que para a = 2, se obtiene el angulo 7.
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0.40

0.30 :
0.25 :
0.20 :
0.15 :

0.10

Rango de proyectil maximo con la derivada de Caputo (vy = 2):

16

Para a = 2, se obtiene el valor

1.7

9,8

18

= sin(F) cos(T) = 0,408163.. . .
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Teorema 4.7.2. El dngulo de proyeccion optimo ¢ y €l rango de proyectil mdxi-
mo Rp_ae vienen dados por:

Grmaz = tan" (Vo — 1);

™

T
— < mar <
4_¢ 2

vo \*/T(a+1)\e1 1 sa—1\%
e = (7)) ) 7w a) T
I'(a) g val a
Demostracion. Primero tenemos que maximizar la funciéon Rg, y para ello una con-
dicién necesaria es hacer 2 = 0, dénde Ry la obtuvimos en la ecuacién (4.27). Por

do
tanto, lo que obtenemos es:

djz = (Fz()g)>a<f‘(ag+ 1)>a1 [(a — 1)(sin ¢)* 2(cos ¢)* — (sin ¢)*|.

El siguiente paso, es resolver la ecuacién “EE = 0 para ¢ = Gmas, ¥ tras una serie

dé
de sencillos calculos llegamos a que:

Gmae = tan" (Vo — 1).

Por otra parte, 1 < a < 2 implica que 1 < \/% < oo, ie, § < g < 3

Cuando hacemos tender en la ecuacién de arriba a — 2, obtenemos ¢pqez = 7,
que es el angulo de proyeccion éptimo en el caso clasico.

Nos falta ahora hallar el valor del rango de proyectil maximo Rp_,,4., Y Para eso
sustituimos el ¢4, que acabamos de hallar, en la ecuacién (4.27). De nuevo como el
teorema anterior el uso de las siguientes funciones trigonométricas facilitara mucho
los célculos:

sing = —tend
1+(tan ¢)2

- _ 1

cos ¢ 1+(tan ¢)?

La férmula para el rango de proyectil méaximo, sera pues la siguiente:

o (2 (S (05

Se puede obtener a partir de ella la expresion del rango clasico maximo Reo_par =

’U2 .
;08105—>2.
[ |
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0.75

0.70

0.65

Angulo de rango maximo con la derivada de Riemann-liouville:

16 17

Nuevamente, para o = 2 se obtiene el dngulo 7.
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0.70

0.60

0.55

0.50

Rango maximo con la derivada de Riemann-Liouville (vy = 2):

16

17
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Comparacién de ambos angulos:
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Comparacién de ambos rangos maximos (vy = 2):

16 17 18
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