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May 17, 2011
To Whom it May Inspire,

I, like many of you artists out there, constantly shift between
two states. The first (and far more preferable of the two) is
white-hot, “in the zone” seat-of-the-pants, firing on all cylinders
creative mode. This is when you lay your pen down and the
ideas pour out like wine from a royal chalice! This happens
about 3% of the time.

The other 97 % of the time I am in the frustrated, struggling,
office-corner-full-of-crumpled-up-paper mode. The important
thing is to slog diligently through this quagmire of discourage-
ment and despair. Put on some audio commentary and listen
to the stories of professionals who have been making films for
decades going through the same slings and arrows of outrageous
production problems.

In a word: PERSIST.

PERSIST on telling your story. PERSIST on reaching your
audience. PERSIST on staying true to your vision. Remember
what Peter Jackson said, “Pain is temporary. Film is forever.”
And he of all people should know. So next time you hit
writer’s block, or your computer crashes and you lose an entire
night’s work because you didn’t hit save (always hit save),
just remember: you’re never far from that next burst of divine
creativity. Work through that 97% of murky abyssmal me-
diocrity to get to that 3 % which everyone will remember you for!

I guarantee you, the art will be well worth the work!
Your friend and mine,
Austin Madison

“ADVENTURE IS OUT THERE!”
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Resumen

El analisis topologico de datos y de estructuras complejas con un alto niimero
de unidades interdependientes se ha convertido en una de las ramas mas activas
de las matematicas. Las enormes cantidades de datos que se manejan en la ac-
tualidad y el descubrimiento de nuevos tipos de redes en biologia, informaética y
ciencias sociales han obligado a desarrollar técnicas novedosas de procesamien-
to que permitan revelar las estructuras topolégicas subyacentes. La homologia
persistente es una de ellas y sirve para identificar las propiedades topologicas
relevantes en una nube de datos o para codificar un grafo y descartar aquellas
caracteristicas que son simplemente ruido o no sobreviven a un anéalisis mas fino.
En este trabajo presentamos las definiciones basicas de homologia persistente,
su codificacion mediante unos diagramas, conocidos como codigos de barras,
que muestran visualmente aquellas caracteristicas topologicas que perduran a
lo largo del tiempo, y damos algunas aplicaciones para el estudio de diversos
tipos de grafos importantes en el analisis de redes complejas.

Abstract

Topological data and complex structure analysis with a high number of inter-
dependent units have become one of the most active branches of mathematics.
Nowadays, huge quantities of data are handled, and so the discovery of new
types of networks in biology, computing and social science has led to the de-
velopment of newfangled processing techniques so as to reveal the underlying
topological structures. Persistent homology is one of these techniques and al-
lows the identification of relevant topological properties within a data cloud or
the codification of a graph in order to dismiss noisy features or the ones that do
not survive to a more refined analysis. Basic definitions are introduced to deal
with persistent homology, as well as certain diagrams, known as barcodes, which
help on the visualization of those topological features that persist through time,
and some applications are given to study different types of graphs in complex
network analysis.

IX






Introduccion

El anélisis topologico de datos retne técnicas que posibilitan el estudio y
tratamiento de grandes cantidades de datos desde el punto de vista de la to-
pologia. Sin embargo, todos estos métodos deben afrontar algunos problemas
bésicos. En primer lugar, los conjuntos de datos son normalmente vectores muy
largos, de modo que se hace muy dificil su visualizacion al pertenecer a espa-
cios de dimensién grande. Por otra parte, es habitual que existan pérdidas de
informacion debido a una falta de precision en la obtencion de los datos (como
puede ocurrir en el caso de datos biologicos) o que la muestra no se haya tomado
uniformemente. Finalmente, un tercer problema es la aparicién de ruido, que
puede desvirtuar la interpretacion global de los datos.

La homologia persistente surge como una técnica del campo de la topologia
computacional que estudia conjuntos de datos a distintas resoluciones o esca-
las. Supongamos que tenemos una nube de datos que se corresponde con un
muestreo de puntos correspondientes a una variedad. El objetivo perseguido es
conseguir discernir la topologia de la variedad subyacente utilizando tinicamente
esos puntos como referencia. Pero si queremos usar herramientas matemaéticas
debemos dotar de una mayor estructura a los puntos. Los complejos simplicia-
les son construcciones que dejan al descubierto las propiedades topologicas de
interés mediante el calculo de su homologia simplicial.

Los complejos simpliciales que manejaremos dependen de un parametro. La
homologia persistente es la homologia simplicial calculada a través de un rango
de valores de ese parametro. Esto da una vision méas dindmica de la situacion, ya
que se calcula la homologia de una filtracién o sucesion creciente de complejos
simpliciales. Por otra parte, se elimina la necesidad de buscar un parametro 6p-
timo (que, a menudo, no es tnico ni facil de determinar) para el que la homologia
simplicial se ajuste a la realidad de los datos.

Asimismo, la homologia persistente es una estructura algebraica englobada
dentro de los moédulos de persistencia capaz de almacenar y codificar las pro-
piedades topologicas escondidas en un muestreo de puntos visto a través de una
filtracion. La codificacion de la informacion se hace a través de unos diagramas
llamados cédigos de barras. Estos diagramas constituyen un invariante y per-
miten apreciar visualmente el tiempo de vida de las caracteristicas topologicas.
Aquellas propiedades intrinsecas perduran en las filtraciones, mientras que el
ruido aparece y rapidamente desaparece, luego un vistazo rapido al cédigo de
barras proporciona una estimacion fiable de la topologia [7].

XI
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La existencia de este invariante, junto con algoritmos eficientes de calculo, ha
propiciado la apariciéon de numerosas aplicaciones préacticas de la teoria. Entre
ellas, la descripcion de formas [11], la eliminacion de ruido en datos de densidad
volumétricos [24], la deteccion de agujeros en redes sensoriales [15], el anélisis
de la actividad neuronal del cortex visual [39], el analisis de la estructura de
imagenes naturales [6, 22|, el reconocimiento de la forma de caminar humana
[31] o el analisis de redes complejas [9, 27| que veremos al final de la memoria.

La memoria se ha estructurado de forma que el capitulo 1 empiece tratan-
do los complejos simpliciales y los complejos simpliciales abstractos. Se pasa
después a exponer la homologia simplicial que se necesitan para presentar y
desarrollar correctamente la teoria de homologia persistente en un capitulo pos-
terior. Se dedica un apartado a tratar la invariancia homotépica, resultado de
gran importancia en la teorfa. Finalmente, el capitulo describe como se utilizan
la forma normal de Smith y el teorema de clasificacion de médulos finitamente
generados sobre un dominio de ideales principales para conseguir el algoritmo
clasico de célculo de la homologia simplicial. Se trata de un algoritmo simple y
constituye la base de otros algoritmos modernos mas eficientes.

El segundo capitulo se dedica a introducir, entre otros, el complejo de Cech
y el complejo de Vietoris-Rips. Estas son las dos construcciones clasicas de
complejos simpliciales a partir de nubes de puntos. Seguidamente, se repasan
algunas propiedades que relacionan estos dos complejos simpliciales entre si
y con el espacio topologico que representan y, para terminar, se mencionan
variantes de los mismos.

A continuacion, el capitulo 3 comienza tratando las filtraciones de complejos
simpliciales para dar paso, por fin, a definir la homologia persistente. Se consi-
deran dos tipos de filtraciones, dependiendo de si el parametro de la filtracion
toma valores naturales o reales. Los codigos de barras que después se presentan
resumen visualmente los cambios que sufre el complejo simplicial a lo largo de
una filtracion. Por otra parte, el capitulo también define los complejos de persis-
tencia y los modulos de persistencia y establece un teorema de clasificacién de
los moédulos de persistencia sobre cuerpos para filtraciones con indices naturales.
Este teorema de clasificacion permite afirmar que los codigos de barras son inva-
riantes de la homologia persistente. Posteriormente, se desarrolla y describe un
algoritmo de calculo de la homologia persistente basado tinicamente en élgebra
lineal. Para acabar, mediante un ejemplo se ilustran los pasos del algoritmo y
se incluyen unas breves notas histoéricas sobre la persistencia.

El dltimo capitulo se inicia con una revision bésica de la teoria de grafos. Bre-
vemente, se hace una exposicion de las herramientas computacionales utilizadas
para los analisis posteriores. El bloque central del capitulo es la exposicion de
una aplicaciéon practica de la homologia persistente en el estudio de redes com-
plejas. En particular, se consideran dos redes aleatorias y dos redes con datos
reales: una red de correos electrénicos que sigue una distribucién exponencial
y una red de colaboracién cientifica. Los analisis sirven para observar que las
propiedades persistentes tienen relacién con la robustez de las redes e, incluso,
permiten distinguir las topologias de redes de construccion similar.



INTRODUCCION XII1

Se incluye un apéndice con los cddigos desarrollados en los softwares R y
MATLAB que sirven para recrear los ejemplos de redes aleatorias analizados en
el capitulo 4.

La memoria finaliza con la bibliografia, que incluye las referencias citadas
a lo largo del texto. Cada capitulo tiene una referencia principal indicada al
comienzo, aunque secciones concretas mencionan puntualmente otras fuentes
consultadas.






Capitulo 1
Homologia simplicial

Uno de los problemas fundamentales de la topologia es conseguir determinar
si dos espacios topologicos son o no homeomorfos o, méas generalmente, si son
homotopicamente equivalentes. Dar una respuesta satisfactoria a esta pregunta
puede resultar muy dificil la mayoria de las veces. Estas dificultades derivaron
en el surgimiento de la topologia algebraica y en el estudio de propiedades
que permaneciesen invariantes para hacer mas sencilla la distincion de espacios
topologicos.

La homologia simplicial surgié durante esta busqueda de invariantes topolé-
gicos. La homologia simplicial formaliza la idea de encontrar los agujeros de una
determinada dimensién que tiene un cierto espacio. Sin embargo, la homologia
simplicial necesita una estructura poliédrica subyacente, lo que no la hace va-
lida para espacios que no sean suficientemente «buenos». De esta manera, esta
teoria dio paso al estudio de la conocida como homologia singular, que si per-
mitia desarrollar la teoria en espacios topologicos arbitrarios. Ademaés, ambas
homologias coinciden para aquellos espacios donde la primera se puede calcular.
A pesar de esto, la homologia singular resulta de muy dificil cédlculo en muchos
casos.

La irrupcién y desarrollo de la computacion a finales del siglo XX provoco
que los complejos simpliciales cobraran de nuevo importancia en la topologia
algebraica debido a las posibilidades que brindan los ordenadores para su trata-
miento. Este hecho y sus aplicaciones en muchos d&mbitos cotidianos provocaron
el regreso al estudio de la homologia simplicial.

La exposicion del capitulo sigue en gran parte [2], incorporando también
elementos de [34].

1.1. Complejos simpliciales
La idea béasica para entender el origen de los complejos simpliciales es verlos

como una generalizacion de las triangulaciones de las superficies. Decimos que
los n+1 puntos vy, vy, . . ., v, de R™ son afinmente independientes si los vectores



2 CAPITULO 1. HOMOLOGIA SIMPLICIAL

v1—g, . . - , Un— Vg son linealmente independientes. Esta nocién de independencia
afin garantiza que los puntos no se encuentran contenidos en algin hiperplano
de una cierta dimension y sirve para definir la estructura bésica utilizada para
construir la homologfa simplicial.

Definicion 1.1. Un simplice de orden n o n-simplice es la envoltura convexa de
n + 1 puntos afinmente independientes. En otras palabras, dados vg,v1,...,v,
puntos afinmente independientes de R™ se llama n-simplice al conjunto

o= {x:Z)\ivi e R™: Z)\izl,/\i > 0 para todo z}

=0 =0

Los coeficientes \; se conocen como coordenadas baricéntricas y los puntos v;
son los wvértices del simplice, con ¢ =0,...,n.

Habitualmente, denotaremos un n-simplice mediante un conjunto de n + 1
elementos formado por sus vértices, o = {vo, .. ,vn}, o mediante una yuxtapo-
sicién de los mismos, 0 = vg - - - Uy,

Definicién 1.2. Sean ¢ y 7 dos simplices. Se dice que T es una cara de o, y lo
denotamos por 7 < o, si todos los vértices de 7 son vértices de 0. Si T # oy
7 < o, diremos que 7 es una cara propia de o y escribiremos 7 < o.

Los complejos simpliciales son familias de simplices que cumplen dos propie-
dades que recuerdan a las que verifican las triangulaciones.

Definicion 1.3. Un complejo simplicial finito K es una coleccion finita de
simplices verificando las siguientes condiciones:

(1) Si 01,09 € K, entonces la intersecciéon o1 Nos es vacia o bien es una cara
comun a o1 y a 0s.

() Sice Kyt <o, entonces 7 € K.

Un subcomplejo de K es una subcoleccion de simplices de K que sigue siendo
un complejo. La dimension de K es el nimero dim K = méx{dimo: o € K}.

Observacion 1.4. Todo n-simplice o determina un complejo simplicial finito de
dimension n formado por él mismo y cada una de sus caras.

Sea K un complejo simplicial en R™. De considerar todos los puntos de los
simplices de K surge un subespacio de R, que llamaremos poliedro subyacente
a K y que podemos expresar como sigue:

Kl=Jo

ceK

Mas adelante dotaremos de una topologia al poliedro subyacente y veremos
su importancia, pues la homologia de un espacio X dependeré tinicamente del
tipo de homotopia de | K|, para un complejo simplicial K asociado a X adecuado.
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1.2. Complejos simpliciales abstractos

Pese a su sencillez, la gran rigidez que poseen los complejos simpliciales
definidos en la seccién anterior obligd6 a buscar una definicién un poco més
abstracta que permitiese una mayor facilidad de manipulacion.

Definicion 1.5. Sea V un conjunto. Un complejo simplicial abstracto K es una
coleccion no vacia de partes finitas de V' verificando las siguientes condiciones:

(1) {v} € K para todo v € V.
(1) Dado o € K, todo subconjunto de o pertenece a K.

Los elementos del conjunto V' se llaman vértices de K y los elementos de K
son los simplices de K. Ademas, cualquier subcoleccion de K que siga siendo un
complejo se denomina subcomplejo de K.

La dimensién de un simplice o € K es el cardinal de o como conjunto menos
una unidad. La dimensién de un complejo K se define como el supremo de las
dimensiones de sus simplices (puede no ser finita):

dim(K) = sup{#o: 0 € £} — L.

La nocién de complejo simplicial abstracto formaliza las propiedades que
cumple el conjunto de simplices de un complejo simplicial.

Es claro que a todo complejo simplicial K se le puede asociar un complejo
simplicial abstracto /. En primer lugar, se toman como vértices de K los vér-
tices de K etiquetados de alguna forma. Finalmente, los simplices de K son los
subconjuntos formados por aquellas etiquetas que se corresponden con vértices
de K que estan situados en un mismo simplice de K.

Reciprocamente, todo complejo simplicial abstracto finito I admite una rea-
lizacion geométrica como complejo simplicial finito en algin R™. Para cons-
truirla, basta con embeber el conjunto de vértices de K como un subconjunto de
puntos afinmente independientes en R™, para una dimension m suficientemente
grande.

Cada simplice de K se puede identificar entonces con el simplice geométrico
en R™ generado por los correspondientes vértices embebidos. La realizacion
geométrica de KC, que denotaremos por |K|, es la union de todos estos simplices
geométricos. Esta realizacion geométrica es trivialmente el poliedro subyacente
a algin complejo simplicial finito, de ahi la notacién.

En caso de que el complejo simplicial abstracto K no sea finito el razonamien-
to anterior no es valido. Pese a ello, también es posible construir la realizacion
geomeétrica de K. Los detalles para el caso general pueden encontrarse en [34].
Sin embargo, en lo que sigue tnicamente trabajaremos con complejos simplicia-
les abstractos finitos, por lo que no se hace necesaria esa demostracion.

Ejemplo 1.6. A continuacion se muestra un ejemplo sencillo de un complejo
simplicial abstracto que representa una triangulacion de la banda de Mobius.
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U3 Vg Us Vo

j Vo (% (%] U3
\

\

Figura 1.1: Banda de Mdbius junto a una triangulaciéon. La banda esta tomada de [28].

En este ejemplo, el conjunto de vértices viene dado por
V= {U07 V1, V2, V3, V4, U5},

mientras que el complejo simplicial abstracto se puede expresar como

K = {vo,v1,v2,v3,v4, v5,
VoV1, VoV2, VoV3, VoV4, VoUs, V1V2, V1V4, V1V5, U2V3, U2Vs5, U3V4, U4Vs5,

VoV1V4, VoU2V3, VoU2V5, VoU3 V4, U1V2Vs, 111”04?)5}'

Para expresar los elementos de I se ha dado de alguna forma un «sentido
de recorrido». Por ejemplo, el 2-simplice vyvavs podriamos haberlo expresado
COmo VoV3Vs2, ValgU3, VaU3Vy O cualquier otra permutacion de los vértices. Es
claro que todas sirven para expresar el mismo triangulo como figura geométrica.
No obstante, esta orientacion en los simplices serd importante para introducir
una estructura de moédulo a partir de los elementos de K y poder hablar de la
homologia del complejo simplicial abstracto.

Este ejemplo también pone de manifiesto la facilidad con la que los ordena-
dores pueden manipular los complejos simpliciales abstractos: el complejo queda
determinado conociendo el conjunto de sus vértices y una lista con las conexiones
establecidas entre ellos.

En cuanto se define un nuevo concepto matematico dotado de una cierta
estructura el siguiente paso es considerar aquellas aplicaciones entre ellos que
respeten esta estructura.

Definicion 1.7. Sean K; y Ky dos complejos simpliciales abstractos y sea
p: Vi — V5 una aplicacion definida entre sus conjuntos de vértices. Se dice
que ¢ es una aplicacion simplicial si dado un simplice {vg,...,v,} € K1 se
verifica que los vértices p(vp), ..., ¢(vq) forman un simplice de Ks.

Cometiendo un abuso de notacion, escribiremos ¢: K3 — Ko para referirnos
a una aplicacién simplicial entre los vértices de K1 y Ks.
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También es preciso el concepto de «igualdad» o «equivalencia» de complejos
simpliciales abstractos una vez tenemos definidas las aplicaciones entre ellos.

Definicion 1.8. Dos complejos simpliciales abstractos 1 y g se dicen isomor-
fos si existe una biyeccion ¢: V3 — Vs entre los conjuntos de vértices de ambos
complejos de forma que {vo,...,v,} € K1 si, y solo si, {¢(vo),...,¢(ve)} € Ka.

En lo que sigue, a menudo obviaremos los adjetivos «abstracto» y «finito»
y hablaremos simplemente de un «complejo simplicial».

1.3. Homologia simplicial orientada

Antes de definir la homologia simplicial, es necesario introducir una estruc-
tura algebraica en los complejos simpliciales. Para ello, daremos una orientacién
en cada simplice del complejo mediante una relacién de equivalencia. Esta re-
lacién genera dos clases de equivalencia para cada simplice, lo que permitira
establecer un signo, es decir, lo que conoceremos como una cadena simplicial y
su opuesta. Finalmente, una aplicaciéon lineal entre los simplices de una cierta
dimension y los simplices de una dimensiéon una unidad menor permitira poner
en marcha toda la maquinaria del algebra homologica.

Sea K un complejo simplicial. Dado un simplice o = {vy, ..., vq}, con g > 0,
se define la siguiente relacién de equivalencia sobre el conjunto de las ordena-
ciones de los vértices de o:

(U07 s 7Uq) ~ (UF(O)a s aUTr(q))

si 7 es una permutacion par de los indices. Esta es una relaciéon de equivalencia y
origina dos clases de equivalencia, cada una llamada orientacion de o. En otras
palabras, dos simplices con los mismos vértices poseen la misma orientacion si
se puede pasar de uno a otro mediante un ntimero par de trasposiciones en el
orden de los vértices. Al escoger una de las orientaciones, o se dice un simplice
orientado. Cabe decir que los 0-simplices solo tienen una orientacién al estar
formados por un tnico vértice.

En adelante, escribiremos [v, ..., v,| para denotar el simplice {vo,...,vq}
con la orientaciéon definida por la ordenacion de los indices.

A continuacion, se introducen las estructuras algebraicas que usaremos en el
resto del texto. Fijamos un anillo unitario y conmutativo R y consideramos las
dos posibles orientaciones o' y o2 de un g-simplice o.

Definicion 1.9. Se define el R-mddulo de q-cadenas simpliciales orientadas, y
se denota por Cy(K; R), como el cociente del R-médulo libre generado por todos
los g-simplices o de K por el submédulo generado por los o' + 2. Los elementos
de Cy(K; R) se llaman g-cadenas simpliciales orientadas.

Resulta que los elementos de C,(K;R) son combinaciones lineales de g-
simplices con coeficientes en el anillo R. Ademéas, Cy(K; R) es un R-moédulo
libre con una base dada por cada g-simplice ¢ € K tomado con una orientacion,
identificando la otra orientacién con el elemento —o del R-modulo.
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Por otra parte, como los 0-simplices son los vértices y estos solo tienen una
orientacion posible, Cy(K; R) es el R-modulo libre generado por los vértices
de K. También se tiene que estos R-modulos tnicamente estan definidos para
q > 0, pues no existen simplices de dimensiéon negativa. Asimismo, se entiende
que Cy(0; R) = 0 para todo ¢ y que Cy(K; R) = 0 si ¢ > dim(K).

Definicion 1.10. Llamamos operador borde de orden g al homomorfismo de
R-moédulos
0y: Cy(K; R) — Cy—1(K; R)
dado por la extension lineal de
q

0g([v0, -+, vg]) = D _(=1)*[v0, -+, Bir -, 1),

i=0
donde [vg,...,D;,...,vq] representa el (¢ — 1)-simplice orientado resultante de
eliminar en [vg,...,v,] €l vértice que ocupa la posicion i.

Antes de proseguir, tenemos que comprobar que J, esta bien definido y que
04(—0) = —04(0) para un g-simplice o. Para ello, basta con ver que el lado
derecho de la igualdad en la definiciéon anterior cambia de signo al permutar dos
vértices adyacentes en [vo, ..., vq]. Comparemos, pues, las expresiones de

8q([v0,...,vj,ij,...,vq]) y Gq([vo,...,vj+1,vj,...,vq]).

Si el indice de la suma i ¢ {j, 7+ 1}, entonces el resto de sumandos de ambas
expresiones difieren precisamente en el signo: los términos son iguales, salvo la
permutacion de los vértices v; y vj41 que provoca el cambio de signo.

Veamos ahora los sumandos cuando el indice de la sumaesi=jei = j+1.
En la primera expresion, se tiene

j+1
(71)][1}0, e ,Uj_l, Uj+17vj+27 e ,’Uq] —+ (71)j [’Uo, - ,vj_l,vj,vj+2, . ,’Uq].
En la segunda expresion, se tiene
j j+1
(71)‘7[7)0, e ,’Uj_l, ’Uj, ’Uj+2, ey 'Uq} —+ (71)j [’U(), ey Uj_l,?)j+1,’1}j+2, e ,’Uq].
Efectivamente, estas dos expresiones difieren en un signo.

Ejemplo 1.11. Sea K un complejo simplicial de dimensién 2. Supongamos que
Co(K; Z) estéa generado por el conjunto de vértices {vg, v1, va, v3}, que C1(K;Z)
tiene por base a {[vg, v1], [v1,v2], [Vo, V2], [U2,v3]} ¥ que la base de Co(KC;Z) es
{[’Uo, V1, UQ]}.

El operador borde 0y: C3(K;Z) — C1(K;Z) actia asi:

02(8[vo, v1,v2]) = 8([v1, v2] — [vo, V2] + [vo, v1]).

Por su parte, el operador borde de orden 1 hace lo siguiente sobre una com-
binacion lineal de elementos de la base de C1(K;Z):

81(2[’02,1}3] + 5[’1}0,’01]) = 2(v3 — ’1)2) + 5(7}1 — ’U()).

(
Finalmente, se tiene que dy: Co(K;Z) — C_1(K;Z) es necesariamente el

homomorfismo nulo ya que C_1(K;Z) = 0.
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Un calculo rutinario sirve para comprobar el siguiente resultado.
Proposicion 1.12. El operador borde verifica que 04 © 041 = 0 para todo q.

Demostracion. En efecto, al hacer el calculo

q+1
(8q o 8q+1)[v0, cee 7Uq+1] = 8q (Z(—l)z[vo, ce ,’[Ji, cen ,’Uq+1]>

i=0
q+1
i 1 ~ ~
= § (71) E (71)J[v03"'7vja"'7via'~'avq+1]
i=0 j<i
- R R
+§ (71)] [v07'"7vi7"'7vj7"'7vq+1]
i>i
los términos de ambas sumas se cancelan por parejas. O

La proposicién anterior es crucial porque convierte a (Co(K; R),ds) en un
complejo de cadenas. La propiedad d,009,+1 = 0 implica que Im(9,41) C ker(9,)
para todo ¢g. La imagen y el nticleo del operador borde definen dos submodulos
de Cy(K; R) que reciben nombre propio debido a su importancia.

Definicién 1.13. Llamamos g-ésimo R-mddulo de ciclos a Z4(IC; R) = ker(0,).
Llamamos g-ésimo R-mddulo de bordes a By(K; R) = Im(0g41).

Definicion 1.14. Se define el g-ésimo R-mddulo de homologia simplicial de IC
como el siguiente cociente:
Zq(’Q R)

H,(K;R) = By R)’

Se define también el g-ésimo nimero de Betti de K, denotado por 4, como el
rango de H,(K; R).

Proposicion 1.15. Sean K1 y Ko dos complejos simpliciales y ¢: K1 — Ko
una aplicacion simplicial. Entonces, para todo ¢ > 0 la aplicacion ¢ induce un
homomorfismo de complejos de cadenas

Cy(p): Cq(Ka; R) — Cy(Ky; R)

definido por la extension lineal de

[p(v0),...,0(vg)] sino aparecen vértices repetidos,
Cq(@)lvo, - .- vg] = !
0 en otro caso.

En particular, Co(id) = id y si ¢: Ko — K3 es otra aplicacion simplicial se
tiene que Co(th 0 ) = Co(1)) 0 Co(ip).
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Demostracion. Es obvio que la definicion de Co(p) no depende de la permu-
tacion que da la orientacion. Para comprobar que define un homomorfismo de
complejos de cadenas, tenemos que demostrar que 83 o0 Cy(p) = Cy—1(p) o 8;
para ¢ > 0 (el caso ¢ = 0 es inmediato). Basta comprobarlo en los simplices
orientados, ya que estos forman una base. Sea o = [vo, ..., vq] € Cq(K1; R).

Si al aplicar ¢ no se repite ningtn vértice, entonces

(Ca=1() 00]) [vo, - - -, vg] = Cy1() (Z(—l)i[vo, . ,@i,...,vq}>

=0

=3 (-1 e es @(00), -y 0(0g)]

=0
= (97 2 Co(¥) [0, -+, vg)-

Si al aplicar ¢ se repite algtin vértice, pongamos ¢(v;) = @(vg), se tiene que
(83 0 Cy()) [vo, ..., vg) =0y, por otra parte,

(Cq,1(¢) o (9;) [’UQ, ey ’Uq] = qul((ﬂ) (Z(—l)i[vo, . ,f}i, ey Uq}>

=0

q
Z ['Uo,...,'f)i,‘..,’l)q]

s

pues si ¢ ¢ {j,k} hay un vértice repetido y Cq_1(p)[vo,...,0i,..., 04 = 0y,
suponiendo que j < k, se verifica que

(1) [2(00);s -+, @(07)s -+, (VR - -, plvg)]
+ (D p(00)s -+ s 0 (03), oy D (U - - s ()]

:( —1)I(=1)kI- 1—|—(—1)k) [o(v0)s - o(v5), ..., o(Vk)s - -, o(vg)]
= (=D (=)F) [p(00), - 005, 9k, - ()]
=0

ya que son necesarias k — j — 1 trasposiciones para pasar de un simplice al otro
(contando desde 0, el vértice ¢ (v ) ocupa la posiciéon k—1 en el primer simplice).

Finalmente, las igualdades C,(id) = id y Co (100 ) = Co(th) 0 Co () resultan
inmediatas a partir de la definicién del homomorfismo en cada grado. O

Una vez probada la existencia del homomorfismo anterior, es un resultado
general de homologia que un homomorfismo de complejos de cadenas induce un
homomorfismo en homologia.

Corolario 1.16. Toda aplicacion simplicial p: K1 — Ko induce un homomor-
fismo

Hy(): Hy(Ky; R) — Hy(K2; R)
tal que Ho(id) = id y He(¢) 0 ) = He(10) 0 He() para tp: Ko — K3 simplicial.
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Este homomorfismo viene dado de la siguiente forma: si [z] € Hy(K1; R) es
la clase de un g-ciclo, entonces H,(¢)([z]) = [Cy(0)(2)].

1.4. Invariancia homotoépica

En la seccién anterior hemos descrito un proceso para asociar un R-moédulo
graduado a un complejo simplicial K. La presente seccion pretende recoger un
resultado de gran importancia que afirma que estos médulos de homologia solo
dependen del tipo de homotopia del poliedro subyacente |K|. Como los objetivos
de este trabajo son otros, no se dara una demostracion de este hecho. La prueba
puede encontrarse en [2| o en [34], que dedican un capitulo entero cada uno a
tratar este asunto.

Empezamos dando una topologia al poliedro |K|. Para ello, en un primer
momento parece natural plantearse dar la topologia relativa de R™, ya que
|| € R™. También existe la posibilidad de dar al poliedro la topologia débil
de los simplices: la mayor topologia que hace las inclusiones o < || continuas.
Sin mas que tener en cuenta que los simplices son subespacios compactos de
R™, es inmediata la siguiente afirmacion.

Proposicion 1.17. La topologia relativa y la topologia débil de |K| C R™ coin-
ciden. Adn mds, esta topologia hace a |KC| compacto.

La proposicién anterior no es cierta si K no es finito. En general, la topologia
débil de |K| es mas fina que la topologia relativa que hereda de R™.

De esta manera es también inmediato que A C |K| es cerrado (abierto) si, y
solo si, AN o es cerrado (abierto) en o para todo o € K.

Una vez introducida una topologfa en |K| tiene sentido la siguiente definicion.

Definicién 1.18. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que X es triangulable
si existen un poliedro |K| y un homeomorfismo h: || — X. En ese caso, se dice
que el par (I, h) es una estructura simplicial o triangulacion de X.

Estamos ya en condiciones de enunciar el principal resultado que recogera
esta seccion.

Teorema 1.19. Si K1 y Ko son dos complejos simpliciales tales que sus polie-
dros subyacentes |K1| y |Ko| tienen el mismo tipo de homotopia, entonces los
mdédulos de homologia Hy(KC1; R) y Hy(Ko; R) son isomorfos para todo q.

En particular, los médulos de homologia son invariantes topologicos para
cualquier poliedro |K|. Esto permite dar la siguiente definicién.

Definicion 1.20. Sea X un espacio topologico triangulable. Se define el g-ésimo
R-mddulo de homologia de X como H,(X; R) := H,(K;R), donde (K, h) es una
triangulacion de X.

Para un espacio triangulable puede probarse que la homologia simplicial
coincide con su homologia singular [34, Capitulo 4, §34], por lo que se trata
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de una buena definicion. Obviamente, la definiciéon anterior no depende de la
triangulacion escogida ya que los poliedros que dan las dos triangulaciones son
homeomorfos por definicion (y, por tanto, del mismo tipo de homotopia).

1.5. Computabilidad

Como ya se ha comentado previamente, la homologia simplicial es extrema-
damente 1til debido a su computabilidad. Ello permite calcular toda la informa-
cion relevante en tiempos de ejecucion razonables. La clave del proceso reside
en las matrices asociadas a los operadores borde 9,, que posibilitan el desarrollo
de un algoritmo para calcular los médulos de homologia en cualquier grado y
los respectivos niimeros de Betti.

1.5.1. Forma normal de Smith

El algoritmo parte del teorema de diagonalizacién de matrices con coeficien-
tes sobre un dominio de ideales principales.

Teorema 1.21 (de diagonalizacion). Sea R un dominio de ideales principa-
les. Supongamos que A € My,xn(R). Entonces, A es equivalente a una matriz
diagonal

ai
diag(ay,...,ax,0,.7.,0) = 0 ,
ar
0 0
donde a; # 0 para 1 < i < k y se verifica que ay|---|ak, esto es, a; divide a

ait1 parat € {1,...,k—1}.

La matriz diagonal resultante de aplicar el teorema de diagonalizacién se
denomina forma normal de Smith y se consigue mediante sucesivas transforma-
ciones por filas y columnas de la matriz original. La demostraciéon que propor-
ciona el algoritmo de reduccién tanto para dominios euclideos como para el caso
general de dominios de ideales principales puede encontrarse en [25, Capitulo 7].

El segundo enunciado crucial para nuestros propoésitos es el teorema de es-
tructura para modulos finitamente generados sobre dominios de ideales princi-
pales, un resultado muy importante y ampliamente conocido.

Teorema 1.22 (de estructura). Sea R un dominio de ideales principales. Su-
pongamos que M es un R-mddulo finitamente generado. Entonces

M = (R@ L EBR) fan) (R@ k @R> ,
(a1) (ar)
donde los r primeros sumandos se corresponden con la parte libre de M, denota-
da por L, y los k sumandos restantes con la parte de torsion de M, denotada
por Thy. Ademds, se tiene que los elementos aq, ..., ar € R, denominados coefi-
cientes o elementos de torsion, son no nulos, dnicos y verifican que ay|---|ay.
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Los detalles de la demostracion se pueden consultar en [32, Capitulo 111, §7],
principalmente recogidos en los teoremas 7.3 y 7.7 de dicha referencia.

En lineas generales, la demostraciéon interpretada en términos matriciales
sigue los pasos descritos a continuaciéon. Por ser M finitamente generado pode-
mos tomar una familia finita de generadores {z1,...,z,} de M junto con una
presentacion €: F' — M, donde F es un R-moédulo libre de rango n. Al aplicar el
primer teorema de isomorfia a la aplicacion sobreyectiva que da la presentacion
obtenemos que

F
ker(e)

Si suponemos que una base de F es {ej,...,e,}, entonces se verifica que
e(e;) =z, con 1 < i < n. Como ker(e) es un submodulo de F, se tiene que ker(e)
es libre de rango menor o igual que n. De esta forma, la sucesién exacta corta
ker(e) — F — M permite escribir una familia finita de generadores { f1,..., fin}
de ker(e) en funcion de los generadores de F' como

~

f1 a1 aiz - Q1p €1
P a1 Qg2 - A2p €2
. = )
fm Am1 Am2 - Omn €n
donde la matriz A := (a;;) € My,xn(R) tiene los coeficientes en el dominio
de ideales principales R. El teorema de diagonalizaciéon nos permite reducir la
matriz A a su forma normal de Smith, pongamos diag(a, ..., ax,0,.7.,0). Esta

matriz es equivalente a A, por lo que podemos escribir

ay

X 1AY = 0

0 0

siendo X € Myxm(R) e Y € M, xn(R) matrices inversibles. Las matrices
X e Y determinan nuevas bases {f1,...,fl.} v {el,...,e,} de ker(e) y F,
respectivamente.

Ahora bien, como diag(aq,...,ax,0,.7.,0) es la matriz de {fi,..., f,} con
respecto a {e], ..., el }, podemos expresar la nueva base de ker(e) de la siguiente
forma:

f{:aie;7 1<i<k.
Por tanto, el isomorfismo ﬁ(s) & M y estas relaciones entre las dos nuevas

bases de F' y ker(e) permiten concluir que la forma normal de Smith de A
proporciona la descomposicién de M dada por el teorema de estructura. Las k
entradas no nulas de la diagonal son los coeficientes de torsion de M, que nos dan
T Ademas, como consecuencia del teorema de diagonalizacion, los coeficientes
de torsion verifican que ay |- - - |ag. Por su parte, las r = n — k columnas de ceros
indican el namero de copias del anillo R que conforman L ;.



12 CAPITULO 1. HOMOLOGIA SIMPLICIAL

1.5.2. Algoritmo para las matrices de incidencia

Puesto que haremos uso de los dos teoremas de la seccion previa, en lo que
sigue supondremos que R es un dominio de ideales principales, aunque no se haga
mencion explicita. Sean M y M’ dos R-modulos libres y finitamente generados.
Fijemos bases {e1,...,e,} v {€],..., e} para cada uno, respectivamente. Si
f: M — M’ es un homomorfismo de R-mo6dulos, entonces podemos escribir

para ciertos a;; € R. La matriz (a;;) se llama matriz asociada a f con respecto
a las bases de M y M’. El teorema de diagonalizacion nos permite reducir esta
matriz a su forma normal de Smith. A continuacién, vamos a plantear esta
misma situacién en el contexto homolégico en el que estamos trabajando.

Dado un complejo simplicial &, para cada grado ¢ tenemos el operador borde
04: Cy(K; R) — Cy—1(K; R), que es un homomorfismo de R-mo6dulos. Fijamos
bases en C,(KC; R) y Cy—1(K; R) orientando los simplices y denotamos por M (9;)
a la matriz asociada al operador borde 9,. Las entradas de estas matrices tienen
sus coeficientes en el conjunto {—1,0,1} C R, por lo que se pueden ver como
matrices de incidencia.

Las formas normales de Smith de las matrices M (9,) no solo son importantes
para poder simplificarlas al méximo, sino que probaremos que contienen toda
la informacion necesaria para determinar los médulos de homologia de K.

Antes de demostrar la validez de esta afirmaciéon introduciremos nueva ter-
minologia y probaremos unos resultados previos. Nétese que las siguientes dis-
cusiones son ciertas en el contexto general de un complejo de cadenas finito
(Ce,0s), siendo cada R-modulo Cy libre y finitamente generado. La estructura
simplicial no interviene en ningn momento. Sean Z, = ker(9,) y By = Im(9y+1)
los submédulos de ciclos y bordes, respectivamente.

Definicién 1.23. Llamamos g-ésimo R-mddulo de bordes débiles a
Wy ={cg € Cq: INE R, A#0, con Ay € By}

Los bordes débiles constituyen un R-moédulo intermedio entre el de bordes
y el de ciclos.

Lema 1.24. En las condiciones anteriores, los R-mddulos de bordes, bordes
débiles y ciclos verifican la siguiente cadena de inclusiones para todo q:

B, cW,CZ,CC,.

Demostracion. La primera inclusién es obvia, pues basta tomar A =1 € R. La
tercera inclusion es cierta por construccion.

La segunda inclusién se deduce de que C, es libre y, por tanto, libre de
torsion. La igualdad Acy = Og41(dg+1), con A # 0, implica que

0q(Aeq) = Ay(cq) =0,

de donde se sigue inmediatamente la relacién de contenido. O
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El siguiente teorema proporciona un resultado anélogo al de bases para es-
pacios vectoriales, pero adaptado al contexto de R-mo6dulos y complejos de ca-
denas. Se trata del paso previo al calculo efectivo de los médulos de homologia
de cualquier complejo simplicial.

Teorema 1.25. Sean R un dominio de ideales principales y (Ce, 0s) un comple-
jo de cadenas finito. Supongamos que cada R-modulo Cy es libre y finitamente
generado. Entonces, para cada q existen submddulos Uy, Vy, Wy C Cy tales que

Co=Us@ V0 W,,
donde 9,(Vy & W) = 0.

Demostracion. Sean By, Wy y Z, los submédulos de bordes, bordes débiles y
ciclos ya conocidos. Sean también Ly, y Th, la parte libre y la parte de torsion
de H,, respectivamente.

En primer lugar, veremos la segunda parte del enunciado. Tenemos que pro-
bar que Z, = V, ® W,. Veamos entonces que el médulo de bordes débiles W,
es un sumando directo de Z,. Para ello, consideramos la proyecciones naturales
sobre los cocientes

H
m Ly — Hy, 772:Hq—>ﬁ

y el isomorfismo que nos da el teorema de estructura

CHy >
h: THq — LHq-
A continuacion, probaremos que el nicleo de la aplicacion g = h o 7y o m; es
exactamente W,. En efecto, si z € Z; es un elemento del nicleo de g, es decir,
es tal que g(z) = h ([z] + Tx,) = 0, entonces [z] es un elemento de torsion de
H,. Luego existe un A € R, A # 0, de manera que A[z] = [Az] = 0. Asi, Az € B,
y, por tanto, z € W, por definicién. Reciprocamente, si z € W, y Az € B, para
un A € R, A # 0, se tiene que 71 (Az) = [Az] = 0y, en consecuencia,

Ag(z) = g(Az) = h([A\2] + Tn,) = h(0+Ty,) =0 € Ly,

lo que implica que g(z) = 0 al no haber torsién en Ly, y ser A # 0.
De esta forma, el primer teorema de isomorfia permite escribir

Zq Zq

W, - ker g

2Img= Ly,

va que g es sobreyectiva al serlo también las proyecciones sobre los cocientes 7y
y o v el isomorfismo k. En particular, esto nos dice que VZV—qq es un moédulo libre.
Sea {c1 + Wy, ..., c, + Wy} una base de v% y sea {dj,...,d;} una base de

W, (que es libre al ser, por el Lema 1.24, un submédulo de un médulo libre).
Afirmamos que el conjunto {c1,...,cg,di1,...,d;} es una base de Z,. Una vez
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probado esto, si llamamos V, al submdédulo libre generado por los elementos
{e1,..., ¢} habremos conseguido la descomposicién en suma directa buscada
para los ciclos:

Zg=Ve® W,
Esto permite concluir directamente que 0,(Z,) = 04(V, & W,) = 0 para todo ¢,
como establece la parte final del teorema.

Veamos entonces que {ci,...,cg,d1,...,di} es una base de Z;. Probamos
primero que es un sistema de generadores. Sea z € Z,. Si consideramos z en el
cociente %, existen p1, ..., ur € R de forma que

q

k
Z—I—Wq:Z,uici—l—Wq.

i=1

Luego z — Zle pic; € Wy. Esto permite escribir

k t
z — E MiCq = E I/jdj
i=1 j=1

. k t .
para ciertos vy,...,1; € R. Por tanto, z = > .| pic; + ijl v;d; y, asi, con-
cluimos que {c1,...,cx,di,...,di} genera Z,.

Para ver que los elementos son linealmente independientes, supongamos que
existen p1,..., Uk, V1,-- -, € R tales que

k t
0= Z,LMCZ + Z dej'
i=1 j=1

Entonces, en el cociente VZTZ se tiene que 0 = Zle wic;; de aqui deducimos que
c¢i=0parai=1,...,ky, finalmente, que d; =0 para j =1,...,t.

Para acabar la demostracion del teorema tenemos que probar la existencia
de la descomposicién en suma directa del médulo Cj; que se cita en el enuncia-
do. Sabemos que By_; es un moédulo libre (Lema 1.24). Entonces, la siguiente
sucesion exacta corta escinde:

841
0— Zy— Cq— Byg—1 — 0.
Pq

Esto permite deducir que Cy = Z, & Im(p,).
Basta tomar U, := Im(p,) para obtener la descomposicion deseada

Co=U, 02, =U, 0V 0 Wy,
que es cierta para todo grado q. O

Observacion 1.26. Noétese que los submédulos W, y Z, =V, & W, estan univo-
camente determinados. Sin embargo, los submoédulos U, y V; no lo estan.
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Estamos ya en condiciones de desarrollar el algoritmo anunciado para calcu-
lar la homologia de manera efectiva. Consideremos la descomposicién que nos
proporciona el Teorema 1.25

Cy=U, &V, & W,

donde Z, =V, ® W, es el moédulo de g-ciclos y W, es el mddulo de los g-bordes
débiles. Se tiene entonces que

T VO Wy 2, T,
= = =Vq = ‘
Bq Bq Bq Wq Bq
El célculo de la homologia se reduce a computar W y <. Segun se vio durante

la demostraciéon del Teorema 1.25, el primer sumando es la parte libre de H,
por tanto, el segundo sumando se corresponde con la parte de torsién de Hq.

Llegados a este punto, y aunque podriamos continuar desarrollando la teoria
en el caso general de un complejo de cadenas arbitrario, volvemos a considerar
que estamos trabajando en el complejo de cadenas asociado a un complejo sim-
plicial K. Sin embargo, con el fin de simplificar las notaciones y lograr una mayor
claridad en la exposiciéon, obviaremos en gran parte de lo que resta de seccion
las referencias tanto a K como al anillo R.

Orientemos los simplices del complejo simplicial K. Una vez orientados, eli-
jamos una base {eq,...,e,} de Cy y una base {e},... e}, } de Cy_; respecto de
las cuales la matriz M (9,) asociada al homomorfismo d,: Cy — C,_1 se exprese
en su forma normal de Smith

€1 €k €Eky1 " €En

/
61 a1

ey, ak

/
€rt1

/
€ m - -

donde los coeficientes de la diagonal cumplen que aq] - - - |ag.
Lema 1.27. Con las notaciones anteriores, se verifica que:
(1) {ex+1,-..,en} es una base de Z,.
(2) {ei,...,e,} es una base de Wy_4.
(8) {ai€},...,axe)} es una base de By_1.

Demostracion. Sea c, € Cy una g-cadena arbitraria, que escribimos como

n
Cq: E ’}/161
i=1
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Gracias a la matriz en forma normal podemos expresar su borde como

k
04(cq) = iase;.
=1

Para demostrar (1), dado que a; # 0, la g-cadena ¢, es un ciclo si, y solo si,
v =0parai=1,... k.

Como consecuencia de lo anterior, para probar la afirmacion (3) basta notar
que todo (¢ — 1)-borde 9,(c,) se encuentra en el médulo generado por el con-

junto {ai€],...,are}}. Como a; # 0, los elementos del conjunto anterior son
independientes.

Por ultimo, veamos (2). Dado que a;e; = 0y4(e;), i = 1,...,k, se tiene que
el ... e, € Wy_1. Reciprocamente, sea

m

— o

Cqg—1 = nie;
=1

una (¢ — 1)-cadena y supongamos que ¢,—1 € W,_1. Entonces, c¢,_; satisface
una ecuacion de la forma

k
Aeg—1 = 0y(cp) = Z%aie;
i1

para algin A € R, con A # 0. Igualando los coeficientes de esta expresion junto
con los correspondientes del ¢,—; arbitrario (multiplicado por A) deducimos que
An; = 0 para i > k. Luego, n; = 0 para ¢ > k. Por tanto, {e],...,e}.} es una
base de W,_;. O

El Lema 1.27 es la pieza final para conseguir toda la informacion buscada.
A continuacion se recogen explicitamente sus consecuencias.

Corolario 1.28. Con las notaciones anteriores, se verifican los siguientes he-
chos referentes a la forma normal de Smith de M(9,):

1’) El rango de Z, son las columnas de ceros.

( g q

(2°) El rango de Wy_1 son las filas no nulas.

(8°) Eiste un isomorfismo que permite expresar la parte de torsion de Hy_:

Wq_1 o~ i P P R
By (@) (ax)’

Demostracion. Los puntos (1’) y (2) son consecuencias inmediatas de los puntos
(1) y (2) del Lema 1.27, respectivamente.

Por su parte, el isomorfismo mencionado en el punto (3’) se deduce de los
puntos (2) y (3) del Lema 1.27. O
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De aqui se sigue que la forma normal de M (9,) proporciona los coeficientes
de torsion del modulo de homologia de K en grado g — 1: son las entradas no
nulas y distintas de 1 de la forma normal. Esta forma normal también permite
calcular el rango de Z,. Anéalogamente, de M (J,41) se obtiene el rango de W,.
Esto permite calcular el ¢g-ésimo niimero de Betti, pues

B4 = rango(Z,) — rango(W,).

Por tanto, el g-ésimo moédulo de homologia H, queda completamente deter-
minado por las matrices M (9,) y M (9q+1), ya que de ellas se extraen 3, y los
coeficientes de torsion, que conforman un sistema completo de invariantes.

En consecuencia, hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 1.29. Los mddulos de homologia de un complejo simplicial KC sobre
un dominio de ideales principales R son algoritmicamente computables.

La potencia de este resultado se comprueba facilmente mediante un ejem-
plo sencillo. En particular, se pone de manifiesto que las tnicas herramientas
necesarias pertenecen al algebra lineal.

Ejemplo 1.30. Consideremos el complejo simplicial K representado en la Fi-

gura 1.2. Tenemos que K es de dimensién 2. Esto nos dice directamente que

H,(K; R) =0 para ¢ > 3. Resta por calcular la homologia en grados 0, 1 y 2.
En primer lugar, escogemos bases para Cy(K; R), C1(K; R) y C2(K; R) orien-

tando los simplices de todas las dimensiones.
El complejo simplicial K tnica-

mente cuenta con el 2-simplice orien-

tado o = [vg,v1,v2] € C2(K; R). Por

su parte, una base para C1(K; R) esta

formada por los 6 simplices orientados

denotados por a,b, ..., f. Finalmen-
te, los 5 vértices vg, v1, ..., v4 generan
Co(KC; R).

Trabajaremos con coeficientes en
el anillo R = Z. Procedemos a expre-
sar en forma matricial el homomor-
fismo 09: Co(K;Z) — C1(K;Z). Para
ello, calculamos

Figura 1.2: El complejo simplicial K.
9a(0) = [v1,v2] — [vo, v2] + [vo, v1]

=-b—c+a.
