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Resumen

En este trabajo desarrollamos métodos algebraicos y combinatorios en la robotica topologica.
Mas en concreto, estudiamos invariantes homotdépicos relacionados con el problema de planifica-
cién de movimientos, como la categoria de Lusternik-Schnirelmann o la complejidad topologica,
a partir de una nocién que los unifica: la distancia homotépica. Las técnicas que utilizamos
combinan tanto herramientas clésicas de topologia algebraica, como los grupos de homotopia o
la (co)homologia, asi como recursos de topologia combinatoria y computacional, gracias a los
complejos simpliciales. Esto nos permite definir nuevos invariantes originales que mejoran es-
trictamente cotas y resultados existentes en la literatura, a la vez que diseniar algoritmos que,
mediante la implementacién de programas computacionales de célculo simboélico, hallan estos

invariantes para cualquier espacio triangulable.

Abstract

In this dissertation, we develop algebraic and combinatorial methods within the framework of
topological robotics. More specifically, we study homotopy invariants related to the motion plan-
ning problem, such as the Lusternik-Schnirelmann category and topological complexity, through
a unifying notion: homotopic distance. The techniques we use combine classical tools from alge-
braic topology, such as homotopy groups and (co)homology, with ideas from combinatorial and
computational topology via simplicial complexes. This allows us to define new original invariants
that strictly improve existing bounds and results in the literature, as well as to design algorithms
which, through the implementation of symbolic computation programs, calculate these invariants

for any triangulable space.






Introduccion

En este trabajo desarrollamos métodos algebraicos y combinatorios en la robética topolégica,
un campo de investigacion de aparicion reciente [10]. Mas en concreto, estudiamos invariantes
homotopicos relacionados con el problema de planificacion de movimientos. Este incluye, princi-

palmente, la categoria de Lusternik-Schnirelmann (categoria LS) y la complejidad topologica.

El mayor desafio asociado a estos invariantes radica en su dificultad de calculo. Por ejemplo,
una de las cuestiones mas importantes en la lista de problemas de la teoria de invariantes ho-
motopicos numeéricos de Ganea [17] es calcular la categoria LS de algunas familias de espacios
topoldgicos clasicos: variedades de Stiefel, grupos de Lie, espacios homogéneos, etc. Sorprendente-
mente, una pregunta tan fundamental planteada hace ya mas de 50 anos, sigue sin una respuesta
en su totalidad. Para intentar solventar este inconveniente se suele recurrir a aproximaciones
y cotas, algunas de ellas puramente abstractas [6, 8, 11|. No obstante, en los ultimos aflos se
ha observado un notable estancamiento en el desarrollo de estos métodos. En paralelo, también
se han explorado enfoques mas directos mediante calculos explicitos, muchas veces laboriosos y

técnicamente complejos, como los desarrollados en [5].

Como consecuencia, han aparecido multitud de generalizaciones y versiones alternativas de
estos invariantes, adaptadas a distintos contextos. Entre ellas, destaca una que ha surgido hace
tan solo un par de anos: la distancia homotopica [28, 29]. Este concepto unifica y generaliza
tanto la categoria LS como la complejidad topoldgica, proporcionando un marco més flexible y
robusto para abordar problemas relacionados con la planificacién de movimientos. Ademaés, este
nuevo invariante representa un cambio de paradigma en este campo de estudio, al poner el foco
en las aplicaciones entre espacios y no en los espacios en si mismos. Esta perspectiva esta en
consonancia con la filosofia de la teoria de categorias, donde las flechas son consideradas més

importantes que los propios objetos.

VII



VIII Introduccion

La categoria de Lusternik-Schnirelmann: un problema en el espacio exterior

Nos remontamos al ano 1969, a la misiéon Apolo 10 de la NASA. En esta, se efectuaron por
primera vez maniobras en un modulo en 6rbita lunar [20, Seccion 2.3|. Tras concluir estas ope-
raciones, la nave debia regresar al moédulo principal, manteniendo su parte superior orientada
directamente hacia él. Si se desviaba de la trayectoria adecuada, el sistema de navegacién auto-
mético intervenia para restablecer la posiciéon de retorno. Sin embargo, en un momento critico
de la aproximacién, la nave perdi6 el rumbo y comenzé a girar sobre si misma de forma caotica.
Los monitores de control y el giroscopio mostraban valores anémalos. Los tripulantes, desconcer-
tados, no entendian qué estaba sucediendo. Se habia producido el gimbal-lock: la pérdida de un
grado de libertad de rotacién en un sistema de suspensiones cardan. Afortunadamente, la nave
contaba con un modo de navegaciéon manual, lo cual permitié a los astronautas reencauzar el

rumbo y completar la misién con éxito. Pero, jpor qué habia ocurrido este fallo técnico?

Figura 1: Tripulacién del Apolo 10. Imagen cortesia de la NASA. Dominio publico

La situaciéon del Apolo 10 ilustra un problema clésico: cémo regresar con seguridad a una
posicién de referencia desde cualquier configuracién posible en un espacio. En términos més abs-
tractos, los sistemas de navegaciéon automaticos deben ser capaces de calcular una trayectoria de
vuelta, es decir, un camino de regreso desde cualquier posicién a un estado base predeterminado.

Sin embargo, como muestra el gimbal-lock, no siempre es posible hacerlo de forma estable.

Este tipo de dificultades no son solo mecéanicas, sino profundamente matematicas. Podemos
entenderlas mejor si modelamos el conjunto de configuraciones posibles como un espacio topo-
logico X conexo por caminos, y la posicién de referencia como un punto zg € X. La pregunta
entonces es la siguiente: ;podemos construir un algoritmo estable que nos diga céomo regresar

desde cualquier punto de X a zy?
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Consideremos el espacio de caminos en X con punto inicial zq fijado,
PyX ={~:]0,1] — X tales que v(0) = z¢},

con la topologia compacto-abierta (ver Ejemplo 1.2), y la aplicacion que lleva cada camino a su

extremo final

7o - P()X — X
v r— (1)

Ahora el problema se traduce en encontrar una seccioén de 7, esto es, una aplicacion s: X — PyX
tal que mp o s = idx. Ademés, imponemos que la seccion sea continua, ya que esto nos permite
asegurar la estabilidad del algoritmo. Més en general, para un abierto U C X, una seccién local
de m9 en U es una aplicaciéon continua s: U — FPyX tal que mg o s es la inclusiéon i: U — X.

i.Bajo qué condiciones un abierto admite una seccion local?

Teorema 0.1. Ezxiste una seccion local s: U — Py X de mg: PhX — X si y solo st se puede

contraer U a un punto dentro de X.

Idea de demostracion. Que U se pueda contraer a un punto significa que la inclusion U — X es
nulhométopa, es decir, que existe una homotopia H: U x [0, 1] — X entre la inclusion H|yry 1oy =
i: U — X y una aplicacion constante Hyr, (13 = cte: U — X. Como X es conexo por caminos,
podemos suponer que esta aplicacién constante toma el valor xy. Definimos entonces la aplicacion
s: U — PyX como el camino s(z): [0,1] — X dado por s(z)(t) = H(x,1 —t) (ver Figura 2).

Asi, s es una seccién de .

X

v

Figura 2: La homotopia H : ¢ ~ cte define un camino desde cada punto de U hasta xg

Reciprocamente, si para un subconjunto U C X existe una secciéon s: U — Py X, entonces la
aplicacion H: U x [0,1] — X dada por H(z,t) = s(z)(1 — t) es una homotopia H: i ~ cte que

contrae U a xg. Por lo tanto, la inclusién i: U — X es nulhométopa. O

En particular, existe un algoritmo estable definido en todo X si y solo si el espacio es defor-
mable a un punto. En el caso de la mision Apolo 10, el espacio X es SO(3,R), que se corresponde

con todas las orientaciones tridimensionales de la nave. Este no es contractil (ver Ejemplo 4.68),
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por lo que tal algoritmo no existe. El gimbal-lock es la manifestacién fisica de este hecho: cuan-
do la nave alcanza ciertas configuraciones criticas, el sistema de control pierde la capacidad de

determinar un giro para corregir la posiciéon, desencadenando el giro cadtico observado.

En el caso més general, nos preguntamos cuantos algoritmos son necesarios para abarcar todo
el espacio. La respuesta esti en contar el niimero minimo de abiertos de X, cada uno contréctil
dentro del propio X, que se necesitan para recubrirlo por completo. Este ntimero es un invariante
homoto6pico, conocido como la categoria de Lusternik-Schnirelmann. Es decir, la categorfa LS es

el invariante que modela este problema.

Pese a tener numerosas aplicaciones précticas, su origen data de los afios 30 y es puramente
teorico [27]. Surgio en el contexto del célculo variacional y del analisis de ecuaciones diferenciales,
relacionando las posibles soluciones de una ecuacién con la topologia de la variedad subyacente.
Ademas de permitir demostrar resultados importantes, como la existencia de tres geodésicas
cerradas en la esfera [25, 26|, también proporciona una cota inferior para el nimero de puntos
criticos de una funcién definida sobre una variedad, estableciendo conexiones fundamentales entre

la geometria diferencial y la topologia algebraica.

Su caracter integrador, al tender puentes entre algebra, geometria y topologia, la posicion6
como una herramienta sumamente poderosa. Con el tiempo, adquirié un papel central dentro de
la topologia algebraica, consoliddndose como un tema de investigacion con identidad propia [6].
Asimismo, ha ganado mucha popularidad con el surgimiento de la roboética topoldgica, debido a

su estrecha relacion con otro invariante: la complejidad topolégica [9].

La complejidad topolégica de M. Farber: brazos robéticos y navegacién GPS

A diferencia del problema planteado en la misién Apolo 10, donde se busca regresar a una
posicién inicial de referencia, muchos sistemas robéticos se enfrentan a un desafio mas general:
moverse entre dos configuraciones cualesquiera sin un estado base predeterminado. Por ejemplo,
un brazo robotico ensamblando piezas en una fabrica debe planificar trayectorias desde cualquier
posicién inicial hasta cualquier posicion final, adaptandose en tiempo real a las necesidades que

puedan surgir.

Esta necesidad de navegacion flexible también resulta crucial en sistemas de posicionamiento
global. Un navegador GPS debe ser capaz de calcular rutas entre entre cualquier par de ubica-
ciones dentro de un mapa. El espacio de configuraciones en este caso es la red vial, y el algoritmo
debe garantizar que pequenios cambios en el origen o en el destino produzcan variaciones sutiles
en la ruta sugerida. De este modo, se evitan saltos bruscos que pueden desorientar al conductor

o afectar negativamente al sistema de control.
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Estos escenarios pueden describirse de forma unificada: jexiste un algoritmo estable que nos
diga como conectar dos puntos cualesquiera del espacio de configuraciones? Para responder a

esta pregunta, consideremos el espacio de caminos en X,
PX ={y:[0,1] = X},
con la topologia compacto-abierta, y la aplicaciéon que lleva cada camino a sus extremos

m: PX — X x X

v = (7(0),v(1)).

Ahora el problema se trata de encontrar una seccién global de 7, esto es, una aplicacién continua

s: X x X — PX tal que mos =idxxx. {Cudndo existe dicha seccién?

Teorema 0.2. Eziste una seccion global s: X x X — PX de w: PX — X x X si y solo si

podemos contraer X a un punto.

Idea de demostracion. Supongamos que X se puede contraer a un punto. Es decir, existe una
homotopia H: idx =~ cte entre la identidad y una aplicacién constante, que toma el valor g € X.
En particular, para cada x € X, Hy(z) es un camino entre x y xg. Podemos definir entonces un
camino entre dos puntos x1, z2 € X como la concatenacion de recorrer Hy(x1) y después recorrer

Hy(x2) en el sentido inverso (ver Figura 3) y asi definir una seccién global continua:

s: X xX —PX

(x1,29) — v: [0,1] — X

t— (t) { H(wy,2t), t<1/2,

H(z,2—2t), t>1/2.

Figura 3: La homotopia H: idx ~ cte define un camino desde cada punto de X hasta zg

Reciprocamente, supongamos que existe una secciéon global continua s: X x X — PX de
m: PX — X x X. Entonces, si escogemos un punto rg € X cualquiera, podemos construir
una homotopia H: X x [0,1] — X entre la identidad idx: X — X y la aplicacion constante

cte: X — X que toma el valor xp mediante la expresion H(z,t) = s(z, x0)(t) O
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En el caso de un brazo robético, podemos modelar el espacio de configuraciones como

(m)

X=S'x-""xS'x8$?x:"xS?

donde n > 0 y m > 0 denotan el nimero de articulaciones que permiten rotacion plana y
espacial, respectivamente (ver Figura 4). Este espacio no es contractil siempre que al menos uno
de los valores n o m sea estrictamente mayor que cero (ver Ejemplos 4.65, 4.67, 4.71 y 4.72). En

consecuencia, no existe un algoritmo estable global para los brazos roboéticos.

Figura 4: Brazo roboético con tres articulaciones de rotacién plana

Nuevamente, de manera méas general, es pertinente preguntarse cuantos algoritmos se requie-
ren para abarcar todo el espacio de configuraciones. Es decir, determinar el niimero minimo de
abiertos necesarios para recubrir X x X que admiten una seccién local de 7: PX — X x X.
Este ntimero se conoce como la complejidad topologica de X, y, en este caso, es el invariante
que modela el problema. Este apareci6 por primera vez hace apenas dos décadas [9], y desde
entonces ha impulsado un notable auge en el campo de los invariantes homotépicos relacionados
con la planificacion de movimientos. Al igual que ocurre con la categoria LS, su calculo resulta

sumamente complicado.

El estancamiento de las técnicas puramente abstractas para aproximar los invariantes homo-
topicos, asi como su utilidad practica y aplicaciones, motivan a desarrollar métodos algebraicos

y combinatorios con un enfoque computacional.

Organizaciéon del trabajo

Comenzamos en el Capitulo 1 exponiendo algunas nociones béasicas de homotopia. Esto nos
permite establecer el marco tedrico necesario para definir formalmente los invariantes que aca-

bamos de ver en la Introduccion.
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En el Capitulo 2 presentamos una generalizacién reciente de estos invariantes: la distancia
homotopica. Justificamos en qué sentido engloba a la categoria LS y a la complejidad topologica,

estudiamos su relacién con ellos y analizamos sus propiedades fundamentales.

A continuacion, en el Capitulo 3, abordamos el estudio de los invariantes homot6picos me-
diante métodos algebraicos. Gracias a los grupos de homotopia y la (co)homologia, introducimos
dos nuevos invariantes originales que acotan inferiormente la distancia homotopica: la distancia
homotoépica débil y la distancia cohomolégica, este dltimo motivado por la categoria homologica
de Fox [15], ya introducida en [33]. Estudiamos sus propiedades mas importantes y mostramos su
comportamiento mediante numerosos ejemplos representativos. Ademaés, presentamos resultados
originales relacionados con la longitud cup y demostramos que nuestro invariante cohomolégico

mejora las cotas previamente establecidas en la literatura.

Por ltimo, en el Capitulo 4, desarrollamos un enfoque combinatorio que permite reformular
las ideas de los capitulos anteriores en el marco de los complejos simpliciales. Estudiamos una
version discreta de la distancia homotopica: la distancia simplicial. Adaptamos nuestro inva-
riante cohomolégico del capitulo anterior al contexto simplicial y disefiamos un algoritmo que
permite, gracias a un programa propio de calculo simbélico desarrollado en SageMath, recuperar
el invariante original para cualquier espacio triangulable. Destacamos que, gracias a este méto-
do, obtenemos de forma explicita los recubrimientos asociados a los invariantes, lo cual resulta

especialmente 1til a la hora de implementar soluciones en problemas practicos reales.






Capitulo 1
Invariantes homotopicos clasicos

En este primer capitulo exponemos formalmente la categoria de Lusternik-Schnirelmann y
la complejidad topologica. Para ello, primero recordamos brevemente algunos conceptos bésicos
de la teoria de homotopia que usamos repetidamente a lo largo del trabajo. Introducimos las
fibraciones, que juegan un papel muy importante a la hora de la relacionar los distintos inva-
riantes homotopicos, gracias al género de Svarc. Para agilizar la exposicion, omitimos algunas
demostraciones. Todas ellas pueden consultarse en |21, 30, 38|, que seguimos como referencias
principales. Para la categoria LS, basamos la exposicion en [6], mientras que para la complejidad

topologica lo hacemos en [9].

1.1. Homotopia y fibraciones

Sean X e Y espacios topologicos y f,g: X — Y aplicaciones continuas. Una homotopia
entre f y g es una aplicacion continua H: X x [0,1] — Y tal que Hyo(z) = H(z,0) = f(z) y
Hy(x) = H(x,1) = g(z) para todo x € X. Si existe una homotopia entre f y g, decimos que son
homoétopas y lo denotamos por f ~go H: f ~ g. Si f es homo6topa a una aplicacién constante,

entonces decimos que es nulhomotopa.

La relacién “ser hométopas” es una relaciéon de equivalencia en el conjunto de las aplicaciones
continuas entre dos espacios topoldgicos. Ademas, las composiciones de aplicaciones homoétopas
son homotopas. Una aplicacion continua f: X — Y es una equivalencia de homotopia si existe
una aplicacién g: ¥ — X tal que go f ~ idx y fog ~ idy. En tal caso, decimos que X e
Y tienen el mismo tipo de homotopia o que son homotdpicamente equivalentes y lo denotamos
por X Y o f: X ~Y.Si X tiene el mismo tipo de homotopia que un punto decimos que es

contractil. En particular, X es contractil si y solo si la identidad idx: X — X es nulhomoétopa.
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Una aplicaciéon continua p: F — B satisface la propiedad de levantamiento de homotopias
respecto al espacio X si, dada una homotopia H;: X — B y una aplicacién f: X — FE tal que

po f = Hy, existe una homotopia H,: X — F haciendo conmutativo el siguiente diagrama:

Xx{O};:E

-
.
-
-

H .-
-7 p
-
-

-
-
-
-

X x[0,1] —2— B

Definicion 1.1. Una aplicacién continua p: E — B es una fibracion si satisface la propiedad de
levantamiento de homotopias respecto a cualquier espacio X. Decimos que B es el espacio base

y que E es el espacio total. La fibra sobre b € B es el subespacio p~1(b) C E.

Si p: E — B es una fibraciéon y B es conexo por caminos, entonces las fibras sobre dos
puntos cualesquiera de B son homotdpicamente equivalentes. En este caso, definimos la fibra F'

de p: E — B como la fibra sobre cualquier punto b € B.

Ejemplo 1.2. 1. Una proyecciéon p: B X F' — B es una fibracion.
2. Cualquier aplicacion de revestimiento [38, p. 62| es una fibracion.

3. Sea (F, B, F,p) un fibrado localmente trivial. Si B es Hausdorff y paracompacto, entonces
p: E — B es una fibracion (38, p. 96].

4. Sea PX el espacio de caminos en X con la topologia compacto-abierta. Es decir, la topologia

generada por los subconjuntos
(K.U) = {7: [0,1] - X tales que (K) C U},

con K C [0,1] compacto y U C X abierto. La aplicacion 7: PX — X x X que a cada
camino vy € PX le asigna sus extremos 7(y) = (7(0),v(1)) es una fibracion, que llamamos

la fibracién de caminos.

Proposicion 1.3. Sea p: E — B una fibracion y f: A — B una aplicacion continua. Entonces

el pullback de p por f, dado por
J(B) = {(a,e) € Ax E tales que f(a) = p(e)},

define la fibracion q: (a,e) € f*(E) — a € A. En particular, al componer homotopias Hy: X — A

con f y aplicar la construccion del pullback, se producen levantamientos fIt: X — fX(E).
f(E) ——— E
_l
q
A—71 B
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Ejemplo 1.4. 1. Sea xg un punto de X y consideremos la aplicacion ig: X — X x X dada
por ig(z) = (xg,x). El pullback por ig de la fibracion de caminos 7: PX — X x X es
mg: PoX — X, donde PyX denota el subespacio de PX formado por todos los caminos
v € PX tales que v(0) = z¢. La fibracion mp: PpX — X asigna a cada camino v € Py X
su extremo final 7y(y) = v(1). Esta aplicacion recibe el nombre de fibracion de caminos
con punto inicial ¢y € X fijado. Si X es conexo por caminos, la fibra de my es el espacio de
lazos

QX ={y:[0,1] = X tales que 7(0) =~(1) = z¢}.

2. Las aplicaciones 7/, ”: PX — X que a cada camino v le asignan su punto inicial 7’'(vy) =
7(0) y su punto final 7”/(vy) = (1) son fibraciones, ya que se tratan de composiciones de

fibraciones.

3. Toda aplicaciéon continua f: X — Y es, salvo homotopia, una fibracion. Consideremos la
fibracion 7': PY — Y que asigna a cada camino v € PY su punto inicial 7'(v) = ~(0).
Basta entonces con tomar el pullback f*(PY) por f: X — Y de #'. Asi, la aplicacion
p: f*(PY) — Y dada por p(x,v) = v(1) es una fibracion. La aplicacion s: X — f*(PY)
que lleva cada punto x € X al camino constante igual a f(x) es una equivalencia de
homotopia, cuya inversa homotopica es la proyeccion ¢(z,v) = z. En efecto, dado un
elemento (z,7) € f*(PY), podemos contraer v al camino constante igual a f(z) gracias
a la homotopfa Hy(x) = ~(tx). Asi, p~ fogq, f = po sy tenemos el siguiente diagrama

conmutativo salvo homotopia:
ff(PY) —— PY

S q p i

X%Y

1.2. Categoria de Lusternik-Schnirelmann

Sea X un espacio topoldgico conexo por caminos.

Definicién 1.5. Decimos que un subconjunto U C X es categodrico si la inclusion i: U — X es

nulhométopa, esto es, si es homotopa a una aplicaciéon constante cte: U — X.

Un subconjunto categérico U C X puede tener varias componentes conexas, siempre que
estas sean contréctiles a un punto y luego puedan ser llevadas a través de un camino a un punto
comiin de X. Es decir, para ser categorico, U no tiene que ser necesariamente contractil, tan solo

contractil en X. Este matiz puede apreciarse en el Ejemplo 1.6.
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Ejemplo 1.6. Consideremos la esfera S? y su ecuador, que es homeomorfo a la circunferencia S*.
Este no es contractil: su grupo fundamental es isomorfo a Z. Sin embargo, si puede ser contraido

a un punto dentro de la esfera (por ejemplo, al polo norte), como puede verse en la Figura 1.1.

7N

Figura 1.1: El ecuador es contractil dentro de S?

Definiciéon 1.7. La categoria de Lusternik-Schnirelmann (categoria LS) de X, cat(X), es el
menor entero n > 0 tal que existe un recubrimiento {Uy,...,U,} de X por n + 1 abiertos

categoricos. Si tal n no existe, escribimos cat(X) = oco.

Ejemplo 1.8. Si X es contractil, entonces es un recubrimiento abierto categérico de si mismo,

por lo que cat(X) = 0. Reciprocamente, si cat(X) = 0, entonces X es contractil.

Observacion 1.9. En algunas referencias se le suma 1 a la categoria LS, de modo que cat(X) =n
si n > 1 es el menor entero tal que existe un recubrimiento {Uy,...,U,} de X por n abiertos

categoricos. Con esta notacion, los espacios contrictiles tienen categoria 1.

Ejemplo 1.10. La esfera S™ no es contractil, por lo que cat(S™) > 0. Ademas, puede ser cubierta
por dos abiertos contractiles: S menos el polo norte y S” menos el polo sur. En particular, son

abiertos categoricos. Asi, cat(S") < 1 y podemos concluir que cat(S™) = 1.
Teorema 1.11. La categoria de Lusternik-Schnirelmann es un invariante del tipo de homotopia.
Es decir, si X e Y son homotdpicamente equivalentes, entonces se cumple que cat(X) = cat(Y).

Demostracion. Ver Seccion 2.4. O

A continuacién, presentamos dos generalizaciones de la categoria LS.

Definiciéon 1.12. La categoria de una aplicacion f: X — Y, cat(f), es el menor entero n > 0
tal que existe un recubrimiento {Uy, ..., U} de X por n+1 abiertos tal que f| v, es nulhomotopa

para todo 7 =0,...,n. Si tal n no existe, escribimos cat(f) = oco.

Observacion 1.13. Se cumple que cat(idx) = cat(X).

Nosotros estamos mas interesados en la siguiente generalizacion, ya que relaciona la categoria

LS con las fibraciones.
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Definicion 1.14. El género de Svarc de una fibracion p: F — B, secat(p), es el menor entero
n > 0 tal que existe un recubrimiento {Uy, ..., U,} de B por n+ 1 abiertos tal que p admite una
seccion local continua s;: U; — E para cada Uj, esto es, pos; = i: U; — B. Si tal n no existe,

escribimos secat(p) = oc.

Proposicion 1.15. Sea p: E — B una fibracion con B conexo por caminos. Si U C B es un
subconjunto categdrico, entonces admite una seccion local continua s: U — E de p. En particular,

se cumple que secat(p) < cat(B).

Demostracion. Sea U un subconjunto categbrico y H : cte ~ ¢ una homotopia entre una aplica-
cion constante y la inclusion i: U — B. Es decir, H(z,0) = 9 y H(z,1) = . Dado un punto

To € p_l(z:o) C F, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Ux{O}%E

Uxo,1] —% B

donde f(z,0) = Zo. Por ser p: E — B una fibracion, existe un levantamiento H: U x [0,1] — E
de H tal que ﬁ(m, 0)=Zpypo H = H. En particular, ﬁ(a:, 1) es una seccion continua de p en
U, pues po H(z,1) = H(z,1) = i(x).

Sicat(B) =ny {Uy,...,Uy,} es un recubrimiento de B por n+1 abiertos categoricos, entonces

existe una seccion s;: U; — E para todo j = 0,...,n. Por tanto, secat(p) < n = cat(B). O

Proposicion 1.16. Sea mg: PoX — X la fibracion de caminos con punto inicial xg € X fijado,
que asigna a cada camino v € PyX su extremo final mo(vy) = ~y(1). Entonces se cumple que

cat(X) = secat(m).

Demostracion. En el Teorema 0.1 de la Introducciéon vimos que los subconjuntos U C X catego-
ricos son precisamente aquellos para los que existe una seccién local s: U — Py X de la fibracion

de caminos con punto inicial fijado mg: PyX — X. Por tanto, cat(X) = secat(m). O

Proposicion 1.17. Sea p: E — B una fibracion y q: f*(E) — A la fibracion inducida por el

pullback de p por una aplicacion f: A — B. Entonces se cumple que secat(q) < secat(p).

fNE) ———

E
_

q p

A f B

_—
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Demostracion. Sea secat(p) = ny {Uy, ..., Uy} un recubrimiento de B por n+ 1 abiertos tal que
p admite una secciéon local continua s; para cada Uj. Sea V; := f~1(U;). Entonces {Vj,...,V,}
es un recubrimiento de A por n + 1 abiertos tal que ¢ admite una seccién local continua r; para

cada V;. En efecto, como el pullback viene dado por
[*(E) ={(a,e) € Ax E tales que f(a)=p(e)},

basta definir r;: V; — f*(E) como 7;(a) = (a,(sj o f)(a)) y asi se tiene que g o r;(a) = a. Por

tanto, concluimos que secat(q) < n = secat(p). O

1.3. Complejidad topolégica

Sea X un espacio topologico conexo por caminos y w: PX — X x X la fibracién de caminos.

Definicién 1.18. Decimos que U C X x X es un subconjunto de Farber si admite una seccion

local continua s: U — PX de 7, es decir, simos =14: U — X x X.

Definiciéon 1.19. La complejidad topologica de X, TC(X), es el menor entero n > 0 tal que
existe un recubrimiento {Uy, ...,U,} de X x X por n+ 1 abiertos de Farber. Si tal n no existe,
escribimos TC(X) = oo.

Observacion 1.20. Se cumple que TC(X) = secat(n).

Proposicion 1.21. Si U C X x X es un abierto categdrico, entonces es un abierto de Farber.

Demostracion. El resultado es consecuencia de aplicar la Proposicién 1.15 a la fibraciéon de
caminos 7: PX — X x X. O

Teorema 1.22. La complejidad topoldgica es un invariante del tipo de homotopia. Es decir, si

X eY son homotdpicamente equivalentes, entonces se cumple que TC(X) = TC(Y).

Demostracion. Ver Seccion 2.4. O

Ejemplo 1.23. Sea S™ la esfera con n impar. Como no es contréctil, se tiene que TC(S"™) > 0.

Por otra parte, consideremos los siguientes abiertos de S™ x S™:

Up = {(21,22) € S" x S™ tales que 21 # —22},
Up = {(21,22) € S" x S" tales que 21 # 22}.
Sea so: Up — PX la aplicacion que asigna a cada par de puntos (21, 22) el arco esférico mas corto

que conecta z, con 29 recorrido a velocidad constante, que esta bien definido pues z1 y 22 no son

puntos antipodales. Por otra parte, fijemos un campo vectorial v: S — R+ continuo, unitario
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y tangente a la esfera. Sea s1: U; — PX la aplicacion que asigna a cada par de puntos (z1, 22)
el arco esférico mas corto que conecta z; con —zo recorrido a velocidad constante, concatenado

con el arco esférico dado por
sin(t) - v(z2) — cos(t) - z2, t€[0,7],

que conecta —zo con za. Asi, Uy y Uy, junto con sy y s1 forman un recubrimiento de S™ x S™ por

abiertos de Farber. En consecuencia, TC(S™) = 1 si n es impar.






Capitulo 2
Distancia homotopica

En este capitulo presentamos una generalizacién reciente de los invariantes homotépicos vistos
en el Capitulo 1: la distancia homotopica. Para ello, seguimos las ideas desarrolladas en |28, 29].
Analizamos algunas de las propiedades fundamentales de la distancia homotdépica, estableciendo
diversas desigualdades que dependen de los dominios y codominios de las aplicaciones conside-
radas. Después, mostramos en qué sentido este concepto define un invariante homotopico. Para
espacios normales, demostramos que induce una verdadera distancia en el conjunto de clases de
homotopia de aplicaciones continuas definidas entre dos espacios. También incluimos resultados
relativos a productos y a H-espacios. Por tltimo, dedicamos una secciéon a exponer resultados

originales en el caso en que los espacios involucrados son CW-complejos finitos.

2.1. Distancia homotépica

Sean f,g: X — Y aplicaciones continuas definidas entre espacios conexos por caminos.

Definiciéon 2.1. La distancia homotopica entre f y g, D(f,g), es el menor entero n > 0 tal

que existe un recubrimiento {Up,...,U,} de X por n + 1 abiertos tal que f|U,- ~ gy, para todo
j =0,...,n. Sital n no existe, escribimos D(f, g) = oc.
Observacion 2.2. 1. La distancia homotopica es simétrica, es decir, D(f,g) = D(g, f).

2. D(f,g) =0siysolosi fy gson homotopas.

Ejemplo 2.3. Si X o Y es contractil, entonces [X, Y] tiene un solo elemento: todas las aplica-
ciones X — Y son homotopas. En este caso, D(f, g) = 0. El reciproco no es cierto. Por ejemplo,
D(f,g) = 0 para cualesquiera dos aplicaciones f,g: S' — S?. Sin embargo, S! y S? no son

contractiles.
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Proposicion 2.4. La distancia homotdpica es constante sobre las clases de homotopia. Es decir,

si f~f yg~g, entonces se cumple que D(f,g9) =D(f",q').

Demostracion. Sea D(f,g) =ny {Up,...,U,} un recubrimiento de X por n+ 1 abiertos tal que
fiu;, = g, para todo j = 0,...,n. Entonces f|/Uj ~ flu, ~ 9, =~ Q\IU]» para todo j = 0,...,n.
Por tanto, D(f’,¢") < n = D(f,g). La otra desigualdad es anéloga. O

Ejemplo 2.5. Sean idgn, —idgn : S — S™ la identidad y la aplicaciéon que lleva cada punto de la
esfera a su antipodal. Por un Teorema de Hopf |21, Corolario 4.25|, idg» y —ids» son homotopas
si y solo si tienen el mismo grado. La identidad idgr tiene grado 1, mientras que —idg» tiene
grado (—1)""! pues es la composicién de n + 1 reflexiones, cada una cambiando el signo de una
coordenada en R"!. Por otra parte, como vimos en el Ejemplo 1.10, podemos recubrir la esfera
por dos abiertos contréctiles, en los que idsr y —idge son trivialmente homoétopas. Por tanto
D(idgn, —idgn) < 1. Entonces, se tiene que

0, si n esimpar,

D(idsn, —idgn) = {

1, si n es par.

2.2. Relacion con otros invariantes

En esta secciéon relacionamos la distancia homotoépica con los invariantes homotopicos in-
troducidos en el Capitulo 1. Sean f,g: X — Y aplicaciones continuas definidas entre espacios

Cconexos por caminos.

Teorema 2.6. Sea p: P — X el pullback de la fibracion de caminos w: PY — Y XY por la
aplicacion (f,g): X — Y x Y. Entonces se cumple que D(f, g) = secat(p).

P—— PY
|

X (f.9) YV x Y

Demostracion. Por definicion, el pullback de 7 por (f,g) es

P ={(z,7) € X x PY tales que 7(0) = f(z) y 7(1) = g(2)},
mientras que p es la proyecciéon en el primer factor.

Si U C X es un abierto tal que H: fjy >~ gy, entonces la aplicaciéon s: U — P dada por

s(x) = (z,H(z,-)) es una seccion local de p definida en U.
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Reciprocamente, si U C X admite una seccion local s: U — P de p, entonces s(z) es de
la forma (z,7,) para algin camino v, € PY con 7(0) = f(z) y 7(1) = g(x). De esta manera,
tenemos una homotopia H: fi;y =~ gy, dada por H(x,t) = v(t). O

Corolario 2.7. Sea cte: X — X wuna aplicacion constante y mo: PoX — X la fibracion de

caminos con punto inicial fijado. Entonces se cumple que D(cte,idx) = secat(my) = cat(X).

PhX — PX
|

(cte,idx)

X X xX

Corolario 2.8. Se cumple que D(f, cte) = cat(f).

Corolario 2.9. Sean m1,m: X x X — X las proyecciones y m: PX — X x X la fibracion de

caminos. Entonces se cumple que D(my,m2) = secat(m) = TC(X).

px — drx . px

Xx X — ™) v x
idxxx
De hecho, el resultado del Teorema 2.6 es més fuerte que la igualdad D(f, g) = secat(p). En
la propia demostracion vemos que los abiertos U C X tales que f;y >~ g|y son exactamente los
que admiten una seccién s: U — P de p. Por ejemplo, aplicado a la complejidad topologica:
los abiertos de Farber U C X x X son precisamente aquellos en los cuales las proyecciones

w1, mo: X X X — X son hométopas |y =~ Tau-

También podemos interpretar la categoria LS de manera dual a la complejidad topologica en

el siguiente sentido. Sea xg un punto cualquiera de X y consideremos las inclusiones

11 X — X x X ig: X — X x X

x — (z, x0), x — (0, ).

Proposicion 2.10. Se cumple que D(i1,i2) = cat(X).

Demostracion. Sea U C X un abierto categorico y F': i ~ cte una homotopia entre la inclusion
i: U — X y una aplicacion constante cte: U — X. Como X es conexo por caminos, podemos
suponer que la aplicacion constante toma el valor xy. Entonces la aplicacion H: U x[0,1] — X x X
dada por
H(z, 1) = { (F(z,2t),z0), si 0<t<1/2,
(zo, F(x,2—2t), si 1/2<t<1.
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es una homotopia H: iyy =~ iz, ya que H(z,0) = (F(z,0),70) = (z,20) y H(z,1) =
(x()aF(an)) = (3707:1:)' Ademés, H(‘T7 1/2) = (F(xa 1/2),%0) = (x()aF(xa 1/2)) = (xovx())‘

Reciprocamente, si existe una homotopia H: U x [0,1] — X x X entre i)y Y i2)U, entonces

m0H es una homotopia entre la inclusién ¢: U < X y una aplicaciéon constante cte: U — X. [0

2.3. Desigualdades

Dado un subespacio contractil U C X, cualquier par de aplicaciones definidas en U son ho-
moétopas. Esto sugiere que la categoria LS de X puede proporcionar una cota superior para la
distancia homotoépica. No obstante, en la definicién de la categoria LS, se requiere un recubri-
miento de X por abiertos categéricos, no necesariamente contractiles. De hecho, si se exige que
los abiertos sean contractiles, se tiene la nocion de categoria LS geométrica, geat(X), que no es

un invariante del tipo de homotopia [6, Capitulo 3, Seccion 3|.

A pesar de este matiz, resulta que la categoria LS de X si es una cota superior para la distancia
homotépica, un resultado no trivial. Demostramos a continuaciéon esta y otras desigualdades que

involucran los distintos invariantes.

Corolario 2.11. Sean f,g: X — Y dos aplicaciones continuas con X eY conexos por caminos.

Entonces se cumple que D(f,g) < cat(X).

Demostracion. Con la notacion del Teorema 2.6, la distancia homotopica D(f, g) coincide con el
género de Svarc secat(p) del pullback p: P — X de la fibracion de caminos 7: PY — Y x Y por
la aplicacion (f,g): X x X — X. Por la Proposicion 1.15, concluimos que D(f, g) = secat(p) <
cat(X). O

Corolario 2.12. Se cumple que cat(X) < TC(X) < cat(X x X).

Demostracion. Aplicando las Proposiciones 1.15 y 1.17 al diagrama del Corolario 2.7:

P X —*  PX
|
0 T
X (cte,idx) X x X
concluimos que
cat(X) = secat(m) < secat(m) = TC(X) < cat(X x X). O

Proposicion 2.13. Sean f,g: X — Y dos aplicaciones continuas con X eY conexos por cami-

nos. Entonces se cumple que D(f,g) < TC(Y).
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Demostracion. Siguiendo nuevamente el Teorema 2.6, la distancia homotopica D(f, g) coincide
con el género de Svarc secat (p) del pullback p: P — X de la fibracion de caminos 7: PY — Y xY
por la identidad idxxx: X x X — X x X. Aplicando la Proposicién 1.17 obtenemos que

D(f,g) = secat(p) < secat(n) = TC(Y). O

Ahora presentamos varios resultados relacionados con la composiciéon de aplicaciones.

Proposicion 2.14. Sea h: Y — Z una aplicacion continua. Entonces se cumple que

D(ho f,hog) <D(f,g)

Demostracion. Sea D(f,g) =ny {Uy,...,U,} un recubrimiento de X por n+ 1 abiertos tal que
flu; = gju; para todo j = 0,...,n. Como

(ho Py = o fiu, =hogu; = (hog)u,
se tiene que D(ho f,hog) <n=D(f,g). U

Corolario 2.15. Sea f: X — Y wuna aplicacion continua con X conexo por caminos. Entonces

se cumple que cat(f) < cat(X).

Demostracion. Sea ctey,: X — X una aplicacion constante y consideremos ctey(,) = f o ctey,.

Entonces, por la Proposicién 2.14, se tiene que
cat(f) = D(f,ctef(z,)) = D(f oidx, f o ctey,) < D(idx, ctey,) = cat(X). O
Proposicion 2.16. Sea h: Z — X una aplicacion continua. Entonces se cumple que

D(foh,goh) <D(f,g).

Demostracion. Sea D(f,g) = n'y {Uy,...,U,} un recubrimiento de X por n + 1 abiertos tal
que f|Uj ~ gy, para todo j = 0,...,n. Si denotamos V; := hil(Uj) C Z, podemos factorizar

hyy,: V; — X como la composicion i; Oﬁle : V; — U; — X. Asi, se tiene que
(foh), = fohy, = flu, o by, = g, o by, = go by, = (g0 h),,
y concluimos que D(f o h,goh) <n =D(f,g). O

Corolario 2.17. Sea f: X — Y wuna aplicacion continua con Y conexo por caminos. Entonces

se cumple que cat(f) < cat(Y).
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Demostracion. Sea xg € X, yo := f(0), ctef(z,): X — Y una aplicacion constante y ctey,: ¥ —

Y. Entonces, por la Proposicién 2.16, se tiene que
cat(f) = D(f,ctes(z,)) = D(idy o f,ctey, o f) < D(idy, ctey,) = cat(Y). O

Proposicion 2.18. Sean f,g: X — Y aplicaciones continuas con Y conexo por caminos. En-
tonces se cumple que

D(f,g) +1 < (cat(f)+ 1)(cat(g) + 1).

Demostracion. Sea ctey,: X — Y una aplicacion constante. Sean cat(f) = D(f,cte,,) = ny
cat(g) = D(g,ctey,) = m. Sean {Uy,...,Up} y {Vb,...,Vin} recubrimientos de X por n+1y
m+1 abiertos tales que fjy, ~ cteyu, ¥ g|v; = ctey, |y, para todoi=0,...,nyj=0,...,m.Si
denotamos por Wj; = U;NVj, entonces {W;;} es un recubrimiento de X formado por (n+1)(m+1)

abiertos tales que f|Wij >~ ctey\wy; = 9w, - Asi, se tiene que

D(f,9) <(n+1)(m+1) —1= (cat(f) + 1)(cat(g) + 1) — 1. O

2.4. Invarianza homotdépica

A continuacion, vemos la invarianza homotopica de la distancia homotoépica.

Proposicion 2.19. Sean f,g: X — Y aplicaciones continuas.

1. S15:Y — Y’ es una aplicacion continua que admite inversa homotdpica por la izquierda,

entonces se cumple que D(so f,s0g) =D(f,g).

2. Sir: X' — X es una aplicacion continua que admite inversa homotdpica por la derecha,

entonces se cumple que D(f or,gor)=D(f,g).

Demostracion. 1. Sea t: Y’ — Y una inversa homotopica por la izquierda de s, es decir,
t o s ~ idy. Por tanto, tenemos que toso f ~ f ytoso g~ g. Usando las Proposiciones

2.4 y 2.14 concluimos que
D(f,g9) 2 D(so f,sog) 2 D(toso fitosog) =D(f,9g).

2. Sea t: X — X’ una inversa homoto6pica por la derecha de s, es decir, rot ~ idx. Por tanto,
tenemos que forot~ fy gorot~ g. Usando las Proposiciones 2.4 y 2.16 concluimos
que

D(f,g9) > D(for,gor)>D(forot,gorot)=D(f,g). O]
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Teorema 2.20. Sean f,g: X — Y, f',¢': X' — Y’ aplicaciones continuas. Sean r: X' — X y

5: Y — Y’ equivalencias de homotopia tales que so for ~ f' ysogor ~ ¢'. Entonces se cumple

que D(f,g) =D(f', ¢').

’
X' ! o4
_
g/
' S

X LY
g

Demostracion. Por las Proposiciones 2.4 y 2.19 tenemos que
D(f.g) =D(for,gor)=D(so for,sogor)=D(f,g') O

Corolario 2.21. La categoria de Lusternik-Schnirelmann y la complejidad topoldgica son inva-
riantes del tipo de homotopia. Es decir, si X e Y son homotopicamente equivalentes, entonces
se cumple que cat(X) = cat(Y) y TC(X) = TC(Y).

Y Y

l /{ Wé
m

X 7X

2.5. Espacios normales

1%
1%

I H

Si el dominio es un espacio normal, entonces la distancia homotoépica verifica una desigualdad
triangular. Este resultado, junto con la Observacion 2.2, asegura que la distancia homotopica
define una verdadera distancia en el conjunto de clases de homotopia de aplicaciones continuas

definidas entre dos espacios.

Definicion 2.22. Decimos que un espacio topoldgico X es normal si, dado un par de cerrados
disjuntos A, B C X, existen dos abiertos disjuntos U4 y Up tales que A CUsy B C Up.

Para demostrar el resultado deseado, usamos un lema muy general, pero extremadamente

util cuando se trabaja con recubrimientos de un espacio.

Lema 2.23 ([35, Lema 4.3|). Sea X wun espacio normal y sean U = {Uy,..., Uy} y V =
{Vo,...,Vin} dos recubrimientos de X por n+ 1 y m + 1 abiertos tales que los elementos de
U satisfacen cierta propiedad “A” y los elementos de V' satisfacen cierta propiedad “B”. Si las

propiedades “A” y “B” son heredadas por subconjuntos abiertos y uniones disjuntas, entonces X
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admite un recubrimiento W = {Wy, ..., Wyim} formado por n +m + 1 abiertos que satisfacen

tanto la propiedad “A” como la propiedad “B’.

Proposicion 2.24. Sean X un espacio normal y f,g,h: X — Y aplicaciones continuas. Enton-

ces se cumple que

D(f,h) <D(f,9) + D(g,h).

Demostracion. Sean D(f,g) =n, D(g,h) =my {Uo,...,Un} y {Vo...,Vin} dos recubrimientos
de X por n+ 1y m+1 abiertos tales que fjy, > gy, para todo i =0,...,ny gy, = hjy, para
todo 7 = 0,...,m. La propiedad “ser homoétopas” es heredada por conjuntos abiertos y uniones
disjuntas. Por el Lema 2.23, X admite un recubrimiento W = {Wy,..., Wy} formado por
n+m+1 abiertos tal que fjw, >~ gjw, =~ hyw, para todo k =0,...,n+m. Por tanto, concluimos
que D(f,h) <n+m =D(f,g)+D(g,h). O

Corolario 2.25. Sea X un espacio normal y consideremos aplicaciones f,g: X — Y con'Y

conexo por caminos. Entonces se cumple que

D(f,9) < cat(f) + cat(g).

Demostracion. Sea cte: X — Y una aplicacion constante. Por la Proposicion 2.24 se tiene que
D(f,g9) < D(f,cte) + D(cte, g) = cat(f) + cat(g). O

Observacion 2.26. El resultado del Corolario 2.25 mejora el de la Proposiciéon 2.18.

Proposicion 2.27. Sea X un espacio normal y consideremos aplicaciones f,g: X — Y y

f',q': Y — Z. Entonces se cumple que

D(f o f,¢' 0g) <D(f,9) +D(f',d).

Demostracion. Sean D(f,g) =n,D(f",¢') =my {Uo,...,Us} y {Vi..., Vin} dos recubrimientos
de X e Y por n+ 1y m+ 1 abiertos tales que fjy, ~ gy, para todo ¢ =0,...,ny f|/Vj ~ g|/Vj
para todo j =0, ..., m. Entonces (¢’ o f)y, ~ (¢’ og)u, para todoi =0,...,ny (f’of)|f71(vj) ~
(f o g)‘f—l(‘/j) para todo j = 0,...,m. Por el Lema 2.23, X admite un recubrimiento W =
{Wo, ..., Wiy} formado por n+m-+1 abiertos tal que (f'o f)jw, =~ (¢'0f)jw, =~ (9'0g)w, para
todo k = 0,...,n+m. Por tanto, concluimos que D(f’of, g’og) < n+m = D(f,g)+D(f’,¢"). O

2.6. Productos

Haciendo uso del Lema 2.23, demostramos un resultado relacionando la distancia homotépica

con los productos.
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Teorema 2.28. Sean f,g: X =Y, f',¢': X' =Y’ aplicaciones continuas tales que X x X' es

un espacio normal. Entonces se cumple que
D(f x f'.gxg) <D(f,9) +D(f". ).
Demostracion. Para un abierto W C X x X’ consideremos las siguientes propiedades:

e “A” Existe una homotopia (f X idx/)w = (g x idx/)jw-

e “B”: Existe una homotopia (idx x f')jy =~ (idx x ¢')w-

Estas propiedades son heredadas por subconjuntos abiertos y uniones disjuntas.

Sean D(f,g9) = n, D(f",¢") = m y {Uy,...,Un} vy {Vo,...,Vin} recubrimientos de X y
X' por n+ 1y m+ 1 abiertos tales que Jlv, = gy, para todo i = 0,...,ny f|/Vj ~ g|’vj
para todo j = 0,...,m. Entonces los recubrimientos U = {Uy x X',..., U, x X'} y V =
{X x Vo,..., X x V,,,} satisfacen las propiedades “A” y “B” respectivamente. Por el Lema 2.23,
existe un recubrimiento W = {Wy, ..., Wy4,} formado por n + m + 1 abiertos que satisfacen
ambas propiedades: H: (f X idx:)jw, =~ (¢ x id)w, v H': (idx x f')jw, =~ (idx % ¢')jw, para
todo k=0,...,n+m.

Sean 1y Y XY =Y, 1y Y xY' =Y 7x: X x X' - X X7ay: X x X' — X' las

proyecciones. Entonces la homotopia H” = (my o H, 7wy o H') cumple que
Hy(z) = (my o Ho(z), myr 0 Hy(2)) = (f o mx(2), f omx:(2)) = (f x f))(2)

y, andlogamente, H{(z) = (g x ¢')(z). Por tanto, concluimos que D(f x f',g x ¢') <n+m =
D(f,9) +D(f". ). O

Corolario 2.29. Supongamos que X XY es normal. Entonces se cumple que:
1. cat(X x Y) < cat(X) + cat(Y).

2. TC(X x Y) < TC(X) + TC(Y).

Demostracion. Aplicando el Teorema 2.28 vemos que

cat(X x Y) = D(idxxy,cte) = D((idx x idy), (cte’ x cte”))
< D(idx, cte’) + D(idy, cte”) = cat(X) + cat(Y).

Por otra parte, si consideramos las proyecciones

T (X XY)x (X XY)—XxY, ami,m: XxX —X, m,n:YxY —Y,
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como (X xY)x (X xY) ~ (X x X)x (Y xY), podemos escribir 71 = (75X x7] ) y 72 = (75 X713 )

y usar el Teorema 2.28 para ver que
TC(X xY) =D(ny,m) = D((mX x 7)), (m5 x 7))
<D(ri, 15 ) + D(n) , 73 ) = TC(X) + TC(Y). O

2.7. H-espacios

En esta seccién introducimos una condicién bajo la cual podemos acotar superiormente la

distancia homotopica por la categoria LS del codominio: cuando este es un H-espacio.

Definiciéon 2.30. Un H-espacio es un espacio topolégico punteado (G,e) equipado con una

operacion continua p: G X G — G, llamada multiplicacién, tal que las aplicaciones

G— G G— G

z— p(z,e), z— ple, ),

son homoétopas a la identidad idg: G — G.

La multiplicacién no tiene por qué ser ni conmutativa ni asociativa. Un H-espacio también

cuenta con una operacion de division §: G x G — G, satisfaciendo la condicion p o (71, ) ~ 7.

Ejemplo 2.31. 1. Sea X un espacio topoléogico. El espacio de lazos 2X es un H-espacio con

la operacion p: QX x QX — QX dada por la concatenacion de caminos

a(2t), t<1/2,

e, F)(E) = { B2t —1), t>1/2.

2. La esfera S™ admite una estructura de H-espacio si n = 0,1,3,7. En este caso, la estruc-
tura se obtiene al identificarla como subespacio de una de las cuatro algebras de divisiéon
normadas (los nameros reales R, los complejos C, los cuaternios H y los octonios Q) y

tomando la operacién inducida por el producto del élgebra.

3. Un grupo de Lie es un H-espacio con la multiplicaciéon de grupo. Mas en general, cualquier

grupo topolégico es un H-espacio.

4. Todo espacio topolégico punteado con el tipo de homotopia de un H-espacio admite una

estructura de H-espacio (dada por la equivalencia de homotopia).

Teorema 2.32. Sea G un H-espacio conexo por caminos y sean f,g: GXG — G dos aplicaciones

continuas. Entonces se cumple que D(f, g) < cat(G).
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Demostracion. Sea cat(G) =n y {Up,... Uy} un recubrimiento de G por n + 1 abiertos catego-
ricos. Si denotamos Vj = (6 o (f,g)) "' (Uj), y consideramos la inclusion iy, : V; — G x G, como
se cumple que

2 0 (fvg) OZVJ =po (77175) o (fvg) OZ’Vja
podemos escribir

Ademas, § o (f,g) o iy, factoriza a través de la inclusion iy, : U; — G, que es homoétopa a
una constante cte: G — G. Como G es conexo por caminos, podemos suponer que la aplicacién
constante toma el valor del punto base e € G. Por lo tanto, 9|v; = po (f|vj,cte) ~ f\vj para todo

j=0,...,n. En consecuencia, D(f, g) < n = cat(G). O

Corolario 2.33. Sea G un H-espacio conexo por caminos. Entonces se cumple que

TC(G) = cat(G).

Demostracion. La desigualdad TC(G) < cat(G) se sigue de aplicar el Teorema 2.32 a las pro-

yecciones w1, mo: G X G — G. La otra desigualdad fue demostrada en el Corolario 2.12. O

Observacion 2.34. El Corolario 2.33 no solo nos da la igualdad TC(G) = cat(G). Si seguimos
los pasos de la demostracion del Teorema 2.32, a partir de un recubrimiento de G por abiertos
categodricos, podemos obtener explicitamente un recubrimiento de G x G formado por el mismo

numero de abiertos de Farber.

2.8. CW-complejos

Una de las consecuencias més importantes del Teorema 2.6 es que nos permite aplicar la teoria
desarrollada en 18], donde se estudia el género de S¥arc para espacios con el tipo de homotopia de
un CW-complejo, o, equivalentemente, espacios con el tipo de homotopia de un ANR (absolute
neighborhood retract) [16, Teorema 5.2.1]. Esta clase de espacios es particularmente amplia y

efectiva para los objetivos de la topologia algebraica [31].

Més en concreto, si se considera una fibracion p: £ — B donde tanto E como B son ANRs,
los recubrimientos empleados en el calculo del género de S¥arc pueden estar formados por sub-
conjuntos cerrados o incluso por subconjuntos que no sean ni abiertos ni cerrados [18, Teorema
2.7]. Esta es la situacion de la distancia homotopica cuando X e Y son ANRs. En tal caso,
el espacio de caminos PY también es un ANR [22, Capitulo VI, Teorema 3.1] y, al considerar
el pullback correspondiente, se obtiene un ANR [19, Proposicion 5.9]. Por tanto, en adelante

restringimos nuestro analisis a esta clase de espacios.



20 2. Distancia homotépica

A partir de estas consideraciones, en esta secciéon desarrollamos algunos resultados propios
en el contexto de los CW-complejos, los cuales introducimos brevemente siguiendo [21]. Dado
que estamos trabajando con invariantes homotépicos, dichos resultados se cumplen también para

cualquier espacio con el tipo de homotopia de un CW-complejo.

Definicién 2.35. Un CW-complejo es un espacio topologico de la forma X = J, .y X» donde

cada X, es un n-esqueleto:

e El 0-esqueleto X es un conjunto discreto de puntos.

e Para cada n > 1, el n-esqueleto X,, se obtiene pegando al (n — 1)-esqueleto X, _; una
familia de n-discos (D?)je J, donde cada disco D} se pega a X1 a lo largo de su borde

oDy = S"~! mediante una aplicacién de adjuncién ¢;: oD} — Xp-1.

n—1 n

! (S !
|_| SJ |_| ]D)J
jedJ jeJ

Uepj
-

Xpog —— Xn

Un subconjunto U C X es abierto si y solo si UNX,, es abierto para todo n > 0. Llamamos n-

n
J

dimensién menor o igual a n, entonces decimos que X tiene dimensién n. En otro caso, decimos

celda e” a cada uno de los discos ]D}1 C X. Si existe un entero n > 0 tal que todas las celdas tienen
que X tiene dimension infinita. Si X esté formado por un ntimero finito de celdas, decimos que X
es un CW-complejo finito. En particular, un CW-complejo finito tiene dimensién finita. Decimos

que X es un CW-complejo regular si las aplicaciones de adjunciéon son homeomorfismos.

Ejemplo 2.36. 1. Un CW-complejo de dimension 1 es lo mismo que un grafo no dirigido: los

vértices forman el 0-esqueleto y las aristas son las celdas de dimensién uno.

2. Podemos construir la esfera S™ con una celda € en dimensién cero y una celda e” en
dimension n. La aplicacién de adjuncién colapsa el borde ¢: S"~! — €%, También es posible
construir S con dos celdas en cada dimension, interpretadas como hemisferios que se unen
a lo largo del ecuador. Esto muestra que la construcciéon de un espacio topolégico como

CW-complejo no es tnica.

3. Sea IF el cuerpo de los reales R, complejos C o cuaternios H. Entonces podemos representar
el espacio proyectivo FP™ como un CW-complejo con celdas en dimension 0, k, 2k, ..., nk
con k = 1,2,4 dependiendo si F = R, C, H. Esta descomposiciéon coincide con la usual:
FP" = F* UF"+ - .- UF U {*}. Por ejemplo, para el plano proyectivo real RP?, la 1-celda

se corresponde con la recta del infinito.
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4. Las variedades diferenciables compactas admiten una realizaciéon como CW-complejos fini-

tos (ver Ejemplo 4.8).

Proposicion 2.37. El producto de CW-complejos X XY admite una estructura de CW-complejo
en el que las celdas se corresponden con productos de celdas e; x ej, con ej recorriendo las celdas

de X y e; recorriendo las celdas de Y.

Definicién 2.38. Un subcomplejo de X es un subespacio cerrado Y C X que puede expresarse

como unién de celdas de X.

Proposicion 2.39. SiY es un subcomplejo de X entonces hereda la estructura de CW-complejo
de X con la topologia relativa. Ademds, el cociente X/Y admite una estructura de CW-complejo

en el que las celdas de 'Y se colapsan a una celda de dimension cero.

Definicion 2.40. Sean X e Y dos espacios. Llamamos join de X e Y, XY, al espacio cociente de
X xY x10,1] por las relaciones (x,y1,0) ~ (z,92,0) y (z1,y,1) ~ (22,y,1). Es decir, colapsamos
el subespacio X x Y x {0} a X y el subespacio X xY x {1} a Y.

Observacion 2.41. Si X e Y son CW-complejos, entonces existe una estructura natural de CW-
complejo en X *Y que tiene a X e Y como subcomplejos. El resto de celdas se corresponden con
las del producto X x Y x (0,1).

Ejemplo 2.42. 1. Si Y esta formado por un tnico punto, entonces X * Y es el cono sobre
X, que denotamos por C'X. El cono sobre cualquier espacio es contractil, lo cual puede
comprobarse mediante una homotopia que lo contrae al punto X x {*} x {1}. En particular,
cat(CX) = TC(CX) =0y D(f,g) = 0 para cualesquiera dos aplicaciones f y g definidas
sobre C'X.

2. SiY esta formado por dos puntos, entonces X *Y es la suspension de X, que denotamos por
> X. También podemos interpretar XX como el espacio obtenido al pegar dos copias del
cono C'X por sus bases. Esto puede verse ilustrado en la Figura 2.1. En este caso, se cumple

que cat(XX) < 1, ya que las copias del cono recubren la suspension y son contractiles.

Definicion 2.43. Sea f: X — Y una aplicacion continua. Llamamos cono sobre f, C't, al espacio

obtenido al pegar Y a CX por la relacion (z,0) ~ f(z).

X —(CX

Y ———
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X X G=)

Figura 2.1: A la izquierda, el cono CX de X. En el centro, su suspension XX . A la derecha, el
cono Cfy sobre f: X =Y

Ejemplo 2.44. La adjuncién de una celda e™ en la construccion de un CW-complejo es el cono

sobre la aplicacion de adjuncion ¢: S*~1 — X,,_;.

Lema 2.45 (|29, Proposicion 3.11]). La distancia homotdpica es subaditiva. Es decir, dado un

recubrimiento {Uy, ...,Ur} de X y dos aplicaciones continuas f,g: X — Y, se cumple que

k

Z (o 90,) +1) -

Demostracion. Lo demostramos para un recubrimiento formado por dos conjuntos {V, W}. El
caso general se sigue por recurrencia. Supongamos que D(fjy,gv) = n y D(fiw,gw) = m
y sean {Vp,...,V,} v {Wo,..., Wy} recubrimientos de V' y W formados por n + 1y m + 1
subconjuntos tales que fy; >~ g, v f|Wj ~ gyw,; para todo ¢ =0,...ny j =0,...m. Entonces
{Vo, ..., Vo, Wo, ... Wi, } es un recubrimiento de VUW = X formado por n+m+2 subconjuntos

en los cuales las restricciones de f y g son homotopas. Por tanto,

D(f,9) <n+m+1=D(fiv,9v)+D(fjw,gw) + 1. [

Teorema 2.46. Sea Cy el cono sobre f: X —Y yseang,q': Cy — Z dos aplicaciones continuas.

FEntonces se cumple que

D(g,9') <D(g)y,d'y) +1

Demostracion. Sea m: (Y LUCX) — Cy la aplicacion cociente. El resultado se sigue de aplicar el
Lema 2.45 al recubrimiento {7 (Y"), 7(CX\{X x {0}}) de C}, teniendo en cuenta que 7(Y’) ~ Y
y que m(CX\{X x {0}}) puede contraerse al vértice del cono. O

Definicion 2.47. Sea f;: X; — Y una familia de aplicaciones continuas. Llamamos familia de

conos sobre las aplicaciones f;, Cly,, al espacio obtenido al pegar Y a L;CX; por las relaciones
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(x,0) ~ fi(z).

Ufi

r

Y ——— Cuy,

Ejemplo 2.48. La construccién del n-esqueleto de un CW-complejo es la familia de conos sobre

las aplicaciones de adjuncion ¢;: St - X1

Teorema 2.49. Sea Cjy, la familia de conos sobre fi: X; — Y y sean g,¢': Cly, — Z dos

aplicaciones continuas. Entonces se cumple que

D(g,9") <D(gyy,d'y) + 1.

Demostracion. La demostraciéon es analoga a la del Teorema 2.46, salvo que ahora en vez de

m(CX\{X x {0}}), consideramos el subconjunto L;7(CX;\{X; x {0}}). O

Teorema 2.50. Sea X un CW-complejo finito conexo por caminos y sean f,g: X — Y dos

aplicaciones continuas. Entonces se cumple que

Demostracion. Procedemos por induccién en la dimensién de X. Para n = 0, X consiste en
un unico punto, por lo que la desigualdad se satisface de manera trivial. Supongamos que el
resultado es cierto para todo CW-complejo de dimensiéon n — 1. Sea X un CW-complejo de
dimension n. Podemos considerar X como la familia de conos sobre las aplicaciones de adjuncion

del n-esqueleto. Aplicando el Teorema 2.49 obtenemos la desigualdad deseada. O

Corolario 2.51. Sea X un CW-complejo finito conexo por caminos. Entonces se cumple que:

1. cat(X) < dim(X).

2. TC(X) < 2-dim(X).

Ademas, el resultado del Teorema 2.50 puede ser refinado, ya que no se considera el caso en
que ciertos k-esqueletos no contienen celdas.

Teorema 2.52. Sea X un CW-complejo finito conexo por caminos. La distancia homotdpica
entre dos aplicaciones definidas sobre X es estrictamente menor que el numero de dimensiones

en las que X tiene celdas.
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Demostracion. Si la dimension de X es cero, la desigualdad se satisface de manera trivial. Sea
X un CW-complejo de dimensién n > 1. En la construcciéon inductiva de los k-esqueletos, para

k=1,...,n, puede suceder uno de los dos siguientes casos en cada etapa:

1. Si no se afiade ninguna celda, la distancia homotdpica permanece invariante.

2. Si se anaden celdas, por el Teorema 2.49, la distancia homotépica de dos aplicaciones
definidas sobre X aumenta como maximo en uno con respecto a la de aplicaciones definidas
sobre Xj_1. O

Corolario 2.53. Sea X un CW-complejo finito conexo por caminos.
1. La categoria LS de X es estrictamente menor que el nimero de dimensiones en las que X
tiene celdas.

2. La complejidad topoldgica de X es estrictamente menor que el nimero de dimensiones en

las que X x X tiene celdas.



Capitulo 3
Métodos algebraicos

En este capitulo abordamos el estudio de los invariantes homotépicos mediante herramien-
tas algebraicas. Més concretamente, introducimos dos nuevos invariantes originales que acotan
inferiormente la distancia homotopica. El primero es la distancia homotépica débil, formulada
en términos de los grupos de homotopia de los espacios involucrados. El segundo es la distan-
cia cohomolégica, basada en la cohomologia singular. [lustramos su comportamiento mediante

numerosos ejemplos representativos y estudiamos sus propiedades fundamentales.

Ademaés, presentamos resultados originales referentes a la longitud cup y demostramos que
nuestro invariante cohomoldgico mejora las cotas previamente establecidas en la literatura, lo cual
constituye una de las principales contribuciones originales de este trabajo. Como caso particular,
recuperamos la categoria cohomologica introducida en [33|. Finalmente, consideramos una version
homoldgica, que relacionamos con un invariante definido por Fox [15], y estudiamos su relacion

con la distancia cohomoldgica previamente introducida.

Para desarrollar estos temas nos apoyamos en herramientas y resultados clasicos de topologia

algebraica, cuya exposicion detallada y demostraciones pueden consultarse en [21, 38|.

3.1. Distancia homotoépica débil

Con el objetivo de introducir la nocién original de distancia homotépica débil, comenzamos
fijando notacioén, recordando brevemente los grupos de homotopia y enunciando algunas propie-
dades que necesitamos posteriormente. Sean (X, z¢) y (Y, y0) espacios topologicos con punto base
fijado y [X,Y] = [(X,x0), (Y, y0)] €l conjunto de clases de homotopia de aplicaciones continuas

f: X =Y tales que f(z9) = yo. Para n > 1, el n-ésimo grupo de homotopia de X en zg es:
(X, o) == [(S™, %), (X, zo)].

25
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Aunque el conjunto [X, Y] no tiene, en general, estructura de grupo, la adquiere si X es una
suspensiéon o Y es un espacio de lazos. En el caso de los grupos de homotopia, la estructura de
grupo se hereda del hecho de que S™ es la suspensiéon de S*~!. Cuando n = 1, recuperamos la
definicion del grupo fundamental. Si zj, € X esta en la misma componente conexa de X que o,

entonces 7, (X, z() = m, (X, z0). Si X es conexo por caminos, lo denotamos por 7, (X).

Una aplicacién continua f: X — Y induce homomorfismos en los grupos de homotopia
fe: m(X) — m,(Y) mediante fi([¢]) = [foyp]. Sig: X — Y es homotopa a f, entonces f, = gs.
Ademas, se cumple que (idx ). = id., (x) v (fo f')« = feo f',. En particular, si f: X — Y es una

equivalencia de homotopia, entonces fy: m,(X) — m,(Y") es un isomorfismo para todo n > 1.

Proposicion 3.1. Sea p: E — B una fibracion de fibra F' con B conexo por caminos. Entonces

existe una sucesion exacta larga en los grupos de homotopia:

i —— Tt (B) —— 1 (F) —— mp(B) —2— 10 (B) —— - -

Corolario 3.2. Sip: X — X es una aplicacion de revestimiento, entonces py: m,(X) — 7, (X)

es un isomorfismo para todo n > 2.

Sean X e Y espacios topoldgicos conexos por caminos y f,g: X — Y aplicaciones continuas.

Definiciéon 3.3. La distancia homotopica débil entre f y g, 7D(f, g), es el menor entero n > 0

tal que existe un recubrimiento {Uy,...,U,} de X por n + 1 abiertos cumpliendo que (fjy,)s =
(9jv;)«: ®m(U;) — 7 (Y) para todom > 1y para todo j = 0,...,n. Sital n no existe, escribimos
mD(f, g) = <.

Observacion 3.4. Puede suceder que 7D(f,g) = 0 pero f y g no sean homotopas. Esto puede
verse ilustrado en los Ejemplos 3.22 y 3.25.

Teorema 3.5. Se cumple que 7D(f,g9) < D(f,g).

Demostracion. Sea D(f,g) = n y {Uo,...,Uy} un recubrimiento de X por n + 1 abiertos tal

que f|UJ_ ~ gy, para todo j = 0,...,n. Como aplicaciones homoétopas inducen el mismo homo-
morfismo en los grupos de homotopia, se tiene que (f|Uj)* = (g|Uj)* para todo j =0,...,n. Asi,
concluimos que 7D(f,g) < n =D(f,g). O

Observacion 3.6. La distancia homotdpica débil cumple todas las propiedades que probamos

para la distancia cohomoldgica en la Seccién 3.4, por lo que omitimos aqui sus demostraciones.
Ejemplo 3.7. Sea CP! la recta proyectiva compleja. Consideremos la aplicacion

p: S — CP!

(xo,l'l,xQ,.%'g) — [l‘o +ix1 i x9 + i.%'g],
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donde [zg : z1] son las coordenadas homogéneas. Como CP! = S?  induce una aplicacién a la
que también denotamos por p: S? — S?. Esta es conocida como la fibracion de Hopf y define
un fibrado trivialmente local sobre S? de fibra S! [37, Teorema 11.53]. Consideremos la sucesion

exacta larga en homotopia asociada a esta fibracion dada por la Proposicién 3.1:

i — 7Tn+1(82) — Wn(Sl) —_— 7Tn(83) L Wn(Sz) [

Como el revestimiento universal de S' es R, aplicando el Corolario 3.2, obtenemos que

7 (St) = m,(R) = 0 para todo n > 2. Por lo tanto, ps: 7, (S?) — 7,(S?) es un isomorfismo

~

para todo n > 2. En particular, se tiene un isomorfismo 73(S?) = 73(S?) = Z |21, Corolario
4.25]. Sea cte: S* — S? una aplicacién constante. Entonces 7D(p, cte) > 0. Por otra parte, como

cat(S3) = 1, concluimos que 7D(p, cte) = D(p, cte) = 1.

3.2. (Co)homologia singular

Sea (R, +,-) un anillo unitario conmutativo. Cuando decimos R-mo6dulo nos referimos a un

R-moédulo por la izquierda.

Definicién 3.8. Llamamos n-simplice estandar a
n
A" = {(x0,...,2,) € R tales que sz =1,2; >0, para todoi=0,...,n}.
i=0
Definicion 3.9. Un n-simplice singular en X es una aplicacién o: A" — X continua.
Definiciéon 3.10. Llamamos R-mo6dulo de n-cadenas singulares de X, C,(X; R), al R-mo6dulo

generado por los n-simplices singulares en X. Los elementos de C,(X; R), las n-cadenas, son

sumas formales de n-simplices singulares con coeficientes en R.
Definiciéon 3.11. Llamamos operador borde al homomorfismo de R-médulos dado por
On: Cp(X;R) — 'n—1(X; R)

n
0 = D (D), el
=0

Lema 3.12. Se cumple que Oy, 0 Opy1 = 0. Es decir, (C(X; R),0) es un complejo de cadenas,

llamado el complejo singular de X .

Definiciéon 3.13. Llamamos n-ciclos a los elementos de Z,(X; R) := ker 9,,. A los elementos de
B, (X;R) :=im 0p41 les llamamos n-bordes. El n-ésimo R-moédulo de homologia de X es

Zn(X; R)

H,(X;R):= Bo(X:R)
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Ejemplo 3.14. Sea X = {x} el espacio formado por un tinico punto. En este caso solo existe

un n-simplice singular o, en X. Se tiene que

n

doy, = Z(—l)ian_l

i=0
estd formado por n + 1 términos, que se anulan si n es impar y toman el valor o,,_1 si n es par.

El complejo singular de X es

v R-YyR-=3R-".R 0,
por lo que
RIO=R sin=0,
Ho (X R) = 0 R/R=0 sinesi
AR = /R = si n es impar,

0/0=0 en otro caso.

Definicion 3.15. Llamamos R-médulos de n-cocadenas singulares de X a

C"(X; R) :== Hom(C,(X; R), R).

El operador coborde es el homomorfismo dual del operador borde
§": C"(X; R) — C"T(X; R),

por lo que 6" o §® = 0. Denotamos a su niicleo por Z"(X; R), los R-mo6dulos de n-cociclos;
y a su imagen por B"(X; R), los R-mo6dulos de n-cobordes. Llamamos n-ésimo R-moédulo de

cohomologia de X a
_ Z"X5R)
- B"(X;R)

Una aplicacion continua f: X — Y induce homomorfismos en los R-moédulos de (co)homologia

H"(X;R):

f«: Hy(X;R) — H,(Y; R), ff+H*(Y;R) - H"(X; R).
Teorema 3.16. Aplicaciones homdtopas inducen el mismo homomorfismo en (co)homologia.

Corolario 3.17. Una equivalencia de homotopia induce isomorfismos en los R-mddulos de (co)-
homologia. Es decir, espacios homotépicamente equivalentes tienen R-mddulos de (co)homologia

1somorfos.

3.3. Distancia cohomolégica

En esta seccion, siguiendo la filosofia del Teorema 3.16 y de la categoria homologica introduci-
da en [15], presentamos una nueva cota inferior original para la distancia homotopica, construida
a partir la cohomologia de un espacio. Sean X e Y espacios topologicos conexos por caminos y

f,9: X — Y aplicaciones continuas. Sea (R, +,+) un anillo unitario conmutativo.
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Definiciéon 3.18. La distancia cohomoldgica entre f y g con coeficientes en R, H*D(f, g; R), es
el menor entero n > 0 tal que existe un recubrimiento {Uy,...,U,} de X por n + 1 abiertos
cumpliendo que (fiy;)* = (gy;)*: H™(Y;R) — H™(Uj; R) para todo m > 0 y para todo

j=0,...,n. Sital n no existe, escribimos H*D(f, g; R) = oc.

Observacion 3.19. La distancia cohomolégica, al igual que la distancia homotopica y la distancia
homotopica débil, es constante sobre las clases de homotopia. Es decir, si f ~ f'y g ~ ¢/,
entonces se cumple que H*D(f, g; R) = H*D(/f’, ¢'; R).

Para la categoria LS, se tiene la categoria cohomologica
H'cat(X; R) = H*D(cte,idx; R) = H*D(i1,i2; R),

introducida en [33], mientras que para la complejidad topolégica, la llamamos complejidad co-
homolégica
H*TC(X; R) = H*D(my, m2; R).

Notese que distintas elecciones de anillo pueden dar lugar a diferentes valores de distancia coho-

mologica. Esto puede verse ilustrado en el Ejemplo 3.24.

Teorema 3.20. Se cumple que H*D(f, g; R) < D(f,9).

Demostracion. Sea D(f,g) = n'y {Uy,...,U,} un recubrimiento de X por n + 1 abiertos tal

que f|Uj ~ g|y; para todo j = 0,...,n. Por el Teorema 3.16, aplicaciones homotopas inducen el
mismo homomorfismo en cohomologia. Asi, (fir,)* = (gjy,)* para todo j = 0,...,n, por lo que
H*D(f,g; R) <n = D(f,9). O

Ejemplo 3.21. Consideremos de nuevo la fibracion de Hopf p: S — S%. En el Ejemplo 3.7
comprobamos que 7D(p, cte) = D(p,cte) = 1, donde cte: S* — S? es una aplicaciéon constante

cualquiera. Los R-mo6dulos de cohomologia de las esfera S™ vienen dados por

Hm(S”;R):{ R, si n=00 n=m,

0, en otro caso.
Por tanto, o bien H'(S%};R) = 0, o bien H'(S};R) = 0 para i = 1,2,3. Asi, todas las
aplicaciones continuas entre ambos espacios inducen el mismo homomorfismo en cohomologia.

En particular, H*D(p, cte; R) = 0. Esto muestra que la desigualdad del Teorema 3.20 puede ser
estricta. Ademés, vemos que, en general, 7D(f, g) £ H*°D(f, g; R).

Ejemplo 3.22. Sea T = S' x S! el toro realizado como CW-complejo con la estructura dada
por la Proposicion 2.37. Consideremos la aplicacién que colapsa el 1-esqueleto a un punto
St x St

~ gl 1 ~ Q2
Srer =S AS' =S

7:Stx st —
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Teniendo en cuenta que los grupos de homotopia preservan productos [21, Proposicion 4.2] y

aplicando el Corolario 3.2, vemos que
Tn(T) = T (ST x SY) 2 71, (SY) X 7 (S = 7, (R) x mp(R) 220

para todo n > 2. Como m1(S?) = 0, se cumple que 7D(7,cte) = 0. Por otra parte, m envia la

2-celda de T a la 2-celda de S?. En cohomologia en dimension 2, induce un isomorfismo
7 H3(S?) — H*(T)
(o] — 7*[a] = [A],

donde [a] y [f] denotan las clases fundamentales de la esfera y del toro, respectivamente. Asi, se
cumple que H*D(rr, cte; Z) > 0. Esto también muestra que H*D(f, g; R) £ «D(f, g).

Ejemplo 3.23. Consideremos ahora los mismos espacios del Ejemplo 3.22, pero estudiando
aplicaciones en sentido contrario: sea f: S> — S! x S! una aplicacién continua cualquiera. Como
S? es simplemente conexo, f admite un levantamiento al revestimiento universal de S! x S!
[21, Proposicién 1.33], que es R2. Como este es contractil, dicho levantamiento f: S? — R? es
nulhomotopo. Al proyectar la homotopia, obtenemos que po f: f es nulhomotopa y concluimos

que D(f,g) = 0 para cualesquiera aplicaciones f,g: S*? — S! x S
Ejemplo 3.24. Consideremos el producto S! x S§? y el grupo de rotaciones SO(3,R). Sea
f:Stxs? L st L SO(3,R)

la composiciéon de la proyeccion en el primer factor m1: St x S? — S! con la aplicacion v: St —
SO(3,R) que asigna a cada elemento € € S' la rotacion de angulo @ alrededor del eje z. Otra
manera de definir v es identificar SO(3,R) con RP? [7, Proposicién 5.67], en cuyo caso v es la

inclusion del 1-esqueleto v: St < RP3.

La aplicacion f*: H3(SO(3,R); R) — H3(S' x S%, R) es la trivial, pues factoriza a través
de H3(S'; R) =2 0. En particular, f es una aplicacién de grado 0. Si tomamos R = Z, entonces
H'(SO(3,R);Z) = 0, por lo que f*: H(SO(3,R); Z) — H(S' x S?;Z) es la aplicacion cero para
i > 0. Sin embargo, para el caso R = Zs, la aplicacion f*: H'(SO(3,R); Zo) — H'(S! x S$?;Zs)
es la identidad Zg — Zs. A nivel de grupos de homotopia, f,: 1 (S! x §?) — 71(SO(3,R)) es
la proyecciéon canénica Z — Zs. Sea cte: S! x S — SO(3,R) una aplicacién constante. Como
cat(S!) = 1, tenemos que D(f, cte) < 1. En resumen, hemos demostrado que H*D(f, cte; Z) = 0,
mientras que

H°D(f, cte; Zsy) = nD(f, cte) = D(f, cte) = 1.

Ejemplo 3.25. Sea T = S' x S' x S! el 3-toro realizado como CW-complejo con la estructura
dada por la Proposicion 2.37. Consideremos la aplicaciéon que colapsa el 2-esqueleto 1o a un

[)unt()
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Sea p: S? — S? la fibracion de Hopf. Como vimos en el Ejemplo 3.21, p es trivial en cohomo-
logfa, es decir, (pom)* = cte*, y por tanto H*D(po, cte; R) = 0. Por otra parte, razonando igual
que en el Ejemplo 3.22, 7,(T) = 0 para todo n > 2 y 71 (S?) 22 0, por lo que 7D(p o 7, cte) = 0.
No obstante, D(p o 7, cte) > 0. En efecto, supongamos que H: p o m ~ cte es una homotopia.

Entonces, como p es una fibracion, existe un levantamiento

Tx{0} ———— §3

H

Tx[0,1] —L g2
de manera que pof[(w, 0) = H(z,0) =pom(z)y poﬁ(m, 1) = H(x,1) = cte. Supongamos que la
aplicacién constante toma el valor 2y € S?. En ese caso, la imagen de H (x,1) queda contenida en
p~ (o) = St por lo que H define una homotopia entre 7 y otra aplicacién que solo toma valores
en p~!(xq). Esta nueva aplicaciéon induce en cohomologia el homomorfismo nulo en dimensién 3,

pues H3(SY; R) = 0.

Sin embargo, 7 lleva la 3-celda de T en la 3-celda de S?. En cohomologia en dimension 3,
induce un isomorfismo
™ H3(S3,2) — H3(T;7),

lo cual lleva a una contradiccion, pues aplicaciones hométopas inducen el mismo homomorfismo
en cohomologia. Por otra parte, tenemos que D(p o, cte) < D(p,cte’) = 1, siendo cte’: S — S?

una aplicacion constante. Por tanto, concluimos que D(p o 7, cte) = 1.

Los grupos homotopia y la (co)homologia de un espacio son herramientas fundamentales en
topologia algebraica para estudiar y clasificar espacios. Sin embargo, como muestra el Ejemplo
3.25, estos métodos presentan limitaciones inherentes que impiden capturar todos los matices de
la topologia. Esto nos recuerda que, al traducir problemas topolégicos a cuestiones algebraicas,

perdemos informaciéon sobre ciertos aspectos mas sutiles de los espacios.

3.4. Propiedades

Dedicamos este apartado a presentar algunos resultados sobre la distancia cohomolégica
analogos a los expuestos para la distancia homotépica. Mas en concreto, estudiamos su com-
portamiento respecto a la composicién de aplicaciones. A partir de esto, deducimos algunas
desigualdades relacionandola con la categoria y la complejidad cohomolégica. También mostra-
mos que es un invariante en el mismo sentido que la distancia homotépica. Por dltimo, damos

un resultado relativo a H-espacios.
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Proposicion 3.26. Se cumple que H*D(f, g; R) < H*cat(X; R).

Demostracion. Sea H*cat(X; R) = ny {Uy,...,U,} un recubrimiento de X por n + 1 abiertos
tal que cte* = (idxy,)* = * para todo j = 0,...,n, donde i: U; — X es la inclusion. En
cohomologia en dimensién cero, bajo la hipétesis de conexidad por caminos, todas las aplicaciones
inducen el mismo homomorfismo, por lo que (fj7;)* = (gjy;)* en este caso. Para dimensiones
superiores, cte* es la aplicacion cero: podemos factorizarla como cte: U; — {*} — Yy, siguiendo
un razonamiento analogo al Ejemplo 3.14, ver que H*({*}; R) = 0 para todo i > 0. Entonces

podemos escribir
(flo,)" = (foi)* =i o f* = cte” o f* = 00 f* = 0.
Del mismo modo, (gjy;)* = 0. Por tanto, H*D(f, g; R) < n = H'cat(X; R). O
Proposicion 3.27. Sea h: Y — Z una aplicacion continua. Entonces se cumple que
H'D(ho f,hog;R) <H'D(f,g; R).
Si, ademds, h admite una inversa homotdpica por la izquierda, entonces se cumple la igualdad.

Demostracion. Sea H*D(f, g; R) = n y {Uy,...,U,} un recubrimiento de X por n + 1 abiertos
tal que (fiy,)* = (gjv;)" para todo j =0,...,n. Como

((ho ;)" = (ko fiu,)" = (flu;)" o h™ = (gu;)" e h" = (hogu,)" = ((ho g)y;)”
para todo j =0,...,n, se tiene que H*D(h o f,hog; R) <n=H'D(f,g; R).

Supongamos ahora que h': Z — Y es una inversa homotopica por la izquierda de h, es decir,
I/ o h ~ idy. Por tanto, tenemos que h' oho f ~ f y h' o ho g ~ g. En vista de la Observacion

3.19 y la primera parte de esta Proposicién, concluimos que
H°D(f,g; R) > H*D(ho f,hog;R) > H'D(W oho f,h' ohog;R) = H'D(f, g; R). O
Proposicion 3.28. Sea h: Z — X una aplicacion continua. Entonces se cumple que
H°D(foh,goh; R) <H'D(f,g; R).

Si, ademds, h admite una inversa homotopica por la derecha, entonces se cumple la igualdad.

Demostracion. Sea H*D(f, g; R) =ny {Uy,...,U,} un recubrimiento de X por n+1 abiertos tal
que (f|Uj)* = (g|Uj)* para todo j = 0,...,n. Si denotamos V; := h=1(U;) C Z, podemos factori-
zar (hyy,)*: H*(X; R) — H*(Vj; R) como la composicion (ij 0 hyy, )"+ H*(X; R) — H*(Uj; R) —
H*(Vj; R). Asi, como

((f o mp,)" = ()" o f* = ()" o (fi,)" = ()" o (g0,)" = (Ayy,)" 0 9 = (9.0 )yy;)",
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se tiene que H*D(f o h,go h; R) <n =H'D(f,g; R).

Supongamos ahora que h': X — Z es una inversa homotopica por la derecha de h, es decir,
hoh' ~idx. Por tanto, tenemos que fohoh' ~ f y gohoh' ~ g. En vista de la Observacién

3.19 y la primera parte de esta Proposiciéon, concluimos que
H'D(f,9; R) > H'D(f o h,goh; R) > H'D(fohoh/,gohoh’;R) =H'D(f,¢; R). O

Corolario 3.29. Se cumple que H*cat(X; R) < H*TC(X; R) < Hcat(X x X;R).

Demostracion. Consideremos la inclusion is: X — X x X que, para un cierto xg € X fijado,

lleva cada punto x a ia(z) = (zo, ). Asi, usando la Proposicion 3.28, podemos escribir
H'cat(X; R) = H*D(cte,idx; R) = H*D(7 0 i, ™ 0 i9; R) < H°D(m1, mo; R) = H*TC(X; R).
La otra desigualdad se sigue de aplicar la Proposicién 3.26 a las proyecciones w1, mo: X x X — X,
H°TC(X; R) = H*D(71, mo; R) < H'cat(X x X; R). O

Corolario 3.30. Se cumple que H*D(f,g9; R) < H*TC(Y; R).

Demostracion. Considerando la aplicacion (f X g): X x X — Y x Y y usando la Proposicion

3.28 vemos que
H'D(f,9; R) = H'D(m1 0 (f x g),m2 0 (f x g); R) < H'D(m1,m; R) = H'TC(X; R). [

Teorema 3.31. Sean f,g: X — Y, f'.¢: X' — Y’ aplicaciones continuas. Sean r: X' — X y
5: Y — Y’ equivalencias de homotopia tales que so for ~ ' ysogor ~ ¢'. Entonces se cumple

que H*D(f, g; R) = H*D(f',¢"; R).

X 'Y

Demostracion. En vista de la Observacion 3.19 y las Proposiciones 3.27 y 3.28 tenemos que
H°D(f,g; R) = H'D(for,gor; R) =H'D(so for,sogor;R) =H'D(f',¢; R) O

Corolario 3.32. La categoria cohomoldgica y la complejidad cohomoldgica son invariantes del

tipo de homotopia. Es decir, si X e Y son homotdpicamente equivalentes, entonces se cumple

que H®cat(X; R) = H®cat(Y; R) y H*'TC(X; R) = H*TC(Y; R).
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Teorema 3.33. Sea G un H-espacio conexo por caminos y sean f,g: GXG — G dos aplicaciones
continuas. Entonces se cumple que H*D(f, g; R) < H®cat(G; R).

Demostracion. Sea H°cat(G; R) = ny {Uy,...U,} un recubrimiento de G por n + 1 abiertos tal
que (’L’Uj)* = cte* para todo j = 0,...,n. Recordemos que, como G es un H-espacio, existen una
multiplicacion p: G X G — G y una division p: G x G — G cumpliendo que po (m1,0) ~ mo. En
particular, tenemos que (p o (71,8))* = m5. Por lo tanto, si denotamos V; = (6o (f,9)) " 1(U;), ¥

consideramos la inclusion iy, : V; < G X G, podemos escribir

(m2 0 (f, ) oiv;)" = (no (m1,0) o (f,9) oiv;)",

de manera que

(gv;)" = (wo (fiv;; 00 (f,9) oiv;))"

Ademas, 6 o (f, g) oy, factoriza a través de la inclusion iy, : U; < G, que induce la misma
aplicacién en cohomologia que una aplicacién constante cte: G — G. Como G es conexo por
caminos, podemos suponer que la aplicaciéon constante toma el valor del punto base e € GG. Asi,
(9v;)" = (ko (fiv;,cte))” = (fly;)* para todo j = 0,...,n. En consecuencia, H*D(f,9;R) <n =
H*cat(G; R). O

Corolario 3.34. Sea G un H-espacio conexo por caminos. Entonces se cumple que

H*TC(G; R) = H'cat(G; R).

Demostracion. La desigualdad H*TC(G; R) < H*cat(G; R) se sigue de aplicar el Teorema 3.33 a

las proyecciones w1, mo: G X G — G. La otra desigualdad fue demostrada en el Corolario 3.29. [

Observacion 3.35. Al igual que sucedia en la Observaciéon 2.34, el Corolario 3.34 no solo nos da
la igualdad H*TC(G; R) = H*cat(G; R). Si seguimos los pasos de la demostracion del Teorema
3.33, a partir de un recubrimiento de GG por abiertos tales que las inclusiones inducen la misma
aplicacién en cohomologia que una aplicacién constante, podemos obtener explicitamente un
recubrimiento de G' x G formado por el mismo nimero de abiertos en los cuales las proyecciones

inducen la misma aplicacién en cohomologia.

3.5. Producto cup

La ventaja de la cohomologia frente a la homologia es que existe un producto, llamado
producto cup, que dota a la suma directa de los R-moédulos de cohomologia de estructura de
R-algebra graduada. En particular, esta estructura es un invariante mas fino que los R-mo6dulos

de (co)homologia, como puede apreciarse en el Ejemplo 3.39.
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Definiciéon 3.36. Dadas dos cocadenas p € C™(X; R) y ¢ € C™(X; R), definimos su producto
cup como la cocadena ¢ — 1p € C"*™(X; R) dada por

¥~ ¢(U) = SO(UHeO,.A.,en]) ’ ¢(0|[en,...,en+m})'
Proposicion 3.37. Se cumple que 6(p — ) = dp — b + (=1)"p — 7).
Como consecuencia de la Proposicién 3.37, el producto cup de dos cociclos es un cociclo, el de

dos cobordes es un coborde y el de un coborde y un cociclo es un coborde. Por tanto, el producto

cup induce una aplicaciéon R-bilineal, asociativa y distributiva en los R-médulos de cohomologia
—: H"(X;R) x H"(X;R) — H"™(X; R).

En general, dados dos abiertos U,V C X, se tiene un producto cup relativo [38, Capitulo 5,
Seccién 6|

—: H"(X,U;R) x H"(X,V;R) — H""™(X,UUV;R).

Teorema 3.38. H*(X; R) = D,>q H"(X; R) es una R-dlgebra graduada con el producto cup:

1. (H*(X;R),+,—) es un anillo y un R-mddulo donde los escalares conmutan con todo.
2. H"(X;R) — H™X;R) C H"""™(X;R).

3. Los elementos ¢ de H"(X; R) se dice que tienen grado n y lo denotamos por |p| = n.

Ademas, el producto en H*(X; R) ® H*(X; R) dado por

(1 ® 1) - (p2 @ o) = (—1)1Ie2l o) — 5 @ 4hy — 1

induce una estructura de anillo. Asi, H*(X; R) ® H*(X; R) también adquiere una estructura de

R-algebra graduada para la cual
—: H*(X,U;R)® H*(X,V;R) — H*(X,UUV;R)
es un homomorfismo de R-algebras.

Ejemplo 3.39. Consideremos el toro T = S' x S' y la unién punteada de una esfera y dos

circunferencias S = S' v S? v S!. Denotando por X cualquiera de los dos espacios tenemos que

HYX;zZ)=27, H' X;Z2)=ZoZ  H*X;Z)=L.

Es decir, H*(T;Z) y H*(S;Z) son isomorfos como grupos abelianos. Sin embargo, mientras
que el producto cup de los generadores de H'(S) es cero, el producto cup de los generadores de
HY(T) es un generador de H%(T). En consecuencia, H*(T;Z) y H*(S;Z) no son isomorfos como

anillos, por lo que T' y S no tienen el mismo tipo de homotopia.
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3.6. Longitud cup

Uno de los enfoques méas comunes para obtener cotas inferiores de los invariantes homotépicos
consiste en considerar productos en las algebras de cohomologia. Un ejemplo clasico de esta

estrategia se encuentra en el estudio de la categorfa LS, para la cual se tiene la siguiente cota:

Definicién 3.40. La longitud cup con coeficientes en un anillo R de X, l.c.p. (X; R), es el menor

entero n tal que cualquier producto zg — --- — x,, de n 4 1 elementos de H>°(X; R) es cero.

Por otra parte, para la complejidad topoldgica, existe una variante relacionada:

Definicién 3.41. La longitud cup con coeficientes en un anillo R de los divisores de cero de X,
l.c.p. (ker —; R), es el menor entero n tal que cualquier producto zg - ...z, de n+ 1 elementos

del nicleo del producto cup
—: H*(X;R)®@ H*(X;R) — H*(X; R)

€S cero.

Una cuestion que surge al considerar estas cotas es si, al igual que sucede con los invariantes
homotopicos a los que estan asociadas, existe alguna relaciéon de desigualdad entre ellas. El

siguiente resultado original proporciona una respuesta afirmativa a esta pregunta.

Teorema 3.42. Se cumple que l.c.p. (X; R) < lLc.p. (ker —; R).

Demostracion. Notese que si x es un elemento no nulo de H*(X; R), entonces (z®1—-1®z) €
H*(X;R) ® H*(X; R) esta en el nicleo del producto cup pues

— (z®l-1®z)=z—1-1—wz=2—2=0.

Supongamos que lL.c.p. (X;R) =ny x1 — --- — x, es un producto no nulo de elementos de
H>°(X; R). El producto

n

H(xi®1_1®xi)

i=1
es una suma de 2" tensores elementales indexados por subconjuntos S C {1,...,n}:
Z (:I:)(vxl> ® (\./:L’]>
Cada sumando esta en una componente bigraduada (p, ¢) de H*(X; R)® H*(X; R) diferente,
con p+q =Y ,|x;|. El sumando correspondiente a S = {1,...,n} es (z1 — -+ — z,) ® 1, que

es distinto de cero por hipétesis. Por lo tanto, el producto [[;" ;(z; ® 1 — 1 ® z;) no se anula y

concluimos que l.c.p. (ker —; R) > n = l.c.p. (X; R). O
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Reinterpretemos ahora la Definiciéon 3.41. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

X — 7 .pPX

X xX

donde A es la aplicacion diagonal, 7 es la fibracién de caminos y ¢ es la aplicacion que a cada
punto z de X le asigna el camino constante igual a x. Se cumple que ¢ es una equivalencia de
homotopia, cuya inversa homotopica es la fibracion 7’: PX — X que a cada camino v € PX le
asigna su punto inicial 7’(y) = v(0). En efecto, 7’ o p = idx y ¢ o ' = cte ~ idpx mediante la
homotopia H: PX x [0,1] — PX dada por H(y,s)(t) = v(s-t).

Ademas, si R es un cuerpo, gracias a la Formula de Kiinneth [38, Capitulo 5, Seccion 3|
H*(X x X;R) 2 H"(X;R)® H*(X; R),

y a que la aplicacién diagonal induce el producto cup en cohomologia [21, p. 279], se tiene el

siguiente diagrama conmutativo:

1%

H*(X:R) + H*(PX;R)

*

hS)

A*
H*(X;R)® H*(X;R) —— H*(X x X;R)
donde las flechas horizontales son isomorfismos. Por tanto, se cumple que

ker 7* = ker A* = ker — .

Siguiendo esta misma linea, que relaciona el producto cup y la estructura de cohomologia de

un espacio, en [28, Seccién 5| se propone una cota inferior para la distancia homotopica.

Definiciéon 3.43. Sea J(f,g; R) C H*(X;R) la imagen de f* — ¢g*: H*(Y;R) — H*(X; R).
Denotamos por l.c.p. 7(f, g; R) al menor entero n tal que cualquier producto xy — -+ — x,, de
n + 1 elementos de J(f, g; R) es cero.

A continuaciéon, mostramos como la distancia cohomolégica mejora la cota inferior para la

distancia homotopica dada por l.c.p. 7(f, g; R).

Teorema 3.44. Se cumple que l.c.p. J(f,g; R) < H*D(f, g; R).

Demostracion. Sea H*D(f,g; R) =ny {Uy,...,U,} un recubrimiento de X por n+1 abiertos tal

que (fir;)* = (g9jy,)" para todo j = 0, ..., n. Consideremos un producto arbitrario o — - -+ — zn
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de n + 1 elementos con x € J(f,g; R) para todo k = 0,...,n. Para cada abierto U = U}, del

recubrimiento consideremos la sucesion exacta larga en cohomologia del par (X,U) |21, p. 117]:

. H™(X,U; R) —%— H™(X;R) —"— H™(U;R) ——> ---

! _J %)*—(M)*

H™(Y;R)

Como (fir)* = (gv)*, se tiene que (fjr)* — (gjr)* = 0 y por lo tanto J(f, g; R) C keri* =
im jy. Asi, para cada elemento zp del producto zg — --- — xz,, existe un elemento T €
H*(X,Uyg; R) tal que jy, (1) = xj. Ahora, dados dos abiertos Uy, y U; del recubrimiento, tenemos

el siguiente diagrama conmutativo [38, p. 251|:
H*(X,Up; R) ® H*(X,Up; R) ——— H*(X,Uy, U Uy R)
Ju, ®Jju, Ju,Yiu,

H*(X;R)® H*(X; R) = y H*(X; R)

Por recurrencia, también es conmutativo el siguiente diagrama:
H*(X,Up;R) @ --- © H*(X,Uy; R) —— H*(X,Uf_y Ui R)
jU0®”'®jUn ]X

H*(X;R)®---® H*(X; R) = s H*(X: R)

Como H*(X,J;_oUr; R) = H*(X, X; R) = 0, concluimos que
Lo — -~ Tn = Ju,(To) — - — Ju, (Tn) = jx(To — -+ — Tp) = jx(0) =0,
y por lo tanto Le.p. J(f,g; R) <n =H*D(f,g; R). O

Corolario 3.45. Se cumple que l.c.p. J(f,g9) < D(f,g).

En el caso de la categoria LS, se tiene que
J(idx,cte; R) = im (idx ™ — cte®) = H*(X; R).

Asi, Le.p. J(idx, cte; R) coincide con la longitud cup, l.c.p. H*(X; R) = l.c.p. (X; R). De esta

manera, la categoria cohomoldgica mejora la cota inferior de la longitud cup:

lLe.p. (X; R) < H'cat(X; R) < cat(X).
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En general, J(f, g; R) no tiene por qué ser un subanillo de H*(X; R). Por ejemplo, para la

complejidad topolégica sabemos que
J(mi,m; R) = im (r] — m5) € H(X x X; R),

donde 71, 7m2: X X X — X son las proyecciones. Haciendo uso nuevamente de la Férmula de
Kiinneth (suponemos que R es un cuerpo), vemos que las aplicaciones inducidas en cohomologia

son
m: H(X;R) — H(X;R)® H*(X;R) m5: H'(X;R) — H*(X;R)® H*(X; R)

r—x®1, r— 1®x.

Si z es un elemento de J(m,m2; R), entonces es de la forma z = x ® 1 — 1 ® x para algin
x € H*(X; R). Ya vimos en la demostracion del Teorema 3.42 que, en este caso, z € ker —. Por
otra parte, si z =), a; ® b; € ker —, entonces ) _; a; — b; = 0. Podemos reescribir cada término
como

a; @b = ai(1®@b; —b; @ 1) + (a; — b;) ® 1,
de modo que al hacer la suma obtenemos

Z:Zai@)bi:Zai(:l@bi—bi@l)"‘(aiVbi)®1

1

= Z(ai(l ®b;—b;@1)) + <Z(ai — bl)> ®1

% i

= ai(1@b —b®1) € (J(m,m)).

Por lo tanto, (J(m1,m2)) = ker —. Sin embargo, para ver que la cota del producto cup de
la distancia homotoépica aplicada a la complejidad topolégica coincide con la longitud cup de los

divisores de cero, necesitamos del siguiente resultado propio més general.

Teorema 3.46. Si existen x1,...,x, € (J(f,g; R)) tales que x1 — - - — xy, es distinto de cero,
>n

entonces se cumple que l.c.p. J(f,g; R)

Demostracion. Podemos escribir cada z; € (J(f,g; R)) como una suma finita
zi =Y (ak, — (f*() — ")),y € H*(Y;R), oy, € H(X;R).
k;

Ahora, teniendo en cuenta que el producto cup es distributivo, podemos escribir

wi—xy = Y (k= (F ) = 9" we) | = | D (aw, — (F(wk;) — 9" ()

ki kj

= (o, — o)) = (k) = 9" (k) = (F*(wr,) — 9% (i)

kikj
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Como el producto

e Y ((Zon) = (Srm)-swm))

no se anula, existe al menos una tupla (ki,...,k,) cuyo término del sumatorio es distinto de

cero. En particular, para esa tupla, el producto

\n/(f*(yki) =9 (k) = (k) =97 (k1) = - = (" (k) — 97 (0k,))

i=1

es distinto de cero, por lo que concluimos que l.c.p. 7(f, g; R) > n. O

Al aplicar el resultado del Teorema 3.46 a la complejidad cohomologica, comprobamos que
l.c.p. J (m1, m2; R) coincide con l.c.p. (ker —; R) y podemos concluir que la complejidad cohomo-

logica mejora la cota inferior de la longitud cup de los divisores de cero:

lLc.p. (ker —; R) < H*TC(X; R) < TC(X).

En resumen, tenemos el siguiente diagrama de desigualdades, que muestra como las cotas

cohomologicas inferiores que hemos definido mejoran a las de la longitud cup:

D(f,9) < cat(X)

IA

TC(X)
VI Vi VI
H'D(f,¢;R) < H'%cat(X;R) < H'TC(X;R)
VI VI VI

Lep. J(f,g;R) < lep.(X;R)

IN

l.c.p. (ker —; R)

3.7. Distancia homolégica

En este capitulo hemos introducido una cota cohomoldgica con el objetivo de establecer una
relacion con l.c.p. J(f,g; R). No obstante, también es posible definir de manera similar una

variante homologica.

Definiciéon 3.47. La distancia homolégica entre f y g con coeficientes en R, HeD(f, g; R), es
el menor entero n > 0 tal que existe un recubrimiento {Up,...,U,} de X por n + 1 abiertos
cumpliendo que (fiy,)« = (gjv, )+ Hm(Uj; R) — Hyp(Y; R) para todo m > 0 y para todo j =

0,...,n. Si tal n no existe, escribimos HeD(f, g; R) = c0.

Proposicion 3.48. Se cumple que HeD(f, g; R) < D(f,g).
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Demostracion. Analoga al Teorema 3.20. O

Para relacionar la distancia cohomologica con la homolégica, introducimos alguna hipdte-
sis adicional. En nuestro caso, queremos hacer uso del Teorema del coeficiente universal para

cohomologia con coeficientes en un cuerpo.

Teorema 3.49 ([32, Teorema 53.5]). Sea A un complejo de cadenas y F un cuerpo. Entonces,

para todo n > 0, existe un isomorfismo natural de espacios vectoriales:
ev: H"(A;F) — Hom(H,(A;TF),F)
[p] — ev([¢]): Hn(A;F) — F

[¢] — ev([p])([e]) = (¥, )

Sea ahora X un espacio topolégico cuya cohomologia sea finitamente generada, por ejemplo,
un espacio con el tipo de homotopia de un CW-complejo finito [21, p. 140]. Entonces, para todo
n > 0, existe un isomorfismo de espacios vectoriales: H"(X;F) = H, (X;F). Este isomorfismo
no es natural: tenemos que fijar una base de H,,(X;F) y considerar la correspondiente base dual
de Hom(H,(X;F),F).

Teorema 3.50. Sea F un cuerpo. Entonces se cumple que HeD(f, g;F) = H*D(f, ;).

Demostracion. Sea U C X un subconjunto abierto. Consideremos el siguiente diagrama conmu-

tativo:
(fiv)*
H"(Y;T) H™(U;TF)
(9jv)*
(fv)«"

Hom(H,(Y;F),F) Hom(H,(U;F),F)
A (910)+" A
Hom(—,F) Hom(—,F)
(fiv)«

H,(Y;F) H,(U;F)
(91) =

Se tiene que (fi)* = (gj)* si y solo si (fir)* — (gjr)* es la aplicacion cero. Esto tltimo
es equivalente a que ev((fir)* = (97)*) = (fir)s — (gjr)«" sea la aplicacién cero. Ahora bien,
fijadas unas bases By B’ de H,(U;F) y H,(Y;F) y las correspondientes bases duales By B de
Hom(H,(U;F),F)y Hom(H,(Y;F),F), la matriz asociada a (f|U)*V— (g|U)*V en las bases B' y B
es la traspuesta de la matriz asociada a (f|7)« — (gj)« en las bases B'y B'. Luego (fjrr)« — (9ju)«
es la aplicacion cero si y solo si (f|U)*v - (g‘U)*V lo es. Asi, concluimos que (fi7)« = (gj)« sty

solo si (fiy)* = (g|U)*. O
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En general, no existe una desigualdad entre la distancia homologica y la cohomoldgica, como
puede comprobarse en el Ejemplo 3.51. Este mismo ejemplo también muestra que l.c.p. J(f, g; R)

no es una cota inferior para la distancia homologica.

Ejemplo 3.51. Sea X = RP? el plano proyectivo real con la estructura de CW-complejo del
Ejemplo 2.36. Se tiene que

Z, si n=0, Z, si n=0,
H,(RP%Z) = { Zy, si n=1, H"(RP*Z) = S Zs, si n=2,
0, en otro caso. 0, en otro caso.

Consideremos la aplicacion que colapsa el 1-esqueleto a un punto

7: RP2 — RSPIQ ~ §2,
Teniendo en cuenta los grupos de homologia de la esfera S? (ver Ejemplo 3.21), el homomorfismo
inducido en homologia m,: H,(RP%Z) — H,(S?*Z) es el trivial para n > 0. Como conse-
cuencia, si cte: RP? — S? es una aplicacion constante, se obtiene que HeD(r,cte;Z) = 0. Sin
embargo, como 7 envia la 2-celda de RP? en la 2-celda de S?, el homomorfismo inducido en
cohomologia 7*: H%(S?;Z) — H?(RP?;Z) es la proyeccién canénica Z — Zs. Esto implica que
H*D(, cte; Z) > 0, por lo que, en general, H*D(f, g; R) £ HoD(f, g; R).

Ademas, también se cumple que J (7, cte; Z) = H*(RP2;Z), por lo que l.c.p. J (7, cte; Z) =
Le.p. (RP%Z) = 1, lo que evidencia que, en términos generales, L.c.p. J(f, g; R) £ HeD(f, g; R).

Dualmente, consideremos la inclusién del 1-esqueleto en RP?,
i X1 2S!' — RP2.

Por un argumento completamente analogo, puede verse que la aplicaciéon inducida en cohomologia
i*: HY(RP?;Z) — H™(S';Z) es la trivial para n > 0, mientras que el homomorfismo inducido
en homologia i,: Hy(S';Z) — Hy(RP?;Z) es la proyecciéon canonica Z — Zsy. Esto muestra que,
en general, HeD(f, g; R) £ H*D(f, g; R).



Capitulo 4

Métodos combinatorios

En este capitulo desarrollamos un enfoque combinatorio de los invariantes homotopicos, que
permite reformular las ideas de los capitulos anteriores en el marco de los complejos simpliciales.
Estos son un tipo particular de espacios topologicos construidos a base de pegar puntos, segmen-
tos, tridngulos, tetraedros y analogos de dimensiones superiores. Su estructura combinatoria los
hace especialmente adecuados para el tratamiento computacional, lo que facilita la aplicacién de

técnicas algoritmicas.

Basandose en la nocién de contigiiidad, se han estudiado versiones simpliciales de la cate-
goria LS [13, 14] y de la complejidad topolégica [12]. Siguiendo esta linea de investigacion, en
[28, Seccion 8] también se propone una variante discreta de la distancia homotoépica: la distan-
cia simplicial, que generaliza las anteriores y de la cual se da algin resultado en [4]. Con el
fin de estudiarla, presentamos primero los aspectos fundamentales de la teoria clasica de com-
plejos simpliciales, haciendo especial énfasis en las aplicaciones contiguas, las subdivisiones, los
colapsos fuertes y la (co)homologia simplicial. Para ello, seguimos [1, 2, 32, 38] como principales

referencias, donde pueden consultarse todas las demostraciones.

A continuacion, introducimos una nueva cota inferior original para la distancia simplicial: la
distancia cohomolégica simplicial, cuyas propiedades son andlogas a las de la distancia cohomol6-
gica definida en el Capitulo 3. Estudiamos su comportamiento bajo la subdivision y la realizacion
geométrica y demostramos que satisface una propiedad clave (Teorema 4.62) que no se verifica
en el caso de la distancia simplicial y que permite recuperar los invariantes originales. Este resul-
tado nos permite, gracias a un programa propio de calculo simbolico desarrollado en SageMath,
hallar algunos invariantes homotépicos en espacios triangulables de manera totalmente algorit-
mica. Ademés, una ventaja de este método de naturaleza combinatoria, es que proporciona de
forma explicita los recubrimientos asociados a los invariantes, lo que resulta especialmente ttil

para implementar soluciones en problemas practicos reales.

43
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4.1. Complejos simpliciales

A continuacién, exponemos los complejos simpliciales.

Definiciéon 4.1. Sea {vg,...,v,} € R™ un conjunto de puntos geométricamente independiente.

Llamamos n-simplice generado por estos puntos al conjunto

n n
o=vg,..., ) = {Ztivi tales que Zti =1,t > 0} :
1=0 =0

A los puntos v; los llamamos vértices. Decimos que n es la dimensiéon del simplice. Llamamos
cara de o a cualquier simplice generado por un subconjunto de {vp, ..., v,}. Una cara propia es

cualquier cara distinta de o.

Ejemplo 4.2. Un 0-simplice es un punto. El 1-simplice generado por {vg, v1} es el segmento que
une vy y v1. El 2-simplice generado por {vg,v1,v2} es el tridngulo que tiene por vértices a vy, v1
y v2. El 3-simplice generado por {vg, v1,v2,v3} es el tetraedro que tiene por vértices a vy, vy, vo

v vs. Esto puede verse ilustrado en la Figura 4.1.

N4 D

Figura 4.1: Ejemplos de simplices

Definiciéon 4.3. Un complejo simplicial (geométrico) finito K en R™ es una coleccion finita de

simplices tales que:

1. Cualquier cara de cualquier simplice de K es también un simplice de K.

2. La interseccion de dos simplices de K es, o bien vacia, o bien una cara de ambos simplices.

Si L es una subcoleccion de un complejo simplicial K que contiene todas las caras de sus
elementos, entonces decimos que es un subcomplejo de K. Al subcomplejo formado por todos los
simplices de dimensién menor o igual que n lo llamamos n-esqueleto de K y lo denotamos por
K™ Al entero n tal que K™~ CKy K™ = K le llamamos la dimension de K.

Ejemplo 4.4. En la Figura 4.2 puede verse un complejo simplicial que tiene como subcomple-
jos, por ejemplo, el 2-simplice [vg, v1, v2], el 1-simplice [vg, v3] o el 3-simplice [ve, v3,v4,v5]. Los

simplices de la derecha no forman un complejo simplicial.
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V4

o LN

Vo

U1

Figura 4.2: Ejemplos de complejo simplicial, subcomplejos y conjunto de simplices que no forman

un complejo simplicial

Definicién 4.5. Sea K un complejo simplicial finito. Al espacio |K| := J,cx 0 € R", con la

topologia que hereda como subespacio de R", lo llamamos la realizaciéon geométrica de K.

Teorema 4.6 ([38, p. 111-113]). Sea K un complejo simplicial finito. Entonces su realizacion

geométrica | K| es Hausdorff, compacta y normal.

Definicion 4.7. Sea X un espacio topologico. Decimos que X es triangulable si existe un par

(K, f), donde K es un complejo simplicial y f: |K| — X es un homeomorfismo.

Ejemplo 4.8. 1. Las variedades diferenciables compactas (con o sin borde) son triangulables
[36, Capitulo 5, Seccion 3.2].

2. Los CW-complejos regulares son triangulables [16, Teorema 3.4.1].

Definicion 4.9. Un complejo simplicial abstracto finito es una familia finita de conjuntos S tal

que si A es un elemento de S, entonces cualquier subconjunto de A también pertenece a S.

A los elementos de un complejo simplicial abstracto finito S los llamamos simplices. La
dimensiéon de un simplice A es el cardinal de A menos 1. Cada subconjunto de un simplice
A decimos que es una cara de A. La dimension de S es el maximo de las dimensiones de sus

simplices. A un subconjunto de S que también es un complejo le llamamos subcomplejo de S.

Ejemplo 4.10. El complejo simplicial abstracto {{a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}} puede representarse
por un complejo simplicial geométrico formado por tres vértices a, b 'y ¢ y dos aristas ab y bc:

a

{{a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}} — > b

Resulta que todo complejo simplicial abstracto finito K puede ser representado como un
complejo simplicial geométrico finito K’. Reciprocamente, dado un complejo simplicial geomé-

trico finito K’, la coleccion de todos los subconjuntos de vértices que generan simplices de K’
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es un complejo simplicial abstracto [32, Teorema 3.1]. En adelante, hablamos de un complejo
simplicial finito para referirnos indistintamente a cualquiera de estos dos conceptos. Ademaés, a
veces también hacemos un abuso de notacién a la hora de describir los complejos simpliciales y

damos solo sus caras maximales.

4.2. Aplicaciones simpliciales

En esta seccién introducimos las aplicaciones simpliciales y la nocién de contigiiidad.

Definicién 4.11. Sean K y L complejos simpliciales finitos. Una aplicaciéon ¢: K — L se dice

que es una aplicacion simplicial si la imagen (o) de todo simplice o de K es un simplice de L.

De la propia definicién de aplicaciéon simplicial se deduce que la identidad es una aplicacién
simplicial y que la composicién de aplicaciones simpliciales es, de nuevo, una aplicacién simplicial.
Ademas, toda aplicacion simplicial ¢: K — L induce una aplicacién continua en las realizaciones

geométricas |¢|: |K| — |L| cumpliendo que
n n
x = Ztivi = lol(z) = Zt#ﬂ(”i)‘
i=0 i=0
Definicién 4.12. Dos aplicaciones simpliciales ¢, : K — L son contiguas, ¢ ~ 1, si para cada
simplice o = {vy,...,v,} de K se cumple que ¢(c) U1 (o) es un simplice de L.

Definicién 4.13. Dos aplicaciones simpliciales ¢, : K — L estan en la misma clase de conti-

giiidad, ¢ ~ 1), si existe una familia finita de aplicaciones simpliciales ¢;: K — L tales que

(P:(PONC"'NCSDn:w-

No es lo mismo estar en la misma clase de contigiiidad que ser contiguas, debido a que
la relacion “ser contiguas” no es una relacién de equivalencia: es reflexiva y simétrica, pero no
transitiva. Esto puede verse ilustrado en el Ejemplo 4.14. En particular, la relaciéon “estar en la

misma clase de contigliidad” es la clausura transitiva de la relacién “ser contiguas”.
Ejemplo 4.14. Consideremos los complejos simpliciales finitos
K= {a} {bhAck), L= {{dh {eh () {d e} fe f1),
que aparecen en la Figura 4.3, y las aplicaciones simpliciales constantes
p:oe K —{d}elL, g:oe K —{e} €L, h:oe K—{f}elL.

Para todo simplice o € K se tiene que p(o) Ug(o) = {d,e} € L'y g(o) Uh(c) ={e, f} € L. Es
decir, p ~c g y g ~¢ h. No obstante, p(c) Uh(c) = {d, f} ¢ L, por lo que p y h no son contiguas.
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A
K ° L
b %& €
P
Co h & f

Figura 4.3: p y h estan en la misma clase de contigiiidad, pero no son contiguas

A la hora de estudiar invariantes en complejos simpliciales, pueden considerarse los invarian-
tes homotopicos asociados a sus realizaciones geométricas. Sin embargo, de esta manera no se
tienen en cuenta las propiedades combinatorias que caracterizan a este tipo de espacios. En este
sentido, el concepto de contigiiidad desempena en el contexto de los complejos simpliciales un
papel analogo al que cumple la homotopia en el estudio de aplicaciones continuas entre espacios

topologicos. Por ejemplo, se tienen los siguiente resultados [38, Capitulo 3, Seccion 5]:

Proposicion 4.15. 1. St dos aplicaciones simpliciales son contiguas entonces inducen apli-

cactones homdtopas en las realizaciones geométricas.

2. Las composiciones de aplicaciones simpliciales contiguas son contiguas.

4.3. Distancia simplicial

Dedicamos esta secciéon a exponer la distancia simplicial y ver como generaliza la categoria y
la complejidad simplicial. Sean K y L complejos simpliciales finitos y ¢, : K — L aplicaciones

simpliciales.

Definicién 4.16. La distancia simplicial entre ¢ y 9, sD(p, ), es el menor entero n > 0 tal que
existe un recubrimiento { Ky, ..., K,} de K por n+ 1 subcomplejos cumpliendo que PlE; ™~ (i K;

para todo 7 =0,...,n.

Al igual que en el caso homotdpico, podemos recuperar la categoria simplicial de un complejo
simplicial finito K como

scat(K) = sD(idg, cte),

donde cte: K — K es una aplicaciéon simplicial constante. Para adaptar la complejidad topologica

al caso simplicial, necesitamos definir el producto de complejos simpliciales.

Definiciéon 4.17. El producto (categorico) de Ky L, K x L, es el complejo simplicial finito
cuyos vértices son de la forma (o, 7), con o un vértice de K y 7 un vértice de L, y cuyos simplices

son de la forma

{(00,70), -+, (On, )},
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de manera que {og,...,0,} es un simplice de K y {79,...,7,} es un simplice de L.

Esta definicion de producto simplicial, que aparece en |23, Definicion 4.25], no se corresponde
con la de producto cartesiano habitual en el contexto de complejos simpliciales, la cual depende
del orden de los vértices y no satisface la propiedad universal del producto. Por otro lado,
con nuestra definiciéon, |K x L| no es homeomorfo a |K| x |L|, aunque si tienen el mismo tipo
de homotopia |23, Proposicion 15.23], lo cual es suficiente para nuestro objetivo de estudiar

invariantes homotopicos. Ahora, si consideramos las proyecciones

m: K xK—K mo: K x K — K

{(c0,70),---,(on,mn)} — {00,...,0n}, {(00,70), -+, (OnsTn)} — {70, -, T},
obtenemos la complejidad simplicial de K,

STC(K) = SD(7T1,7T2).

En la definicion original de complejidad simplicial [12, Definicion 3.2] se piden recubrimientos
de K x K por subcomplejos K’ de Farber: aquellos para los que existe una aplicaciéon simplicial
p: K' CKx K — K tal que Aoy ~ idgs, donde A: K — K x K es la aplicacion diagonal. Sin
embargo, se demuestra en [12, Teorema 3.4] que esto tltimo es equivalente a que las proyecciones

w1, m2: K X K — K estén en la misma clase de contigiiidad K ~ T2|K

Observacion 4.18. El resultado de la Proposicion 2.4 para la distancia simplicial puede enunciarse
de la siguiente manera: la distancia simplicial es constante sobre aplicaciones simpliciales en la

misma clase de contigiiidad. Es decir, si ¢ ~ ¢’ y 1 ~ 9/, entonces se cumple que sD(p, 1)) =
sD(¢’,¢').

La homotopia no es la herramienta mas adecuada para estudiar estos invariantes simpliciales,

como se puede observar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.19. Consideremos el complejo simplicial finito K formado por todas las aristas que

unen cinco vértices vg, v1, v, v3 y v4. Los subcomplejos

Ko = [vg,v1] U [vg, v2] U [vg, v3] U [vg, v4],

Ky = [v1,v9] U [v1,v4] U [0, v3],

Ky = [v1,v3] U [v2,v4] U [v3, v4],
que aparecen en rojo, azul y verde, respectivamente, en la derecha de la Figura 4.4, forman un
recubrimiento de K por subcomplejos tal que la inclusion i: K; < K estd en la misma clase

de contigiiidad que una aplicacion simplicial constante cte: K; — K para j = 0,1,2. Por tanto,

scat(K) < 2. Ademés, como K tiene diez 1-simplices, en todo recubrimiento formado por dos
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subcomplejos al menos uno de ellos tiene cinco 1-simplices. No obstante, como K tan solo tiene
cinco vértices, tal subcomplejo no es categorico. Por tanto, scat(K) = 2. Como dim(K) = 1, esto

muestra que la dimensién no sirve como cota superior para la distancia simplicial.

U1

N . m

V4 U3

Figura 4.4: Recubrimiento de K por 3 subcomplejos categoricos

Por otra parte, podemos anadir tres vértices vy, vg y v7 a K y considerar el complejo simplicial
K’ representado en la izquierda de la Figura 4.5. Su realizacién geométrica es la misma que la

de K. Sin embargo, en este caso, los subcomplejos

Ky = [vo,v1] U [v1,v2] U [v1, v3]) U [v1,v4] U [02, v5] U [v3, v6] U [04, v7],

K1" = [vg,v4) U [vo,v5] U [vg, v6] U [v2, v3] U [v2, v7] U [v3, v4],

que aparecen en rojo y azul, respectivamente, en la derecha de la Figura 4.5, forman un recu-
brimiento de K’ cumpliendo las mismas caracteristicas que el recubrimiento previo de K. Por lo
tanto, scat(K') =1 < 2 = scat(K). Esto muestra que la distancia simplicial no es un invariante

del tipo de homotopia. De hecho, muestra que ni siquiera es un invariante topolégico.

U1

PR

(1 U3

Figura 4.5: Recubrimiento de K’ por 2 subcomplejos categoricos
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4.4. Colapsos fuertes

La nocién correcta para trabajar con complejos simpliciales finitos y clases de contigiiidad es

la de colapso fuerte y tipo de homotopia fuerte. Sea K un complejo simplicial finito.

Definicién 4.20. La estrella (cerrada) de un simplice o € K es el subcomplejo Sto € K formado
por los simplices 7 tales que 7 U ¢ es un simplice de K. El engarce de o es el subcomplejo

Lko C Sto formado por los simplices disjuntos de o.

Si v es un vértice de K, denotamos por K \ v al subcomplejo maximal de K que no contiene
ningun simplice que tenga a v como cara. El join w * K de un complejo K y un vértice w ¢ K

decimos que es un cono simplicial.

Definiciéon 4.21. Decimos que existe un colapso elemental fuerte de K a K \ v si Lk(v) es un
cono simplicial v' * K. En tal caso, decimos que v est4 dominado por v’ y lo denotamos por
K Xt K \ v (ver Figura 4.6). La operacién inversa se denomina expansion elemental fuerte y la

denotamos por K \v &7 K.

Figura 4.6: Colapso elemental fuerte: el vértice v est4 dominado por v’

Definicién 4.22. 1. Decimos que existe un colapso fuerte de K a L, K \, L, si existen
subcomplejos K = Ko, K1,...,K, = L tales que K; 1 \¢ K; para todoi=1,...,n. Un
complejo K es fuertemente colapsable, K N\, *, si existe un colapso fuerte de K a algtn

vértice v € K.

2. Anéalogamente, decimos que existe una expansion fuerte de K a L, K ' L, si existen
subcomplejos K = Ky, K1,..., K, = L tales que K;_1 & K; paratodoi=1,...,n.

3. Dos complejos K y L tienen el mismo tipo de homotopia fuerte si existe una secuencia de

colapsos y expansiones fuertes entre ellos.

Definicion 4.23. Una aplicacion simplicial ¢: K — L es una equivalencia fuerte si existe una
aplicaciéon simplicial ¢¥: L — K tal que 9o ~ idg y @ o9 ~ idp. Si existe una equivalencia

fuerte entre K y L lo denotamos por K ~ L.
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Proposicion 4.24. K y L tienen el mismo tipo de homotopia fuerte si y solo si K ~ L.

En particular, K es fuertemente colapsable si y solo si la identidad idg: K — K esta en
la misma clase de contigiiidad que una aplicacién simplicial constante, es decir, si y solo si
scat(K) = 0.

4.5. Propiedades

Sean K y L complejos simpliciales finitos y o, : K — L aplicaciones simpliciales.

Proposicion 4.25. Se cumple que sD(p, 1) < scat(K).

Demostracion. Sea scat(K) =ny {Kjy,...,K,} un recubrimiento de K por n + 1 subcomplejos
categoricos. Denotando la inclusion por i: K; — K y una aplicaciéon simplicial constante por
cte: K; — K, vemos que

e = poin~ pocte=cte,
donde cte’: K — L es otra aplicacion simplicial constante. Andlogamente, se cumple que Yk, ~

cte’. Por tanto, concluimos que sD(p, 1) < n = scat(K). O

Proposicion 4.26. Sea n: L — L' una aplicacion simplicial. Entonces se cumple que

sD(no@,nor) <sD(p,1h).

Si, ademds, n admite una inversa fuerte por la izquierda (una aplicacion simplicial n': L' — L

tal que ' om ~idy ), entonces se cumple la igualdad.

Demostracion. Sea sD(¢, 1) =ny {Ko,...,K,} un recubrimiento de K por n+ 1 subcomplejos

cumpliendo que PlE; ™~ lej para todo j =0,...,n. Asi, se tiene que
Mok, =nopik; ~nodk, =Mov)k,,
por lo que sD(n 0 p,nov) <n=sD(p,1).

Sin': L’ — L es una inversa fuerte por la izquierda de 7, entonces n’ onoy ~ ¢y n'onoth ~ 1.

Por la Observacion 4.18 y la primera parte de esta Proposicion, concluimos que
sD(p,9) > sD(nop,notp) >sD(n' onop,n onoy) =sD(p,9). m
Proposicion 4.27. Sea n: K' — K una aplicacion simplicial. Entonces se cumple que

sD(pon,von) <sD(p,1).

Si, ademds, n admite una inversa fuerte por la derecha (una aplicacion simplicial n': K — K’

tal que non ~idy ), entonces se cumple la igualdad.
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Demostracion. Sea sD(p, 1) =ny {Koy,...,K,} un recubrimiento de K por n+ 1 subcomplejos

cumpliendo que ¢|i; ~ Pk, para todo j = 0,...,n. Si denotamos K} := n 1(K;) C K/,

podemos factorizar MK K’ — X como la composicion i; o 77|K; K — Kj — K. Asi, como
(pomixr = pomrr = @k, © MK ~ Y|k, © MKy =Y onkr = (Y o)k,

podemos concluir que D(pon, 9 on) <n=D(p,v).

Sin': K — K’ es una inversa fuerte por la derecha de 7, entonces ponon’ ~ ¢y ponon’ ~ 1.

Por la Observacion 4.18 y la primera parte de esta Proposicion, concluimos que

sD(p, ) > sD(pon,ipon) >sD(ponon,ihonon’)=sD(p,v). O

Corolario 4.28. Se cumple que scat(K) < sTC(K) < cat(K x K).

Demostracion. Consideremos la inclusiéon is: K — K x K que, para un vértice vg € K fijado,

lleva cada simplice 0 € K a i2(0) = (vg,0). Asi, usando la Proposicion 4.27, podemos escribir
scat(K) = sD(cte,idi) = sD(m 0 ig,m2 0 i) < sD(m,m2) = sTC(K).
La otra desigualdad se sigue de aplicar la Proposicién 4.25 a las proyecciones w1, m9: K x K — K,
STC(K) = sD(m1, m2) < scat(K x K). O

Corolario 4.29. Se cumple que sD(p,v) < sTC(L).

Demostracion. Considerando la aplicacion (¢ x ¢): K x K — L x L y usando la Proposicion

4.27 vemos que
sD(¢,¢) = sD(m1 0 (¢ x 1), m2 0 (¢ x ¢) < sD(m, m2) = sTC(L). O

Teorema 4.30. Sean p,v: K — L, ©',¢': K' — L' aplicaciones simpliciales. Sean n: K' — K
y u: L — L' equivalencias fuertes tales que ppopon ~ ¢ ypotpon~)'. Entonces se cumple
que sD(p, ) = sD(¢',¢).
K’ - r
/l/)/
" 1
©
K L

P

Demostracion. En vista de la Observacion 4.18 y las Proposiciones 4.26 y 4.27 tenemos que

sD(f,¢) =sD(por,jpor)=sD(sopor,soyor)=sD(¢, ) .

Corolario 4.31. La categoria simplicial y la complejidad simplicial son invariantes del tipo de
homotopia fuerte. Es decir, si K ~ L, entonces se cumple que scat(K) = scat(L) y sTC(K) =
sTC(L).
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4.6. (Co)homologia simplicial

Una ventaja de los complejos simpliciales es que cuentan con una teoria de (co)homologia
propia, que puede ser calculada de manera puramente combinatoria. Sea K un complejo simplicial

y (R,+,-) un anillo unitario conmutativo.

Definiciéon 4.32. Llamamos R-moédulos de n-cadenas simpliciales K, C,,(K; R), al R-mo6dulo

generado por los n-simplices de K.

Fijamos ahora un orden total de los vértices de K y orientamos los simplices por el orden de

sus vértices salvo un niimero par de permutaciones.

Definicion 4.33. Llamamos operador borde al homomorfismo de R-médulos 9 dado por
On: Cp(K;R) —> n—1(K; R)

o=[vo,...,vp] +—— Z(—l)i[vo,...,@,...,vn], sty < - < vy,

Lema 4.34. Se cumple que 0, © Op11 = 0. Es decir, (C(K; R),0) es un complejo de cadenas,

llamado el complejo de cadenas simplicial de K.

Definicién 4.35. Llamamos n-ciclos a los elementos de Z,,(K; R) := ker 9,,. A los elementos de
B, (K; R) :=im Op41 les llamamos n-bordes. El n-ésimo R-mdédulo de homologia de K es
Zn(K; R)

H,(K;R):= ————~.
Ejemplo 4.36. Sea T el complejo simplicial formado por el rectangulo de la Figura 4.7, identi-
ficando los vértices con la misma letra y orientando los 2-simplices o; en sentido antihorario. Su

realizacion geométrica es homeomorfa al toro. Como este es conexo, Hy(T';Z)

a b c a
01 g9
d d
O L) —_—

(& (&

a

Figura 4.7: Triangulacion del toro, donde o = [a,d] + [d, €] + [e,a] y B = [a,b] + [b, c] + [c, a]

Un 2-ciclo es una combinacion lineal > ¢;o; con ¢; € Z tal que 92(>_ ¢;o;) = 0. Cada 1-

simplice en la frontera pertenece a dos 2-simplices adyacentes con orientaciones opuestas. Para
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que los bordes se cancelen, los coeficientes ¢; de los 2-simplices adyacentes deben ser iguales.
Asi, los 2-ciclos son multiplos de v = 3 0;. Como no hay 3-simplices, Bo(T;Z) = 0, y por tanto
Hy(TiZ) = Zo(T, Z) = (v) = Z.

Por el mismo argumento, todo 1-ciclo es homologo a uno contenido en la frontera. Por otra
parte, todo 1l-ciclo en la frontera es combinacion lineal de o = [a,d] + [d, €] + [e,a] y 8 =
[a,b] + [b, ] + [c,a]. Un 1-ciclo de esta forma no puede ser el borde de una 2-cadena: de serlo,
seria una 2-cadena cuyo borde esté contenido en la frontera del rectangulo, y ya hemos visto que

en ese caso es un 2-ciclo. Asi, podemos concluir que H1(T') = (o, ) 2 Z & Z.

Teorema 4.37 (|32, Teorema 11.5]). Los R-mddulos de homologia simplicial de un complejo
simplicial finito son siempre computables y existe un algoritmo implementable para llevar a cabo

dicho cdlculo.

Definicion 4.38. Llamamos R-mddulos de n-cocadenas simpliciales de K a

C"(K;R) := Hom(C,(K;R), R).

El operador coborde es el homomorfismo dual del operador borde
§": C"(K;R) — C""Y(K; R),

por lo que 6"*! o §" = 0. Denotamos a su nticleo por Z"(K; R), los R-moédulos de n-cociclos;
y a su imagen por B"(K;R), los R-modulos de n-cobordes. Llamamos n-ésimo R-mo6dulo de

cohomologia de K a
Z"(K;R)
H"(K;R) := ———=~.
(K ) B"(K;R)

Una aplicacion simplicial f: K — L induce homomorfismos en los R-modulos de (co)homologia
f«: Hy(K; R) — H,(L; R), [+ H"(L;R) — H"(K;R).

Teorema 4.39. Si dos aplicaciones simpliciales p,v: K — L estdn en la misma clase de con-

tigiiidad entonces inducen el mismo homomorfismo en (co)homologia.

Teorema 4.40 ([32, Teoremas 34.3, 34.4, 34.5 y 44.2|). Sea K un complejo simplicial finito. En-
tonces existe un isomorfismo natural entre la (co)homologia simplicial de K y la (co)homologia
singular de su realizacion geométrica |K|, que conmuta con los operadores borde y los homomor-

fismos inducidos por aplicaciones continuas (en particular, por aplicaciones simpliciales).

También existe una construcciéon del producto cup en el contexto de la cohomologia simplicial,
la cual satisface todas las propiedades descritas en la Seccion 3.5 [1]. Del mismo modo, existen

versiones simpliciales de los cotas inferiores relacionadas con la longitud cup de la Seccién 3.6.
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Ademas, el isomorfismo establecido en el Teorema 4.40 entre la cohomologia simplicial de un
complejo y la cohomologia singular de su realizacién geométrica resulta ser un isomorfismo de
R-algebras [32, Teorema 49.1], lo que asegura que los invariantes asociados a la longitud cup

coinciden.

4.7. Distancia cohomolégica simplicial

Sean K y L complejos simpliciales finitos y ¢, : K — L aplicaciones simpliciales.

Definicion 4.41. La distancia cohomologica simplicial entre ¢ y 1 con coeficientes en R,
H*sD(p,1; R), es el menor entero n > 0 tal que existe un recubrimiento {Kj, ..., K,} de K
por n + 1 subcomplejos cumpliendo que (p|x;)* = (V)" H™(L; R) — H™(Kj; R) para todo
m > 0y para todo j =0,...,n.

La distancia cohomolégica simplicial cumple propiedades analogas a las demostradas para la
distancia cohomolégica y la distancia simplicial. En particular, destacamos:
1. Es constante sobre aplicaciones simpliciales en la misma clase de contigiiidad.

2. Denotamos por H*scat(K; R) = H*sD(cte, idg; R) y H*sTC(K; R) = H*sD(m1, m2; R) la ca-

tegoria cohomoldgica simplicial y la complejidad cohomologica simplicial, respectivamente.

w

. Se cumple que H*sD(p, ¢; R) < sD(¢p, ).
4. No aumenta al precomponer o postcomponer por aplicaciones simpliciales.
5. Es un invariante del tipo de homotopia fuerte, en el sentido del Teorema, 4.30.

6. Se cumple que H*sD(¢, ¥; R) < H®scat(K; R) < H*STC(K; R) < H'scat(K x K;R).

EN{

. Se cumple que H*sD(p, ; R) < H*sTC(L; R).
8. Mejora las cotas inferiores de la longitud cup:
sD(p, ) < scat(K) < sTC(K)

VI VI VI
H*sD(p,v; R) < H'cat(K;R) < H'TC(K;R)
VI VI VI
lLep. J(p, 5 R) < lep.(K;R) < lep.(ker —;R)

9. Se puede definir la distancia homologica simplicial, y coincide con la cohomolégica cuando

el anillo de coeficientes es un cuerpo.
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4.8. Subdivision y aproximaciéon simplicial

El procedimiento seguido en el Ejemplo 4.19 para obtener un nuevo complejo a partir de uno

dado mediante una descomposiciéon de sus simplices se conoce como subdivision.

Definicion 4.42. Sea K un complejo simplicial finito. Decimos que un complejo simplicial finito

K’ es una subdivision de K si:

1. Todo simplice de K’ est4 contenido en algtin simplice de K.

2. Todo simplice de K es la unién de simplices de K.

Si K’ es una subdivision de K, entonces |K| = |K’|. En particular, sus realizaciones geomé-
tricas son homeomorfas. Intuitivamente, una subdivisién de un complejo puede entenderse como
un refinamiento de su estructura simplicial, en el que segmentamos los simplices que lo forman
sin alterar el espacio topolégico subyacente. Un tipo particular de subdivisién es la subdivision

baricéntrica.

Definiciéon 4.43. El baricentro de un simplice o = [vp, ... v,] es el punto
n

~ 1
U:Zn—i—lvi'

=0

Definicion 4.44. Sea K = {o;} un complejo simplicial finito. La subdivisién baricéntrica de K,
sdK, es el complejo simplicial formado por todos los posibles simplices de la forma [ay, ..., 0,]

tales que o; es una cara propia de o;_1 paratodoi=1,...,n.

Observacion 4.45. Dado un complejo simplicial K, denotamos por sd” K su n-ésima subdivision
baricéntrica. Al igual que sucede con las subdivisiones en general, se cumple que [sd"K| = |K]|

para todo n > 1. Esto puede verse ilustrado para el caso sd’K = sd(sdK) en la Figura 4.8.

K sdK sd®’K

Figura 4.8: Subdivisiones baricéntricas de un complejo simplicial

Teorema 4.46 (|32, Teorema 15.4]). Sea K un complejo simplicial finito. Para todo nimero real

e > 0, existe un entero n > 1 tal que todo simplice de sd"K tiene didmetro menor que €.
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Si p: K — L es una aplicacion simplicial, entonces induce una aplicacion simplicial en las

subdivisiones baricéntricas

sdy: sdK — sdL

[6-67 s 75;] — [50(00)7 s .,gp(o'n)],

de manera que sd(idx) = idgqx y sd(¢ o ¥) = sdy o sdyp. Ademaés, si ¢ ~ 1), entonces se cumple
que sdp ~ sdip [13, Proposicion 3.3|. Esto nos permite establecer la siguiente relaciéon entre la

subdivisién baricéntrica y la distancia simplicial.

Teorema 4.47. Sean ¢,y : K — L aplicaciones simpliciales. Entonces se cumple que

sD(sdyp, sdyp) < sD(p,v).

Demostracion. Sea sD(¢,v) =ny {Koy,..., K,} un recubrimiento de K por n+ 1 subcomplejos
tal que ¢|x; ~ Y|, paratodo j = 0,...,n. Entonces, sd(p|x;) ~ sd(¢x,) paratodo j = 0,...,n.
Ademas, {sdKy, . ..,sdK,} es un recubrimiento de sd K por n+1 subcomplejos. Ahora bien, para

o = [o0,...,05] € sdK; podemos expresar
sd(p|x;,)(0) = [sd(¢|k;)(00), - - -, sd(@k; ) (on)]

= [sdy(09) . . .,sde(om)]
= sd(¢)sak;, (0)-

Asi, se cumple que
Sd(SD)|dej = Sd(SO\Kj) ~ Sd(1/1|Kj) = Sd(¢)|dej

para todo j = 0,...,n. Por tanto, podemos concluir que sD(sdep, sdy)) < n = sD(yp, ). O

Corolario 4.48. Sea K un complejo simplicial finito. Entonces se cumple que:

1. scat(sdK) < scat(K).

2. sTC(sdK) < sTC(K).

Del mismo modo, podemos formular la siguiente desigualdad que involucra la subdivision

baricéntrica y la distancia cohomoldgica simplicial.

Teorema 4.49. Sean ¢,v: K — L aplicaciones simpliciales. Entonces se cumple que

H*sD(sdg, sdy; R) < H*sD(p, ; R).
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Demostracion. Sea H*sD(p,v) =ny {Ky, ..., K,} un recubrimiento de K por n + 1 subcom-
plejos tal que (pyx,)" = (Y|k;)" para todo j = 0,...,n. Entonces, el siguiente diagrama es

conmutativo [32, Seccion 17]:
H*(sdL; R) ———— H*(L; R)

((sd)jsarc;)™ | | ((sd¥)jsax;)” (Prr,)" | | (k)"

H*(sdKj; R) ——— H*(Kj; R)

para todo j = 0,...,n, donde las flechas horizontales son isomorfismos. Por tanto, ((sd¢)jsax,)” =
((sd¥)sax;)” para todo j = 0,...,n. De nuevo, {sdKy,...,sdK,} es un recubrimiento de sdK
por n+ 1 subcomplejos. Por tanto, concluimos que H*sD(sdp, sdy); R) < n = H*sD(p,¢¥; R). O

Corolario 4.50. Sea K un complejo simplicial finito. Entonces se cumple que:

1. H*scat(sdK; R) < H®scat(K; R).
2. H*STC(sdK; R) < H*STC(K; R).

Ejemplo 4.51. Consideremos nuevamente el complejo simplicial finito K del Ejemplo 4.19,
formado por todas las aristas que unen cinco vértices. Siguiendo el mismo razonamiento expuesto
en dicho ejemplo, se cumple que H*scat(K; R) = 2. Dado que l.c.p. (K; R) = 1, este caso ilustra
que nuestra cota inferior puede ser estrictamente mayor que la de la longitud cup. Ademas, se

cumple que
H'scat(sdK; R) = scat(sdK) = 1 < H'scat(K; R) = scat(K) = 2,

lo que muestra que la desigualdad establecida en el Teorema 4.49 también puede ser estricta.

A parte del resultado del Teorema 4.46, la subdivisiéon baricéntrica es una herramienta ex-

tremadamente 1til debido a su estrecha relacién con las aproximaciones simpliciales.

Definiciéon 4.52. Sea f: |K| — |L| una aplicacion continua. Una aproximacion simplicial de f

es una aplicacion simplicial p: K — L tal que f(Stv) C Stp(v) para todo vértice v € K.

Una aproximacién simplicial se trata de una aplicacién simplicial que representa a una apli-
cacion continua, reflejando su comportamiento local en torno a cada vértice. A pesar de que la
definicién no asegura su existencia de manera general, en caso de que exista, dicha aproxima-
cion es unica salvo contigiiidad [32, Lema 14.1|. Para encontrar aproximaciones simpliciales es

necesario aplicar un niamero suficiente de subdivisiones al complejo de partida.
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Teorema 4.53 ([32, Teorema 16.1]). Sean K y L complejos simpliciales finitos y f: |K| — |L|
una aplicacion continua. Entonces existe un entero n > 1 tal que f admite una aprorimacion
simplicial @: sd"K — L.

En particular, la utilidad de estas aproximaciones se evidencia gracias al siguiente resultado:

Proposicion 4.54 (|1, Proposicion 1V.2.1]). Si ¢: K — L es una aproximacion simplicial de

una aplicacion continua f: |K| — |L|, entonces f y |p| son homdtopas.

4.9. Realizaciones geométricas

En esta seccién comparamos los invariantes simpliciales de los complejos simpliciales con los

invariantes homotopicos de sus realizaciones geométricas.

Teorema 4.55. Sean ¢,v: K — L dos aplicaciones simpliciales. Entonces se cumple que

D(lgl, [i]) < sD(e, ).

Demostracion. Sea sD(¢, 1) =ny {Ko,..., K,} un recubrimiento de K por n+ 1 subcomplejos
tal que ¢ K~ (7 K, bara todo 7 = 0,...,n. Por el Teorema 4.15, las aplicaciones inducidas

en las realizaciones geométricas son hométopas |¢lk,| =~ [¥])k,- Como {|Kol,..., K[}

@

S

un recubrimiento de |K| formado por n 4+ 1 subconjuntos, concluimos que D(|¢], |¢]) < n =
sD(, ¥). O

Corolario 4.56. Sea K un complejo simplicial finito. Entonces se cumple que:

1. cat(|K]) < scat(K).
2. TC(|K]) < sTC(K).

Ejemplo 4.57. Las desigualdades del Teorema 4.55 y del Corolario 4.56 pueden ser estrictas.
Asimismo, a pesar del resultado dado por el Teorema 4.47 relacionando la distancia simplicial
con la subdivisién baricéntrica, la desigualdad D(|¢|, [¢]) < sD(sd"p,sd"1)) también puede ser
estricta para todo n > 1. En efecto, consideremos el complejo simplicial finito K de la Figura

4.9. Su realizacion geométrica es contractil, por lo que cat(|K|) = 0.

En la Figura 4.9 puede verse un recubrimiento de K por dos subcomplejos categoéricos, por lo
que scat(K) < 1. Por otra parte, K no es fuertemente colapsable: no tiene vértices dominados.
Por tanto, scat(K) > 0. Ademés, un complejo es fuertemente colapsable si y solo si lo es su
subdivision baricéntrica |2, Teorema 4.15|. Es decir, scat(K) = 0 si y solo si scat(sdK) = 0.
Iterando, obtenemos que cat(|K|) = 0 < 1 = scat(sd" K) para todo n > 1.
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A A

Figura 4.9: Un complejo contréactil, pero no fuertemente colapsable. A la derecha, un recubri-

miento por dos subcomplejos categéricos

Teorema 4.58. Sean ¢,v¢: K — L dos aplicaciones simpliciales. Entonces se cumple que

H*D(|¢|, [¢|; R) < HsD(p,¢; R).

Demostracion. Sea HsD(p,9; R) = n'y {Kjy,...,K,} un recubrimiento de K por n + 1 sub-
complejos tal que (p|x;)" = (Y|x;)* para todo j = 0,...,n. Debido al isomorfismo natural entre
la cohomologia simplicial de un complejo y la cohomologia singular de su realizacién geométrica

(Teorema 4.40), tenemos el siguiente diagrama conmutativo:
H*(L;R) ————— H*(|L|:R)
(prc;)" | | (WK,)” (eljec; )" | [l s, )"
H*(Kj; R) ———— H*(|K;|;R)

donde las flechas horizontales son isomorfismos. Luego (|¢|x;))* = (|¢¥])x;)* para todo j =

0,...,n.
Como K es finito, existe el minimo de la distancia entre sus vértices
e =mind(v;,v;) >0, v;,v; € KO g £ v;.
Si |[K| C R™, consideremos la funcion
A, [K;[): R™ — [0,00]
x +— min d(z,y),
ye|Kj|

y definamos los siguientes abiertos de R™:

V= {a: € R™ tales que d(z, |K;|) < %} —d(—,|K;]) " ([o g)) .

Si denotamos por U; = V; N |K]|, entonces {Up, ..., U,} es un recubrimiento de |K| por n+1

abiertos. Se cumple que |K;| C U; paratodo j = 0,...,ny, ademéas, U; no contiene ningtn vértice
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de K que no esté en K. Por esta razon, i: |K;| — U; es una equivalencia de homotopia y, en

particular, induce un isomorfismo en cohomologia, haciendo conmutativo el siguiente diagrama:

*

(#lv,)
H*(Uj; R) <—(|w|> H*(|L[; R)
|U;

(el 0" | (9l D"

H*(|Kj; R)

En consecuencia, (|¢[jy,)* = (|¢[jv;)* para todo j = 0,...,n por lo que H*D(|¢l, [¢|; R) <
n = H"sD(p,¥; R). O

Corolario 4.59. Sea K un complejo simplicial finito. Entonces se cumple que:

1. H%cat(|K|; R) < H®scat(K; R).
2. H'TC(|K|; R) < H*STC(K; R).

Teorema 4.60. Sea K un complejo simplicial finito e Y un espacio arbitrario. Sean f,g: |K| —

Y dos aplicaciones continuas. Si D(f,g) = n, entonces existe una subdivision K' de K y un

recubrimiento {K{, ..., K, } de K' por n + 1 subcomplejos cumpliendo que Tk = 9K para
J J

todo j =0,...,n.

Demostracion. Sea D(f,g) =ny U = {Uy,...,U,} un recubrimiento de |K| por n + 1 abiertos
tal que fly, ~ gjy, para todo j = 0,...,n. Como K es finito, por el Teorema 4.6, su realizacion
geométrica | K| es compacta. Por tanto, U admite un namero de Lebesgue 6 [24, Lema 7.18]: todo

subconjunto de |K| de didmetro menor que § esta contenido en algtn abierto del recubrimiento.

Aplicando el Teorema 4.46, existe un entero m > 1 tal que todo simplice de la m-ésima
subdivision baricéntrica de K, K’ = sd™K, tiene didmetro menor que ¢. En consecuencia, todo
simplice de K’ esta contenido en algin abierto de U. Asi, estan bien definidos los siguientes
subcomplejos de K':

/. -
K; = U o, j=0,...,n,
ceK’

lo|CU;
de manera que {Kj,..., K} } es un recubrimiento de K’ por n + 1 subcomplejos. Ademas, |K}|
esta contenido en Uj para todo j = 0,...,n. Considerando la inclusion i: |K ]’| — Uj, se tiene
que
g =0 Jiuy =00 9u; = 9 .
Corolario 4.61. 1. Sea K un complejo simplicial finito tal que cat(|K|) = n. Entonces existe
una subdivision K' de K que admite un recubrimiento {KJ, ..., K]} por n+1 subcomplejos

cuyas realizaciones geométricas son categoricas.
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2. Sea K un complejo simplicial finito tal que TC(|K|) = n. Entonces existe una subdivision
K' de K x K que admite un recubrimiento {Kj, ..., K} por n + 1 subcomplejos cuyas

realizaciones geométricas son subconjuntos de Farber.

Teorema 4.62. Sean K y L complejos simpliciales finitos y f,g: |K| — |L| aplicaciones con-
tinuas tales que H*D(f, g; R) = n. Entonces existe una subdivision K" de K, un recubrimiento
{K{,...,K]'} de K" por n+ 1 subcomplejos y dos aplicaciones simpliciales ¢, : K" — L cum-
pliendo que f ~ ||, g~ |[¢¥| y (gp‘K;/)* = (¢|Kj/_/)* para todo j =0,...,n.

Demostracion. Sea H*D(f,g; R) = ny U = {Uy,...,U,} un recubrimiento de |K| por n + 1
abiertos cumpliendo que (f|y;)* = (gjy;)* para todo j = 0,...,n. Siguiendo los mismos razo-
namientos de la demostracion del Teorema 4.60, obtenemos un recubrimiento {Kj,..., K]} de
K’ = sd™K por n + 1 subcomplejos cumpliendo que |K]’| C Uj para todo j = 0,...,n. En este

caso, se tiene que
(Fjrcr)™ = (o fiu,)* = (fj,)" 0" = (gju;)" 08" = (io giy,)" = (9x7))"

Por el Teorema 4.53, existe una subdivision K" = sd? K’ tal que f y g admiten una aproxima-
cién simplicial ¢, 9: K" — L. Sea K = sd” K} y consideremos el recubrimiento {Kg, ..., K7} de
K" por n + 1 subcomplejos. Por la Proposicion 4.54, f ~ [¢| y g =~ [¢|. Como |K| = [sd’ K| =

| K ]’|, en particular se cumple que

(elyrrp)® = (elyr)™ = (Fire)™ = ()™ = (&)™ = (2 rr)®

para todo j = 0,...,n. Ademés, debido a la naturalidad del isomorfismo entre la cohomologia

simplicial y la cohomologia singular del Teorema 4.40, el siguiente diagrama es conmutativo:
H*(L; R) ————— H*(|L|; R)
(o) | |(Wopn)* (W‘HKU\)* (|¢|\|K//|)*
J J J J
(1o = * ".
En consecuencia, (go‘K]//)* = (leJ’-’)* para todo j =0,...,n. O

Corolario 4.63. 1. Sea K un complejo simplicial finito tal que H*cat(|K|; R) = n. Entonces
existe una subdivision K' de K tal que H*scat(K'; R) = n.

2. Sea K un complejo simplicial finito tal que H*TC(|K|; R) = n. Entonces existe una subdi-

vision K' de K tal que H*'sTC(K'; R) = n.

A lo largo de este trabajo, hemos establecido el siguiente diagrama, en el cual las flechas

representan desigualdades entre los distintos invariantes considerados. Las flechas rojas indican
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que dichas desigualdades pueden ser estrictas para cualquier subdivision baricéntrica (ver Ejem-
plo 4.57), mientras que las flechas azules sefialan que siempre existe una subdivision para la cual

se alcanza la igualdad (ver Teorema 4.62).

sD(sd" ¢, sd"1)) scat(sd"K) ———  sTC(sd"K)
dim(K) \ dim(K) dim(K x K)
sD(p, ) scat(K) —\— | — sTC(K) \
D(Jel, [¥1) cat(| K1) TC(|K])
H*sD(¢p, ¢; R) Hscat(K;R) —— |—— H*TC(K;R)
H*D(|gl, [¢[; R) ————— H'cat(|K]; R) ————— H"TC(|K[; R)

H*sD(sd"¢,sd"; R) —— | —— H®scat(sd"K; R) — | — H*TC(sd"K; R)

Lep. J(¢,¢; R) ——  le.p. (K; R) ——  Lc.p. (ker —; R)

/

4.10. Calculos computacionales

En esta seccién, utilizando un programa de célculo simbolico implementado en SageMath,
calculamos algunas distancias cohomologicas simpliciales para ciertas triangulaciones de espacios
topoldgicos conocidos. Estos calculos permiten ilustrar la eficacia del método desarrollado a lo
largo del capitulo. Ademas, recuperamos algin ejemplo expuesto en [33|. Las triangulaciones de

los espacios pueden consultarse en [3].

Ejemplo 4.64. Sea P el cociente del complejo simplicial de la Figura 4.10, que se corresponde
con una triangulacién minimal del plano proyectivo real RP2. Se cumple que H®scat(P;Q) =

H*scat(P;R) = 0. Sin embargo, el recubrimiento formado por los subcomplejos
Koy = [a,b,d|U[b,c,d]Ub,c, f]U][e,d, €],

K, =[a,c,e]Ula,c, flU[a,d, fl]U b, ¢, f],
Ky = [a,b,e] U b, c, flU[b,e, flU[d,e, f],
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cumple que la inclusién i: K; — K induce la misma aplicacién en cohomologia con coeficientes

en Zs que una aplicacion simplicial constante para j = 0,1, 2. Por lo tanto, se da la igualdad

H'scat(P; Zy) = dim(P) = cat(RP?) = 2.

b c
d
a € a
f
c b

Figura 4.10: Triangulacion del plano proyectivo real y recubrimiento asociado a H®scat(P; Zs) = 2
Ejemplo 4.65. Sea T el cociente del complejo simplicial de la Figura 4.11, que se corresponde
con una triangulaciéon minimal del toro S' x S'. El recubrimiento formado por los subcomplejos

Ko = [a,b,d|U[b,c,g]Ub,d,e]UIb,e, g]Ule, f,g],

Ky = [a,b, flU[a,c,e]Ula,c,g]Ula,e, flU]c,e,d],

Ky =[a,d,g] U [b,c, flU e, d, f1U]d, f,g] Ule, [, g],

cumple que la inclusién i: K; — K induce la misma aplicacién en cohomologia con coeficientes

en Zo que una aplicaciéon simplicial constante para 7 = 0,1, 2. En este caso, se tiene que

H'scat(T'; Zg) = dim(T) = cat(S' x S') = 2.

a b c a
d d
g
f
e e
a b c a

Figura 4.11: Triangulacién del toro y recubrimiento asociado a H®scat(T;Zz) = 2

Ademas, como S! x S! es un grupo topolégico, siguiendo la Observacion 3.35, podemos cons-
truir un recubrimiento explicito de 1" x T' formado por 3 subcomplejos en los cuales las proyec-

ciones inducen la misma aplicacién en cohomologia con coeficientes en Zso, de manera que

H°sTC(T;Zy) = TC(S* x St = 2.
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Esto facilita implementar soluciones y algoritmos relacionados con la planificaciéon de movimien-

tos de un brazo robético de dos articulaciones con rotacién plana.

Ejemplo 4.66. Sea K el cociente del complejo simplicial de la Figura 4.12, que se corresponde
con una triangulaciéon minimal de la botella de Klein. El recubrimiento formado por los subcom-
plejos

Ko =[a,c, fIU[bc, f1U[b,d, f]U[d,e, gl U[d, f,g] Ule,d, h],

Ky =[a,b,d]U[b,c,g]U[c,g,h]Ule, f,h]U[f, g, h],

Ky =a,b,d|U[a,b,e]U|a,c,d]Ula,c, flU[a, e, flU[b,e,g] Ulc,d,h],
cumple que la inclusién i: K; — K induce la misma aplicacién en cohomologia con coeficientes

en Zs que una aplicacion simplicial constante para j = 0,1, 2. Se cumple que

H'scat(K;Zs) = dim(K) = cat(K) = 2.

a b c a
d f e
e 9 b d

a b c a

Figura 4.12: Triangulacion de la botella de Klein y recubrimiento asociado a H*scat(K;Zg) = 2

Ejemplo 4.67. Sea K = [0,1]U[0,2] U [1,2] una triangulacién de la circunferencia S!, y consi-

deremos el producto K x K. El recubrimiento de K x K formado por los subcomplejos

Ko =[(1,1),(2,2),(2,1)] U[(0,2), (1,2), (0,0)] U[(1, 1), (1,0), (0,0)]
(2,2),(2,0), (0,0)] U [(0,1),(0,2), (1,2)] U [(1,0), (1,2), (0,0)]
(1,1),(2,1), (1,0 U[(0,1),(2,2), (2, ] U [(0,1), (2, 2), (0, 2)],
Ky =1(0,1),(1,1), (1,2)] U[(2,2),(1,0), (2,0)] U [(1,1),(2,2), (1,2)]
U1(2,2),(0,2),(0,0)]U[(0,1),(2,1),(0,0)] U[(2,2), (1,0), (1,2)]
ul(2,1),(1,0),(2,0)]U[(2,1),(2,0),(0,0)] U[(0,1), (1, 1), (0, 0)],

cumple que las proyecciones 71, m2: K; — K inducen la misma aplicacién en cohomologia con

ul
ul

coeficientes en Zo para j = 0,1. En este caso se tiene que
H*sTC(K;Zs) = TC(SY) =1

Esto facilita implementar soluciones y algoritmos relacionados con la planificaciéon de movimien-

tos de un brazo robdtico con una articulacién de rotacién plana.
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Ejemplo 4.68. Sea K la triangulacién minimal del espacio proyectivo real RP3. El recubrimiento

formado por los subcomplejos
Ky =13,5,9,10] U [3,6,7,8] U[1,3,5,11] U [2,3,7,8] U[3,4,5,11]
Ul1,2,3,7U][L,3,5,10] U[3,4,5,9] U [3,6,9,10] U [2, 3,4, 8],

Ky =1[1,4,8,10] U [3,6,8,9] U[1,5,6,11] U [3,4,8,9] U 5,6, 7, 8]
U[1,5,6,8]U[2,5,7,8] U[1,5,8,10] U[2,5,8,10] U [2, 4,8, 10],

Ky =1[2,5,7,9]U[1,6,8,9] U [2,4,6,11] U [2,3,4,11] U[1,2,3,11]
U[L1,2,6,11]U[2,6,9,10] U[L,2,6,9] U [2,4,6,10] U [2,5,9, 10],

K3 =14,5,7,9)U[1,3,7,10] U [3,6,7,10] U [4,5,6,11] U [1,4,7,10]
uUl[4,6,7,10] U [1,4,8,9]U[1,2,7,9] U [1,4,7,9] U [4,5,6,7].
cumple que la inclusién i: K; — K induce la misma aplicacién en cohomologia con coeficientes

en Zs que una aplicacion simplicial constante para j = 0,1, 2,3. Asi, obtenemos

H'scat(K; Zs) = dim(RP?) = cat(RP?) = 3.

Asimismo, como RP? también es un grupo topologico, podemos construir un recubrimiento
explicito de K x K formado por 4 subcomplejos en los cuales las proyecciones inducen la misma
aplicacién en cohomologia con coeficientes en Zso, de manera que

H*sTC(K;Zy) = TC(RP?) = 3.

Ademas, como RP3 es homeomorfo a SO(3,R) [7, Proposicién 5.67], obtenemos un recubrimiento
explicito para implementar soluciones y algoritmos relacionados con el espacio de rotaciones y el

gimbal-lock.

Ejemplo 4.69. Sea K la triangulacién minimal del plano proyectivo complejo CP2. El recubri-

miento formado por los subcomplejos
Ky=11,2,5,6,8]U[2,4,6,7,9]U[1,3,4,5,7 U][L1,3,4,7,8] U[1,3,5,7,9] U[1,2,4,5, 6]
U[1,2,6,7,8]U[1,2,3,7,8|U[1,2,5,8,9] U [1,4,5,7,9] U [1,3,4,5,6] U [1,2,4,7,9],
Ky =[2,4,5,8,9]U[1,2,4,6,7]U[4,5,7,8,9] U[1,5,6,8,9]U[1,3,5,6,9]U[1,4,6,7,8§]
Ull1,3,4,6,8]U[3,5,6,7,91U[3,4,6,8,9 U [4,6,7,8,9]UI5,6,7,8,9]U[L,3,6,8,9],
Ky =12,3,4,6,9]U[1,2,3,7,9]U[2,3,6,7,9] U[1,2,4,5,9] U [2,3,4,8,9] U [3,4,5,7, §]
Ul[2,5,6,7,8/U[1,2,3,8,91U[2,3,5,7,8/U[2,3,4,5,6]U[2,3,5,6,7 U[2,3,4,5,8],

cumple que la inclusion i: K; — K induce la misma aplicacién en cohomologia con coeficientes

en Zo que una aplicaciéon simplicial constante para j = 0,1, 2. Por lo tanto, se tiene que

H'scat(K; Zy) = cat(CP?) = 2.
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Ejemplo 4.70. Sea K la triangulacién minimal de la esfera homolbgica de Poincaré S. El
recubrimiento {Kjy, K1} de K que aparece en la Tabla 4.1 cumple que la inclusion i: K; — K
induce la misma aplicaciéon en cohomologia con coeficientes en Zs que una aplicacién simplicial
constante para j = 0,1. Sin embargo, la categoria LS de la esfera homologica de Poincaré es 3

[34, Teorema 1.1]. En este caso
H'scat(K;Zs2) = 1 < cat(S) = dim(S) = 3.

Ejemplo 4.71. Sean K’ = [0,1] U [0,2] U [1,2] y K" = [0,1,2] U [0,1,3] U [0,2,3] U [1,2,3]
unas triangulaciones de la circunferencia S' y de la esfera S?, respectivamente. El recubrimiento
{Ko, K1, K3} del producto K = K’ x K" que aparece en la Tabla 4.2 cumple que la inclusion
i: Kj — K induce la misma aplicaciéon en cohomologia con coeficientes en Zs que una aplicacion

simplicial constante para j = 0, 1, 2. Asi, obtenemos
H'scat(K; Zo) = cat(S! x §?) = 2.

Esto facilita implementar soluciones y algoritmos relacionados con la planificacién de movimien-

tos de un brazo robético de dos articulaciones, una de rotacién plana y otro de rotacién espacial.

Ejemplo 4.72. Sea K = [0,1,2] U [0,1,3] U [0,2,3] U [1,2,3] una triangulaciéon de la esfera
S?, y consideremos el producto K x K. El recubrimiento {Ky, K1, K2} de K x K que aparece
en la Tabla 4.3 cumple que las proyecciones 71, m2: K; — K inducen la misma aplicaciéon en

cohomologia con coeficientes en Zo para j = 0,1,2. En este caso, se tiene que
H*sTC(K;Zs) = TC(S?) = 2.

Esto facilita implementar soluciones y algoritmos relacionados con la planificacién de movimien-

tos de un brazo robdético con una articulaciéon de rotacién espacial.
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Tabla 4.1: Caras maximales de los subcomplejos que forman un recubrimiento de una triangula-

cion de la esfera homologica de Poincaré

Ky Ky
5,8,9,12], [6,7,12,13], [1,2,9, 14] [1,3,4,12], [10,13, 15, 16], [2,3,7, 10]
7,9,14,15], [1,8,10,13], [1,5,8,13] | [4,7,11,15], [12,13,14,15], [7,8, 10, 14]

2,8,12,15], [1,2,6,14], [13,14,15,16] | [5,9,10,15], [1,3,10,15], [1,2,4, 15]
[10,11,13,16], [3,5,10,15], [1,9,11,14] | [2,4,11,15], [3,5,11,14], [1,5,6, 14]
[1,5,8,11], [7,8,14,15], [4,8,10,13] 1,3,7,12], [1,7,8,10], [5,7,9, 15]
[5,8,9,13], [2,7,9,14], [1,5,11, 14] [4,5,7,15], [1,3,7,10], [1, 3,4, 15]
[2,3,7,13], [4,6,10,11], [11,13, 14, 16] [1,2,6,15], [2,3,5,11], [3,4,5,14]

[4,10,11,13], [2,7,10,14], [6,12,13,15] | [8,12,14,15], [2,4,9,13], [1,6,13,15]
[2,6,10,14], [2,5,10,12], [4,6,10, 14] [4,5,6,7], [2,4,11,13], [9,11, 14, 16]
[2,7,9,13], [1,9,11,12], [2,6,12, 15] [4,6,7,11], [3,12,13,14], [1,2,4, 9]
[4,8,9,12], [6,10,11,12], [9,14,15,16] | [2,5,8,11], [9,10,11,12], [4,8, 10, 14]
[1,5,6,13], [1,10,13,15], [3,7,12,13] | [3,4,12,14], [4,5,6,14], [9,10,11, 16]
[5,6,7,13], [2,6,10,12], [2,3,5,10] [1,7,8,11], [7,8,11,15], [3,4,5,15]

2,5,8,12], [5,7,9,13], [1,4,9,12] 3,11,13,14], [4,8,9,13], [6,7,11,12]
[2,8,11,15], [5,9,10,12], [4,8,12,14] | [1,7,11,12], [2,3,11,13], [9, 10, 15, 16]

Tabla 4.2: Caras maximales de los subcomplejos que forman un recubrimiento de una triangula-

cion del producto S' x S?

Ko K Ko

[(2,2),(1,2),(1,1),(2,3)] | [(1,3),(0,3),(0,0),(0,1)] | [(0,2),(0,3),(2,3),(0,1)]
(2,2),(1,0),(2,0),(2,3)] | [(1,0),(1,3),(1,1),(0,0)] | [(1,3),(0,2),(0,3),(0,1)]
(2,2),(0,2),(0,0),(2,3)] | [(2,2),(1,1),(2,3),(2,1)] | [(0,0),(2,3),(2,1),(0,1)]
(2,2),(1,0),(1,2),(2,3)] | [(1,0),(2,0),(2,3),(2,1)] | [(2,2),(0,2),(2,3),(0,1)]
(2,2),(2,0),(0,0), (2, )] | [(1,2),(1,3),(1,1),(0,1)] | [(1,0),(1,2),(1,1),(0,0)]
(2,2),(1,0),(2,0),(2,1)] | [(1,3),(0,2),(0,3),(0,0)] | [(2,2),(2,3),(2,1),(0,1)]
[(0,2),(0,3),(0,0),(2,3)] | [(1,0),(1,3),(1,1),(2,3)] | [(2,2),(0,0),(2,1),(0,1)]
[(2,2),(2,0),(0,0),(2,3)] | [(1,0),(1,1),(2,3),(2,1)] | [(1,2),(1,1),(0,0),(0,1)]
(2,0),(0,0),(2,3),(2,1)] | [(1,3),(1,1),(0,0),(0,1)] | [(1,2),(1,3),(0,2),(0,0)]
[(2,2),(0,2),(0,0),(0,1)] | [(1,0),(1,2),(1,3),(2,3)] | [(1,2),(0,2),(0,0), (0,1)]
(2,2),(1,0),(1,2), (1, 1)] | [(1,2),(1,3),(0,2),(0,1)] | [(1,0),(1,2),(L,3),(0,0)]
[(1,2),(1,3),(1,1),(2,3)] | [(2,2),(1,0),(1,1),(2,1)] | [(0,3),(0,0),(2,3),(0,1)]
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4.10. Calculos computacionales

Tabla 4.3: Caras maximales de los subcomplejos que forman un recubrimiento de una triangula-

cion del producto S? x S?
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