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Resumen

En este trabajo desarrollamos métodos algebraicos y combinatorios en la robótica topológica.
Más en concreto, estudiamos invariantes homotópicos relacionados con el problema de planifica-
ción de movimientos, como la categoría de Lusternik-Schnirelmann o la complejidad topológica,
a partir de una noción que los unifica: la distancia homotópica. Las técnicas que utilizamos
combinan tanto herramientas clásicas de topología algebraica, como los grupos de homotopía o
la (co)homología, así como recursos de topología combinatoria y computacional, gracias a los
complejos simpliciales. Esto nos permite definir nuevos invariantes originales que mejoran es-
trictamente cotas y resultados existentes en la literatura, a la vez que diseñar algoritmos que,
mediante la implementación de programas computacionales de cálculo simbólico, hallan estos
invariantes para cualquier espacio triangulable.

Abstract

In this dissertation, we develop algebraic and combinatorial methods within the framework of
topological robotics. More specifically, we study homotopy invariants related to the motion plan-
ning problem, such as the Lusternik-Schnirelmann category and topological complexity, through
a unifying notion: homotopic distance. The techniques we use combine classical tools from alge-
braic topology, such as homotopy groups and (co)homology, with ideas from combinatorial and
computational topology via simplicial complexes. This allows us to define new original invariants
that strictly improve existing bounds and results in the literature, as well as to design algorithms
which, through the implementation of symbolic computation programs, calculate these invariants
for any triangulable space.
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Introducción

En este trabajo desarrollamos métodos algebraicos y combinatorios en la robótica topológica,
un campo de investigación de aparición reciente [10]. Más en concreto, estudiamos invariantes
homotópicos relacionados con el problema de planificación de movimientos. Este incluye, princi-
palmente, la categoría de Lusternik-Schnirelmann (categoría LS) y la complejidad topológica.

El mayor desafío asociado a estos invariantes radica en su dificultad de cálculo. Por ejemplo,
una de las cuestiones más importantes en la lista de problemas de la teoría de invariantes ho-
motópicos numéricos de Ganea [17] es calcular la categoría LS de algunas familias de espacios
topológicos clásicos: variedades de Stiefel, grupos de Lie, espacios homogéneos, etc. Sorprendente-
mente, una pregunta tan fundamental planteada hace ya más de 50 años, sigue sin una respuesta
en su totalidad. Para intentar solventar este inconveniente se suele recurrir a aproximaciones
y cotas, algunas de ellas puramente abstractas [6, 8, 11]. No obstante, en los últimos años se
ha observado un notable estancamiento en el desarrollo de estos métodos. En paralelo, también
se han explorado enfoques más directos mediante cálculos explícitos, muchas veces laboriosos y
técnicamente complejos, como los desarrollados en [5].

Como consecuencia, han aparecido multitud de generalizaciones y versiones alternativas de
estos invariantes, adaptadas a distintos contextos. Entre ellas, destaca una que ha surgido hace
tan solo un par de años: la distancia homotópica [28, 29]. Este concepto unifica y generaliza
tanto la categoría LS como la complejidad topológica, proporcionando un marco más flexible y
robusto para abordar problemas relacionados con la planificación de movimientos. Además, este
nuevo invariante representa un cambio de paradigma en este campo de estudio, al poner el foco
en las aplicaciones entre espacios y no en los espacios en sí mismos. Esta perspectiva está en
consonancia con la filosofía de la teoría de categorías, donde las flechas son consideradas más
importantes que los propios objetos.

vii



viii Introducción

La categoría de Lusternik-Schnirelmann: un problema en el espacio exterior

Nos remontamos al año 1969, a la misión Apolo 10 de la NASA. En esta, se efectuaron por
primera vez maniobras en un módulo en órbita lunar [20, Sección 2.3]. Tras concluir estas ope-
raciones, la nave debía regresar al módulo principal, manteniendo su parte superior orientada
directamente hacia él. Si se desviaba de la trayectoria adecuada, el sistema de navegación auto-
mático intervenía para restablecer la posición de retorno. Sin embargo, en un momento crítico
de la aproximación, la nave perdió el rumbo y comenzó a girar sobre sí misma de forma caótica.
Los monitores de control y el giroscopio mostraban valores anómalos. Los tripulantes, desconcer-
tados, no entendían qué estaba sucediendo. Se había producido el gimbal-lock: la pérdida de un
grado de libertad de rotación en un sistema de suspensiones cardán. Afortunadamente, la nave
contaba con un modo de navegación manual, lo cual permitió a los astronautas reencauzar el
rumbo y completar la misión con éxito. Pero, ¿por qué había ocurrido este fallo técnico?

Figura 1: Tripulación del Apolo 10. Imagen cortesía de la NASA. Dominio público

La situación del Apolo 10 ilustra un problema clásico: cómo regresar con seguridad a una
posición de referencia desde cualquier configuración posible en un espacio. En términos más abs-
tractos, los sistemas de navegación automáticos deben ser capaces de calcular una trayectoria de
vuelta, es decir, un camino de regreso desde cualquier posición a un estado base predeterminado.
Sin embargo, como muestra el gimbal-lock, no siempre es posible hacerlo de forma estable.

Este tipo de dificultades no son solo mecánicas, sino profundamente matemáticas. Podemos
entenderlas mejor si modelamos el conjunto de configuraciones posibles como un espacio topo-
lógico X conexo por caminos, y la posición de referencia como un punto x0 ∈ X. La pregunta
entonces es la siguiente: ¿podemos construir un algoritmo estable que nos diga cómo regresar
desde cualquier punto de X a x0?
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Consideremos el espacio de caminos en X con punto inicial x0 fijado,

P0X = {γ : [0, 1]! X tales que γ(0) = x0},

con la topología compacto-abierta (ver Ejemplo 1.2), y la aplicación que lleva cada camino a su
extremo final

π0 : P0X −! X

γ 7−! γ(1).

Ahora el problema se traduce en encontrar una sección de π0, esto es, una aplicación s : X ! P0X

tal que π0 ◦ s = idX . Además, imponemos que la sección sea continua, ya que esto nos permite
asegurar la estabilidad del algoritmo. Más en general, para un abierto U ⊆ X, una sección local
de π0 en U es una aplicación continua s : U ! P0X tal que π0 ◦ s es la inclusión i : U ↪! X.
¿Bajo qué condiciones un abierto admite una sección local?

Teorema 0.1. Existe una sección local s : U ! P0X de π0 : P0X ! X si y solo si se puede
contraer U a un punto dentro de X.

Idea de demostración. Que U se pueda contraer a un punto significa que la inclusión U ↪! X es
nulhomótopa, es decir, que existe una homotopía H : U× [0, 1]! X entre la inclusión H|U×{0} =

i : U ↪! X y una aplicación constante H|U×{1} = cte: U ! X. Como X es conexo por caminos,
podemos suponer que esta aplicación constante toma el valor x0. Definimos entonces la aplicación
s : U ! P0X como el camino s(x) : [0, 1] ! X dado por s(x)(t) = H(x, 1 − t) (ver Figura 2).
Así, s es una sección de π0.

x0

X

U

Figura 2: La homotopía H : i ≃ cte define un camino desde cada punto de U hasta x0

Recíprocamente, si para un subconjunto U ⊆ X existe una sección s : U ! P0X, entonces la
aplicación H : U × [0, 1] ! X dada por H(x, t) = s(x)(1 − t) es una homotopía H : i ≃ cte que
contrae U a x0. Por lo tanto, la inclusión i : U ↪! X es nulhomótopa.

En particular, existe un algoritmo estable definido en todo X si y solo si el espacio es defor-
mable a un punto. En el caso de la misión Apolo 10, el espacio X es SO(3,R), que se corresponde
con todas las orientaciones tridimensionales de la nave. Este no es contráctil (ver Ejemplo 4.68),
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por lo que tal algoritmo no existe. El gimbal-lock es la manifestación física de este hecho: cuan-
do la nave alcanza ciertas configuraciones críticas, el sistema de control pierde la capacidad de
determinar un giro para corregir la posición, desencadenando el giro caótico observado.

En el caso más general, nos preguntamos cuántos algoritmos son necesarios para abarcar todo
el espacio. La respuesta está en contar el número mínimo de abiertos de X, cada uno contráctil
dentro del propio X, que se necesitan para recubrirlo por completo. Este número es un invariante
homotópico, conocido como la categoría de Lusternik-Schnirelmann. Es decir, la categoría LS es
el invariante que modela este problema.

Pese a tener numerosas aplicaciones prácticas, su origen data de los años 30 y es puramente
teórico [27]. Surgió en el contexto del cálculo variacional y del análisis de ecuaciones diferenciales,
relacionando las posibles soluciones de una ecuación con la topología de la variedad subyacente.
Además de permitir demostrar resultados importantes, como la existencia de tres geodésicas
cerradas en la esfera [25, 26], también proporciona una cota inferior para el número de puntos
críticos de una función definida sobre una variedad, estableciendo conexiones fundamentales entre
la geometría diferencial y la topología algebraica.

Su carácter integrador, al tender puentes entre álgebra, geometría y topología, la posicionó
como una herramienta sumamente poderosa. Con el tiempo, adquirió un papel central dentro de
la topología algebraica, consolidándose como un tema de investigación con identidad propia [6].
Asimismo, ha ganado mucha popularidad con el surgimiento de la robótica topológica, debido a
su estrecha relación con otro invariante: la complejidad topológica [9].

La complejidad topológica de M. Farber: brazos robóticos y navegación GPS

A diferencia del problema planteado en la misión Apolo 10, donde se busca regresar a una
posición inicial de referencia, muchos sistemas robóticos se enfrentan a un desafío más general:
moverse entre dos configuraciones cualesquiera sin un estado base predeterminado. Por ejemplo,
un brazo robótico ensamblando piezas en una fábrica debe planificar trayectorias desde cualquier
posición inicial hasta cualquier posición final, adaptándose en tiempo real a las necesidades que
puedan surgir.

Esta necesidad de navegación flexible también resulta crucial en sistemas de posicionamiento
global. Un navegador GPS debe ser capaz de calcular rutas entre entre cualquier par de ubica-
ciones dentro de un mapa. El espacio de configuraciones en este caso es la red vial, y el algoritmo
debe garantizar que pequeños cambios en el origen o en el destino produzcan variaciones sutiles
en la ruta sugerida. De este modo, se evitan saltos bruscos que pueden desorientar al conductor
o afectar negativamente al sistema de control.
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Estos escenarios pueden describirse de forma unificada: ¿existe un algoritmo estable que nos
diga cómo conectar dos puntos cualesquiera del espacio de configuraciones? Para responder a
esta pregunta, consideremos el espacio de caminos en X,

PX = {γ : [0, 1]! X},

con la topología compacto-abierta, y la aplicación que lleva cada camino a sus extremos

π : PX −! X ×X

γ 7−! (γ(0), γ(1)).

Ahora el problema se trata de encontrar una sección global de π, esto es, una aplicación continua
s : X ×X ! PX tal que π ◦ s = idX×X . ¿Cuándo existe dicha sección?

Teorema 0.2. Existe una sección global s : X × X ! PX de π : PX ! X × X si y solo si
podemos contraer X a un punto.

Idea de demostración. Supongamos que X se puede contraer a un punto. Es decir, existe una
homotopía H : idX ≃ cte entre la identidad y una aplicación constante, que toma el valor x0 ∈ X.
En particular, para cada x ∈ X, Ht(x) es un camino entre x y x0. Podemos definir entonces un
camino entre dos puntos x1, x2 ∈ X como la concatenación de recorrer Ht(x1) y después recorrer
Ht(x2) en el sentido inverso (ver Figura 3) y así definir una sección global continua:

s : X ×X −! PX

(x1, x2) 7−! γ : [0, 1] −! X

t 7−! γ(t) =

{
H(x1, 2t), t ≤ 1/2,

H(x2, 2− 2t), t ≥ 1/2.

x0

X
x1

x2

Ht(x1)
Ht(x2)

Figura 3: La homotopía H : idX ≃ cte define un camino desde cada punto de X hasta x0

Recíprocamente, supongamos que existe una sección global continua s : X × X ! PX de
π : PX ! X × X. Entonces, si escogemos un punto x0 ∈ X cualquiera, podemos construir
una homotopía H : X × [0, 1] ! X entre la identidad idX : X ! X y la aplicación constante
cte : X ! X que toma el valor x0 mediante la expresión H(x, t) = s(x, x0)(t)
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En el caso de un brazo robótico, podemos modelar el espacio de configuraciones como

X = S1 ×
(n)
· · · × S1 × S2 ×

(m)
· · · × S2,

donde n ≥ 0 y m ≥ 0 denotan el número de articulaciones que permiten rotación plana y
espacial, respectivamente (ver Figura 4). Este espacio no es contráctil siempre que al menos uno
de los valores n o m sea estrictamente mayor que cero (ver Ejemplos 4.65, 4.67, 4.71 y 4.72). En
consecuencia, no existe un algoritmo estable global para los brazos robóticos.

Figura 4: Brazo robótico con tres articulaciones de rotación plana

Nuevamente, de manera más general, es pertinente preguntarse cuántos algoritmos se requie-
ren para abarcar todo el espacio de configuraciones. Es decir, determinar el número mínimo de
abiertos necesarios para recubrir X × X que admiten una sección local de π : PX ! X × X.
Este número se conoce como la complejidad topológica de X, y, en este caso, es el invariante
que modela el problema. Este apareció por primera vez hace apenas dos décadas [9], y desde
entonces ha impulsado un notable auge en el campo de los invariantes homotópicos relacionados
con la planificación de movimientos. Al igual que ocurre con la categoría LS, su cálculo resulta
sumamente complicado.

El estancamiento de las técnicas puramente abstractas para aproximar los invariantes homo-
tópicos, así como su utilidad práctica y aplicaciones, motivan a desarrollar métodos algebraicos
y combinatorios con un enfoque computacional.

Organización del trabajo

Comenzamos en el Capítulo 1 exponiendo algunas nociones básicas de homotopía. Esto nos
permite establecer el marco teórico necesario para definir formalmente los invariantes que aca-
bamos de ver en la Introducción.
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En el Capítulo 2 presentamos una generalización reciente de estos invariantes: la distancia
homotópica. Justificamos en qué sentido engloba a la categoría LS y a la complejidad topológica,
estudiamos su relación con ellos y analizamos sus propiedades fundamentales.

A continuación, en el Capítulo 3, abordamos el estudio de los invariantes homotópicos me-
diante métodos algebraicos. Gracias a los grupos de homotopía y la (co)homología, introducimos
dos nuevos invariantes originales que acotan inferiormente la distancia homotópica: la distancia
homotópica débil y la distancia cohomológica, este último motivado por la categoría homológica
de Fox [15], ya introducida en [33]. Estudiamos sus propiedades más importantes y mostramos su
comportamiento mediante numerosos ejemplos representativos. Además, presentamos resultados
originales relacionados con la longitud cup y demostramos que nuestro invariante cohomológico
mejora las cotas previamente establecidas en la literatura.

Por último, en el Capítulo 4, desarrollamos un enfoque combinatorio que permite reformular
las ideas de los capítulos anteriores en el marco de los complejos simpliciales. Estudiamos una
versión discreta de la distancia homotópica: la distancia simplicial. Adaptamos nuestro inva-
riante cohomológico del capítulo anterior al contexto simplicial y diseñamos un algoritmo que
permite, gracias a un programa propio de cálculo simbólico desarrollado en SageMath, recuperar
el invariante original para cualquier espacio triangulable. Destacamos que, gracias a este méto-
do, obtenemos de forma explícita los recubrimientos asociados a los invariantes, lo cual resulta
especialmente útil a la hora de implementar soluciones en problemas prácticos reales.





Capítulo 1

Invariantes homotópicos clásicos

En este primer capítulo exponemos formalmente la categoría de Lusternik-Schnirelmann y
la complejidad topológica. Para ello, primero recordamos brevemente algunos conceptos básicos
de la teoría de homotopía que usamos repetidamente a lo largo del trabajo. Introducimos las
fibraciones, que juegan un papel muy importante a la hora de la relacionar los distintos inva-
riantes homotópicos, gracias al género de Ŝvarc. Para agilizar la exposición, omitimos algunas
demostraciones. Todas ellas pueden consultarse en [21, 30, 38], que seguimos como referencias
principales. Para la categoría LS, basamos la exposición en [6], mientras que para la complejidad
topológica lo hacemos en [9].

1.1. Homotopía y fibraciones

Sean X e Y espacios topológicos y f, g : X ! Y aplicaciones continuas. Una homotopía
entre f y g es una aplicación continua H : X × [0, 1] ! Y tal que H0(x) = H(x, 0) = f(x) y
H1(x) = H(x, 1) = g(x) para todo x ∈ X. Si existe una homotopía entre f y g, decimos que son
homótopas y lo denotamos por f ≃ g o H : f ≃ g. Si f es homótopa a una aplicación constante,
entonces decimos que es nulhomótopa.

La relación “ser homótopas” es una relación de equivalencia en el conjunto de las aplicaciones
continuas entre dos espacios topológicos. Además, las composiciones de aplicaciones homótopas
son homótopas. Una aplicación continua f : X ! Y es una equivalencia de homotopía si existe
una aplicación g : Y ! X tal que g ◦ f ≃ idX y f ◦ g ≃ idY . En tal caso, decimos que X e
Y tienen el mismo tipo de homotopía o que son homotópicamente equivalentes y lo denotamos
por X ≃ Y o f : X ≃ Y . Si X tiene el mismo tipo de homotopía que un punto decimos que es
contráctil. En particular, X es contráctil si y solo si la identidad idX : X ! X es nulhomótopa.

1



2 1. Invariantes homotópicos clásicos

Una aplicación continua p : E ! B satisface la propiedad de levantamiento de homotopías
respecto al espacio X si, dada una homotopía Ht : X ! B y una aplicación f : X ! E tal que
p ◦ f = H0, existe una homotopía H̃t : X ! E haciendo conmutativo el siguiente diagrama:

X × {0} E

X × [0, 1] B

f

p

H

H̃

Definición 1.1. Una aplicación continua p : E ! B es una fibración si satisface la propiedad de
levantamiento de homotopías respecto a cualquier espacio X. Decimos que B es el espacio base
y que E es el espacio total. La fibra sobre b ∈ B es el subespacio p−1(b) ⊆ E.

Si p : E ! B es una fibración y B es conexo por caminos, entonces las fibras sobre dos
puntos cualesquiera de B son homotópicamente equivalentes. En este caso, definimos la fibra F
de p : E ! B como la fibra sobre cualquier punto b ∈ B.

Ejemplo 1.2. 1. Una proyección p : B × F ! B es una fibración.

2. Cualquier aplicación de revestimiento [38, p. 62] es una fibración.

3. Sea (E,B, F, p) un fibrado localmente trivial. Si B es Hausdorff y paracompacto, entonces
p : E ! B es una fibración [38, p. 96].

4. Sea PX el espacio de caminos enX con la topología compacto-abierta. Es decir, la topología
generada por los subconjuntos

(K,U) = {γ : [0, 1]! X tales que γ(K) ⊆ U},

con K ⊆ [0, 1] compacto y U ⊆ X abierto. La aplicación π : PX ! X × X que a cada
camino γ ∈ PX le asigna sus extremos π(γ) = (γ(0), γ(1)) es una fibración, que llamamos
la fibración de caminos.

Proposición 1.3. Sea p : E ! B una fibración y f : A! B una aplicación continua. Entonces
el pullback de p por f , dado por

f∗(E) = {(a, e) ∈ A× E tales que f(a) = p(e)},

define la fibración q : (a, e) ∈ f∗(E) 7! a ∈ A. En particular, al componer homotopías Ht : X ! A

con f y aplicar la construcción del pullback, se producen levantamientos H̃t : X ! f∗(E).

f∗(E) E

A B

q

⌟
p

f
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Ejemplo 1.4. 1. Sea x0 un punto de X y consideremos la aplicación i0 : X ! X ×X dada
por i0(x) = (x0, x). El pullback por i0 de la fibración de caminos π : PX ! X × X es
π0 : P0X ! X, donde P0X denota el subespacio de PX formado por todos los caminos
γ ∈ PX tales que γ(0) = x0. La fibración π0 : P0X ! X asigna a cada camino γ ∈ P0X

su extremo final π0(γ) = γ(1). Esta aplicación recibe el nombre de fibración de caminos
con punto inicial x0 ∈ X fijado. Si X es conexo por caminos, la fibra de π0 es el espacio de
lazos

ΩX = {γ : [0, 1]! X tales que γ(0) = γ(1) = x0}.

2. Las aplicaciones π′, π′′ : PX ! X que a cada camino γ le asignan su punto inicial π′(γ) =
γ(0) y su punto final π′′(γ) = γ(1) son fibraciones, ya que se tratan de composiciones de
fibraciones.

3. Toda aplicación continua f : X ! Y es, salvo homotopía, una fibración. Consideremos la
fibración π′ : PY ! Y que asigna a cada camino γ ∈ PY su punto inicial π′(γ) = γ(0).
Basta entonces con tomar el pullback f∗(PY ) por f : X ! Y de π′. Así, la aplicación
p : f∗(PY ) ! Y dada por p(x, γ) = γ(1) es una fibración. La aplicación s : X ! f∗(PY )

que lleva cada punto x ∈ X al camino constante igual a f(x) es una equivalencia de
homotopía, cuya inversa homotópica es la proyección q(x, γ) = x. En efecto, dado un
elemento (x, γ) ∈ f∗(PY ), podemos contraer γ al camino constante igual a f(x) gracias
a la homotopía Ht(x) = γ(tx). Así, p ≃ f ◦ q, f = p ◦ s y tenemos el siguiente diagrama
conmutativo salvo homotopía:

f∗(PY ) PY

X Y

q p
π′

f

s

1.2. Categoría de Lusternik-Schnirelmann

Sea X un espacio topológico conexo por caminos.

Definición 1.5. Decimos que un subconjunto U ⊆ X es categórico si la inclusión i : U ↪! X es
nulhomótopa, esto es, si es homótopa a una aplicación constante cte : U ! X.

Un subconjunto categórico U ⊆ X puede tener varias componentes conexas, siempre que
estas sean contráctiles a un punto y luego puedan ser llevadas a través de un camino a un punto
común de X. Es decir, para ser categórico, U no tiene que ser necesariamente contráctil, tan solo
contráctil en X. Este matiz puede apreciarse en el Ejemplo 1.6.
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Ejemplo 1.6. Consideremos la esfera S2 y su ecuador, que es homeomorfo a la circunferencia S1.
Este no es contráctil: su grupo fundamental es isomorfo a Z. Sin embargo, sí puede ser contraído
a un punto dentro de la esfera (por ejemplo, al polo norte), como puede verse en la Figura 1.1.

Figura 1.1: El ecuador es contráctil dentro de S2

Definición 1.7. La categoría de Lusternik-Schnirelmann (categoría LS) de X, cat(X), es el
menor entero n ≥ 0 tal que existe un recubrimiento {U0, . . . , Un} de X por n + 1 abiertos
categóricos. Si tal n no existe, escribimos cat(X) = ∞.

Ejemplo 1.8. Si X es contráctil, entonces es un recubrimiento abierto categórico de sí mismo,
por lo que cat(X) = 0. Recíprocamente, si cat(X) = 0, entonces X es contráctil.

Observación 1.9. En algunas referencias se le suma 1 a la categoría LS, de modo que cat(X) = n

si n ≥ 1 es el menor entero tal que existe un recubrimiento {U1, . . . , Un} de X por n abiertos
categóricos. Con esta notación, los espacios contráctiles tienen categoría 1.

Ejemplo 1.10. La esfera Sn no es contráctil, por lo que cat(Sn) > 0. Además, puede ser cubierta
por dos abiertos contráctiles: Sn menos el polo norte y Sn menos el polo sur. En particular, son
abiertos categóricos. Así, cat(Sn) ≤ 1 y podemos concluir que cat(Sn) = 1.

Teorema 1.11. La categoría de Lusternik-Schnirelmann es un invariante del tipo de homotopía.
Es decir, si X e Y son homotópicamente equivalentes, entonces se cumple que cat(X) = cat(Y ).

Demostración. Ver Sección 2.4.

A continuación, presentamos dos generalizaciones de la categoría LS.

Definición 1.12. La categoría de una aplicación f : X ! Y , cat(f), es el menor entero n ≥ 0

tal que existe un recubrimiento {U0, . . . , Un} de X por n+1 abiertos tal que f|Uj
es nulhomótopa

para todo j = 0, . . . , n. Si tal n no existe, escribimos cat(f) = ∞.

Observación 1.13. Se cumple que cat(idX) = cat(X).

Nosotros estamos más interesados en la siguiente generalización, ya que relaciona la categoría
LS con las fibraciones.
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Definición 1.14. El género de Ŝvarc de una fibración p : E ! B, secat(p), es el menor entero
n ≥ 0 tal que existe un recubrimiento {U0, . . . , Un} de B por n+1 abiertos tal que p admite una
sección local continua sj : Uj ! E para cada Uj , esto es, p ◦ sj = i : Uj ↪! B. Si tal n no existe,
escribimos secat(p) = ∞.

Proposición 1.15. Sea p : E ! B una fibración con B conexo por caminos. Si U ⊆ B es un
subconjunto categórico, entonces admite una sección local continua s : U ! E de p. En particular,
se cumple que secat(p) ≤ cat(B).

Demostración. Sea U un subconjunto categórico y H : cte ≃ i una homotopía entre una aplica-
ción constante y la inclusión i : U ↪! B. Es decir, H(x, 0) = x0 y H(x, 1) = x. Dado un punto
x̃0 ∈ p−1(x0) ⊆ E, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

U × {0} E

U × [0, 1] B

f̃

p

H

donde f̃(x, 0) = x̃0. Por ser p : E ! B una fibración, existe un levantamiento H̃ : U × [0, 1]! E

de H tal que H̃(x, 0) = x̃0 y p ◦ H̃ = H. En particular, H̃(x, 1) es una sección continua de p en
U , pues p ◦ H̃(x, 1) = H(x, 1) = i(x).

Si cat(B) = n y {U0, . . . , Un} es un recubrimiento de B por n+1 abiertos categóricos, entonces
existe una sección sj : Uj ! E para todo j = 0, . . . , n. Por tanto, secat(p) ≤ n = cat(B).

Proposición 1.16. Sea π0 : P0X ! X la fibración de caminos con punto inicial x0 ∈ X fijado,
que asigna a cada camino γ ∈ P0X su extremo final π0(γ) = γ(1). Entonces se cumple que
cat(X) = secat(π0).

Demostración. En el Teorema 0.1 de la Introducción vimos que los subconjuntos U ⊆ X categó-
ricos son precisamente aquellos para los que existe una sección local s : U ! P0X de la fibración
de caminos con punto inicial fijado π0 : P0X ! X. Por tanto, cat(X) = secat(π0).

Proposición 1.17. Sea p : E ! B una fibración y q : f∗(E) ! A la fibración inducida por el
pullback de p por una aplicación f : A! B. Entonces se cumple que secat(q) ≤ secat(p).

f∗(E) E

A B

q

⌟
p

f
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Demostración. Sea secat(p) = n y {U0, . . . , Un} un recubrimiento de B por n+1 abiertos tal que
p admite una sección local continua sj para cada Uj . Sea Vj := f−1(Uj). Entonces {V0, . . . , Vn}
es un recubrimiento de A por n+ 1 abiertos tal que q admite una sección local continua rj para
cada Vj . En efecto, como el pullback viene dado por

f∗(E) = {(a, e) ∈ A× E tales que f(a) = p(e)},

basta definir rj : Vj ! f∗(E) como rj(a) = (a, (sj ◦ f)(a)) y así se tiene que q ◦ rj(a) = a. Por
tanto, concluimos que secat(q) ≤ n = secat(p).

1.3. Complejidad topológica

Sea X un espacio topológico conexo por caminos y π : PX ! X×X la fibración de caminos.

Definición 1.18. Decimos que U ⊆ X ×X es un subconjunto de Farber si admite una sección
local continua s : U ! PX de π, es decir, si π ◦ s = i : U ↪! X ×X.

Definición 1.19. La complejidad topológica de X, TC(X), es el menor entero n ≥ 0 tal que
existe un recubrimiento {U0, . . . , Un} de X ×X por n+ 1 abiertos de Farber. Si tal n no existe,
escribimos TC(X) = ∞.

Observación 1.20. Se cumple que TC(X) = secat(π).

Proposición 1.21. Si U ⊆ X ×X es un abierto categórico, entonces es un abierto de Farber.

Demostración. El resultado es consecuencia de aplicar la Proposición 1.15 a la fibración de
caminos π : PX ! X ×X.

Teorema 1.22. La complejidad topológica es un invariante del tipo de homotopía. Es decir, si
X e Y son homotópicamente equivalentes, entonces se cumple que TC(X) = TC(Y ).

Demostración. Ver Sección 2.4.

Ejemplo 1.23. Sea Sn la esfera con n impar. Como no es contráctil, se tiene que TC(Sn) > 0.
Por otra parte, consideremos los siguientes abiertos de Sn × Sn:

U0 = {(z1, z2) ∈ Sn × Sn tales que z1 ̸= −z2},

U1 = {(z1, z2) ∈ Sn × Sn tales que z1 ̸= z2}.

Sea s0 : U0 ! PX la aplicación que asigna a cada par de puntos (z1, z2) el arco esférico más corto
que conecta z1 con z2 recorrido a velocidad constante, que está bien definido pues z1 y z2 no son
puntos antipodales. Por otra parte, fijemos un campo vectorial v : Sn ! Rn+1 continuo, unitario
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y tangente a la esfera. Sea s1 : U1 ! PX la aplicación que asigna a cada par de puntos (z1, z2)

el arco esférico más corto que conecta z1 con −z2 recorrido a velocidad constante, concatenado
con el arco esférico dado por

sin(t) · v(z2)− cos(t) · z2, t ∈ [0, π],

que conecta −z2 con z2. Así, U0 y U1, junto con s0 y s1 forman un recubrimiento de Sn×Sn por
abiertos de Farber. En consecuencia, TC(Sn) = 1 si n es impar.





Capítulo 2

Distancia homotópica

En este capítulo presentamos una generalización reciente de los invariantes homotópicos vistos
en el Capítulo 1: la distancia homotópica. Para ello, seguimos las ideas desarrolladas en [28, 29].
Analizamos algunas de las propiedades fundamentales de la distancia homotópica, estableciendo
diversas desigualdades que dependen de los dominios y codominios de las aplicaciones conside-
radas. Después, mostramos en qué sentido este concepto define un invariante homotópico. Para
espacios normales, demostramos que induce una verdadera distancia en el conjunto de clases de
homotopía de aplicaciones continuas definidas entre dos espacios. También incluimos resultados
relativos a productos y a H-espacios. Por último, dedicamos una sección a exponer resultados
originales en el caso en que los espacios involucrados son CW-complejos finitos.

2.1. Distancia homotópica

Sean f, g : X ! Y aplicaciones continuas definidas entre espacios conexos por caminos.

Definición 2.1. La distancia homotópica entre f y g, D(f, g), es el menor entero n ≥ 0 tal
que existe un recubrimiento {U0, . . . , Un} de X por n+ 1 abiertos tal que f|Uj

≃ g|Uj
para todo

j = 0, . . . , n. Si tal n no existe, escribimos D(f, g) = ∞.

Observación 2.2. 1. La distancia homotópica es simétrica, es decir, D(f, g) = D(g, f).

2. D(f, g) = 0 si y solo si f y g son homótopas.

Ejemplo 2.3. Si X o Y es contráctil, entonces [X,Y ] tiene un solo elemento: todas las aplica-
ciones X ! Y son homótopas. En este caso, D(f, g) = 0. El recíproco no es cierto. Por ejemplo,
D(f, g) = 0 para cualesquiera dos aplicaciones f, g : S1 ! S2. Sin embargo, S1 y S2 no son
contráctiles.

9
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Proposición 2.4. La distancia homotópica es constante sobre las clases de homotopía. Es decir,
si f ≃ f ′ y g ≃ g′, entonces se cumple que D(f, g) = D(f ′, g′).

Demostración. Sea D(f, g) = n y {U0, . . . , Un} un recubrimiento de X por n+1 abiertos tal que
f|Uj

≃ g|Uj
para todo j = 0, . . . , n. Entonces f ′|Uj

≃ f|Uj
≃ g|Uj

≃ g′|Uj
para todo j = 0, . . . , n.

Por tanto, D(f ′, g′) ≤ n = D(f, g). La otra desigualdad es análoga.

Ejemplo 2.5. Sean idSn ,−idSn : Sn ! Sn la identidad y la aplicación que lleva cada punto de la
esfera a su antipodal. Por un Teorema de Hopf [21, Corolario 4.25], idSn y −idSn son homótopas
si y solo si tienen el mismo grado. La identidad idSn tiene grado 1, mientras que −idSn tiene
grado (−1)n+1, pues es la composición de n+1 reflexiones, cada una cambiando el signo de una
coordenada en Rn+1. Por otra parte, como vimos en el Ejemplo 1.10, podemos recubrir la esfera
por dos abiertos contráctiles, en los que idSn y −idSn son trivialmente homótopas. Por tanto
D(idSn ,−idSn) ≤ 1. Entonces, se tiene que

D(idSn ,−idSn) =

{
0, si n es impar,
1, si n es par.

2.2. Relación con otros invariantes

En esta sección relacionamos la distancia homotópica con los invariantes homotópicos in-
troducidos en el Capítulo 1. Sean f, g : X ! Y aplicaciones continuas definidas entre espacios
conexos por caminos.

Teorema 2.6. Sea p : P ! X el pullback de la fibración de caminos π : PY ! Y × Y por la
aplicación (f, g) : X ! Y × Y . Entonces se cumple que D(f, g) = secat(p).

P PY

X Y × Y

p

⌟

π

(f,g)

Demostración. Por definición, el pullback de π por (f, g) es

P = {(x, γ) ∈ X × PY tales que γ(0) = f(x) y γ(1) = g(x)},

mientras que p es la proyección en el primer factor.

Si U ⊆ X es un abierto tal que H : f|U ≃ g|U , entonces la aplicación s : U ! P dada por
s(x) = (x,H(x, ·)) es una sección local de p definida en U .
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Recíprocamente, si U ⊆ X admite una sección local s : U ! P de p, entonces s(x) es de
la forma (x, γx) para algún camino γx ∈ PY con γ(0) = f(x) y γ(1) = g(x). De esta manera,
tenemos una homotopía H : f|U ≃ g|U , dada por H(x, t) = γx(t).

Corolario 2.7. Sea cte : X ! X una aplicación constante y π0 : P0X ! X la fibración de
caminos con punto inicial fijado. Entonces se cumple que D(cte, idX) = secat(π0) = cat(X).

P0X PX

X X ×X

π0

⌟
π

(cte,idX)

Corolario 2.8. Se cumple que D(f, cte) = cat(f).

Corolario 2.9. Sean π1, π2 : X ×X ! X las proyecciones y π : PX ! X ×X la fibración de
caminos. Entonces se cumple que D(π1, π2) = secat(π) = TC(X).

PX PX

X ×X X ×X

π

idPX

⌟
π

(π1,π2)

idX×X

De hecho, el resultado del Teorema 2.6 es más fuerte que la igualdad D(f, g) = secat(p). En
la propia demostración vemos que los abiertos U ⊆ X tales que f|U ≃ g|U son exactamente los
que admiten una sección s : U ! P de p. Por ejemplo, aplicado a la complejidad topológica:
los abiertos de Farber U ⊆ X × X son precisamente aquellos en los cuales las proyecciones
π1, π2 : X ×X ! X son homótopas π1|U ≃ π2|U .

También podemos interpretar la categoría LS de manera dual a la complejidad topológica en
el siguiente sentido. Sea x0 un punto cualquiera de X y consideremos las inclusiones

i1 : X ↪−! X ×X i2 : X ↪−! X ×X

x 7−! (x, x0), x 7−! (x0, x).

Proposición 2.10. Se cumple que D(i1, i2) = cat(X).

Demostración. Sea U ⊆ X un abierto categórico y F : i ≃ cte una homotopía entre la inclusión
i : U ↪! X y una aplicación constante cte : U ! X. Como X es conexo por caminos, podemos
suponer que la aplicación constante toma el valor x0. Entonces la aplicaciónH : U×[0, 1]! X×X
dada por

H(x, t) =

{
(F (x, 2t), x0), si 0 ≤ t ≤ 1/2,

(x0, F (x, 2− 2t), si 1/2 ≤ t ≤ 1.



12 2. Distancia homotópica

es una homotopía H : i1|U ≃ i2|U , ya que H(x, 0) = (F (x, 0), x0) = (x, x0) y H(x, 1) =

(x0, F (x, 0)) = (x0, x). Además, H(x, 1/2) = (F (x, 1/2), x0) = (x0, F (x, 1/2)) = (x0, x0).

Recíprocamente, si existe una homotopía H : U × [0, 1]! X ×X entre i1|U y i2|U , entonces
π1◦H es una homotopía entre la inclusión i : U ↪! X y una aplicación constante cte : U ! X.

2.3. Desigualdades

Dado un subespacio contráctil U ⊆ X, cualquier par de aplicaciones definidas en U son ho-
mótopas. Esto sugiere que la categoría LS de X puede proporcionar una cota superior para la
distancia homotópica. No obstante, en la definición de la categoría LS, se requiere un recubri-
miento de X por abiertos categóricos, no necesariamente contráctiles. De hecho, si se exige que
los abiertos sean contráctiles, se tiene la noción de categoría LS geométrica, gcat(X), que no es
un invariante del tipo de homotopía [6, Capítulo 3, Sección 3].

A pesar de este matiz, resulta que la categoría LS deX sí es una cota superior para la distancia
homotópica, un resultado no trivial. Demostramos a continuación esta y otras desigualdades que
involucran los distintos invariantes.

Corolario 2.11. Sean f, g : X ! Y dos aplicaciones continuas con X e Y conexos por caminos.
Entonces se cumple que D(f, g) ≤ cat(X).

Demostración. Con la notación del Teorema 2.6, la distancia homotópica D(f, g) coincide con el
género de Ŝvarc secat(p) del pullback p : P ! X de la fibración de caminos π : PY ! Y ×Y por
la aplicación (f, g) : X ×X ! X. Por la Proposición 1.15, concluimos que D(f, g) = secat(p) ≤
cat(X).

Corolario 2.12. Se cumple que cat(X) ≤ TC(X) ≤ cat(X ×X).

Demostración. Aplicando las Proposiciones 1.15 y 1.17 al diagrama del Corolario 2.7:

P0X PX

X X ×X

π0

i

⌟
π

(cte,idX)

concluimos que

cat(X) = secat(π0) ≤ secat(π) = TC(X) ≤ cat(X ×X).

Proposición 2.13. Sean f, g : X ! Y dos aplicaciones continuas con X e Y conexos por cami-
nos. Entonces se cumple que D(f, g) ≤ TC(Y ).
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Demostración. Siguiendo nuevamente el Teorema 2.6, la distancia homotópica D(f, g) coincide
con el género de Ŝvarc secat(p) del pullback p : P ! X de la fibración de caminos π : PY ! Y ×Y
por la identidad idX×X : X ×X ! X ×X. Aplicando la Proposición 1.17 obtenemos que

D(f, g) = secat(p) ≤ secat(π) = TC(Y ).

Ahora presentamos varios resultados relacionados con la composición de aplicaciones.

Proposición 2.14. Sea h : Y ! Z una aplicación continua. Entonces se cumple que

D(h ◦ f, h ◦ g) ≤ D(f, g).

Demostración. Sea D(f, g) = n y {U0, . . . , Un} un recubrimiento de X por n+1 abiertos tal que
f|Uj

≃ g|Uj
para todo j = 0, . . . , n. Como

(h ◦ f)|Uj
= h ◦ f|Uj

≃ h ◦ g|Uj
= (h ◦ g)|Uj

,

se tiene que D(h ◦ f, h ◦ g) ≤ n = D(f, g).

Corolario 2.15. Sea f : X ! Y una aplicación continua con X conexo por caminos. Entonces
se cumple que cat(f) ≤ cat(X).

Demostración. Sea ctex0 : X ! X una aplicación constante y consideremos ctef(x0) = f ◦ ctex0 .
Entonces, por la Proposición 2.14, se tiene que

cat(f) = D(f, ctef(x0)) = D(f ◦ idX , f ◦ ctex0) ≤ D(idX , ctex0) = cat(X).

Proposición 2.16. Sea h : Z ! X una aplicación continua. Entonces se cumple que

D(f ◦ h, g ◦ h) ≤ D(f, g).

Demostración. Sea D(f, g) = n y {U0, . . . , Un} un recubrimiento de X por n + 1 abiertos tal
que f|Uj

≃ g|Uj
para todo j = 0, . . . , n. Si denotamos Vj := h−1(Uj) ⊆ Z, podemos factorizar

h|Vj : Vj ! X como la composición ij ◦ h̃|Vj : Vj ! Uj ↪! X. Así, se tiene que

(f ◦ h)|Vj = f ◦ h|Vj = f|Uj
◦ h̃|Vj ≃ g|Uj

◦ h̃|Vj = g ◦ h|Vj = (g ◦ h)|Vj ,

y concluimos que D(f ◦ h, g ◦ h) ≤ n = D(f, g).

Corolario 2.17. Sea f : X ! Y una aplicación continua con Y conexo por caminos. Entonces
se cumple que cat(f) ≤ cat(Y ).
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Demostración. Sea x0 ∈ X, y0 := f(x0), ctef(x0) : X ! Y una aplicación constante y ctey0 : Y !

Y . Entonces, por la Proposición 2.16, se tiene que

cat(f) = D(f, ctef(x0)) = D(idY ◦ f, ctey0 ◦ f) ≤ D(idY , ctey0) = cat(Y ).

Proposición 2.18. Sean f, g : X ! Y aplicaciones continuas con Y conexo por caminos. En-
tonces se cumple que

D(f, g) + 1 ≤ (cat(f) + 1)(cat(g) + 1).

Demostración. Sea ctey0 : X ! Y una aplicación constante. Sean cat(f) = D(f, ctey0) = n y
cat(g) = D(g, ctey0) = m. Sean {U0, . . . , Un} y {V0, . . . , Vm} recubrimientos de X por n + 1 y
m+1 abiertos tales que f|Ui

≃ ctey0|Ui
y g|Vj ≃ ctey0|Vj para todo i = 0, . . . , n y j = 0, . . . ,m. Si

denotamos porWij = Ui∩Vj , entonces {Wij} es un recubrimiento deX formado por (n+1)(m+1)

abiertos tales que f|Wij
≃ ctey0|Wij

≃ g|Wij
. Así, se tiene que

D(f, g) ≤ (n+ 1)(m+ 1)− 1 = (cat(f) + 1)(cat(g) + 1)− 1.

2.4. Invarianza homotópica

A continuación, vemos la invarianza homotópica de la distancia homotópica.

Proposición 2.19. Sean f, g : X ! Y aplicaciones continuas.

1. Si s : Y ! Y ′ es una aplicación continua que admite inversa homotópica por la izquierda,
entonces se cumple que D(s ◦ f, s ◦ g) = D(f, g).

2. Si r : X ′ ! X es una aplicación continua que admite inversa homotópica por la derecha,
entonces se cumple que D(f ◦ r, g ◦ r) = D(f, g).

Demostración. 1. Sea t : Y ′ ! Y una inversa homotópica por la izquierda de s, es decir,
t ◦ s ≃ idY . Por tanto, tenemos que t ◦ s ◦ f ≃ f y t ◦ s ◦ g ≃ g. Usando las Proposiciones
2.4 y 2.14 concluimos que

D(f, g) ≥ D(s ◦ f, s ◦ g) ≥ D(t ◦ s ◦ f, t ◦ s ◦ g) = D(f, g).

2. Sea t : X ! X ′ una inversa homotópica por la derecha de s, es decir, r◦ t ≃ idX . Por tanto,
tenemos que f ◦ r ◦ t ≃ f y g ◦ r ◦ t ≃ g. Usando las Proposiciones 2.4 y 2.16 concluimos
que

D(f, g) ≥ D(f ◦ r, g ◦ r) ≥ D(f ◦ r ◦ t, g ◦ r ◦ t) = D(f, g).
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Teorema 2.20. Sean f, g : X ! Y , f ′, g′ : X ′ ! Y ′ aplicaciones continuas. Sean r : X ′ ! X y
s : Y ! Y ′ equivalencias de homotopía tales que s◦f ◦ r ≃ f ′ y s◦ g ◦ r ≃ g′. Entonces se cumple
que D(f, g) = D(f ′, g′).

X ′ Y ′

X Y

r

f ′

g′

f

g

s

Demostración. Por las Proposiciones 2.4 y 2.19 tenemos que

D(f, g) = D(f ◦ r, g ◦ r) = D(s ◦ f ◦ r, s ◦ g ◦ r) = D(f ′, g′)

Corolario 2.21. La categoría de Lusternik-Schnirelmann y la complejidad topológica son inva-
riantes del tipo de homotopía. Es decir, si X e Y son homotópicamente equivalentes, entonces
se cumple que cat(X) = cat(Y ) y TC(X) = TC(Y ).

Y Y Y × Y Y

X X X ×X X

∼=

cte

idY

π′
1

π′
2

∼=

cte

idX

∼=

π1

π2

∼=

2.5. Espacios normales

Si el dominio es un espacio normal, entonces la distancia homotópica verifica una desigualdad
triangular. Este resultado, junto con la Observación 2.2, asegura que la distancia homotópica
define una verdadera distancia en el conjunto de clases de homotopía de aplicaciones continuas
definidas entre dos espacios.

Definición 2.22. Decimos que un espacio topológico X es normal si, dado un par de cerrados
disjuntos A,B ⊆ X, existen dos abiertos disjuntos UA y UB tales que A ⊆ UA y B ⊆ UB.

Para demostrar el resultado deseado, usamos un lema muy general, pero extremadamente
útil cuando se trabaja con recubrimientos de un espacio.

Lema 2.23 ([35, Lema 4.3]). Sea X un espacio normal y sean U = {U0, . . . , Un} y V =

{V0, . . . , Vm} dos recubrimientos de X por n + 1 y m + 1 abiertos tales que los elementos de
U satisfacen cierta propiedad “A” y los elementos de V satisfacen cierta propiedad “B”. Si las
propiedades “A” y “B” son heredadas por subconjuntos abiertos y uniones disjuntas, entonces X
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admite un recubrimiento W = {W0, . . . ,Wn+m} formado por n +m + 1 abiertos que satisfacen
tanto la propiedad “A” como la propiedad “B”.

Proposición 2.24. Sean X un espacio normal y f, g, h : X ! Y aplicaciones continuas. Enton-
ces se cumple que

D(f, h) ≤ D(f, g) + D(g, h).

Demostración. Sean D(f, g) = n, D(g, h) = m y {U0, . . . , Un} y {V0 . . . , Vm} dos recubrimientos
de X por n + 1 y m + 1 abiertos tales que f|Ui

≃ g|Ui
para todo i = 0, . . . , n y g|Vj ≃ h|Vj para

todo j = 0, . . . ,m. La propiedad “ser homótopas” es heredada por conjuntos abiertos y uniones
disjuntas. Por el Lema 2.23, X admite un recubrimiento W = {W0, . . . ,Wn+m} formado por
n+m+1 abiertos tal que f|Wk

≃ g|Wk
≃ h|Wk

para todo k = 0, . . . , n+m. Por tanto, concluimos
que D(f, h) ≤ n+m = D(f, g) + D(g, h).

Corolario 2.25. Sea X un espacio normal y consideremos aplicaciones f, g : X ! Y con Y

conexo por caminos. Entonces se cumple que

D(f, g) ≤ cat(f) + cat(g).

Demostración. Sea cte : X ! Y una aplicación constante. Por la Proposición 2.24 se tiene que

D(f, g) ≤ D(f, cte) + D(cte, g) = cat(f) + cat(g).

Observación 2.26. El resultado del Corolario 2.25 mejora el de la Proposición 2.18.

Proposición 2.27. Sea X un espacio normal y consideremos aplicaciones f, g : X ! Y y
f ′, g′ : Y ! Z. Entonces se cumple que

D(f ′ ◦ f, g′ ◦ g) ≤ D(f, g) + D(f ′, g′).

Demostración. Sean D(f, g) = n, D(f ′, g′) = m y {U0, . . . , Un} y {V0 . . . , Vm} dos recubrimientos
de X e Y por n + 1 y m + 1 abiertos tales que f|Ui

≃ g|Ui
para todo i = 0, . . . , n y f ′|Vj ≃ g′|Vj

para todo j = 0, . . . ,m. Entonces (g′ ◦ f)Ui ≃ (g′ ◦ g)Ui para todo i = 0, . . . , n y (f ′ ◦ f)|f−1(Vj) ≃
(f ′ ◦ g)|f−1(Vj) para todo j = 0, . . . ,m. Por el Lema 2.23, X admite un recubrimiento W =

{W0, . . . ,Wn+m} formado por n+m+1 abiertos tal que (f ′◦f)|Wk
≃ (g′◦f)|Wk

≃ (g′◦g)|Wk
para

todo k = 0, . . . , n+m. Por tanto, concluimos que D(f ′◦f, g′◦g) ≤ n+m = D(f, g)+D(f ′, g′).

2.6. Productos

Haciendo uso del Lema 2.23, demostramos un resultado relacionando la distancia homotópica
con los productos.



2.6. Productos 17

Teorema 2.28. Sean f, g : X ! Y , f ′, g′ : X ′ ! Y ′ aplicaciones continuas tales que X ×X ′ es
un espacio normal. Entonces se cumple que

D(f × f ′, g × g′) ≤ D(f, g) + D(f ′, g′).

Demostración. Para un abierto W ⊆ X ×X ′ consideremos las siguientes propiedades:

• “A”: Existe una homotopía (f × idX′)|W ≃ (g × idX′)|W .

• “B”: Existe una homotopía (idX × f ′)|W ≃ (idX × g′)|W .

Estas propiedades son heredadas por subconjuntos abiertos y uniones disjuntas.

Sean D(f, g) = n, D(f ′, g′) = m y {U0, . . . , Un} y {V0, . . . , Vm} recubrimientos de X y
X ′ por n + 1 y m + 1 abiertos tales que f|Ui

≃ g|Ui
para todo i = 0, . . . , n y f ′|Vj ≃ g′|Vj

para todo j = 0, . . . ,m. Entonces los recubrimientos U = {U0 × X ′, . . . , Un × X ′} y V =

{X × V0, . . . , X × Vm} satisfacen las propiedades “A” y “B”, respectivamente. Por el Lema 2.23,
existe un recubrimiento W = {W0, . . . ,Wn+m} formado por n +m + 1 abiertos que satisfacen
ambas propiedades: H : (f × idX′)|Wk

≃ (g × id′X)|Wk
y H ′ : (idX × f ′)|Wk

≃ (idX × g′)|Wk
para

todo k = 0, . . . , n+m.

Sean πY : Y × Y ′ ! Y , πY ′ : Y × Y ′ ! Y ′, πX : X × X ′ ! X X πX′ : X × X ′ ! X ′ las
proyecciones. Entonces la homotopía H ′′ = (πY ◦H,πY ′ ◦H ′) cumple que

H ′′
0 (z) = (πY ◦H0(z), πY ′ ◦H ′

0(z)) = (f ◦ πX(z), f ′ ◦ πX′(z)) = (f × f ′)(z)

y, análogamente, H ′′
1 (z) = (g × g′)(z). Por tanto, concluimos que D(f × f ′, g × g′) ≤ n +m =

D(f, g) + D(f ′, g′).

Corolario 2.29. Supongamos que X × Y es normal. Entonces se cumple que:

1. cat(X × Y ) ≤ cat(X) + cat(Y ).

2. TC(X × Y ) ≤ TC(X) + TC(Y ).

Demostración. Aplicando el Teorema 2.28 vemos que

cat(X × Y ) = D(idX×Y , cte) = D((idX × idY ), (cte
′ × cte′′))

≤ D(idX , cte
′) + D(idY , cte

′′) = cat(X) + cat(Y ).

Por otra parte, si consideramos las proyecciones

π1, π2 : (X × Y )× (X × Y ) −! X × Y, πX1 , π
X
2 : X ×X −! X, πY1 , π

Y
2 : Y × Y −! Y,
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como (X×Y )×(X×Y ) ≃ (X×X)×(Y ×Y ), podemos escribir π1 = (πX1 ×πY1 ) y π2 = (πX2 ×πY2 )
y usar el Teorema 2.28 para ver que

TC(X × Y ) = D(π1, π2) = D((πX1 × πY1 ), (π
X
2 × πY2 ))

≤ D(πX1 , π
X
2 ) + D(πY1 , π

Y
2 ) = TC(X) + TC(Y ).

2.7. H-espacios

En esta sección introducimos una condición bajo la cual podemos acotar superiormente la
distancia homotópica por la categoría LS del codominio: cuando este es un H-espacio.

Definición 2.30. Un H-espacio es un espacio topológico punteado (G, e) equipado con una
operación continua µ : G×G! G, llamada multiplicación, tal que las aplicaciones

G −! G G −! G

x 7−! µ(x, e), x 7−! µ(e, x),

son homótopas a la identidad idG : G! G.

La multiplicación no tiene por qué ser ni conmutativa ni asociativa. Un H-espacio también
cuenta con una operación de división δ : G×G! G, satisfaciendo la condición µ ◦ (π1, δ) ≃ π2.

Ejemplo 2.31. 1. Sea X un espacio topológico. El espacio de lazos ΩX es un H-espacio con
la operación µ : ΩX × ΩX ! ΩX dada por la concatenación de caminos

µ(α, β)(t) =

{
α(2t), t ≤ 1/2,

β(2t− 1), t ≥ 1/2.

2. La esfera Sn admite una estructura de H-espacio si n = 0, 1, 3, 7. En este caso, la estruc-
tura se obtiene al identificarla como subespacio de una de las cuatro álgebras de división
normadas (los números reales R, los complejos C, los cuaternios H y los octonios O) y
tomando la operación inducida por el producto del álgebra.

3. Un grupo de Lie es un H-espacio con la multiplicación de grupo. Más en general, cualquier
grupo topológico es un H-espacio.

4. Todo espacio topológico punteado con el tipo de homotopía de un H-espacio admite una
estructura de H-espacio (dada por la equivalencia de homotopía).

Teorema 2.32. Sea G un H-espacio conexo por caminos y sean f, g : G×G! G dos aplicaciones
continuas. Entonces se cumple que D(f, g) ≤ cat(G).
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Demostración. Sea cat(G) = n y {U0, . . . Un} un recubrimiento de G por n+ 1 abiertos categó-
ricos. Si denotamos Vj = (δ ◦ (f, g))−1(Uj), y consideramos la inclusión iVj : Vj ↪! G×G, como
se cumple que

π2 ◦ (f, g) ◦ iVj ≃ µ ◦ (π1, δ) ◦ (f, g) ◦ iVj ,

podemos escribir
g|Vj ≃ µ ◦ (f|Vj , δ ◦ (f, g) ◦ iVj ).

Además, δ ◦ (f, g) ◦ iVj factoriza a través de la inclusión iUj : Uj ↪! G, que es homótopa a
una constante cte : G! G. Como G es conexo por caminos, podemos suponer que la aplicación
constante toma el valor del punto base e ∈ G. Por lo tanto, g|Vj ≃ µ ◦ (f|Vj , cte) ≃ f|Vj para todo
j = 0, . . . , n. En consecuencia, D(f, g) ≤ n = cat(G).

Corolario 2.33. Sea G un H-espacio conexo por caminos. Entonces se cumple que

TC(G) = cat(G).

Demostración. La desigualdad TC(G) ≤ cat(G) se sigue de aplicar el Teorema 2.32 a las pro-
yecciones π1, π2 : G×G! G. La otra desigualdad fue demostrada en el Corolario 2.12.

Observación 2.34. El Corolario 2.33 no solo nos da la igualdad TC(G) = cat(G). Si seguimos
los pasos de la demostración del Teorema 2.32, a partir de un recubrimiento de G por abiertos
categóricos, podemos obtener explícitamente un recubrimiento de G×G formado por el mismo
número de abiertos de Farber.

2.8. CW-complejos

Una de las consecuencias más importantes del Teorema 2.6 es que nos permite aplicar la teoría
desarrollada en [18], donde se estudia el género de Sv̂arc para espacios con el tipo de homotopía de
un CW-complejo, o, equivalentemente, espacios con el tipo de homotopía de un ANR (absolute
neighborhood retract) [16, Teorema 5.2.1]. Esta clase de espacios es particularmente amplia y
efectiva para los objetivos de la topología algebraica [31].

Más en concreto, si se considera una fibración p : E ! B donde tanto E como B son ANRs,
los recubrimientos empleados en el cálculo del género de Sv̂arc pueden estar formados por sub-
conjuntos cerrados o incluso por subconjuntos que no sean ni abiertos ni cerrados [18, Teorema
2.7]. Esta es la situación de la distancia homotópica cuando X e Y son ANRs. En tal caso,
el espacio de caminos PY también es un ANR [22, Capítulo VI, Teorema 3.1] y, al considerar
el pullback correspondiente, se obtiene un ANR [19, Proposición 5.9]. Por tanto, en adelante
restringimos nuestro análisis a esta clase de espacios.



20 2. Distancia homotópica

A partir de estas consideraciones, en esta sección desarrollamos algunos resultados propios
en el contexto de los CW-complejos, los cuales introducimos brevemente siguiendo [21]. Dado
que estamos trabajando con invariantes homotópicos, dichos resultados se cumplen también para
cualquier espacio con el tipo de homotopía de un CW-complejo.

Definición 2.35. Un CW-complejo es un espacio topológico de la forma X =
⋃
n∈NXn donde

cada Xn es un n-esqueleto:

• El 0-esqueleto X0 es un conjunto discreto de puntos.

• Para cada n ≥ 1, el n-esqueleto Xn se obtiene pegando al (n − 1)-esqueleto Xn−1 una
familia de n-discos (Dnj )j∈J , donde cada disco Dnj se pega a Xn−1 a lo largo de su borde
∂ Dnj ∼= Sn−1 mediante una aplicación de adjunción φj : ∂ Dnj ! Xn−1.⊔

j∈J
Sn−1
j

⊔
j∈J
Dnj

Xn−1 Xn

⊔φj

⌜

Un subconjunto U ⊆ X es abierto si y solo si U∩Xn es abierto para todo n ≥ 0. Llamamos n-
celda enj a cada uno de los discos Dnj ⊆ X. Si existe un entero n ≥ 0 tal que todas las celdas tienen
dimensión menor o igual a n, entonces decimos que X tiene dimensión n. En otro caso, decimos
que X tiene dimensión infinita. Si X está formado por un número finito de celdas, decimos que X
es un CW-complejo finito. En particular, un CW-complejo finito tiene dimensión finita. Decimos
que X es un CW-complejo regular si las aplicaciones de adjunción son homeomorfismos.

Ejemplo 2.36. 1. Un CW-complejo de dimensión 1 es lo mismo que un grafo no dirigido: los
vértices forman el 0-esqueleto y las aristas son las celdas de dimensión uno.

2. Podemos construir la esfera Sn con una celda e0 en dimensión cero y una celda en en
dimensión n. La aplicación de adjunción colapsa el borde φ : Sn−1 ! e0. También es posible
construir Sn con dos celdas en cada dimensión, interpretadas como hemisferios que se unen
a lo largo del ecuador. Esto muestra que la construcción de un espacio topológico como
CW-complejo no es única.

3. Sea F el cuerpo de los reales R, complejos C o cuaternios H. Entonces podemos representar
el espacio proyectivo FPn como un CW-complejo con celdas en dimensión 0, k, 2k, . . . , nk

con k = 1, 2, 4 dependiendo si F = R,C,H. Esta descomposición coincide con la usual:
FPn = Fn ⊔Fn+1 ⊔ · · · ⊔F⊔{∗}. Por ejemplo, para el plano proyectivo real RP2, la 1-celda
se corresponde con la recta del infinito.
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4. Las variedades diferenciables compactas admiten una realización como CW-complejos fini-
tos (ver Ejemplo 4.8).

Proposición 2.37. El producto de CW-complejos X×Y admite una estructura de CW-complejo
en el que las celdas se corresponden con productos de celdas ei× ej, con ej recorriendo las celdas
de X y ej recorriendo las celdas de Y .

Definición 2.38. Un subcomplejo de X es un subespacio cerrado Y ⊆ X que puede expresarse
como unión de celdas de X.

Proposición 2.39. Si Y es un subcomplejo de X entonces hereda la estructura de CW-complejo
de X con la topología relativa. Además, el cociente X/Y admite una estructura de CW-complejo
en el que las celdas de Y se colapsan a una celda de dimensión cero.

Definición 2.40. SeanX e Y dos espacios. Llamamos join deX e Y ,X∗Y , al espacio cociente de
X×Y × [0, 1] por las relaciones (x, y1, 0) ∼ (x, y2, 0) y (x1, y, 1) ∼ (x2, y, 1). Es decir, colapsamos
el subespacio X × Y × {0} a X y el subespacio X × Y × {1} a Y .

Observación 2.41. Si X e Y son CW-complejos, entonces existe una estructura natural de CW-
complejo en X ∗Y que tiene a X e Y como subcomplejos. El resto de celdas se corresponden con
las del producto X × Y × (0, 1).

Ejemplo 2.42. 1. Si Y está formado por un único punto, entonces X ∗ Y es el cono sobre
X, que denotamos por CX. El cono sobre cualquier espacio es contráctil, lo cual puede
comprobarse mediante una homotopía que lo contrae al punto X×{∗}×{1}. En particular,
cat(CX) = TC(CX) = 0 y D(f, g) = 0 para cualesquiera dos aplicaciones f y g definidas
sobre CX.

2. Si Y está formado por dos puntos, entonces X∗Y es la suspensión de X, que denotamos por
ΣX. También podemos interpretar ΣX como el espacio obtenido al pegar dos copias del
cono CX por sus bases. Esto puede verse ilustrado en la Figura 2.1. En este caso, se cumple
que cat(ΣX) ≤ 1, ya que las copias del cono recubren la suspensión y son contráctiles.

Definición 2.43. Sea f : X ! Y una aplicación continua. Llamamos cono sobre f , Cf , al espacio
obtenido al pegar Y a CX por la relación (x, 0) ∼ f(x).

X CX

Y Cf

f

⌜
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X X

CX Cf

Yf(X)

ΣX

Figura 2.1: A la izquierda, el cono CX de X. En el centro, su suspensión ΣX. A la derecha, el
cono Cf sobre f : X ! Y

Ejemplo 2.44. La adjunción de una celda en en la construcción de un CW-complejo es el cono
sobre la aplicación de adjunción φ : Sn−1 ! Xn−1.

Lema 2.45 ([29, Proposición 3.11]). La distancia homotópica es subaditiva. Es decir, dado un
recubrimiento {U0, . . . , Uk} de X y dos aplicaciones continuas f, g : X ! Y , se cumple que

D(f, g) + 1 ≤
k∑
l=0

(
D(f|Ul

, g|Ul
) + 1

)
.

Demostración. Lo demostramos para un recubrimiento formado por dos conjuntos {V,W}. El
caso general se sigue por recurrencia. Supongamos que D(f|V , g|V ) = n y D(f|W , g|W ) = m

y sean {V0, . . . , Vn} y {W0, . . . ,Wm} recubrimientos de V y W formados por n + 1 y m + 1

subconjuntos tales que f|Vi ≃ g|Vi y f|Wj
≃ g|Wj

para todo i = 0, . . . n y j = 0, . . .m. Entonces
{V0, . . . , Vn,W0, . . .Wm} es un recubrimiento de V ∪W = X formado por n+m+2 subconjuntos
en los cuales las restricciones de f y g son homótopas. Por tanto,

D(f, g) ≤ n+m+ 1 = D(f|V , g|V ) + D(f|W , g|W ) + 1.

Teorema 2.46. Sea Cf el cono sobre f : X ! Y y sean g, g′ : Cf ! Z dos aplicaciones continuas.
Entonces se cumple que

D(g, g′) ≤ D(g|Y , g
′
|Y ) + 1.

Demostración. Sea π : (Y ⊔CX)! Cf la aplicación cociente. El resultado se sigue de aplicar el
Lema 2.45 al recubrimiento {π(Y ), π(CX\{X × {0}}) de Cf , teniendo en cuenta que π(Y ) ≃ Y

y que π(CX\{X × {0}}) puede contraerse al vértice del cono.

Definición 2.47. Sea fi : Xi ! Y una familia de aplicaciones continuas. Llamamos familia de
conos sobre las aplicaciones fi, C⊔fi , al espacio obtenido al pegar Y a ⊔iCXi por las relaciones
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(x, 0) ∼ fi(x). ⊔
i

Xi

⊔
i

CXi

Y C⊔fi

⊔fi

⌜

Ejemplo 2.48. La construcción del n-esqueleto de un CW-complejo es la familia de conos sobre
las aplicaciones de adjunción φj : Sn−1 ! Xn−1

Teorema 2.49. Sea C⊔fi la familia de conos sobre fi : Xi ! Y y sean g, g′ : C⊔fi ! Z dos
aplicaciones continuas. Entonces se cumple que

D(g, g′) ≤ D(g|Y , g
′
|Y ) + 1.

Demostración. La demostración es análoga a la del Teorema 2.46, salvo que ahora en vez de
π(CX\{X × {0}}), consideramos el subconjunto ⊔iπ(CXi\{Xi × {0}}).

Teorema 2.50. Sea X un CW-complejo finito conexo por caminos y sean f, g : X ! Y dos
aplicaciones continuas. Entonces se cumple que

D(f, g) ≤ dim(X).

Demostración. Procedemos por inducción en la dimensión de X. Para n = 0, X consiste en
un único punto, por lo que la desigualdad se satisface de manera trivial. Supongamos que el
resultado es cierto para todo CW-complejo de dimensión n − 1. Sea X un CW-complejo de
dimensión n. Podemos considerar X como la familia de conos sobre las aplicaciones de adjunción
del n-esqueleto. Aplicando el Teorema 2.49 obtenemos la desigualdad deseada.

Corolario 2.51. Sea X un CW-complejo finito conexo por caminos. Entonces se cumple que:

1. cat(X) ≤ dim(X).

2. TC(X) ≤ 2 · dim(X).

Además, el resultado del Teorema 2.50 puede ser refinado, ya que no se considera el caso en
que ciertos k-esqueletos no contienen celdas.

Teorema 2.52. Sea X un CW-complejo finito conexo por caminos. La distancia homotópica
entre dos aplicaciones definidas sobre X es estrictamente menor que el número de dimensiones
en las que X tiene celdas.
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Demostración. Si la dimensión de X es cero, la desigualdad se satisface de manera trivial. Sea
X un CW-complejo de dimensión n ≥ 1. En la construcción inductiva de los k-esqueletos, para
k = 1, . . . , n, puede suceder uno de los dos siguientes casos en cada etapa:

1. Si no se añade ninguna celda, la distancia homotópica permanece invariante.

2. Si se añaden celdas, por el Teorema 2.49, la distancia homotópica de dos aplicaciones
definidas sobreXk aumenta como máximo en uno con respecto a la de aplicaciones definidas
sobre Xk−1.

Corolario 2.53. Sea X un CW-complejo finito conexo por caminos.

1. La categoría LS de X es estrictamente menor que el número de dimensiones en las que X
tiene celdas.

2. La complejidad topológica de X es estrictamente menor que el número de dimensiones en
las que X ×X tiene celdas.



Capítulo 3

Métodos algebraicos

En este capítulo abordamos el estudio de los invariantes homotópicos mediante herramien-
tas algebraicas. Más concretamente, introducimos dos nuevos invariantes originales que acotan
inferiormente la distancia homotópica. El primero es la distancia homotópica débil, formulada
en términos de los grupos de homotopía de los espacios involucrados. El segundo es la distan-
cia cohomológica, basada en la cohomología singular. Ilustramos su comportamiento mediante
numerosos ejemplos representativos y estudiamos sus propiedades fundamentales.

Además, presentamos resultados originales referentes a la longitud cup y demostramos que
nuestro invariante cohomológico mejora las cotas previamente establecidas en la literatura, lo cual
constituye una de las principales contribuciones originales de este trabajo. Como caso particular,
recuperamos la categoría cohomológica introducida en [33]. Finalmente, consideramos una versión
homológica, que relacionamos con un invariante definido por Fox [15], y estudiamos su relación
con la distancia cohomológica previamente introducida.

Para desarrollar estos temas nos apoyamos en herramientas y resultados clásicos de topología
algebraica, cuya exposición detallada y demostraciones pueden consultarse en [21, 38].

3.1. Distancia homotópica débil

Con el objetivo de introducir la noción original de distancia homotópica débil, comenzamos
fijando notación, recordando brevemente los grupos de homotopía y enunciando algunas propie-
dades que necesitamos posteriormente. Sean (X,x0) y (Y, y0) espacios topológicos con punto base
fijado y [X,Y ] = [(X,x0), (Y, y0)] el conjunto de clases de homotopía de aplicaciones continuas
f : X ! Y tales que f(x0) = y0. Para n ≥ 1, el n-ésimo grupo de homotopía de X en x0 es:

πn(X,x0) := [(Sn, ∗), (X,x0)].

25
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Aunque el conjunto [X,Y ] no tiene, en general, estructura de grupo, la adquiere si X es una
suspensión o Y es un espacio de lazos. En el caso de los grupos de homotopía, la estructura de
grupo se hereda del hecho de que Sn es la suspensión de Sn−1. Cuando n = 1, recuperamos la
definición del grupo fundamental. Si x′0 ∈ X está en la misma componente conexa de X que x0,
entonces πn(X,x′0) ∼= πn(X,x0). Si X es conexo por caminos, lo denotamos por πn(X).

Una aplicación continua f : X ! Y induce homomorfismos en los grupos de homotopía
f∗ : πn(X)! πn(Y ) mediante f∗([φ]) = [f ◦φ]. Si g : X ! Y es homótopa a f , entonces f∗ = g∗.
Además, se cumple que (idX)∗ = idπn(X) y (f ◦f ′)∗ = f∗ ◦f ′∗. En particular, si f : X ! Y es una
equivalencia de homotopía, entonces f∗ : πn(X)! πn(Y ) es un isomorfismo para todo n ≥ 1.

Proposición 3.1. Sea p : E ! B una fibración de fibra F con B conexo por caminos. Entonces
existe una sucesión exacta larga en los grupos de homotopía:

· · · πn+1(B) πn(F ) πn(E) πn(B) · · ·p∗

Corolario 3.2. Si p : X̃ ! X es una aplicación de revestimiento, entonces p∗ : πn(X̃)! πn(X)

es un isomorfismo para todo n ≥ 2.

Sean X e Y espacios topológicos conexos por caminos y f, g : X ! Y aplicaciones continuas.

Definición 3.3. La distancia homotópica débil entre f y g, πD(f, g), es el menor entero n ≥ 0

tal que existe un recubrimiento {U0, . . . , Un} de X por n+ 1 abiertos cumpliendo que (f|Uj
)∗ =

(g|Uj
)∗ : πm(Uj)! πm(Y ) para todom ≥ 1 y para todo j = 0, . . . , n. Si tal n no existe, escribimos

πD(f, g) = ∞.

Observación 3.4. Puede suceder que πD(f, g) = 0 pero f y g no sean homótopas. Esto puede
verse ilustrado en los Ejemplos 3.22 y 3.25.

Teorema 3.5. Se cumple que πD(f, g) ≤ D(f, g).

Demostración. Sea D(f, g) = n y {U0, . . . , Un} un recubrimiento de X por n + 1 abiertos tal
que f|Uj

≃ g|Uj
para todo j = 0, . . . , n. Como aplicaciones homótopas inducen el mismo homo-

morfismo en los grupos de homotopía, se tiene que (f|Uj
)∗ = (g|Uj

)∗ para todo j = 0, . . . , n. Así,
concluimos que πD(f, g) ≤ n = D(f, g).

Observación 3.6. La distancia homotópica débil cumple todas las propiedades que probamos
para la distancia cohomológica en la Sección 3.4, por lo que omitimos aquí sus demostraciones.

Ejemplo 3.7. Sea CP1 la recta proyectiva compleja. Consideremos la aplicación

p : S3 −! CP1

(x0, x1, x2, x3) 7−! [x0 + ix1 : x2 + ix3],
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donde [z0 : z1] son las coordenadas homogéneas. Como CP1 ∼= S2, induce una aplicación a la
que también denotamos por p : S3 ! S2. Esta es conocida como la fibración de Hopf y define
un fibrado trivialmente local sobre S2 de fibra S1 [37, Teorema 11.53]. Consideremos la sucesión
exacta larga en homotopía asociada a esta fibración dada por la Proposición 3.1:

· · · πn+1(S2) πn(S1) πn(S3) πn(S2) · · ·p∗

Como el revestimiento universal de S1 es R, aplicando el Corolario 3.2, obtenemos que
πn(S1) ∼= πn(R) = 0 para todo n ≥ 2. Por lo tanto, p∗ : πn(S3) ! πn(S2) es un isomorfismo
para todo n ≥ 2. En particular, se tiene un isomorfismo π3(S2) ∼= π3(S3) ∼= Z [21, Corolario
4.25]. Sea cte : S3 ! S2 una aplicación constante. Entonces πD(p, cte) > 0. Por otra parte, como
cat(S3) = 1, concluimos que πD(p, cte) = D(p, cte) = 1.

3.2. (Co)homología singular

Sea (R,+, ·) un anillo unitario conmutativo. Cuando decimos R-módulo nos referimos a un
R-módulo por la izquierda.

Definición 3.8. Llamamos n-símplice estándar a

∆n = {(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1 tales que
n∑
i=0

xi = 1, xi ≥ 0, para todo i = 0, . . . , n}.

Definición 3.9. Un n-símplice singular en X es una aplicación σ : ∆n ! X continua.

Definición 3.10. Llamamos R-módulo de n-cadenas singulares de X, Cn(X;R), al R-módulo
generado por los n-símplices singulares en X. Los elementos de Cn(X;R), las n-cadenas, son
sumas formales de n-símplices singulares con coeficientes en R.

Definición 3.11. Llamamos operador borde al homomorfismo de R-módulos dado por

∂n : Cn(X;R) −! Cn−1(X;R)

σ 7−!
n∑
i=0

(−1)iσ|[e0,...,êi,...,en]

Lema 3.12. Se cumple que ∂n ◦ ∂n+1 = 0. Es decir, (C(X;R), ∂) es un complejo de cadenas,
llamado el complejo singular de X.

Definición 3.13. Llamamos n-ciclos a los elementos de Zn(X;R) := ker ∂n. A los elementos de
Bn(X;R) := im ∂n+1 les llamamos n-bordes. El n-ésimo R-módulo de homología de X es

Hn(X;R) :=
Zn(X;R)

Bn(X;R)
.
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Ejemplo 3.14. Sea X = {∗} el espacio formado por un único punto. En este caso solo existe
un n-símplice singular σn en X. Se tiene que

∂σn =
n∑
i=0

(−1)iσn−1

está formado por n+ 1 términos, que se anulan si n es impar y toman el valor σn−1 si n es par.
El complejo singular de X es

· · · R R R R 0,
∼= 0 ∼= 0

por lo que

Hn(X;R) =
ker ∂n
im ∂n+1

=


R/0 ∼= R si n = 0,

R/R ∼= 0 si n es impar,
0/0 = 0 en otro caso.

Definición 3.15. Llamamos R-módulos de n-cocadenas singulares de X a

Cn(X;R) := Hom(Cn(X;R), R).

El operador coborde es el homomorfismo dual del operador borde

δn : Cn(X;R)! Cn+1(X;R),

por lo que δn+1 ◦ δn = 0. Denotamos a su núcleo por Zn(X;R), los R-módulos de n-cociclos;
y a su imagen por Bn(X;R), los R-módulos de n-cobordes. Llamamos n-ésimo R-módulo de
cohomología de X a

Hn(X;R) :=
Zn(X;R)

Bn(X;R)
.

Una aplicación continua f : X ! Y induce homomorfismos en los R-módulos de (co)homología

f∗ : Hn(X;R)! Hn(Y ;R), f∗ : Hn(Y ;R)! Hn(X;R).

Teorema 3.16. Aplicaciones homótopas inducen el mismo homomorfismo en (co)homología.

Corolario 3.17. Una equivalencia de homotopía induce isomorfismos en los R-módulos de (co)-
homología. Es decir, espacios homotópicamente equivalentes tienen R-módulos de (co)homología
isomorfos.

3.3. Distancia cohomológica

En esta sección, siguiendo la filosofía del Teorema 3.16 y de la categoría homológica introduci-
da en [15], presentamos una nueva cota inferior original para la distancia homotópica, construida
a partir la cohomología de un espacio. Sean X e Y espacios topológicos conexos por caminos y
f, g : X ! Y aplicaciones continuas. Sea (R,+, ·) un anillo unitario conmutativo.
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Definición 3.18. La distancia cohomológica entre f y g con coeficientes en R, H
r
D(f, g;R), es

el menor entero n ≥ 0 tal que existe un recubrimiento {U0, . . . , Un} de X por n + 1 abiertos
cumpliendo que (f|Uj

)∗ = (g|Uj
)∗ : Hm(Y ;R) ! Hm(Uj ;R) para todo m ≥ 0 y para todo

j = 0, . . . , n. Si tal n no existe, escribimos H
r
D(f, g;R) = ∞.

Observación 3.19. La distancia cohomológica, al igual que la distancia homotópica y la distancia
homotópica débil, es constante sobre las clases de homotopía. Es decir, si f ≃ f ′ y g ≃ g′,
entonces se cumple que H

r
D(f, g;R) = H

r
D(f ′, g′;R).

Para la categoría LS, se tiene la categoría cohomológica

H
r
cat(X;R) = H

r
D(cte, idX ;R) = H

r
D(i1, i2;R),

introducida en [33], mientras que para la complejidad topológica, la llamamos complejidad co-
homológica

H
r
TC(X;R) = H

r
D(π1, π2;R).

Nótese que distintas elecciones de anillo pueden dar lugar a diferentes valores de distancia coho-
mológica. Esto puede verse ilustrado en el Ejemplo 3.24.

Teorema 3.20. Se cumple que H
r
D(f, g;R) ≤ D(f, g).

Demostración. Sea D(f, g) = n y {U0, . . . , Un} un recubrimiento de X por n + 1 abiertos tal
que f|Uj

≃ g|Uj
para todo j = 0, . . . , n. Por el Teorema 3.16, aplicaciones homótopas inducen el

mismo homomorfismo en cohomología. Así, (f|Uj
)∗ = (g|Uj

)∗ para todo j = 0, . . . , n, por lo que
H

r
D(f, g;R) ≤ n = D(f, g).

Ejemplo 3.21. Consideremos de nuevo la fibración de Hopf p : S3 ! S2. En el Ejemplo 3.7
comprobamos que πD(p, cte) = D(p, cte) = 1, donde cte : S3 ! S2 es una aplicación constante
cualquiera. Los R-módulos de cohomología de las esfera Sn vienen dados por

Hm(Sn;R) =

{
R, si n = 0 o n = m,

0, en otro caso.

Por tanto, o bien H i(S2;R) ∼= 0, o bien H i(S3;R) ∼= 0 para i = 1, 2, 3. Así, todas las
aplicaciones continuas entre ambos espacios inducen el mismo homomorfismo en cohomología.
En particular, H

r
D(p, cte;R) = 0. Esto muestra que la desigualdad del Teorema 3.20 puede ser

estricta. Además, vemos que, en general, πD(f, g) ≰ H
r
D(f, g;R).

Ejemplo 3.22. Sea T = S1 × S1 el toro realizado como CW-complejo con la estructura dada
por la Proposición 2.37. Consideremos la aplicación que colapsa el 1-esqueleto a un punto

π : S1 × S1 −! S1 × S1

S1 ∨ S1
∼= S1 ∧ S1 ∼= S2.
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Teniendo en cuenta que los grupos de homotopía preservan productos [21, Proposición 4.2] y
aplicando el Corolario 3.2, vemos que

πn(T ) = πn(S1 × S1) ∼= πn(S1)× πn(S1) ∼= πn(R)× πn(R) ∼= 0

para todo n ≥ 2. Como π1(S2) ∼= 0, se cumple que πD(π, cte) = 0. Por otra parte, π envía la
2-celda de T a la 2-celda de S2. En cohomología en dimensión 2, induce un isomorfismo

π∗ : H2(S2) −! H2(T )

[α] 7−! π∗[α] = [β],

donde [α] y [β] denotan las clases fundamentales de la esfera y del toro, respectivamente. Así, se
cumple que H

r
D(π, cte;Z) > 0. Esto también muestra que H

r
D(f, g;R) ≰ πD(f, g).

Ejemplo 3.23. Consideremos ahora los mismos espacios del Ejemplo 3.22, pero estudiando
aplicaciones en sentido contrario: sea f : S2 ! S1×S1 una aplicación continua cualquiera. Como
S2 es simplemente conexo, f admite un levantamiento al revestimiento universal de S1 × S1

[21, Proposición 1.33], que es R2. Como este es contráctil, dicho levantamiento f̃ : S2 ! R2 es
nulhomótopo. Al proyectar la homotopía, obtenemos que p◦ f̃ = f es nulhomótopa y concluimos
que D(f, g) = 0 para cualesquiera aplicaciones f, g : S2 ! S1 × S1.

Ejemplo 3.24. Consideremos el producto S1 × S2 y el grupo de rotaciones SO(3,R). Sea

f : S1 × S2 π1−−! S1 γ
−−! SO(3,R)

la composición de la proyección en el primer factor π1 : S1 × S2 ! S1 con la aplicación γ : S1 !
SO(3,R) que asigna a cada elemento eiθ ∈ S1 la rotación de ángulo θ alrededor del eje z. Otra
manera de definir γ es identificar SO(3,R) con RP3 [7, Proposición 5.67], en cuyo caso γ es la
inclusión del 1-esqueleto γ : S1 ↪! RP3.

La aplicación f∗ : H3(SO(3,R);R) ! H3(S1 × S2;R) es la trivial, pues factoriza a través
de H3(S1;R) ∼= 0. En particular, f es una aplicación de grado 0. Si tomamos R = Z, entonces
H1(SO(3,R);Z) ∼= 0, por lo que f∗ : H i(SO(3,R);Z)! H i(S1×S2;Z) es la aplicación cero para
i > 0. Sin embargo, para el caso R = Z2, la aplicación f∗ : H1(SO(3,R);Z2)! H1(S1 × S2;Z2)

es la identidad Z2 ! Z2. A nivel de grupos de homotopía, f∗ : π1(S1 × S2) ! π1(SO(3,R)) es
la proyección canónica Z ! Z2. Sea cte : S1 × S2 ! SO(3,R) una aplicación constante. Como
cat(S1) = 1, tenemos que D(f, cte) ≤ 1. En resumen, hemos demostrado que H

r
D(f, cte;Z) = 0,

mientras que
H

r
D(f, cte;Z2) = πD(f, cte) = D(f, cte) = 1.

Ejemplo 3.25. Sea T = S1 × S1 × S1 el 3-toro realizado como CW-complejo con la estructura
dada por la Proposición 2.37. Consideremos la aplicación que colapsa el 2-esqueleto T2 a un
punto

π : S1 × S1 × S1 −! S1 × S1 × S1

T2
∼= S3.
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Sea p : S3 ! S2 la fibración de Hopf. Como vimos en el Ejemplo 3.21, p es trivial en cohomo-
logía, es decir, (p◦π)∗ = cte∗, y por tanto H

r
D(p◦π, cte;R) = 0. Por otra parte, razonando igual

que en el Ejemplo 3.22, πn(T ) ∼= 0 para todo n ≥ 2 y π1(S3) ∼= 0, por lo que πD(p ◦ π, cte) = 0.
No obstante, D(p ◦ π, cte) > 0. En efecto, supongamos que H : p ◦ π ≃ cte es una homotopía.
Entonces, como p es una fibración, existe un levantamiento

T × {0} S3

T × [0, 1] S2

π

p

H

H̃

de manera que p◦H̃(x, 0) = H(x, 0) = p◦π(x) y p◦H̃(x, 1) = H(x, 1) = cte. Supongamos que la
aplicación constante toma el valor x0 ∈ S2. En ese caso, la imagen de H̃(x, 1) queda contenida en
p−1(x0) ∼= S1, por lo que H̃ define una homotopía entre π y otra aplicación que solo toma valores
en p−1(x0). Esta nueva aplicación induce en cohomología el homomorfismo nulo en dimensión 3,
pues H3(S1;R) ∼= 0.

Sin embargo, π lleva la 3-celda de T en la 3-celda de S3. En cohomología en dimensión 3,
induce un isomorfismo

π∗ : H3(S3;Z)! H3(T ;Z),

lo cual lleva a una contradicción, pues aplicaciones homótopas inducen el mismo homomorfismo
en cohomología. Por otra parte, tenemos que D(p ◦ π, cte) ≤ D(p, cte′) = 1, siendo cte′ : S3 ! S2

una aplicación constante. Por tanto, concluimos que D(p ◦ π, cte) = 1.

Los grupos homotopía y la (co)homología de un espacio son herramientas fundamentales en
topología algebraica para estudiar y clasificar espacios. Sin embargo, como muestra el Ejemplo
3.25, estos métodos presentan limitaciones inherentes que impiden capturar todos los matices de
la topología. Esto nos recuerda que, al traducir problemas topológicos a cuestiones algebraicas,
perdemos información sobre ciertos aspectos más sutiles de los espacios.

3.4. Propiedades

Dedicamos este apartado a presentar algunos resultados sobre la distancia cohomológica
análogos a los expuestos para la distancia homotópica. Más en concreto, estudiamos su com-
portamiento respecto a la composición de aplicaciones. A partir de esto, deducimos algunas
desigualdades relacionándola con la categoría y la complejidad cohomológica. También mostra-
mos que es un invariante en el mismo sentido que la distancia homotópica. Por último, damos
un resultado relativo a H-espacios.
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Proposición 3.26. Se cumple que H
r
D(f, g;R) ≤ H

r
cat(X;R).

Demostración. Sea H
r
cat(X;R) = n y {U0, . . . , Un} un recubrimiento de X por n + 1 abiertos

tal que cte∗ = (idX |Uj
)∗ = i∗ para todo j = 0, . . . , n, donde i : Uj ↪! X es la inclusión. En

cohomología en dimensión cero, bajo la hipótesis de conexidad por caminos, todas las aplicaciones
inducen el mismo homomorfismo, por lo que (f|Uj

)∗ = (g|Uj
)∗ en este caso. Para dimensiones

superiores, cte∗ es la aplicación cero: podemos factorizarla como cte : Uj ! {∗} ↪! Y y, siguiendo
un razonamiento análogo al Ejemplo 3.14, ver que H i({∗};R) ∼= 0 para todo i > 0. Entonces
podemos escribir

(f|Uj
)∗ = (f ◦ i)∗ = i∗ ◦ f∗ = cte∗ ◦ f∗ = 0 ◦ f∗ = 0.

Del mismo modo, (g|Uj
)∗ = 0. Por tanto, H

r
D(f, g;R) ≤ n = H

r
cat(X;R).

Proposición 3.27. Sea h : Y ! Z una aplicación continua. Entonces se cumple que

H
r
D(h ◦ f, h ◦ g;R) ≤ H

r
D(f, g;R).

Si, además, h admite una inversa homotópica por la izquierda, entonces se cumple la igualdad.

Demostración. Sea H
r
D(f, g;R) = n y {U0, . . . , Un} un recubrimiento de X por n + 1 abiertos

tal que (f|Uj
)∗ = (g|Uj

)∗ para todo j = 0, . . . , n. Como

((h ◦ f)|Uj
)∗ = (h ◦ f|Uj

)∗ = (f|Uj
)∗ ◦ h∗ = (g|Uj

)∗ ◦ h∗ = (h ◦ g|Uj
)∗ = ((h ◦ g)|Uj

)∗

para todo j = 0, . . . , n, se tiene que H
r
D(h ◦ f, h ◦ g;R) ≤ n = H

r
D(f, g;R).

Supongamos ahora que h′ : Z ! Y es una inversa homotópica por la izquierda de h, es decir,
h′ ◦ h ≃ idY . Por tanto, tenemos que h′ ◦ h ◦ f ≃ f y h′ ◦ h ◦ g ≃ g. En vista de la Observación
3.19 y la primera parte de esta Proposición, concluimos que

H
r
D(f, g;R) ≥ H

r
D(h ◦ f, h ◦ g;R) ≥ H

r
D(h′ ◦ h ◦ f, h′ ◦ h ◦ g;R) = H

r
D(f, g;R).

Proposición 3.28. Sea h : Z ! X una aplicación continua. Entonces se cumple que

H
r
D(f ◦ h, g ◦ h;R) ≤ H

r
D(f, g;R).

Si, además, h admite una inversa homotópica por la derecha, entonces se cumple la igualdad.

Demostración. Sea H
r
D(f, g;R) = n y {U0, . . . , Un} un recubrimiento de X por n+1 abiertos tal

que (f|Uj
)∗ = (g|Uj

)∗ para todo j = 0, . . . , n. Si denotamos Vj := h−1(Uj) ⊆ Z, podemos factori-
zar (h|Vj )

∗ : H∗(X;R)! H∗(Vj ;R) como la composición (ij ◦ h̃|Vj )∗ : H∗(X;R)! H∗(Uj ;R)!

H∗(Vj ;R). Así, como

((f ◦ h)|Vj )
∗ = (h|Vj )

∗ ◦ f∗ = (h̃|Vj )
∗ ◦ (f|Uj

)∗ = (h̃|Vj )
∗ ◦ (g|Uj

)∗ = (h|Vj )
∗ ◦ g∗ = ((g ◦ h)|Vj )

∗,
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se tiene que H
r
D(f ◦ h, g ◦ h;R) ≤ n = H

r
D(f, g;R).

Supongamos ahora que h′ : X ! Z es una inversa homotópica por la derecha de h, es decir,
h ◦ h′ ≃ idX . Por tanto, tenemos que f ◦ h ◦ h′ ≃ f y g ◦ h ◦ h′ ≃ g. En vista de la Observación
3.19 y la primera parte de esta Proposición, concluimos que

H
r
D(f, g;R) ≥ H

r
D(f ◦ h, g ◦ h;R) ≥ H

r
D(f ◦ h ◦ h′, g ◦ h ◦ h′;R) = H

r
D(f, g;R).

Corolario 3.29. Se cumple que H
r
cat(X;R) ≤ H

r
TC(X;R) ≤ H

r
cat(X ×X;R).

Demostración. Consideremos la inclusión i2 : X ! X × X que, para un cierto x0 ∈ X fijado,
lleva cada punto x a i2(x) = (x0, x). Así, usando la Proposición 3.28, podemos escribir

H
r
cat(X;R) = H

r
D(cte, idX ;R) = H

r
D(π1 ◦ i2, π2 ◦ i2;R) ≤ H

r
D(π1, π2;R) = H

r
TC(X;R).

La otra desigualdad se sigue de aplicar la Proposición 3.26 a las proyecciones π1, π2 : X×X ! X,

H
r
TC(X;R) = H

r
D(π1, π2;R) ≤ H

r
cat(X ×X;R).

Corolario 3.30. Se cumple que H
r
D(f, g;R) ≤ H

r
TC(Y ;R).

Demostración. Considerando la aplicación (f × g) : X × X ! Y × Y y usando la Proposición
3.28 vemos que

H
r
D(f, g;R) = H

r
D(π1 ◦ (f × g), π2 ◦ (f × g);R) ≤ H

r
D(π1, π2;R) = H

r
TC(X;R).

Teorema 3.31. Sean f, g : X ! Y , f ′, g′ : X ′ ! Y ′ aplicaciones continuas. Sean r : X ′ ! X y
s : Y ! Y ′ equivalencias de homotopía tales que s◦f ◦ r ≃ f ′ y s◦ g ◦ r ≃ g′. Entonces se cumple
que H

r
D(f, g;R) = H

r
D(f ′, g′;R).

X ′ Y ′

X Y

r

f ′

g′

f

g

s

Demostración. En vista de la Observación 3.19 y las Proposiciones 3.27 y 3.28 tenemos que

H
r
D(f, g;R) = H

r
D(f ◦ r, g ◦ r;R) = H

r
D(s ◦ f ◦ r, s ◦ g ◦ r;R) = H

r
D(f ′, g′;R)

Corolario 3.32. La categoría cohomológica y la complejidad cohomológica son invariantes del
tipo de homotopía. Es decir, si X e Y son homotópicamente equivalentes, entonces se cumple
que H

r
cat(X;R) = H

r
cat(Y ;R) y H

r
TC(X;R) = H

r
TC(Y ;R).
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Teorema 3.33. Sea G un H-espacio conexo por caminos y sean f, g : G×G! G dos aplicaciones
continuas. Entonces se cumple que H

r
D(f, g;R) ≤ H

r
cat(G;R).

Demostración. Sea H
r
cat(G;R) = n y {U0, . . . Un} un recubrimiento de G por n+1 abiertos tal

que (iUj )
∗ = cte∗ para todo j = 0, . . . , n. Recordemos que, como G es un H-espacio, existen una

multiplicación µ : G×G! G y una división µ : G×G! G cumpliendo que µ ◦ (π1, δ) ≃ π2. En
particular, tenemos que (µ ◦ (π1, δ))∗ = π∗2. Por lo tanto, si denotamos Vj = (δ ◦ (f, g))−1(Uj), y
consideramos la inclusión iVj : Vj ↪! G×G, podemos escribir

(π2 ◦ (f, g) ◦ iVj )∗ = (µ ◦ (π1, δ) ◦ (f, g) ◦ iVj )∗,

de manera que
(g|Vj )

∗ = (µ ◦ (f|Vj , δ ◦ (f, g) ◦ iVj ))
∗.

Además, δ ◦ (f, g) ◦ iVj factoriza a través de la inclusión iUj : Uj ↪! G, que induce la misma
aplicación en cohomología que una aplicación constante cte : G ! G. Como G es conexo por
caminos, podemos suponer que la aplicación constante toma el valor del punto base e ∈ G. Así,
(g|Vj )

∗ = (µ ◦ (f|Vj , cte))∗ = (f|Vj )
∗ para todo j = 0, . . . , n. En consecuencia, H

r
D(f, g;R) ≤ n =

H
r
cat(G;R).

Corolario 3.34. Sea G un H-espacio conexo por caminos. Entonces se cumple que

H
r
TC(G;R) = H

r
cat(G;R).

Demostración. La desigualdad H
r
TC(G;R) ≤ H

r
cat(G;R) se sigue de aplicar el Teorema 3.33 a

las proyecciones π1, π2 : G×G! G. La otra desigualdad fue demostrada en el Corolario 3.29.

Observación 3.35. Al igual que sucedía en la Observación 2.34, el Corolario 3.34 no solo nos da
la igualdad H

r
TC(G;R) = H

r
cat(G;R). Si seguimos los pasos de la demostración del Teorema

3.33, a partir de un recubrimiento de G por abiertos tales que las inclusiones inducen la misma
aplicación en cohomología que una aplicación constante, podemos obtener explícitamente un
recubrimiento de G×G formado por el mismo número de abiertos en los cuales las proyecciones
inducen la misma aplicación en cohomología.

3.5. Producto cup

La ventaja de la cohomología frente a la homología es que existe un producto, llamado
producto cup, que dota a la suma directa de los R-módulos de cohomología de estructura de
R-álgebra graduada. En particular, esta estructura es un invariante más fino que los R-módulos
de (co)homología, como puede apreciarse en el Ejemplo 3.39.
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Definición 3.36. Dadas dos cocadenas φ ∈ Cn(X;R) y ψ ∈ Cm(X;R), definimos su producto
cup como la cocadena φ ⌣ ψ ∈ Cn+m(X;R) dada por

φ ⌣ ψ(σ) := φ(σ|[e0,...,en]) · ψ(σ|[en,...,en+m]).

Proposición 3.37. Se cumple que δ(φ ⌣ ψ) = δφ ⌣ ψ + (−1)nφ ⌣ δψ.

Como consecuencia de la Proposición 3.37, el producto cup de dos cociclos es un cociclo, el de
dos cobordes es un coborde y el de un coborde y un cociclo es un coborde. Por tanto, el producto
cup induce una aplicación R-bilineal, asociativa y distributiva en los R-módulos de cohomología

⌣ : Hn(X;R)×Hm(X;R)! Hn+m(X;R).

En general, dados dos abiertos U, V ⊆ X, se tiene un producto cup relativo [38, Capítulo 5,
Sección 6]

⌣ : Hn(X,U ;R)×Hm(X,V ;R)! Hn+m(X,U ∪ V ;R).

Teorema 3.38. H∗(X;R) =
⊕

n≥0H
n(X;R) es una R-álgebra graduada con el producto cup:

1. (H∗(X;R),+,⌣) es un anillo y un R-módulo donde los escalares conmutan con todo.

2. Hn(X;R)⌣ Hm(X;R) ⊆ Hn+m(X;R).

3. Los elementos φ de Hn(X;R) se dice que tienen grado n y lo denotamos por |φ| = n.

Además, el producto en H∗(X;R)⊗H∗(X;R) dado por

(φ1 ⊗ ψ1) · (φ2 ⊗ ψ2) = (−1)|ψ1||φ2|φ1 ⌣ φ2 ⊗ ψ1 ⌣ ψ2

induce una estructura de anillo. Así, H∗(X;R)⊗H∗(X;R) también adquiere una estructura de
R-álgebra graduada para la cual

⌣ : H∗(X,U ;R)⊗H∗(X,V ;R)! H∗(X,U ∪ V ;R)

es un homomorfismo de R-álgebras.

Ejemplo 3.39. Consideremos el toro T = S1 × S1 y la unión punteada de una esfera y dos
circunferencias S = S1 ∨ S2 ∨ S1. Denotando por X cualquiera de los dos espacios tenemos que

H0(X;Z) ∼= Z, H1(X;Z) ∼= Z⊕ Z, H2(X;Z) ∼= Z.

Es decir, H∗(T ;Z) y H∗(S;Z) son isomorfos como grupos abelianos. Sin embargo, mientras
que el producto cup de los generadores de H1(S) es cero, el producto cup de los generadores de
H1(T ) es un generador de H2(T ). En consecuencia, H∗(T ;Z) y H∗(S;Z) no son isomorfos como
anillos, por lo que T y S no tienen el mismo tipo de homotopía.
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3.6. Longitud cup

Uno de los enfoques más comunes para obtener cotas inferiores de los invariantes homotópicos
consiste en considerar productos en las álgebras de cohomología. Un ejemplo clásico de esta
estrategia se encuentra en el estudio de la categoría LS, para la cual se tiene la siguiente cota:

Definición 3.40. La longitud cup con coeficientes en un anillo R de X, l.c.p. (X;R), es el menor
entero n tal que cualquier producto x0 ⌣ · · ·⌣ xn de n+ 1 elementos de H>0(X;R) es cero.

Por otra parte, para la complejidad topológica, existe una variante relacionada:

Definición 3.41. La longitud cup con coeficientes en un anillo R de los divisores de cero de X,
l.c.p. (ker⌣;R), es el menor entero n tal que cualquier producto x0 · . . . · xn de n+ 1 elementos
del núcleo del producto cup

⌣ : H∗(X;R)⊗H∗(X;R)! H∗(X;R)

es cero.

Una cuestión que surge al considerar estas cotas es si, al igual que sucede con los invariantes
homotópicos a los que están asociadas, existe alguna relación de desigualdad entre ellas. El
siguiente resultado original proporciona una respuesta afirmativa a esta pregunta.

Teorema 3.42. Se cumple que l.c.p. (X;R) ≤ l.c.p. (ker⌣;R).

Demostración. Nótese que si x es un elemento no nulo de H∗(X;R), entonces (x⊗ 1− 1⊗ x) ∈
H∗(X;R)⊗H∗(X;R) está en el núcleo del producto cup pues

⌣ (x⊗ 1− 1⊗ x) = x ⌣ 1− 1⌣ x = x− x = 0.

Supongamos que l.c.p. (X;R) = n y x1 ⌣ · · ·⌣ xn es un producto no nulo de elementos de
H>0(X;R). El producto

n∏
i=1

(xi ⊗ 1− 1⊗ xi)

es una suma de 2n tensores elementales indexados por subconjuntos S ⊆ {1, . . . , n}:∑
S⊆{1,...,n}

(±)

(
⌣
i∈S

xi

)
⊗
(
⌣
j /∈S

xj

)
.

Cada sumando está en una componente bigraduada (p, q) de H∗(X;R)⊗H∗(X;R) diferente,
con p + q =

∑
i|xi|. El sumando correspondiente a S = {1, . . . , n} es (x1 ⌣ · · · ⌣ xn) ⊗ 1, que

es distinto de cero por hipótesis. Por lo tanto, el producto
∏n
i=1(xi ⊗ 1 − 1 ⊗ xi) no se anula y

concluimos que l.c.p. (ker⌣;R) ≥ n = l.c.p. (X;R).
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Reinterpretemos ahora la Definición 3.41. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

X PX

X ×X

φ

∆
π

donde ∆ es la aplicación diagonal, π es la fibración de caminos y φ es la aplicación que a cada
punto x de X le asigna el camino constante igual a x. Se cumple que φ es una equivalencia de
homotopía, cuya inversa homotópica es la fibración π′ : PX ! X que a cada camino γ ∈ PX le
asigna su punto inicial π′(γ) = γ(0). En efecto, π′ ◦ φ = idX y φ ◦ π′ = cte ≃ idPX mediante la
homotopía H : PX × [0, 1]! PX dada por H(γ, s)(t) = γ(s · t).

Además, si R es un cuerpo, gracias a la Fórmula de Künneth [38, Capítulo 5, Sección 3]

H∗(X ×X;R) ∼= H∗(X;R)⊗H∗(X;R),

y a que la aplicación diagonal induce el producto cup en cohomología [21, p. 279], se tiene el
siguiente diagrama conmutativo:

H∗(X;R) H∗(PX;R)

H∗(X;R)⊗H∗(X;R) H∗(X ×X;R)

φ∗

∼=

⌣

∼=

π∗
∆∗

donde las flechas horizontales son isomorfismos. Por tanto, se cumple que

kerπ∗ = ker∆∗ ∼= ker⌣ .

Siguiendo esta misma línea, que relaciona el producto cup y la estructura de cohomología de
un espacio, en [28, Sección 5] se propone una cota inferior para la distancia homotópica.

Definición 3.43. Sea J (f, g;R) ⊂ H∗(X;R) la imagen de f∗ − g∗ : H∗(Y ;R) ! H∗(X;R).
Denotamos por l.c.p.J (f, g;R) al menor entero n tal que cualquier producto x0 ⌣ · · ·⌣ xn de
n+ 1 elementos de J (f, g;R) es cero.

A continuación, mostramos cómo la distancia cohomológica mejora la cota inferior para la
distancia homotópica dada por l.c.p.J (f, g;R).

Teorema 3.44. Se cumple que l.c.p.J (f, g;R) ≤ H
r
D(f, g;R).

Demostración. Sea H
r
D(f, g;R) = n y {U0, . . . , Un} un recubrimiento de X por n+1 abiertos tal

que (f|Uj
)∗ = (g|Uj

)∗ para todo j = 0, . . . , n. Consideremos un producto arbitrario x0 ⌣ · · ·⌣ xn
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de n + 1 elementos con xk ∈ J (f, g;R) para todo k = 0, . . . , n. Para cada abierto U = Uk del
recubrimiento consideremos la sucesión exacta larga en cohomología del par (X,U) [21, p. 117]:

· · · Hm(X,U ;R) Hm(X;R) Hm(U ;R) · · ·

Hm(Y ;R)

jU i∗

f∗−g∗
(f|U )∗−(g|U )∗

Como (f|U )
∗ = (g|U )

∗, se tiene que (f|U )
∗ − (g|U )

∗ = 0 y por lo tanto J (f, g;R) ⊆ ker i∗ =

im jU . Así, para cada elemento xk del producto x0 ⌣ · · · ⌣ xn, existe un elemento x̃k ∈
H∗(X,Uk;R) tal que jUk

(x̃k) = xk. Ahora, dados dos abiertos Uk y Ul del recubrimiento, tenemos
el siguiente diagrama conmutativo [38, p. 251]:

H∗(X,Uk;R)⊗H∗(X,Ul;R) H∗(X,Uk ∪ Ul;R)

H∗(X;R)⊗H∗(X;R) H∗(X;R)

⌣

jUk
⊗jUl

jUk
∪jUl

⌣

Por recurrencia, también es conmutativo el siguiente diagrama:

H∗(X,U0;R)⊗ · · · ⊗H∗(X,Un;R) H∗(X,
⋃n
k=0 Uk;R)

H∗(X;R)⊗ · · · ⊗H∗(X;R) H∗(X;R)

⌣

jU0
⊗···⊗jUn jX

⌣

Como H∗(X,
⋃n
k=0 Uk;R) = H∗(X,X;R) = 0, concluimos que

x0 ⌣ · · ·⌣ xn = jU0(x̃0)⌣ · · ·⌣ jUn(x̃n) = jX(x̃0 ⌣ · · ·⌣ x̃n) = jX(0) = 0,

y por lo tanto l.c.p.J (f, g;R) ≤ n = H
r
D(f, g;R).

Corolario 3.45. Se cumple que l.c.p.J (f, g) ≤ D(f, g).

En el caso de la categoría LS, se tiene que

J (idX , cte;R) = im (idX
∗ − cte∗) = H∗(X;R).

Así, l.c.p.J (idX , cte;R) coincide con la longitud cup, l.c.p. H∗(X;R) = l.c.p. (X;R). De esta
manera, la categoría cohomológica mejora la cota inferior de la longitud cup:

l.c.p. (X;R) ≤ H
r
cat(X;R) ≤ cat(X).
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En general, J (f, g;R) no tiene por qué ser un subanillo de H∗(X;R). Por ejemplo, para la
complejidad topológica sabemos que

J (π1, π2;R) = im (π∗1 − π∗2) ⊆ H∗(X ×X;R),

donde π1, π2 : X × X ! X son las proyecciones. Haciendo uso nuevamente de la Fórmula de
Künneth (suponemos que R es un cuerpo), vemos que las aplicaciones inducidas en cohomología
son

π∗1 : H
∗(X;R) −! H∗(X;R)⊗H∗(X;R) π∗2 : H

∗(X;R) −! H∗(X;R)⊗H∗(X;R)

x 7−! x⊗ 1, x 7−! 1⊗ x.

Si z es un elemento de J (π1, π2;R), entonces es de la forma z = x ⊗ 1 − 1 ⊗ x para algún
x ∈ H∗(X;R). Ya vimos en la demostración del Teorema 3.42 que, en este caso, z ∈ ker⌣. Por
otra parte, si z =

∑
i ai⊗ bi ∈ ker⌣, entonces

∑
i ai ⌣ bi = 0. Podemos reescribir cada término

como
ai ⊗ bi = ai(1⊗ bi − bi ⊗ 1) + (ai ⌣ bi)⊗ 1,

de modo que al hacer la suma obtenemos

z =
∑
i

ai ⊗ bi =
∑
i

ai(1⊗ bi − bi ⊗ 1) + (ai ⌣ bi)⊗ 1

=
∑
i

(ai(1⊗ bi − bi ⊗ 1)) +

(∑
i

(ai ⌣ bi)

)
⊗ 1

=
∑
i

ai(1⊗ bi − bi ⊗ 1) ∈ ⟨J (π1, π2)⟩ .

Por lo tanto, ⟨J (π1, π2)⟩ = ker ⌣. Sin embargo, para ver que la cota del producto cup de
la distancia homotópica aplicada a la complejidad topológica coincide con la longitud cup de los
divisores de cero, necesitamos del siguiente resultado propio más general.

Teorema 3.46. Si existen x1, . . . , xn ∈ ⟨J (f, g;R)⟩ tales que x1 ⌣ · · ·⌣ xn es distinto de cero,
entonces se cumple que l.c.p.J (f, g;R) ≥ n.

Demostración. Podemos escribir cada xi ∈ ⟨J (f, g;R)⟩ como una suma finita

xi =
∑
ki

(αki ⌣ (f∗(yki)− g∗(yki))), yki ∈ H∗(Y ;R), αki ∈ H∗(X;R).

Ahora, teniendo en cuenta que el producto cup es distributivo, podemos escribir

xi ⌣ xj =

∑
ki

(αki ⌣ (f∗(yki)− g∗(yki))

⌣

∑
kj

(αkj ⌣ (f∗(ykj )− g∗(ykj ))


=
∑
ki,kj

((αki ⌣ αkj )⌣ ((f∗(yki)− g∗(yki))⌣ (f∗(ykj )− g∗(ykj )))).
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Como el producto

x1 ⌣ · · ·⌣ xn =
∑

k1,...,kn

(( n

⌣
i=1

αki

)
⌣

( n

⌣
i=1

(f∗(yki)− g∗(yki))

))

no se anula, existe al menos una tupla (k1, . . . , kn) cuyo término del sumatorio es distinto de
cero. En particular, para esa tupla, el producto

n

⌣
i=1

(f∗(yki)− g∗(yki)) = (f∗(yk1)− g∗(yk1))⌣ · · ·⌣ (f∗(ykn)− g∗(ykn))

es distinto de cero, por lo que concluimos que l.c.p.J (f, g;R) ≥ n.

Al aplicar el resultado del Teorema 3.46 a la complejidad cohomológica, comprobamos que
l.c.p.J (π1, π2;R) coincide con l.c.p. (ker⌣;R) y podemos concluir que la complejidad cohomo-
lógica mejora la cota inferior de la longitud cup de los divisores de cero:

l.c.p. (ker⌣;R) ≤ H
r
TC(X;R) ≤ TC(X).

En resumen, tenemos el siguiente diagrama de desigualdades, que muestra como las cotas
cohomológicas inferiores que hemos definido mejoran a las de la longitud cup:

D(f, g) ≤ cat(X) ≤ TC(X)

≤ ≤ ≤

H
r
D(f, g;R) ≤ H

r
cat(X;R) ≤ H

r
TC(X;R)

≤ ≤ ≤

l.c.p.J (f, g;R) ≤ l.c.p. (X;R) ≤ l.c.p. (ker⌣;R)

3.7. Distancia homológica

En este capítulo hemos introducido una cota cohomológica con el objetivo de establecer una
relación con l.c.p.J (f, g;R). No obstante, también es posible definir de manera similar una
variante homológica.

Definición 3.47. La distancia homológica entre f y g con coeficientes en R, H rD(f, g;R), es
el menor entero n ≥ 0 tal que existe un recubrimiento {U0, . . . , Un} de X por n + 1 abiertos
cumpliendo que (f|Uj

)∗ = (g|Uj
)∗ : Hm(Uj ;R) ! Hm(Y ;R) para todo m ≥ 0 y para todo j =

0, . . . , n. Si tal n no existe, escribimos H rD(f, g;R) = ∞.

Proposición 3.48. Se cumple que H rD(f, g;R) ≤ D(f, g).
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Demostración. Análoga al Teorema 3.20.

Para relacionar la distancia cohomológica con la homológica, introducimos alguna hipóte-
sis adicional. En nuestro caso, queremos hacer uso del Teorema del coeficiente universal para
cohomología con coeficientes en un cuerpo.

Teorema 3.49 ([32, Teorema 53.5]). Sea A un complejo de cadenas y F un cuerpo. Entonces,
para todo n ≥ 0, existe un isomorfismo natural de espacios vectoriales:

ev : Hn(A;F) −! Hom(Hn(A;F),F)

[φ] 7−! ev([φ]) : Hn(A;F) −! F

[c] 7−! ev([φ])([c]) = ⟨φ, c⟩

Sea ahora X un espacio topológico cuya cohomología sea finitamente generada, por ejemplo,
un espacio con el tipo de homotopía de un CW-complejo finito [21, p. 140]. Entonces, para todo
n ≥ 0, existe un isomorfismo de espacios vectoriales: Hn(X;F) ∼= Hn(X;F). Este isomorfismo
no es natural: tenemos que fijar una base de Hn(X;F) y considerar la correspondiente base dual
de Hom(Hn(X;F),F).

Teorema 3.50. Sea F un cuerpo. Entonces se cumple que H rD(f, g;F) = H
r
D(f, g;F).

Demostración. Sea U ⊆ X un subconjunto abierto. Consideremos el siguiente diagrama conmu-
tativo:

Hn(Y ;F) Hn(U ;F)

Hom(Hn(Y ;F),F) Hom(Hn(U ;F),F)

Hn(Y ;F) Hn(U ;F)

(f|U )∗

ev

(g|U )∗

ev

(f|U )∗
∨

(g|U )∗
∨

Hom(−,F)

(f|U )∗

Hom(−,F)

(g|U )∗

Se tiene que (f|U )
∗ = (g|U )

∗ si y solo si (f|U )∗ − (g|U )
∗ es la aplicación cero. Esto último

es equivalente a que ev((f|U )
∗ − (g|U )

∗) = (f|U )∗
∨ − (g|U )∗

∨ sea la aplicación cero. Ahora bien,
fijadas unas bases B y B′ de Hn(U ;F) y Hn(Y ;F) y las correspondientes bases duales B̃ y B̃′ de
Hom(Hn(U ;F),F) y Hom(Hn(Y ;F),F), la matriz asociada a (f|U )∗

∨−(g|U )∗
∨ en las bases B̃′ y B̃

es la traspuesta de la matriz asociada a (f|U )∗− (g|U )∗ en las bases B y B′. Luego (f|U )∗− (g|U )∗

es la aplicación cero si y solo si (f|U )∗
∨ − (g|U )∗

∨ lo es. Así, concluimos que (f|U )∗ = (g|U )∗ si y
solo si (f|U )∗ = (g|U )

∗.
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En general, no existe una desigualdad entre la distancia homológica y la cohomológica, como
puede comprobarse en el Ejemplo 3.51. Este mismo ejemplo también muestra que l.c.p.J (f, g;R)

no es una cota inferior para la distancia homológica.

Ejemplo 3.51. Sea X = RP2 el plano proyectivo real con la estructura de CW-complejo del
Ejemplo 2.36. Se tiene que

Hn(RP2;Z) =


Z, si n = 0,

Z2, si n = 1,

0, en otro caso.

Hn(RP2;Z) =


Z, si n = 0,

Z2, si n = 2,

0, en otro caso.

Consideremos la aplicación que colapsa el 1-esqueleto a un punto

π : RP2 −!
RP2

S1
∼= S2.

Teniendo en cuenta los grupos de homología de la esfera S2 (ver Ejemplo 3.21), el homomorfismo
inducido en homología π∗ : Hn(RP2;Z) ! Hn(S2;Z) es el trivial para n > 0. Como conse-
cuencia, si cte : RP2 ! S2 es una aplicación constante, se obtiene que H rD(π, cte;Z) = 0. Sin
embargo, como π envía la 2-celda de RP2 en la 2-celda de S2, el homomorfismo inducido en
cohomología π∗ : H2(S2;Z) ! H2(RP2;Z) es la proyección canónica Z ! Z2. Esto implica que
H

r
D(π, cte;Z) > 0, por lo que, en general, H

r
D(f, g;R) ≰ H rD(f, g;R).

Además, también se cumple que J (π, cte;Z) = H∗(RP2;Z), por lo que l.c.p.J (π, cte;Z) =
l.c.p. (RP2;Z) = 1, lo que evidencia que, en términos generales, l.c.p.J (f, g;R) ≰ H rD(f, g;R).

Dualmente, consideremos la inclusión del 1-esqueleto en RP2,

i : X1
∼= S1 ↪−! RP2.

Por un argumento completamente análogo, puede verse que la aplicación inducida en cohomología
i∗ : Hn(RP2;Z) ! Hn(S1;Z) es la trivial para n > 0, mientras que el homomorfismo inducido
en homología i∗ : H1(S1;Z)! H1(RP2;Z) es la proyección canónica Z! Z2. Esto muestra que,
en general, H rD(f, g;R) ≰ H

r
D(f, g;R).



Capítulo 4

Métodos combinatorios

En este capítulo desarrollamos un enfoque combinatorio de los invariantes homotópicos, que
permite reformular las ideas de los capítulos anteriores en el marco de los complejos simpliciales.
Estos son un tipo particular de espacios topológicos construidos a base de pegar puntos, segmen-
tos, triángulos, tetraedros y análogos de dimensiones superiores. Su estructura combinatoria los
hace especialmente adecuados para el tratamiento computacional, lo que facilita la aplicación de
técnicas algorítmicas.

Basándose en la noción de contigüidad, se han estudiado versiones simpliciales de la cate-
goría LS [13, 14] y de la complejidad topológica [12]. Siguiendo esta línea de investigación, en
[28, Sección 8] también se propone una variante discreta de la distancia homotópica: la distan-
cia simplicial, que generaliza las anteriores y de la cual se da algún resultado en [4]. Con el
fin de estudiarla, presentamos primero los aspectos fundamentales de la teoría clásica de com-
plejos simpliciales, haciendo especial énfasis en las aplicaciones contiguas, las subdivisiones, los
colapsos fuertes y la (co)homología simplicial. Para ello, seguimos [1, 2, 32, 38] como principales
referencias, donde pueden consultarse todas las demostraciones.

A continuación, introducimos una nueva cota inferior original para la distancia simplicial: la
distancia cohomológica simplicial, cuyas propiedades son análogas a las de la distancia cohomoló-
gica definida en el Capítulo 3. Estudiamos su comportamiento bajo la subdivisión y la realización
geométrica y demostramos que satisface una propiedad clave (Teorema 4.62) que no se verifica
en el caso de la distancia simplicial y que permite recuperar los invariantes originales. Este resul-
tado nos permite, gracias a un programa propio de cálculo simbólico desarrollado en SageMath,
hallar algunos invariantes homotópicos en espacios triangulables de manera totalmente algorít-
mica. Además, una ventaja de este método de naturaleza combinatoria, es que proporciona de
forma explícita los recubrimientos asociados a los invariantes, lo que resulta especialmente útil
para implementar soluciones en problemas prácticos reales.
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4.1. Complejos simpliciales

A continuación, exponemos los complejos simpliciales.

Definición 4.1. Sea {v0, . . . , vn} ⊆ Rm un conjunto de puntos geométricamente independiente.
Llamamos n-símplice generado por estos puntos al conjunto

σ = [v0, . . . , vn] :=

{
n∑
i=0

tivi tales que
n∑
i=0

ti = 1, ti ≥ 0

}
.

A los puntos vi los llamamos vértices. Decimos que n es la dimensión del símplice. Llamamos
cara de σ a cualquier símplice generado por un subconjunto de {v0, . . . , vn}. Una cara propia es
cualquier cara distinta de σ.

Ejemplo 4.2. Un 0-símplice es un punto. El 1-símplice generado por {v0, v1} es el segmento que
une v0 y v1. El 2-símplice generado por {v0, v1, v2} es el triángulo que tiene por vértices a v0, v1
y v2. El 3-símplice generado por {v0, v1, v2, v3} es el tetraedro que tiene por vértices a v0, v1, v2
y v3. Esto puede verse ilustrado en la Figura 4.1.

Figura 4.1: Ejemplos de símplices

Definición 4.3. Un complejo simplicial (geométrico) finito K en Rn es una colección finita de
símplices tales que:

1. Cualquier cara de cualquier símplice de K es también un símplice de K.

2. La intersección de dos símplices de K es, o bien vacía, o bien una cara de ambos símplices.

Si L es una subcolección de un complejo simplicial K que contiene todas las caras de sus
elementos, entonces decimos que es un subcomplejo de K. Al subcomplejo formado por todos los
símplices de dimensión menor o igual que n lo llamamos n-esqueleto de K y lo denotamos por
K(n). Al entero n tal que K(n−1) ⊊ K y K(n) = K le llamamos la dimensión de K.

Ejemplo 4.4. En la Figura 4.2 puede verse un complejo simplicial que tiene como subcomple-
jos, por ejemplo, el 2-símplice [v0, v1, v2], el 1-símplice [v0, v3] o el 3-símplice [v2, v3, v4, v5]. Los
símplices de la derecha no forman un complejo simplicial.
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v0 v1

v2

v3

v4

v5

v6

Figura 4.2: Ejemplos de complejo simplicial, subcomplejos y conjunto de símplices que no forman
un complejo simplicial

Definición 4.5. Sea K un complejo simplicial finito. Al espacio |K| :=
⋃
σ∈K σ ⊆ Rn, con la

topología que hereda como subespacio de Rn, lo llamamos la realización geométrica de K.

Teorema 4.6 ([38, p. 111-113]). Sea K un complejo simplicial finito. Entonces su realización
geométrica |K| es Hausdorff, compacta y normal.

Definición 4.7. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es triangulable si existe un par
(K, f), donde K es un complejo simplicial y f : |K|! X es un homeomorfismo.

Ejemplo 4.8. 1. Las variedades diferenciables compactas (con o sin borde) son triangulables
[36, Capítulo 5, Sección 3.2].

2. Los CW-complejos regulares son triangulables [16, Teorema 3.4.1].

Definición 4.9. Un complejo simplicial abstracto finito es una familia finita de conjuntos S tal
que si A es un elemento de S, entonces cualquier subconjunto de A también pertenece a S.

A los elementos de un complejo simplicial abstracto finito S los llamamos símplices. La
dimensión de un símplice A es el cardinal de A menos 1. Cada subconjunto de un símplice
A decimos que es una cara de A. La dimensión de S es el máximo de las dimensiones de sus
símplices. A un subconjunto de S que también es un complejo le llamamos subcomplejo de S.

Ejemplo 4.10. El complejo simplicial abstracto {{a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}} puede representarse
por un complejo simplicial geométrico formado por tres vértices a, b y c y dos aristas ab y bc:

 !{{a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}}

a

b

c

Resulta que todo complejo simplicial abstracto finito K puede ser representado como un
complejo simplicial geométrico finito K ′. Recíprocamente, dado un complejo simplicial geomé-
trico finito K ′, la colección de todos los subconjuntos de vértices que generan símplices de K ′
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es un complejo simplicial abstracto [32, Teorema 3.1]. En adelante, hablamos de un complejo
simplicial finito para referirnos indistintamente a cualquiera de estos dos conceptos. Además, a
veces también hacemos un abuso de notación a la hora de describir los complejos simpliciales y
damos solo sus caras maximales.

4.2. Aplicaciones simpliciales

En esta sección introducimos las aplicaciones simpliciales y la noción de contigüidad.

Definición 4.11. Sean K y L complejos simpliciales finitos. Una aplicación φ : K ! L se dice
que es una aplicación simplicial si la imagen φ(σ) de todo símplice σ de K es un símplice de L.

De la propia definición de aplicación simplicial se deduce que la identidad es una aplicación
simplicial y que la composición de aplicaciones simpliciales es, de nuevo, una aplicación simplicial.
Además, toda aplicación simplicial φ : K ! L induce una aplicación continua en las realizaciones
geométricas |φ| : |K|! |L| cumpliendo que

x =
n∑
i=0

tivi =⇒ |φ|(x) =
n∑
i=0

tiφ(vi).

Definición 4.12. Dos aplicaciones simpliciales φ,ψ : K ! L son contiguas, φ ∼c ψ, si para cada
símplice σ = {v0, . . . , vn} de K se cumple que φ(σ) ∪ ψ(σ) es un símplice de L.

Definición 4.13. Dos aplicaciones simpliciales φ,ψ : K ! L están en la misma clase de conti-
güidad, φ ∼ ψ, si existe una familia finita de aplicaciones simpliciales φi : K ! L tales que

φ = φ0 ∼c · · · ∼c φn = ψ.

No es lo mismo estar en la misma clase de contigüidad que ser contiguas, debido a que
la relación “ser contiguas” no es una relación de equivalencia: es reflexiva y simétrica, pero no
transitiva. Esto puede verse ilustrado en el Ejemplo 4.14. En particular, la relación “estar en la
misma clase de contigüidad” es la clausura transitiva de la relación “ser contiguas”.

Ejemplo 4.14. Consideremos los complejos simpliciales finitos

K = {{a}, {b}, {c}}, L = {{d}, {e}, {f}, {d, e}, {e, f}},

que aparecen en la Figura 4.3, y las aplicaciones simpliciales constantes

p : σ ∈ K ! {d} ∈ L, g : σ ∈ K ! {e} ∈ L, h : σ ∈ K ! {f} ∈ L.

Para todo símplice σ ∈ K se tiene que p(σ) ∪ g(σ) = {d, e} ∈ L y g(σ) ∪ h(σ) = {e, f} ∈ L. Es
decir, p ∼c g y g ∼c h. No obstante, p(σ)∪h(σ) = {d, f} /∈ L, por lo que p y h no son contiguas.



4.3. Distancia simplicial 47

K L
a

b

c

d

e

f

g

h

p

Figura 4.3: p y h están en la misma clase de contigüidad, pero no son contiguas

A la hora de estudiar invariantes en complejos simpliciales, pueden considerarse los invarian-
tes homotópicos asociados a sus realizaciones geométricas. Sin embargo, de esta manera no se
tienen en cuenta las propiedades combinatorias que caracterizan a este tipo de espacios. En este
sentido, el concepto de contigüidad desempeña en el contexto de los complejos simpliciales un
papel análogo al que cumple la homotopía en el estudio de aplicaciones continuas entre espacios
topológicos. Por ejemplo, se tienen los siguiente resultados [38, Capítulo 3, Sección 5]:

Proposición 4.15. 1. Si dos aplicaciones simpliciales son contiguas entonces inducen apli-
caciones homótopas en las realizaciones geométricas.

2. Las composiciones de aplicaciones simpliciales contiguas son contiguas.

4.3. Distancia simplicial

Dedicamos esta sección a exponer la distancia simplicial y ver cómo generaliza la categoría y
la complejidad simplicial. Sean K y L complejos simpliciales finitos y φ,ψ : K ! L aplicaciones
simpliciales.

Definición 4.16. La distancia simplicial entre φ y ψ, sD(φ,ψ), es el menor entero n ≥ 0 tal que
existe un recubrimiento {K0, . . . ,Kn} de K por n+1 subcomplejos cumpliendo que φ|Kj

∼ ψ|Kj

para todo j = 0, . . . , n.

Al igual que en el caso homotópico, podemos recuperar la categoría simplicial de un complejo
simplicial finito K como

scat(K) = sD(idK , cte),

donde cte : K ! K es una aplicación simplicial constante. Para adaptar la complejidad topológica
al caso simplicial, necesitamos definir el producto de complejos simpliciales.

Definición 4.17. El producto (categórico) de K y L, K × L, es el complejo simplicial finito
cuyos vértices son de la forma (σ, τ), con σ un vértice de K y τ un vértice de L, y cuyos símplices
son de la forma

{(σ0, τ0), . . . , (σn, τn)},
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de manera que {σ0, . . . , σn} es un símplice de K y {τ0, . . . , τn} es un símplice de L.

Esta definición de producto simplicial, que aparece en [23, Definición 4.25], no se corresponde
con la de producto cartesiano habitual en el contexto de complejos simpliciales, la cual depende
del orden de los vértices y no satisface la propiedad universal del producto. Por otro lado,
con nuestra definición, |K × L| no es homeomorfo a |K| × |L|, aunque sí tienen el mismo tipo
de homotopía [23, Proposición 15.23], lo cual es suficiente para nuestro objetivo de estudiar
invariantes homotópicos. Ahora, si consideramos las proyecciones

π1 : K ×K −! K π2 : K ×K −! K

{(σ0, τ0), . . . , (σn, τn)} 7−! {σ0, . . . , σn}, {(σ0, τ0), . . . , (σn, τn)} 7−! {τ0, . . . , τn},

obtenemos la complejidad simplicial de K,

sTC(K) = sD(π1, π2).

En la definición original de complejidad simplicial [12, Definición 3.2] se piden recubrimientos
de K ×K por subcomplejos K ′ de Farber: aquellos para los que existe una aplicación simplicial
φ : K ′ ⊆ K ×K ! K tal que ∆ ◦φ ∼ idK′ , donde ∆: K ! K ×K es la aplicación diagonal. Sin
embargo, se demuestra en [12, Teorema 3.4] que esto último es equivalente a que las proyecciones
π1, π2 : K ×K ! K estén en la misma clase de contigüidad π1|K′ ∼ π2|K′

Observación 4.18. El resultado de la Proposición 2.4 para la distancia simplicial puede enunciarse
de la siguiente manera: la distancia simplicial es constante sobre aplicaciones simpliciales en la
misma clase de contigüidad. Es decir, si φ ∼ φ′ y ψ ∼ ψ′, entonces se cumple que sD(φ,ψ) =

sD(φ′, ψ′).

La homotopía no es la herramienta más adecuada para estudiar estos invariantes simpliciales,
como se puede observar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.19. Consideremos el complejo simplicial finito K formado por todas las aristas que
unen cinco vértices v0, v1, v2, v3 y v4. Los subcomplejos

K0 = [v0, v1] ∪ [v0, v2] ∪ [v0, v3] ∪ [v0, v4],

K1 = [v1, v2] ∪ [v1, v4] ∪ [v2, v3],

K2 = [v1, v3] ∪ [v2, v4] ∪ [v3, v4],

que aparecen en rojo, azul y verde, respectivamente, en la derecha de la Figura 4.4, forman un
recubrimiento de K por subcomplejos tal que la inclusión i : Kj ↪! K está en la misma clase
de contigüidad que una aplicación simplicial constante cte : Kj ! K para j = 0, 1, 2. Por tanto,
scat(K) ≤ 2. Además, como K tiene diez 1-símplices, en todo recubrimiento formado por dos
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subcomplejos al menos uno de ellos tiene cinco 1-símplices. No obstante, como K tan solo tiene
cinco vértices, tal subcomplejo no es categórico. Por tanto, scat(K) = 2. Como dim(K) = 1, esto
muestra que la dimensión no sirve como cota superior para la distancia simplicial.

v0

v1

v2

v3v4

Figura 4.4: Recubrimiento de K por 3 subcomplejos categóricos

Por otra parte, podemos añadir tres vértices v5, v6 y v7 a K y considerar el complejo simplicial
K ′ representado en la izquierda de la Figura 4.5. Su realización geométrica es la misma que la
de K. Sin embargo, en este caso, los subcomplejos

K0
′ = [v0, v1] ∪ [v1, v2] ∪ [v1, v3] ∪ [v1, v4] ∪ [v2, v5] ∪ [v3, v6] ∪ [v4, v7],

K1
′ = [v0, v4] ∪ [v0, v5] ∪ [v0, v6] ∪ [v2, v3] ∪ [v2, v7] ∪ [v3, v4],

que aparecen en rojo y azul, respectivamente, en la derecha de la Figura 4.5, forman un recu-
brimiento de K ′ cumpliendo las mismas características que el recubrimiento previo de K. Por lo
tanto, scat(K ′) = 1 < 2 = scat(K). Esto muestra que la distancia simplicial no es un invariante
del tipo de homotopía. De hecho, muestra que ni siquiera es un invariante topológico.

v0

v1

v2

v3v4

v5

v6 v7

Figura 4.5: Recubrimiento de K ′ por 2 subcomplejos categóricos
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4.4. Colapsos fuertes

La noción correcta para trabajar con complejos simpliciales finitos y clases de contigüidad es
la de colapso fuerte y tipo de homotopía fuerte. Sea K un complejo simplicial finito.

Definición 4.20. La estrella (cerrada) de un símplice σ ∈ K es el subcomplejo Stσ ⊆ K formado
por los símplices τ tales que τ ∪ σ es un símplice de K. El engarce de σ es el subcomplejo
Lkσ ⊆ Stσ formado por los símplices disjuntos de σ.

Si v es un vértice de K, denotamos por K \ v al subcomplejo maximal de K que no contiene
ningún símplice que tenga a v como cara. El join w ∗K de un complejo K y un vértice w /∈ K

decimos que es un cono simplicial.

Definición 4.21. Decimos que existe un colapso elemental fuerte de K a K \ v si Lk(v) es un
cono simplicial v′ ∗ K. En tal caso, decimos que v está dominado por v′ y lo denotamos por
K ↘↘e K \ v (ver Figura 4.6). La operación inversa se denomina expansión elemental fuerte y la
denotamos por K \ v ↗↗e K.

v

v′ v′
↘↘e

Figura 4.6: Colapso elemental fuerte: el vértice v está dominado por v′

Definición 4.22. 1. Decimos que existe un colapso fuerte de K a L, K ↘↘ L, si existen
subcomplejos K = K0,K1, . . . ,Kn = L tales que Ki−1 ↘↘e Ki para todo i = 1, . . . , n. Un
complejo K es fuertemente colapsable, K ↘↘ ∗, si existe un colapso fuerte de K a algún
vértice v ∈ K.

2. Análogamente, decimos que existe una expansión fuerte de K a L, K ↗↗ L, si existen
subcomplejos K = K0,K1, . . . ,Kn = L tales que Ki−1 ↗↗e Ki para todo i = 1, . . . , n.

3. Dos complejos K y L tienen el mismo tipo de homotopía fuerte si existe una secuencia de
colapsos y expansiones fuertes entre ellos.

Definición 4.23. Una aplicación simplicial φ : K ! L es una equivalencia fuerte si existe una
aplicación simplicial ψ : L ! K tal que ψ ◦ φ ∼ idK y φ ◦ ψ ∼ idL. Si existe una equivalencia
fuerte entre K y L lo denotamos por K ∼ L.
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Proposición 4.24. K y L tienen el mismo tipo de homotopía fuerte si y solo si K ∼ L.

En particular, K es fuertemente colapsable si y solo si la identidad idK : K ! K está en
la misma clase de contigüidad que una aplicación simplicial constante, es decir, si y solo si
scat(K) = 0.

4.5. Propiedades

Sean K y L complejos simpliciales finitos y φ,ψ : K ! L aplicaciones simpliciales.

Proposición 4.25. Se cumple que sD(φ,ψ) ≤ scat(K).

Demostración. Sea scat(K) = n y {K0, . . . ,Kn} un recubrimiento de K por n+1 subcomplejos
categóricos. Denotando la inclusión por i : Kj ↪! K y una aplicación simplicial constante por
cte : Kj ! K, vemos que

φ|Kj
= φ ◦ i ∼ φ ◦ cte = cte′,

donde cte′ : K ! L es otra aplicación simplicial constante. Análogamente, se cumple que ψ|Kj
∼

cte′. Por tanto, concluimos que sD(φ,ψ) ≤ n = scat(K).

Proposición 4.26. Sea η : L! L′ una aplicación simplicial. Entonces se cumple que

sD(η ◦ φ, η ◦ ψ) ≤ sD(φ,ψ).

Si, además, η admite una inversa fuerte por la izquierda (una aplicación simplicial η′ : L′ ! L

tal que η′ ◦ η ∼ idL), entonces se cumple la igualdad.

Demostración. Sea sD(φ,ψ) = n y {K0, . . . ,Kn} un recubrimiento de K por n+1 subcomplejos
cumpliendo que φ|Kj

∼ ψ|Kj
para todo j = 0, . . . , n. Así, se tiene que

(η ◦ φ)|Kj
= η ◦ φ|Kj

∼ η ◦ ψ|Kj
= (η ◦ ψ)|Kj

,

por lo que sD(η ◦ φ, η ◦ ψ) ≤ n = sD(φ,ψ).

Si η′ : L′ ! L es una inversa fuerte por la izquierda de η, entonces η′◦η◦φ ∼ φ y η′◦η◦ψ ∼ ψ.
Por la Observación 4.18 y la primera parte de esta Proposición, concluimos que

sD(φ,ψ) ≥ sD(η ◦ φ, η ◦ ψ) ≥ sD(η′ ◦ η ◦ φ, η′ ◦ η ◦ ψ) = sD(φ,ψ).

Proposición 4.27. Sea η : K ′ ! K una aplicación simplicial. Entonces se cumple que

sD(φ ◦ η, ψ ◦ η) ≤ sD(φ,ψ).

Si, además, η admite una inversa fuerte por la derecha (una aplicación simplicial η′ : K ! K ′

tal que η ◦ η′ ∼ id′K), entonces se cumple la igualdad.
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Demostración. Sea sD(φ,ψ) = n y {K0, . . . ,Kn} un recubrimiento de K por n+1 subcomplejos
cumpliendo que φ|Kj

∼ ψ|Kj
para todo j = 0, . . . , n. Si denotamos K ′

j := η−1(Kj) ⊆ K ′,
podemos factorizar η|K′

j
: K ′

j ! X como la composición ij ◦ η̃|K′
j
: K ′

j ! Kj ↪! K. Así, como

(φ ◦ η)|K′
j
= φ ◦ η|K′

j
= φ|Kj

◦ η̃|K′
j
∼ ψ|Kj

◦ η̃|K′
j
= ψ ◦ η|K′

j
= (ψ ◦ η)|K′

j
,

podemos concluir que D(φ ◦ η, ψ ◦ η) ≤ n = D(φ,ψ).

Si η′ : K ! K ′ es una inversa fuerte por la derecha de η, entonces φ◦η◦η′ ∼ φ y ψ◦η◦η′ ∼ ψ.
Por la Observación 4.18 y la primera parte de esta Proposición, concluimos que

sD(φ,ψ) ≥ sD(φ ◦ η, ψ ◦ η) ≥ sD(φ ◦ η ◦ η′, ψ ◦ η ◦ η′) = sD(φ,ψ).

Corolario 4.28. Se cumple que scat(K) ≤ sTC(K) ≤ cat(K ×K).

Demostración. Consideremos la inclusión i2 : K ! K ×K que, para un vértice v0 ∈ K fijado,
lleva cada símplice σ ∈ K a i2(σ) = (v0, σ). Así, usando la Proposición 4.27, podemos escribir

scat(K) = sD(cte, idK) = sD(π1 ◦ i2, π2 ◦ i2) ≤ sD(π1, π2) = sTC(K).

La otra desigualdad se sigue de aplicar la Proposición 4.25 a las proyecciones π1, π2 : K×K ! K,

sTC(K) = sD(π1, π2) ≤ scat(K ×K).

Corolario 4.29. Se cumple que sD(φ,ψ) ≤ sTC(L).

Demostración. Considerando la aplicación (φ × ψ) : K × K ! L × L y usando la Proposición
4.27 vemos que

sD(φ,ψ) = sD(π1 ◦ (φ× ψ), π2 ◦ (φ× ψ) ≤ sD(π1, π2) = sTC(L).

Teorema 4.30. Sean φ,ψ : K ! L, φ′, ψ′ : K ′ ! L′ aplicaciones simpliciales. Sean η : K ′ ! K

y µ : L! L′ equivalencias fuertes tales que µ ◦ φ ◦ η ∼ φ′ y µ ◦ ψ ◦ η ∼ ψ′. Entonces se cumple
que sD(φ,ψ) = sD(φ′, ψ′).

K ′ L′

K L

η

φ′

ψ′

φ

ψ

µ

Demostración. En vista de la Observación 4.18 y las Proposiciones 4.26 y 4.27 tenemos que

sD(f, ψ) = sD(φ ◦ r, ψ ◦ r) = sD(s ◦ φ ◦ r, s ◦ ψ ◦ r) = sD(φ′, ψ′)

Corolario 4.31. La categoría simplicial y la complejidad simplicial son invariantes del tipo de
homotopía fuerte. Es decir, si K ∼ L, entonces se cumple que scat(K) = scat(L) y sTC(K) =

sTC(L).
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4.6. (Co)homología simplicial

Una ventaja de los complejos simpliciales es que cuentan con una teoría de (co)homología
propia, que puede ser calculada de manera puramente combinatoria. SeaK un complejo simplicial
y (R,+, ·) un anillo unitario conmutativo.

Definición 4.32. Llamamos R-módulos de n-cadenas simpliciales K, Cn(K;R), al R-módulo
generado por los n-símplices de K.

Fijamos ahora un orden total de los vértices de K y orientamos los símplices por el orden de
sus vértices salvo un número par de permutaciones.

Definición 4.33. Llamamos operador borde al homomorfismo de R-módulos ∂ dado por

∂n : Cn(K;R) −! Cn−1(K;R)

σ = [v0, . . . , vn] 7−!
n∑
i=0

(−1)i [v0, . . . , v̂i, . . . , vn], si v0 < · · · < vn.

Lema 4.34. Se cumple que ∂n ◦ ∂n+1 = 0. Es decir, (C(K;R), ∂) es un complejo de cadenas,
llamado el complejo de cadenas simplicial de K.

Definición 4.35. Llamamos n-ciclos a los elementos de Zn(K;R) := ker ∂n. A los elementos de
Bn(K;R) := im ∂n+1 les llamamos n-bordes. El n-ésimo R-módulo de homología de K es

Hn(K;R) :=
Zn(K;R)

Bn(K;R)
.

Ejemplo 4.36. Sea T el complejo simplicial formado por el rectángulo de la Figura 4.7, identi-
ficando los vértices con la misma letra y orientando los 2-símplices σi en sentido antihorario. Su
realización geométrica es homeomorfa al toro. Como este es conexo, H0(T ;Z) ∼= Z.

a b c

d

a

a c

d

b

ee

a

α β

σ1 σ2

a
b

c d

e

Figura 4.7: Triangulación del toro, donde α = [a, d] + [d, e] + [e, a] y β = [a, b] + [b, c] + [c, a]

Un 2-ciclo es una combinación lineal
∑
ciσi con ci ∈ Z tal que ∂2(

∑
ciσi) = 0. Cada 1-

símplice en la frontera pertenece a dos 2-símplices adyacentes con orientaciones opuestas. Para
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que los bordes se cancelen, los coeficientes ci de los 2-símplices adyacentes deben ser iguales.
Así, los 2-ciclos son múltiplos de γ =

∑
σi. Como no hay 3-símplices, B2(T ;Z) = 0, y por tanto

H2(T ;Z) = Z2(T,Z) = ⟨γ⟩ ∼= Z.

Por el mismo argumento, todo 1-ciclo es homólogo a uno contenido en la frontera. Por otra
parte, todo 1-ciclo en la frontera es combinación lineal de α = [a, d] + [d, e] + [e, a] y β =

[a, b] + [b, c] + [c, a]. Un 1-ciclo de esta forma no puede ser el borde de una 2-cadena: de serlo,
sería una 2-cadena cuyo borde esté contenido en la frontera del rectángulo, y ya hemos visto que
en ese caso es un 2-ciclo. Así, podemos concluir que H1(T ) = ⟨α, β⟩ ∼= Z⊕ Z.

Teorema 4.37 ([32, Teorema 11.5]). Los R-módulos de homología simplicial de un complejo
simplicial finito son siempre computables y existe un algoritmo implementable para llevar a cabo
dicho cálculo.

Definición 4.38. Llamamos R-módulos de n-cocadenas simpliciales de K a

Cn(K;R) := Hom(Cn(K;R), R).

El operador coborde es el homomorfismo dual del operador borde

δn : Cn(K;R)! Cn+1(K;R),

por lo que δn+1 ◦ δn = 0. Denotamos a su núcleo por Zn(K;R), los R-módulos de n-cociclos;
y a su imagen por Bn(K;R), los R-módulos de n-cobordes. Llamamos n-ésimo R-módulo de
cohomología de K a

Hn(K;R) :=
Zn(K;R)

Bn(K;R)
.

Una aplicación simplicial f : K ! L induce homomorfismos en los R-módulos de (co)homología

f∗ : Hn(K;R)! Hn(L;R), f∗ : Hn(L;R)! Hn(K;R).

Teorema 4.39. Si dos aplicaciones simpliciales φ,ψ : K ! L están en la misma clase de con-
tigüidad entonces inducen el mismo homomorfismo en (co)homología.

Teorema 4.40 ([32, Teoremas 34.3, 34.4, 34.5 y 44.2]). Sea K un complejo simplicial finito. En-
tonces existe un isomorfismo natural entre la (co)homología simplicial de K y la (co)homología
singular de su realización geométrica |K|, que conmuta con los operadores borde y los homomor-
fismos inducidos por aplicaciones continuas (en particular, por aplicaciones simpliciales).

También existe una construcción del producto cup en el contexto de la cohomología simplicial,
la cual satisface todas las propiedades descritas en la Sección 3.5 [1]. Del mismo modo, existen
versiones simpliciales de los cotas inferiores relacionadas con la longitud cup de la Sección 3.6.
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Además, el isomorfismo establecido en el Teorema 4.40 entre la cohomología simplicial de un
complejo y la cohomología singular de su realización geométrica resulta ser un isomorfismo de
R-álgebras [32, Teorema 49.1], lo que asegura que los invariantes asociados a la longitud cup
coinciden.

4.7. Distancia cohomológica simplicial

Sean K y L complejos simpliciales finitos y φ,ψ : K ! L aplicaciones simpliciales.

Definición 4.41. La distancia cohomológica simplicial entre φ y ψ con coeficientes en R,
H

r
sD(φ,ψ;R), es el menor entero n ≥ 0 tal que existe un recubrimiento {K0, . . . ,Kn} de K

por n+ 1 subcomplejos cumpliendo que (φ|Kj
)∗ = (ψ|Kj

)∗ : Hm(L;R) ! Hm(Kj ;R) para todo
m ≥ 0 y para todo j = 0, . . . , n.

La distancia cohomológica simplicial cumple propiedades análogas a las demostradas para la
distancia cohomológica y la distancia simplicial. En particular, destacamos:

1. Es constante sobre aplicaciones simpliciales en la misma clase de contigüidad.

2. Denotamos por H
r
scat(K;R) = H

r
sD(cte, idK ;R) y H

r
sTC(K;R) = H

r
sD(π1, π2;R) la ca-

tegoría cohomológica simplicial y la complejidad cohomológica simplicial, respectivamente.

3. Se cumple que H
r
sD(φ,ψ;R) ≤ sD(φ,ψ).

4. No aumenta al precomponer o postcomponer por aplicaciones simpliciales.

5. Es un invariante del tipo de homotopía fuerte, en el sentido del Teorema 4.30.

6. Se cumple que H
r
sD(φ,ψ;R) ≤ H

r
scat(K;R) ≤ H

r
sTC(K;R) ≤ H

r
scat(K ×K;R).

7. Se cumple que H
r
sD(φ,ψ;R) ≤ H

r
sTC(L;R).

8. Mejora las cotas inferiores de la longitud cup:

sD(φ,ψ) ≤ scat(K) ≤ sTC(K)

≤ ≤ ≤

H
r
sD(φ,ψ;R) ≤ H

r
cat(K;R) ≤ H

r
TC(K;R)

≤ ≤ ≤

l.c.p.J (φ,ψ;R) ≤ l.c.p. (K;R) ≤ l.c.p. (ker⌣;R)

9. Se puede definir la distancia homológica simplicial, y coincide con la cohomológica cuando
el anillo de coeficientes es un cuerpo.



56 4. Métodos combinatorios

4.8. Subdivisión y aproximación simplicial

El procedimiento seguido en el Ejemplo 4.19 para obtener un nuevo complejo a partir de uno
dado mediante una descomposición de sus símplices se conoce como subdivisión.

Definición 4.42. Sea K un complejo simplicial finito. Decimos que un complejo simplicial finito
K ′ es una subdivisión de K si:

1. Todo símplice de K ′ está contenido en algún símplice de K.

2. Todo símplice de K es la unión de símplices de K ′.

Si K ′ es una subdivisión de K, entonces |K| = |K ′|. En particular, sus realizaciones geomé-
tricas son homeomorfas. Intuitivamente, una subdivisión de un complejo puede entenderse como
un refinamiento de su estructura simplicial, en el que segmentamos los símplices que lo forman
sin alterar el espacio topológico subyacente. Un tipo particular de subdivisión es la subdivisión
baricéntrica.

Definición 4.43. El baricentro de un símplice σ = [v0, . . . vn] es el punto

σ̂ =
n∑
i=0

1

n+ 1
vi.

Definición 4.44. Sea K = {σj} un complejo simplicial finito. La subdivisión baricéntrica de K,
sdK, es el complejo simplicial formado por todos los posibles símplices de la forma [σ̂0, . . . , σ̂n]

tales que σi es una cara propia de σi−1 para todo i = 1, . . . , n.

Observación 4.45. Dado un complejo simplicial K, denotamos por sdnK su n-ésima subdivisión
baricéntrica. Al igual que sucede con las subdivisiones en general, se cumple que |sdnK| = |K|
para todo n ≥ 1. Esto puede verse ilustrado para el caso sd2K = sd(sdK) en la Figura 4.8.

K sdK sd2K

Figura 4.8: Subdivisiones baricéntricas de un complejo simplicial

Teorema 4.46 ([32, Teorema 15.4]). Sea K un complejo simplicial finito. Para todo número real
ε > 0, existe un entero n ≥ 1 tal que todo símplice de sdnK tiene diámetro menor que ε.
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Si φ : K ! L es una aplicación simplicial, entonces induce una aplicación simplicial en las
subdivisiones baricéntricas

sdφ : sdK −! sdL

[σ̂0, . . . , σ̂n] 7−! [φ̂(σ0), . . . , φ̂(σn)],

de manera que sd(idK) = idsdK y sd(φ ◦ ψ) = sdφ ◦ sdψ. Además, si φ ∼ ψ, entonces se cumple
que sdφ ∼ sdψ [13, Proposición 3.3]. Esto nos permite establecer la siguiente relación entre la
subdivisión baricéntrica y la distancia simplicial.

Teorema 4.47. Sean φ,ψ : K ! L aplicaciones simpliciales. Entonces se cumple que

sD(sdφ, sdψ) ≤ sD(φ,ψ).

Demostración. Sea sD(φ,ψ) = n y {K0, . . . ,Kn} un recubrimiento de K por n+1 subcomplejos
tal que φ|Kj

∼ ψ|Kj
para todo j = 0, . . . , n. Entonces, sd(φ|Kj

) ∼ sd(ψ|Kj
) para todo j = 0, . . . , n.

Además, {sdK0, . . . , sdKn} es un recubrimiento de sdK por n+1 subcomplejos. Ahora bien, para
σ = [σ̂0, . . . , σ̂n] ∈ sdKj podemos expresar

sd(φ|Kj
)(σ) = [ ̂sd(φ|Kj

)(σ0), . . . , ̂sd(φ|Kj
)(σn)]

= [ ̂sdφ(σ0) . . . , ̂sdφ(σn)]

= sd(φ)|sdKj
(σ).

Así, se cumple que

sd(φ)|sdKj
= sd(φ|Kj

) ∼ sd(ψ|Kj
) = sd(ψ)|sdKj

para todo j = 0, . . . , n. Por tanto, podemos concluir que sD(sdφ, sdψ) ≤ n = sD(φ,ψ).

Corolario 4.48. Sea K un complejo simplicial finito. Entonces se cumple que:

1. scat(sdK) ≤ scat(K).

2. sTC(sdK) ≤ sTC(K).

Del mismo modo, podemos formular la siguiente desigualdad que involucra la subdivisión
baricéntrica y la distancia cohomológica simplicial.

Teorema 4.49. Sean φ,ψ : K ! L aplicaciones simpliciales. Entonces se cumple que

H
r
sD(sdφ, sdψ;R) ≤ H

r
sD(φ,ψ;R).
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Demostración. Sea H
r
sD(φ,ψ) = n y {K0, . . . ,Kn} un recubrimiento de K por n + 1 subcom-

plejos tal que (φ|Kj
)∗ = (ψ|Kj

)∗ para todo j = 0, . . . , n. Entonces, el siguiente diagrama es
conmutativo [32, Sección 17]:

H∗(sdL;R) H∗(L;R)

H∗(sdKj ;R) H∗(Kj ;R)

sd

∼=

((sdφ)|sdKj
)∗ ((sdψ)|sdKj

)∗ (ψ|Kj
)∗(φ|Kj

)∗

∼=
sd

para todo j = 0, . . . , n, donde las flechas horizontales son isomorfismos. Por tanto, ((sdφ)|sdKj
)∗ =

((sdψ)|sdKj
)∗ para todo j = 0, . . . , n. De nuevo, {sdK0, . . . , sdKn} es un recubrimiento de sdK

por n+1 subcomplejos. Por tanto, concluimos que H
r
sD(sdφ, sdψ;R) ≤ n = H

r
sD(φ,ψ;R).

Corolario 4.50. Sea K un complejo simplicial finito. Entonces se cumple que:

1. H
r
scat(sdK;R) ≤ H

r
scat(K;R).

2. H
r
sTC(sdK;R) ≤ H

r
sTC(K;R).

Ejemplo 4.51. Consideremos nuevamente el complejo simplicial finito K del Ejemplo 4.19,
formado por todas las aristas que unen cinco vértices. Siguiendo el mismo razonamiento expuesto
en dicho ejemplo, se cumple que H

r
scat(K;R) = 2. Dado que l.c.p. (K;R) = 1, este caso ilustra

que nuestra cota inferior puede ser estrictamente mayor que la de la longitud cup. Además, se
cumple que

H
r
scat(sdK;R) = scat(sdK) = 1 < H

r
scat(K;R) = scat(K) = 2,

lo que muestra que la desigualdad establecida en el Teorema 4.49 también puede ser estricta.

A parte del resultado del Teorema 4.46, la subdivisión baricéntrica es una herramienta ex-
tremadamente útil debido a su estrecha relación con las aproximaciones simpliciales.

Definición 4.52. Sea f : |K|! |L| una aplicación continua. Una aproximación simplicial de f
es una aplicación simplicial φ : K ! L tal que f(Stv) ⊆ Stφ(v) para todo vértice v ∈ K.

Una aproximación simplicial se trata de una aplicación simplicial que representa a una apli-
cación continua, reflejando su comportamiento local en torno a cada vértice. A pesar de que la
definición no asegura su existencia de manera general, en caso de que exista, dicha aproxima-
ción es única salvo contigüidad [32, Lema 14.1]. Para encontrar aproximaciones simpliciales es
necesario aplicar un número suficiente de subdivisiones al complejo de partida.
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Teorema 4.53 ([32, Teorema 16.1]). Sean K y L complejos simpliciales finitos y f : |K|! |L|
una aplicación continua. Entonces existe un entero n ≥ 1 tal que f admite una aproximación
simplicial φ : sdnK ! L.

En particular, la utilidad de estas aproximaciones se evidencia gracias al siguiente resultado:

Proposición 4.54 ([1, Proposición IV.2.1]). Si φ : K ! L es una aproximación simplicial de
una aplicación continua f : |K|! |L|, entonces f y |φ| son homótopas.

4.9. Realizaciones geométricas

En esta sección comparamos los invariantes simpliciales de los complejos simpliciales con los
invariantes homotópicos de sus realizaciones geométricas.

Teorema 4.55. Sean φ,ψ : K ! L dos aplicaciones simpliciales. Entonces se cumple que

D(|φ|, |ψ|) ≤ sD(φ,ψ).

Demostración. Sea sD(φ,ψ) = n y {K0, . . . ,Kn} un recubrimiento de K por n+1 subcomplejos
tal que φ|Kj

∼ ψ|Kj
para todo j = 0, . . . , n. Por el Teorema 4.15, las aplicaciones inducidas

en las realizaciones geométricas son homótopas |φ|||Kj | ≃ |ψ|||Kj |. Como {|K0|, . . . , |Kn|} es
un recubrimiento de |K| formado por n + 1 subconjuntos, concluimos que D(|φ|, |ψ|) ≤ n =

sD(φ,ψ).

Corolario 4.56. Sea K un complejo simplicial finito. Entonces se cumple que:

1. cat(|K|) ≤ scat(K).

2. TC(|K|) ≤ sTC(K).

Ejemplo 4.57. Las desigualdades del Teorema 4.55 y del Corolario 4.56 pueden ser estrictas.
Asimismo, a pesar del resultado dado por el Teorema 4.47 relacionando la distancia simplicial
con la subdivisión baricéntrica, la desigualdad D(|φ|, |ψ|) ≤ sD(sdnφ, sdnψ) también puede ser
estricta para todo n ≥ 1. En efecto, consideremos el complejo simplicial finito K de la Figura
4.9. Su realización geométrica es contráctil, por lo que cat(|K|) = 0.

En la Figura 4.9 puede verse un recubrimiento de K por dos subcomplejos categóricos, por lo
que scat(K) ≤ 1. Por otra parte, K no es fuertemente colapsable: no tiene vértices dominados.
Por tanto, scat(K) > 0. Además, un complejo es fuertemente colapsable si y solo si lo es su
subdivisión baricéntrica [2, Teorema 4.15]. Es decir, scat(K) = 0 si y solo si scat(sdK) = 0.
Iterando, obtenemos que cat(|K|) = 0 < 1 = scat(sdnK) para todo n ≥ 1.
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Figura 4.9: Un complejo contráctil, pero no fuertemente colapsable. A la derecha, un recubri-
miento por dos subcomplejos categóricos

Teorema 4.58. Sean φ,ψ : K ! L dos aplicaciones simpliciales. Entonces se cumple que

H
r
D(|φ|, |ψ|;R) ≤ H

r
sD(φ,ψ;R).

Demostración. Sea H
r
sD(φ,ψ;R) = n y {K0, . . . ,Kn} un recubrimiento de K por n + 1 sub-

complejos tal que (φ|Kj
)∗ = (ψ|Kj

)∗ para todo j = 0, . . . , n. Debido al isomorfismo natural entre
la cohomología simplicial de un complejo y la cohomología singular de su realización geométrica
(Teorema 4.40), tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

H∗(L;R) H∗(|L|;R)

H∗(Kj ;R) H∗(|Kj |;R)

∼=

(φKj
)∗ (ψKj

)∗ (|φ|||Kj |)
∗ (|ψ|||Kj |)

∗

∼=

donde las flechas horizontales son isomorfismos. Luego (|φ|||Kj |)
∗ = (|ψ|||Kj |)

∗ para todo j =

0, . . . , n.

Como K es finito, existe el mínimo de la distancia entre sus vértices

ε = mı́n d(vi, vj) > 0, vi, vj ∈ K(0), vi ̸= vj .

Si |K| ⊆ Rm, consideremos la función

d(−, |Kj |) : Rm −! [0,∞]

x 7−! mı́n
y∈|Kj |

d(x, y),

y definamos los siguientes abiertos de Rm:

Vj :=
{
x ∈ Rm tales que d(x, |Kj |) <

ε

2

}
= d (−, |Kj |)−1

([
0,
ε

2

))
.

Si denotamos por Uj = Vj ∩ |K|, entonces {U0, . . . , Un} es un recubrimiento de |K| por n+1

abiertos. Se cumple que |Kj | ⊆ Uj para todo j = 0, . . . , n y, además, Uj no contiene ningún vértice
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de K que no esté en Kj . Por esta razón, i : |Kj | ↪! Uj es una equivalencia de homotopía y, en
particular, induce un isomorfismo en cohomología, haciendo conmutativo el siguiente diagrama:

H∗(Uj ;R) H∗(|L|;R)

H∗(|Kj |;R)

i∗
(|φ|||Kj |)

∗ (|ψ|||Kj |)
∗

(|ψ||Uj
)∗

(|φ||Uj
)∗

En consecuencia, (|φ||Uj
)∗ = (|ψ||Uj

)∗ para todo j = 0, . . . , n por lo que H
r
D(|φ|, |ψ|;R) ≤

n = H
r
sD(φ,ψ;R).

Corolario 4.59. Sea K un complejo simplicial finito. Entonces se cumple que:

1. H
r
cat(|K|;R) ≤ H

r
scat(K;R).

2. H
r
TC(|K|;R) ≤ H

r
sTC(K;R).

Teorema 4.60. Sea K un complejo simplicial finito e Y un espacio arbitrario. Sean f, g : |K|!
Y dos aplicaciones continuas. Si D(f, g) = n, entonces existe una subdivisión K ′ de K y un
recubrimiento {K ′

0, . . . ,K
′
n} de K ′ por n + 1 subcomplejos cumpliendo que f||K′

j | ≃ g||K′
j | para

todo j = 0, . . . , n.

Demostración. Sea D(f, g) = n y U = {U0, . . . , Un} un recubrimiento de |K| por n+ 1 abiertos
tal que f|Uj

≃ g|Uj
para todo j = 0, . . . , n. Como K es finito, por el Teorema 4.6, su realización

geométrica |K| es compacta. Por tanto, U admite un número de Lebesgue δ [24, Lema 7.18]: todo
subconjunto de |K| de diámetro menor que δ está contenido en algún abierto del recubrimiento.

Aplicando el Teorema 4.46, existe un entero m ≥ 1 tal que todo símplice de la m-ésima
subdivisión baricéntrica de K, K ′ = sdmK, tiene diámetro menor que δ. En consecuencia, todo
símplice de K ′ está contenido en algún abierto de U . Así, están bien definidos los siguientes
subcomplejos de K ′:

K ′
j :=

⋃
σ∈K′

|σ|⊆Uj

σ, j = 0, . . . , n,

de manera que {K ′
0, . . . ,K

′
n} es un recubrimiento de K ′ por n + 1 subcomplejos. Además, |K ′

j |
está contenido en Uj para todo j = 0, . . . , n. Considerando la inclusión i : |K ′

j | ↪! Uj , se tiene
que

f||K′
j | = i ◦ f|Uj

≃ i ◦ g|Uj
= g||K′

j |.

Corolario 4.61. 1. Sea K un complejo simplicial finito tal que cat(|K|) = n. Entonces existe
una subdivisión K ′ de K que admite un recubrimiento {K ′

0, . . . ,K
′
n} por n+1 subcomplejos

cuyas realizaciones geométricas son categóricas.
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2. Sea K un complejo simplicial finito tal que TC(|K|) = n. Entonces existe una subdivisión
K ′ de K × K que admite un recubrimiento {K ′

0, . . . ,K
′
n} por n + 1 subcomplejos cuyas

realizaciones geométricas son subconjuntos de Farber.

Teorema 4.62. Sean K y L complejos simpliciales finitos y f, g : |K| ! |L| aplicaciones con-
tinuas tales que H

r
D(f, g;R) = n. Entonces existe una subdivisión K ′′ de K, un recubrimiento

{K ′′
0 , . . . ,K

′′
n} de K ′′ por n+1 subcomplejos y dos aplicaciones simpliciales φ,ψ : K ′′ ! L cum-

pliendo que f ≃ |φ|, g ≃ |ψ| y (φ|K′′
j
)∗ = (ψ|K′′

j
)∗ para todo j = 0, . . . , n.

Demostración. Sea H
r
D(f, g;R) = n y U = {U0, . . . , Un} un recubrimiento de |K| por n + 1

abiertos cumpliendo que (f|Uj
)∗ = (g|Uj

)∗ para todo j = 0, . . . , n. Siguiendo los mismos razo-
namientos de la demostración del Teorema 4.60, obtenemos un recubrimiento {K ′

0, . . . ,K
′
n} de

K ′ = sdmK por n+ 1 subcomplejos cumpliendo que |K ′
j | ⊆ Uj para todo j = 0, . . . , n. En este

caso, se tiene que

(f||K′
j |)

∗ = (i ◦ f|Uj
)∗ = (f|Uj

)∗ ◦ i∗ = (g|Uj
)∗ ◦ i∗ = (i ◦ g|Uj

)∗ = (g||K′
j |)

∗.

Por el Teorema 4.53, existe una subdivisión K ′′ = sdpK ′ tal que f y g admiten una aproxima-
ción simplicial φ,ψ : K ′′ ! L. Sea K ′′

j = sdpK ′
j y consideremos el recubrimiento {K ′′

0 , . . . ,K
′′
n} de

K ′′ por n+ 1 subcomplejos. Por la Proposición 4.54, f ≃ |φ| y g ≃ |ψ|. Como |K ′′
j | = |sdpK ′

j | =
|K ′

j |, en particular se cumple que

(|φ|||K′′
j |)

∗ = (|φ|||K′
j |)

∗ = (f||K′
j |)

∗ = (g||K′
j |)

∗ = (|ψ|||K′
j |)

∗ = (|ψ|||K′′
j |)

∗

para todo j = 0, . . . , n. Además, debido a la naturalidad del isomorfismo entre la cohomología
simplicial y la cohomología singular del Teorema 4.40, el siguiente diagrama es conmutativo:

H∗(L;R) H∗(|L|;R)

H∗(K ′′
j ;R) H∗(|K ′′

j |;R)

∼=

(φK′′
j
)∗ (ψK′′

j
)∗ (|φ|||K′′

j
|)

∗ (|ψ|||K′′
j
|)

∗

∼=

En consecuencia, (φ|K′′
j
)∗ = (ψ|K′′

j
)∗ para todo j = 0, . . . , n.

Corolario 4.63. 1. Sea K un complejo simplicial finito tal que H
r
cat(|K|;R) = n. Entonces

existe una subdivisión K ′ de K tal que H
r
scat(K ′;R) = n.

2. Sea K un complejo simplicial finito tal que H
r
TC(|K|;R) = n. Entonces existe una subdi-

visión K ′ de K tal que H
r
sTC(K ′;R) = n.

A lo largo de este trabajo, hemos establecido el siguiente diagrama, en el cual las flechas
representan desigualdades entre los distintos invariantes considerados. Las flechas rojas indican



4.10. Cálculos computacionales 63

que dichas desigualdades pueden ser estrictas para cualquier subdivisión baricéntrica (ver Ejem-
plo 4.57), mientras que las flechas azules señalan que siempre existe una subdivisión para la cual
se alcanza la igualdad (ver Teorema 4.62).

sD(sdnφ, sdnψ) scat(sdnK) sTC(sdnK)

dim(K) dim(K) dim(K ×K)

sD(φ,ψ) scat(K) sTC(K)

D(|φ|, |ψ|) cat(|K|) TC(|K|)

H
r
sD(φ,ψ;R) H

r
scat(K;R) H

r
TC(K;R)

H
r
D(|φ|, |ψ|;R) H

r
cat(|K|;R) H

r
TC(|K|;R)

H
r
sD(sdnφ, sdnψ;R) H

r
scat(sdnK;R) H

r
TC(sdnK;R)

l.c.p.J (φ,ψ;R) l.c.p. (K;R) l.c.p. (ker⌣;R)

4.10. Cálculos computacionales

En esta sección, utilizando un programa de cálculo simbólico implementado en SageMath,
calculamos algunas distancias cohomológicas simpliciales para ciertas triangulaciones de espacios
topológicos conocidos. Estos cálculos permiten ilustrar la eficacia del método desarrollado a lo
largo del capítulo. Además, recuperamos algún ejemplo expuesto en [33]. Las triangulaciones de
los espacios pueden consultarse en [3].

Ejemplo 4.64. Sea P el cociente del complejo simplicial de la Figura 4.10, que se corresponde
con una triangulación minimal del plano proyectivo real RP2. Se cumple que H

r
scat(P ;Q) =

H
r
scat(P ;R) = 0. Sin embargo, el recubrimiento formado por los subcomplejos

K0 = [a, b, d] ∪ [b, c, d] ∪ [b, c, f ] ∪ [c, d, e],

K1 = [a, c, e] ∪ [a, c, f ] ∪ [a, d, f ] ∪ [b, c, f ],

K2 = [a, b, e] ∪ [b, c, f ] ∪ [b, e, f ] ∪ [d, e, f ],
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cumple que la inclusión i : Kj ↪! K induce la misma aplicación en cohomología con coeficientes
en Z2 que una aplicación simplicial constante para j = 0, 1, 2. Por lo tanto, se da la igualdad

H
r
scat(P ;Z2) = dim(P ) = cat(RP2) = 2.

a

bc

a

cb

d
e

f

Figura 4.10: Triangulación del plano proyectivo real y recubrimiento asociado a H
r
scat(P ;Z2) = 2

Ejemplo 4.65. Sea T el cociente del complejo simplicial de la Figura 4.11, que se corresponde
con una triangulación minimal del toro S1 × S1. El recubrimiento formado por los subcomplejos

K0 = [a, b, d] ∪ [b, c, g] ∪ [b, d, e] ∪ [b, e, g] ∪ [e, f, g],

K1 = [a, b, f ] ∪ [a, c, e] ∪ [a, c, g] ∪ [a, e, f ] ∪ [c, e, d],

K2 = [a, d, g] ∪ [b, c, f ] ∪ [c, d, f ] ∪ [d, f, g] ∪ [e, f, g],

cumple que la inclusión i : Kj ↪! K induce la misma aplicación en cohomología con coeficientes
en Z2 que una aplicación simplicial constante para j = 0, 1, 2. En este caso, se tiene que

H
r
scat(T ;Z2) = dim(T ) = cat(S1 × S1) = 2.

a b c

d

a

a c

d

b

ee

a

f

g

Figura 4.11: Triangulación del toro y recubrimiento asociado a H
r
scat(T ;Z2) = 2

Además, como S1×S1 es un grupo topológico, siguiendo la Observación 3.35, podemos cons-
truir un recubrimiento explícito de T × T formado por 3 subcomplejos en los cuales las proyec-
ciones inducen la misma aplicación en cohomología con coeficientes en Z2, de manera que

H
r
sTC(T ;Z2) = TC(S1 × S1) = 2.
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Esto facilita implementar soluciones y algoritmos relacionados con la planificación de movimien-
tos de un brazo robótico de dos articulaciones con rotación plana.

Ejemplo 4.66. Sea K el cociente del complejo simplicial de la Figura 4.12, que se corresponde
con una triangulación minimal de la botella de Klein. El recubrimiento formado por los subcom-
plejos

K0 = [a, c, f ] ∪ [b, c, f ] ∪ [b, d, f ] ∪ [d, e, g] ∪ [d, f, g] ∪ [e, d, h],

K1 = [a, b, d] ∪ [b, c, g] ∪ [c, g, h] ∪ [e, f, h] ∪ [f, g, h],

K2 = [a, b, d] ∪ [a, b, e] ∪ [a, c, d] ∪ [a, c, f ] ∪ [a, e, f ] ∪ [b, e, g] ∪ [c, d, h],

cumple que la inclusión i : Kj ↪! K induce la misma aplicación en cohomología con coeficientes
en Z2 que una aplicación simplicial constante para j = 0, 1, 2. Se cumple que

H
r
scat(K;Z2) = dim(K) = cat(K) = 2.

a b c

d

a

a c

d

b

e

e

a

f

g h

Figura 4.12: Triangulación de la botella de Klein y recubrimiento asociado a H
r
scat(K;Z2) = 2

Ejemplo 4.67. Sea K = [0, 1] ∪ [0, 2] ∪ [1, 2] una triangulación de la circunferencia S1, y consi-
deremos el producto K ×K. El recubrimiento de K ×K formado por los subcomplejos

K0 = [(1, 1), (2, 2), (2, 1)] ∪ [(0, 2), (1, 2), (0, 0)] ∪ [(1, 1), (1, 0), (0, 0)]

∪ [(2, 2), (2, 0), (0, 0)] ∪ [(0, 1), (0, 2), (1, 2)] ∪ [(1, 0), (1, 2), (0, 0)]

∪ [(1, 1), (2, 1), (1, 0)] ∪ [(0, 1), (2, 2), (2, 1)] ∪ [(0, 1), (2, 2), (0, 2)],

K2 = [(0, 1), (1, 1), (1, 2)] ∪ [(2, 2), (1, 0), (2, 0)] ∪ [(1, 1), (2, 2), (1, 2)]

∪ [(2, 2), (0, 2), (0, 0)] ∪ [(0, 1), (2, 1), (0, 0)] ∪ [(2, 2), (1, 0), (1, 2)]

∪ [(2, 1), (1, 0), (2, 0)] ∪ [(2, 1), (2, 0), (0, 0)] ∪ [(0, 1), (1, 1), (0, 0)],

cumple que las proyecciones π1, π2 : Kj ! K inducen la misma aplicación en cohomología con
coeficientes en Z2 para j = 0, 1. En este caso se tiene que

H
r
sTC(K;Z2) = TC(S1) = 1.

Esto facilita implementar soluciones y algoritmos relacionados con la planificación de movimien-
tos de un brazo robótico con una articulación de rotación plana.
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Ejemplo 4.68. SeaK la triangulación minimal del espacio proyectivo real RP3. El recubrimiento
formado por los subcomplejos

K0 = [3, 5, 9, 10] ∪ [3, 6, 7, 8] ∪ [1, 3, 5, 11] ∪ [2, 3, 7, 8] ∪ [3, 4, 5, 11]

∪ [1, 2, 3, 7] ∪ [1, 3, 5, 10] ∪ [3, 4, 5, 9] ∪ [3, 6, 9, 10] ∪ [2, 3, 4, 8],

K1 = [1, 4, 8, 10] ∪ [3, 6, 8, 9] ∪ [1, 5, 6, 11] ∪ [3, 4, 8, 9] ∪ [5, 6, 7, 8]

∪ [1, 5, 6, 8] ∪ [2, 5, 7, 8] ∪ [1, 5, 8, 10] ∪ [2, 5, 8, 10] ∪ [2, 4, 8, 10],

K2 = [2, 5, 7, 9] ∪ [1, 6, 8, 9] ∪ [2, 4, 6, 11] ∪ [2, 3, 4, 11] ∪ [1, 2, 3, 11]

∪ [1, 2, 6, 11] ∪ [2, 6, 9, 10] ∪ [1, 2, 6, 9] ∪ [2, 4, 6, 10] ∪ [2, 5, 9, 10],

K3 = [4, 5, 7, 9] ∪ [1, 3, 7, 10] ∪ [3, 6, 7, 10] ∪ [4, 5, 6, 11] ∪ [1, 4, 7, 10]

∪ [4, 6, 7, 10] ∪ [1, 4, 8, 9] ∪ [1, 2, 7, 9] ∪ [1, 4, 7, 9] ∪ [4, 5, 6, 7].

cumple que la inclusión i : Kj ↪! K induce la misma aplicación en cohomología con coeficientes
en Z2 que una aplicación simplicial constante para j = 0, 1, 2, 3. Así, obtenemos

H
r
scat(K;Z2) = dim(RP3) = cat(RP3) = 3.

Asimismo, como RP3 también es un grupo topológico, podemos construir un recubrimiento
explícito de K ×K formado por 4 subcomplejos en los cuales las proyecciones inducen la misma
aplicación en cohomología con coeficientes en Z2, de manera que

H
r
sTC(K;Z2) = TC(RP3) = 3.

Además, como RP3 es homeomorfo a SO(3,R) [7, Proposición 5.67], obtenemos un recubrimiento
explícito para implementar soluciones y algoritmos relacionados con el espacio de rotaciones y el
gimbal-lock.

Ejemplo 4.69. Sea K la triangulación minimal del plano proyectivo complejo CP2. El recubri-
miento formado por los subcomplejos

K0 = [1, 2, 5, 6, 8] ∪ [2, 4, 6, 7, 9] ∪ [1, 3, 4, 5, 7] ∪ [1, 3, 4, 7, 8] ∪ [1, 3, 5, 7, 9] ∪ [1, 2, 4, 5, 6]

∪ [1, 2, 6, 7, 8] ∪ [1, 2, 3, 7, 8] ∪ [1, 2, 5, 8, 9] ∪ [1, 4, 5, 7, 9] ∪ [1, 3, 4, 5, 6] ∪ [1, 2, 4, 7, 9],

K1 = [2, 4, 5, 8, 9] ∪ [1, 2, 4, 6, 7] ∪ [4, 5, 7, 8, 9] ∪ [1, 5, 6, 8, 9] ∪ [1, 3, 5, 6, 9] ∪ [1, 4, 6, 7, 8]

∪ [1, 3, 4, 6, 8] ∪ [3, 5, 6, 7, 9] ∪ [3, 4, 6, 8, 9] ∪ [4, 6, 7, 8, 9] ∪ [5, 6, 7, 8, 9] ∪ [1, 3, 6, 8, 9],

K2 = [2, 3, 4, 6, 9] ∪ [1, 2, 3, 7, 9] ∪ [2, 3, 6, 7, 9] ∪ [1, 2, 4, 5, 9] ∪ [2, 3, 4, 8, 9] ∪ [3, 4, 5, 7, 8]

∪ [2, 5, 6, 7, 8] ∪ [1, 2, 3, 8, 9] ∪ [2, 3, 5, 7, 8] ∪ [2, 3, 4, 5, 6] ∪ [2, 3, 5, 6, 7] ∪ [2, 3, 4, 5, 8],

cumple que la inclusión i : Kj ↪! K induce la misma aplicación en cohomología con coeficientes
en Z2 que una aplicación simplicial constante para j = 0, 1, 2. Por lo tanto, se tiene que

H
r
scat(K;Z2) = cat(CP2) = 2.
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Ejemplo 4.70. Sea K la triangulación minimal de la esfera homológica de Poincaré S. El
recubrimiento {K0,K1} de K que aparece en la Tabla 4.1 cumple que la inclusión i : Kj ↪! K

induce la misma aplicación en cohomología con coeficientes en Z2 que una aplicación simplicial
constante para j = 0, 1. Sin embargo, la categoría LS de la esfera homológica de Poincaré es 3
[34, Teorema 1.1]. En este caso

H
r
scat(K;Z2) = 1 < cat(S) = dim(S) = 3.

Ejemplo 4.71. Sean K ′ = [0, 1] ∪ [0, 2] ∪ [1, 2] y K ′′ = [0, 1, 2] ∪ [0, 1, 3] ∪ [0, 2, 3] ∪ [1, 2, 3]

unas triangulaciones de la circunferencia S1 y de la esfera S2, respectivamente. El recubrimiento
{K0,K1,K2} del producto K = K ′ ×K ′′ que aparece en la Tabla 4.2 cumple que la inclusión
i : Kj ↪! K induce la misma aplicación en cohomología con coeficientes en Z2 que una aplicación
simplicial constante para j = 0, 1, 2. Así, obtenemos

H
r
scat(K;Z2) = cat(S1 × S2) = 2.

Esto facilita implementar soluciones y algoritmos relacionados con la planificación de movimien-
tos de un brazo robótico de dos articulaciones, una de rotación plana y otro de rotación espacial.

Ejemplo 4.72. Sea K = [0, 1, 2] ∪ [0, 1, 3] ∪ [0, 2, 3] ∪ [1, 2, 3] una triangulación de la esfera
S2, y consideremos el producto K ×K. El recubrimiento {K0,K1,K2} de K ×K que aparece
en la Tabla 4.3 cumple que las proyecciones π1, π2 : Kj ! K inducen la misma aplicación en
cohomología con coeficientes en Z2 para j = 0, 1, 2. En este caso, se tiene que

H
r
sTC(K;Z2) = TC(S2) = 2.

Esto facilita implementar soluciones y algoritmos relacionados con la planificación de movimien-
tos de un brazo robótico con una articulación de rotación espacial.
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Tabla 4.1: Caras maximales de los subcomplejos que forman un recubrimiento de una triangula-
ción de la esfera homológica de Poincaré

K0 K1

[5, 8, 9, 12], [6, 7, 12, 13], [1, 2, 9, 14]
[7, 9, 14, 15], [1, 8, 10, 13], [1, 5, 8, 13]

[2, 8, 12, 15], [1, 2, 6, 14], [13, 14, 15, 16]
[10, 11, 13, 16], [3, 5, 10, 15], [1, 9, 11, 14]
[1, 5, 8, 11], [7, 8, 14, 15], [4, 8, 10, 13]
[5, 8, 9, 13], [2, 7, 9, 14], [1, 5, 11, 14]

[2, 3, 7, 13], [4, 6, 10, 11], [11, 13, 14, 16]
[4, 10, 11, 13], [2, 7, 10, 14], [6, 12, 13, 15]
[2, 6, 10, 14], [2, 5, 10, 12], [4, 6, 10, 14]
[2, 7, 9, 13], [1, 9, 11, 12], [2, 6, 12, 15]
[4, 8, 9, 12], [6, 10, 11, 12], [9, 14, 15, 16]
[1, 5, 6, 13], [1, 10, 13, 15], [3, 7, 12, 13]
[5, 6, 7, 13], [2, 6, 10, 12], [2, 3, 5, 10]
[2, 5, 8, 12], [5, 7, 9, 13], [1, 4, 9, 12]

[2, 8, 11, 15], [5, 9, 10, 12], [4, 8, 12, 14]

[1, 3, 4, 12], [10, 13, 15, 16], [2, 3, 7, 10]
[4, 7, 11, 15], [12, 13, 14, 15], [7, 8, 10, 14]
[5, 9, 10, 15], [1, 3, 10, 15], [1, 2, 4, 15]
[2, 4, 11, 15], [3, 5, 11, 14], [1, 5, 6, 14]
[1, 3, 7, 12], [1, 7, 8, 10], [5, 7, 9, 15]
[4, 5, 7, 15], [1, 3, 7, 10], [1, 3, 4, 15]
[1, 2, 6, 15], [2, 3, 5, 11], [3, 4, 5, 14]

[8, 12, 14, 15], [2, 4, 9, 13], [1, 6, 13, 15]
[4, 5, 6, 7], [2, 4, 11, 13], [9, 11, 14, 16]
[4, 6, 7, 11], [3, 12, 13, 14], [1, 2, 4, 9]

[2, 5, 8, 11], [9, 10, 11, 12], [4, 8, 10, 14]
[3, 4, 12, 14], [4, 5, 6, 14], [9, 10, 11, 16]
[1, 7, 8, 11], [7, 8, 11, 15], [3, 4, 5, 15]
[3, 11, 13, 14], [4, 8, 9, 13], [6, 7, 11, 12]
[1, 7, 11, 12], [2, 3, 11, 13], [9, 10, 15, 16]

Tabla 4.2: Caras maximales de los subcomplejos que forman un recubrimiento de una triangula-
ción del producto S1 × S2

K0 K1 K2

[(2, 2), (1, 2), (1, 1), (2, 3)] [(1, 3), (0, 3), (0, 0), (0, 1)] [(0, 2), (0, 3), (2, 3), (0, 1)]

[(2, 2), (1, 0), (2, 0), (2, 3)] [(1, 0), (1, 3), (1, 1), (0, 0)] [(1, 3), (0, 2), (0, 3), (0, 1)]

[(2, 2), (0, 2), (0, 0), (2, 3)] [(2, 2), (1, 1), (2, 3), (2, 1)] [(0, 0), (2, 3), (2, 1), (0, 1)]

[(2, 2), (1, 0), (1, 2), (2, 3)] [(1, 0), (2, 0), (2, 3), (2, 1)] [(2, 2), (0, 2), (2, 3), (0, 1)]

[(2, 2), (2, 0), (0, 0), (2, 1)] [(1, 2), (1, 3), (1, 1), (0, 1)] [(1, 0), (1, 2), (1, 1), (0, 0)]

[(2, 2), (1, 0), (2, 0), (2, 1)] [(1, 3), (0, 2), (0, 3), (0, 0)] [(2, 2), (2, 3), (2, 1), (0, 1)]

[(0, 2), (0, 3), (0, 0), (2, 3)] [(1, 0), (1, 3), (1, 1), (2, 3)] [(2, 2), (0, 0), (2, 1), (0, 1)]

[(2, 2), (2, 0), (0, 0), (2, 3)] [(1, 0), (1, 1), (2, 3), (2, 1)] [(1, 2), (1, 1), (0, 0), (0, 1)]

[(2, 0), (0, 0), (2, 3), (2, 1)] [(1, 3), (1, 1), (0, 0), (0, 1)] [(1, 2), (1, 3), (0, 2), (0, 0)]

[(2, 2), (0, 2), (0, 0), (0, 1)] [(1, 0), (1, 2), (1, 3), (2, 3)] [(1, 2), (0, 2), (0, 0), (0, 1)]

[(2, 2), (1, 0), (1, 2), (1, 1)] [(1, 2), (1, 3), (0, 2), (0, 1)] [(1, 0), (1, 2), (1, 3), (0, 0)]

[(1, 2), (1, 3), (1, 1), (2, 3)] [(2, 2), (1, 0), (1, 1), (2, 1)] [(0, 3), (0, 0), (2, 3), (0, 1)]
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Tabla 4.3: Caras maximales de los subcomplejos que forman un recubrimiento de una triangula-
ción del producto S2 × S2

K0 K1 K2

[(2, 3), (0, 1), (0, 3), (1, 3), (0, 0)]

[(0, 1), (3, 3), (3, 1), (0, 0), (1, 1)]

[(2, 3), (0, 2), (3, 3), (0, 3), (0, 0)]

[(2, 3), (0, 2), (0, 1), (0, 3), (1, 3)]

[(2, 3), (0, 1), (1, 3), (0, 0), (1, 1)]

[(2, 3), (2, 1), (0, 0), (1, 1), (1, 0)]

[(2, 3), (1, 2), (0, 2), (1, 3), (0, 0)]

[(0, 1), (3, 3), (3, 1), (3, 2), (1, 1)]

[(2, 3), (0, 2), (0, 3), (1, 3), (0, 0)]

[(0, 1), (3, 3), (3, 1), (2, 1), (0, 0)]

[(0, 2), (3, 3), (2, 2), (3, 2), (0, 0)]

[(2, 3), (0, 2), (0, 1), (3, 3), (2, 2)]

[(0, 2), (3, 3), (0, 3), (1, 3), (0, 0)]

[(2, 3), (1, 2), (0, 1), (2, 2), (1, 1)]

[(2, 3), (0, 1), (3, 3), (0, 3), (0, 0)]

[(2, 3), (1, 2), (0, 2), (0, 1), (1, 3)]

[(0, 1), (3, 3), (1, 3), (0, 0), (1, 1)]

[(1, 2), (0, 2), (0, 1), (3, 3), (3, 2)]

[(2, 3), (1, 2), (0, 2), (0, 1), (2, 2)]

[(2, 3), (0, 2), (0, 1), (3, 3), (0, 3)]

[(2, 3), (0, 2), (3, 3), (2, 2), (0, 0)]

[(2, 3), (1, 2), (0, 1), (1, 3), (1, 1)]

[(0, 2), (0, 1), (3, 3), (2, 2), (3, 2)]

[(0, 1), (3, 3), (2, 2), (3, 2), (2, 1)]

[(3, 3), (1, 3), (0, 0), (1, 1), (1, 0)]

[(2, 3), (0, 1), (2, 1), (0, 0), (1, 1)]

[(0, 1), (3, 3), (3, 1), (3, 2), (2, 1)]

[(1, 2), (0, 1), (3, 3), (1, 3), (1, 1)]

[(2, 3), (1, 2), (0, 2), (2, 2), (0, 0)]

[(3, 3), (3, 1), (0, 0), (1, 1), (1, 0)]

[(2, 3), (0, 1), (2, 2), (2, 1), (1, 1)]

[(0, 1), (3, 3), (0, 3), (1, 3), (0, 0)]

[(3, 3), (2, 2), (2, 0), (3, 2), (0, 0)]

[(2, 2), (2, 1), (0, 0), (1, 1), (1, 0)]

[(2, 2), (2, 0), (2, 1), (0, 0), (1, 0)]

[(2, 3), (3, 3), (1, 3), (1, 1), (1, 0)]

[(2, 3), (3, 3), (2, 2), (2, 0), (0, 0)]

[(2, 3), (2, 0), (2, 1), (0, 0), (1, 0)]

[(2, 3), (1, 2), (3, 3), (2, 2), (1, 0)]

[(2, 3), (3, 3), (2, 1), (1, 1), (1, 0)]

[(3, 3), (2, 0), (3, 1), (2, 1), (0, 0)]

[(1, 2), (0, 1), (2, 2), (0, 0), (1, 1)]

[(2, 3), (0, 1), (3, 3), (2, 1), (0, 0)]

[(2, 3), (1, 2), (2, 2), (0, 0), (1, 0)]

[(1, 2), (0, 2), (0, 1), (2, 2), (0, 0)]

[(2, 3), (1, 2), (1, 3), (0, 0), (1, 0)]

[(1, 2), (2, 2), (0, 0), (1, 1), (1, 0)]

[(0, 2), (0, 1), (2, 2), (3, 2), (0, 0)]

[(3, 3), (3, 0), (2, 0), (3, 1), (1, 0)]

[(3, 3), (3, 1), (3, 2), (2, 1), (1, 1)]

[(3, 3), (3, 0), (2, 0), (3, 2), (1, 0)]

[(3, 3), (2, 2), (2, 0), (3, 2), (1, 0)]

[(2, 3), (3, 3), (2, 0), (2, 1), (1, 0)]

[(2, 3), (1, 3), (0, 0), (1, 1), (1, 0)]

[(3, 3), (3, 0), (2, 0), (3, 1), (0, 0)]

[(2, 3), (1, 2), (3, 3), (1, 3), (1, 0)]

[(1, 2), (3, 3), (2, 2), (3, 2), (1, 0)]

[(2, 3), (2, 2), (2, 0), (0, 0), (1, 0)]

[(2, 3), (3, 3), (2, 0), (2, 1), (0, 0)]

[(2, 3), (3, 3), (2, 2), (2, 0), (1, 0)]

[(0, 1), (2, 2), (2, 1), (0, 0), (1, 1)]

[(3, 3), (3, 1), (2, 1), (1, 1), (1, 0)]

[(3, 3), (2, 0), (3, 1), (2, 1), (1, 0)]

[(3, 3), (3, 0), (2, 0), (3, 2), (0, 0)]

[(3, 3), (2, 2), (2, 0), (3, 2), (0, 0)]

[(2, 2), (2, 1), (0, 0), (1, 1), (1, 0)]

[(2, 2), (2, 0), (2, 1), (0, 0), (1, 0)]

[(2, 3), (3, 3), (1, 3), (1, 1), (1, 0)]

[(2, 3), (3, 3), (2, 2), (2, 0), (0, 0)]

[(2, 3), (2, 0), (2, 1), (0, 0), (1, 0)]

[(2, 3), (1, 2), (3, 3), (2, 2), (1, 0)]

[(2, 3), (3, 3), (2, 1), (1, 1), (1, 0)]

[(3, 3), (2, 0), (3, 1), (2, 1), (0, 0)]

[(1, 2), (0, 1), (2, 2), (0, 0), (1, 1)]

[(2, 3), (0, 1), (3, 3), (2, 1), (0, 0)]

[(2, 3), (1, 2), (2, 2), (0, 0), (1, 0)]

[(1, 2), (0, 2), (0, 1), (2, 2), (0, 0)]

[(2, 3), (1, 2), (1, 3), (0, 0), (1, 0)]

[(1, 2), (2, 2), (0, 0), (1, 1), (1, 0)]

[(0, 2), (0, 1), (2, 2), (3, 2), (0, 0)]

[(3, 3), (3, 0), (2, 0), (3, 1), (1, 0)]

[(3, 3), (3, 1), (3, 2), (2, 1), (1, 1)]

[(3, 3), (3, 0), (2, 0), (3, 2), (1, 0)]

[(3, 3), (2, 2), (2, 0), (3, 2), (1, 0)]

[(2, 3), (3, 3), (2, 0), (2, 1), (1, 0)]

[(2, 3), (1, 3), (0, 0), (1, 1), (1, 0)]

[(3, 3), (3, 0), (2, 0), (3, 1), (0, 0)]

[(2, 3), (1, 2), (3, 3), (1, 3), (1, 0)]

[(1, 2), (3, 3), (2, 2), (3, 2), (1, 0)]

[(2, 3), (2, 2), (2, 0), (0, 0), (1, 0)]

[(2, 3), (3, 3), (2, 0), (2, 1), (0, 0)]

[(2, 3), (3, 3), (2, 2), (2, 0), (1, 0)]

[(0, 1), (2, 2), (2, 1), (0, 0), (1, 1)]

[(3, 3), (3, 1), (2, 1), (1, 1), (1, 0)]

[(3, 3), (2, 0), (3, 1), (2, 1), (1, 0)]

[(3, 3), (3, 0), (2, 0), (3, 2), (0, 0)]
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