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Resumen de la tesis de doctoramiento:
Varias Perspectivas sobre las Bases de Grobner: Forma Normal de
Smith, Algoritmo de Berlekamp y Algebras de Leibniz

En 1965 Buchberger introdujo el concepto de Base de Grobner para un ideal del
anillo de polinomios conmutativos y proporcioné un algoritmo de calculo para calcular
dichas bases. Desde entonces, la teoria de Bases de Grobner ha experimentado un notable
desarrollo, tanto en el terreno de sus aplicaciones que son abundantes y variadas, como en
la extension del concepto inicial de Base de Grobner a otras estructuras matematicas mas
complejas que el anillo de polinomios conmutativos.

En este trabajo se incide en estas dos vertientes de las Bases de Grébner. A lo largo
de los cuatros capitulos de los que consta se trata, en el primero el problema del calculo de
la Forma Normal de Smith utilizando la teoria de Bases de Grébner. La idea clave que va a
permitir hacer este calculo via Bases de Groébner es el hecho de que estas bases
proporcionan una matriz equivalente en filas con la matriz inicial. En el segundo capitulo se
aborda el problema de la factorizacion de polinomios en una sola variable con coeficientes
sobre un cuerpo finito a través del algoritmo de Berlekamp utilizando las Bases de Grobner
como herramienta de calculo; ademas se programa el algoritmo obtenido de Berlekamp con
bases de Grobner en lenguaje Maple. En el tercer capitulo se aborda el problema de
extender el concepto de Base de Grébner al dlgebra envolvente universal de un algebra de
Leibniz. El camino seguido para introducir este concepto en el algebra envolvente fue a
través del teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt (que en este trabajo se prueba utilizando
técnicas de Bases de Grobner) y del concepto de FG-base de Grobner, que es el concepto
de Base de Grébner definido para cocientes del algebra asociativa no conmutativa libre.
Por dltimo en el capitulo cuatro se proporcionan los listados del paquete SmithGroebner
en el cual se programaron en lenguaje Mathematica los resultados mas destacados
obtenidos en el primer capitulo.



Summary of the Ph.D. :
Varias Perspectivas sobre las Bases de Grobner: Forma Normal
de Smith, Algoritmo de Berlekamp y Algebras de Leibniz

In 1965 Buchberger introduced the notion of Grobner bases for a polynomial ideal
and an algorithm for their computation. Since then, Grobner bases has experimented a
notable development in the area of its applications that they are abundant and assorted , as
well as in the extension of the initial Grébner bases concept to others more complex rings
than the commutative polynomial ring.

This work has four chapters. In the first one, we calculate Smith Normal Form
using Grobner Bases. The key idea is that these bases provide a matrix which is equivalent
with the initial matrix. In the second chapter we factor polynomials in one variable over a
finite field through Berlekamp algorithm using Grobner Bases, and we program Berlekamp
with Grébner Bases in Maple. In the third chapter we define the concept of Gébner Bases
in the universal enveloping algebra of a Leibniz algebra. Poincaré-Birkhoff-Witt theorem,
which we demonstrate using Grébner Bases techniques, and FG-Bases are the essential
tools to reach our objective. Finally, the main results of chapter one are programmed in
package SmithGroebner which we write in Mathematica. The lists of SmithGroebner are
chapter four.
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Introduccion

Algoritmos y Bases de Grobner, son las palabras que mejor definen el

contenido de esta memoria.

Muchos son los algoritmos matematicos construidos desde el algoritmo
de Euclides; éstos se han ido creando a lo largo de los siglos, en mayor o
menor medida, en todas las ramas de las matematicas para resolver construc-
tivamente los mas diversos problemas. El término algoritmo no deja de ser,
en cierta forma paraddjico, pues aunque en principio significa que se tiene un
determinado procedimiento para resolver un cierto problema, en matematicas
por ejemplo, puede suceder en la practica que éste no sea aplicable en general
o en determinados casos, debido al gran niimero de operaciones que se deben
realizar. Cierto es que desde la invencion de las computadoras ha mejora-
do mucho la situacion, se podria decir incluso que las computadoras han
contribuido a "empequenecer” en gran medida esta paradoja, aunque siga
presente. La solucién que se ha adoptado en la segunda mitad del siglo XX,
frente a esta paradoja de tener un algoritmo, y por lo tanto la solucion de
un determinado problema, pero que éste no sea aplicable en un tiempo ra-
zonable debido a la gran cantidad de operaciones a realizar (hay algoritmos
cuya aplicacién llevaria a una computadora cientos de anos) ha sido la de
reformular el concepto mismo de algoritmo. Frente al concepto tradicional
de algoritmo, que es considerado como un procedimiento por el cual en un
nimero finito de pasos, partiendo de unos datos de entrada, se construye

una solucién a un determinado problema (son los que hoy en dia se conocen



como algoritmos deterministas), surge un nuevo tipo de algoritmos, los algo-
ritmos probabilisticos. Este tipo de procedimientos, que son muy utilizados
en los test de primalidad y en la factorizacién de polinomios en una o varias
variables, estan basados en utilizar métodos probabilisticos para obtener el

resultado deseado.

Hoy en dia, no cabe la menor duda de que en matematicas las palabras al-
goritmo y computadora van intimamente ligadas, pues son las computadoras
los instrumentos con los que poner en practica los algoritmos desarrollados
sobre el papel. El rol que han desempenado y todavia desempenan las com-
putadoras no se quedé aqui, pues a su vez, el hecho de poder mediante una
computadora, aplicar un algoritmo para resolver un problema determinado,
ha servido como estimulo para el desarrollo de nuevos algoritmos; e incluso
se puede decir mas, el uso de las computadoras en matematicas impulsé e
impulsa la "parte constructivista”, por llamarla asi, de sus distintas ramas,
de hecho, por ejemplo en Algebra en la actualidad se habla de la disciplina

de Algebra Computacional.

Las aportaciones de las computadoras no se quedaron aqui, pues hubo

quien intuyé una nueva funcionalidad: el cdlculo simbdlico.

La idea de hacer cédlculo simbdlico con un ordenador es relativamente
reciente. Desde 1960 hasta nuestros dias se han realizado numerosos lenguajes
de computacién simbodlica, desde el pionero Lisp, pasando por Alpak, Camal,
Formac, Saint, en la década de los anos sesenta, hasta los més actuales como
Axiom, Bergman, Cayley, Cocoa, Gap, Magma, Maple, Mathematica, Reduce
y Singular.

Al igual que la idea de hacer calculo simbdlico con un ordenador, la cons-
truccién de algoritmos en el campo del algebra conmutativa y geometria
algebraica es también relativamente reciente. Hermann [Her26] fue una de
los primeros matematicos que se interes6 en la construccién de algoritmos,
en el campo de la teoria de ideales del anillo de polinomios en n variables

sobre un cuerpo K (n > 1). Descubrié un algoritmo que calculaba la des-
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composicion primaria de un ideal y otro que servia para comprobar si un
polinomio pertenecia a un ideal dado; éste tultimo algoritmo reducia el proble-
ma a resolver un sistema de ecuaciones lineales. Més tarde Seidenberg [Sei74|

publicaria una revisién de ambos métodos dados por Hermann.

El avance mas significativo en la construccion de algoritmos para algebra
conmutativa y geometria algebraica, surge de la teoria y técnicas que desa-
rrollé Bruno Buchberger en su tesis doctoral [Buc65]. La teoria de Buchberger
o Bases de Grobner, permite manipular polinomios en varias variables casi
de la misma forma, que uno manipula polinomios en una variable. El algo-
ritmo de Buchberger, piedra angular de la teoria de las Bases de Grobner, es
una generalizacién del Algoritmo de Euclides al caso multivariable, si se ve
desde el punto de vista de la teoria de ideales sobre K[zy, ..., z,] (K cuerpo),
debido a la unicidad del resto de la divisién de un polinomio por una Base de
Grobner. También se puede considerar como una generalizacién del algorit-
mo de eliminacion de Gauss al caso no lineal, si se ve desde el punto de vista
de la teoria de variedades, pues, en el caso lineal, los polinomios que definen
una variedad lineal en el sistema final, tras haber aplicado Gauss, forman
una Base de Grobner respecto al orden monomial lexicografico. Incluso se
puede considerar como una generalizacién de la resultante de Sylvester para

el calculo del polinomio minimo de dos polinomios en una variable.

Buscando las primeras "huellas” de lo que posteriormente serian las bases
de Grobner, es necesario retroceder hasta finales del siglo XIX, y situarse, con
cierta sorpresa, en el contexto de la Teoria de Invariantes, més concretamente
en el "tira y afloja” que mantuvieron dos matemaéticos de prestigio de la

época, éstos son Hilbert y Gordan.

En 1890 Hilbert dio a conocer su primera prueba del teorema de Finitud
[H1890], que establece que el anillo de invariantes asociado a un grupo finito
estd finitamente generado. Aunque de gran interés tedrico, su demostracion
no tenia por si misma gran interés practico, pues la prueba dada por Hilbert es

no constructiva; fue precisamente esta no constructividad de la demostraciéon
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dada por Hilbert el hecho que critic6 Gordan, y es justo en este contexto al
revisar la demostracién dada por Hilbert, cuando Gordan pronuncié la ya
famosa frase: ”"esto es teologia y no matematicas”. Posteriormente, el propio
Gordan en cierta forma se retracté de lo dicho afirmando que: "la teologia
también tiene sus ventajas”, al publicar él mismo [G1899] una nueva prueba
del teorema de la Base de Hilbert (responsable de la no constructividad de la
prueba de 1890); en el citado articulo utiliza por primera vez ideas similares a
las bases de Grobner, que €l llama ”le systeme irréductible N” | y la generacién

finita de los ideales monomiales para deducir el teorema de la Base de Hilbert.

Con el transcurso del tiempo se ha podido comprobar que la demostracion
de 1890 no era en el fondo tan no constructiva, como en un principio se
pensd, pues basdndose en ella Derksen [Der99] ha construido un algoritmo de
computacién de los invariantes fundamentales de un grupo lineal reductivo,

utilizando las bases de Grobner como herramienta de cdlculo.

Motivado por las criticas recibidas, Hilbert da tres anos més tarde una
nueva prueba, esta vez constructiva, del teorema de Finitud utilizando sis-

temas homogéneos de pardmetros [H1893].

El uso de un concepto mas o menos aproximado de lo que es una base
de Grobner no se quedé aqui; Macaulay [M1916] introdujo el concepto de
H-base de un ideal en K|z, ...,z,]. Una H-base es un subconjunto finito F'
de K[zy, ..., x,] tal que a cada 0 # g €< F'> tiene una H-representacién, esto

es, una representacién de la forma:

g=> hy-f
feFr
con mazx{grado(hs - f)/f € F} < grado(g). Bajo un orden monomial ade-
cuado, se puede probar que toda base de Grobner es una H-base, aunque el
reciproco no es cierto en general. Macaulay probod la existencia de una H-base
para un ideal dado de forma no constructiva, como una simple aplicacién del

teorema de la Base de Hilbert.

v



También se debe a Macaulay la introduccion de 6rdenes totales en el con-
junto de los monomios de un anillo de polinomios [M1927], érdenes que uti-
lizé para caracterizar las posibles funciones de Hilbert de ideales graduados,

comparandolas con ideales monomiales.

Mas tarde, Grobner [Gro39] publicé aplicaciones de la idea de Macaulay

de ordenar los monomios y de encontrar explicitamente una base del K-

Klz1,...,xn]
| ==

resolvié parcialmente este problema.

espacio vectoria , siendo [ un ideal de dimension cero, aunque sélo

En 1964, Grobner propuso a su estudiante Bruno Buchberger el calcu-
lo de tales bases como tema para su tesis doctoral. La intencion de ambos

era resolver el problema del calculo de una K-base de K| siendo [ un

Z1,...,Tn]

T
ideal de dimensién cero. Para su sorpresa, consiguieron desarrollar un algo-
ritmo que era vélido para cualquier ideal I. Incomprensiblemente los resul-
tados obtenidos por Buchberger recibieron escasa atencion hasta principios

de los anos setenta, fue entonces cuando Buchberger acuné el término base
de Grébner.

En el terreno cientifico sucede muchas veces que las nuevas teorias sue-
len ser obtenidas casi simultanea e independientemente por distintos inves-
tigadores, de hecho asi fue en este caso pues a la vez que se desarrollaba la
teorfa de las bases de Grobner, Hironaka [Hir64] introduce, aunque de mo-
do no constructivo, las bases estandar (”standard bases”) para ideales en el
anillo de series de potencias; estas bases han resultado ser analogas de las
bases de Grobner. El trabajo de Hironaka fue independiente del de Buch-
berger, vy no fue hasta los anos setenta cuando la analogia fue sacada a la
luz. Knuth y Bendix [KnB70] desarrollaron la idea de la complecién del par
critico, estructura que recuerda al algoritmo de Buchberger, para la comple-
ta reescritura de sistemas de ecuaciones (”term-rewriting systems”). Incluso
antes que el correspondiente concepto en dlgebras asociativas conmutativas
libres, las bases de Grobner para ideales en dlgebras de Lie libres fueron
introducidas por Shirshov [Shi62].



Desde su creacion, la teoria de las Bases de Grobner ha experimentado un
notable crecimiento. Si se restringe a sus aplicaciones, se ve que estas aparecen
por doquier, en areas tan diversas de las matematicas como la integracion
indefinida de funciones racionales, la teoria de cdédigos, la estadistica, las
ecuaciones en derivadas parciales, la teoria de grafos, programacién entera,
funciones hipergeométricas, analisis numérico, diseno geométrico asistido por
ordenador, teorfa de homotopia combinatoria, etc (véase [BuW98]). En el
caso particular del dlgebra conmutativa y geometria algebraica, proporciona
métodos para el calculo de inversas de aplicaciones racionales, la resolucién
de sistemas de ecuaciones polinémicas, la inversion de matrices, el cdlculo del
maximo comun divisor de varios polinomios, la pertenencia de un polinomio
a un ideal del anillo de polinomios en n variables, el calculo de las ecuaciones

implicitas de una variedad a partir de sus ecuaciones paramétricas, etc (véase

[CLO92, BeW93]).

El trabajo que a continuacién se presenta consta de dos partes claramente
diferenciadas. En la primera, se utilizan bases de Grébner para calcular la
Forma Normal de Smith (primer capitulo) y para calcular la factorizacién
de un polinomio libre de cuadrados en una variable, con coeficientes en un
cuerpo finito (segundo capitulo). En la segunda parte (tercer capitulo) se
aborda un tema mas arduo, la definicién del concepto de base de Grobner en

el algebra envolvente universal de un algebra de Leibniz.

Como en todo trabajo de investigacion, se plantean al principio del mismo
los objetivos que se pretenden alcanzar, en este caso, el director de esta
tesis propuso un doble objetivo, por una parte la obtencién de la forma
candnica de Jordan de una matriz dada, utilizando las Bases de Grobner
como herramienta de cédlculo, y por otra, la definicién de bases de Grobner
en el algebra envolvente universal de un algebra de Leibniz g de dimension

finita.

El célculo, utilizando bases de Grobner, de la forma candnica de Jordan

era un procedimiento que no se conocia, pero se tenia el convencimiento de
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que tal procedimiento existia, de que habia una conexién entre las bases de
Grobner y el célculo de la forma canénica de Jordan. Puesto que las formas
canénicas de las matrices (la forma canénica de Jordan, la forma canénica
de Frobenius, la segunda forma canodnica y la forma candnica de Jacobson
[Ser02, Jea99]) se pueden obtener a partir de la Forma Normal de Smith,
se cambid el objetivo inicial por uno mas ambicioso, el calculo de la Forma

Normal de Smith con bases de Grobner.

El primer paso que se dio para lograr calcular la Forma Normal de Smith
utilizando las bases de Grobner, fue el analisis del algoritmo cldsico de ob-
tencién de dicha forma candnica [Jac74]. Un andlisis con detalle muestra que
es posible una reformulacion de dicho algoritmo, las ideas basicas son ahora
diagonalizacién y reordenacion de los divisores elementales. Se llega de esta
forma a un algoritmo nuevo de calculo de la Forma Normal de Smith, la tra-
duccién de este algoritmo al contexto de bases de Grobner proporcionara el

procedimiento buscado.

Sea A € Mat,,«x,(D) una matriz con coeficientes en un DIP y el ideal 14

de D[z, ..., z,] generado por las filas de la matriz A - (xq, ..., x,)7.

El célculo de la base de Grobner del ideal 14 no es otra cosa que aplicar
el algoritmo de eliminaciéon de Gauss a la matriz A. Teniendo en cuenta que
al aplicar Gauss a una matriz se estan haciendo sélo operaciones en filas, y
que para obtener la Forma Normal de Smith es necesario hacer, por norma
general, operaciones en filas y columnas, ;como es posible obtener la Forma

Normal de Smith si no se esta operando en columnas?

Esta dificultad que se presenta es facilmente salvable, sin mas que tener en
cuenta que operar en columnas no es mas que operar en filas en la traspuesta.
De esta forma surge la idea de aplicar Gauss a una matriz (operaciones en
filas), trasponer el resultado, volver a aplicar el algoritmo de Gauss (opera-
ciones en columnas en la matriz original), trasponer el resultado y volver a
empezar el proceso. Inmediatamente surge la pregunta de si esta sucesion de

bases de Grobner conduce a la Forma Normal de Smith. La respuesta, como a
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continuacion se vera es que no, este proceso conduce siempre hacia una matriz
diagonal equivalente a la matriz inicial (diagonalizacién). No obstante, una
vez aqui, la obtenciéon de la Forma Normal de Smith se consigue sin mayor

dificultad sin mas que reordenar los divisores elementales (reordenacién).

Obtenido el algoritmo se plantean otros dos desafios no menos intere-
santes. El primero es la obtencion de las matrices de paso y, como conse-
cuencia, de las formas candnicas mas conocidas: la forma candnica racional o
de Frobenius, la segunda forma candnica, las formas canodnicas de Jacobson
y Jordan (objetivo inicial) pues todas ellas se pueden obtener a partir de la

Forma Normal de Smith.

Un trabajo sobre un tema de algebra computacional no se puede entender
actualmente sin la programacion de los algoritmos obtenidos, pues bien, este

punto constituye el segundo desafio.

El planteamiento que se ha hecho, desde un principio, del calculo de la
Forma Normal de Smith ha sido tomar como base un DIP cualquiera, por
coherencia con esta forma de proceder, se ha desarrollado un paquete en
lenguaje Mathematica, el paquete SmithGroebner, que es capaz de operar
en cualquier DIP que el usuario desee. Esta capacidad que posee el paquete
SmithGroebner de manejar cualquier DIP, que es muy interesante desde un
punto de vista matematico, paraddjicamente es también su principal desven-
taja, pues al tener que programar en un DIP cualquiera, se esta obligado
"a priori” a utilizar rutinas lo mas generales posibles, no contempladas en
Mathematica y por lo tanto no compiladas, que ya de partida van a ha-
cer mas lento su funcionamiento. Aun asi, no hay actualmente disponible
ningin programa de computacion simbélica que ofrezca unas prestaciones
y una flexibilidad a la hora de escoger el DIP de trabajo, comparables a
las que proporciona el paquete SmithGroebner, téngase en cuenta que se

esta hablando de un paquete en el que tiene cabida cualquier DIP.
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Fermat es un lenguaje de computaciéon simbdlica que permite calcular la
Forma Normal de Smith de matrices con coeficientes en Q, Z o I, posibilidad
cubierta también por el paquete SmithGroebner.

Magma permite calcular la Forma Normal de Smith de matrices con
coeficientes en un dominio euclideo, posibilidad cubierta y ampliada por
el paquete SmithGroebner, pues éste da la ocasién a mayores de trabajar
en un DIP que no sea dominio euclideo, por ejemplo el anillo Z[%_Tg]

[Cam88, Gre97].

Reduce [Hea95] posee el paquete normform para calcular la Forma Nor-
mal de Smith de matrices con coeficientes en Z, Q[z] o en anillos de la
forma Q(y1, ..., yn)[x]. También calcula la forma canénica de Frobenius, la
forma canoénica de Jacobson y la forma canodnica de Jordan. Este paquete
que posee Reduce es quizas el que més se acerca a las prestaciones que ofrece
SmithGroebner.

Mathematica posee los paquetes IntegerSmithNormalForm.m y Polyno-
mialSmithNormalForm.m que calculan la Forma Normal de Smith de matri-
ces con coeficientes en Z y Q[x] respectivamente. El paquete SmithGroebner
que aqui se presenta, se puede considerar como una extension de estos dos
paquetes.

Maple proporciona rutinas para calcular la Forma Normal de Smith de
matrices con coeficientes en Z o F[z], siendo F un cuerpo, posibilidad cubierta
por el paquete SmithGroebner.

Los DIPs que por defecto maneja el paquete SmithGroebner, aunque

como se ha dicho es posible anadir cualquier otro que desee el usuario, son:*

Z Z[i] Q R C Ly,
F, Z[™57] Qz] R[z] Clz] Z,la]
Fy[z]

'F,: Cuerpo finito de q elementos
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El paquete SmithGroebner es capaz de:

s Calcular la Forma Normal de Smith y las matrices de paso de una

matriz con coeficientes en cualquier DIP de los anteriores.

= Calcular la inversa de una matriz con coeficientes en cualquier DIP de

los anteriores.

= Calcular la forma candnica de Frobenius, la segunda forma canénica y
las formas candnicas de Jacobson y Jordan, asi como sus respectivas
matrices de paso, de una matriz con coeficientes en uno de los cuerpos

anteriormente citados.

= Calcular los generadores z; de los ciclicos en los que descompone un
K[z]-médulo finitamente generado (K cuerpo) y los generadores de sus
ideales aniquiladores (0 : z;); los cuales se obtienen como tesis en el Teo-
rema de Estructura de Moddulos finitamente generados definidos sobre
un DIP.

Paralelamente al desarrollo del paquete SmithGroebner, se ha ido escri-
biendo un notebook en Mathematica en el que se explican los DIPs disponibles
y el modo de funcionamiento de los comandos al servicio del usuario, que pro-
porciona el paquete SmithGroebner. Dicha ayuda, una vez instalada, puede
ser consultada dentro de la ayuda del propio Mathematica en la seccién Add-
ons, subseccion bases de Grobner

La tltima seccién de este primer capitulo, estd dedicada a la utilizacion
del paquete SmithGroebner para mostrar algunas aplicaciones del calculo de

la Forma Normal de Smith, en tres campos bien distintos:
= La identificacion de grupos abelianos finitamente generados.
» La resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales.
= La resolucion de sistemas de ecuaciones diofanticas.
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Durante el desarrollo del paquete SmithGroebner surgié la necesidad de
factorizar polinomios en una variable sobre un cuerpo finito, para poder im-
plementar los algoritmos de célculo de las distintas formas candnicas que
manejan los divisores elementales. Como Mathematica no tiene, hasta donde
el que suscribe sabe, un comando especifico, ni un paquete, de calculo de dicha
factorizacién, surgié la necesidad de programar el algoritmo de Berlekamp
[Ber67] para obtenerla. El algoritmo de Berlekamp proporciona una forma
rapida y elegante de factorizar polinomios sobre cuerpos finitos de orden
pequeno ¢. La idea clave en la que se basa este algoritmo es la de sacar

partido de las soluciones de la ecuacion:

g9(x)? = g(x) =0 mod f(x)

siendo f(z) el polinomio ménico de grado n a factorizar. Para a continua-
cion resolver un cierto sistema de ecuaciones lineales de orden n, y con cada
elemento h(z) de una base del espacio solucién, ir desgranando los factores

irreducibles del polinomio f(x) al utilizar la férmula:

f(x) = [[GCD(f(x), h(z) - c)

cely

Este algoritmo también proporciona una forma de factorizar polinomios sobre
Z, pues basta con factorizar sobre Z, siendo n un entero lo suficientemente
grande [Ber72].

La pista que proporcioné la traduccion del algoritmo de Berlekamp a un con-
texto con bases de Grobner, y con ello el embrién de lo que seria el segundo
capitulo, fueron los articulos de Lazard [Laz85] y Czichowski [Czi95]. En el
ultimo de estos articulos el autor, basandose en el trabajo de Lazard, calcula
la integral de una funcién racional %, siendo P(z), Q(z) € Kz] (K cuerpo
de caracteristica cero) y Q(z) un polinomio ménico y libre de cuadrados.

Para ello, da precisamente el método de calcular los maximos comunes di-
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visores que se necesitan saber para aplicar el algoritmo de Berlekamp, pues
el procedimiento que expone se traslada completamente de un contexto de
caracteristica cero a uno de caracteristica p.

Es esta traduccién del algoritmo de Berlekamp a un contexto con bases de
Grobner mas su programaciéon en lenguaje Maple, el contenido del segundo
capitulo.

El tercer y ultimo capitulo de esta tesis trata sobre el concepto de base de
Grobner en el dlgebra envolvente universal UL(g) de un élgebra de Leibniz
g de dimension finita.

Al comienzo del desarollo de este tercer y ultimo capitulo, como no podia
ser de otra forma, se revisaron varios trabajos existentes sobre la construccion
de bases de Grobner en distintas estructuras mateméticas [ApL88, Ape00,
KaW90, Wei92, Mor94, BGC98, GRZ02, Rei95, Li02], llegando a la con-
clusién de que Buchberger en su tesis [Buc65] no sélo establecié qué es una
base de Grobner, sino que también marco las pautas a seguir para definir
el concepto de base de Grobner en otras estructuras matematicas, pues casi
todas las construcciones que se han hecho, tratan de imitar en la medida de
lo posible, el camino que marcé Buchberger.

Las pautas fijadas por Buchberger son:

- Definicién de un orden monomial (el cual debe cumplir la condicién de

cadena descendente)

- Definicién de un algoritmo de divisién (el cual termina en un nimero
finito de pasos cuando se maneja un orden monomial, por cumplir éste

la condicién de cadena descendente)

Una vez que se han definido los dos puntos anteriores, se esta en condi-
ciones de definir, en primer lugar, el concepto de término principal de un
polinomio y, en segundo lugar, el concepto mismo de base de Grobner.

Asi pues, los primeros esfuerzos estuvieron encaminados hacia la defini-

cién del concepto de orden monomial en UL(g). Tras varios intentos fallidos
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debidos a la existencia en UL(g) de divisores de cero, que impedian que se
cumpliese la condicién de cadena descendente, y como no se intuia ninguna
posible solucion, se opté por probar por una via diferente. Se empezd por
profundizar un poco més en la estructura de UL(g), con la firme conviccién
de que un conocimiento mas profundo de dicha algebra, al final, conducira al
objetivo deseado.

Teniendo en cuenta que el algebra tensorial es isomorfa como K-algebra
al algebra asociativa no conmutativa libre, es posible visualizar UL(g) como

un cociente de la citada algebra:
m: K<y, ...,x,>— UL(g)

con este enfoque, ya es posible probar la version correspondiente del teorema
de Poincaré-Birkhoff-Witt para UL(g) y constatar su noetherianidad.
Llegados a este punto, es conveniente recordar que el origen de las bases
de Grobner esta relacionado con el cdlculo de una K-base del K-espacio vec-
torial M siendo I un ideal de K[z, ..., x,]. Si se traslada este hecho al
contexto que nos ocupa, se tiene que para un ideal J de UL(g) el cociente

esto es, el tercer teorema de isomorfia va a permitir "dar un paso atras” y
volver al algebra asociativa no conmutativa libre, donde hay perfectamente
establecida una teoria de bases de Grébner [Mor94].

La forma mas légica de proceder sera entonces definir el concepto de base
de Grobner en UL(g), que aqui se denomina FG-base de Grobner finita,
a partir del concepto de FG-base ("Factor Grobner Basis”) introducido en
[Nor(01] para un cociente del algebra asociativa no conmutativa libre.

La ventaja de esta forma de proceder es muy importante pues, se evi-
ta trabajar directamente en UL(g), que es intrinsecamente mas complicado

que hacerlo en el algebra asociativa no conmutativa libre. El enfoque que
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aqui se presenta, ademas ofrece la posibilidad de calcular explicitamente FG-
bases de Grobner finitas, pues existen un lenguaje de computacion simbdlica,
que es Bergman, y un paquete de Mathematica, que es NCAlgebra, que per-
miten calcular bases de Grobner en el dlgebra asociativa no conmutativa libre.
Aunque se han utilizado ambos en esta memoria, es mas recomendable uti-
lizar NCAlgebra y no Bergman, pues éste 1ltimo soélo es capaz de manipular
polinomios homogéneos.

Una vez que se ha establecido el concepto de FG-base de Grobner finita
en UL(g), surge de modo inmediato la pregunta de si el desarrollo que se
ha realizado es exportable a otros cocientes conocidos del algebra asociativa
no conmutativa libre, en los que ya existe una teoria establecida de bases de
Grobner, como por ejemplo el anillo conmutativo de polinomios en n variables
o el algebra envolvente universal de un algebra de Lie, y comparar los con-
ceptos de "FG-base de Grobner finita” y de base de Grobner. La conclusiéon
a la que se llega es que la construccion de toda "FG-base de Grobner finita”
en ambas estructuras nos da una base de Grobner y reciprocamente, toda
base de Grobner que tenga un nimero finito de elementos es una FG-base
de Grobner finita.
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Capitulo 1

Bases de Grobner y la Forma
Normal de Smith

Una vez mas, las bases de Grobner demuestran su gran adaptabilidad para
la resolucion de los mas diversos problemas; en esta ocasion, en el calculo de
la Forma Normal de Smith de una matriz con coeficientes en un dominio de
ideales principales.

Aunque este hecho pueda sorprender en un principio, a lo largo de este
capitulo se podra comprobar que, el origen de tal calculo se localiza en el
algoritmo mismo de obtencion de una base de Grobner, ”sélo hay que seguir”

los polinomios que interesan.

1.1. Introduccidon

Casi tan antiguo como el concepto mismo de matriz, es el interés por
calcular su forma candnica.

Para poder hablar de forma canodnica, hay que, ciertamente, establecer
previamente una relacion de equivalencia entre matrices; respecto a la cual,

una matriz es la forma candnica de otra. En este capitulo, dos matrices A y B
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se dicen equivalentes si y sélo si, existen matrices inversibles P y R, llamadas

matrices de paso, tales que B=PAR.

Actualmente, es conocido que toda matriz con coeficientes sobre un do-
minio de ideales principales, de m filas por n columnas, es equivalente a una
matriz diagonal, que es la Forma Normal de Smith, cuyos elementos no nulos
dy,...,dp, que son los Factores Invariantes , verifican que d; divide a dg, ds
divide a ds,..., d,—; divide a d, (véase [Jac74]). Este hecho fue probado por
primera vez para matrices de nimeros enteros por H. J. S. Smith [S1861]
en 1861. A su vez, el trabajo de Smith se apoyé en un resultado que, diez
anos antes, Sylvester habia publicado [S1851]: el maximo comun divisor de
los menores de orden i de B es igual al méaximo comun divisor de los menores
de orden i de A.

Por aquel entonces, mediados del siglo XIX, muchos de los resultados mas
importantes sobre Teoria de Grupos Abelianos eran ya conocidos. Introduci-
do por Gauss, el concepto de grupo abeliano se desarrollé simultaneamente
en teoria de numeros por parte de Gauss, Schering, Kronecker y Dirichlet,
y en teoria de funciones elipticas e integrales abelianas por Gauss, Abel y
Jacobi. Sin embargo, no fue hasta 1879 cuando Frobenius y Stickelberger
[F1879] descubrieron y utilizaron explicitamente la conexién entre grupos
abelianos finitamente generados y el Teorema de Smith. En el mismo afio,
Frobenius probd que la Forma Normal de Smith extendida a matrices sobre
anillos de polinomios, se puede utilizar para clasificar las matrices cuadradas

con coeficientes en un cuerpo.

Posteriormente, se ha reinterpretado el calculo de la Forma Normal de
Smith en el contexto del algebra moderna: La Forma Normal de Smith
proporciona la descomposiciéon en suma directa de médulos ciclicos, de un
modulo de tipo finito definido sobre un dominio de ideales principales (véase
[DuF99]).

Es evidente la ventaja, en lo que a simplicidad de céalculo se refiere, de

manejar la forma candénica de Smith de una matriz. Es seguramente esta
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ventaja, la que ha propiciado, sobre todo desde el uso masivo de los orde-
nadores, la gran literatura acerca de su céalculo, véase [Vil94, Vil95, Vil97,
Mal72, HaH83, Ser02, Jac74].

En este capitulo se presenta una nueva aproximacion al problema de la
computacién de la Forma Normal de Smith, desde la perspectiva de las bases
de Grobner. El objetivo principal de este primer capitulo es mostrar la es-
trecha relacion existente entre el célculo de la Forma Normal de Smith y la
Teoria de Bases de Grobner; en ningin caso se pretende, sea dicho esto ya de
paso, la construccién de un algoritmo que sea mas eficiente que los mejores
algoritmos actuales [ChC82, KaB79].

El algoritmo clasico de obtencién de la Forma Normal de Smith de una
matriz de m filas y n columnas A = (a;;) con coeficientes en un DIP, ”grosso
modo”, consiste de min(m, n) etapas. En la primera etapa, se obtiene a partir

de A una matriz de la forma:

d 0 0
0 b22 b2n
0 bn2 . by

tal que d;|b;; Vi, 7. En la segunda, se vuelve a pasar el mismo proceso que se

siguid en la primera etapa pero esta vez a la matriz:

con lo cual se obtiene al final de esta etapa, una matriz de la forma:

d 0 0 .. 0
0 do 0 ... 0
0 0 C33 C3n
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con di|ds|c;j Vi, j. Tras min(m,n) etapas como mucho, el proceso termina

con la obtencién de la Forma Normal de Smith:

dy 0

con dq|ds|...|d,.

Computacionalmente hablando, como posteriormente se comprobara, es
un calculo pesado, pedir que en la etapa i-ésima d; divida a todos los elemen-
tos de la matriz que estan por debajo de él. Surge de modo natural entonces
la pregunta ;qué sucede si se quita sélo esta condicion de divisibilidad? La
respuesta es casi inmediata pues, se tendria un nuevo algoritmo que en un
numero finito de etapas, conduciria a una matriz diagonal que tiene la misma
Forma Normal de Smith que la matriz de partida. Una vez aqui, el paso a la
Forma Normal de Smith es relativamente facil, pues basta con reordenar los
factores irreducibles en los que se descomponen los elementos de la diagonal
principal [Mal72]. Se llega de este modo a un nuevo algoritmo de célculo de

la Forma Normal de Smith, las ideas basicas son ahora:
- Diagonalizacion
- Reordenacién

La traduccién a un contexto con bases de Grobner del proceso de diago-
nalizacion, es la clave para la obtencion del algoritmo buscado. Para dicha
traduccién se procede del siguiente modo. Es conocido, que para obtener
la Forma Normal de Smith de una matriz, es necesario por norma general,
hacer operaciones elementales en filas y columnas. Al aplicar el algoritmo de

eliminaciéon de Gauss a una matriz, se estan haciendo solo operaciones en
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filas; se puede pensar entonces que no existe tal conexion entre las bases de
Grobner y el célculo de la Forma Normal de Smith, pues no se actia sobre

las columnas de la matriz.

Esta dificultad que se presenta es facilmente salvable, sin mas que tener en
cuenta que operar en columnas no es mas que operar en filas en la traspuesta.
Surge entonces de modo natural, la idea de aplicar el algoritmo de eliminacién
de Gauss a una matriz dada (=operaciones elementales en filas), trasponer
el resultado y volver a aplicar el algoritmo de eliminacién de gaussiana a esta
nueva matriz (=operaciones elementales en columnas en la matriz original),
trasponer el resultado y volver a empezar el proceso. Inmediatamente surge la
pregunta de si esta "sucesién de bases de Grébner” conduce o no a la Forma
Normal de Smith, la respuesta a esta cuestiéon es que no, pues en general este
proceso conduce a la obtencién de una matriz diagonal que tiene la misma

Forma Normal de Smith que la de partida.

Como posteriormente se comprobara, es precisamente esta forma de ac-
tuar, la traduccién a un contexto con bases de Grobner del proceso de dia-
gonalizacion citado anteriormente, pues aunque en principio no lo parezca,
un analisis mas en profundidad mostrara que se esta haciendo lo mismo en

ambos casos.

Obtenido el algoritmo de céalculo de la Forma Normal de Smith, se plantean
otros dos desafios no menos interesantes. El primero de ellos es la obtencién
de las matrices de paso y, como consecuencia, de las formas candnicas mas
conocidas: la forma candnica Racional o de Frobenius, la segunda forma
candnica, las formas canénicas de Jacobson y Jordan.

El punto clave para lograr calcular las matrices de paso, es darse cuenta
que la Reordenacion se puede lograr aplicando el algoritmo de Diagonali-
zacion a una matriz adecuada.

Siaunamatriz A = (a;;) de m filas y n columnas le aplicamos el algoritmo
de diagonalizacién esbozado anteriormente, obtendremos una matriz diagonal

D = diag(dy, ..., dy,0, ...,0) que posee la misma Forma Normal de Smith que
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la matriz inicial. Para conseguir la Forma Normal de Smith se procedera del

siguiente modo, en primer lugar se construye la matriz:

S
I

d 0

0

0

Dy posee la misma Forma Normal de Smith que las matrices A y D. Si se

aplica a D, el algoritmo de diagonalizacion se obtiene una matriz de la forma:

D

med(dy, ..., d,)

0

0

por la propia mecanica heredada del algoritmo clasico de célculo de la For-

ma Normal de Smith, para matrices que sean de la misma forma que D;.

Aplicando de nuevo el proceso a la submatriz de Dy obtenida al eliminar

la primera fila y columna y asi sucesivamente, se conseguird en un ntmero

finito de etapas, obtener una matriz de la forma:

€1

Er

0
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con eqles]...|e,, esto es, habremos calculado la Forma Normal de Smith de
la matriz A. Llegados a este punto, es posible concluir que el proceso de
diagonalizacién es la clave para obtener la Forma Normal de Smith, a su
vez, el algoritmo de eliminacion de Gauss aplicado de forma reiterada, es el
nucleo del algoritmo de Diagonalizacién.

Dada una matriz A de m filas y n columnas, las matrices de paso se van a
ir construyendo de la siguiente forma, en primer lugar se aplica el algoritmo
de eliminacién de Gauss a la matriz (A|l,,), siendo I, la matriz identidad
de orden m, de esta forma se obtiene una matriz (B|P), y se consigue no
sOlo hacer operaciones en las filas de la matriz A, sino que ademads, en las
posiciones de I,, se "guarda memoria” de lo hecho, esto es, B = PA. A
continuacion se repite el mismo proceso anterior pero para la traspuesta de
B y la matriz I,, con lo cual se obtendrd una matriz (C|Q) verificando
C = QBT se puede concluir entonces que la matriz traspuesta de C (= C7T)
es la matriz A después de haber realizado operaciones elementales en las
filas y en las columnas, asi pues CT = PAQT. Aplicando el algoritmo de
diagonalizacion de este modo, dentro del algoritmo de calculo de la Forma
Normal de Smith, es posible ir construyendo las matrices de paso.

La aproximacion que en este capitulo se presenta, al calculo de la Forma
candnica Racional o de Frobenius es mediante un algoritmo determinista.
Se han hecho también aproximaciones a este cédlculo mediante algoritmos
probabilisticos [GiS02].

En lo que sigue, D denota a un dominio de ideales principales (esto es, D
es un anillo unitario y conmutativo tal que todo ideal esta generado por uno

de los elementos del propio ideal), m, n y r son nimeros naturales.

1.2. Planteamiento Inicial

En esta segunda seccion, se va a exponer el algoritmo de calculo de la

Forma Normal de Smith, véase [Jac74], que servird como base a partir de
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la cual, se construira un nuevo algoritmo de obtencién de la Forma Normal
de Smith, que utiliza las bases de Grobner como herramienta de célculo.
Para ello es necesario establecer, previamente, las siguientes definiciones y

resultados.

Definicién 1.2.1 Dado d € D, se denomina longitud de d, brevemente I(d),

al numero de elementos primos de su factorizacion.

Ejemplo 1.2.2 Sea D =7
[(8)=1(2-2-2)=3
[(6)=1(2-3)=2
I(-1)=0

Proposicién 1.2.3 Siu € D es unidad, entonces l(u) = 0.

Definicién 1.2.4 Sobre el conjunto Mat,,w,(D) se define la siguiente rela-
cion binaria:

A, B € Mat,«n(D) se dicen equivalentes , brevemente A~B, si existen P €
Mat,xm(D) y R € Mat,x,(D) ambas inversibles, tales que B = PAR.

Proposicion 1.2.5 ~ es una relacion de equivalencia.
Definicién 1.2.6 Las matrices P y @) se denominan matices de paso.

Definicién 1.2.7 Se denomina matriz elemental , a una matriz que es de

alguna de estas tres formas:

» Dadobe D, 1,j,n € N tales que i # 7,1 < n,j < n.
T;;(b) es una matriz cuadrada de orden n, con un uno en cada posicion

de su diagonal principal, b en la posicion (i,j) y cero en el resto.

= Dado v € D unidad, 1,n € N tales que i < n.
D;(u) es una matriz cuadrada de orden n y diagonal, con u en el lugar

(i,i) y un uno en las demds posiciones de su diagonal principal.
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= Dados i,7,n € N, tales que 1,7 < n.
Pi; es la matriz que se obtiene a partir de la matriz identidad de orden

n, intercambiando las filas i y 7.

Definicién 1.2.8 Dada A € Mat,,«,(D), son operaciones elementales en
A, la multiplicacion por la izquierda o por la derecha, por matrices elemen-

tales.

Las operaciones elementales son pues:

1. T;;(b) - A — Matriz obtenida a partir de A, suméndole a la fila i la
fila j multiplicada por b.

2. A-T,;(b) — Matriz obtenida a partir de A, sumandole a la columna

j la columna i multiplicada por b

3. D;(u)- A — Matriz obtenida a partir de A, multiplicando la fila i por

u.

4. A- D;(u) — Matriz obtenida a partir de A, multiplicando la columna

i por u.
5. P;j - A — Matriz obtenida a partir de A, intercambiando las filas i y
j-

6. A-P;; — Matriz obtenida a partir de A, intercambiando las columnas

1Yy ].

Observaciones:

= Multiplicar por la izquierda por una matriz elemental, conlleva una

transformacién en filas

= Multiplicar por la derecha por una matriz elemental, conlleva una trans-

formacion en columnas.
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= Al realizar una operacion elemental sobre una matriz, se obtiene una

matriz equivalente a la inicial.

Teorema 1.2.9 [Jac7}] Cualquier matriz de m filas por n columnas con
coeficientes en D, es equivalente a una matriz diagonal, cuyos elementos no
nulos, dy, ..., d,, verifican que dy divide a ds, dy divide a ds,..., d._1 divide a d,.
Ademas, esta matriz diagonal es unica, salvo multiplicacion de los elementos
diagonales no nulos por unidades de D, y se denomina Forma Normal de
Smith.

Definicién 1.2.10 Sea A € Mat,,x,(D) y S = diag(ds,...,d,,0,...,0) su

Forma Normal de Smith (di, ...,d, no nulos). Entonces:
» dy,...,d, se denominan factores invariantes de A.

» Considérense las factorizaciones en irreducibles de los factores inva-

riantes:

€ir .

di :pjil Tee 'pirjj7pij #p’bs 37’] 7£ Sai = ]-7 A

€44 . I
Entonces cada p;;’ se denomina divisor elemental sobre D de A.

La propia demostracién del teorema anterior constituye un algoritmo de
calculo de la Forma Normal de Smith. Es precisamente este algoritmo el
punto de partida; una reformulacién del mismo mas la traduccién de esta
reformulacion al contexto de bases de Grobner son los pasos que se seguiran
para lograr el objetivo de este capitulo. A continuacién se presenta la citada
demostracion en formato de algoritmo de calculo de la Forma Normal de
Smith; debido a su extensién y para facilitar su comprension, se presenta
troceado en dos rutinas, el algoritmo Smith (la rutina principal) y el algoritmo

Divisible (una subrutina de la rutina principal).

Algoritmo 1.2.11 Smith
Entrada: A € Mat,,x,(D) tal que A es no nula.
Salida: La Forma Normal de Smith de A.
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1. Se coloca, mediante transformaciones elementales (cambios de filas y
columnas), un elemento no nulo y con longitud minima, en la posicion

(1,1). Esta matriz asi obtenida, es equivalente a la inicial y pasa a ser

A.
2. A = Divisible(A)

3. Todos los elementos no nulos de la primera fila y columna son divisibles
por a1, a diferencia de lo que ocurre con el resto de los elementos de la
matriz que no tienen por qué serlo. Mediante operaciones elementales

sobre filas y columnas de la matriz A, se llega a una matriz de la forma:

a1 0 0
0 622 bZn
0 me bmn

4. Mientras a1 no divida a todos los elementos de la matriz.

a) Se escoge un b;; que no sea divisible por aj;.

b) A=Ty(1)-A (sele suma a la primera fila de A, la i-ésima)

c) A = Divisible(A)

d) Todos los elementos no nulos de la primera fila y columna, son
divisibles por ayy, a diferencia de lo que ocurre con el resto de
los elementos de la matriz que no tienen porque serlo. Mediante

operaciones elementales sobre las filas y columnas de la matriz A,

se llega a una matriz de la forma:
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5. A es de la forma:

diy 0 0
0 e Con,
0 Cm2 Cmn

verificando que dy; divide a ¢;5, i € {2,...,m},7 € {2,...,n}

6. Se aplica este algoritmo de nuevo, a la submatriz:

7. Fin.

Algoritmo 1.2.12 Divisible
Enrada: A € Mat,,x,(D) tal que A es no nula
Salida: Una matriz equivalente a la matriz de entrada, que verifica que todo

elemento no nulo de la primera fila y primera columna, es divisible por el

elemento que ocupa la posicion (1,1).

1. Mientras todo elemento no nulo de la primera fila y columna no sea

divisible por aiq.
a) sExiste en la primera fila un elemento no nulo que no sea divisible
por ayy ?
1) St

i) Se lleva este elemento hasta la posicion (1,2) mediante un

intercambio de columnas. A es ahora de la forma:
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m1 Am2  Am3 Qmn

ii) Se calculan d,a, 3,s,t€ D tales que:
» d =mcd(a,b)
s a-at+0-b=d

ma=s5-d
mb=1t-d
a —t 0
a b aiz ... Qip
5
a a
i) A=| 0 0
Am1 Am2 - .. oo Qmn 0 0 0 1
d 0 ais QA1n
Oz-a21+5-a22 —t-a9 + 5 agm as3 Ao,
Oé'aml“i_ﬁ'anﬂ —1-Qu1+ S An2 Amz ... Qmp

[Nota: l(a) > I(d). La longitud del elemento que ocupa la

posicion (1,1) disminuye.]

b) sEziste en la primera columna un elemento no nulo que no sea
divisible por a1 ?
1) St

i) Se lleva ese elemento hasta la posicion (2,1), mediante un

intercambio de filas. A es de la forma:
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a ai12 Ce Q1n
b 922 c Aon
asy a3 Ce as3m
A1 A3m oo Omn

ii) Se calculan e,c, B, s,t € D tales que:

» e = mcd(a,b)
ma-a+f-b=e
mag=S5-¢€
mb=t-e
a B 0 ... 0 a aiz ... Qip
—t s 0 ... O b 929 Qon
ZZZ) A= 0 o1 ... 0 . asy as32 asn
o 0 0 ... 1 Aml  Am2  ---  Qmn
e a-aptfBraxn ... a-ap+B-ay
0 —t~a12+s~a22 —t-aln—l—s‘agn
a31 a/3n
A1 Qmn

[Nota: l(a) > l(e). La longitud del elemento que ocupa la

posicion (1,1) disminuye.]

2. Devuelve A
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Dos hechos fundamentales son los que sustentan este algoritmo. El prime-
ro, es pedir que el anillo base sea un dominio de ideales principales, pues esto
garantiza que siempre existe el maximo comun divisor de dos elementos y se
verifica la identidad de Bezout. El segundo, es la ingeniosa introduccion de la
funcién longitud, de un elemento de un dominio de ideales principales. Con
ella se relacionan los niimeros naturales y el calculo de la Forma Normal de
Smith.

Gracias a la funcién longitud, se tiene asegurado que el algoritmo Smith
termina tras un ntmero finito de pasos, ya que si esto no fuese asi, se podria
construir una sucesion infinita de nimeros naturales acotada superiormente
y estrictamente decreciente, lo cual es imposible.

Que el conjunto de los niimeros naturales sea bien ordenado, con respecto
a la relacion "< 7, es en ultima instancia, el garante de que el algoritmo
Smith, termina tras un ntmero finito de pasos. Esta propiedad del conjunto
de los niimeros naturales, mas la funcion longitud, que actia como un puente
entre el algoritmo de Calculo de la Forma Normal de Smith y el conjunto de
los nimeros naturales, garantizan que todo el proceso termina en un ntimero

finito de pasos.

1.3. Reformulacion del algoritmo de calculo

Ciertamente, el problema del calculo tedrico de la Forma Normal de
Smith, queda resuelto con el algoritmo Smith. No obstante, desde un punto
de vista practico, no es el mas adecuado por la cantidad de operaciones in-
necesarias que se hacen. No es preciso colocar un término de longitud minima
en la posicién (1,1), aunque esta eleccién pueda en algunos casos acelerar,
en otros retrasar, la obtencién de la Forma Normal de Smith. Considérese,
por ejemplo, el caso concreto de una matriz que contenga una unidad y ésta
no esté en la posicién (1,1); aplicar el paso 1 del algoritmo Smith, supone

colocar la unidad en la posicién (1,1). Gracias a esto, se pasa directamente al
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paso 3. El paso 1 ha contribuido a acelerar la obtencién de la Forma Normal
de Smith, ya que de no haberse realizado si se entraria probablemente en el
paso 2. Por otra parte, considérese el caso hipotético de que el elemento que
ocupa la posicién (1,1), sea el elemento de longitud minima. En esta ocasion,
aplicar el paso 1 no modifica la matriz original y supone un retraso en la
obtencion de la Forma Normal de Smith.

A todo esto, se une el hecho de que obtener un elemento de longitud
minima, obliga a calcular por norma general, las longitudes de todos los
elementos de la matriz y luego escoger uno de longitud minima. Por otra
parte, el calculo de la longitud de un elemento, no es en general, un célculo
trivial.

Tampoco es necesario, que cada vez que la matriz sea de la forma:

a1 0 cen 0
0 Do ban
0 bm2 bmn

exigir que a;; divida a todos los elementos de la matriz; lo que se pretende con
esta condicion, claro esté, es obtener al final la Forma Normal de Smith. Como
a continuaciéon quedara patente, es posible sustituir este paso por otro que
se aplica sélo al final de un proceso de calculo y no en cada paso intermedio.

Un examen detallado del algoritmo Smith, revela que si se eliminan los
pasos 1,4 y 5, el algoritmo resultante proporcionaria una matriz diagonal,
equivalente a la inicial (hecho que se muestra en el algoritmo Diagonaliza,
que se expone a continuacién). Desde luego, no es posible esperar que esta
matriz diagonal sea la Forma Normal de Smith, en algunos casos si lo serd y
en otros no. No obstante, como el conjunto de los divisores elementales de una
matriz diagonal, es el mismo que el de su Forma Normal de Smith [Mal72],
solo queda reordenar este conjunto convenientemente para obtener la matriz
que interesa. Esta reordenacion se consigue haciendo un barrido sobre los

elementos de la diagonal principal.
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Estos dos hechos, permiten realizar una reformulacién del algoritmo Smith;

las ideas bésicas son ahora:

= Diagonalizacién

» Reordenacién de los divisores elementales.

Algoritmo 1.3.1 SmithR (Reformulacion)
Entrada: A € Mat,,xn(D) tal que A es no nula.
Salida: La Forma Normal de Smith de A

1. A=Diagonaliza(A) /*Diagonalizacion®/

2. ;A es la Forma Normal de Smith? /*Reordenacion™/

a) No
» Bucle desde i=1 hasta minimo(m,n)-1
e P=I,+ B siendo
o I,,: matriz identidad de orden n

o B: matriz nula salvo en las posiciones {(j,z)};n:l?gn)

que contienen un uno.
e A=A-P
e A=Diagonaliza(A)
e ;A esla Forma Normal de Smith?
o S7

o Salir del bucle.

3. Devuelve A

4. Fin
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Algoritmo 1.3.2 Diagonaliza
Entrada: A € Mat,,x,(D) tal que A es no nula.
Salida: Una matriz diagonal equivalente a la inicial (son los pasos 2,3 y 6 del

algoritmo Smith)
1. A=Divisible(A)

2. Todos los elementos no nulos de la primera fila y columna son divisibles
por a1, a diferencia de lo que ocurre con el resto de los elementos de
la matriz que no tienen porque serlo. Mediante operaciones elementales

en filas y columnas se llega a una matriz de la forma:

a1 0 0
0 b22 b2n
0 bm2 bmn

esto es:

» B=Diagonaliza(B)

4. Fin
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Hay varias formas de reordenar los divisores elementales para conseguir los
factores invariantes. Una de ellas viene reflejada en [Mal72], y esta basada en
la factorizacion en irreducibles de los elementos diagonales, y en su posterior
reordenacién segun su exponente. Este no es el camino que se va a seguir;
las ideas del algoritmo Smith, siguen siendo el punto de partida. Esta forma
de proceder, viene justificada por el hecho de que se pretenden conseguir las
matrices de paso, a medida que se va avanzando en el calculo de la Forma
Normal de Smith.

La justificacién del paso 2 del algoritmo SmithR, es la siguiente:

Sea A = diag(dy, ...,d,,0,...,0) € Mat,,x,(D) una matriz diagonal

Primera iteracién (i=1).

Se cambia A por la matriz equivalente que se obtiene al sumar a la primera
columna, todas las columnas que estan a su derecha (en el algoritmo esto se

obtiene al hacer A-P). La matriz obtenida es de la forma:

d 0 ... ... ... ... ... 0
d. ... d,

0 0

o ... ... ... ... 0 ... 0

Si se diagonaliza esta matriz con el algoritmo Diagonaliza, y se sigue
el proceso, se observa que éste devuelve una matriz diagonal que tiene en
su posicién (1,1) el maximo comun divisor de dy, ..., d,; esto es, tiene en su
posicién (1,1) el primer factor invariante de A.

Segunda Iteracion (i=2).

Para calcular el segundo factor invariante, se procede de forma similar a
la anterior. Primero se le suma a la segunda columna de la matriz obtenida
en el paso previo, todas las columnas que estan a su derecha. El resultado es

una matriz de la forma:
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fi 0 0 ... 0
0 €1 0
E=
€ ... €
0 0 O 0

Si se vuelve a aplicar el algoritmo Diagonaliza a esta nueva matriz se
obtendra otra diagonal que tiene en su posicion (2,2), el primer factor invari-
ante de la submatriz diag(ey, ..., €;) € Matum—1)xmn-1)(D) que es, el segundo
factor invariante de la matriz E. Es importante destacar que la primera fila y
la primera columna no influyen a la hora de aplicar el algoritmo Diagonaliza
a la matriz E, es mas, no sufren ninguna modificacion.

Si se continua este proceso (el bucle del algoritmo SmithR), se obtendra al
final la Forma Normal de Smith.

A la vista del algoritmo SmithR, se puede observar que, la base sobre la
que se apoya la reformulacién del algoritmo de cédlculo de la Forma Normal
de Smith, es el proceso de diagonalizacién. De hecho, una traduccién de este
algoritmo de diagonalizacion al contexto de bases de Grobner, proporcionaria
de modo inmediato un algoritmo de calculo de la Forma Normal de Smith.

Este es, precisamente el objetivo de la préxima seccion.

1.4. Una solucion con Bases de Grobner

Antes de exponer el teorema central, pilar bésico como se verd, del algo-
ritmo de computacion de la Forma Normal de Smith, es necesario establecer

previamente unos conceptos.

Definicién 1.4.1 Dada A = (a;j) € Mat,,x,(D), se llamard ideal asociado

a A, brevemente 14, al ideal de D[z, ..., x,] generado por:
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fi=anr + ... +az,

fm = @11 + ... + QGpnTy

Definicién 1.4.2 Dadas A = (a;;) € Mat,x,(D) y B € Matmiryxn(D),
se dird que B es igual a A salvo un nimero finito de filas nulas, brevemente
B:[)A, S1:

a1 N Q1n

B— Am1 e Qmn
0 0
0 0

Proposicion 1.4.3 Dadas A € Matyn(D) y B € Matmiryxn(D), se
verifica:
Si B =y A, entonces A y B tienen el mismo rango y los mismos factores

muariantes.

Definicion 1.4.4 Matny,(D) = U Mat,xn(D)

meN

Definicion 1.4.5 Sean A, B € Matyyx, (D).

B es equivalente a A salvo un numero finito de filas nulas, brevemente B
~oA, si la Forma Normal de Smith de B es igual, salvo un numero finito de
filas nulas, a la Forma Normal de Smith de A.

Proposicion 1.4.6 ~yes transitiva.

Proposicion 1.4.7 Dadas A, B € Matny,(D), se verifica:
Si B~¢A, entonces A y B tienen el mismo rango y los mismos factores in-

variantes.
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Fijado un orden monomial cualquiera en D|xy,Za, ..., z,| con z1 > x9 >

... > X, se establece:

Definicién 1.4.8 Dados f,g € D[z, x, ..., ]
1. Ip(f) denota la potencia principal de f.
2. le(f) denota el coeficiente principal de f.
3. lt(f) denota al producto de lc(f) por Ip(f).

4. La sicigia de fy g es:

_ mem(le(f),le(g)) | mem(p(f)lp(g)) ¢ _ mem(le(f)le(g)) . mem(ip(f).lp(g))
S (f ) 9) = 1c(f) Ip(f) f le(g) Ip(9) g

El teorema que sigue, es la base del algoritmo de calculo que en este
capitulo se presenta. Dada A € Matny, (D), se demuestra que cualquier

base de Grobner Fuerte de 14 [AdL94], proporciona una matriz equivalente

a A.

Teorema 1.4.9 Sea A = (a;;) € Mat,,xn(D) una matriz no nula. Se verifi-

ca:

1. Cualquier base de Grobner Fuerte de 14 es de la forma:
{91 = alz1+adzo + ...+ alz,, go = a3xo+ ... + a2 xp, ..., gn = a"x, } UB
siendo B, o el conjunto vacio, o un conjunto formado por polinomios

homogéneos en xy, ..., x,, de grado mayor o igual que 2.

2. La matriz

aj a,
Lad(A) = | ‘;” € Matyn(D)
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que se obtiene a partir de la base de Grobner Fuerte de apartado ante-

rior, es equivalente a A.
3. Existe P € Mat,xm(D) inversible, tal que Lad(A) = P - A

Demostracién:
Sea A = (a;;) € Mat,,xn(D), tal que A es no nula. Se supondra que las filas

de A estan ordenadas de la siguiente forma:

0
0 0
0 0

]

Esto es, en primer lugar las filas cuya primera columna es no nula, luego,
a continuacién, las filas cuya primera columna es nula y la segunda columna
es no nula, y asi sucesivamente. Esta ordenacion no es restrictiva, esto es,
no hay que reordenar la matriz antes de calcular la base de Grobner. Es
simplemente una cuestion de resaltar que se va a considerar cada bloque de
filas por separado, y para simplificar notacién. Se tiene entonces una particién
de {1,...,m}.

Se define:

» [; ={1,...,p1}, indices correspondientes a las filas de A cuya primera

columna es no nula.

» [b = {p1 + 1,...,p2}, indices correspondientes a las filas de A cuya

primera columna es nula y la segunda es no nula.
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w [, = {pn_1 + 1,...,m}, indices correspondientes a las filas de A cuya

primera columna no nula es la columna n.
LuLu..uL, ={1,..,m}.

Cabe la posibilidad de que uno o varios I; sean el conjunto vacio.

Sea {f1,..., fm} €l conjunto de generadores de I4.

De aqui en adelante, se utilizara la palabra bloque, para designar el con-
junto de todos los polinomios cuyos subindices estan en un mismo I;.

{f1,-, fm} es un conjunto de polinomios homogéneos de grado 1. El
caracter homogéneo de los polinomios iniciales es heredado por las sicigias y
sus reducidos médulo un determinado conjunto de polinomios también ho-
mogéneos. Esto es, todos los polinomios no nulos que aparecen al aplicar
el algoritmo de calculo de una base de Grobner, son homogéneos de grado
mayor o igual que 1. Ademas, s6lo al hacer la sicigia de dos polinomios cuyos
subindices estan en el mismo [, se puede obtener un polinomio homogéneo
de grado uno. Esto es asi, por el cardcter homogéneo de grado 1, de los
polinomios iniciales.

A continuacion se procede a aplicar el algoritmo de calculo de una base de
Grobner a I4. Se empieza por calcular las sicigias y sus reducidos, al llegar al
calculo de una sicigia de dos polinomios cuyos subindices estan en el mismo
Iy, se razona de la siguiente forma:

Se supone que f1 y fo estédn en el primer bloque, esto es {1,2} C I, y se

quiere calcular S(f1, fo).

fi=anr1+ ... + aprp; a;n #0

fo=as1x1 4+ ... + agpxy; as; #0

S(fl, f2) — mcm(all,agl)fl . mcm(CLll,C’Ql)fQ — mcd(((ll?i,(l21)f1 — mcd(all )f2 e

ail az21 ai11,a21
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_ azy _ ail —
~ med(a11,a21) (an@1 + ... + a12n) med(a11,a21) (@121 + ... + G2p0)

= 021012-011023 4. | | 02101n—01102n

med(ai1,a21) med(air,a21) =7

Se comprueba que este polinomio se puede obtener, multiplicando por

una matriz inversible.

Se define:
aip ... Qip
Am1 --- Amn
0 0
0
0 1 0 aiy; ... Qip
aml1 --- Amn
a1 _ ail 0 0 1 0 0
med(ai1,a21) med(ai1,a21)
a1 a12 P Q1np
=C
Am1 A2 P Amn,
0 a21a12—a11a22 a21a1n,—0a1102n
med(ai1,a21) te med(ai1,a21)

La tltima fila de C contiene los coeficientes de S(f, f2). Queda por cal-

cular S(fr, fa) It

S(huf)| fi| | fm
Js @ Gm
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s es el indice que le corresponde al nuevo polinomio, hay que tener en cuenta
que es posible que se hayan anadido otros polinomios antes de calcular esta
sicigia.

S(fi, fo) = iqifi b fo = fo=S(fi, fo) - iqifi

Esto es lo mismo que hacer:

0 0
a1 a12 Ce A1p
0 1
. Am1 Am2 . Amn
0 0 ' 0 0 a21a12—a11a22 a21a1n,—0a11a2n
1 med(ai1,a21) T med(ai1,a21)
—q1 —492 ... —Qm

~
Inversible

La tultima fila de D contiene los coeficientes de f;. Ademas se verifica:
D~C~B=,A
entonces,
D~y A

y por lo tanto A y D tienen los mismos factores invariantes.

Si fs # 0 entonces Ip(fs) = xy para algin k € {1,...,n} y se anade el
indice de este nuevo polinomio, s, a [;. Es muy importante ir anadiendo cada
indice nuevo al bloque al que pertenezca a medida que se van obteniendo
los polinomios lineales, pues esta demostracion se basa en los niimeros que
aparecen en cada [j.

Asi mismo, se lleva cuenta de las matrices por las que se va multiplicando

(para al final obtener P); para ello se define:
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1 0 0
0 0
P =
0 0 o0
- —@ ... —Gm 1 medlaran) " medlar )

P, - A" = D siendo A’ la matriz A més una fila de ceros.

Se prosigue con los calculos de las sicigias y sus reducidos, hasta que se
llega a otra sicigia de dos polinomios cuyos indices vuelven a estar los dos en
el mismo [;. Razonando igual que antes, se define E como la matriz D mas
una fila de ceros. Calcular el polinomio reducido de la sicigia, no es mas que
multiplicar E por una determinada matriz inversible H; sea F' el resultado.

Por ser ' ~ E =y D se deduce que F ~y D, como ademéas D ~y A,
entonces se sigue que F' ~y A

Para seguir llevando cuenta de las matrices por las que se multiplica, se
define:

P11 N A v | 0
P =H
Dm+1l - Pmtim+1 O
0 . 0 1
P11 <o Pim+1
siendo P; = :
Pm+11 -+ Pm+1m+1

Py - A" = F siendo A’ la matriz A mas dos filas de ceros.

Siguiendo esta estrategia de calculo, se llegaria, al finalizar la computacion
de la base de Grobner de I4, a una matriz A, de r filas y n columnas, que
contendria a todos los polinomios de grado 1 de la base de Grobner, y a una
matriz 2 cuadrada e inversible de orden r, tales que - A’ = A (siendo A’ la

matriz A mas r-m filas nulas). Ademds, por construccién, A ~y A.
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A se puede volver a pensar, para simplificar notacién, que es de la forma:

#1; elementos
0 #1s elementos

0

0 #1n

Una vez obtenida una base de Grobner de 14, hay que calcular una base
de Grobner Fuerte para 4.

I, ..., I, son conjuntos saturados [AdL94]. De cualquier otro conjunto
saturado J, al calcular f; se va a obtener un polinomio homogéneo de grado
mayor o igual que dos. Sélo al calcular f;,, con I no vacio, se obtendra un
polinomio homogéneo de grado 1. Asi, cada bloque I, no vacio, contribuye
con un polinomio fj, . Se ilustra este célculo para I;, para los demds casos es

similar.

El primer paso es calcular {a;};e;, tales que:

> ag-le(f;) = med({le(f;)/5 € L)) (1.1)

Jjenh

Por definicién:

fh = Zaj.fj

jeh

De nuevo, este polinomio también se puede obtener multiplicando por la

izquierda por una matriz inversible.

Se define v como la matriz A més una fila de ceros (7 =9 A).
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#1; elementos

0 #1 elementos

0

#1n

ayp ... Q#q 0 o1

~
Inversible

La tltima fila de X esté formada por los coeficientes de fr, en zy, ..., ,.
De nuevo ¥ >~ v =9 A, y por lo tanto ¥ ~y A, como ademas A ~, A, se
verifica entonces que X ~q A.

No hay que olvidar que también se estd llevando cuenta de las matrices

por las que se multiplica. Se define:

1 o Q, 0
U = 1 ,
er QT‘T 0
a ... ay, 0 ... 0 1 0 0 1
Qll . er
con () = :
O o O

Razonando de igual modo con el resto de los bloques I, no vacios, se
obtendrian ) ., € Mat,x,(D) y ¥pina € Mat,x,(D) tales que:
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#1

#1s

. ZFinal = #In

T

L

_ /
= ZFinal = q/Final - A

Una base de Grobner Fuerte de 14 sera pues de la forma:

( U {ffk}) uB
————

kI, #£0

Con B un conjunto o bien vacio, o bien formado por polinomios ho-
mogéneos de grado mayor o igual que 2 (apartado 1 probado). Cualquier
polinomio de grado 1, que esté en el ideal, va a reducirse a cero al dividir
entre Q. Es por esto que, realizando operaciones elementales en filas sobre
> rinat» ¥ llevando cuenta de lo que se hace; al final se obtienen dos matrices
P € Mat,x,(D)y X € Mat,x,(D), tales que:
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| Q@

n X = , donde @) esta formado por los coeficientes
o ... ... 0
0O ... ... 0

de los polinomios f;, con Iy # O .

s P esinversible y P’ - A’ = X, siendo A’ la matriz A méas u — m filas

de ceros.

La submatriz de X formada por los coeficientes de los elementos de (), mas las
filas de ceros que hagan falta hasta completar una matriz de tamano m x n,
es equivalente a A; pues tienen los mismos factores invariantes (X ~y A) y
las mismas dimensiones. Esta matriz es Lad(A) (apartado 2 probado). Del
mismo modo, la submatriz P de P’ formada por las m primeras columnas
y las m primeras filas es inversible y verifica que Lad(A) = P - A, esto es
asi por ser P'- A’ = X, y A’ la matriz A més un nimero finito de filas nulas
(apartado 3 probado). O

Con la demostracion anterior en mente, es necesario realizar, antes de

continuar, las siguientes puntualizaciones:

s No es necesario un cdlculo completo de la base de Grobner Fuerte para
obtener los polinomios homogéneos de grado 1 de la base de Grobner
Fuerte de 14, con un calculo parcial basta. Es mas, la forma de proceder
en la demostracion sugiere el método a seguir. Este, consiste en calcular
las sicigias y sus reducidos de los polinomios del primer bloque, anadir
los polinomios resultantes a los bloques que pertenezcan, procesar el

bloque 2 al igual que se hizo con el bloque 1, y asi sucesivamente.
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El ultimo bloque no es necesario procesarlo, pues esta formado por

monomios y la sicigia de dos monomios es siempre cero.

Sobre la eleccion de los coeficientes a; en (1.1): aunque en principio,
para obtener una matriz equivalente, cualquier familia de coeficientes
que cumpla la condicién vale, con el objeto de evitar bucles infinitos en
el proceso que a continuacion se describird, se restringe su eleccion con
la siguiente condicién:

Si alguno de los polinomios, tiene por coeficiente principal el maximo
comun divisor de los coeficientes principales, entonces se toma directa-
mente, como integrante de la base de Grobner Fuerte de 14, al primer
polinomio del bloque cuyo coeficiente principal sea el maximo comun
divisor de todos.

A esta condicién se hard referencia a lo largo del texto como {C1}. A
partir de ahora, siempre que se hable de base de Grobner Fuerte, se

supondra que se utilizo esta restriccion a la hora de calcularla.

El primer bloque nunca aumenta de tamano, pues todas las sicigias
tienen, como mucho, a x5 por monomio principal. El resto de los blo-
ques, si pueden aumentar de tamano. Este hecho es relevante, desde el
punto de vista de que ya se puede saber desde un principio, el polinomio

que aporta el primer bloque a la base de Grobner Fuerte de I4.

A continuacion, se ilustra la idea de la demostracién del Teorema anterior,

con un ejemplo

Ejemplo 1.4.10 Se calculard, utilizando la forma de proceder en la demostra-

cion anterior, una matriz equivalente a
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€ M(It4><3(Z)

S N O =
N N O O

IA =< {fl:x_y7f2:_5y+6z7f3:2$+3y+7z7f4:3y+2z}>
Il = {1,3},[2 = {2,4},[3 :q)
[1U[2U13:{1727374}

En lo que sigue, para todo numero natural i, se define A; como la matriz

A mds i filas de ceros.
S(fi, fs) =2(x —y) — (2 + 3y +72) = —dy — 7z

Matricialmente se corresponde con:

10 0 00 1 -1 0 1 -1 0
01 0 0O 0 -5 6 0 =5 6
00 1 0O 2 T1=12 3 7
00 0 10 0 2 0 3 2
20 -1 01 0 0 0 -5 —7
S(f1.f3)

Se reduce S(fi, f3)

—5y — Tz ‘x—y‘—5y—i—6z 20+ 3y + 7z | 3y + 2z
oy — 62
—13Z:f5

1

Matricialmente:
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1 0 000 1 =1 0 1 -1 0
0 1 00O 0 =5 6 0 -5 6
0 0 100 2 3 7 =12 3 7 =C
0 0 010 0 3 2 0 2
0 -1 0 01 0 =5 -7 0 —13

Se lleva cuenta de las matrices por las que se multiplica.

1 0 000 10 0 00
0 1 000 01 0 00
PP=10 0 100 00 1 00 |=
0 0 010 00 0 10
0 -1 0 0 1 2 0 -1 01
10 0 00
0 1 0 0O
=10 0 1 00
0 0 0 10
2 -1 -1 0 1
Se verifica:
O:.Pl'Al

Se anade 5 a I3, quedando entonces I} = {1,3}, Iy = {2,4}, I3 = {5}
S(fa, f1) = 3(=by + 62) + 5(3y + 22) = 282

Matricialmente:
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1 0 00 00O 1 -1 0 1 -1 0
01 00O00O0 0 -5 6 0 -5 6
001000 23 7 | _|2 38 7 |
0001060 0 3 2 0 3 2
00 0O0T1@0O0 0O 0 -13 0O 0 -13
03 0501 0 0 0 0 0 28

S(farts)

El resultado de reducir S(fao, fa) por {f1, fa, fa; fa, f5} es S(f2, fa). Se
define por lo tanto fo = S(fa, f1). Se anade {6} a I3, quedando entonces

I ={1,3}, I, = {2,4}, I, = {5,6}.

Hay que sequir llevando cuenta de las matrices por las que se multiplica.

Se define:

100000 1 0 0O 0 010
010000 0 1 0O 0 010
P, — 001000 0 O 1 0 010 _
000100 0 0 0 1 010
000010 2 -1 =1 0 110
03 0501 0 O 0 0 0 1
1 0 0 000
0O 1 0 00O
0o 0 1 000
10 0 0 100
2 -1 -1 010
0 3 0 501
y se verifica que Py - Ay = D. Ademds una base de Grobner para I, es

entonces de la forma { f1, fa, f3, f1, [5, f6} UB, siendo B, o el conjunto vacio,

o un conjunto de polinomios homogéneos de grado mayor o iqual que 2.
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Falta por calcular una base de Grobner Fuerte. Cada bloque Ij, no vacio,

contribuye con un polinomio.

Primer Bloque.

{173}7f[1 = fl

I

—13

28

1
0
2
0
0

—13
28

0

1000000
0100000
0010000
0001000
000O01O00O0
000O0O0T1PO
1000001

I

Se define:

o O O o o o
o O O o o —H O
o O O O —H OO
O O O —=H O 0 |O
o o +H O 1_. o O
o - O O 1_. ™M O
— O O O N OO
o O O o o o
o O O o O — O
O O O O — O O
O O O +H O O O
o O —H O O o O
o —H O O O O O
— o O o o O
Il
i

0 0 0 O

0
0
1
0
-1
0
0

0 0 0 O

0 0 0 0

1 0 0 O
01 .0 0

5 01 0

—1

0 0 0 1
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Se verifica que E = Py - As

El sequndo bloque estd formado por dos polinomios (Io = {2,4}); el maxi-
mo coman divisor de sus coeficientes principales (med(—5,3)) es 1. Teniendo
en cuenta que 1 = 1-(=5)+2-3 se define fr, = 1-(=by+62)+2-(3y+2z) =
y+ 10z.

10000000 1 -1 0
01000000 0 -5 6
00100000 2 3 7

s 00010000 003 2 |_
00001000 0 0 —13
00000100 0 0 —28
00000010 1 -1 0
01020001 0 0 0

1 -1 0
0 -5 6
2 3 7
0 3 2
“lo o 13"
0 0 —28
1 -1 0
0 1 10

Se define:
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O oo o o o o ~
o oo o o o —~|o
o oo o o —~ o|o
o oo o - o o|o
O oo ~ o b oo
o o~ o 4 o olo
o - oo | »olo
- o o o N O —|o
O oo o o o o ~
o 0o o o o~ o
O oo o o - o o
o oo o 4 o o o
O oo -~ o o o«
o o0 - o o o o o
O - O o0 o o o —~
- o o 0 o o o o
I
AT

0 0 0 0 O
0 0 0 0 0
0 00 00

0
0
1

0
—1

1 0 0 0 O
01 0 00

—1

5 0 1 0 O
0 00 1 0

0
0
0

1

2 0 0 0

P4'A4

El tercer blogque estd formado por dos polinomios (I3 = {5,6}); el mdximo

Se verifica que F

comun divisor de sus coeficientes principales (med(—13,28)) es 1. Teniendo

(—13) - (—13) — 6 - 28 se define fr, = 2.

en cuenta que 1

1
0
2
0
0

—13
28

10

0

0 000
0 000
0 000
0 000
0 000

1

0
0
0
0
1
0
0
0

1 000
0100
—13

0010

0001

0000
0000
0000
0000
0000

0
0

0

1

0 010
-6 0 0 1

G:
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0 000
0 000
0 000
0 000
0 000

1

0
0
0
0
1
0
0
0

1 000
0100
—13

0010

0001

0000
0000
0000
0000
0000

0
0

1
0 010
—6 0 0 1

P =

000 0 O0 O

0
0
1
0

000 0 0 O

000 0 0 O

1 0 0 0 0 O

-1 0 1 0 0 0 O

—1

2

501 0 0 O

000 1 0O

0
0
0
0

0

1

2 0 0 0
0 00 0 01
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_ O N O O O =

0
—26

0 0
1 0
0 1
0 0
-1 -1
3 0
0 0
1 0
-5 13

S o O = O O O

2
-30

o O = O O O O

0
—13

O O = O O O o ©

0
0
0
0
0
0
1
0
0

—6

S = O O O o o o O
_— O O O O o o o o

Se verifica que G = Ps- As. Ademds solo queda hacer operaciones elemen-

tales en G, para obtener la matriz buscada.

fi=z—y=1-(x—y)+0-(y+102)+0-z
fao=-by+6z2=0-(z—y)+(=5)-(y+10z) + 56 - 2
fs=2c+3y+72=2-(x—y)+5-(y+102) + (—43) - z
fi=3y+2:=0-(x—y)+3-(y+102) + (-28) -2
f5=—132=0-(x—y)+0-(y+102) + (=13) - 2
fo=282=0-(x—y)+0-(y+102) +28- 2

Por lo tanto:

hace
hace
hace
hace
hace

hace

cero la primera fila de G
cero la sequnda fila de G
cero la tercera fila de G
cero la cuarta fila de G
cero la quinta fila de G

cero la sexta fila de G

De este modo, si se define ¥ de modo que W := Ti7(—1)-Tog(—56)-Tog(5)-
T39<43) : T38<—5) : T37(—2) . T49(28) : T48(—3) . T59(]_3) . T@g(—28) entonces se

verifica que
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o O O O O o O

S = = O O O o o O

st ademds se intercambian las filas convenientemente, entonces

-1 1 0
0 1 10
0 0 1
0 0 O
Py Pog - P17 -V -G = 0 0 O
® 0 0 0
0 0 O
0 0 O
0 0 O
-1 1 0
0 1 10
0O 0 1
0O 0 O
- G=d P A 0O 0 O
0 0 O
0O 0 O
0O 0 O
0O 0 O



42 1 Bases de Grobner y la Forma Normal de Smith

1 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 2 0 0 0 1
—26 -5 13 =30 | =13 -6 0 0
—728 —143 364 845 | =364 —-168 0 -3 28
V.-Ps=| —-336 —66 168 —390 —-168 —-78 0 0 13
728 143 —-364 845 364 169 0 0 28
0 0 0 0 0 0 -1 0 0
1456 286 =728 1690 728 336 0 5 —56

—1120 -220 560 —1300 —-559 —258 -2 -5 43

-1 1 0
0 1 10
Lad(A) =
0 0 1
0 0
1 0 0 0
0 1 0 2
P =

-26 -5 13 =30
—728 —143 364 —845

La matriz P verifica que es invertible y que Lad(A) = P - A

Para calcular, en general la Forma Normal de Smith de una matriz, es
necesario hacer transformaciones en filas y columnas. Como se acaba de com-
probar; mediante el calculo de una base de Grobner Fuerte del ideal asociado
a una matriz dada, se puede obtener una matriz equivalente en filas a la
primera. Al calcular una base de Grobner Fuerte, no se realizan operaciones
en las columnas de la matriz, sélo en las filas. Este hecho podria inducir a
pensar que no hay un nexo claro entre la Teoria de las bases de Groébner

y el célculo de la Forma Normal de Smith (falta operar en columnas). No
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obstante, esta dificultad es facilmente salvable teniendo en cuenta que las ope-
raciones en columnas no son més, que operaciones en filas en la traspuesta.
Estos dos hechos, por una parte que una base de Grobner Fuerte propor-
cione una matriz equivalente en filas, y por otra, saber que las operaciones
en columnas no son mas que operaciones en filas en la traspuesta, son el
origen de un concepto que va a desempenar un papel central, en el algoritmo

de diagonalizacién, el concepto de par equivalente.

Definicién 1.4.11 Se llamard par equivalente de una matriz no nula A =
(ai;), brevemente A, a un par de matrices (*A = (*a;;),2 A = (2ay;)), tales

que:

s 'A = Lad(A)

» 2A = Lad(*AT), siendo AT la matriz traspuesta de L A.
Lema 1.4.12 A~ 1A~ 24T

Lema 1.4.13 Sea i un numero natural tal que a;; es el primer elemento no
nulo de la primera columna de una matriz no nula A = (a;j). Se verifica:
(ai) = I(tar) > 1(%a1).

Demostracion:
Trivial si se tiene en cuenta que 'ay; (*a;;) es el maximo comiin divisor de

un conjunto de elementos de D, entre los que estd a;; (*aiy).

i

Lema 1.4.14 Sea i un numero natural tal que a;; es el primer elemento no
nulo de la primera columna de una matriz no nula A = (a;;).
Sil(an) > 1(tay;) = 1(*a11), entonces *A es de la forma:
1a11 0 0
0 R

o ||
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siendo R una matriz triangular superior.

Demostracién:

s A= (1A, 2A) con 'A y 2A triangulares superiores.

» 2a;; es el maximo comun divisor de los elementos no nulos de la primera

columna de 'A”, entre ellos 'ay;.

» [(lay) = 1(%ay;) garantiza que 'a;; = u -% ayp, con u unidad en D.
Luego 'aj; es el maximo comun divisor de los elementos no nulos de
la primera columna de 'A”. Este hecho, unido a la restriccién {C1},
garantiza que el polinomio que aporta el primer bloque es *a;;2;. Con

lo cual la matriz 2A es de la forma:

Definicién 1.4.15 Se entenderd por “cdlculo reiterado del par equivalente

de una matriz A”, al proceso de construccion de la sucesion {Ay}nenufoy,
donde

Ag=A
A — (PAZA) A =247
gl — (1A1,2 A1> A2 = 214{

A2 I— (1A2,2A2) A3:2Ag
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Lema 1.4.16 La sucesion {Avn}neNu{o}, esta formada por matrices equiva-

lentes todas entre si.

Demostracion:

Trivial si se tiene en cuenta el Lema 1.4.12. O

Teorema 1.4.17 FEl calculo reiterado del par equivalente de una matriz no

nula A, conduce a una matriz diagonal equivalente a A.

Demostracién:

Sea A = (a;;) € Matmxn(D) tal que A es no nula, A = ('A, 24) con
'A = (ta;j) y *A = (%a;;). Sea ademds a;; el primer elemento no nulo de la
primera columna. Por el Lema 1.4.13 se verifica que I(a;1) > I( *ai1) > 1(%as1).

Sélo se pueden dar uno de estos cuatro casos:

i) Uain) > 1(tay) > 1(%a1)
i) 1aq) > 1(tan) = 1(2a1)
ii1) Uain) = 1(tayr) > 1(%a11)
i) Uan) =1(tay) = 1(%a11)

Si se verifica i) o iv), entonces 2A; por el Lema 1.4.14, va a ser de la forma:

1Clll 0 0

con R una matriz triangular superior.

Cada vez que se calcula el par equivalente de una matriz, se presenta la
casuistica anterior. En el proceso de calculo reiterado del par equivalente,
los casos i) y iii) no se pueden dar un nimero infinito de veces, ya que
este hecho implicaria la existencia de una sucesién de nimeros naturales

estrictamente decreciente, acotada superiormente y con infinitos términos,
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lo cual es imposible. Se puede asegurar entonces que, tras el calculo de un
nimero finito de términos de la sucesion {A, },enufoy, se llega a un término

A,y tal que:

Wp-10i1) > 1(,_ya11) = 1(_ a11)

siendo Ap_1 = (p—1a45), "Ap_1 = (5_1045), *Ap—1 = (_10455) ¥ p-10a1 el primer

elemento no nulo de la primera columna de A,_;. Por lo tanto:

11)71(111 0 0

0
2Ap—]_ —
0
esto es:
p_lan O O
0
Ay, =
0

Una vez que se llega a A,, el comportamiento del término que ocupa la
posicion (1, 1), a lo largo del calculo reiterado del par equivalente, se traslada
al término que ocupa la posicién (2,2). Razonando de modo andlogo, tras un

nimero finito de pasos, se llega a un término:

aq 0 .. ... 0
0 (05}
0

Continuando este proceso, al final se llegaria a un término:
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a; O - 0
0
Qg
0
0 0
(t = rango(A)) equivalente a A. O

A la vista de este resultado, la estrategia a seguir para diagonalizar una

matriz es clara; basta con realizar un calculo reiterado del par equivalente.

Algoritmo 1.4.18 DiagonalizaG
Entrada: A € Mat,«x,(D) tal que A es no nula.

Salida: Una matriz diagonal equivalente a la inicial.
1. Mientras A no diagonal.
a) Calcular A
b) A= 24T
2. Return A

3. Fin

Los algoritmos Diagonaliza y DiagonalizaG, comparten una misma forma
de proceder, a la hora de diagonalizar una matriz; la estrategia que siguen

consiste en:

aiq Q1np d1 0 0

Am1 e A, 0 bmo brn
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d 0 ... ... 0 dq 0
0 do 0 ... 0
0 C13 C3p, dr
_)
0
0 0 c¢ps ... Conn 0 0

Meter ceros a la derecha y debajo de cada elemento de la diagonal prin-
cipal. Desde este punto de vista, se puede afirmar que DiagonalizaG es la
traduccién al contexto de las bases de Grobner del algoritmo Diagonaliza.
Cabe esperar entonces que al reemplazar en el algoritmo SmithR, el algorit-
mo Diagonaliza por DiagonalizaG, se obtenga el algoritmo de céalculo de la

Forma Normal de Smith que se busca.

Algoritmo 1.4.19 SmithG (Reformulacion)
Entrada: A € Mat,,x,(D) tal que A es no nula.
Salida: La Forma Normal de Smith de A

1. A=DiagonalizaG(A) /*Diagonalizacion™/
2. ;A es la Forma Normal de Smith? /*Reordenacion™/

a) No
» Bucle desde i=1 hasta minimo(m,n)-1
e P=], + B siendo

o I, : matriz identidad de orden n

min(m,n)

o B: matriz nula salvo en las posiciones {(j,)},21,

que contienen un uno.
o A=A-P
o A=DiagonalizaG(A)
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o ;A es la Forma Normal de Smith?
o 87

o Salir del bucle.

3. Devuelve A
4. Fin

Demostracion:

Sélo queda por justificar el paso 2 de este algoritmo; para ello sea A =
diag(ay, ..., a,,0,...,0).

Primera Iteracién (i=1).

Hacer A = A - P cambia A por la matriz que se obtiene al sumarle a la
primera columna de A, todas las columnas a su derecha. Esto es, A es ahora

de la forma:

3]

ar ... Q

0

A continuacién se aplica el algoritmo DiagonalizaG.

{a121,a01 + agxs, ..., a,x1 + a,x,} es el conjunto de los polinomios que
constituyen el primer bloque. 'a;; es el méximo comun divisor de ay, ..., a,,
esto es, es el primer factor invariante de A. Con este hecho en mente, mas la

restriccién {C'1}, se puede asegurar que 2A va a ser de la forma:

1@11 0 ... 0
0
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Como resultado del algoritmo DiagonalizaG, se obtiene una matriz dia-
gonal A, equivalente a la inicial y con el primer factor invariante situado en
la posicion (1,1).

Segunda Iteracién (i=2).
Hacer A = A - P cambia A por la matriz que se obtiene al sumarle a la
segunda columna de A, todas las columnas a su derecha. Esto es, A es ahora

de la forma:

d
by

0

A continuacién se aplica el algoritmo DiagonalizaG.
{boxa, by + bsxs, ..., bz + b2} es el conjunto de polinomios que consti-
tuyen el segundo bloque. Como sélo hay un polinomio en el primer bloque
(ay21), no es posible esperar que al segundo bloque se le anadan nuevos poli-
nomios (resultado de la reduccién de sicigias), es por esto, que es posible
conocer de antemano el polinomio con el que contribuye a la base de Grob-
ner Fuerte. Este polinomio tiene por coeficiente principal al maximo comin
divisor de by, ..., b,, esto es, tass es el segundo factor invariante. Con este
hecho en mente m4s la restriccién {C'1}, se puede asegurar que 2A va a ser

de la forma:
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Como resultado del algoritmo DiagonalizaG, se obtiene una matriz dia-
gonal A, equivalente a la inicial y con el primer factor invariante situado
en la posicién (1,1), y el segundo factor invariante en la posicién (2,2).
Continuando este bucle hasta su final, se llegaria a la Forma Normal de
Smith.

i

No se puede terminar esta seccion, sin hacer mencion especial a la condi-
cién {C1}. Esta restriccién es muy importante, pues garantiza que el algo-
ritmo de diagonalizacion utilizando bases de Grobner, no entra en un bucle
infinito, esto es, que el proceso de calculo reiterado del par equivalente, con-
duce a una matriz diagonal. Para comprender este hecho hay que remontarse
al Teorema 1.4.9, siguiendo el hilo de su demostracion, se ve que cada bloque
no vacio, una vez que se han calculado todas las sicigias y sus reducidos,
aporta a la base de Grobner Fuerte un polinomio, que es combinacion lineal
con coeficientes en el anillo base D, de los polinomios que forman el bloque,
y cuyo coeficiente principal es el maximo comun divisor de los coeficientes
principales de todos los polinomios que forman el bloque. El problema surge
en la arbitrariedad a la hora de escoger esa combinacién lineal; desde luego
si lo que se quiere es calcular una matriz equivalente a la inicial, cualquier
combinacion lineal de los polinomios del bloque, que verifique la condicion

anterior, es valida.

No obstante, la situacion cambia radicalmente a la hora de realizar un

calculo reiterado del par equivalente.

La condicién {C1} surge realmente del Lema 1.4.14, que se verifique
[(*ay1) = I(*ay1), implica que 'a;; es el mdximo comiin divisor de los co-
eficientes principales de los polinomios del primer bloque. Pues bien, a la
hora de calcular la primera fila de 24, es este monomio, ‘aj;z1, el que se
debe escoger para poder ir diagonalizando la matriz. Para asegurar que en

el caso de que 'aj; sea el maximo comin divisor de los elementos no nulos
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de la primera columna, se escogerd ‘a1z, como el polinomio que aporta el
primer bloque, se impone la condicién {C1}.
A continuacién se expone un ejemplo en el que la no aplicacion de {C1},

conduce a un bucle infinito al aplicar el algoritmo DiagonalizaG.

Ejemplo 1.4.20 Se Diagonaliza siguiendo los pasos del algoritmo Diagona-

()

lizaG, la siguiente matriz.

s Cdlculo de A.

e Cdlculo de ' A.

fi=z N L ={1,2}

fg = —x + Yy .[2 = @

-S(f, f2)=y=fs = L ={3}

- fr, = —x+y (No se aplica la condicion {C1} y se escoge f3).

- ffzzy
- 1A:Lad(A):<_(1] 1)

Cdlculo de 2 A.

sigr_ [ 10
11

i=—x . I :{1,2}
fa=x+y I,=10
S(fi, f2) =y = fs = LI, = {3}

o fr, =x+y (No se aplica la condicion {C1} y se escoge fs).

g f[zzy
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° 2A:Lad(1AT) = ( L1 )

0 1
ca=ar= 1Y
11

« Cdlculo de A.

e Calculo de 'A.

f1:$ . [1:{1,2}

f2 =x+ Yy IQ = @

-S(f, o) =—y=[fs = L={3}

- fr, =x+y (No se aplica la condicion {C1} y se escoge f).

- fIQZ_y

s ()

Cdlculo de 2A.

(10
1 -1

flzx — 11:{1,2}

fo=2—y IL=10
o S(fi,fo) =y=fa= L ={3}
.fh:x_y
.flzzy

24 1ATY L -1
° A—Lad(A)—(O 1)

Ca_eg [ 10O
~1 1

Llegando de este modo a la matriz inicial, con lo que se podrian repetir

los cdlculos desde el principio una y otra vez.
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1.5. Matrices de Paso

Si bien es importante conocer la Forma Normal de Smith de una matriz,
también es importante conocer sus matrices de paso; sobre todo de cara a
la utilizacion de la Forma Normal de Smith para la resolucion de efectiva de

problemas.

1.5.1. Construccion

El punto de partida para la construccién de las matrices de paso, es
también el punto de partida del algoritmo DiagonalizaG; éste es el Teorema
1.4.9. Cada vez que se aplica este resultado, esto es, cada vez que se calcula
para una matriz dada A, Lad(A), existe una matriz P inversible tal que
Lad(A) = P - A. Pues bien, simplemente llevando cuenta de las matrices P,
por las que se va multiplicando, se obtendra al final tanto la Forma Normal

de Smith, como sus matrices de paso.

Teorema 1.5.1 Llevando cuenta de las matrices por las que se va multipli-

cando en el algoritmo SmithG, se obtienen las matrices de paso.

Demostracién:

Dada B € Mat,,«x,(D) no nula, se le aplica el algoritmo SmithG.

» A=DB

» Paso 1: Aplicar DiagonalizaG a A.

- Si A no es diagonal, se calcula A.

- YA = Lad(A)
Por el Teorema 1.4.9, existe Fy € Mat,, (D) inversible, tal
que 'A = Lad(A) = F, A.
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- 2A = Lad(*AT)
Por el Teorema 1.4.9, existe C) € Mat,«,(D) inversible, tal
que A = Lad(*AT) = C - 1AT
A=FA
24 = Oy - LAT
- Sea A=2AT=F, -B-CT

— 24 =Cy-'AT = O\ (F,B)T = Cy-BY-FT

- Si A no es diagonal, se calcula A.

- 1A= Lad(A)
Por el Teorema 1.4.9, existe Fy € Mat,,x,»(D) inversible, tal
que 'A = Lad(A) = KA.
- 2A = Lad(*AT)
Por el Teorema 1.4.9, existe Cy € Mat,«,(D) inversible, tal
que 2A = Lad(*AT) = Cy - 1AT
A =F,A
24 = (. 1AT
- A=2AT(=F-F-B-Cl.CI'=F,-F,-B-(Cy-C))T)

— 2A = 02' IAT = CQ'(FQA)T = CQATFQT

- Si A no es diagonal, se calcula A.

Este proceso termina tras un numero finito de pasos, con una matriz

diagonal equivalente a la inicial y de la forma:

A=2AT=(F,-..-F) B (C, ... -Cy)”

J/

F c
s Paso 2: Reordenaciéon de los divisores elementales.
- Bucle i = 1,...,min(m,n) — 1
-1=1

- Se construye la matriz P
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-A=A.-P
-C=C-P
- Al aplicar DiagonalizaG a A se recogen las matrices Dy, G4

por las que al multiplicar A se obtiene una matriz Diago-

nal (véase paso 1)

_A=D,-A-G,
S C=C-G,
_F=D,-F

C =2

Como resultado de este bucle se llegara a dos matrices F y C inversibles
tales que la Forma Normal de Smith de Bes: F- B - C. U

Para que el calculo de las matrices de paso sea completo, sélo queda por
explicar como, dada una matriz A, se puede obtener una matriz inversible P,
tal que Lad(A) = P - A.

El método natural es el que se expone en la demostracion del Teorema
1.4.9; ir construyendo P, a medida que se avanza en el calculo de la base de
Grobner Fuerte de 4. No obstante, no es este el camino que aqui se seguira,
ya que supondria manejar matrices de tamano arbitrariamente grande (re-
cuérdese que el numero de filas, depende del niimero de sicigias que se cal-
culan para obtener una base de Grébner Fuerte de Iy).

El proceso que se seguira para obtener P, es el siguiente:

Dada A € Mat,,x,(D), se construye la matriz (A|l,,), esto es, a la matriz A
se le anade la matriz identidad de orden m. Se calcula una base de Grobner
Fuerte para I,y =< {fi(@1,....xn) + Y1, fra(@1, ...; T0) + ym} > con
respecto a un orden monomial cualquiera con xy > ... >z, > y; > ... > Y.
El conjunto de los polinomios de grado 1 de esta base de Grobner Fuerte es

de la forma:
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{gl(l‘h 7xn) + hl(yh "'7ym)7 "'agt(xh al‘n) + ht(yla "'aym)aul(yla "'aym)a

oy Us(Y1y ooy Ym) }-
A la hora de calcular una base de Grobner, es importante la eleccién del

par de polinomios del que se va a calcular su sicigia. Escoger uno u otro
par, supondra al final, llegar seguramente a bases de Grobner distintas. Si
para calcular una base de Grobner Fuerte de Iy =< {f1, ..., fm} >, se siguen
los mismos pasos que se siguieron en la construccion de la base de Grobner
Fuerte de I( 41,y para obtener {gi(z1, ..., Zn) +h1 (Y15 s Ym), -, Ge(@1, -0, ) +
hi(y1, -, ym)}, al final, cuando se complete el cdlculo de la base de Grobner
Fuerte de I4, se tendra que el conjunto de polinomios de grado 1 para esa
base de Grobner Fuerte de 14 es {g1(z1, ..., n), ..y gt(x1, ..., T,) }; €StO s asi,
pues se han hecho las ”mismas cuentas” para I4 que para I(az,,), en lo que a
célculo de polinomios de grado 1 en {z1, ..., z, } se refiere. La tnica diferencia
sustancial entre un calculo y el otro es que en el segundo se arrastran términos
adicionales (la parte que depende de {y1,...,ym}) al hacer las cuentas, y en

el primero no. Este hecho se expresa y amplia en el siguiente resultado.

Teorema 1.5.2 Dada A € Mat,x,(D), G una base de Gréobner Fuerte de
Iiain,y v Lad(AllLy,) la matriz que se obtiene a partir de G, entonces existe
P € Mat,xm(D) inversible y existe una base de Grébner Fuerte de 14 tal

que su correspondiente matriz Lad(A) verifica:
» Lad(Al|l,) = (Lad(A)|P)

Demostracion:
Como se acaba de comprobar, es posible obtener los mismos polinomios de
grado 1, salvo los sumandos que dependen de {yi, ..., ym}, tanto al calcular
una Base de Grobner Fuerte de I4 como de 14,,. Este hecho, garantiza que
la submatriz de Lad(A|I,,), formada por las primeras m filas y n columnas,
es Lad(A).

Por el Teorema 1.4.9 existe P € Mat,,x, (D) inversible tal que:
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Lad(A|L,) = P - (A|l,) = (P- A|P)
Lad(A)

g

El papel que juega la matriz I,, al anadirse a A, es el de ”guardar memo-
ria” de la matriz de paso P. Con este hecho en mente, es facil modificar los

algoritmos DiagonalizaG y SmithG para obtener las matrices de paso.

Algoritmo 1.5.3 DiagonalizaG_Paso
Entrada: A € Mat,«,(D) tal que A es no nula.
Salida: Este algoritmo devuelve tres matrices B, F,C' tales que:
- B € Mat;,xn(D) es diagonal y equivalente a A.
- F € Mat,xm(D) inversible.
- C € Mat,x,(D) inversible.
-B=F-A-C

1. F=1,; C=1, (I;: Matriz identidad de orden j)
2. Mientras A no diagonal.

_ Se caleula Lad(A|L,)(= 1(A|L,.))
J*Lad(AlLy) = (Lad(A)|P); Lad(A) = P - A*/
- 1A = Lad(A)
-F=P-F
- Se caleula Lad(*A"|I,)
/*Lad('AT|I,) = (Lad('AT)|Q); Lad('AT) = Q - 'AT*/
C 24 = Lad(1AT)
S C=Q-C /*Se traspone al final*/
CA=AT
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3.C=C"B=A
4. Devuelve B, F,C

5. Fin

Algoritmo 1.5.4 SmithG_Paso
Entrada: A € Mat,,x,(D) tal que A es no nula.

Salida: Fste algoritmo devuelve tres matrices G,H,K tales que:

- G € Matyxn(D) es la Forma Normal de Smith de A.
- H € Mat,xm(D) inversible.

K € Mat,xn(D) inversible.
_G=-H A K

1. (A, H, K) = DiagonalizaG_Paso(A)
2. ;A es la Forma Normal de Smith?

- No

P=1I1,+B
I, es la matriz identidad de orden n,

~min(m,n)

B es la matriz nula, salvo en las posiciones (j, z)j:jH que

contienen un uno.

-A=A-P
S K=K-P
- (A, F,C) = DiagonalizaG_Paso(A)
-H=F-H
_K=K-C

A es la Forma Normal de Smith?
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- 5%, entonces salir del bucle.
3. G=A
4. Devuelve G,H,K

5. Fin

La forma de proceder en el algoritmo SmithG_Paso, es el modo mas com-
pleto de calcular la Forma Normal de Smith, puesto que, a medida que se va
avanzando en su célculo, se van construyendo las matrices de paso. Ademas,
todo este proceso se realiza utilizando las bases de Grobner como herramienta

de célculo.

1.5.2. Calculo de la inversa de una matriz

Seguramente llama la atencion, tratar a estas alturas de capitulo, el tema
de decidir si una matriz es inversible o no, y en caso afirmativo calcular su
inversa. No obstante, esto estd plenamente justificado, pues en la subseccion
siguiente de cdlculo de Formas Canodnicas, se necesitara calcular inversas de
matrices.

Dos son los algoritmos que se presentan, y aunque soélo el primero de
ellos es valido para su utilizacién en la siguiente subseccion, ambos ponen de
manifiesto la relacion entre el calculo de la inversa de una matriz y el célculo
de la Forma Normal de Smith. El primero se fundamenta en el calculo de las

matrices de paso, y el segundo en la obtencién del polinomio minimo.

Calculo de la Inversa y Matrices de Paso.

Sea D, como hasta ahora, un dominio de ideales principales y A €

Mat, (D). Entonces, existen matrices S, P, ) de orden n, tales que:

- 5 es la Forma Normal de Smith de A.
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- Py @ son inversibles.

_S=P-A-Q

De la ultima igualdad se concluye que para que A sea inversible, todos

los elementos que forman la diagonal principal de S, deben ser unidades de
D. De ser cierto At =Q-S7!- P.

Este razonamiento da pie al siguiente algoritmo:

Algoritmo 1.5.5 Inversa_Paso
Entrada: A € Mat, (D) tal que A es no nula.

Salida: Si A es inversible devuelve su inversa, de no serlo devuelve 0.
1. (S, P, Q) = SmithG_Paso(A) /¥S=P-A-Q*/
2. ¢Todos los elementos de la diagonal principal de S son unidades en D ?
- ST
- Inversa_,A=Q-S™'- P

- No.

- Inversa_A =0

3. Devuelve Inversa_A

4. Fin

Calculo de la Inversa y el Polinomio Minimo.

En esta subsecciéon se parte de un cuerpo conmutativo K y de una matriz
A € Mat,(K). Es conocido que el polinomio minimo de A, m(z) = 2™ +
U1 2™ 1. 4ay, es el factor invariante de mayor grado de la matriz 21, — A,
donde I,, es la matriz identidad de orden n [DuF99].

Que la matriz A sea inversible depende del término independiente de

m(x), pues ap = 0 es condicién necesaria y suficiente para que la matriz
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no sea inversible. Por otra parte, si ag no fuese cero, se podria razonar del

siguiente modo para obtener A1,

m(A) =0« A" + am,IAm_l + ...+ aoln =0 gg

A", A2 4 e AT =0 =

Al = ;_01 (A oy AT 4 a )

Estos hechos dan pie al siguiente algoritmo.

Algoritmo 1.5.6 Inversa_Minimo
Entrada: A € Mat,(K) tal que A es no nula.

Salida: St A es inversible devuelve su inversa, de no serlo devuelve 0.
1. B=SmithG(x -1, — A)
2. Sea f el factor invariante de mayor grado de B
- f es el polinomio minimo de A.
- f=a" 4 am ™+ Fag
3. a9 =07

- St /* A no es inversible */
- Inversa_A =0
- No.

- Inversa_A = g—ol (A 4 AT+t ag )
4. Devuelve Inversa_A

5. Fin
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1.5.3. Calculo de Formas Canonicas

Mediados del siglo XIX; ésta es la época en la que se descubrié la Forma
Normal de Smith [S1861]. Aunque en su origen estaba definida sobre matrices
de ntimeros enteros, con el tiempo, este concepto se ha interpretado en el
contexto de la Teoria de Mdédulos: La Forma Normal de Smith, proporciona
la descomposicién en suma directa de modulos ciclicos, de un moédulo de
tipo finito sobre un dominio de ideales principales. Esta reinterpretacién del

concepto, se recoge en el siguiente Teorema [Jac74]:

Teorema 1.5.7 Teorema de Estructura de Mddulos de Tipo Finito .- Sea D
un dominio de ideales principales y M un D-maodulo de tipo finito. Entonces,

M es suma directa de D-modulos ciclicos:
M=Dz & ..® Dz
tal que:

(0:21)2(0:29) 2...2(0:24); (0:2) #D, k=1,...;8

Este teorema de estructura, es el pilar central sobre el que se apoya, el
desarrollo para la obtencién de las Formas Candnicas de una matriz, que en
esta subseccién se presenta. De hecho, su demostracion [Jac74] es el punto
de partida.

Cuatro son las Formas Candnicas que se obtendran [Ser02, Bar96]:
1. La Forma Canénica Racional o de Frobenius.
2. La Segunda Forma Canénica.
3. La Forma Canoénica de Jacobson.

4. La Forma Canédnica de Jordan.
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La mecanica para obtener una de las Formas Canodnicas anteriores, es
siempre la misma. Primero, se descompone el espacio vectorial sobre el que
estd definido el endomorfismo, en suma directa de subespacios invariantes
(es en este punto donde interviene el Teorema de Estructura). Segundo, se
elige un base adecuada en cada subespacio. La unién de todas estas bases,
proporcionard la base en la cual el endomorfismo se expresa matricialmente
en la forma candnica buscada.

Sea K un cuerpo conmutativo, V' un K-espacio vectorial de dimension
finita n, B = {vy,...,v,} una K-base de V' y T': V. — V una aplicacién
K-lineal.

TV — V
v — T(Ul) = a11V1 + ... + Qp1U,
vy, — T(vp) = a1pv1 + ... + Appp

La matriz de T en la base B es:

a1 ... QAip

Ap1 ... QApp

Tomando como ley de composicién externa O:

KxV

| N
Klz] xV - V

siendo:

» O(ap2™ + ...+ ap,v) == a,T™(v) + ... + apv

= % la operacién externa de V' como K-espacio vectorial.
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Lema 1.5.8 [Jac7/] T dota a 'V de una estructura de K[z]-mddulo.
Lema 1.5.9 [Jac74]V es un K|x]-mddulo de torsion.

Demostracion:
Trivial por ser V un K-espacio vectorial de dimensién finita n y no haber,

por lo tanto, n + 1 vectores linealmente independientes. Il

Lema 1.5.10 [Jac7}] V es un K[z]-mddulo finitamente generado.

Demostracion:

Trivial por ser V' un K-espacio vectorial de dimensién finita n. O

Una aplicacién apresurada del Teorema de Estructura, conduciria a afir-
mar que, como V es un K[z]-médulo finitamente generado y K[z] es un

dominio de ideales principales (por ser K cuerpo), entonces
V =Klz]z1 & ... & K|z]z,
con

(0:21)2(0:29)2...2(0:24); (0:2) #D,k=1,...;8

Esta aplicaciéon directa del Teorema de Estructura, aunque importante
pues muestra la composicién de V' como K|z]-mddulo, desde un punto de
vista practico, no aporta lo que realmente interesa, ;como calcular zq, ..., 25?7
La obtencién de zq, ..., 2z, es importante, pues como se vera, es a partir de
estos elementos, de donde se obtendran todas las Formas Candnicas. Afor-
tunadamente, la prueba del Teorema de Estructura [Jac74] es totalmente
constructiva, por lo que se seguiran sus pasos para obtener zq, ..., 2.

Para empezar, todo K[z]-médulo finitamente generado, es cociente de

un K[z]-médulo libre, esto es equivalente a decir que existe una aplicacién
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K[z]-lineal sobreyectiva de (K[z])™ en V. Esta aplicacién es la siguiente:

v

Klz]" — V

e — Ule)) =n
en — Ule,) =,

con C' = {ey, ...,e,} la base canénica de K[z]".
i v
KerV — K[z|" - V

Teorema 1.5.11 [Jac7}] F = CJl{fj = > we; — a6} es una Klz]-base de
= i=1
KerV.

La matriz de la inclusién i en las bases F'y C' es:

r —ay; —aie ... —Q1p
—Qa21 r — a2 ... —QA9p

=ual,— A
—an1l —anp2 oo X — Qpp

Definicién 1.5.12 Dada A € Mat,«,(K), se llama matriz caracteristica de
A, a la matriz 1, — A.

Para xI, — A, existen S, P,Q € Mat,«,(K|z]) tales que:
- S es la Forma Normal de Smith de x1,, — A.
- Py @ son matrices inversibles

-S=P-(z,— A)-Q
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Esto es:
zl,—A g
rKerv —  (K[z]")e — V

Tq lp
pKert S (Kz]Me

Lo que se estd haciendo al obtener la Forma Normal de Smith de la
matriz caracteristica de A, es calcular una base F’ en KerWV y otra C’ en
K[z]™, respecto a las cuales, la matriz asociada al morfismo inclusién tiene

una expresion diagonal, que es la matriz S.

@ v P son las matrices de cambio de base, las columnas de () son las
coordenadas de F” con respecto a F', las columnas de P son las coordenadas
de C con respecto a C’ y las columnas de P~! son las coordenadas de C’ con

respecto a la base C.

S es de la forma:

dy|dy|...|ds
. CALARN

siendo dq|ds]...|ds no nulos.

Un examen, a posteriori, de la prueba del Teorema de Estructura, mues-
tra que el nimero de posiciones nulas en la diagonal principal de S, se co-
rresponde con el rango libre o nimero de Betti [DuF99] del K[z]-mddulo V,
esto es, es el mayor entero p tal que K[z]? C V. Como V es un K[z]-médulo
de torsién, carece de componente libre [Jac74], y por lo tanto p es cero. Esta
es la razén por la cual se puede asegurar que dy, ..., ds son polinomios no

nulos.
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En la prueba del Teorema de Estructura se demuestra finalmente, que las

imagenes por ¥ de los ultimos s vectores de la base

n n n
/ ’ 1 / 1 ’ 1
¢ = {61 = E Di1€;, €9 = E Pi2€i, ..., €, = E pinei}
i=1 i=1 i=1

(P~' = ('p;j)), son las que determinan los elementos de V' cuyos ciclicos

generan V. Asi pues se verifica:

21 =(e gi1)se 2s = V(e})

n

V =K[z]z1 @ ... ® Kz]z, (1.2)

Ademés
- (0:2) = (d;) con d; = ™ + @, _12™ 4+ ..+ ag,i=1,..,8
-(0:21)2(0:2)2...2(0: z)

Este hecho da pie al siguiente algoritmo.

Algoritmo 1.5.13 Generadores_Primera_Descomposicion.
Entrada:

- K cuerpo y V un K-espacio vectorial.
- B={vy,...,u,} una K-base de V.

- A € Mat,«xn,(K) no nula, tal que A es la matriz del endomorfismo de
V en la base B.

Salida: z1,...,zs €V y dy,...,ds € K[z] tales que
-V =Kz]z1 & ... & K|x]z,

-(0:z)=(dy),i=1,...,s
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-(0:2)2(0:29) 2...2(0: 2).

- dy,...,ds son polinomios monicos.

1. (S, P,Q) = SmithG_Paso(zI, — A) /*S =diag(1,...,1,dy,...,ds)*/
2. s = numero de elementos distintos de 1 en la diagonal principal de S.

3. Inversa_P = Inversa_Paso(P) /* V(e;) = v;, siendo {ey,...,e,} la

base canonica de Klz|" */
4. z; = V(columna n — s+ i-ésima de Inversa_P), i =1,...;s
5. d; =elemento de S que ocupa la posicion (n—s+i,n—s+1i),i=1,...,s
6. Se hacen monicos dy, ..., d,
7. Devuelve {{z1,...,zs},{d1,...,ds}}

8. Fin

Ejemplo 1.5.14 Se aplica el algoritmo Generadores_Primera_Descomposicion

a’

- A: ( 3 _1 > GMCLtQXQ(Q)

- B={v; =(~1,0,2),v, = (0,1,1)}

V=< vy, Vg >C Q3
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1. (S, P,Q) = SmithG_Paso(zly — A)

3. Inversa_P = Inversa_Paso(P).

—1 0
Inversa_P =
11—z 1

4. 21=V(0-e1+1-e)=0-v1+1-vy=0vy=1(0,1,1)
5. dy=(x—1)-(x—2)=2*—3x+2
6. Devuelve {{(0,1,1)},{z? — 3z + 2}}
7. Fin
Se puede afirmar entonces que:
-V =<wv,ve >=Klz] - vy (V es un K[z|-mddulo ciclico).
- (0:v) = (22 — 32+ 2)

Definicién 1.5.15 Dado un polinomio ménico f = x™ + ap_12™ "t + ... +
aop € Kz], se denomina matriz companera asociada a f, a la matriz C(f) €

Mat, s, (K) cuyo término (i,j) es:
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m 1, sij+1=4i.
= —Q;_1q, SZ] =n.
L 0, en CU,(Ll(]’U,Z.GT otro caso.

Ejemplo 1.5.16 La matriz compariera de x3 — 232 + 4 es:

—4
C(z® — 222 +4) =

o = O
= O O

0
2
Teorema 1.5.17 [Bar96, Ser02] Dada una matriz A de orden n sobre K,

existe una matriz P de orden n e inversible, tal que:

(F =)P'AP = diag(C(f1),...,C(f)), con fi|fa|...| fi-

F se dice que es la Forma Canonica Racional o de Frobenius de A.

La Forma Candnica Racional de A [Jac74], se obtiene a partir de la
primera descomposicién de V' (1.2), que proporciona el Teorema de Estruc-

tura. Tomando como K-base para cada médulo ciclico K[z]z; [JacT4]
{zi,2 - 23y ™71 25}

se obtiene una K-base para V' de la forma

mo—1

mi—1 mg—1
U 21,29, 2, e, T 29y ey By L gy ey T 26

B ={z,1-2,...,x

Si P es la matriz que se obtiene al colocar en columnas las coordenadas de
los vectores de B’, entonces se verifica que P~ AP es una matriz diagonal por
bloques, formada por las matrices companeras de los factores invariantes de
la matriz caracteristica de A, esto es, se obtiene la Forma Candnica Racional
de A.

De este razonamiento se sigue el siguiente algoritmo:
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Algoritmo 1.5.18 Frobenius.
Entrada:

- K cuerpo.

- A € Mat,«n,(K) no nula, la matriz del endomorfismo de K" en las

bases canonicas.
Salida:
- Una matriz R tal que R es la Forma Candnica Racional de A.

- Una matriz inversible P, tal que P+ A-P =R

1. {{z1, ..., 2z}, {dy, ..., ds } } =Generadores_Primera_ Descomposicion(A,C)

/*C es la base candnica de K™ */
2. B' = 0; R =matriz nula de tamano n x n; indicador_bloqgue=1
3. Bucle i =1 hasta s /*Se construye B' */
- m = grado(d;)
- B =B U{z,1 2., 2™z}
- Se sustituye el rectangulo de R de coordenadas

- (indicador _bloque, indicador _bloque)
/* Esquina superior izqda. */

- (indicador_blogue + m — 1, indicador bloque + m — 1)
/* Esquina inferior dcha. */

por la matriz companera de d;

- wndicador _bloque = indicador_bloque + m
4. P es la matriz que se obtiene al poner en columnas los vectores de B’

5. Devuelve R, P



1.5.3 Calculo de Formas Candnicas 73

6. Fin

Ejemplo 1.5.19 Se calculard la Forma Canonica Racional de:

0 -1 000 0
1 2000 0
0 0100 0
A= € Mat
0 0020 0 ox6(Q)
0 000 1 —2
0 0000 3

1. {{z1,...ds},{dy,...,ds} } =Generadores_Primera_Descomposicion(A, C')

-21=(-3,3,-1,0,—-1,0); dy =2 — 1

- 29=(1,-1,0,0,—-1,0); dy =z — 1

-23=100,3,5,1,0,3); do = a* = T2® +172° — 172+ 6
2. B' = 0; R= matriz nula de orden 6; indicador_bloque=1

3. Bucle i=1 hasta 3

-i=1
_mzl
-B/:{Zl}

- (indicador_bloque, indicador _bloque) = (1, 1)
- (indicador_blogue +m — 1, indicador _bloque + m — 1) = (1, 1)
- Se sustituye el bloque de R de coordenadas (1,1)-(1,1) por la

matriz companera de x — 1.
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o O O o o
o O O o o O
o O O o o O
o O O o o O
o O O o o O
o O O o o o

- indicador _bloque = 2

-1=2
-m=1
_B/:{ZDZZ}

- (indicador_bloque, indicador bloque) = (2, 2)
- (indicador _blogue +m — 1, indicador_blogue +m — 1) = (2, 2)
- Se sustituye el bloque de R de coordenadas (2,2)-(2,2) por la

matriz companera de x — 1.

100 0 00
01 00O00O0
00 0O0O0O0
R =

000O0O0O0
000O0O0O0
00 0O0O0O0

- indicador _bloque = 3

-1=3

-m=4

- B/:{21722}U{Z37A 23_<%1717%727%17%)7

A% 23 = (— 1,3,;,4 -2, )

A3 2y = (= 32,;,8 43,%)}

- (indicador_bloque, indicador _bloque) = (3, 3)
- (indicador_bloque +m — 1, indicador _bloque +m — 1) = (6, 6)
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- Se sustituye el bloque de R de coordenadas (3,3)-(6,6) por la

matriz companera de x* — 7x® + 172% — 17x + 6.

100 00 0

01 000 0

00000 —6
R =

00100 17

00010 —17

00 0O01 7
- indicador_bloque = 7
-3 10 %3 -1 F
3 -14 1 %2 2
1 L O |
4. P= 2 2 2 2
0o 01 2 4 8
-1 -1 0 F -2 =2
0 01 3 g7

5. Devuelve R, P

6. Fin

Teorema 1.5.20 [Jac7/, DuF99, Coh7}] Sea M un K[z]-mddulo, x € M,
d € Klz] tal que (0 : z) = (d) yd = pi* - ... -pf*, pi # p; sii # j, la
descomposicion de d en primos. Entonces:

- Dx =Dz & ...® Dy con (0: z;) = (p5*)

€i—1 €i+1

S Xy =Py Py e D =1L

Teniendo en cuenta este resultado, cada K[z]-médulo ciclico de la des-
composicién (1.2), se puede volver a descomponer en suma directa de K[z]-

modulos ciclicos. Se obtiene asi, una segunda descomposicion de V':

V=K[z] - u; ® ... 8 Klz] - u, (1.3)
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siendo (0 : uw;) = (pi(z)%), con p;(x) un polinomio ménico e irreducible en
Klz],i=1,...,r.

Teorema 1.5.21 [Bar96, Ser02] Dada una matriz A de orden n sobre K,

ezxiste una matriz P de orden n e inversible, tal que:
(F =)P7'AP = diag(C(q{"), ...,C(¢)), q1, .-, q¢ irreducibles sobre K[z].

F se dice que es la Seqgunda Forma Candnica de A.

Tomando de nuevo como K-base de cada médulo ciclico K|x]u;
hi—1
{wi, @ - wgy ooy 70w}

siendo h; el grado del polinomio pi’, se obtiene una K-base para V' de la

forma

" h1—1 hr—1
B" = {uy, - uy, ey T U e U T Uy e, T U )

Si P es la matriz que se obtiene al colocar en columnas las coordenadas de
los vectores de B”, entonces se verifica que P~! AP es una matriz diagonal por
bloques, formada por las matrices companeras de los divisores elementales de
la matriz caracteristica de A, esto es, se obtiene la Segunda Forma Candnica
de A.

Esta forma de proceder da lugar a:

Algoritmo 1.5.22 Segunda_Forma_Candnica.
Entrada:

- K cuerpo

- A € Mat,xn(K) no nula, la matriz del endomorfismo de K" en las

bases candnicas.
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Salida:
- Una matriz R tal que R es la Sequnda Forma Canonica de A

- Una matriz inversible P, tal que P~'-A-P =R

1. {z1, ..y 25}, {dn, ..., ds} } =Generadores_Primera_Descomposicion(A, C)

/*C es la base candnica de K™ */

2. B" =0; R es la matriz nula de orden n; indicador_bloque=1.

8. Bucle i =1 hasta s

- Se factoriza d; en primos (sobre K|x])
- di =piy Dy Dy A Dik SEJ F k.
- t=numero de factores primos en la descomposicion de d;.

- /* Se descompone K[z]z; en suma directa de ciclicos */

- Bucle j =1 hasta t

d; )
€i,5 Zi
1,7

- m = grado(p; ;) - €,

B"=B"U{u,x-u,.. ™ u}

-u=

Se sustituye el rectangulo de R:

- (indicador _bloque, indicador _bloque)
/* Esquina superior izquierda */
- (indicador_bloque + m — 1, indicador bloque + m — 1)
/* Esquina inferior derecha */
por la matriz companera de pfj’ .

e indicador_bloque = indicador_bloque + m

4. P es la matriz que se obtiene al poner en columnas los vectores de B”.
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5. Devuelve R, P

6. Fin

Ejemplo 1.5.23 Se calculard la Segunda Forma Candnica de la matriz:

€ Mat6><6((@)

S O N O O O
S = O O O O
o O O O

o O O O = O
o O O = O O

S O O O N

1. {{z1, ..., 25}, {dy, ..., ds} } =Generadores_Primera_Descomposicion(A, C')
C s =(-3,3,-1,0,-1,0); dy =z — 1
2= (1,-1,0,0,-1,0); dy =z — 1
- 23=1(0,%,5,1,0,3); ds = a* = T2® + 172° — 172+ 6
2. B" =0; R es la matriz nula de orden 6; indicador_bloque=1
3. Bucle i =1 hasta 3
-1=1

—dlzx—l
- Bucle 3 =1 hasta 1

-UuU=z1
-m=1
- B”:{Zl}

(indicador _bloque, indicador_bloque) = (1,1)

- (indicador_bloque + m — 1, indicador bloque + m — 1) =
(1,1)
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S i=2

- Se sustituye el rectangulo de R de coordenadas (1,1)-(1,1),

por la matriz companera de x — 1.

1

o O O O O

- indicador_bloque=2

-dQZZL'—l

- Bucle 3 =1 hasta 1

U = 29
m=1
B” = {21, 2'2}

(indicador_bloque, indicador bloque) = (2, 2)

0

o O o o O

o O O O o O

o O O O o O

o O O O o O

o O O O o O

- (indicador _bloque + m — 1, indicador_bloque +m — 1) = (2, 2)

- Se sustituye el rectingulo de R de coordenadas (2,2)-(2,2),

por la matriz companera de x — 1.

SO O O O O =

indicador_bloque=3

o O O O = O

0

o O O O O

oS O O O o O

o O O O o O

o O O O o O
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-dyg=(x—1)* (z—2) - (z—3)
- Bucle j =1 hasta 3

=1
_ 3 -1 1
—U—(.’II—?)~(.T—3)~Z3 (27271707270)
-m=2
- B"={z, 2} U{u,zu= (;,é,l,O,é,O)}

- (indicador -bloque, indicador bloque) = (3, 3)

- (indicador _blogue + m — 1, indicador _bloque + m — 1) =
(4,4)

- Se sustituye el rectdngulo de R de coordenadas (3,3)-(4,4),

por la matriz companera de (v — 1)%.

100 000
010 00O
R 000 -1 00
0 01 0 0
0 00 0 0
0 00 0 0
- indicador_bloque=5
- =2
-u=(x—1)7% (x—3) 23=(0,0,0,—1,0,0)
-m=1

- B"={z1,2,(3,5.1,0,1,0),(3.3,1,0,3,0)}U
{(0,0,0,—1,0,0)}

- (indicador_bloque, indicador bloque) = (5, 5)

- (indicador _bloque + m — 1, indicador bloqgue +m — 1) =
(5,5)

- Se sustituye el rectangulo de R de coordenadas (5,5)-(5,5),

por la matriz companera de v — 2.
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o 0o 0 o o =
o 0 O O R~ O
o o - O o O
|
—
o v O o o O
o o o o o o

- indicador_bloque=6
-j=3
-u=(z—1)? (x—2)-23=(0,0,0,0,—1,1)
-m=1
- B"=B"U{(0,0,0,0,-1,1)}
- (indicador_bloque, indicador _bloque) = (6, 6)
- (indicador_bloque + m — 1, indicador bloque + m — 1) =
(6,6)
- Se sustituye el rectangulo de R de coordenadas (6,6)-(6,6),

por la matriz companera de © — 3.

100 000
010 00O
R 000 —-1020
0 01 0 0
000 2 0
0 00 0 3

- indicador_bloque="7

-3 1 31 0
3 -1 3¢ 1 0
-1 0 11 0
0 0 00 -1 0
-1 -1 L1 0 -1
0 0 00 0 1
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5. Devuelve R, P

6. Fin

Definicién 1.5.24 Se llama matriz hiperasociada o hipercompanera de un

polinomio mdnico p(x)? a una matriz que verifica:

» Siq=1 es la matriz companera de p(x).

» Siq>1 es una matriz cuadrada de orden grado(p(x))-q, de la forma:

C(p) 0
N C(p)
Cq (p) = N
0 N C(p)

siendo C'(p) la matriz companera de p, y N una matriz con el mismo
orden de C(p), que tiene un uno en la esquina superior derecha y cero

en el resto de las posiciones.

Ejemplo 1.5.25 La matriz hiperasociada de (z* + 2z — 1)* es:

o 110 0 0 0 0 0
1 210 0 0 0 0 0
o 110 1[0 0 0 0
Co(a® + 22 — 1) = o 0|1 -2,0 0 0 0
o o0(0 1[0 1]0 0
o 00 01 -210 0
o o0 0 00 1|0 1
o 0 0 0(0 0|1 -2
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Teorema 1.5.26 [Jea99, Ser02] Dada una matriz A de orden n sobre K,

existe una matriz P de orden n e inversible, tal que:
(F =)P7'AP = diag(Cy,(q1), ..., Ca, (1)) qu, ..., ¢ irreducibles.
F se dice que es la Forma Candnica de Jacobson de A.

La Forma Canonica de Jacobson, se obtiene al tomar como K-base de
cada ciclico K[z|u; en (1.3) [Jac74]

.. . 62—1 . .
pz U“.-.,pi um

—1 'pfi_l . ,U/Z}

m; 1 mi—l .

{Uwiy @ - gy ooy ™7 U Py UG, TPy Uy ey T

ei—l .

T-p;

m;

Uy ooy T

siendo (m; = grado(p;(x))). La unién de todas estas K-bases proporciona
una K-base para V', en la cual, el endomorfismo que representa la matriz
A tiene asociada una matriz diagonal por bloques, formada por las matrices
hipercompaneras de los divisores elementales de la matriz caracteristica de A,
esto es, se obtiene la Forma Candnica de Jacobson de A. Este razonamiento

da lugar al siguiente algoritmo.

Algoritmo 1.5.27 Jacobson
Entrada:

- K cuerpo

- A € Mat,x,(K) no nula, la matriz del endomorfismo de K" en las

bases canonicas.
Salida:
- Una matriz R tal que R es la Forma Candnica de Jacobson de A.

- Una matriz inversible P, tal que P~ A-P =R
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1. {z1, ..y 25}, {dh, ..., ds} } =Generadores_Primera_Descomposicion(A, C)

/*C es la base candnica de K" */
2. B" =0; R es la matriz nula de orden n; indicador_bloque=1.

3. Bucle i =1 hasta s

- Se factoriza d; en primos (sobre K[z])

€1 €t ..
-di =P Dt Dig F Dk 1] F k.
- t=numero de factores primos en la descomposicion de d;.

- /* Se descompone K|x]z; en suma directa de ciclicos */

- Bucle j =1 hasta t
- U = =

- m = grado(p; ;) - €;;; gradop =m - e;;

n __ " m—1 m—1
-B" =B"U{u,x - u,..x CUD U Pt Uy ey T .

eij—1 eij—1 m—1 €ij—1
Dij Wy D5 U T PS5 Uy, T - p; cu}

Se sustituye el rectangulo de R:
- (indicador _bloque, indicador_bloque)
/* Esquina superior izquierda */

- (indicador_bloque+gradop—1, indicador_bloque+gradop—

)

/* Esquina inferior derecha */
. . ~ €5 4
por la matriz hipercompanera de p;'s.

e ndicador_bloque = indicador_bloque + gradop

4. P es la matriz que se obtiene al poner en columnas los vectores de B".
5. Devuelve R, P

6. Fin
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Ejemplo 1.5.28 Se calculard la Forma Candnica de Jacobson de la matriz:
—4
€ M(lt4><4<@>

0

o O = O
o = O O
_ o O O

1. {{z1, ..y 25}, {du, ..., ds}} =Generadores_Primera_Descomposicion(A, C')
721 =1(0,0,1,0); dy = 2* + 42 + 4

2. B" = 0; R la matriz nula de orden 4; indicador_bloque=1

8. Bucle i =1 hasta 1

Si=1
- dy = (22 4 2)?
St=1
- Bucle 7 =1 hasta 1
-u=z
- m = 2;gradop = 4
- B" ={z,z- 2 =(0,0,0, 1),
(22 +2) -2 = (—1,0, ’71, 0),z(z?+2) -2 = (0,—1,0, ’71)}
- (indicador_bloque, indicador bloque) = (1, 1)
- (

indicador _bloque+gradop—1, indicador _bloque—+gradop—

1) =(4,4)
por la matriz hipercompanera de (z* + 2)?
0 —-2,0 0
1 0]0 0
R =
0 110 -2
0 0]1 0
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- indicador_bloque = 5

0 0 -1 0
0 0 0 -1
4 P=1 —1
i 05 0
0 0 %

5. Devuelve R, P

6. Fin

Queda, por tultimo, tratar el cdlculo de la Forma Candnica de Jordan
de una matriz. La Forma Canoénica de Jordan es la apariencia que toma la
Forma Canonica de Jacobson, cuando los divisores elementales de la matriz
caracteristica, son potencias de polinomios de grado 1 [Ser(2].

El método natural para calcular entonces la Forma Canoénica de Jordan de
una matriz, se reduce a comprobar que las raices del polinomio caracteristico
estdn todas en K, y, en caso afirmativo, aplicar el algoritmo de céalculo de la

Forma Candnica de Jacobson.

Ejemplo 1.5.29 Se calculard la Forma Canonica de Jordan de la matriz

0 -1 000 0
1 2000 0
0 0100 0
A= € Mat
0 0020 0 ox6(Q)
0 000 1 —2
0 0000 3

Los factores invariantes no triviales son v — 1,z — 1,2* — 723 + 1722 —
17x + 6. Todos tienen sus raices en Q, por lo que si se aplica el algoritmo

Jacobson se obtendrd entonces la Forma Candnica de Jordan de A.

1. {{z1, .., 25}, {d1, ..., ds} } =Generadores_Primera_Descomposicion(A, C')
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-z =(-3,3,-1,0,—-1,0); dy =z — 1
-2 =(1,-1,0,0,-1,0); dy =2 — 1

- 23 = (07%’%717()’411); d3 =zt — 7ZE3+ 1727 — 17z +6

2. B" =0; R es la matriz nula de orden 6; indicador_bloque=1
3. Buclei =1 hasta 3
=1
-di=z -1
-t=1
- Bucle 7 =1 hasta 1
-u=2z
-m=1; gradop =1
B = {a)
- (indicador_bloque, indicador bloque) = (1,1)
- (indicador_bloque+gradop—1, indicador_bloque+gradop—
1)=(1,1)
- Se sustituye el rectangulo de R de coordenadas (1,1)-(1,1),

por la matriz hipercompanera de r — 1.
10 0

o O O O O
o O O O O
o O O O o O
o O O O o O
o O O O O
o O O O o O

- indicador_bloque=2
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=1
- Bucle j =1 hasta 1
- U= 29
-m=1; gradop =1
- B" ={z, 2}
- (indicador_bloque, indicador _bloque) = (2, 2)
- (indicador_bloque + gradop — 1, indicador blogque + gradop —
1)=(2,2)
- Se sustituye el rectingulo de R de coordenadas (2,2)-(2,2),

por la matriz hipercompanera de v — 1.

100 0

o O o o O
o o o o
o o o o O
o O o o o O
o o o o O
o O O o o o

- indicador_bloque=3
-i1=3

-dy=(x—1)* (z—2) (z—3)
-t=3
- Bucle j =1 hasta 3

- j=1

- u:(x—2)~(x—3)-23:(%,_71,1,0, ,0)

N =

-m =1, gradop = 2
- B" ={z,2}U{u,(r —1u=(-1,1,0,0,0,0)}
(indicador _bloque, indicador_bloque) = (3, 3)
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- (indicador_bloque+gradop—1, indicador bloque+gradop—
1) =(4,4)

- Se sustituye el rectdngulo de R de coordenadas (3,3)-(4,4),
por la matriz hipercompanera de (v — 1)

10 0

o O~ = O O
o O = O O O
o O O O o O

o O O O O
o O o O =
o O O o o

- indicador_bloque=5
- j=2

-u=(x—1)7% (x—3) 23=(0,0,0,—1,0,0)

-m=1; gradop =1

- B" ={z1,2,(2,3,1,0

{(0,0,0,—1,0,0)}

, %, 0),(-1,1,0,0,0,0)}uU

- (indicador_bloque, indicador _bloque) = (5, 5)

- (indicador_bloque+gradop—1, indicador bloque+gradop—
1) = (5,5)

- Se sustituye el rectdngulo de R de coordenadas (5,5)-(5,5),

por la matriz hipercompanera de r — 2.
10 0

S O = = O O
o O = O O O
o O O o o O

o O O o O
o O o O =
o N O O O

- andicador_bloque=6

-j=3
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~u=(zr—1)? (x—2)-23=(0,0,0,0,—1,1)

-m=1; gradop =1

- B” =B"U{(0,0,0,0,—-1,1)}

- (indicador -bloque, indicador bloque) = (6, 6)

- (indicador bloque+gradop—1, indicador bloque~+gradop—
1) = (6,6)

- Se sustituye el rectangulo de R de coordenadas (6,6)-(6,6),

por la matriz companera de x — 3.

100 00O

010000

001000
R —

001100

000020

000O0O0S3
- indicador_bloque="7
—31%—1 0
3 -1 5 1 0
-1 0 1 0 0

4. P=

o 0 o0 0 -1 0
-1 -1 5 0 0 -1
o 0 o0 o0 0 1

5. Devuelve R, P

6. Fin

Observaciones:

s Los algoritmos de calculo de la Seqgunda Forma Candnica y de la Forma

Canonica de Jacobson, son casi idénticos, las inicas diferencias radican
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a la hora de construir la K-base, y en el hecho de que en uno se mane-
ja la matriz companera y en el otro la matriz hipercompanera. Este
comportamiento simplifica enormemente la programacion del calculo

de ambas Formas Canodnicas.

= No siempre es posible, en la prdctica, obtener la Seqgunda Forma Cano-
nica y la Forma Canodnica de Jacobson, pues para su calculo se debe
conocer previamente la factorizacién en irreducibles de los factores in-
variantes (=divisores elementales), y esto no siempre es factible. En C,
por ejemplo, aunque tedricamente todo polinomio de grado mayor que
uno con coeficientes complejos, se puede expresar como producto de
polinomios de grado uno, en la préactica, no siempre se puede llegar a

esta factorizacién.

s La Forma Candnica de Jordan, no es mas que la apariencia que adopta
la Forma Canonica de Jacobson, en el caso de que los divisores ele-
mentales sean potencias de polinomios lineales, o lo que es equivalente,
cuando los factores invariantes tengan todas sus raices en el cuerpo K

sobre el que se trabaja.

1.5.4. Mas Bases de Grobner

Una vez que se ha conseguido, utilizando la teoria de bases de Grobner, re-
formular los tres algoritmos clasicos de calculo de formas canénicas, es dificil
no caer en la tentacién de preguntarse, ; qué mas pueden aportar las bases
de Grobner 7, esto es, j seria posible utilizar bases de Grobner para realizar
algiin calculo més ? Un examen detallado de los tres algoritmos de calculo de
formas canénicas (Frobenius, Segunda_Forma_Candnica, Jacobson) muestra
que tres son los calculos mas importantes que se hacen, el primero es el de
calcular los elementos {z1, ..., 2z} vy los factores invariantes, que ya se hace
utilizando bases de Grobner; el segundo es la factorizacién de los factores in-

variantes (en Segunda_Forma_Candnica y Jacobson), y el tercero es el calculo
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de la accién de un polinomio f(z) € K|[x] sobre un vector v € V. Este calculo
es muy importante, pues se necesita para construir la K-base de V' en la cual
el endomorfismo que define la matriz A, se expresa matricialmente mediante

una de las cuatro formas candnicas descritas anteriormente.

La cuestion que subyace tras el calculo de la accion de un polinomio
sobre un vector, es la evaluacién de un polinomio en una matriz (f(x) - v =
f(A)-v) [Gie93]. Este calculo en principio puede parecer trivial, sin embargo,
es un problema muy complicado de resolver, pues aunque la mecanica es
muy sencilla, en la practica, el nimero de operaciones a realizar se dispara a
medida que crece el orden de la matriz y el grado del polinomio sobre el que
actua.

En esta subseccion se va a explicar como calcular la accién de un poli-
nomio f(z) € K|z] sobre un vector v € V, utilizando bases de Grobner. El
unico objetivo de esta subsecciéon es el de mostrar que este célculo se puede
hacer utilizando la teoria de bases de Grobner, sin entrar a discutir en ningin

momento, la rapidez o lentitud del procedimiento que aqui se expone.

Se define, igual que en la subseccién anterior, el epimorfismo:
U Kz]" >V

U es una presentacién libre del K[z]-mddulo V' siendo Ker¥ su médulo
de relaciones. Se puede afirmar entonces que se tiene un isomorfismo de Kiz]-
modulos entre % y V.

En la mayoria de los libros de algebra, se manejan siempre los elementos

n
de R-médulo R™ (con R un anillo cualquiera), de la forma > a;e;, siendo
i=1
{e1,...,en} la base canénica de R" y ay,...,a, € R. Esto es, se piensan, por
comodidad para su manipulacién, como polinomios en las variables eq, ..., e,

con coeficientes en R.

Este modo de actuar define, de modo natural, un monomorfismo K[z]-

lineal:
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6 : Klx]™ — K[z, Ey, ..., E,)
9=(q1(7), .., gn(x)) ~ 0(g9) = qi(x) By + ... + gn(x) - Ey

A partir de los morfismos de K[z]-médulos 6 y ¥, y definiendo I como
el K[z]-mddulo #(KerV), es posible construir de modo natural el siguiente

diagrama conmutativo de K[z]-médulos:

>

Ker Vr—p—1

I

Klz]"—2 K[z, Ey, ..., E,]

| |

Vo e, KB B
T Ker VU I

12

La propiedad universal del contiicleo garantiza la existencia de un unico

morfismo inyectivo

— K[z]" Kz, Ey, ..., E,]
0 :
v KerV I

Il

que hace el diagrama conmutativo.
En lo tocante al K[z]-mddulo I, es posible concretar un poco més y afir-

mar:
Proposicién 1.5.30 [ estd generado como K|x]-mddulo por
{LCEl— ZailEiv ,.’L'En— ZamEl}
i=1 i=1

Demostracién:
n n

Trivial teniendo en cuenta que jL_Jl{ fi = 21‘6]’ — a;je;} es una K[z]-base de
= =

Kerv O
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Corolario 1.5.31 V es un K(z]-submddulo del K|z]-médulo X2:Er--En]

Lema 1.5.32 Una base de Gréobner para el ideal

J =< {fl =xF| — ZCLHE“ ..., =ak, — ZCI,mE} >

con respecto al orden monomaial lexzcogmﬁco conx > Fy > ..>FE, es dela
forma G = {zE,— ZaﬂE,, ey B, — ZamE YU H, siendo H un conjunto

=1 =1
de polinomios homogéneos en E, ... En, de grado mayor o igual que 2.

Demostracién:
Se comienza esta demostracién aplicando el algoritmo de Buchberger [CLO92]

de cdlculo de bases de Grébner al conjunto G = {f1, ..., fu}.

n

S(fh f2> =Ey- (IEl - iailEi> —E- ($E2 - iaiQEi) = Z(—au B+
Q2 * El)Ei - - .

El reducido de S(f1, f2) por G es S(f1, f2), pues ninguno de sus monomios
es divisible por ningin monomio principal de ningin polinomio de G. Se
atiade fn41 = S(f1, f2) a G. .

Procediendo de igual modo que antes, se tiene que S(fi, f3) = > (—ai -
E3 + a;3 - E1)E;. Como mucho, S(f, f3) se puede dividir entre fn+i,:1y como
este polinomio es homogéneo de grado 2, entonces, el reducido con respecto
a G de S(f1, f3), sea éste f,12, es homogéneo de grado 2.

Si se continua el algoritmo de Buchberger hasta el final, se obtendra una

base de Grobner con la forma descrita. O

Corolario 1.5.33 {E\,...,E,,1,7,...,27,...} es una K-base de w

Lema 1.5.34 {e; + KerV}? , es un conjunto K-linealmente independiente.
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Demostracion:
aj(e; + KerWU) + ... + ay(e, + KerV) = 0+ KerV <= ey + ... + ape, €
KerV <= V(aje;+...+aue,) = av+...ta,v, =0<= a1 = ... = a,, = 0

Lema 1.5.35 {E1, ..., E,} es una K-base para V.

Demostracién:

V' es un K-espacio vectorial de dimension n y {e; + KerW}? ; es un conjunto
K-linealmente independiente de V. Es por esto por lo que se puede concluir
que {e; + Ker¥}? , es una K-base de V; y, por lo tanto {E; = 0(e; +
KerV), ..., E, = 0(e, + Ker¥)} es una K-base para V. O

Corolario 1.5.36 w =V @ K|z]

Conclusién 1.5.37 Todo elemento h(x, Ey,...,E,) € V (que en realidad

K[m7El7"'7
1

E .
es una clase por ser un elemento de ”]) trene por representante

candnico a un elemento que es combinacion K-lineal de {F, ..., E, }.

Corolario 1.5.38 Dado f(x) € Klz],v = vie; + ... + vue, € V la accion de
f(z) sobrev (f(z)- v) es el resto de la dwzszon del polinomio f(z)-(v1E1+4...+

v, Ey) entre {zEy — ZaﬂEz, B, — ZamE} respecto al orden monomial
=1

lexicografico con x > E1 > ... > FE,.

1

Ejemplo 1.5.39 Dado V = Q* y A = < )

), se calculard la accion

de x* + 22 — 2 sobre v = (1, —1).

La accién de 2 + 2x — 2 sobre v = (1,—1) se corresponde con el repre-
sentante candnico del elemento (z* +2x —2) - (B — Fy), dicho representante
no es mas que el resto de su division entre {(1 — x)Es, (1 — 2)E; — 2Es},

respecto al orden monomial lexicogrdfico con x > Fy > Ej.
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Asi pues (2* + 2z —2) - (1,-1) = (1,-9)

1.6. Programacion de los resultados obtenidos

Puesto que es el Algebra Computacional la disciplina a la que pertenece
la teoria que se expone en esta memoria, es l6gico esperar que parte de dicha
memoria, consista en el desarrollo de un paquete de funciones, las cudles
implementan los resultados obtenidos hasta el momento. Este es el motivo
por el que se desarroll, en lenguaje Mathematica, el paquete SmithGroebner.

La primera cuestiéon que hubo que decidir, a la hora de sentarse a pro-
gramar el paquete SmithGroebner, fue la de escoger los DIPs sobre los que
iba a actuar el paquete; en principio habia dos opciones, la primera era la de
escoger unos pocos DIPs y programar cada caso en particular, y la segunda
era la de hacer un paquete en el que tuviese cabida cualquier DIP. Ambas
opciones tienen sus ventajas e inconvenientes; la primera opcién posee la
ventaja de que al centrar la atencién sélo en varios DIPs, es posible hacer
rutinas méas rapidas pues se puede acceder a funciones del propio sistema, es-
to es, menos DIPs mas rapidez; mientras la segunda opcion, posee la ventaja
notable de ser un paquete que puede manejar cualquier DIP; no obstante,
aunque parezca contradictorio, ésta es también su principal desventaja, pues
al necesitar las rutinas lo mas generales posibles, obliga a no poder utilizar
las rutinas del propio sistema, y por lo tanto ya compiladas, que proporciona
Mathematica. Sustituir estas rutinas por otras del paquete va a ralentizar,
ya de partida, su funcionamiento.

Piénsese por ejemplo en los DIPs Z y Q; si se desarrolla un paquete en
el que prime la rapidez, se deberia, por ejemplo, programar el algoritmo de
Buchberger para Z [NaG94] y para Q por separado (para Q se puede utilizar

la funcién GroebnerBasis). Si se desarrolla pensando en la segunda opcién, se
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programaria un unico algoritmo de cédlculo de bases de Grobner para ideales
de polinomios sobre DIPs [Mol88, Pan88§].

Debido a su mayor interés matematico, es la segunda opcioén el camino
escogido como planteamiento inicial.

El paquete SmithGroebner se disené pensando en un dominio de ideales
principales cualquiera. De hecho, el nivel de abstraccién que se alcanza es tal,
que se puede anadir cualquier otro DIP que se desee, modificando solamente
la funcién CargaFunciones.

Unicamente afiadiendo un trocito de codigo en esta funcion, se puede
ampliar, ain mas, el rango de los DIPs que puede manejar el paquete; eso
si, sin perder ninguna de las funciones que ofrece. Para ello sélo se hubo que
fijar en las operaciones que se hacian de distinta forma, segtin se estuviese en
un DIP u otro (no es lo mismo, por ejemplo, calcular el m.c.d. en Z que en
Q[z] o Z[%‘Tg]); definir unas funciones genéricas y, dependiendo del DIP
escogido por el usuario, construir esas funciones genéricas de modo adecuado
en tiempo de ejecucion.

Las funciones genéricas que se utilizan son:

1. MazximoComunDivisor|a, b

Proporciona el m.c.d. de a y b.

2. MazimoComunDivisor Ex[a, b]

Proporciona la lista {d, {a, 8}}, siendo

m deselm.cd.deayb
ma-a+fB-b=d

3. DividirQ[a, b]

Funcién légica que retorna True si a divide a b y False en otro caso.

4. Cocientela, b]
Proporciona el cociente de la divisién de a entre b (esta funcién sélo se

utiliza cuando b divide a a)
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5. NormalizalA, B : 0!
Se utiliza para formatear la Forma Normal de Smith, antes de mostrarla
al usuario (por ej., si se trabaja sobre Z, Normaliza devuelve una matriz

de enteros positivos).

» NormalizalA] devuelve la matriz A formateada.

» NormalizalA, B] devuelve {C, D}; siendo C la matriz A formatea-
da y D la matriz de paso en columnas B, convenientemente modi-

ficada, pues hay que llevar cuenta de los cambios realizados.

6. UnidadQ[V alor]
Retorna True si Valor es una unidad en el DIP en el que se trabaja,

False en otro caso.

El funcionamiento del paquete es muy sencillo. Una vez que el usuario
pulse "Return”, antes de hacer ningin célculo, se identifica el anillo escogido
y se definen estas seis funciones de modo correcto (esta es la labor principal
de la funcién CargaFunciones). Una vez hecho esto, se empieza a calcular. La
funcion CargaFunciones actia de intermediaria entre el usuario y el paquete.

Si se revisa el listado de las funciones, se puede observar que hay alguna
funcién genérica mas, pero las esenciales son estas que se acaban de describir.

Las lineas generales de funcionamiento, como se acaba de ver, son muy
sencillas; sélo queda entonces por describir las funciones que proporciona el
paquete SmithGroebner y los anillos sobre los que opera.

Ocho son las funciones que estan a disposicion del usuario:

1. GroebnerEquivalente

7

Calcula una matriz Lad(A). Si se le anade la opcién 7 Paso ->Si

proporcionara ademas la matriz de paso.

1B:0 quiere decir que B es un argumento optativo, en caso de no aparecer, Mathematica
toma B=0
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2. Smith
Calcula la Forma Normal de Smith de una matriz. Si se le anade la

opcién 7 Paso ->Si 7 proporcionara ademas las matrices de paso.

3. InversaPaso

Calcula la inversa de una matriz

4. InversaMinimo

Calcula la inversa de una matriz de complejos

5. Frobenius
Calcula la Forma Canoénica Racional de una matriz y la matriz de

cambio de base.

6. SequndaFormaC
Calcula la Segunda Forma Candnica de una matriz y la matriz de cam-

bio de base.

7. Jacobson
Calcula la Forma Canédnica de Jacobson de una matriz y la matriz de

cambio de base.

8. Generadores1D
Programacion del algoritmo Generadores_Primera_Descomposicion, el
cual se utiliza para calcular los elementos z; y d;, que proporcionan la

descomposicién del K[x]-médulo V' en suma directa de ciclicos (véase
1.2).

Por tltimo, los anillos de trabajo que maneja el paquete son:?

Y/ Z[i] Q R C Ly,
F, Z[™5] Qz] Rz] Clz] Z,la]
Fy[z]

2F,: Cuerpo finito de q elementos
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De entre todos los DIPs que maneja el paquete escogidos inicialmente,

1+\/7719]
2

llama seguramente la atencion el anillo Z| , este anillo es el tinico para

el que no hay definido en Mathematica ningtin comando especifico; para todos
los demds existen funciones definidas en mayor o menor medida. Z[%‘Tg]
constituye uno de los pocos ejemplos conocidos, de anillos que son DIPs y no
son dominios euclideos [Cam88, Gre97]. Es precisamente este motivo por el
que se incluy? este anillo en el paquete. Para mas informacién, se recomienda
instalar la ayuda del paquete y consultar en el HelpBrowser de Mathematica,

la seccién Add-ons, subseccion bases de Grobner.

1.7. Aplicaciones

Con el correr del tiempo, la Forma Normal de Smith se ha ido aplicando
para resolver los més diversos problemas; ahora, una vez que ha quedado
de manifiesto que se puede calcular la Forma Normal de Smith mediante un
calculo sucesivo de bases de Grobner; todas estas aplicaciones de la Forma
Normal de Smith, pasan a ser problemas resolubles con técnicas de la Teoria

de las bases de Grobner.

1.7.1. Grupos Abelianos Finitamente Generados.

Si bien era necesaria una seccion de aplicaciones del calculo de la Forma
Normal de Smith, donde trabajar con el paquete construido; no es menos
cierto que, hablar del calculo de la Forma Normal de Smith, y no hablar en
primera instancia de la identificacion de R-moddulos finitamente generados
sobre un dominio de ideales principales, en este caso R = 7Z, seria incompren-
sible. Pues las dos, el célculo de la Forma Normal de Smith y la identificacién
de R-médulos finitamente generados sobre un dominio de ideales principales,
van intimamente ligadas [Jac74, DuF99, F1879].
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Todo grupo abeliano finitamente generado queda definido por un conjunto
de generadores y uno de relaciones, y reciprocamente. La Forma Normal
de Smith de la matriz del conjunto de relaciones, es la que proporciona la

informacion que se necesita, para identificar el grupo.

Ejemplo 1.7.1 Se identificard el grupo abeliano M generado por {a,b,c,d},
sugeto a las relaciones {a +b+d=0,2a — b= c}
La matriz de relaciones es
1 1 01
2 -1 -1 0
Se calcula la Forma Normal de Smith

Smith[{{1,1,0,1},{2, -1, —1,0}}, Z]

d =1 0 0 0
g 1
0 dy=1 0 0

y se obtiene

Entonces [DuF99]

Z Z
M=E—&-—CLOLELDL
dlZ@ng@ S D

Ejemplo 1.7.2 Se identificard el grupo abeliano M generado por {a,b,c,d},
sujeto a las relaciones {2a — 3b = c¢,a+ d = 0,5d = 0}

La matriz de relaciones es
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Se calcula la Forma Normal de Smith
Smith[{{2,-3,—1,0},{1,0,0,1},{0,0,0,5}}, Z]

y se obtiene

Entonces [DuF99]

7 7 Z
M = 72~7-37
dIZ@dQZ@dQZ@ 5

1.7.2. Ecuaciones Diferenciales Lineales

Uno de los métodos de resolucion de un sistema de m ecuaciones diferen-
ciales lineales de orden n con coeficientes constantes, es el método de elimi-
nacion [NaS92]. Este método se basa en manejar la matriz de operadores
diferenciales lineales asociada al sistema de ecuaciones. Esta matriz de opera-
dores, se puede considerar como una matriz de polinomios en una variable;
surge entonces de modo natural, la idea de aplicar el calculo de la Forma

Normal de Smith para su resolucion.

Ejemplo 1.7.3 Se calculard la solucion general de:

2(t) +y'(t) — () +y(t) = 1
¥ () +y' (1) —a(t) = 2

El sistema a resolver en notacion de operadores diferenciales lineales es:

3L=d/dt
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L?—1 L+1 z(t) \ [ -1
L-1 L yt) )\ 2
. ~ 7\ ~~ - N’
A X(¢) B(t)

El primer paso a dar es el cdalculo de la Forma Normal de Smith:
Smith[{{L* — 1, L+ 1},{L — 1, L}}, Q[L], Paso— > 51

De esta forma se obtiene

1 0
.9 =
0 L3—L*~L+1

-1 —L
9= ( 1 L-1 )
siendo S la Forma Normal de Smith de A, P la matriz de paso en filas y Q)
la matriz de paso en columnas (S =P-A-Q).

A-X(t)=B(t)<= P-A-X(t)=P-B(t)
Haciendo el cambio de variable X (t) = Q - Y (t)

P-A-Q-Y({t)=P-B(t)<= S-Y(t) =P B(t)

=0t ) 00) (e i)
0 LP—L2—L+1 Yo (1) 22 42t — 1
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El sistema a resolver es pues:

yD (1) — 2 () — yh(t) +ya(t) = 22 + 2t — 1

Su solucion es:

y1(t) _ t2
Yo (t) Chel + Cytet + Cse t + 2t + 6t +9

Para obtener la solucion del sistema planteado inicialmente, solo queda

por deshacer el cambio de variable:

X(t) = ( o ) = Q- V(1) =

y(t)
[ —Cie' — Coe' — Chte! + Cae™ — 1> — 4t — 6
o\ —2Cset + Chet — 12 —2t—3

Ejemplo 1.7.4 Se calculard la solucion general de:

2y (t) + abh(t) + x5(t) + 221 (t) + 22(t) + 3z3(t) =0
' (t) + x (t) + 224 (t) + 227 (t) + x5 (t) + 325 () + 2} () + a4(t) + 25(t) =0
x(t) + x5 (t) + 325 (t) + 32 (t) + 225(t) + 625(t) + 221 (t) + 22(t) + 3z3(t) =0

El sistema a resolver en notacion de operadores diferenciales lineales es:*

L+2 L+1 L+3 1 (t) 0
LP+2[°+L I[P+ L*+L 2L3+3L*+1L z(t) | =10
L*+3L+2 L[*+2L+1 3L*+6L+3 z3(t) 0

h A ~ X (1) . B(t)

AL=d/dt
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El primer paso a dar es el cdlculo de la Forma Normal de Smith de A:
Smith[{{L+2,L+1,L+3}{L3+2L*+ L, L3+ L?>+ L,2L3+ 3L*+ L},
{L?+3L+2,L*+ 2L +1,3L* + 6L + 3}}, Q[L], Paso— > S1]

De esta forma se obtiene

10 0
-S=|0 L 0
0 0 L*+L

1, L? -1
2t 7 2
-P=| L3+2L*+L —-L-2 0
L+1 0 —1
1 _
1 1 Fr3-1241
-1
0 0 <
Haciendo el cambio de variable X (t) = Q - Y (t), el sistema a resolver es

ahora:
yi(t) =0
Ya(t) =0
ys () + y3(t) = 0

Su solucion es:

Y1 (1) 0
y(t) | =1 G
Y3 (t) Cy + Cg€7t

Deshaciendo el cambio de variable:
%Cl + CQ + Cgeft
X(t) - _Cl - %Cg

-1 1 —t
5 02— 50se
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1.7.3. Ecuaciones Diofanticas

En esencia, el procedimiento que se utiliza para resolver los sistemas de
ecuaciones diferenciales de la subseccién anterior, es valido para resolver un
sistema de ecuaciones lineales diofanticas Ax = b. Los pasos a dar son los
mismos; primero se calcula la Forma Normal de Smith de A, esta vez eso si,
sobre Z; se obtienen de este modo tres matrices S, P, (), tales que S es la
Forma Normal de Smith de A y S = PAQ); segundo, se multiplica el sistema
por la matriz P y se hace el cambio de variable X = ) - Y. En tercer lugar
se resuelve, si es que se puede, el sistema S -Y = PB, que es trivial pues S
es diagonal, y, por ultimo, se deshace el cambio de variable para obtener X,

para una consulta més detallada sobre este particular se recomienda [Lak96].

Ejemplo 1.7.5 Se resolverd la ecuacion diofdntica lineal
8z + 10y = 1000

El primer paso a dar es expresar el sistema en forma matricial.

(810)(;>=(mm)

A continuacion, se calcula la Forma Normal de Smith de A:
Smith[{{8,10}}, Z, Paso— > Si

Se obtiene de este modo

-1 5
sz(zo) P:@)Q:( 1_4)
siendo S la Forma Normal de Smith (S = PAQ)

AX =b<= PAX = Pb
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Haciendo el cambio de variable X = QY , queda:

PAQY:PZH:)SY:PlM:)(2 o><y1>:1000
Y2

Que tiene por solucion
Y1 = 500

Yo = A

Deshaciendo el cambio de variable

-2

Por lo tanto la solucion del sistema inicial es:

—500 + 5\
) = * NEZL
Yy 500 — 4\
Ejemplo 1.7.6 Se resolverd el sistema lineal de ecuaciones diofanticas line-

ales

3r + 6y + 5z + 2t = -2
r+y+2z—5t=0
—Trx+2y—2z+t=1

El primer paso a dar es expresar el sistema en forma matricial.

T
36 5 2 -2
)
11 1 -5 = 0
z
-7 2 =2 1 1
. ~~ s/ t | S —
A b
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A continuacion, se calcula la Forma Normal de Smith de A:

Smith[{{3,6,5,2},{1,1,1,=5},{-7,2,—-2,1}}, Z, Paso— > S|

Se obtiene de este modo

100
S=1010
00 3
0 10
P = 1 =30
—4 19 1
1 0 40 —39
0 1 53 —51
©= 0 —1 -8 85
0 0 1 -1

siendo S la Forma Normal de Smith (S = PAQ)

AX =b<= PAX = Pb

El sistema a resolver es

1000 n 0
0100 LR I )
0030 43 9
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Cuya solucion es

y1 =0
= -2
b2 NeZ
Y3 =3
Ys = A

Deshaciendo el cambio de variable se obtiene la solucion del sistema de

partida
120 — 39X

157 — 51
—262 + 85\
3—-A

Sl S S S
I
N
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Capitulo 2

Bases de Grobner y el
Algoritmo de Berlekamp

Se puede afirmar, sin temor a equivocarse, que es un hecho frecuente
cuando se esta trabajando en algin proyecto de investigacion, que se obten-
gan resultados colaterales, en principio inesperados; al menos esto es lo que
ha ocurrido en este caso, y fruto del desarrollo del extenso paquete Smith-
Groebner, se ha obtenido, sin pretenderlo inicialmente, una versién con bases
de Grobner del algoritmo de Berlekamp [Ber67]. Para evitar confusiones es
necesario decir que no se busca, en ningin momento, dar un algoritmo mas
rapido que el algoritmo clasico de Berlekamp; el verdadero objetivo es el de
establecer la relacion téorica existente entre dicho algoritmo y las bases de

Grobner.

El uso de las bases de Grobner para factorizar polinomios no es novedoso,
pues para polinomios en dos variables, sorprendentemente, dichas técnicas
son ttiles en la préctica. Noro y Yokoyama [NoY02], usando cambios de
ordenes en bases de Grobner de ideales de dimensién 0, propusieron un algo-
ritmo en F,[x,y] en tiempo polindmico que puede ser implementado eficien-

temente.

111
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Este segundo capitulo consta de cuatro secciones; en la primera seccion
se presenta una breve introduccién sobre la factorizacion de polinomios, y el
lugar que ocupa el algoritmo de Berlekamp en este contexto; a continuacién
se expone brevemente el algoritmo inicial de Berlekamp para, en la siguiente
seccién, enunciar el teorema que justifica una versién con bases de Grobner
de dicho algoritmo. Por ultimo, en la cuarta seccion se proporciona el listado,
en Maple, de las cinco funciones que implementan la versién con bases de

Grobner del algoritmo de Berlekamp.

2.1. Introducciéon

El problema de factorizar un polinomio en una o varias variables sobre
un cuerpo finito, los nimeros racionales o los nimeros complejos es uno de
los mayores éxitos en el area de la computacién simbodlica en los ultimos
cuarenta anos. Los ejemplos mds importantes son los anillos F[z], Z[x] vy,
como ejemplo mas reciente de interés computacional, Q(X)[d/dX] (este anillo
no es conmutativo y la factorizacién en irreducibles no es tunica, pero su
interés radica en que permite encontrar relaciones algebraicas entre soluciones
de ecuaciones diferenciales lineales).

Aqui, consideramos el problema de factorizar polinomios sobre cuerpos
finitos. La factorizacién de polinomios sobre cuerpos finitos, a parte de su
interés matematico intrinseco, juega un papel muy importante en muchas
areas de las Matematicas, especialmente en Criptografia, ampliamente de-
sarrollada desde la popularizacion de Internet, Teoria de Niimeros y Teoria
de Codigos.

Por otro lado, conocer cémo se factorizan polinomios sobre cuerpos finitos
es muy importante, pues es la base sobre la que se construyen algoritmos de

factorizacion de polinomios sobre otros anillos, tales como

Zlx),Qz], Z]xy, ..., xy), Qlxy, ..., x|, Fylz1, ...y 2], Q) [2], Q) [21, ..., 2]
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La factorizacion de polinomios en cuerpos finitos se usa como un subproble-
ma en algoritmos para factorizar polinomios sobre los enteros; la construc-
ciéon de Hensel permite reducir problemas de factorizacién de polinomios en

Zlxy, ..., T,) a factorizar polinomios en F,[z], p primo.

Polinomios con coeficientes en un cuerpo finito y sus propiedades de fac-
torizacién fueron estudiadas desde mediados del siglo XIX. Sin embargo, no
fue hasta 1967 cuando Berlekamp [Ber67] presenté un algoritmo eficiente que

factoriza polinomios en una variable sobre un cuerpo finito de ¢ elementos.

Hablando en términos generales, los métodos de factorizacion de poli-
nomios que existen actualmente se pueden clasificar en dos partes, perfecta-

mente diferenciadas: técnicas deterministas y técnicas probabilisticas.

Mientras las técnicas deterministas se basan en los algoritmos clasicos,
las técnicas probabilisticas estan basadas en algoritmos que utilizan métodos

probabilisticos para obtener el resultado deseado.

Utilizar un método determinista garantiza que la solucién (al menos en
teoria) siempre se alcanzard; aunque en la practica, el nimero de operaciones
sea tan alto que haga imposible la aplicacién de dicho algoritmo en un tiempo
razonable. En frente a esta paradoja de tener un algoritmo, y por lo tanto
la soluciéon de un determinado problema, pero que este algoritmo no sea
aplicable debido al gran nimero de operaciones que se deben llevar a cabo,
se encuentran los métodos probabilisticos, que son los més utilizados. En esta
clase de métodos, al contrario de lo que pasaba con las técnicas deterministas,
existe la posibilidad de que el algoritmo conduzca a un error; evidentemente,
la probabilidad de que esto suceda, siempre se busca que sea lo mas pequena
posible. Una de las formas de conseguirlo, que es la que mas se utiliza, por
ejemplo cuando se aplica el algoritmo de Cantor-Zassenhaus [CaZ81], es la
de pasar el algoritmo varias veces. Este pequeno e ingenioso truco reduce
la probabilidad de que el algoritmo falle. En compensacién, este tipo de

algoritmos suelen ser mas rapidos que los algoritmos deterministas.
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El algoritmo de Berlekamp [Ber67] y el algoritmo de Niederreiter [Nie94]
son dos ejemplos de técnicas deterministas de factorizacion de polinomios. El
algoritmo probabilistico de Berlekamp tipo Las Vegas [Ber70] y los algorit-
mos de Cantor-Zassenhaus [CaZ81], de von zur Gathen-Shoup [GaS92] y de
Kaltofen-Shoup [KaS98] son ejemplos de ténicas probabilisticas de factori-
zacion. Estos algoritmos probabilisticos son en tiempo polinémico mientras
que sigue siendo un problema abierto si existe un algoritmo determinista en
tiempo polinémico.

El interés de este capitulo esta centrado en el algoritmo de Berlekamp; este
algoritmo proporciona la factorizacién de un polinomio libre de cuadrados
con coeficientes sobre un cuerpo finito; nétese que la verdadera dificultad
a la hora de factorizar un polinomio es dicha factorizacion, pues existen
algoritmos, relativamente sencillos, que determinan la factorizacion libre de
cuadrados de un polinomio [GCL92, pag. 337].

La clave para obtener la version con bases de Grobner del algoritmo de
Berlekamp, esta en utilizar dichas bases para calcular los maximos comunes

divisores que se necesitan cuando se aplica el algoritmo de Berlekamp.

2.2. El Algoritmo de Berlekamp

Sea F, un cuerpo finito de g elementos, caracteristica p, y a(z) € F,[z] —

{0} un polinomio ménico de grado n mayor que cero y libre de cuadrados.

Definicién 2.2.1 Sea W := {[h(z) € =<2 /[n(2)]7 = [h(x)]}.

<a(z)>

Proposicién 2.2.2 [GCL92] W es un F -subespacio vectorial de —;Z‘E%L.

Por ser a(x) libre de cuadrados es posible encontrar & polinomios irre-

ducibles a;(x), ..., ar(x) tales que a(x) = ai(x) - ... - ax(x). Gracias a esta
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factorizacion en irreducibles, es posible definir la siguiente aplicacion

. _Fqla] Fyla] F,lz]
¢ ' <aq(ac)> - <af(:r)> <a:(z)>

()]~ o([h(@)]) = ([(@)], ..., [P()])

¢ es un homomorfismo de anillos. Mas aun, por ser ai(x), ..., ag(z) irre-
ducibles, se verifica que los ideales < a;(z) >, ..., < a,(x) > son primos entre
si, y ademds, que ﬁl < a;(x) >=< a(x) >. Es por esto que se puede concluir,
gracias al Teorema Chino de los Restos, que ¢ es un isomorfismo de anillos.
Sea h(z) € F,(x), se verifica:

Si h(x)? = h(x) mod a(z) = h(x)? = h(x) mod a;(x)

Asf la restriccion de ¢ a W da lugar al siguiente homomorfismo de anillos

(que también lo es de F-espacios vectoriales):

Vﬁb:@[/{/ZI/V—>I/V1><...><I/V]C

siendo Wi = {[h(x)] € 5= /[M(x))* = [h(x)]}.

<a;(z)>

Mas atn, considerando a W; como el conjunto de raices del polinomio

F : . .
29—z € <a?([g> [2], se deduce que W; es isomorfo como F -espacio vectorial
K3
. . F . .
a [F,, esto es, es un subespacio vectorial de 1l Je dimensién 1.
EE ’ <a(z)>

Teorema 2.2.3 [GCL92] La aplicacion 1) es un isomorfismo de anillos y de
F,-espacios vectoriales. En particular, la dimension de W es el nimero de

factores irreducibles de la factorizacion de a(x).
Asi, a(z) es irreducible si y sélo si dimg, W = 1.

Definicién 2.2.4 [GaG99] Sea Q la matriz que tiene por filas (y en este
orden), los restos de x°, 29, ..., "V médulo a(x). La matriz Q se llama
Matriz de Berlekamp-Petr.
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Teorema 2.2.5 [GCL92/
W = {v=(vo, ..., V1) /0(Q — I) = 0}

Teorema 2.2.6 [GCLY2, LiN97] Sea h(x) € W un polinomio no constante.
Entonces se verifica que:

a(x) = [ GCD(a(x), h(zx) — c)

cEFy
El algoritmo de Berlekamp [Ber67] consiste en:
1. Calcular una F,-base para W ({1, hao(x), ..., hg(x)})
2. Aplicar el Teorema 2.2.6, tomando h(z) = he(x)

3. Si a(z) factorizase en un producto de k factores, entonces el proceso
se para. De no ser asi, se aplica el Teorema 2.2.6 a cada factor de a(x)

obtenido previamente, tomando h(x) = hs(x); y asi sucesivamente.

2.3. Berlekamp con Bases de Grobner

Calcular una [ -base para W, es el primer punto a tratar a la hora de
aplicar el algoritmo de Berlekamp. El Teorema 2.2.5 proporciona el modo de
hacerlo; para ello s6lo hay que resolver el siguiente sistema lineal de ecua-

ciones:

(@1, 2)(Q — I) = (0, ..., 0)

para obtener una [ -base para W. Una de las aplicaciones mas conocidas
de la teoria de las bases de Grobner es la resolucién de sistemas de ecua-
ciones polinémicas [GCLI2, CL0O92, AdL94], razén por la cual este punto no

representa un problema y puede ser resuelto calculando una base de Grobner.

L] es la matriz identidad de orden n
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Desde cierto punto de vista, se podria decir que el algoritmo de Berlekamp
es la aplicacién reiterada del Teorema 2.2.6. La mayor dificultad en este

resultado es calcular todos los maximos comunes divisores.

Un problema similar a este, fue tratado y resuelto con bases de Grobner
por Czichowski [Czi95]. El contexto era bien distinto, pues el articulo de Czi-
chowski trata sobre el cdlculo de integrales de funciones racionales sobre un
cuerpo de caracteristica cero; y aqui se trata el problema de la factorizacion
de un polinomio en una variable sobre un cuerpo finito. De todas formas, la
idea de cémo calcular estos maximos comunes divisores con bases de Grobner

es la misma en ambos casos.

El punto de partida del articulo de Czichowski es la formula de integracién
dada por Rothstein [Rot76], Trager [Tra76] y Lazard y Rioboo [LaR90]

Alx) , dD
/D(I)d:c— > e loa(GOD(AW) ~ ¢ @), D) (21)

¢/R(c)=0

siendo R(z) = Resultante,(A(z) — z - “2(z), D(z)), D(z) un polinomio

monico y libre de cuadrados, de grado mayor que cero, deg(A(x)) < deg(D(z))
y GCD(A(x), D(x)) = 1.

Czichowski probé que la base de Grobner reducida del ideal < A(x) — z -

D
dx

ciona los méaximos comunes divisores buscados.

(x), D(x) > respecto al orden monomial lexicografico con « > z, propor-

Las ideas de Czichowski, como posteriormente se vera, trasladan comple-
tamente al contexto de la factorizacion de polinomios sobre un cuerpo finito.
Curiosamente, las ideas de Czichowski se adaptan mucho mejor a un contex-
to de cuerpos finitos que a uno de caracteristica cero; pues en el contexto
de cuerpos finitos, como se vera a continuacién, las raices de la resultante
siempre se pueden calcular, mientras en caracteristica cero no siempre se

puede.
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Teorema 2.3.1 Sean a(zx),h(x) € F,[z], con a(x) mdnico, libre de cuadra-
dos y deg(a(x)) =n>1, h(z) e W, I =< a(z),h(x) — 2z >C F, [z, 2], y sea
G ={Pi(x,2) = Ri(2) - 2™ + ..., Py(z,2) = Ra(2) - 2™ + ..., ..., Pp(z,2) =
R, (2) - 2" + ...} la base de Giobner Reducida de I, respecto al orden mono-
maal lexicografico con x > z. Se supone ademds, que G estda ordenado con
respecto a sus términos principales en orden ascendente. Se verifica:
a) Rp1(2)|Ri(2), k=1,...m—1.
b) Rn(z) € F,.
c) Pi(x,z)=Ri(2)
d) Ry(z) tiene las mismas raices que Resultante,(a(x), h(x) — z)
pero con multiplicidad uno.
e) Resultante,(a(x), h(x) — z) posee todas sus raices en Fy.
f) Pe(z,z) = Ri(z) - Sk (z,2) , k=1,...,m.
siendo S (x, z) un polinomio mdnico con respecto a su mayor
potencia en x (Sk (x,z) = a"™ + ...)
g) SiQr(z),k=1,..m—1, denota al polinomio definido por
Ri(z) = Qk(2) - Rks1(2), entonces:

a(@)= I II  Sknlz,0))

k=1,...m—1 ¢/Qy(c)=0
Demostracién:
)

Sea k € {1,2,...,m — 1}, con n, < ngy; y G la base de Grébner Re-
ducida del Ideal I, entonces deg(Ryi(z)) > deg(Rk+1(2)). Ademds existen
A(z), B(z) € F,[#] tales que A(2)-Ry(2)+B(2)-Rg11(2) = GCD(Ri(2), Ri+1(2)).

Sea P(z,z) = A(z)-a™+17 . Py(x, 2)+B(2) - Pey1(x, z2) = GCD(Rg(z), Rk+1(2))-
x™+1 + . Puesto que P(x,z) € I, entonces P(z,z) —>¢ 0. El térmi-
no principal de P(z,2) es GCD(Ry(2), Rg1(2)) - ™+ y sblo es divisi-
ble por el término principal de Pyyi(x,z). Es por esto, que se verifica que
GCD(R(z), Riy1(2)) = Riks1(2), y por lo tanto Ry, 1(2)|Rk(2) para todo k,
ke{l,..,m—1}
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b)

Puesto que a(z) =>¢ 0 y el término principal de a(x) es 2", entonces
R,,(z) debe ser constante.

c)

Es bien conocida de Geometria Algebraica la correspondencia entre idea-

les de K[zy, ..., x,] y variedades de K" (K cuerpo), que viene dada por:
Para V C K"

i(V)=A{f eKlzy,..,x,]: f(x)=0Vz eV}
Para un ideal I C K|z, ..., z,)
v(I)={zeK": f(x)=0Vfel}

Para obtener el resultado, se comprobard en primer lugar que iv(l) = I.

{a(z), h(x) — z} es una base de Grobner Reducida de I, respecto al orden
monomial lexicografico con z > x (este hecho es de comprobacién rutinaria).
Sea F(z,z) € iv(I), por el algoritmo de Euclides F(x,z2) = Q1(x, 2) - a(z) +
Qa(z, 2) - (h(z) — 2) + R(x), con deg(R(x)) < n. Ya que R(x) € iv(I) y a(x)
es libre de cuadrados entonces R(z) =0y iv(I) = I.

Por hipétesis, a(z) es libre de cuadrados, es por esto que la ecuacién
a(x) = 0 tiene n soluciones diferentes (posiblemente en la clausura algebraica
de F,); sean estas 1, ..., Tp,.

Se define z; = h(x;), i € {1,..n}. Puesto que h(z) € W si y sélo si
hi(z) = h(x) mod a(x) entonces h?(xz;) = h(z;), i € {1,...,n} y por lo tanto
zi =h(x;) € F,ie{1,....,n}.

Los puntos de la variedad v([), siempre tienen su segunda componente en

F,. Sea g(z) = [] (2 —z) € iw(I) = I. Ya que g tiene todas sus raices

Teorema de Eliminacién [CLO92], es posible concluir que Pi(z,z) = Ri(z) y
I, =< Rl(Z) >.
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d)

Como g(z) € I, existe b(z) € F,[z] tal que g(z) = Ri(z) - b(z); se sigue
entonces que R;(z) posee todas sus raices en F,.

Ya que Resultante,(a(x), h(z) — 2) € F,[2JN I entonces se verifica que
Ry (z)|Resultante,( a(x), h(z)—z)y Resultante,(a(z),h(x)—z) = [] (h(z;)—

z) = g(z) [GCLI2] luego g, Ry € wv(I) =1, g = Ry - by las raices de g son
21y eees Zn-

Por lo tanto se puede afirmar que g y R; tienen las mismas raices,
pero con distintas multiplicidades; ademds R;(z) tiene las mismas raices que
Resultante,(a(x), h(z) — z), pero con multiplicidad uno.

e)

Resultante,(a(x), h(x) — z) = g(2), con lo cual tiene todas sus raices en

f)

Se comprueba ahora que Py(z,z) = Ri(z) - Sp(x, z) para k =1,...,m.

Se procede por induccion.

Para k =1

Pi(z,z) = Ri(2) - Si(z, 2), siendo Sy(z, z) = 1 (véase c))

Se supone que el resultado es cierto para k. Sea Qx(z) € F,[z] tal que
Ry(2) = Qr(2) - Risa(2).

Se define:
P(z,2) = Q(2) - Poy1(x,2) — a™+17"% . P(x,z) € T
P(x,z) =>¢ 0, e incluso méds, P(z,z) =(p,,..p,} 0
Entonces:
Qr(2) - Pora(z,2) = > clx,2) - Py, 2)
i=1,..k
Poi(,2) = | 22 ). X alwz) Fla
i=1,...,
Ry11(2) Ri(2)|Ri(2) i=1,...,k—1

y por lo tanto Ryi1(z)|Pry1(x, 2)
9)
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Seak € {1,...,m—1},c € F, tal que Qx(c) = 0. Se procedera a comprobar
en primer lugar que Siy1(z,c) = GCD(a(x),h(x) — c)
Sea j > k, se define
P(@,2) = Qi(2) - Pysale,2) — 29477 - Py, 2) =5 0

Entonces

evaluado en c es
Pra(e,= Y 229 peo
Se puede concluir entonces que
Piii(z,¢)|Pj(z,c) je{k+1,...,m}
Por lo tanto
Pia(z,¢) = GOD({Pj(x, ¢)}jly 1),
o si se escoge un polinomio moénico
Ska(z,c) = GCD({PJ(%C) ;n:k—&-l)‘
Como {Pi(z,z),...Pn(x,2)} es una base de Grobner I =< a(z), h(x) —
z >, se verifica que:
< Pi(x,¢), ..., Pp(z,c) >=<a(z),h(x) —c>.

Este hecho, junto al Teorema 2.2.6, proporciona el resultado deseado:

a()= 11 ( II  Senlz,0)

k=1,...m—1 ¢/Qk(c)=0

Después de este desarrollo tedrico, se hace necesario explicar la potencia

de este resultado con un ejemplo.

Ejemplo 2.3.2 Se factoriza el polinomio libre de cuadrados a(z) = x*+2 €
Zg [ZE]

Nota: Téngase en cuenta que se estd trabajando en el anillo cociente
73]
<a?zx)> ’

el cual tiene subyacente una estructura de Fs-espacio vectorial con
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2 2%} y que este es el motivo por el que se hablard indistinta-

base {1,z,x
mente del vector (a,b,c,d) o del polinomio a + bx + cx® + da?.

El primer paso a dar es construir la matriz de Berlekamp-Petr:

o O O
_ o O O
o = O O
o O = O

Una Z3-base para W es {(1,0,0,0), (0,0, 1,0),(0,1,0,1)}, y por lo tanto
el nimero de factores irreducibles en los cuales a(x) se descompone es 3.
Se aplica el Teorema 2.5.1 al vector (0,0,1,0) = 2.

Puesto que el ideal I es:
I=<a*+2,2%— 2>,

y la base de Grobner Reducida de I con respecto al orden monomial lexi-

cogrdfico, con ¥ > z, es
G={2+2%2*—z}.

Entonces
Pl(Z) =24 22 = RI(Z)
Py(z,2)=2*— 2

RQ(Z) =1

So(x,2) = 2% — 2
y, como consecuencia del Teorema 2.5.1:

a)= I (I Skalre)= 1I1 Sz,¢) =

k=1,...2—1 ¢/Qx(c)=0 c/c2+2=0
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Como a(x) descompone en 2 factores (y deben ser 3), hay que continuar
aplicando el Teorema 2.3.1. Para hacerlo, se toma el siguiente elemento de
la base y uno de los factores; se aplica entonces el Teorema 2.5.1 al vector

(0,1,0,1) = o + 23 y al primer factor, el ideal I es ahora:
I=<2?-1,234+0—2>

La base de Grobner Reducida de I con respecto al orden monomial lexi-

cogrdfico, con x > z es

G={2+2,z+z}

Asi pues
Pi(z,2)=22+2=(2—1)- (2 —2) = Ri(2)
Py(z,z) =x+ 2
Ry(z) =1
So(z,2) =2+ 2
Entonces

2?2 — 1= Sy(z,2) - Sa(z,1) = (x +2) - (x + 1)

a(e)=(z+2) (z+1) (2 —2)|

2.4. Programacion en Maple

De entre el gran abanico de posibilidades de calculo que ofrece Maple se
encuentra la factorizacion de un polinomio en una variable con coeficientes
sobre un cuerpo finito. Para ello, se proporcionan dos comandos sqrfree(f)
mod p y Berlekamp(g,x,K) mod p; con el primero se obtiene la fac-
torizacién del polinomio f en producto de polinomios libres de cuadrados,
mientras que aplicar el segundo comando a cada uno de estos polinomios
por separado proporciona su factorizacion. El objetivo final de este capitulo

no es otro que hacer el segundo paso utilizando las bases de Grobner como
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herramienta de céalculo, sin entrar en consideraciones de que método es el
mas rapido.

Con este objetivo en mente se han desarrollado cinco funciones en Maple
9.5, que implementan el algoritmo de factorizacion que se desprende del Teo-

rema 2.3.1, éstas funciones son:

1. GBerlekamp
Unica funcion que esté a disposicion del usuario y que calcula la fac-
torizacién de un polinomio en una variable, libre de cuadrados y con

coeficientes sobre un cuerpo finito.

2. BerlekampPetrMatriz
Subrutina de la funcion GBerlekamp que obtiene la Matriz de Berlekamp-
Petr.

3. WDBasis
Subrutina de la funcién GBerlekamp que calcula una base para el subes-

pacio W.

4. GroebnerKernel
Subrutina de la funciéon GBerlekamp que calcula la factorizacion de un

polinomio ménico y libre de cuadrados.

5. CanonicalForm
Subrutina de la funcién GBerlekamp que calcula representantes canoé-

nicos de elementos de un cuerpo finito.

En las lineas que siguen se muestra, en primer lugar, un par de ejemplos de

utilizacion de este paquete y, en segundo lugar el listado de dichas funciones.

Ejemplo 2.4.1 Se calculard la factorzacion de x* + 2 € Zs []

> GBerlekamp (z"4+2,z,3,alpha,alpha);
{2+, 22 +1, 1+ x}
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Ejemplo 2.4.2 Se calculard la factorizacién de (1 + a + o) + ax + (1 +

o+ o)+ (1+a+ o)t +2° € —<OCZ42J£‘Z_?]1> =TFis.

> GBerlekamp (1+alpha+alpha~3+alpha*z+(1+alpha~2+alpha~3) *x "3+
> (1+alpha+talpha~3)*x"4+x"5,2,2,alpha"4+alpha+l,alpha);
{B+1+@+a)r+22+22(a®+a+1), >+ 1+ (a®+a?)x + 22}

# Para ejecutar correctamente este codigo, es necesario cargar
# previamente el paquete GB de Andreas Pirklbauer‘s. Este paquete, que
# esta localizado en la Share Library, sirve para calcular bases de Grébner

# sobre cuerpos finitos.

GBerlekamp:=proc(apoly,var,p::prime,irredpoly,alpha)

# Esta funcién devuelve la factorizacién de un polinomio moénico
# vy libre de cuadrados.
local GB_apolydeg,GB_card::integer, GB_W proceslist,aux,icont,
hcont,dimW::integer,blnContinue,cardproceslist::integer,

domloop, apolycan,irredpolycan;

apolycan:=CanonicalForm (apoly,irredpoly,alpha,p);
irredpolycan:=Normal(irredpoly) mod p;
proceslist:={apolycan};

blnContinue:=true;
GB_apolydeg:=degree(apoly,var);
GB_card:=p~degree(irredpoly,alpha);

# Se calcula una base para W.
GB_W:= WBasis(apolycan,var,GB_apolydeg,p,GB_card,
irredpolycan,alpha);

GB_W:=evalm([seq(varicont,icont=0..GB_apolydeg-1)]
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&* GB_W);

GB_W:=convert(GB_-W set);
dimW:=nops(GB_W);

if dimW > 1 then
for hcont in GB_W/[2..-1] while blnContinue
do
domloop:=proceslist;
for icont in domloop while blnContinue
do
aux:=GroebnerKernel(icont,hcont,var,p,
irredpolycan,alpha);
if nops(aux) > 1 then
proceslist:=proceslist union {op(aux)};

proceslist:=proceslist minus {icont};

fi;
if dimW=nops(proceslist) then
blnContinue:=false;
fi;
end do;
end do;
fi;
return(proceslist);

end proc;

BerlekampPetrMatrix:=proc(apoly,var,apolydeg,p,cardfinitefield,
irredpoly,alpha)

# Esta funcién devuelve la matriz de Berlekamp-Petr
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local mat::list,apolydegm1::integer,aux,icont::integer,jcont::integer;
mat:=array(1..apolydeg,1..apolydeg);
apolydegm1:=apolydeg-1;

for icont from 0 to apolydegm1
do
aux:=Rem(
var” (icont*cardfinitefield),
apoly,
var) mod p;

aux:=CanonicalForm (aux,irredpoly,alpha,p);
for jcont from 0 to apolydegml
do
mat[icont+1,jcont+1]:=coeff (aux,var,jcont);
end do;
end do;

return evalm(mat);

end proc;

W Basis:=proc(apoly,var,apolydeg,p,cardfinitefield,irredpoly,alpha)
# Esta rutina obtiene una base para W
local sysmat,tagvars,syspoly,indepvars,aux::integer,
hbasis,icont::integer,jcont::integer,scont::integer,

tcont::integer,equats,remvars,dimKer::integer;

tagvars:=[seq(tagvar[icont|,icont=1..apolydeg)];

indepvars:=[];

# Matriz del Sistema a resolver

sysmat:=evalm(BerlekampPetrMatrix(apoly,var,apolydeg,p,
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cardfinitefield,irredpoly,
alpha)-
array (identity,1..apolydeg,1..apolydeg));

syspoly:=evalm(tagvars&*sysmat);

syspoly:=GB(convert(syspoly,set) union {irredpoly},
[op(tagvars),alpha],plex) mod p;

syspoly:=convert(syspoly,set) minus {irredpoly};

# Célculo de las variables independientes
for icont in tagvars

do

aux:=nops(select(has,syspoly,icont));

if aux<>1 then
# Variable Independiente encontrada
indepvars:=[op(indepvars),icont|;

fi;

end do;

dimKer:=apolydeg-nops(syspoly);
if nops(indepvars) < dimKer then
remvars:=convert(tagvars,set) minus convert(indepvars,set);
for icont in remvars while nops(indepvars) < dimKer
do
aux:=select(has,syspoly,icont);
if nops(indets(aux[1]) minus {alpha})-\
nops(indets(aux|[1]) intersect convert(indepvars,set)) >1
then
# Variable Independiente encontrada
indepvars:=[op(indepvars),icont];
fi;
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end do;
fi;

hbasis:=array(1..apolydeg,1..nops(indepvars));
scont:=0;
for icont in indepvars
do
scont:=scont+1;
equats:=map(x->if x=icont then x=1 else x=0 fi,indepvars);

aux:=subs(equats,syspoly);

tcont:=0;
for jcont in tagvars
do

tcont:=tcont+1;
if member(jcont,indepvars) then
if jcont=icont then
hbasis[tcont,scont]:=1;
else
hbasis[tcont,scont]:=0;
fi;
else
hbasis[tcont,scont]:=CanonicalForm(
op(
2,
solve({select(
has,
aux,
jeont)[1]=0},
jcont) 1)),
irredpoly,
alpha,
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p);
fi;
end do;
end do;

return(hbasis);

end proc;

GroebnerKernel:=proc(apoly,hbasispoly,var,p,irredpoly,alpha)
# Esta rutina calcula la factorizacion de un polinomio ménico y libre de
# cuadrados.
local factorslist, GB_varz,Rk,Rkp1,GB_G,indset,icont::integer,
Qroots,Pkpl,aux;

factorslist:=[[;
GB_G:=GB({apoly,hbasispoly-GB_varz,irredpoly },
[var,GB_varz,alpha],plex) mod p;

GB_G:=convert(GB_G,set);
GB_G:=GB_G minus {irredpoly};
indset:=map(t->degree(t,var),GB_G);

# Resultante de apoly y hbasispoly-GB_varz

Rk:=select(t->if degree(t,var)=0 then true else false fi,
GB_G)[1];

# Se borra zero en indset

indset:=indset[2..-1];

# GB no devuelve los polinomios ordenados por su grado en var
for icont in indset
do
Pkpl:=select(t->if degree(t,var)=icont then true else false fi,
GB_G)[1];
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Rkpl:=coeff (Pkpl,var,icont);
Pkpl:=Quo(Pkpl,Rkpl,var) mod p;
aux:=Quo(Rk,Rkp1l,GB_varz) mod p;
aux:=subs(alpha=RootOf (irredpoly),aux);

if degree(irredpoly,alpha)=1 then
Qroots:=Roots(aux) mod p;

else
Qroots:=Roots(aux,RootOf (irredpoly)) mod p;
Qroots:=subs(RootOf (irredpoly)=alpha,Qroots);
fi;
factorslist:=[op(map(t->CanonicalForm(subs(GB_varz=t|1]
JPkpl),
irredpoly,alpha,p),
Qroots)),
op(factorslist)];
Rk:=Rkpl;
end do;
return(factorslist);
end proc;

CanonicalForm:=proc(expr,irredpoly,alpha,p)
#Este procedimiento calcula la forma canénica de expr en un cuerpo
# finito.

local aux;

if degree(irredpoly,alpha)>1 then
aux:=subs(alpha=RootOf (irredpoly),expr);
aux:=Normal(aux) mod p;

aux:=subs(RootOf (irredpoly)=alpha,aux);
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else

aux:=Normal(expr) mod p;
end if;
return(aux);

end proc;



Capitulo 3

Bases de Grobner en UL(g)

Las algebras de Leibniz son una generalizaciéon no conmutativa y no anti-
simétrica de las algebras de Lie. El concepto de algebra envolvente universal
para un algebra de Leibniz, juega un papel fundamental en la teoria de re-
presentaciones de algebras de Leibniz, de manera similar al papel jugado por
el algebra envolvente universal de un algebra de Lie.

Bases de Grobner para ideales por la izquierda en algebras envolventes
universales de un algebra de Lie, fueron introducidas en [ApL88| y para
ideales bilateros en [KaW90]. Esto nos conduce a plantear de manera natural,
en este ultimo capitulo, las bases de Grobner para ideales bilateros en el

algebra envolvente universal de un algebra de Leibniz.

3.1. Introduccion

Con el transcurso de los anos, se ha ido demostrando que el concepto de
base de Groébner no es exclusivo del anillo de polinomios K[z, ..., z,] con
coeficientes en un cuerpo K, donde originalmente fueron introducidas; sino
que es un concepto mas universal, mas amplio, méas general, y exportable a

otras estructuras matematicas.

133
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Bergman [Ber78] extendié el concepto de base de Grobner a édlgebras
asociativas libres no conmutativas. En [KaW90, Kre92| se describen bases de
Grobner para algebras de tipo soluble, que incluyen como caso particular las

algebras envolventes universales de un algebra de Lie.

Se han definido bases de Grobner en algebras libres sobre cuerpos [Mor94];
en anillos de polinomios torcidos ("skew”) y extensiones de Ore [Wei92,
Pes94]; en grupos cuédnticos [BGCI8] que contienen como ejemplo las ex-
tensiones de Ore iteradas; en estructuras graduadas sobre un anillo [Ape00],
estas clases de anillos incluyen las dlgebras de polinomios, algebras envol-
ventes de algebras de Lie, algebras de Weyl, algebras de Hecke y algebras de
Clifford; en ideales de D[y, ..., z,] donde D es un DIP [Pan88]; en submédu-
los de K[z, ..., 2,]™ [Sch80] donde aparece por primera vez la computacién
de las sicigias por el método del algoritmo de la divisién (véase también
[AdL94]); en ideales de R[z, ..., z,] siendo R un anillo conmutativo y noethe-
riano cualquiera (ver [AdL94]); en ideales en extensiones del Teorema de

Poincaré-Birkhoff-Witt [GRZ02], y en muchas otras estructuras algebraicas.

Existen anillos donde se puede llevar a cabo el proceso de reduccién pero
no es posible introducir érdenes admisibles noetherianos sobre el conjunto
de todos los monomios; para estos casos se han desarrollado otros conceptos
para caracterizar las bases de Grobner. Por ejemplo, en el supuesto de que
el anillo contenga divisores de cero un orden admisible noetheriano no seria
compatible con la multiplicacion del anillo. Esta situacion ha sido estudiada,
en el caso de que existan divisores de cero en el anillo de coeficientes, por
Kapur y Madlener, Green [Gre94], Li [ Li02] y por Weispfenning para el caso

especial de anillos regulares [Wei89].

En esta ocasién se va a definir lo que se entendera por base de Grob-
ner para ideales bilateros del dlgebra envolvente universal de un algebra de
Leibniz de dimensién finita. Estas algebras tienen divisores de cero y por lo

tanto no son algebras de tipo soluble, lo que nos obliga a utilizar un método
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diferente del usado en las dlgebras envolventes universales de un algebra de
Lie.

3.2. Preliminares

3.2.1. Conceptos Basicos

La gran mayoria de definiciones y resultados que se exponen en esta sec-
cién, estan sacados fundamentalmente del libro de [Gra00], verdadero hilo
conductor de este tercer capitulo.

De aqui en adelante, se supondra fijado un cuerpo K y un conjunto de
variables X = {z1,...,2,}, sobre los que se establecen las siguientes defini-
ciones y resultados.

Se denotara por X* al conjunto de todas las palabras w = z;, -...-x;, que
se pueden formar con los elementos de X (esto incluye a la palabra vacia,
que se denotara por 1).

X* con la operacion de concatenacion de palabras es el monoide libre
sobre X.

Definicién 3.2.1 Se llamard monomios a los elementos de X*. St w = z;, -

T, € X7, se dice que w es un monomio de grado k, o brevemente,
grad(w) = k.

Definicién 3.2.2 Dados u,v € X*, se dird que u es un factor de v si u
es una subpalabra de v. Si ademds v = u - wy (respectivamente v = wy - u)

entonces se dird que u es un factor por la izquierda (respectivamente por la
derecha) de v.

Se denotara por K<z, ..., x,> al K-espacio vectorial generado por X*.

Definicién 3.2.3 A los elementos de K<z, ...,x,> se les denomina poli-

n0MmML0S.
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Proposicién 3.2.4 K<z, ...,z,> con la operacion de concatenacion de mo-
nomios tiene estructura de K-dlgebra asociativa unitaria y no conmutativa

de polinomios. K<xy,...,x,> es el algebra asociativa no conmutativa libre.

Una vez que se ha establecido la notacién que se va a utilizar, se esta en
posicion de introducir el concepto de orden monomial. Dicho concepto es

bésico a la hora de definir bases de Grobner de ideales de K<z, ..., z,>.

Definicién 3.2.5 Dada ”<” una relacion de orden en X*, se dirda que ” <”

es un orden monomial, st verifica:
- 7<” es una relacion de orden total.

- "< es multiplicativa, esto es, siu < v entonces w-u < w-v Yyuw < VW
Yu,v,w € X*.

- "< werifica la condicion de cadena descendente, esto es, si wy > woy >
we > Wy, > ... es una cadena descendente de palabras, entonces existe

k>0 tal que wy = wyy; V7 > 0.

El concepto de orden monomial juega un papel muy importante dentro
de la teoria de bases de Gobner, pues es la garantia de que el algoritmo de

la divisién termina tras un nimero finito de pasos.

Ejemplo 3.2.6 El orden lex no es un orden monomial en K<z, y> [Mor94].
En K<x,y> se fija el orden lex con x > y.

Si fuese un orden monomial entonces seria multiplicativo:
2 2
Yy >y =yr>yx

Sin embargo no es cierto que y*x > yx. Con lo cual, el orden lex no es un
orden monomial en K<xz,y>; a diferencia de lo que ocurre en Kz, ..., z,)

que st lo es.
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Ejemplo 3.2.7 FEl orden graduado lexicogrdfico por la izquierda (deglex) tam-
bién llamado simplemente orden graduado lexicogrdfico, es un orden mono-
mial en X* [AdL94, Gra00).

grad(u) < grad(v)
0

U=y T <deglea V= Ty == { grad(u) = grad(v) = Ji € {1,...,n}

tal que oj = B; Vj <1

\yai<6i

Ejemplo 3.2.8 El orden graduado lexicogrifico por la derecha es un orden

monomial en X*.

)
grad(u) < grad(v)

0

B deglen U = T T = grad(u) = grad(v) = 3 € {1,...,n}

tal que oj = B; Vj > 1

\yai<ﬁi

Ejemplo 3.2.9 El orden monomial lexicogrdfico con pesos a la izquierda:

Sea w : {x1,...,x,} — N una aplicacion y W : X* — N la extension natu-

. :
ral de w a X*, esto es, $i U = To,Tay..-Ta,, entonces Wu) = > w(zy,).
i=1,...,r

(W< W(v)
u<v<=q Wu)=W)=Jiec{l,...,n}

tal que ai; = B; Vj <1

| Yo < [
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De modo andlogo se puede definir el orden monomial lexicogrdfico con pesos

a la derecha.

El orden monomial graduado lexicografico por la izquierda, respectiva-
mente derecha, es un caso particular del orden monomial lexicografico con
pesos a la izquierda, respectivamente derecha, tomando como w la aplicacién

constante igual a uno.

Ejemplo 3.2.10 (Ordenes conmutativos) Sea 1 < Ty < ... < T, un orden
arbitrario y sea <. un orden monomial cualquiera definido sobre el conjunto
de las palabras conmutativas {1, ...,x,}. Para cualquier monomio no con-
mutativo u en {xy,...,x,}, sea U la palabra que se obtiene tratando u como

una palabra conmutativa. Se dice que
u<.v
Uu<v<——=1Ko
U=V =U<lez U
Ejemplo 3.2.11 [BuW98] Una variante de los drdenes conmutativos es el
orden de Eliminacion que se define tomando como <. el orden monomial lexi-

cogrdfico y, en lugar del orden lexicogrdfico <., el orden monomial graduado

lexicografico. Esto es

U ez U=>U <deglex UV

Una vez que se fija un orden monomial, tiene sentido pleno hablar del

mayor monomio de un polinomio f € K<z, ..., x,>.

Definicién 3.2.12 Fijado un orden monomial y dado f € K<xy,...,x,>,

se denota por Im(f) al mayor de los monomios que forman f.
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Si en lugar de un sé6lo polinomio, se tuviese un subconjunto de K<z, ..., x,>,

entonces:
Definiciéon 3.2.13 Sea T C K<z, ..., x,>.
Im(T) :={Im(f)/f € T}
Al igual que ocurre en el caso conmutativo, se verifica:

Proposicién 3.2.14 [Gra00] Sea I un ideal de K<z, ...,x,>. Entonces:
K<, vy Ty >= C(I) @1
siendo

C(I) =<{u e X*/u ¢<im(l)>}>k

Todo elemento f € K<z, ...,x,> se puede expresar entonces de modo
tnico, como suma de un elemento v de [ y otro u de C(I). Este elemento u
recibe el nombre de forma normal de f médulo I. De forma anédloga se puede
tomar un subconjunto G C I mas pequeno, y definir el concepto de forma

normal médulo G.

Definicién 3.2.15 Sea G C K<zy,...,x,> ¢ I =<G>. Un elemento [ €
K<y, ...,z,> se dice que estd en forma normal modulo G si para todo g € G,

Im(g) no es factor de ningin monomio de f.

Definicion 3.2.16 Sea G C K<z, ...,x,>, [ =<G> yu, f € K<xy,...,x,>;
u se dice que es una forma normal modulo G de f siu estd en forma normal
modulo Gy f —uel.

Ciertamente, a la vista de su definicién, el método de calculo de una
forma normal de un elemento f € K<z, ...,x,> es bien intuitiva y sencilla
de obtener; simplemente bastara con ir reduciendo cada monomio de f con

respecto a G. Cuando se obtenga un polinomio tal que ningiin monomio sea
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divisible por ningiin monomio principal de los polinomios que forman G, ese
polinomio sera una forma normal de f moédulo G. Este razonamiento queda

recogido mas detalladamente en el siguiente algoritmo de calculo.

Algoritmo 3.2.17 Forma Normal
Entrada: f € K<xq,...,x,>, G C K<z, ..., x,>
Salida: ¢ € K<z, ..., x,> tal que ¢ es una Forma Normal de f modulo G.

1. Sea p=0; h=f
2. ;h=07

- Si
- Devuelve ¢
- No.

- Sea w=1Im(h) y X el coeficiente principal de h.

3. ¢Eziste g € G tal que Im(g) sea un factor de u?

- No.
-h=h-)u
-p=0+ M
- Volver al paso 2.
- S0

- Sea p el coeficiente de lm(g) en g y sean v,w € X* tales que
v-lm(g) - w=u
_ h:h—ﬁ-v-g-w

- Volver al paso 2.

El algoritmo Forma Normal no es mas que la traducciéon a K<z, ..., x,,>

del algoritmo de la division.
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Ejemplo 3.2.18 Fijado el orden monomial deglex con x <y, y*z e yx son
formas normales mdédulo G = {g = xy — 2%,g0 = 2° — yx, g3 = Y3} de
=23
f=y-gy+tyr-g+go-y’+y gotya
f=2*gy+2*-g+r-g-rtg-a+2’-g+r-gotgetyr

A la vista de este ejemplo, se puede concluir que la forma normal médulo
G de un polinomio f no es en general tnica, esto es, el resto de la divisién
de un polinomio f entre G C K<uxy,...,z,> no es en general tnico. Para
conseguir la unicidad del resto hay que exigir que GG sea una base de Grébner

de I, al igual que ocurre en el caso conmutativo.

Definicién 3.2.19 Sea I un ideal de K<zq, ..., x,>. Entonces G C I se dice

que es una base de Grobner de I si para todo f en I existe g en G tal que
Im(q) es un factor de Im(f).

Proposicién 3.2.20 [Gra00] Si en el algoritmo Forma Normal, se pasa co-
mo entrada un conjunto G que sea base de Gréobner del ideal I=<G>, en-
tonces la forma normal médulo G de f es unica y es igual a la forma normal

de f modulo 1. De aqui en adelante se denotard la forma normal de f modulo

I como ?G 0 TI.

Definicién 3.2.21 Un conjunto G C K<y, ...,x,> se denomina autorre-
ducido (minimal) si verifica:
-Vg,h € G/g # h = Im(g) no es un factor de Im(h).

- G estd formado por polinomios mdnicos (es decir, coeficiente principal

1).
Se puede ser un poco mas estricto y definir:

Definicién 3.2.22 Un conjunto G C K<z, ...,x,> se denomina reducido

st verifica:
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-Vg,h € G/g # h = Ilm(g) no es un factor de ningin monomio de h.

- G estd formado por polinomios mdnicos (es decir, coeficiente principal
1).

Es obvio que todo conjunto reducido es minimal.

Definicién 3.2.23 Sean g1, 9> € K<z, ...,x,> yw; = Im(g;) i=1,2. Supon-
gamos que los coeficientes de wy, wy en g1, go sean 1. Supdongase ademas que
wy no es un factor de wy y, reciprocamente, que we no es un factor de wy.
Sean u,v € X* tales que wy - u = v -wse y u es un factor propio (# 1) por
la derecha de wy y v es un factor propio por la izquierda de wy. Entonces el

elemento g, -u—v- gy se denomina sicigia ' de g1 y go, brevemente, S(gi, gs)-

Es en esta definicién donde radica la mayor diferencia entre la teoria de bases
de Grobner en el caso conmutativo y en el no conmutativo; pues mientras en el
caso conmutativo un par de polinomios sélo proporciona una sicigia, usando
el minimo comun de los monomios principales, en el caso no conmutativo un
par de polinomios pueden proporcionar més de una sicigia. Incluso se pueden

dar en el caso no conmutativo auto-sicigias.

Proposicién 3.2.24 (Lema del diamante)[Ber78] Sea I un ideal del anillo
K<z, ...,x,> generado por un conjunto minimal G. Entonces G es base de
Grobner de I si, y solo si, el resto de la division de f entre G es cero para

todas las posibles sicigias f de los elementos de G.

Esta proposiciéon proporciona de modo inmediato un algoritmo de célcu-
lo de una base de Grobner de un ideal I generado por un conjunto finito

de polinomios G. Los pasos a seguir son pues, en primer lugar, obtener un

YAunque no es usual, para mantener la coherencia con los capitulos anteriores se
utiliza el nombre de sicigia. Otros autores wutilizan el nombre de “overlap relation” o
?composition”.
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conjunto minimal H a partir de G; en segundo lugar, calcular la sicigia de
dos elementos de H y, en caso de no ser cero el resto de la divisién de la
sicigia entre H, anadir este resto a H. La aplicacién reiterada de esta forma
de proceder, conduce a un conjunto T tal que el resto de la division de la
sicigia de dos elementos cualesquiera de T entre T, sea siempre cero.

En el contexto que nos ocupa, el dlgebra asociativa no conmutativa libre,
no hay ninguna condicién que garantice la finitud del proceso de célculo
descrito anteriormente; de hecho podria no terminar en un numero finito de

pasos.

Ejemplo 3.2.25 Sea [ el ideal de K<z,y> generado por fi = xyr—yx. Basta
con dar unos pocos pasos en el algoritmo de cdlculo de bases de Grobner, para
darse cuenta de que {f, = zy"x — y"x}nen es una base de Grobner de I con

respecto al orden monomial graduado lexicogrdfico con x < y.

Aunque, como se acaba de ver, no hay ninguna condiciéon que en general
garantice la finitud del proceso de cdlculo de una base de Grobner en el
algebra asociativa no conmutativa y libre, si existen condiciones particulares
bajo las cuales se puede asegurar la finitud de dicho proceso de obtencién de

una base de Grobner.

Proposicién 3.2.26 [Gre9)] Todo ideal I C K<xy,...,2,> tal que el ideal

<Im(I)> esté finitamente generado posee una base de Grébner finita.

Si se centra la atencién en el ideal monomial < Im(I) >, se tiene que

existe un unico conjunto de generadores minimal 7" de < Im(I) >. Entonces

la inica base reducida de Grébner de [ es G = {f — fl : feT} [Gre9d].

3.2.2. El algebra envolvente universal UL(g)

Un algebra de Leibniz es una generalizacién natural del concepto de alge-
bra de Lie, dicho concepto fue introducido por Loday a lo largo de una serie

de trabajos sobre periodicidad en K-teoria algebraica (ver [Lod93, Lod97]).
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Definicién 3.2.27 [Lod93] Sea K un cuerpo y g un K-espacio vectorial. Se
dice que g es un dlgebra de Leibniz sobre K si g se puede dotar con una

aplicacion bilineal

L, J:gxg—g

verificando la identidad de Leibniz
['Ta [ya Z]] = [[I,y], Z} - [[CU? 2]7 y]

El punto de partida de la teoria de las algebras de Leibniz es, como se
acaba de ver, la teoria de las dlgebras de Lie. Surge entonces casi siempre
que se presenta el desarrollo de una nueva teoria, que generaliza otra ya
conocida, la idea de ver hasta qué punto los conceptos de las algebras de Lie
se pueden generalizar/exportar al nuevo contexto de las algebras de Leibniz.
Entre estos conceptos que se trata de migrar esta el concepto de algebra
envolvente universal de un algebra de Lie [Gra00, HiSt97].

Existen al menos dos definiciones equivalentes posibles de esta dlgebra:

Sea g un algebra de Lie y (—)z : As — Lie el funtor entre la categoria
de algebras asociativas y la categoria de algebras de Lie que a cada algebra
asociativa A le asocia el algebra de Lie A, con espacio subyacente A y con
el corchete [a,b] =a-b—1b-a, Ya,b € A.

(A) Un algebra envolvente de g consiste de un par (U,o), donde U es un
algebra asociativa unitaria y o : g — Up es un morfismo de algebras de Lie,
que verifica la propiedad universal siguiente: para toda &algebra asociativa
unitaria A y para todo morfismo de algebras de Lie f : g — A, existe un
tinico morfismo de 4lgebras asociativas unitarias f : U — A tal que foo = f.

(B) Un algebra envolvente de g es un dlgebra asociativa unitaria U tal
que la categoria de g-moédulos a la derecha es equivalente a la categoria de
U-modulos a la derecha.

Tal dlgebra U existe y es unica salvo isomorfismos. Se denota por U(g) y

se llama el algebra envolvente universal del algebra de Lie g.
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Se define asi un funtor U : Lie — As entre la categoria de algebras de
Lie y la categoria de algebras asociativas que es adjunto por la izquierda del
funtor (—), [HiSt97].

Surge entonces de modo natural, la cuestion de saber qué pasa si en lugar
de la categoria de las algebras de Lie se pone la categoria de las algebras de
Leibniz.

Toda algebra de Lie es un dlgebra de Leibniz. Asi Lie es una subcategoria
plena de la categoria de algebras de Leibniz, Leib. Inversamente, a toda
algebra de Leibniz g se le puede asociar un algebra de Lie universal g, =

ann

ga%, donde g*" es el ideal bilatero generado por {[z,z]/z € g}).

Proposicién 3.2.28 FEl funtor
(—)rLie : Leib — Lie
es adjunto por la izquierda del funtor de olvido
Lie — Letb

Demostracion:
Trivial. O

En cuanto a la busqueda de un funtor similar entre la categoria de alge-
bras de Leibniz y la categoria de las algebras asociativas, verificando las
condiciones equivalentes (A) y (B), decir que no existe.

La definiciéon del concepto de algebra envolvente universal de un algebra
de Leibniz puede verse de dos maneras diferentes. El objeto que jugaria un
papel andlogo al caso (B) seria el siguiente:

(B’) A toda &lgebra de Leibniz g se le puede asociar un algebra asociati-
va unitaria UL(g) de tal manera que la categoria de g-representaciones sea
equivalente a la categoria de UL(g)-mé6dulos a la derecha.

Una g-representacion consiste de un K-espacio vectorial M y dos aplica-
ciones bilineales M ® g — M, (m,x) ~>m-xy g M — M, (z,m) ~> z-m

verificando los siguientes axiomas:
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lryl=m-z)-y—(m-y)-o
(m-y)=(v-m)-y—I[r,y]-m
(y-m)=[z,y]-m—(x-m)-y

8 &8 3

donde me M y x,y € g.

Hay una laboriosa y preciosa construccion hecha por Loday y Pirashvili
[LoP93]. La justificacién de dicha construccién [LoP98] estd basada en los
funtores U y (—), definidos para las dlgebras de Lie. El punto crucial de este
desarrollo es la utilizacion de la categoria de aplicaciones K-lineales £LM
equipada con un producto tensor. Partiendo de esta base se prueba que a
partir de un dlgebra de Leibniz cualquiera, es posible construir, y con un
comportamiento funtorial, un algebra de Lie dentro de la categoria LM.
A su vez, a partir de esta algebra de Lie, haciendo actuar el funtor U, se
pasa a un algebra asociativa dentro de la categoria LM. Una vez aqui la
construccién de un funtor hasta la categoria de dlgebras asociativas es un
paso trivial, pues basta con hacer un coproducto. Como consecuencia de este

desarrollo se define:

Definicién 3.2.29 [LoP93] Sea g un dlgebra de Leibniz, g' (cuyos elementos
se denotaran por l, con x € g) y g" (cuyos elementos se denotardn por r,
con x € g) dos copias de g. Entonces se define el dlgebra envolvente universal
de g, brevemente UL(g), como el cociente del dlgebra tensorial T(g'®g") por

el ideal bilatero I generado por los elementos:
i) Ty — (TaTy — TyTs)
i) Uiz — (lary — Tyls)
iii) (ry +1,)l;

Proposicién 3.2.30 [LoP93] La categoria de representaciones del dlgebra de

Leibniz g es equivalente a la categoria de mddulos a la derecha sobre UL(g).
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Hay otra manera de ver las cosas.

(A’) En [Lod97, Lod01], Loday introduce una versiéon asociativa de las
algebras de Leibniz, llamadas didlgebras, éstas son K-espacios vectoriales
equipados con dos operaciones binarias, - y -, que verifican todas las varia-
ciones de la ley asociativa; asi algebras asociativas son diadlgebras para las que
los dos productos, - y -, coinciden. De manera similar al caso de dlgebras de
Lie, a toda édlgebra de Leibniz g se le puede asociar una didlgebra Ud(g), la

didlgebra envolvente universal del dlgebra de Leibniz g [Lod97], que verifica:

Proposicién 3.2.31 [Lod97] El funtor

Ud : Leib — D1ias
es adjunto por la izquierda del funtor

(=) : Dias — Leib

donde Dy, es el dlgebra de Leibniz con espacio vectorial subyacente D y con

el corchete [a, bl =a 4b—bF a.

3.3. El Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt

Una vez que se ha establecido el concepto de dlgebra envolvente universal
de un algebra de Leibniz, se hace necesario profundizar un poco mas para en-
tender mejor su estructura algebraica. Es en este objetivo precisamente donde
encaja el teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, pues dicho teorema muestra la
estructura del algebra envolvente universal.

Aqui, haremos hincapié en la versién (B’) del teorema de Poincaré-Birkhoff-
Witt. Existe también la versién (A’) de dicho teorema en la categoria de
didlgebras [AyGO03| que describe la estructura de la didlgebra envolvente
universal: Para un algebra de Leibniz existe un isomorfismo de didlgebras
graduadas S(gr:..) ® g = grUd(g), donde S(gri) es el dlgebra simétrica del

modulo grie.
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En esta seccion se presenta una prueba novedosa del teorema de Poincaré-
Birkhoff-Witt, utilizando la teoria de bases de Grébner en el dlgebra asocia-
tiva no conmutativa y libre, K<xy,...,x,>. Para ello es necesario enfocar
el concepto de algebra envolvente universal, desde otro punto de vista mas
provechoso para poder utilizar las bases de Grébner como herramienta.

Dada (g =< ay,...,a, >x,|—,—]) un algebra de Leibniz de dimensién
finita sobre un cuerpo K, el primer paso que hay que dar para la construccion

de su algebra envolvente universal, es la construccion del algebra tensorial
Tgeg)=Ke(daog)e(@eg)o(@og)d ..
Si se profundiza un poco en su estructura, y se pregunta por sus tensores
fundamentales, no es dificil darse cuenta de que, en la componente p-ésima
se verifica, simplemente por linealidad:

p
.®1(lai +78,) = la; ®lay ® ... Qlo, +lo, @13, ®...Qly, +...+75 Org, ®...QTg,

1=

Lema 3.3.1 TF = UN{(SLZ'I ®--~®6p,ip /5]{71']. = la.
y4s

;0 Ok,i; = Tai,» Uy ey dp €
{1,...,n}, k € {1,...,p}} U {1} es el conjunto de los tensores fundamentales

de T(g' @ g").

Todo elemento de T'(g' ® g") es pues, combinacién K-lineal de los elemen-
tos de TF. Esto es, todo elemento del dlgebra tensorial, se puede ver como un
polinomio no conmutativo con coeficientes en K y en 2n variables como mu-
cho. Por lo tanto, esencialmente, no hay ninguna diferencia entre T'(g' @ g")
v K<yy,...,Yn, T1,...,,>; s0lo cambia la forma en la que se escriben los
elementos en una u otra estructura matematica.

Se puede establecer entonces la siguiente aplicacién K-lineal:
O :T(g®g) — K<Y, ooos Y, T1, vy Ty >
tal que ®(l,,) = v y P(rq,) = ;.

Proposicién 3.3.2 ¢ es un isomorfismo de K-dlgebras.
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La demostracién de esta proposicién es trivial, pues basta darse cuenta
como son los tensores fundamentales, y que éstos se corresponden biyectiva-
mente con los monomios en K<y, ..., ypn, 1, ..., Tp>.

El isomorfismo ® puede aportar mucha mas informacion de la que en
un principio puede parecer. En primer lugar, y teniendo en cuenta que el
ideal I de las relaciones por las que se divide el dlgebra tensorial T'(g' @ g")

esta generado por:
Tlow) = (TaTy — TyTa)
Uz — (Lory —1yl3)
(ry + 1yl

cabe preguntarse por ®(7), pues el interés ultimo es UL(g). ®(I) esta genera-

do por:
@(r[ai@j]) — (@ xj—xj - xy)
D (lfas,05) — Wi~ 5 — x5 - yi)
(zi +yi) -y

Con lo cual:

r = (1)
. !
T dg) — K<y, Yn, T1y.n, Ty >
! !
UL(g) — K<y1,~~,g?,[o§1,..‘,xn>

Teorema 3.3.3 UL(g) = K<y1""’g’z’;§1"“’x”> (isomorfismo de K-dlgebras).

El teorema de estructura anterior supone un salto cualitativo importante,

pues con este resultado, se sientan las bases para poder utilizar la teoria
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de bases de Grobner sobre K<y, ..., yn, T1, ..., T,>; teoria perfectamente es-
tablecida y conocida [Mor94|, para obtener resultados en el algebra envol-
vente universal UL(g). Con este primer teorema de estructura en mente, se
estd en condiciones de demostrar el teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt para

el dlgebra envolvente universal de un algebra de Leibniz de dimension finita.

Teorema 3.3.4 Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt [LoP93] Una K-base
para el dlgebra envolvente universal de un dlgebra de Leibniz g de dimen-

sion finita, estd formada por los monomios de la forma:

aq fo7
171 et Imm
aq o
.171 flfmm U1
o o
iL‘l xmm *Un

siendo n = dimgg y m = dimg@rie.

Demostracion:
La demostracién de este teorema se divide en tres partes. En la primera, se

procede a identificar el ideal g*™"

, pues dicho ideal juega un papel destacado
en esta demostracion. En segundo lugar, se obtiene un conjunto minimal G,
a partir de los generadores de ®([); y, en tercer y ultimo lugar, se verifica
que G es una base de Grobner para ®(I). Una vez probado que G es una
base de Grobner para ®(I), sélo queda por aplicar la Proposicién 3.2.14 para
deducir este resultado.

Hipétesis de partida:
- (g =<ay,...,a, >g,[—,—]) un algebra de Leibniz de dimension finita.

-n,m,p € N tales que n = dimgg, m = dimg@ri, p = dimgg™",

(n=m+p).

- {v1, s Yn, T1, ..., T, } un conjunto de variables
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- Se fija el orden monomial graduado lexicografico con: y,, > ... > y; >

Ty > ... > T

Por el Teorema 3.3.3:

UL(g) ~ K<y1,...,g),€,]g§17.__7$n>

siendo ®(I) el ideal generado por
D (Tay,0;) — (T - 25 — 5 - 25)
(lfas.a5) = (Wi - 5 — 25 - vi)
(i + i) - y;

Paso 1: Identificacion del ideal g*™"

Sea J el ideal bildtero generado por

{las, ail Yioy U {{as, aj] + [az, ail Fij=1,...ni<

entonces g*"" C J; ademads, fijados i, j € {1,..,n} se verifica que [a; +a;, a; +
aj] = [a;, a;] +[ai, a;]+[a;, a;] +[a;, a;], y teniendo en cuenta que [a; +a;, a; +
ajl, lai, ail, [a;, a;] € g*™ se puede concluir entonces que [a;, a;] + [a;,a;] €
ge""; esto es, g*"" = J.

e es un K-subespacio vectorial de dimension p, es posible

Puesto que g
obtener una K-base de g*"; sea ésta {gi, ..., g,}. Se puede suponer ademés

(para simplificar notacién) que tiene la forma:

1 1
g1 = Q41 T U0 + .0+ U Ay

Gp = ap +ufay + ...+ uban,

Para conseguir una K-base con esta apariencia, basta con partir de una K-
base H de g**", tomar el elemento a; de mayor indice en H, y un elemento

cualquiera de H que lo contenga. A ese vector se le llama g,; a continuacién se
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elimina, utilizando g,, todas las expresiones « - a; de los restantes elementos
de H. Se vuelve a coger, de H — {g,}, el elemento a; de mayor indice y un
vector que lo contenga. A ese vector se le denota por g,_;; a continuacién se
elimina [ - a; de todos los restantes (incluido g,). Este proceso se continda
hasta conseguir la base anteriormente descrita (eliminacién gaussiana).

El ideal g*"" juega un papel relevante en esta demostracion, pues es muy
importante ”su vision” dentro de K<y, ..., yn, 1, ..., £,>, esto es, los dos K-
subespacios vectoriales de K<y, ..., yn, 21, ..., ,> que, de modo natural, son
isomorfos a él; y que, a su vez, heredan todas las propiedades de g*". Estos

son W;(g*"™) y W, (g""), siendo ¥; y ¥, los monomorfismos siguientes:

\Ijl : ga'rm — K<y17 s Yny 1y eeey T >
U, g4 o= K<y, ooy Yn, L1y vvny Ty >

con Vi(gi(ar,...,an)) = gi(W1, s Un) Y Vilgi(ar, ..., an)) = gi(x1, ..., ).

Paso 2: Obtencién de un conjunto minimal.

Si se sustituye el conjunto
{®<r[ai7aj}) - (xl : x] - x] ' xi)}i:je{lr":n}
por
{(I)(r[amai])}?:l U{q)<r[ai7aj]) - (‘rl Tj— Ty 'xi)7 Q(T[aiaaj})—i_@(r[ajyai])}ivje{la---an};i<j

en el conjunto de los generadores de ®(7), entonces este ideal no cambia. A
su vez, por lo establecido en el punto anterior, se puede reemplazar, sin que

el ideal ®(I) cambie, el conjunto

{(b(,r[aiyai])}’?zl U {(I)(T[ai,aj]) + (I)(T[aj,ai])}iij{l,---yn}ﬂ(j

por

{g1(z1, 0y xp), oo, g1, oy ) 3
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Se puede afirmar entonces que el conjunto

{®(T[ai7a,j]) - (mz “ Ly — Xy Ii)}i,je{l,...,n}

se puede sustituir por

C= {@(T[ai,aj])_(Ii'xj_xj'xi)}i,je{l,,..,n};i<ju{gl(mla --->$n)7 ---,gp($17 e wn)}

y el ideal ®(I) no cambia.

Sea

G = {P(Masa;) = (Ti - 25 = 25 - T3 }ijeqr,. myi<s
U{g1(z1, ...s ), oy gp(T1, ooy ) }

Afirmacién: G y C generan el mismo ideal (G C C).

Seai<jconje{m+1,..,n} t>0tal que j =m+t, se verifica:?
D(T(as,05]) = Titj + T = _gy0; P(T(aya,)) — TiTj — U\ Ty — oo — UL T T =g,
D(Tlara,) — WiT12; — oo — Ul Ty + ufziy + o UL TT, = P(T(g,a,)) +

ul(viry — o) + o+ Ul (0T — Tpy)

Caso l:i>m,w>0talquei=m+wyke{l, ., m}
Tl — Tkl = _guay, —Tkli — UL T1Tf — oo — U Tin Tl = zpg, —UT T1T — oo —
UL T XUl Ty 4. AU T T = U (e — 2128 )+ A UE (TR — T Tk) =G
—UYP(Tay0p]) — - — U P(Tarm.an]) =@ U P(Tapa1]) + oo + U P(T(ap 0m]) =
(rfapgi-ai)) = P(Marg) = P(Mfara)) = (Tfar.ar)-

pues [a,z] = 0 Va € g Va € g*™".

Por lo tanto la expresién inicial se reduciria a:

2Se adopta el convenio en esta demostracién de indicar debajo de la flecha de reduccién
el polinomio/s con los que se va a reducir la expresion.
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(I)(T[ai,aj]) + uiq)(r[ai,aﬂ) +...+ ufncb(r[ai,am}) = (I)(T[az‘,gd) =0

Caso 2: 1 <m

D(T(aya,) + Ui (Tir1 — 2123) + oA uf_ (T2 — 2025) + uf(xlx, — X)) =0 +
U1 (T3 — T @) + o+ Ul (T — ) =6 P(Taya,)) — UL P(T(ay,00)) —
= U (e a) F Ui ®(Taan]) + o+ 6P (M) 6 P(Tasag) +
Ui P(fagan)) + o Ui P(Pfagai ) + Ui P(Magana) + -+ U, P(Taa,)) =

(I)(r[ai,gtfufai}) = (I)(r[ai,gt]) - u§®(r[ai,ai]) =¢ 0.

Seredefine G = {® ([, a,]) — (25 —2;4) }i jeq1,...mpsici 1915 s Gp YL P(as,0,) —
Yij + T Yic(1,....n}e{l,...m}-

Afirmacion: {®(lj4,.q;)) — Y5 + T;¥i bie(1,...n};je{1,...ny Teduce a cero por G.

Sea i € {1,....,n}, j >m,t >0 tal que j = m+t.

D(lfay,a51) = ¥is + 254 = yige Pllasay) + 2% + uiYsts 4 o+ UL Yilm =g,y

D(lja a,)) Flyirr + UL Yim — vl 21y — o =l Ty = P(la, a,)) Ful (Yiz1 —

T13i) + - AU, (Yim — Tmli) =6 Playa;) Ui P(asar) + -+ 0l @ (g 00) =

P (lj0;,99) = 0.

Por lo tanto, el conjunto:

G = {gi,j = q)(r[ai,aj])_<xixj_:iji)}i,je{l,...,m};i<ju{gl (1’1, ceey l’n), ceey gp(asl, ceey Z’n)}U
{hz‘,j = _q)<l[ai,aj]>+yixj_wjyi}ie{l,..‘,n};je{l,“.,m}U{ti,j = T;Y; +yiyj}i,j€{1,...,n}

genera el ideal ®(I) y ademds es minimal.

Paso 3: G es una base de Grobner del ideal ®(7).

En esta tercera y ultima parte de la demostracion de este teorema se
comprueba que todas las posibles sicigias de los elementos de G, reducen a
cero por G.

Sea j > 1 > k, se considera g; ;, g
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9ijTk—TiGki = P(T(a;.a,) Th—TiT T~ 23 P(T () 0) T 252020 = g 2 P(T(aga;)Th—
T T — TP (Tay,a,]) — P(T[ay a)) Vi FTRT5T5 = 2ig0 D (7ay,0;) Tk =T P(T(ap 0i)) —
D (Tay,a,))TiFTRTTi 2P (Tlay.05) = TiThTj =gy 0, P(Tlara )Tk =25 P(Playai)) —
@(r[awj])xi + e 215 + 1 P(T(gy050) T P (7[00 Tj — TuTiT; = D(71a5,05]) Tk +
(22 — 2575) + P(T(ay.0))T — T3P (May.ai]) — P(Tag.as)Ti + TiP(T(ay.0;) =

(b(r[ai,aj] )xk—xk(D(T[ai,aj} )_'_(b(r[ak,ai] )xj _qu)(r[ak,ai] ) _(I)(r[akﬂj] )xi—i_'xiq)(r[akﬂj] ) :

Sea [a‘ia aj] fd aijal + + Oéi‘zan
@(T[ai,aj])xk—l"k:(b(r[ai,aj]) = (aijxl‘l’---"’a;jxn)xk_xk(aijxl—{_“'—{_afljx”) -
of (wre — mpwr) 4+ oo+ o (@eo1mk — Tpzeo1) + o -0+ o (T —

TpTpy1) + - + Q¥ (xp2) — 201,) = aijq)(r[awh]) + ...+ a?_lcb(r[ak_wk]) —

a;jHCD(r[ak’aHl]) —... _O‘izjq)(r[ak,an]) =>a Oézqu)(?“[ahak]) +... —I—aﬁl@(r[akihak]) +
L (M) = - — P (Tana) = P(Mlasag)ar) = O P(Tlay.a))

= P(r(jas,05),00))

O

=6 —P(Tay, asa;))

La expresion anterior se reduce entonces a:

—(I)(T‘[ak,[ai,aj}]) + (I)(r[[ak,ai},a]-]) — @(T[[ak,a].]m]) =0 (identidad de Leibniz).

Seaje{l,..,m},ie{l,...,n}yk <j, seconsidera h;;, gi;.
hijer — Yige; = (—Pas,ay) + V5 — 2590) Tk — Yi( P(Tay,a;)) — ThTj + 1528) =
_(I’(l[ai,aj])xk — LYl — yiq)(r[ak,aj]) TYiTpTj = —hypa; —(I)(l[ai,aj])l"k — XYLk —
Yi®P(r(ay,a;) TP Uasa) T+ 26Yi%5 =0 ing —PUasa;) T —Yi® (Mag.a;) P Uas a0 )75+
i — T3P (lay,an]) = T5T1Ys = gy — P Uasa;)) Tk —YiP(Tag ;) TPy an) 5+
TeiTi — T P(laya0)) + P(Taga)¥i — Tat5% = —P(lasa;)) Tk — YiP(Tay.a;)) +
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D(las,a0)) 5 — TP ap)) + P(Mfag.a)¥i + T (Vir; — 259:) =6 —P(la;.a,))Th —
yiq)(r[ak,aj]) + q)(l[ai,ak])$j - qu)(l[azwak}) + ®(r[akﬂj]>yi + mkq)(l[ai,aj])

_ ki kj
Sea [ak, a;] = o’ ar + ... + & ay,.

D (Tay,a;))¥i — Yi®P(Tlag.ay) = (O/fjxl + ok, )y — Z/z'(O/fjxl + . +aiir,) =

a’fj(mlyi —yi1) F ..+ (g —yix,) =6 —alqu)(l[%al]) —... —aﬁjq)(l[aivan})
=@ (U, ay,a]))-

(s Tk — 6@ (s 0) = (¥ y1 + o + Q¥y )z — 2p(af Y1 + .. + ally,)

aij(ylxk—xky1)+...+aif(ynxk—xkyn) =a aﬁjq)(l[al,ak})+...—|—ai{<b(l[amak]) =
D (Iffas,a;),a1])-

La expresion inicial se reduce entonces a:
—(I)(l[[ai’aj]ﬂk}) — (I)(l[ai,[ahaj”) + q)(l[[ahak}’aj]) =0 (Identidad de Leibniz).

La tercera composicién posible es entre t;; y hj, 4,5 € {1,....,n}, k €
{1,...,m}.
tijyr — Yilje = (2ay; + viyj)Te — Yi(=Pla;,a0)) + ¥iTh — ThY;) = YTk +
Yi® (o)) TYiTkYj = iy TiliTh+YiP (lay,an)) + P Uasan Vs TTYiY5 = ey
T35k +YiP(ay ) + LU aran)) Vi — Tl = —einy YiP oy an)) + Pasan)) Y5 —
Y + TPy a)) + TiTrYs = YiPaja)) + Pllasan)¥i + i@ ag.a) +
@iy — 2523)Y; =6 Yi® oy an) + Pllasa))Ys + TP Uas an)) + P(Tlasan))Yy =
(i + )P (ay,an]) + (PUas,an]) + P(Tlas,an])) Y-

(Wi + )@y ) = (Wi + z) (" v1 + o+ adFyn) = ol (i + )pn + . +
ad*(yi + )y = 0

(®(larap) + P(Mava)))y; = (@Fyr + .o+ aiFy, + oFzy + .+ oFa,)y; =
o (yr + 1)y + oo 4 & (Y + 20)y; =6 0
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Teniendo en cuenta estas dos reducciones la expresién anterior reduce a
cero por G.

La cuarta y dltima sicigia es la de ¢;; con t;i, i, j,k € {1,...,n}.
ik — Yitie = (Ui + T)Yiyr — Yi(T5 + Y)Yk = TlYiUr — YiTiYk = hiyy TiliYk —
D (Ufas,0;) U —T5Yi%k = ity —PUas o) U= TV —Ti% iUk = ajty —Plas.a;))Yr—
T Yt 2T = =Pl 0, U+ (252 =225 e =6 —Plfa;.a,) 06— P(Flay.a5))Yr =
—(®(as.a,) + P(Tfas0,) )Yk =6 0-

Una vez que se ha probado que toda sicigia de dos elementos de G, reduce
a cero por G, se esta en posicién de afirmar que dicho conjunto es una base
de Grobner para el ideal ®(1); con lo cual, por la Proposicién 3.2.14
<Im(®(I)) >=< {%‘901'}i,je{l,...,m};iqu{xmﬂ, '--7xn}u{yixj}ie{l,...,n},je{l,...,m}U
{yiy;}ijeq,..ny >3 ¥ por lo tanto:

R
OO i V1
it ety
es una K-base del algebra envolvente universal de g. U
Ejemplo 3.3.5 Dada (g =<e, f >k,[—,—|) un dlgebra de Leibniz tal que:

lee]=F, le, [1=1fe] =1f, /1=0

Se calculard una K-base de su dlgebra envolvente universal.

Teniendo en cuenta que:

OLic = Thas = =5 =<e> (m=1)

y que el dlgebra envolvente universal de g es:
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UL(g) = K<ylg%+w2>

siendo ®(I) el ideal generado por las relaciones:

O(rpee) =0

D (7, f T1To — Toly

(I)U [e,e]) = Y121 — T

O(le.p)) = 1172 — T2

CI’(l[f, ] Y21 — T1Y2
o

1+ Y1)

1+ Y1)Y2

0
0
Ty + y2)y1 =0
0

) =
)
) =
) =
l[f f]) = Y22 — TaY2
(
(
(
(

)
)
)
Ty + Ya)Y2

entonces, aplicando a los generadores de ®(I) el mismo razonamiento que se
siguio en la demostracion del teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, se puede

afirmar que el conjunto de polinomios

{z2, —yoty121—2191, Y21 —21Y2, (1+Y1) Y2, (T2FY2)y1, (X2+Yy2) Y2, (T14Y1) Y1 }

forma una base de Grobner del ideal ®(I), con respecto al orden monomial
graduado lexicografico con yo > y1 > x9 > x1. Con lo cual, una K-base de

UL(g) serd entonces

{210, 2 ylax12y2}{a07a1,a2€NU{0}}

El teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt que se acaba de probar, se puede
resumir en el siguiente teorema de estructura del algebra envolvente universal

de un algebra de Leibniz de dimension finita.
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Teorema 3.3.6 (Teorema de Estructura) Sea (g, [—,—|) un dlgebra de Leib-
niz de dimension finita, n = dimgg y m = dimgg@ri.. Entonces, la aplicacion
K-lineal:

U : K[z, ..., 2]t — UL(g)

siendo VU (fo, ..., fu) = fo+ fiva + -+ fuln, es un isomorfismo de K-espacios

vectoriales.

Se podria afinar incluso un poquito més y, a la vista de la estructura del

algebra UL(g) es posible concluir que:

Teorema 3.3.7 (Teorema de Estructura II) Sea (g,]—,—]) un dlgebra de
Leibniz de dimension finita, n = dimgg y m = dimg@ri.. Entonces, la apli-

cacion:
P U(grie)"t' — UL(g)

siendo ®(fo, ..., fn) = fo+ fiv1 + . + faln, €s un isomorfismo de U(gric)-

maodulos.

Demostracion:

Partiendo del hecho de que existe un isomorfismo de K-espacios vectoriales
entre U(gri.) v K[x1, ..., 2] [Gra00] la demostracion es trivial, pues basta
con darse cuenta de que ambas estructuras matematicas ”funcionan” de igual
modo vistos como U(gp;.)-médulos, la tnica diferencia es la forma en la que
se escriben sus elementos, en el primer caso son n+1-uplas de polinomios con
coeficientes en K]z, ..., z,,,], mientras que en el segundo son polinomios de

grado uno o cero en las variables y, ..., y,, con coeficientes en K[z, ..., ,,].

U

Aunque no esencial, una condicién interesante a estudiar cuando se desean
construir bases de Grobner en una estructura matematica, es la noetheriani-

dad. Puesto que la teoria de las algebras de Leibniz es, en cierta forma una
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generalizaciéon de la teoria de las algebras de Lie, cabe preguntarse en primer
lugar si dada un élgebra de Lie g su algebra envolvente universal U(g), es o

no es un anillo noetheriano.

Teorema 3.3.8 [Diz96] U(g) es un anillo noetheriano para cualquier dlgebra

de Lie g de dimension finita.

Este resultado, més el Teorema 3.3.7 ponen de manifiesto la condicién de

anillo noetheriano de UL(g). Asi pues:

Teorema 3.3.9 UL(g) es un anillo noetheriano para cualquier dlgebra de

Leibniz g de dimension finita.

Demostracién:
Sea T : g — @ri el epimorfismo canénico. Entonces SL(T) es isomorfo como
K-espacio vectorial a S(gri) @ S(gric) ® g [LoP93].

Se verifica que gr UL(g) = K[z1, ..., T,|" T (Teorema de estructura 3.3.6).
El algebra SL(7) contiene a S(gri;) como una subdlgebra central, ademds
se tiene un isomorfismo SL(7) = S(gric) ® S(gric) ® g de S(gric)-mddulos
y asi SL(7) es finitamente generado como S(gr;.)-mddulo y por lo tanto
SL(T) es noetheriano. UL(g) tiene una filtracion tal que el objeto graduado
asociado es de la forma SL(7) y por lo tanto noetheriano y usando resultados

de algebras filtradas se tiene que UL(g) es también noetheriano.
O

Una vez cumplido el objetivo principal y tltimo de esta seccion, que no es
otro que la prueba del teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, no seria adecuado
terminar sin destacar unas observaciones acerca de la demostracion que se
acaba de exponer. Observaciones que tienen que ver con el papel destacado

ann

que juega el ideal g*™" y que, en un principio pudiera pasar desapercibido.

- 7Unicidad” de la K-base de g*"".- Una vez fijada una K-base en g, la
K-base del ideal g**" que se construye en la demostracion del teorema

de Poincaré-Birkhoff-Witt existe y es tnica.
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- Papel de la K-base de g en ®(I).- Aunque en principio, y como
en la demostracion del teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt ha quedado
patente, son los generadores de g*"™ (0 més correctamente, sus imagenes
por ¥,) los que aparecen explicitamente en el ideal ®(7). Se pudiera
pensar entonces, que sélo la imagen por la derecha (= W) de la K-base

ann

de g*™ juega un papel destacado; nada mas lejos de la realidad, lo

cierto es que su imagen por la izquierda (= ¥;) también estd presente.

iy + 25 Yige iy = 1Yl + Y5 Hi<mg<ny U{Yills + il }Hizma1.<n)
Seani € {m+1,...n}, 5 €{1,...,n}.

Yil; + iy =ny Yl — Pllaya0) + ¥ = yigin Yi¥i — PUaja0) —

Uy "YUy Y = Yil)s— (g a0) Uy YT Uy Y T

—m

(3 (_q)(l[aj,m]) +TYjT —$1yj) +. _'_uir:m(_q)(l[ajﬁ“m}) TYjTm _xmyj) -
Yit)i = Pag g1 a1, an)) = UL " T1Y5— o= Uy Yy = YUy Y1y

Se pueden cambiar entonces los generadores {y;y; + xiyj}{i2m+17j§n}

POT {Gi—m (Y15 -3 Un)Yj bijeq1,..n};i>m ¥ €l conjunto resultante seguiria

generando (7).

ann

- Sobre la elecciéon de la K-base de g**".- Otro punto muy importante que

ann e la eleccién misma de la K-base {¢1(aq, ..., a,),

tiene que ver con g
s gp(ar, ..., a,)}. Ciertamente, cualquier base que sea de la forma des-
crita en la demostracion del teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt es vali-
da. No obstante, hay un punto que se escapa en principio a estudio,
,qué ocurre si existiese g;(ay, ..., a,) = apmy;? De existir g;(aq, ..., a,) =
Ami, €ntonces ,,.; estaria entre los generadores de ®([), esto origi-
na que se elimine de la K-base todo monomio que dependa de x,,;
y, por otra parte, en el cociente y,,+;y; = 0 Vj € {1,...,n}, esto
es, el producto de dos monomios puede ser cero. Para evitar esta

situacién basta con escoger como K-base de g a {b; = ay, ..., b1 =
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Amtia1, bmai = Qmai + a1, bysis1 = Qmitt, -, by = ap}, esto es, bas-
ta con sumar a; con ¢ € {1,...,m}. Con respecto a esta nueva base
{b1,..,bn}, gi(b1,...,b,) = by — by. Procediendo de igual modo con
todos los elementos g; tales que tienen sélo una coordenada no nula, al
final se conseguira una K-base B de g tal que se puede encontrar una

anm on las condiciones descritas en la demostracién del

K-base para g
teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt y que ademds, todos los vectores

que la forman tienen al menos dos coordenadas no nulas.

Ejemplo 3.3.10 Sea (g =<, f >k, [—, —]) el dlgebra de Leibniz del ejemplo
3.3.5.

Tal cual estd construido UL(g) se verifica que 73 -z = 0. Si se quisiese
evitar este comportamiento en la multiplicacion de dos monomios, bastaria
con cambiar la K-base {e, f}, por {a; = e,ay = e+ f}. Con respecto a esta
nueva base, los generadores del ideal por el que hay que dividir para obtener
UL(g) son {xs — x1,—y2 + 11 + Y121 — T1Y1, Y21 — T1Y2 — Yo + Y1, (21 +
Y)Y, (21 4+ y1)ye, (T2 + y2)yr, (T2 + y2)y2 }-

El proceso anterior, de cambio de la K-base de g, se puede hacer siempre
que m > 1, pero, jqué pasa cuando m = 07 Veamos que esto no es posible

como consecuencia del siguiente resultado.
Lema 3.3.11 Si (g,[—, —]) un dlgebra de Leibniz no nula, entonces gr;e # 0

Demostracion:
Para demostrar este lema es importante darse cuenta de que para cualquier

algebra de Leibniz g =< aq, ..., a, >k se verifica:
[, |ai, @]l =0 y [z, |ai, a5] + [a,a:]] = 0

V 2 € g (hecho de comprobacién rutinaria aplicando la identidad de Leibniz).
Si grie = 0 entonces g = g*"" =< |a;, ai], [a;, aj] +]a;,a;] >. Dado g € g =
gann’ g = Zi[[aiv a’i]) xl] + Zs,t[[as’ at] + [ata a’s]v yst]a a Su vez, por Ser xr; € Yst
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o ge pueden expresar de modo similar a g en funcion de los

elementos de g
generadores de g*"". Aplicando la linealidad del corchete y las identidades
anteriores se llega a la conclusion de que g = 0 y como consecuencia g = 0.

g

3.4. Bases de Grobner en UL(g)

Llegados a este punto, se hace necesario recordar el problema inicial que
en 1965 Buchberger se planted, que es el calculo de una K-base de M
donde I es un ideal; problema de cuya resolucién [Buc65] nacerian las bases
de Grobner. En nuestro caso, nos planteamos la obtencion de una K-base
para el K-espacio vectorial ULJ siendo J un ideal bildtero de UL(g).

Se tiene definida la siguiente aplicacion:

~ K e 9Yny yeey
T K<Yy ooy Yy Ty ooy Ty >—— U L(g) & SSMonlinellen >

T (1)
CID([)CJWJ— D

Es conocido que existe una aplicaciéon biyectiva entre ideales de UL(g) e
ideales de K<y, ..., Yn, 21, ..., £, > que contienen a ®(7). De modo inmediato
viene a la mente el tercer teorema de isomorfia [DuF99], gracias al cual se

puede afirmar que:

K<Y1,yeeeyYn , X1 ye ey >

UL(g) o(D) ~ K<y, Y, @1y ooy T >
— = 5 =
J 0] J

Esto es, el tercer teorema de isomorfia va a permitir ”"dar un paso atras”,
y volver a K<y, ..., Yn, X1, ...,x,>, donde hay perfectamente definida una
teorfa de bases de Grobner [Mor94, Gra00].

El camino més logico a seguir, a la vista de lo que se acaba de exponer
es pues, el de definir el concepto de base de Grobner en UL(g) a partir del

concepto de base de Grobner en K<y, ..., Ypn, T1, ..., Tp>.
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Cuando Bruno Buchberger definié el concepto de base de Grébner, no
solo establecié dicha idea, sino que también, paralelamente en cierta forma,
fijo los pasos a seguir para definir el concepto de base de Grébner en otras
estructuras matematicas, pues la gran mayoria de las aproximaciones a este
concepto en distintos entornos se hacen imitando, en la medida de lo posible,
la construccion hecha por Buchberger para K|z, ..., z,] [Buc65].

Estos pasos que fij6 Buchberger son, esencialmente:
- Definiciéon de un orden monomial
- Algoritmo de la Division

No obstante, no es éste el camino que aqui se seguird; gracias al tercer teo-
rema de isomorfia, y con el fin de evitar trabajar en UL(g) directamente, que
es intrinsecamente mas complicado pues, por ejemplo, hay divisores de cero,
que complicarian la definicién del concepto de orden monomial; se opta por
trabajar en el algebra asociativa no conmutativa libre K<y, ..., y,, 1, ..., £,>
y pasar por m a UL(g).

Este modo de proceder tiene la notable ventaja de aprovechar la teoria de
bases de Grobner existente en K<y, ..., yn, 1, ..., T, >, teoria por otra parte
perfectamente establecida y conocida, para obtener definiciones y resultados

en UL(g).

Hablando en términos generales, la idea de definir el concepto de base de

K<zy,..yzp >
I

en K<xy,...,2,> no es nueva, aunque si reciente. Una primera aproximacion

Grobner en el dlgebra a partir del concepto de base de Grobner

a este planteamiento fue llevada a cabo en [Mor94], en este articulo Mora

muestra, de un modo breve, las directrices que hay que seguir para establecer

K<z1,...,zr
I

el concepto de base de Grobner en =~ a partir del concepto de base de

Grobner en K<z, ...,z,>. En [Nor01] Nordbeck recoge el testigo que habia

dejado Mora e introduce el concepto de FG-base ("Factor Grébner basis”)

K<z1,...,

en = Ir> Las FG-bases son las bases de Grobner definidas de un modo
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K<z1,... L . .
M y éstas aparecen como el camino a seguir

general en el algebra
para definir el concepto de base de Grobner en UL(g).

Por motivos que quedaran claros a posteriori y que tienen su razon de ser
en la busqueda de una base de Grobner con un nimero finito de elementos,

se fija un orden monomial graduado L.

Definicién 3.4.1 [Nor01] Sea J un ideal de K<y1""’g)”z’;§1""’”””>, esto es J es

un ideal de K<yy,...,Yn, 1, ..., x> verificando que ®(I) C J. Un conjunto

de elementos F' C J reducidos médulo ®(I) se dice que es una FG-base para
J si, para cada f € J tal que f # 0 (& f & ®(I)) eviste g € F tal que

Im(g) | lm(f).-

Bajo cierto punto de vista y como a continuacion se comprobara, la defini-

cién de FG-base no es mas que la extension de una base de Grobner de ®(7).

Proposicién 3.4.2 [Nor01] Sea F = {fi,..., fs} un conjunto de elementos
reducidos mddulo ®(I) y G una base de Gréobner del ideal ®(I). Entonces F

K<y1,..3Yn,T1,..Tn >
(1)

Grobner del ideal J en K<yq, ..., Yn, T1, ..., Tp>.

es una FG-base para J en sty solo si FFUG es una base de

Teniendo en cuenta el resultado anterior, un procedimiento valido para
calcular una FG-base de un ideal J =<f, ..., f;> consiste en calcular una
base de Grobner del ideal de K<y, ..., yn, 1, ..., £,> generado por { f1, ..., fs }U
G, siendo G una base de Grobner del ideal ®(7).

A continuacion se exponen algunos ejemplos que ilustran la definicién que
se acaba de establecer, para ello se utilizan dlgebras de Leibniz de dimensiones
2y 3.

Si g es un algebra de Leibniz de dimensién 2 con generadores e y f, existen,
salvo isomorfismo, tres tipos de dlgebras de Leibniz segin sea la estructura
de g*"".

Caso I.- Si dimg®™ = 0, entonces g es un algebra de Lie. En las lineas que
siguen se muestran un par de ejemplos que ilustran el calculo de las FG-bases

de Grobner en este supuesto.
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Ejemplo 3.4.3 Dada el dlgebra de Leibniz (g =< e, f >q,[——] = 0) y
figado el orden monomial graduado lexicogrdfico con yo > y; > x9 > 11, Se
calculard una FG-base del ideal J =< {x1y; + 23,23y + 21} >C UL(g) (se
supone ¢(le) = y1, ¢(ly) = y2, ¢(re) = z1, d(ry) = 12).

Una base de Grébner del ideal J =< {xox1 — 2129, Y101 — T1Y1, Y1 T2 — T2Y1,

YoT1 — T1Y2, Yoo — Tayo, (T1 + Y1)y1, (T1 + Y1)y, (T2 + y2)y1, (72 + y2)12,
Ty +a2, wiyi+xit > con respecto al orden monomial graduado lexicogrdfico,

calculada con Bergman v. 0.96, es:

G = {xlyl +x%, ToX1 — X1T2, Y121 +35%7 Y1T2 — TaY1, Z/% - 33'%7 Y1Y2 + T1Y2, Y21 —
T1Y2, YoT2 — ToYa, Y3 + Taya, Yoy + Toyn ULt YU{—atal yo — 222l 2yahy: +
x%l‘g}neN'

Una FG-base del ideal J es entonces:

o 2 4 2, .n—1 2 2
G = {ziy + 27, 27}U { =272y yo — 272, T105Y1 + 2705 fnen.

Ejemplo 3.4.4 Dada el dlgebra de Leibniz (g =< e, f >q,[—, —]), siendo:

le.e] =[f, f]=0, [e.f]=—e, [fie]=¢

y fijado el orden monomial graduado lexicogrdfico con ys >y, > To > X1, Se
calculard una FG-base del ideal J =<2 + 2xy + 22,71 + 22,>C UL(g) (se
supone ¢(le) = y1, d(ly) = ya, ¢(re) = 21, ¢(ry) = x2).

Una base de Gréobner del ideal J =< {—x1 4 X921 — X129, Y121 — T1Y1, Y1 +
Y172 — ToY1, —Y1 + Y21 — T1Y2, YaTo — TaYa, (T1 + y1)y1, (21 + y1)ye, (v2 +
Y2)y1, (T2 + o)y, 3+ 221 + 23, 21 + 229} > con respecto al orden monomial

graduado lexicografico, calculada con el paquete NCAlgebra es:

{wlaylayg7x2}
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Una FG-base del ideal J es entonces:
a = {.T_l, ma T2Y2, @}

Caso II.- Si dimg™™ =1y g**" es un moédulo trivial sobre gr;., entonces g

es isomorfo al dlgebra definida por:

le.e] = e, fl=1[fe] =0, [f,fl=e

Veamos un ejemplo para este caso.

Ejemplo 3.4.5 En las condiciones de los dos ejemplos anteriores, se calcu-

lard una FG-base del ideal:
J = {3y, — 3z}, Tay1 — y2} C UL(g)

Una base de Grobner del ideal J =< {1, Y1209 — Toy1, —y1 + Y22 — Toya, (1 +

y)y1, (T1+y1) Yo, (T24+y2)y1, (Toty2)ye, T3Ya—3x3, Toy1—yo } > con respecto al
orden monomial graduado lexicogrdfico, calculada con el paquete NCAlgebra

es.

{xlv y17 2/27 x%}
Una FG-base del ideal J es entonces:
{70, %2, 23}

Caso III.- Si dimg®" =1y g no es un modulo trivial sobre gr,., entonces

g es isomorfo al dlgebra definida por:

leel =[f,e] =0, [e,fl=e [[.f]=e€

Veamos un ejemplo para este caso.

Ejemplo 3.4.6 FEn las condiciones anteriores, se calculard una FG-base del

ideal:
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J = {a3y, — 323, Tay1 — 2} C UL(g)

Una base de Grébner del ideal J =< {x1, =11 + Y102 — Tay1, —¥1 + Yoo —

Tay2, (T14+y1) Y1, (T1+y1) Y2, (X2 +Hy2)y1, (Taty2)ye, T3ya—323, Tayr —ya} > con
respecto al orden monomial graduado lexicogrdfico, calculada con el paquete
NCAlgebra es:

{Ilayby%x%}

Una FG-base del ideal J es entonces:
{7, %, 23}

Caso IV.- Si g es un élgebra de Leibniz de dimensién 3 existen 10 clases de
algebras de Leibniz que no son dlgebras de Lie [AyO98]. Veamos un ejemplo

de uno de estos casos.

Ejemplo 3.4.7 Dada el dlgebra de Leibniz (g =< e, f,h >q,[—, —]), siendo:
le.e] =0, e, f1=0, e, h] = —2e
[f,e]zo, [fvf]:ea [f,h}ze—f
[h,e] =0, [h,fl=—e+ [, [h,h]=c¢

y fijado el orden monomial graduado lexicogrdafico con y3 > yo > y; > x3 >

Ty > x1, se calculard una FG-base del ideal (se supone ¢(l.) = y1, ¢(ly) =

Y2, O(ln) = y3, ¢(re) = 21, O(ry) = 12, G(17) = 73):

J = {23y, — 323, woy1 — y3} C UL(g)

Una base de Grébner del ideal J =< {—x1 — 19 — 2223 + X329, T1, Y1 T2 —
TaY1, 2Y1 + Y123 — T3Y1, —Y1+Y2T2 — TaYa, Y1 + Y2 + Y2X3 — T3y, Y1 — Y2 + Y3T2 —
Toy3, —Y1 + YsTs — T3y, (21 +y1)y1, (01 + Y1)y, (21 +y1)ys, (22 +y2)y1, (22 +
Y2)y2, (T2 +Y2)ys, (3 +y3)y1, (T3 +y3)y2, (23 +Y3)ys, 23y2 — 323, 22y1 — Y3} >
con respecto al orden monomial graduado lexicogrdafico con y3 > ys > y; >



3.4 Bases de Grobner en UL(g) 169

x3 > x9 > 11, calculada con el paquete NCAlgebra es:

2 2
{$1, —To — TaT3 + XT3X2, Ty, Y3, T3Y3, T2Y3, T3Y2, Y23, Y3Y2, Y1, Y3T3, TaY2,

Yoo, Yo + Yoz, —Y2 + Y3Ta, Yol }

Una FG-base de Grobner del ideal J es entonces:

{9‘7_%: T3Y3, T2Y3, T3Y2, U1, L3Y3 + Y1, T2Ya, L2Y2 + Y1, T3Y2 — Y1, T2Ys — Y1}

A la vista del ejemplo 3.4.3 las FG-bases en U L(g) pueden tener infinitos
elementos; este comportamiento de las FG-bases no es exclusivo del anillo
UL(g) pues incluso en el anillo de polinomios conmutativos, visto como un
cociente del algebra asociativa no conmutativa libre, también existen FG-
bases con infinitos elementos. Esto nos sugiere que el concepto de FG-base
no es quizas el mas adecuado para tomarlo como definiciéon definitiva de base
de Grébner en UL(g), al mismo tiempo surge de modo inmediato una nueva
cuestion, pues no hay que olvidar que UL(g) es un anillo noetheriano: ;es
posible establecer una definicion de base de Grobner donde el nimero de

elementos que la componen sea siempre finito?

Para empezar a responder a esta pregunta conviene recordar que en el
modelo conmutativo el algoritmo de Buchberger [Buc65] para tras un nimero
finito de pasos gracias la relacion de divisibilidad entre monomios, la cual
permite construir una cadena estrictamente creciente de ideales que debe ser
estacionaria debido a la noetherianidad del anillo, condicion que garantiza la
finitud del proceso. No hay que olvidar pues el papel importante que debe
jugar el criterio de divisibilidad entre monomios, con el fin de repetir el

esquema del caso conmutativo.

Mientras en el dlgebra asociativa no conmutativa libre el criterio de di-

visibilidad es muy rigido, pues asegurar que un monomio A divide a otro B
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es decir que A es una subpalabra de B. No ocurre asi en UL(g), donde decir
que un monomio A divide a otro B es asegurar que existen monomios C y D
tales que Im(B)=Im(C-A-D); éste concepto, sin duda, da mucho mas juego
pues es mucho mas amplio y a la postre va a ser una de las garantias para
conseguir una base de Grobner con un numero finito de elementos.

No resulta extrano entonces pensar en la posibilidad de armonizar estos
tres hechos, por una parte las FG-bases, por otra el cambio del concepto de
divisibilidad entre monomios en el dlgebra asociativa no conmutativa libre
por el concepto de divisibilidad entre monomios en UL(g) y por otra la
noetherianidad de U L(g), y a partir de ellos construir la nueva definicién de
base de Grébner en UL(g) en la cual se tenga garantizado que dichas bases
de Grobner contengan siempre un nimero finito de elementos.

El objetivo a conseguir de aqui al final de esta seccion es pues, obtener
una definicién de base de Grobner en UL(g) donde el nimero de elementos
que la componen sea siempre finito.

Por el Teorema 3.3.6 de Estructura de la seccién anterior, se verifica que

existe un isomorfismo de K-espacios vectoriales:
Y UL(g) — Kz, oo, 2] @ K2y, ooy 2|y @ .o @ K[z, o0y 2|y
Definicién 3.4.8 Sea V = ¢ 1 (K[zy, ..., T.n]).

Partiendo de una FG-base G de un ideal J, se puede construir el conjun-

to Im(G) formado por los monomios principales de los polinomios de G.

Lema 3.4.9 El isomorfismo 1 induce una particion sobre Im(G), de modo

que:
im(@) = Dyl...| D»

siendo D; el subconjunto de Im(G) formado por los monomios que estdn en la

componente i-ésima de K[z, ..., 2, | OK[z1, ..., 2 |y1 © ... OK[x1, .., XY, @ €

{0,...,n}.
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Demostraciéon:
Trivial. O

Lema 3.4.10 Para cada D; se puede extraer un subconjunto finito de monomios
E; C D; tales que ¥d € D; 3e € E; yp € V tales que d = Im(p-€),i €

{0,...,n}

Demostracion:

Sea i € {0,...,n}.

Si D; fuese un conjunto con un nimero finito de elementos, bastarfa tomar
E; = D;. De no ser asi, se considera el ideal generado por 1(D;): < 1(D;) >C
K2y, ..., Ty )y;3. Como K[z1, ..., Z,,]y; es un anillo noetheriano, es posible en-
contrar un subconjunto finito de 1(D;), sea éste 1 (E;), tal que todo elemento
de 9(D;) es dividido por un elemento de v(E;), esto es, para todo (d) €
$(D3) existe Y(e) € ¥(F) y $(P) € Kln, .. )] tal que $(@) = 9(p) - ().
Por lo tanto, y teniendo en cuenta cémo se multiplica a un lado y al otro, se
verifica que Vd € D; ,3e € E; y p € V tal que d = Im(p - €) O

Definicién 3.4.11 Sea H; el subconjunto de G formado por los polinomios
cuyos monomios principales estin en E;, i € {0,...n}, y B la K-base de

UL(g) que se obtiene a partir de una base de Gréobner del ideal ®(I).
Proposicién 3.4.12 El conjunto H = ‘QOE verifica:
i) <H>=< G >=J.

i) VfeJ, 3p,g€ B yg e H tales que Im(f) = Im(p - Im(g) - q).

3Por comodidad en la notacién se supone yo = 1
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Demostracion:
i) Trivial por la propia construccién de H y por verificar B la condicién de
cadena descendente.

ii) Para todo f en .J se puede encontrar g en G y monomios @,b en B
tales que Im(f) = @- lm(g) - b.

Sélo son posibles dos opciones, o § esta en H, y por lo tanto ya estarfa
probado, o0 g no estd en H, en cuyo caso se pueden encontrar un polinomio
ten HyT7enV tales que Im(g) = Im(7 - Im(%)).

Im(f) =a-lmF-Im(t))-b=Im(@-7-Im(t)-b) = Im(Im(a-7) - Ilm(t) - b).

O

Llegados a este punto se esté en condiciones de establecer el concepto de
Base de Grobner en UL(g).

Definicién 3.4.13 Se denomina FG-base de Grobner finita obtenida a partir
de la FG-base G, brevemente fé, al conjunto H.

Ejemplo 3.4.14 Se calculard una FG-base de Grobner finita, fé, siendo G
la FG-base del Ejemplo 3.4.5.

Puesto que G = {1y + a3, 21} U{—atay yo — wlaf, miahyn + 2308 bnen
se puede afirmar entonces que Im(G) = {T171, E}U{m, T1Z5Y1 Fren-
Procediendo al igual que en el desarrollo teorico anterior, se tienen tres
conjuntos Dy = {21}, Dy = {@7} U {z12%}, Dy = {—2222"'}; que a su vez

dan lugar a Ey = {21}, By = {71}, By = {22}.

Ast pues H = {at, 21y + 23, —a2ys — 2325} es una FG-base de Grobner
finita del ideal J.

No se deberia acabar esta seccién sin recalcar la importancia que tiene
exigir que el orden monomial sea graduado. Imponer esta condicién es un
punto clave a la hora de definir el concepto de FG-base de Grobner finita,

pues este hecho garantiza que se verifica:
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Proposicién 3.4.15 [Gra00] Sean uw = 25" - ... - 20 v = 20 - . xPr eV
entonces Im(u - v) = x .. gomthm
Proposicién 3.4.16 [Gra00] Sean uw = 25" - ... - 20 v = 20 - . xPr € V

entonces u es un factor de v si y solo si o; < f; Vi.

3.5. Extension de las FG-bases de Grobner

finitas.

,Cual es la idea basica que se maneja a la hora de definir el concepto
de FG-base de Grobner finita en UL(g)? La idea béasica que se maneja a la
hora de definir el concepto de FG-base de Grobner finita en UL(g), es la de
calcular una FG-base y luego extraer de ésta una FG-base de Grobner finita.
Se puede pensar entonces en aplicar este procedimiento a otros cocientes del
algebra asociativa no conmutativa libre donde ya hay establecida una teoria
de bases de Grobner, y estudiar la relaciéon entre las FG-bases de Grobner
finitas y las bases de Grobner ya definidas. Pues bien, éste es el objetivo de

esta seccidn.

3.5.1. FG-bases de Grobner finitas en K[z, ..., z,]
Es conocido que el élgebra Kz, ..., z,] es, en realidad, un cociente del
algebra K<z, ..., z,,> por el ideal conmutador I =<{x;-x;—x;-%;}i je(1,..n} >

~ K<zy,...,0n>
K[xl’ ’xn] T <zpri-miait geqn,n) >

Por ser un cociente del dlgebra asociativa no conmutativa libre es posible

definir de modo andlogo a UL(g) el concepto de FG-base en K[z, ..., z,).

Definicién 3.5.1 [Nor01] Sea J un ideal de “<2:22= " esto es J es un ideal
de K<z, ..., x> verificando que I C J. Un conjunto de elementos F' C J

reducidos médulo I se dice que es una FG-base para J si, para cada f € J
tal que f #0 (< f ¢ 1) existe g € F tal que Im(g) | Im(f).
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Ejemplo 3.5.2 Se calculard una FG-base del ideal

J =<7Tyz,—x%y + 23, 23y >C Kz, y, 7]

con respecto al orden monomial graduado lexicogrdfico con x <y < z.

Una base de Grobner del ideal J =< xyz, —x*y + 23, 23y%, yr — 2y, 20 —
xz, 2y —yz >, con respecto al orden monomial graduado lexicogrdfico con x <
y < z, calculada con el paquete NCAlgebra, es {—2%y+ 23, 23y?, yr — 1y, 20—
vz, 2y—yz {2y 2 }nen. Asi pues la FG-base del ideal J es {—x%y + 23, x3y2}U

{xynz}neN

Teorema 3.5.3 Si G es FG-base de J con respecto a un orden monomial L

entonces, G' es una base de Grobner de J con respecto al orden monomial L.

Demostracion:
Sea f € Jy f € J su representante canénico entonces, existe un polinomio
reducido médulo I g € G, p,q € X* tales que Im(f) =p-Ilm(g)-q, y por lo
tanto Im(f) =p-Im(g) - ¢

O

Corolario 3.5.4 Para todo f € J existe siempre g € G tal que Im(g) es una

subpalabra de Im(f).

Aprovechando que K[zy, ..., z,| es un anillo noetheriano, cabe pensar en

la posibilidad, en un principio, de poder definir FG-bases de Grébner finitas.

Lema 3.5.5 Si G C K([xy,...,z,] es FG-base de J con respecto a un orden
monomial L entonces, del conjunto G se puede extraer un subconjunto H tal

que:

- H es un conjunto finito.
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-VgeG3heHpqgeB={af" 25> ...-2% /(v ...,a,) € N"} tales

que lm(g) = Im(p - lm(h) - q).

Demostracion:

Trivial por ser K[z, ..., 2,,] un anillo noetheriano, O

Definicién 3.5.6 Se denomina FG-base de Grobner finita obtenida a partir

de la FG-base G, brevemente fé, al conjunto H.

Ejemplo 3.5.7 {—22y + 23, 23y%, Tyz} es una FG-base de Griobner finita

obtenida a partir de la FG-base del ejemplo anterior.

Teorema 3.5.8 Si ;G es una FG-base de Grébner finita con respecto a un
orden monomial L de un ideal J entonces, fé es una base de Gréobner con

respecto al orden monomial L.

Demostraciéon:

Trivial por la propia definicién de FG-base de Grébner finita. O

Se puede concluir entonces que tanto las FG-bases como las FG-bases de
Grobner finitas calculadas con respecto a un orden monomial L, son siempre
una base de Grobner con respecto al orden monomial L. De modo natural,
a la vista de lo que se acaba de exponer, surge la pregunta de si sera cierta
la implicacién contraria, esto es, dada una base de Grobner con respecto al
orden monomial L, jes una FG-base?, jes una FG-base de Grobner finita?

Hablando en términos generales y puesto que el algoritmo de Buchberger
[Buc65] proporciona bases de Grébner con un nimero finito de elementos y
las FG-bases pueden contener infinitos elementos, es posible concluir que en

general una base de Grébner no tiene porqué ser una FG-base. Sin embargo:

Teorema 3.5.9 Sea J =< fi,..., f» > un ideal de Klz1,...,x,], L un mismo
orden monomial en K[z, ...,x,] y K<zy,...,2,> y G una base de Grébner
de J con respecto al orden monomial L, tal que G tiene un nidmero finito de

elementos, entonces G es una FG-base de Grébner finita.
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Demostracion:
Sea T el conjunto formado por todos los polinomios reducidos moédulo I que
pertenecen a J, mas una base de Grobner de I con respecto al orden monomial
L.

Por construccién T es una FG-base del ideal J con respecto al orden
monomial L; ademds G = f T, esto es, G es una FG-base de Grébner finita
obtenida a partir de la FG-base T. O

3.5.2. FG-bases de Grobner finitas en U(g)

Sea (g,[—,—]) un élgebra de Lie de dimensién finita sobre el cuerpo K
con base {ay,...,a,} y sea la aplicacién lineal ¢ : g — K<uzy,...,x,> tal
que ¢(a;) = ;. Es conocido que el dlgebra envolvente universal, U(g), es en

realidad un cociente del algebra K<y, ..., z,> por el ideal [ =<{z;-x; — ;-

77777

U(g) ~ K<zy,...,tpn>

dzjzi—zi-zi—dlaj.aillijeq1,.. n},ici>

Por ser un cociente del dlgebra asociativa no conmutativa libre es posible
definir de modo anélogo a UL(g) el concepto de FG-base en U(g).
Al igual que ocurria en UL(g) y por razones similares, se supondra que

se maneja siempre un orden monomial graduado L.

Definicién 3.5.10 [Nor01] Sea J un ideal de E=%=->  esto es J es un
ideal de K<xy,...,x,> verificando que I C J. Un conjunto de elementos

F C J reducidos médulo I se dice que es una FG-base para J si, para cada

feJtal que f#0 (& f¢& 1) eviste g € F tal que Im(g) | Im(f).

Ejemplo 3.5.11 Sea g el dlgebra de Lie con base {e, f,g} y tabla de multi-

plicacion

e, f1=g, lg, €] =2e, [g, ] = —2f



3.5.2 FG-bases de Grébner finitas en U(g) 177

K<z,y,h>
<{h-x—z-h—2z,h-y—y-h+2y,y-x—z-y+h}>"

El dlgebra envolvente universal es U(g) =

Calculemos la FG-base del ideal J =< {2,y%, h? — 1} >C U(g), siendo L el
orden monomial graduado lexicogrdfico con x <y < h.

Una base de Grobner del ideal J =< {z* y*,h®* —1,h-x —x-h — 2z, h -
y—y-h+2y,y-x—ax-y+ h} >, con respecto a L, calculada con el pa-
quete NCAlgebra de Mathematica, es {x* y* h* — 1,xh + z,yh — y, 2y —
% — %,hy +y,hr — z,yr + g’ — %} Asi pues la FG-base del ideal J es

{22,212 = Lah + 2, yh —y, 0y — § — 3}

Ejemplo 3.5.12 Dada el dlgebra de Lie del ejemplo 3.4.4 se calculard una
FG-base del ideal J =<x? + 211 + 23,71 + 205>C U(g) (se supone xo > 11 ).
Una base de Grobner del ideal:

J =< {—Il + Tox1 — xlx%xf + 271 + 1’3,131 + 2]72} >

con respecto al orden monomial graduado lexicografico, calculada con el pa-
quete NC'Algebra es:

{z1, 22}

Una FG-base del ideal J es entonces:

G = {z1,72}

Teorema 3.5.13 Si G es una FG-base de J entonces G es una base de

Grébner de J con respecto al orden monomial graduado L.

Demostracion:

La construccién de Bases de Grobner en U(g) puede verse en [Gra00].

Sea f € Jy f € J su representante canénico entonces, existe un polinomio
reducido médulo I g € G, p,q € X* tales que Im(f) =p-Ilm(g) - q, y por lo

tanto Im(f) =p-Im(9) - q.
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U

Corolario 3.5.14 Para todo f € J existe siempre § € G tal que Im(g) es

una subpalabra de lm(f).

Aprovechando que U(g) es un anillo noetheriano [Dix96], cabe pensar en

la posibilidad, en un principio, de poder definir FG-bases de Grobner finitas.

Lema 3.5.15 Si G C U(g) es FG-base de J con respecto a un orden mono-
mial graduado L entonces, del conjunto G se puede extraer un subconjunto
H tal que:

- H es un conjunto finito.
- Vg€ G 3h € H p,qc B tales que Im(g) = Im(p - Im(h) - 7).

Demostraciéon:

Trivial por ser U(g) un anillo noetheriano.

Definicién 3.5.16 Se denomina FG-base de Grobner finita obtenida a partir

de la FG-base G, brevemente fé, al conjunto H.

Teorema 3.5.17 Si ;G es una FG-base de Grébner finita de un ideal J en-
tonces, f@ es una base de Grobner con respecto al orden monomial graduado

L.

Demostracion:
Trivial por la propia definicién de FG-base de Grobner finita.
O

Se puede concluir entonces que tanto las FG-bases como las FG-bases de

Grobner finitas calculadas con respecto a un orden monomial graduado L, son
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siempre una base de Grobner con respecto al orden monomial graduado L. De
modo natural, a la vista de lo que se acaba de exponer, surge la pregunta de
si serd cierta la implicacion contraria, esto es, dada una base de Grobner con
respecto al orden monomial graduado L, jes una FG-base?, jes una FG-base
de Grobner finita?

Hablando en términos generales y puesto que el algoritmo de Buchberger
[Buc65] proporciona bases de Grébner con un nimero finito de elementos y
las FG-bases pueden contener infinitos elementos, da la impresién de que en

general una base de Grobner no tiene porqué ser una FG-base. Sin embargo:

Teorema 3.5.18 Sea J =< fi,...,fr > un ideal de U(g) y G una base
de Grébner con respecto al orden monomial graduado L tal que G tiene un

nimero finito de elementos entonces, G es una FG-base de Grobner finita.

Demostracion:

Sea T el conjunto formado por todos los polinomios reducidos moédulo I que
pertenecen a J, mas una base de Grobner de I con respecto al orden monomial
graduado L.

Por construccién T es una FG-base del ideal J con respecto al orden
monomial L; ademds G = f T, esto es, G es una FG-base de Grébner finita
obtenida a partir de la FG-base T.

O

3.6. Aplicaciones

Una vez que se ha hecho un desarrollo tedrico de esta indole, seria incom-
prensible no mostrar por lo menos una aplicacién en la cual se utilice toda
la potencia de la teoria de las FG-bases de Grébner finitas, para resolver un
problema en concreto.

De entre todo el abanico de posibilidades se ha seleccionado el test de

pertenencia de un elemento a un ideal.
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3.6.1. Test de pertenencia

Sea J un ideal de UL(g), f un elemento de U L(g) dado en forma canénica
y G una FG-base de Grébner finita de J con respecto a un orden monomial
graduado.

La proposicion 3.4.12 garantiza que es condicién necesaria, pero no su-
ficiente, para que f pertenezca J que existan monomios P, y un elemento
g € G tales que Im(f) = Im(p-Im(g) -g). Con este resultado presente parece
claro el método a seguir, en primer lugar se comprueba si existe algin ele-
mento de G cuyo monomio principal divida al monomio principal de f, en
caso de que esto no sea asi ya se puede afirmar que f no pertenece a J, en
el supuesto contrario se reduce f por gy se vuelve a empezar el proceso con
este nuevo polinomio.

Es importante destacar el hecho de que el proceso anteriormente descrito,
se basa en construir una sucesién de polinomios que comienza en f y cuyos
términos principales forman una sucesion estrictamente decreciente. Se po-
dria pensar entonces en la posibilidad de que el algoritmo esbozado anterior-
mente no acabe en un numero finito de pasos; nada mas lejos de la realidad
pues el hecho de trabajar con un orden monomial va a garantizar que esta
sucesion estrictamente decreciente se estaciona en un nimero finito de eta-
pas, esto es, el proceso anteriormente descrito acaba en un ntmero finito de
pasos.

Estas ideas que se acaban de exponer se recogen en el siguiente algoritmo.

Algoritmo 3.6.1 Test de Pertenencia
Entrada: f, J, G.
Salida: True st el polinomio pertenece al ideal dado y False en el caso con-

trario.
1. h=f &=2

2. Mientras ® = 2
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- 4 Ezisten monomios P, q y un polinomio g € G tales que Im(h) =

Im(p - Im(g) - ) ?

- ST
-h=h—lc(h)-p-g-7q
-sh=07
Si.
P=0
- No.
=1
3 5, P=07

- S7 Retornar True

- No. Retornar Fualse

Ejemplo 3.6.2 Determinar utilizando el algoritmo anterior si el polinomio

f = yy — 623 — T9y1 + Toys + 273ys pertenece o no al ideal J del ejemplo
3.4.6.
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12. True

Se puede concluir entonces que el polinomio f pertenece al ideal J.
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