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Prefacio

Este traballo correspéndese cos apuntes da materia “Topoloxia dos espazos euclidia-
nos” do Grao de Matematicas da Universidade de Santiago de Compostela. A versién
mais actualizada pode atoparse en lina na direccion
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Capitulo 1

Os espacios euclidianos

O espacio euclidiano de dimensiéon n, denotado por R", é o conxunto das n-tuplas de
nimeros reais coa estructura natural de espacio vectorial. Mais concretamente,

R" = {(x1,...,x,) s x; ER)Vi=1,...,n},
onde se definen a suma e o producto por un escalar mediante

(@1, ooy @) + (Y15 s Un) = (@1 F Y15 oo, T+ Yn),
A (21, ) = (AT, .0y Ay,

con A € Re (z1,...,2,), (Y1, ..., yn) € R™

Os elementos do espacio euclidiano R™ denotaranse mediante x = (x, ..., x,). Ditos
elementos chdmanse vectores. Un elemento distinguido dun espacio vectorial é o vector
cero, aquel que ten tédalas componentes nulas: 0 = (0, ..., 0).

Obviamente, se n = 1 obtemos simplemente a recta real R. Partan = 2en = 3
adoptamos unha notacién un pouco madis relaxada cando convefia e poremos (z,y) e
(z,v,2) para un vector xenérico de R? e R? respectivamente.

1.1. Producto escalar e norma euclidiana
Definicion 1.1. Definese o producto escalar (, ) no espacio euclidiano como a aplicacion
(,):R"xR*"—>R
(x,y) = (x,y) = i::cy

Proposicién 1.2. O producto escalar ten as sequintes propiedades:

» F unha aplicacion multilinear:

(x,y +2z) =(x,y)
(x+2z,y) = (X7Yy)
y

= E unha aplicacién simétrica: (x,y) = (y,x).
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2 Os espacios euclidianos

= E unha aplicacién definida positiva: (x,x) >0, e (x,x) =0 se e sd sex=0.
(para todo x,y, z€ R" e A € R.)

Demostracion. A multilinearidade séguese facilmente da propiedade distributiva para os
nimeros reais. A simetria é consecuencia da propiedade conmutativa. O feito de que
o producto escalar sexa definido positivo é evidente, pois calquera ntmero real elevado
6 cadrado é non negativo, e a suma de nimeros non negativos s6 pode ser cero cando
todolos sumandos son cero. O]

A continuacién empregamo-lo producto escalar para defini-la norma ou médulo dun
vector.

Definicion 1.3. Definese a norma dun vector como

x|l = (x,%)"/?

= \/af 4 -+ .
Proposicion 1.4. A norma ten as sequintes propiedades:

» Desigualdade triangular: [|x +y| < [|x]| + [|¥||-
=[x = [A]- [[x]]-
w ||x|| >0, e|x]| =0 se e sé se x=0.

(para todo x, y € R* e A € R.)

Figura 1.1: Norma dun vector

A primeira desigualdade probarémola na seccion seguinte. Conécese tamén como a
desigualdade de Minkowski (Teorema 1.7).
Coémpre recordar o seguinte feito. Se x € R é un ntimero real, entén

Va?=lz|

Neste curso empregaremos sempre o convenio de que cando tomémo-la raiz cadrada dun
numero, entenderemos sempre que nos referimos 6 seu valor positivo.

Recérdese tamén que a raiz cadrada ¢ unha funcion estrictamente monotona crecente,
o cal implica que conserva tanto desigualdades como desigualdades estrictas.
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1.2. Desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Minkows-
ki

Nesta secciéon demostraremos dias propiedades do producto escalar e da norma eucli-
diana que seran importantes para o resto da materia.

En matematicas, a desigualdade de Cauchy-Schwarz é unha desigualdade moi ttil
encontrada en diferentes dreas, tales como o dlxebra lineal (aplicada a vectores) ou a
andlisise matematica (aplicada a series infinitas e integraciéon de productos).

Teorema 1.5. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Para calquera x, y € R™ verificase
que

2
(X ¥)7 < (x,%x) - (y,y)-
Equivalentemente, tomando a raiz cadrada en ambos lados, e referindose & norma dos
vectores, a desigualdade escribese como

ey < il - [ly Il

Demostracion. Sexa X € R un nimero real arbitrario. Polas propiedades do producto
escalar (Proposicién 1.2) temos que

0< |[\x +yl?
= (Ax+y, \x+y)
= A (x, %) + 2\(x,y) + (y.¥).

Dado que (x,x) > 0, como funcién de A, a expresién anterior expresa o feito de que
estamos considerando unha parabola coas ramas cara arriba e que sempre estd porriba do
eixo Y. En consecuencia, tal parabola tera, como moito, unha soluciéon real. Deste xeito,
o seu discriminante serd non positivo, o que quere dicir que

Alx,y)* = Ax.x)(y,y) <0,
feito que é equivalente & ecuacién que queriamos probar. O

FExercicio 1.6. Probar que os dous lados na desigualdade de Cauchy-Schwarz son iguais
se e s6 se x e y son linearmente dependentes.

Unha aplicacién da desigualdade de Cauchy-Schwarz permite medi-lo dngulo 6 entre
dous vectores x, y € R" como

(x,y) = [Ix[| - Iyl - cos 6.

De feito, a desigualdade de Cauchy-Schwarz implica que, para vectores x, y € R", con

X,y # 0,
e Xy
Al vl T

Agora ben, como todo nimero no intervalo [—1, 1] é acadado, de xeito tinico, polo coseno
dun dngulo en [0, 7], definese o dngulo entre x e y como o tnico elemento 6§ € [0, 7] tal
que (x,y) =[x - iy - cos 0.

A continuacion pasamos & desigualdade triangular ou desigualdade de Minkowski, que
establece que, para cada triangulo, a lonxitude dun lado debe ser menor céd suma das
lonxitudes dos outros dous lados.
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y

Figura 1.2: Angulo entre dous vectores

Teorema 1.7. (Desigualdade de Minkowski) Para calquera x, y € R™ verificase que
Ix+ vyl < [IxI[ +llyll
Obsérvese que para n = 1 obtemos a desigualdade triangular para o valor absoluto.

Demostracion. Sexan pois x, y € R™ arbitrarios.

X+y

A demostracién consiste en emprega-la definicién da norma en termos do producto
escalar, e aplica-las propiedades (Proposicion 1.2) deste ultimo xunto coa desigualdade de
Cauchy-Schwarz (Teorema 1.5):

Ix+yl*=(x+y.x+y)
= IxII” +2(x, y) + llyl]?
< [Ixl1*+ 2[x]llyll + Iy lI?
= (IxIl + llyll)?,
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e simplemente hai que extraer raices cadradas de ntimero non negativos. O

FExercicio 1.8. Proba-la desigualdade triangular inversa:

Il = Iyl < lix = 31l

Resulta interesante enfatiza-lo feito de que nas demostracions anteriores das desigual-
dades de Cauchy-Schwarz e de Minkowsi en ningiin momento se empregou a definiciéon
de producto escalar ou norma, se non simplemente as propiedades que foron establecidas
xusto a continuacion da sia definicién. En contextos mais xerais, que van mais al6 do
contido deste curso, poden definirse aplicaciéns similares 6 producto escalar e & norma,
que permiten probar resultados importantes en espacios mais complicados, incluso de
dimensién infinita.

1.3. Distancia euclidiana

A distancia euclidiana é a distancia habitual entre dous puntos do espacio deducida a
partir do teorema de Pitédgoras.

Definicion 1.9. Chamase distancia euclidiana entre dous puntos x, y € R” 6 ntimero

d(x,y) =[x -yl

Proposiciéon 1.10. A distancia euclidiana ten as sequintes propiedades:
» d(x,y) > 0.
» d(x,y)=0seesdisex=y.
» Simetria: d(x,y) = d(y,x).

» Desigualdade triangular: d(x,y) < d(x,z) + d(z,y).

d(x, y)

Estas propiedades séguense inmediatamente das propiedades da norma euclidiana
(Proposicién 1.4) sen mais que aplica-la definicion de distancia.
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Intuitivamente, a desigualdade triangular dinos que a distancia entre dous puntos
sempre ¢ menor que pasando primeiro por un terceiro. Xunto coa desigualdade de Cauchy-
Schwarz esta é unha das desigualdades que empregaremos en repetidas ocasiéns 6 longo
deste curso.

Observacion 1.11. Ainda que non sera de interés para esta materia, diremos que un par
(X,d), onde X é un conxunto e d: X x X — R é unha aplicacién satisfacendo as pro-
piedades da distancia euclidiana (Proposicion 1.10), é un espacio métrico; a aplicacion d
chamase distancia ou métrica. Grande parte dos conceptos e resultados que se presentaran
nesta materia son aplicables a espacios métricos.

De fundamental importancia na materia son as bdlas abertas, que corresponden cos
puntos do espacio que distan dun punto dado menos ¢4 un nimero fixado chamado radio.
De xeito mais preciso. Sexan xg € R" e r > 0.

Definicion 1.12. A béla aberta de R™ de centro xq e radio r é o conxunto
BRn(Xo,T) = {Z e R": d(Z,Xo) < 7’}.

Analogamente,

Definicion 1.13. A béla pechada de R" de centro xq e radio r é o conxunto
Bgn[x¢,7] = {z € R" : d(z,%¢) <1}.

Cando non exista posibilidade de confusion escribirdse simplemente B(xg, ) ou B[x, .

B(x,, r) B[x,, 7]

Figura 1.3: As bolas abertas non contenien o seu borde, mentres que as pechadas si.

En R as bélas correspondense cos seguintes intervalos

Bgr(zo,7) = (xg — 1,20 + T),

Brlzo, 7] = [10 — 1,20 + 7.
Definicion 1.14. Un conxunto X C R" dise limitado se estd contido nalgunha bdla,
¢ dicir, se existe xg € R" e R > 0 tal que X C B(xo, R).

O seguinte lema asegura que o punto onde estea centrado a bola e o seu caracter aberto
ou pechado son irrelevantes.
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Lema 1.15. Sexa X C R"™. Enton, X € un conzunto limitado se e so se existe M > 0 tal
que ||x|| < M para todo x € X.

Demostracion. Suponamos primeiro que X é limitado.

Sexan xg € R" e R > 0 tales que X C B(Xo, R). Tomemos M = ||x¢|| + R e vexamos
que enton ||x|| < M para todo x € X. En efecto, se x € X, como x € B(xg, R) temos
que, pola desigualdade triangular (Proposicién 1.10),

Ix]| = d(x,0)
< d(x, %0) + d(x0,0)
< R+l = M,

como queriamos ver.

Suponamos agora que existe M > 0 tal que ||x|| < M para todo x € X. Entén X C
B(0, M + 1). En efecto, se x € X, por hip6tese temos que d(x,0) = ||x|]| < M < M +1,
de onde x € B(0, M + 1). O

No caso dun subconxunto A de R, dicimos que A é limitado superiormente se existe
M > 0 tal que x < M para todo z € A. O concepto de subconxunto de niimeros reais
limitado inferiormente definese de xeito analogo.

Definicion 1.16. O supremo dun subconxunto A de R, limitado superiormente, é o nimero
M € R que satisfai:

s VeeA x <M
s Ve>0,dr e Atal quex > M — ¢

Denotarémo-lo supremo de A como sup A.
O supremo non ten por que acadarse.
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Para un conxunto limitado pode definirse o concepto de didmetro, que se entende
intuitivamente coma a maior distancia & que se poderian atopar dous dos seus puntos.
En xeral, como veremos, tal distancia non ten por que realizarse (¢ dicir, non ten por que
haber dous puntos que estean a unha distancia exactamente igual ¢ didmetro).

Definicion 1.17. Sexa X un conxunto limitado de R™. Definese o diametro de X como
0 numero
O(X) =sup{d(x,y) : x,y € X}.

E consecuencia da desigualdade triangular (Proposicién 1.10) que se un conxunto
¢ limitado, entén o seu diametro existe. En caso de que o conxunto non sexa limitado o
supremo anterior non existe e dirase que o conxunto ten didmetro infinito.

1.4. Problemas resoltos

Problema 1.18. Calcular 5(BR2 (xo,r)).

Solucion. Vexamos que o didmetro (Definicion 1.17) é 6<BR2 (%0, r)) =2r.

Sexan X, y € Bgz(Xg,r) arbitrarios. Pola desigualdade triangular (Proposicién 1.10)
temos que

d(X7 Y) < d(X7 XO) + d(X07 y)
<r+4r=_2r,

co que 5(BR2 (x0, r)) < 2r.

Sexa agora € > ( arbitrario, e supofiamos, sen perda de xeneralidade, que € < 4r.
Tomemos x = xo + (—r +€/4,0) e y = xo + (r — €/4,0). Temos que

d(x,x0) = [|(=r +€/4,0)]|

€
=r—-<r,

4

co que X € Bgz2(xp, 7). Analogamente, y € Bg2(xo, ). Por outra banda,

d(x,y) = [|(2r — ¢/2,0)]]
=2r—¢€/2>2r —¢,

o que proba, de acordo coa definicién de supremo (Definicién 1.16), que (5(BR2 (x0, r)) =

2r. O

Problema 1.19. Dados dous conxuntos A, B C R", definese a distancia entre A e B como
d(A, B) = inf{d(x,y) : x € A, y € B}.

Sexan
A={0} xR,
B={(z,y) eR* :0>0, y=1/z}.

Calcular d(A, B).
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Solucion. Vexamos que d(A, B) = 0. En particular isto implica que a distancia entre
conxuntos non é unha distancia (Definicién 1.9) propiamente dita, xa que A # B (de
feito, AN B =10).

Obviamente, d(x,y) > 0 se x € A e y € B polas propiedades da distancia (Proposi-
cién 1.10). Sexa pois € > 0 arbitrario. Tomamo-los puntos (0,2/¢) € A e (¢/2,2/€) € B.

Enton,
d((0,2/¢), (¢/2,2/€)) = ¢ (—;)2+<2 -3

€ €

€
:§<€,

co que d(A, B) = 0. O






Capitulo 2

A topoloxia dos espacios euclidianos

O obxectivo deste tema é introducir as nociéons de conxunto aberto e pechado, que en
certa medida serdn o eixo central da asignatura. Introduciremos os conceptos de aberto e
pechado relativo co fin de estudar a topoloxia dos subespacios topoldxicos de R™.

2.1. Conxuntos abertos

Definicion 2.1. Sexa U C R". Diremos que U é aberto en R” se para cada x € U existe
r > 0 tal que B(x,r) C U.

p
‘
/
/
/
/
/
/
/

Notese que o radio r da definiciéon anterior dependera do punto x considerado, como
se pora de manifesto nos exemplos. Ademais, cando non fagamos referencia explicita, se
dicimos que U C R™ é aberto, entenderemos que U é aberto en R"”. En xeral, hai que
especificar onde é (ou non é) aberto ou pechado un conxunto, xa que tamén ten sentido
falar de subconxuntos abertos de conxuntos distintos de R™, como se vera, por exemplo,
mais adiante cando falemos de topoloxia relativa (Seccién 2.3).

As bélas abertas son conxuntos abertos, pero esta afirmacién, ainda que non ¢é dificil
de probar, non é obvia.

11



12 A topoloxia dos espacios euclidianos

Proposicién 2.2. Toda béla aberta é un conzunto aberto.

Demostracion. Sexan x € R™ e r > 0. Vexamos que B(x,r) é aberta (Definicién 2.1).

Para iso tomemos y € B(x,r) arbitrario. Agora definimos s = r — d(x,y) e compro-
bemos que B(y,s) C B(x,r).
Dado z € B(y, s) tense que

d(z,x) < d(z,y) + d(y,x)
< s+d(x,y)=r,

de onde se segue que z € B(x,7) como queriamos ver. H

O seguinte resultado é fundamental para esta materia, xa que permite afirmar que os
abertos de R™ forman unha topoloxia, concepto do que falaremos a continuacion.

Teorema 2.3. O conzuntos abertos cumpren as sequintes propiedades:
» ) e R™ son abertos en R™.
s A union arbitraria de conxuntos abertos en R™ ¢ aberto en R™.
» A interseccion finita de conzuntos abertos en R™ é aberto en R™.

Demostracion. O baleiro é un conxunto obviamente aberto (Definicién 2.1), xa que satisfai
vacuamente a definicion. Tamén é evidente que R™ é aberto (Definicién 2.1) en R", xa
que as bolas son subconxuntos de R".

Sexa {U;};cr unha familia arbitraria de abertos. Temos que ver que U = U;¢;U; tamén
¢ aberto (Definicion 2.1) en R™.

Pois ben, sexa x € U. Entén existe algin ig € I de xeito que x € U;,. Dado que Uj,
é aberto, existe r > 0 de forma que B(x,r) C U;,. Como U;, C U;c;U; = U, obtemos que
B(x,r) C U. Xa que x € U é arbitrario, obtemos que U é aberto (Definicion 2.1).
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Para proba-la terceira afirmacion, basta con facelo para dous conxuntos, xa que para
un numero finito arbitrario procederiase simplemente aplicando a propiedade asociativa
da intersecciéon de conxuntos.

Sexan pois U e V abertos en R™. Tomemos x € U NV arbitrario. Entén

» Como U é aberto, existe s > 0 tal que B(x,s) C U.
= Como V é aberto, existe t > 0 tal que B(x,t) C V.

Definimos entén r = min{s, ¢} > 0. Asi, B(x,r) C B(x,s) C U e B(x,r) C B(x,t) C
V', de onde se deduce que B(x,7) C UNV. Logo U NV é aberto (Definicién 2.1), como
queriamos ver. ]

FExemplo 2.4. Os intervalos abertos son abertos en R. En efecto, un intervalo do xeito
(a,b) é aberto xa que pode escribirse como

(ab)— a+b_b—a a+b+b—a
S 2 2 7 2 2

a+b b—a
=B .

E dicir, todo intervalo é unha bodla en R centrada no seu punto medio e de radio a
semidistancia entre os seus extremos. Como as bélas abertas son abertos (Proposicién 2.2),
tamén o son os intervalos da forma (a, b).

Un intervalo da forma (a,+00) tamén é aberto en R xa que se pode escribir como

(a,+00) = | (a,a + n),

neN
e por ser unién de abertos (Teorema 2.3), (a,4+00) é aberto.
Para intervalos da forma (—o0,b) procédese de xeito anélogo.

FExemplo 2.5. A interseccién arbitraria de abertos non é necesariamente un aberto, como
pon de manifesto

A o

O problema que aparece 6 intentar reproducir a proba do terceiro apartado do teorema
anterior (Teorema 2.3) é que precisamos encontrar o minimo dunha cantidade infinita de
radios positivos. Tal minimo non ten que existir, a pesar de que exista o infimo (que tan
so verificard a desigualdade > 0).

Observacion 2.6. Dado un conxunto X e unha familia 7 de subconxuntos de X, dicimos
que 7 define unha topoloria en X se os subconxuntos de 7 satifan os enunciados do
teorema anterior (Teorema 2.3), isto é, ), X € 7, a unién de elementos de 7 estd en 7, e
a interseccién finita de elementos de 7 estd en 7. O par (X, 7) chdmase entén un espacio
topoloxico. Tendo isto en conta, R™ xunto coa coleccién dos seus subconxuntos abertos,
é un espacio topoloxico.
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A topoloxia é a rama das matematicas que estuda os espacios topoléxicos. Os espacios
topoldxicos son unha abstraccién dos espacios euclidianos que é necesaria para estudar
un conxunto no que compre determinar cando os elementos dese conxunto estan preto ou
non. A definicién de topoloxia é o producto de moitos refinamentos 6 longo da primeira
metade do século XX. A definicién actual non pon de manifesto de xeito claro o seu
obxectivo: unha topoloxia é un criterio para determinar se os elementos dun espacio estan
ou non preto. No transcurso da materia iremos vendo que a distancia (un concepto que si
permite medir cercania) non é fundamental para moitas definiciéns, e o concepto elemental
subxacente que se necesita é o de topoloxia.

Ezercicio 2.7. Sexan U aberto en R"™ e V' aberto en R™. Probar que U x V ¢é aberto en
R7+m™,

2.2. Conxuntos pechados

Definicion 2.8. Un conxunto F' C R™ é pechado en R” se e s6 se o seu complementario
R™\ F é un conxunto aberto en R".

Ser aberto e ser pechado non son propiedades excluintes. Un conxunto pode ser aberto
e pechado 6 mesmo tempo como veremos a continuacién con () e R”. Un conxunto pode
ser aberto e non pechado ou non aberto e pechado. Ademais, un conxunto non ten porque
ser aberto ou pechado, como é o caso dos intervalos [a, b).

Veremos agora que as bélas pechadas son, en efecto, conxuntos pechados. Como sucedia
coas bolas abertas, este resultado non é evidente.

Lema 2.9. As bdlas pechadas son conzuntos pechados.

Demostracion. Sexan x € R™ e r > 0. Vexamos que B[x,r] é pechado, é dicir, que
R™\ B[x,r] é aberto (Definicién 2.1).

Sexa pois y € R"\ B[x,r], é dicir, d(y,x) > r. Tomemos s = d(y,x) —r > 0, e
vexamos que B(y,s) C R"\ B(x,r).
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Para iso tomemos z € B(y,s), co que d(z,y) < s. Entén utilizando a desigualdade
triangular (Proposicién 1.10), d(x,y) < d(x,z) + d(z,y), tense que

d(Z, X) > d(X, y) - d(ya Z)
>d(y,x) —s=r,

polo que z € R™ \ Blx,r], como queriamos probar. Como y foi elexido arbitrariamente,
deducimos que R" \ B[x,r| é aberto (Definicién 2.1), e polo tanto, B[x,r| é pechado
(Definicién 2.8). O

De xeito moi similar pode probarse tamén
Lema 2.10. Se x € R" entdn o conzunto {x} € pechado en R™.

O seguinte resultado é andlogo 6 establecido para conxuntos abertos anteriormente.
Proposiciéon 2.11. Os conzuntos pechados cumpren as sequintes propiedades:

= () e R™ son pechados en R™.

s A interseccion arbitraria de conzuntos pechados en R™ € pechado en R™.

s A union finita de conzuntos pechados en R"™ é pechado en R™.

Demostracion. O resultado obtense facilmente das propiedades dos abertos (Teorema 2.3),
simplemente empregando as leis de De Morgan. !

En primeiro lugar, ) = R™ \ R"” e R* = R" \ ), co cal ) e R" son abertos e pechados
en R"™.

! Leis de De Morgan. Para {A;};cr, unha familia de subconxuntos de X:

Uier(X \ 4i) = X \ (Nier Ai),
Nier(X \ Ai) = X\ (Uier4:).
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Se {F;}icr é unha familia de pechados, entén R"™ \ F; é aberto para cada i € I. Por
tanto,
R™\ (NierFi) = Vier(R™ \ F})
¢ aberto por ser unién de abertos (Teorema 2.3). O seu complementario, N;crF;, é en

consecuencia, pechado (Definicién 2.8).
Finalmente, se F' e G son pechados,

R\ (UUV) =R \U)N([R*\ V)

¢ aberto por ser interseccién finita de abertos (Teorema 2.3). Asi, o seu complementario
U UV éaberto (Definicién 2.1). O

Corolario 2.12. Todo conxunto finito é pechado.

Demostracién. Simplemente ndtese que {xi, ..., x;} = UX_ {x;}. Como os conxuntos for-
mados por un s6 punto son pechados (Lema 2.10) e a unién finita de pechados é pechado
(Proposicién 2.11), deducimos que {xy, ..., X} ¢ pechado. O

Exemplo 2.13. A unién arbitraria de conxuntos pechados non é necesariamente pechada,

como sucede no caso . )
0,1) =)= 1--].
(0.1) U {n’ n}

2.3. Topoloxia relativa

Con frecuencia non se traballa con todo o espacio, senén tan s6 cunha parte do mesmo
(que ben pode se-lo dominio da aplicacién que se estd a estudar). Asi, convén estender
as nociéns anteriores para o caso no que se traballe nun subconxunto X C R™. De feito,
nun espacio métrico (Observacién 1.11) os conceptos de béla, conxunto aberto, pechado
e similares definirianse seguindo a terminoloxia desta seccién.

En primeiro lugar, a distancia dx en X definese a partir da distancia en R" simple-
mente por restriccion: dx(x,y) = d(x,y) para todo x, y € X. Como non hai diferencia
entre as duas cando collemos puntos de X, poremos simplemente dx = d.

Definicion 2.14. Sexa X C R™ un subconxunto.
Dado un punto xo € X chamaremos béla aberta en X de centro xq e radio r > 0 a

Bx(xg,7) ={x € X : d(x,x0) <71}
= Bgn(xg,7) N X.

Cando estea claro en que subconxunto de R™ estamos traballando, a mitdo escribi-
remos simplemente B(xg, ). Nétese, non obstante, que as bélas sempre son relativas a
algin subconxunto de R", posiblemente todo R".

Cando tomemos boélas abertas nun subconxunto de R™ diremos que son bdlas relativas,
por analoxia a outros conceptos de topoloxia relativa que consideraremos a continuacion.

Ezemplo 2.15. Podemos pensar a recta real R como o subconxunto R x {0} de R?. Neste
caso, as boélas relativas centradas nun punto (z,0) de radio r son da forma (z —r,z +r) X

(o).
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Definicion 2.16. Un conxunto U C X dise que é aberto en X se para cada punto x € U
existe > 0 tal que Bx(x,r) C U.

Como vemos, formalmente a definiciéon de conxunto aberto relativo é a mesma que
para R"™, salvo polo feito de que agora tédolos puntos considerados deben de estar en X.

Proposicién 2.17. Sexa X C R". Un conzunto U C X € aberto en X se e so se existe
un aberto V de R™ de forma que U =V N X.

Demostracion. Suponiamos primeiro que U é aberto (Definicién 2.16) en X.

Para cada x € U tomemos pois r, > 0 tal que By (x,7x) C U. Definimos

V = |J Bre(x,7%).

xeU

Pois ben, empregando a propiedade distributiva da intersecciéon con respecto da uniéon
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temos
VNnX= <U BRn(X,Tx>> NnX

xeU
= U (BR"(Xa rx) N X)
xeU
= U BX(X>rx) = U7
xeU

onde a tltima igualdade se segue de que Bx(x,7x) C U e de que cada béla contén sempre
6 seu centro.

Reciprocamente, supofiamos que U = V N X onde V ¢é aberto de R" e vexamos que
entén U é aberto en X.

Sexa pois x € U. Como x € V e V é aberto, existe r > 0 tal que Bgn(x,7) C V. Por
tanto,

Bx(X, 7") = BRn(X, 7”) nxXx
cVnX="U.

Como x € U foi escollido arbitrariamente, deducimos que U é aberto (Definicién 2.16) en
X. O

A definicién anterior, no contexto dos espacios topoléxicos (Observacién 2.6), témase
precisamente como definicién de aberto relativo. No futuro, cando tratemos de probar que
un conxunto é aberto en X empregarase indistintamente a definicion de aberto relativo
(Definicién 2.16) ou esta caracterizacion (Proposicion 2.17).

Definicion 2.18. Un conxunto F' C X é pechado en X se o seu complementario en X,
X\F, é aberto en X.

Ezxemplo 2.19. Sexa X = [2,5) C R. Ent6n o conxunto U = [2,3) é un aberto en X malia
non ser un aberto en R.

Exemplo 2.20. Sexa X = {3,5} U[7,10) C R. Entén
= X éaberto en X, pero non o é en R,
» {3} é aberto en X, xa que {3} = Bx(3,1)
» (7,9) é aberto en X e en R.

Proposicién 2.21. Un conzunto F' C X € pechado en X se e so se existe un pechado G
en R" de forma que F =GN X.

Demostracion. Faremos esta demostraciéon empregando as leis de De Morgan, xunto coa
caracterizacién de conxuntos abertos relativos (Proposicién 2.17).
O conxunto F' é pechado (Definicion 2.18) en X se e s6 se X \ F' é aberto en X.
Pola caracterizacién de abertos relativos (Proposicién 2.17), isto ¢é asi se e s6 se existe
V aberto en R™ tal que X \ F' =V N X. Equivalentemente,

F=X\(VNX)=R"\V)NX,

co que basta tomar
G=R"\V,

que é pechado en R". O
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Os abertos relativos (Definicién 2.16) dun conxunto X forman unha topoloxia (Teo-
rema 2.3) en X. Este resultado entinciase a continuacién, pero a stia demostracién non se
inclie xa que é analoga & que se fixo para R™.

Proposicion 2.22. Os abertos de X satisfan as sequinte propiedades:
s () e X son abertos en X.
s A union de abertos de X € aberto en X.
s A interseccion finita de abertos de X € aberto en X.

O resultado andlogo para as propiedades dos conxuntos pechados (Proposicion 2.11)
enunciase e demostrase de forma similar.

Proposicion 2.23. Os conzuntos pechados de X cumpren as sequintes propiedades:
» () e X son pechados en X.
s A interseccion arbitraria de conzuntos pechados en X ¢ pechado en X.
» A union finita de conzuntos pechados en X € pechado en X.

Finalmente facemos nota-lo seguinte feito. Supoiamos X C R™ e Y C X. Entén
U CY éabertoen Y se e so6 se existe V aberto en X tal que U = V N X. Este resultado
obtense de xeito andlogo & caracterizacién de abertos relativos (Proposicién 2.17) que
se fixo arriba. O correspondente enunciado para pechados tamén se consegue de xeito
similar. De feito, todo o anterior poderia terse establecido para un espacio topoldxico
(Observacién 2.6) arbitrario (X, 7). A demostracién déixase como exercicio.

En particular, se X é aberto en Y, e Y é aberto en Z, entén X é aberto en Z. En
efecto, como X é aberto en Y, pola caracterizacién de abertos relativos (Proposicion 2.17)
existe U aberto en Z tal que X = U NY. Pero agora X ¢ intersecciéon de dous abertos
(Proposicién 2.22) de Z, e por tanto é aberto en Z. Analogamente, funcionaria para
pechados.
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2.4. QOutros conceptos topoldxicos

Para rematar este capitulo definiremos algtins conceptos topoloxicos relacionados cos
puntos dun conxunto.

No que segue, X é un subconxunto de R"” e A é un subconxunto de X. As definiciéns
danse relativas a topoloxia de X ainda que non se fai explicito na notacién. Non obstante,
neste curso pensaremos soamente nestes conceptos para X = R”.

Definicion 2.24. Un punto x € A dise punto interior de A se e s6 se existe r > 0 tal
que Bx(x,r) C A.

Chédmase interior de A 6 conxunto Int(A) (ou ;1) de puntos interiores de A.

Figura 2.1: A esquerda, un punto interior. A dereita, un punto non interior.

Ezercicio 2.25. Proba-las seguintes propiedades do interior:
= Int(A) é o maior aberto que esta contido en A.
= A é aberto se e s6 se Int(A) = A.

Definicion 2.26. Un punto x € X dise punto clausura ou adherente de A se e s6 se para
todo r > 0 se ten que Bx(x,r) N A # (). B
A clausura de A é o conxunto CI(A) (ou A) de puntos da clausura de A.

FExercicio 2.27. Proba-las seguintes propiedades da clausura:
= CI(A) é o menor pechado que contén a A.
» A é pechado se e s6 se Cl(A) = A.
» CI(X\A)=X\Int(A) eInt(X \ A) = X\ Cl(A).

Definicion 2.28. Un punto x € X dise punto fronteira de A se e s6 se para todo r > 0
temos que Bx(x,7) N A# 0 e Bx(x,7)N (X \ A) #0.
A fronteira de A é o subconxunto 0A de puntos da fronteira de A.



21

Outros conceptos topoloxicos

Figura 2.2: A esquerda, puntos
é da clausura.

Figura 2.3: A esquerda, un punto da fronteira. A dereita, puntos que non son da fronteira.

Exercicio 2.29. Proba-las seguintes propiedades da fronteira:
= 0A é un conxunto pechado.
» A é aberto se e s6 se 0A C X \ A.
= A é pechado se e 86 se 0A C A.
= A é aberto e pechado se e s6 se 0A = ).
= 0A =CIl(A) \ Int(A).

= JA=CI(A)NCIX \ A).
Definicion 2.30. Un punto x € X dise punto de acumulacién de A se e s6 se para todo

r > 0 se ten que (Bx(x,r) \ {x}) N A # 0.
O conxunto de puntos de acumulaciéon de A chamaselle conxunto derivado de A e

denétase por A'.
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O seguinte resultado é unha caracterizacion dos puntos de acumulaciéon que sera ne-
cesaria mais adiante neste curso.

Proposicion 2.31. Tense que x € A’ se e s6 se toda bdla Bx(x,r) centrada en x ten
infinitos puntos de A.

Demostracion. Sexa x € A’ un punto de acumulacién (Definicion 2.30) de A e r > 0
arbitrario. Vexamos que B(x,r) ten infinitos puntos de A.

Pola contra suponamos que en B(x,r) sé houbese unha cantidade finita de puntos
de A. Nese caso podemos escribir (B(x,7) \ {x}) N A = {yi1,...,yx}. Tomemos agora
s = min{d(x,y1),...,d(x,yx)}. Claramente, s > 0 pois y; # x para todo ¢ € {1,...,k}.
Para este novo radio, como s < r, verificase que

(B(x,s) \ {x}) N AC(B(x,r)\{x})nA
={y1,-, Y&}

Non obstante, para i € {1, ..., k}, satisfaise que y; ¢ (B(x,s)\ {x}) N A pois d(x,y;) > s.
Isto quere dicir que (B(x,s)\{x})NA = (), o cal é unha contradiccién con que x € A’. [

Definicion 2.32. Un punto x € A dise illado en A se existe r > 0 tal que Bx(x,7) N A =

{x}.

O conxunto de puntos illados de A denotarase I11(A).

Ezemplo 2.33. Sexa A = {1/n :n € N} C R. Tédolos puntos de A son illados, e por tanto
ninguin é de acumulaciéon. O punto 0 € R é un punto de acumulacién de A.

Exercicio 2.34. Probar que A" = CI(A) \ 1lI(A).

2.5. Problemas resoltos

Problema 2.35. Sexan U e V subconxuntos de R? tales que U UV é aberto en R?. ;Son
U eV abertos en R2?
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Solucion. Falso. Por exemplo, tomemos U = QxR e V = (R\ Q) x R. Obviamente U e V'
non son abertos (Definicién 2.1) en R?, pois Q non ¢ aberto (Definicién 2.1) nin pechado
(Definicién 2.8) en R, pero U UV = R? si é aberto (Definicién 2.1) en R

Outro xeito sinxelo de velo é o seguinte: tomemos U = R? e V calquera subconxunto
de R? que non sexa aberto (Definicién 2.1). Entén U UV = R? pero V non é aberto
(Definicién 2.1). 0

Problema 2.36. Dise que un conxunto A ¢ denso en R" se A = R™. Sexan agora X e Y
abertos densos de R™. ;E certo que X NY # ()7

Solucion. Verdadeiro. Obviamente, como X =Y = R”, temos que X, Y # (). Sexax € X.
Como X é aberto (Definicién 2.1), existe r > 0 tal que B(x,7) C X. Como x € R" =Y
é da clausura (Definicién 2.26) de Y, para o radio anterior temos que B(x,7)NY # (), co
que basta tomar calquera punto de B(x,r)NY. ]

Problema 2.37. Probar que se A, BCR" entén AUB = AU B.

Solucion. Vexamos que a uniéon das clausuras (Definicién 2.26) é a clausura (Defini-
cién 2.26) da unién.

(C) Sexa x € AUB e vexamos que x € AU B. Para iso sexa r > 0 arbitrario. Se x € A
entén B(x,r)NA # 0 e por tanto B(x,r)N (AU B) # (). Se x € B entén B(x,r)N B # ()
e por tanto B(x,r) N (AU B) # (). En calquera caso B(x,7) N (AU B) # 0, e como r > 0
era arbitrario, deducimos que x € AU B.

(D) Reciprocamente, sexa x € AU B e vexamos que x € A U B. Supoilamos que
x ¢ A, é dicir, que existe s > 0 tal que B(x,s) N A = (). Temos que probar que x € B.
Para iso sexa r > 0 arbitrario, e suponamos, sen perda de xeneralidade que r < s. Como
x € AU B, temos B(x,r) N (AU B) # ). Logo, B(x,r) N A # 0 ou B(x,r)N B # 0. O
primeiro caso non pode darse xa que B(x,s)NA=0e B(x,r) C B(x,s). Por tanto, ten
que darse o segundo, B(x,r) N B # (), é dicir, x € B. En definitiva, x € A U B, como
queriamos ver. ]

Problema 2.38. Dados A, B C R™, ;que relacién de contido existe entre AN B e AN B?

Solucion. Vexamos que a interseccién e a clausura (Definicion 2.26) se relacionan mediante
ANBCANB.

Sexa x € ANB e vexamos que x € AN B. Sexa r > 0 arbitrario. Por hipétese,
B(x,7)N(ANB) # 0, o que implica, xa que AN B C A, que B(x,7) N A # (). Por tanto,
x € A. Analogamente x € B. Logo, x € AN B, e en consecuencia, AN B C AN B.

O reciproco non ten por que ser certo. En efecto, QN (R\ Q) = () = (), mentres que

QNR\Q=RNR=R. O

Problema 2.39. Considerémo-lo conxunto
X ={(z,y) €R?: 2’ +y* <1} U (Z x {0}).

Calcula-lo seu interior, a stia clausura, a sta fronteira, os seus puntos de acumulacién e
os seus puntos illados.
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Solucion. Resolveremos este exercicio empregando directamente as definiciéns. Mais adian-
te habera outros métodos para facer algins pasos con mais rapidez.
Vexamos que o interior (Definicién 2.24) de X é

Imt(X) = B((0,0),1).

(D) Como B((0,0),1) é aberta (Proposicién 2.2), e estd contida en X, séguese inme-
diantamente que todo punto de B((0,0),1) ¢ interior a X.

(C) Como os puntos interiores pertencen 6 conxunto, bastard con probar que ningin
punto da forma (z,0) con x € Z\ {0} é interior a X . En efecto, para calquera r > 0 tense
que B((z,0),r) N X # 0, pois (x,7r/2) € B((0,0),r), pero |x| > 1er/2#0.

Vexamos agora que a clausura (Definicion 2.26) de X é

CI(X) = B[(0,0), 1] U (Z x {0}).

(D) Como X C CI(X) bastard con ver que se (z,y) € R? satisfai 2% + y* = 1, ent6én
(x,y) € CI(X). Sexa r > 0 dado e suponiamos < 2. Vexamos que B((x,y),r) N X # (.
En efecto, (1 —r/2)(z,y) € B((x,y),r) pois

d((1 =r/2)(z,y), (x,y)) =r/2 <,
e (1—r/2)(x,y) € B((0,0),1) C X pois
d(1—r/2)(x,y),(0,0))=1—-1r/2 < 1.

(C) Vexamos en primeiro lugar que Zx {0} é pechado (Definicién 2.8). Sexa (z,y) € R
2

2Sexa f: R? — R?, f(z,y) = (sen7z,y). Entén, Z x {0} = f~1({(0,0)}), e por ser imaxe reciproca
dun pechado por unha funcién continua (Teorema 4.10), Z x {0} é pechado.
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Se y # 0, tomando r = |y| > 0 temos que B((z,y),r) C R?\ (Z x {0}), xa que se
(a,b) € B((x,y),r) entén

b—yl < \(a—a)2+ (b—y)?
<r=lyl,

o que significa —|y| < b—y < |y|, e por tanto b # 0.
Sey=0ex ¢ Z,poniamosn < x < n+1 conn € Z, tomamos r = min{z—n,n+1—z}.
Neste caso, B((x,0),r) C R*\ (Z x {0}) pois se (a,b) € B((z,0),r) entén

la —z| <y/(a—2x)2+b2 <,

n—r<-r<ae—zx<r<n+1l-—uzx

o que significa

de onde n < a <n+ 1. Logo a ¢ Z, e en consecuencia, (a,b) € R?*\ (Z x {0}). Xuntando
estes dous casos deducimos entén que Z x {0} é pechado.

Para remata-lo calculo da clausura observamos entén que B[(0,0),1]U(Z x {0}) é pe-
chado por ser unién de dous pechados (Proposicién 2.11). Logo calquera punto do com-
plementario de B[(0,0), 1] U (Z x {0}) ¢é interior a dito complementario. Isto implica que
ningtn punto de féra de B[(0,0),1] U (Z x {0}) é da clausura de X, que é o que faltaba

por ver.
Dado que 0X = Cl(X) \ Int(X), deducimos que a fronteira (Definicién 2.28) de X ¢é

0X ={(v,y) e R*: 2 + 4> =1} U ((Z )\ {0}) x {0}).
A continuacién veremos que o conxunto de puntos illados (Definicién 2.32) é

M(X) = (Z\ {~1,0,1}) x {0}.

(D) Sexa (r,0) € R* con x € Z, x # —1,0,1. Entén B((x,0),1) N X = {(x,0)}. En
efecto, se (a,b) € B((x,0),1) temos

la —z| </(a—2)2+b0? <1,
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coque a € (x—1,z+1). Como |x| > 2, obtemos |a| > 1, e por tanto, (a,b) ¢ B((0,0),1).
Logo, se (a,b) € X tera que ser (a,b) = (x,0), como queriamos ver.

(C) O mesmo argumento que vimos anteriormente para a clausura implica que os
puntos de B((0,0), 1)U{(—1,0), (1,0)} son de acumulacién. Por tanto non hai mais puntos
illados cés de (Z \ {—1,0,1}) x {0}.

Finalmente, como X’ = CI(X) \ IlI(X) deducimos que o conxunto de puntos de acu-
mulacién (Definicién 2.30) de X vén dado por

X' = BJ(0,0), 1].

Problema 2.40. Sexa X = {(z,y) € R2: 22 + 42 # 1}. ;E B((0,0),1) pechada en X?

Solucion. Verdadeiro. Resulta que B[(0,0),1]NX = B((0,0), 1) co que, 6 ser interseccién
dun pechado en R? con X, pola caracterizacién dos pechados relativos (Proposicién 2.21),
B((0,0),1) é un subconxunto pechado de X. O



Capitulo 3

Sucesions

O obxectivo deste tema é introducir a nocién de converxencia de sucesidéns e utilizar
dita propiedade para o estudio da topoloxia.

3.1. Sucesions e converxencia

Sexa X un subconxunto de R™. Unha sucesién en X é unha enumeracion de elementos
de X. Mais concretamente,

Definicion 3.1. Unha sucesion nun conxunto X é unha aplicaciéon x: N — X.

Normalmente designaremos por x; & imaxe pola aplicaciéon x do natural k, ¢é dicir, x; =
x(k). A propia sucesién denotarémola {x;}, e o conxunto imaxe da sucesién excribirémolo
explicitamente como {x; : k € N}. Non obstante, ainda empregarémo-la notacién {x;} C
A para expresar que {x; : k € N} C A. A cada elemento x; denominaselle termo da
sucesion.

O esencial dunha sucesién non é tanto o conxunto imaxe, senén o xeito no que se
ordean os termos. Por exemplo, as sucesions x;, = (—1)¥, e —1,1,1,1, ... postien o mesmo
conxunto imaxe, pero os seus comportamentos son moi diferentes.

Definicion 3.2. Unha sucesion {x;} dise que converxe a un punto X, se toda bola aberta
arredor de xy contén a tédolos termos da sucesion a partir dun momento dado, é dicir, se
Ve >0, 3N € N: x; € Bx(xg,¢€), Vk > N.

En tal caso dirase que a sucesion é converxente, e que Xy é o seu limite.

Equivalentemente, a condiciéon de converxencia a X, tamén se pode escribir como
Ve >0, IN € N: d(x,x0) < €, Vk > N.
En xeral representaremos a condicion de converxencia anterior como

{xx} = x9, ou klgloloxk = Xp.

Se unha sucesiéon non converxe a ningiin punto diremos que é diverxente ou que diverxe.
Os conceptos de “diverxer a infinito” non estan definidos para sucesiéns en R"™.

O seguinte resultado é importante non tanto polas stias consecuencias practicas, senén
polo feito de que nun espacio topoléxico (Observacion 2.6) esta seria a definicién de
converxencia.

27
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Proposicién 3.3. Seza {x;} unha sucesion en X. Enton {xx} converze a Xy se e so se
para todo aberto U contendo a xq existe N € N tal que X, € U para todo k > N.

Demostracion. Suponamos {x} — Xg, e sexa U aberto de X tal que xq € U. Como
U é aberto (Definicion 2.1), existe € > 0 tal que B(Xg,€) C U. Por definicién de limite
(Definicion 3.2), existe N € N tal que x, € B(Xg,¢) C U para todo k > N, como
queriamos.

Reciprocamente, dado € > 0 arbitrario, como U = B(Xg, €) é un aberto contendo a X,
por hipétese existe N € N tal que zy € B(xg, €) para todo k > N, o que é a definicién de
limite (Definicién 3.2). O

Proposicién 3.4. O limite dunha sucesion, se existe, € unico.

Demostracion. Suponamos pola contra que a sucesion {x;} ten dous limites (Defini-
cién 3.2) x,y € X, con x # y. Tomemos € = d(x,y)/2 > 0.

’, b , R
y N y \\
/{ /{
/ € \ / e \
\ \
’ (x4y)
! d X,\‘y \I
| \

\ X I y )
\ /I \ /
\ / \ /
\ 4 N\ 4
N 7 N 7
~ 4 ~ 4

Como {x;} — x, para o € anterior existe N; € N tal que x; € B(x,¢) para todo
k> Nj.

Similarmente, como {x;} — y, existe Ny € N tal que x;, € B(y,€) para todo k > Nj.

Tomando N = méx{N;, No} e k > N temos que x; € B(x,€¢) N B(y,€), o que non
é posible xa que pola desigualdade triangular (Proposicién 1.10)

d(X7 y) < d<X7 Xk) + d(xkv y)
<e+e=d(x,y).

Por tanto, o limite, se existe, ten que ser tnico. O

O seguinte exercicio da un criterio para un espacio topoléxico que aseguraria a exis-
tencia de limite tinico cunha demostracion similar 4 da anterior proposicién.

Exercicio 3.5. Proba que todo subconxunto de X de R"™ é Hausdorff, é dicir, que para
calquera par de puntos distintos x, y € X, x # y, existen abertos U e V de X tales que
xeU,yeV,eUNV =0.

No caso de n = 1 temos sucesions de ntimeros reais, e tendo en conta que a distancia
en R é o valor absoluto da diferencia, obtemos o concepto de converxencia de sucesién de
numeros reais. Neste curso suporemos certos os resultados de converxencia de sucesioéns
de ntimeros reais. Entre eles cabe resaltar o lema do sandwich:

Lema 3.6. Sexan {xy}, {yr} e {z1} sucesions de nimeros reais tales que xp < yr < zj
para todo k € N. Se {x} — t e {2z} — ¢, enton {yr} € converzente e {y,} — t.
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Demostracion. Sexa e > 0 arbitrario.
Como {zy} — t, existe Ny € N tal que |z — t| < € para todo k > Nj.
Como {z;} — t, existe Ny € N tal que |z, — t| < € para todo k > Ns.
Tomemos N = max{Ny, No} e k > N. Entén

Y —t <z —t < |z — t] <e,
t—yp <t—uxp < |zp — 1] <e,
de onde se deduce |y — t| < € como queriamos probar. ]

FEzercicio 3.7. Sexa {x;} unha sucesién nun conxunto X. Entén a sucesién converxe a un
punto xg se e s6 se a sucesién de nimeros reais {d(xy,Xo)} converxe a 0.

Como resultado importante que permite aplica-los resultados conecidos en R para o
calculo de limites de sucesions de vectores de R™ temos a seguinte equivalencia.

Teorema 3.8. Sexa {x;} = {(xk1,... Tkn)} unha sucesion en X C R"™. Enton, {xz}
converze a X = (x1,...,x,) se € s se {xy;} converze a x; para todo i € {1,...,n}.

Dito doutro xeito:

lim x;, = ( lim xq, ..., lim x4, |,
k—o0 k—o0 k—o0

sempre que os limites existan.

Demostracion. Suponamos primeiro que {x;} — X.

Sexa i € {1,...,n} e vexamos que {xy;} converxe (Definicién 3.2) a z;.

Sexa € > 0 dado. Como {x;} — x, existe N € N tal que d(xx,x) < € para todo k > N.
Pois ben, se k > N entéon

|l‘ki - l‘z| = (ﬂﬂlm - %)

n

IN

(Thj — x5)?
j=1

= d(x,x) <€,
de onde {zy;} — ;.
Reciprocamente, suponamos que {xy;} — x; para todo i € {1,...,n}, e vexamos que
entén {x;} — x.
Sexa pois € > 0 dado. Como {zy;} — x;, existe N; € N tal que |zy; — ;| < €/4/n para
todo k > N;.
Tomemos entén N = max{Ny,..., N, } e sexa k > N. Asi,

d(xg, x) =

(zj — x4)?
1

n
J=

< D méx{(zr; —x;)2:j=1,...,n}
j=1

= vnmax{|zy;, —z;|: j=1,...,n|}

€
<\/ﬁﬁ:€7

de onde {x;} converxe (Definicién 3.2) a x, como queriamos ver. O



30 Sucesiéns

Py
€ EN2 /
N N |
N’ N’ '
(2, ¥5) (x5 5)
7, 272 7, 272
(1, 31) (1, ¥
1 o 1 o
: ez
X X ( X ) X X ( X )
1 2 1 2

Figura 3.1: [lustracién das daas implicaciéns da demostracién

En cursos mais avanzados verase que a idea fundamental da anterior demostracién
consiste en resolve-lo seguinte exercicio.

Ezxercicio 3.9. Para un vector x = (1, ..., x,) definimos
|X|loo = méx{|z;| : 7 € {1,...,n}}.
Probar que || - ||« satisfai as propiedades dunha norma (Proposicién 1.4). Probar ademais

as seguintes desigualdades:

Ixlloo < NIl 1]l < VI

O seguinte exercicio é doado de resolver coa propia definiciéon de converxencia. En
todo caso, esta afirmacién tamén se segue de que toda sucesion converxente é de Cauchy
(Proposicién 3.19), e de que toda sucesién de Cauchy é limitada (Proposicién 3.23).

FExercicio 3.10. Toda sucesién converxente é limitada.

3.1.1. Subsucesions

Unha subsucesiéon dunha sucesion dada consiste nunha escolla dos termos da sucesion
mantendo a sta orde. Recalcamos que non é suficiente con que os termos sexan un sub-
conxunto da sucesion orixinal, e que o feito de que estean ben ordeados, é dicir mantendo
a orde da sucesién orixinal, é un requerimento fundamental da definicién. !

De xeito mais preciso:

!Unha aplicacién ¢: N — N é estrictamente crecente se e sé se para calquera naturais k, £ € N,
k< l= ¢(k) < o).

Isto implica, por exemplo, que ¢(k) > k para todo k € N.
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Definicion 3.11. Sexa {x;} unha sucesiéon e ¢: N — N unha aplicacién estrictamente

crecente. Entén a aplicacion
xop: N — X
k — Xep(k)

dise que ¢ unha subsucesién da sucesiéon {xy}.

FExemplo 3.12. Toda sucesiéon ten infinitas subsucesiéons. Por exemplo:
» A subsucesién {xg;} dos termos de orde par en {xy}.
» A subsucesién {xo,41} dos termos de orde impar en {x;}.
» A subsucesién {xs;} dos multiplos de tres...

Cémpre recalcar que é necesario mante-la orde. Por exemplo, X5, Xs, X109, X7, X13,...
non ¢ unha subsucesion de {xy}.

Proposicion 3.13. Se unha sucesion {xx} € converzente, tamén o son tédalas sias sub-
sucesions e ademats todas converzen 6 mesmo limite.

Demostracion. Suponamos {x;} — x e sexa ¢: N — N unha funcién estrictamente cre-
cente. Temos que ver que {X4)} — X. Para iso sexa ¢ > 0 arbitrario.

Como {x;} — x, existe N € N tal que x; € B(x,€) para todo k > N.

Entén, se k£ > N, tamén temos que ¢(k) > k > N, de xeito que x44) € B(x, €) como
queriamos ver. ]

Ezxemplo 3.14. Unha sucesion pode posuir subsucesions converxentes sen que ela mesma
o sexa. Por exemplo, a sucesion

=i (1)

non é converxente. Non obstante, as subsucesions
Pt = {1+ 1}
Xok} = —
2k 2%k ;
1
=<—11
fraca} = {= (14 357) |-

converxen: {xg,} — 1, {Xop11} — —1.

3.1.2. Caracterizacion secuencial de conceptos topoléxicos

Algins dos conceptos topoldxicos introducidos no tema anterior (Seccién 2.4) poden
ser caracterizados en termos de sucesions.

Sexa X CR"e A C X.

Proposicion 3.15. Un punto x € X € adherente (Definicion 2.26) a A se e so se existe
unha sucesion {xx} de puntos de A tal que {x} — x.
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Demostracion. Suponamos primeiro que x € A. Vexamos que existe unha sucesion de
puntos de A que converxe a X.

Para cada k € N, por definicién de punto clausura (Definicion 2.26), e en vista de que
Bx(x,1/k)N A # (), podemos tomar x; € B(x,1/k) N A. Temos por tanto unha sucesién
{x} C A tal que 0 < d(xy,x) < 1/k. Como {1/k} — 0, o lema do sandwich (Lema 3.6)
implica entén que d(xj,x) — 0, ou equivalentemente, {x;} — x, como queriamos ver.

Reciprocamente, suponamos que existe {x;} C A tal que {x;} — x, e probemos entén
que x € A.

Sexa r > 0 arbitrario. Como {x;} — x, existe N € N tal que x; € Bx(x,r) para todo
k > N. En particular, xy € Bx(x,7) N A, co que Bx(x,7) N A # (), o que proba que x
¢ un punto da clausura (Definicién 2.26) de A. O

A correspondente afirmacién para puntos de acumulacién prébase de xeito similar. A
segunda afirmacion da seguinte proposicién déixase como exercicio.

Proposicién 3.16. Sexa x € X. Enton temos as sequintes caracterizacion dos puntos de
acumulacion (Definicion 2.30):

» x € A" se e s se existe unha sucesion {xx} de puntos de A, todos distintos de x,
tal que {x;} — x.

» x € A’ se e s0 se existe unha sucesion {xy} de puntos de A, todos distintos entre
si, tal que {x} — x.

Demostracion. Suponamos primeiro que x € A’. Vexamos que existe unha sucesiéon de
puntos de A, todos distintos de x, que converxe a X.

Para cada k € N, por definicién de punto de acumulacién (Definicién 2.30), dado que
(BX (x,1/k)\ {X}) N A # (), podemos tomar x;, € B(x,1/k) N A con x;, # x. Temos por
tanto unha sucesion {x;} C A, con x;, # X, tal que 0 < d(x,x) < 1/k. Como {1/k} — 0,
o lema do sandwich (Lema 3.6) implica entén que d(x,x) — 0, ou equivalentemente,
{xx} — x, como faltaba por ver.

Reciprocamente, suponamos que existe {x;} C A, con x; # x para todo k € N, tal
que {x;} — X, e probemos entén que x € A’.
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Sexa r > 0 arbitrario. Como {x;} — x, existe N € N tal que x; € Bx(x,r) para todo
k > N. Por hipétese, xy # X, easi Xy € (BX(X, r)\{x}) NA, co que (BX(X, r)\{x}) NA #
(. En consecuencia, x é un punto de acumulacién (Definicién 2.30) de A. ]

De xeito parecido, podemos tamén obter unha caracterizaciéon dos conxuntos pechados,
como aqueles que contefien todolos limites das stas sucesiéns converxentes.

Proposiciéon 3.17. Un conzunto A C X € pechado (Definicion 2.18) en X se e sé se
para toda sucesion {xy} de puntos de A que converza en X a un punto, digamos x € X,
se ten que x € A.

Demostracion. Suponamos que A é pechado (Definicion 2.8), e sexa {x;} C A unha
sucesion tal que {x;} — x € X. Vexamos que x € A.

Pola contra suponiamos que x € X \ A. Como X \ A é aberto, existe r > 0 tal que
Bx(x,r) C X\ A. Para este radio, como {x;} — x, existe N € N tal que x; € Bx(x,7) C
X \ A, para todo k > N, o que é absurdo pois {x;} C A. Logo x € A como queriamos
ver.

Suponamos agora que A non é pechado e vexamos que hai unha sucesién {x;} de
puntos de A que non converxe a un punto de A.

Como A non é pechado (Definicién 2.8), existe x € X \ A tal que para todo r > 0
se ten que By (x,r) N A # (. En particular, para r = 1/k existird x;, € Bx(x,1/k) N A.
Construimos asi unha sucesion {x,} C A. Ademais, como 0 < d(xx,x) < 1/k, polo lema
do sandwich (Lema 3.6) dedtcese que {xz} — x € X \ A, como queriamos ver. O

Esta caracterizacion dos conxuntos pechados é ttil sobre todo para probar que un
conxunto non é pechado, xa que bastara con atopar unha sucesion de puntos do conxunto
que non converxe a un punto do conxunto.

3.2. Completitude

Nesta secciéon introduciremos o concepto de sucesion de Cauchy e de completitude
dun conxunto. Estes dous conceptos non son puramente topoldxicos, senén que estan
asociados a distancia. Non obstante interesa conecelos xa que aparecen en moitos lugares
das matematicas.

3.2.1. Sucesions de Cauchy

Falando informalmente, nunha sucesiéon de Cauchy preténdese defini-lo concepto de
converxencia sen facer referencia ¢ limite. Asi, unha sucesion serd de Cauchy cando “con-
verxe”, pero no espacio no que estd incluida pode falta-lo seu limite. Vexamos a continua-
cién estas afirmacions de xeito mais riguroso.

Definicion 3.18. Unha sucesion {x;} é de Cauchy se
Ve >0, 3N € N:d(x,,%x,) <€, Vp,q > N.
Equivalentemente, {x;} é de Cauchy se e s6 se

Ve >0, AN € N : d(xg, Xpm) < €, Yk > N, Ym > 0.
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Cémpre sinalar que se {x;} é unha sucesion de Cauchy en X, e {x,} C A C X, entén
{x)} tamén é sucesién de Cauchy en A. E dicir, que se unha sucesion é de Cauchy en
X, tamén sera de Cauchy en calquera conxunto que o contena. Notese que a definicion
depende s6 da distancia d e as distancias relativas (Seccién 2.3) en subconxuntos obténense
simplemente por restriccion.

Unha consecuencia inmediata da desigualdade triangular é o seguinte:

Proposiciéon 3.19. Toda sucesion converzente é de Cauchy.

Demostracion. Suponamos que {x;} C X converxe a un punto x € X. Vexamos que {xy}
¢ de Cauchy (Definicién 3.18). Sexa ¢ > 0 dado.

Como {x;} — x, existe N € N tal que d(xy,x) < €/2 para todo k > N.

Logo, se p, ¢ > N entén, pola desigualdade triangular (Proposicién 1.10),

d(xq,%q) < d(xq,%) + d(x, %)

cEE_
2727 °
co que {xy} é de Cauchy (Definicién 3.18). O

FExemplo 3.20. O reciproco do anterior non é necesariamente certo, polo que as condicions
de converxencia (Definicion 3.2) e de ser de Cauchy (Definicién 3.18) non son equivalentes.
Este feito depende do espacio que se considere:

» A sucesién {1/k} é converxente (Definiciéon 3.2) no conxunto X = [0, co).

» A sucesién {1/k} é de Cauchy (Definicion 3.18) no conxunto X = (0,00), pero
non é converxente, dado que o limite da mesma non esta en X. Argumentamos de
xeito méis preciso. Temos que a sucesion {1/k} é converxente en R, por tanto é de
Cauchy en R, e en consecuencia en X, como vimos anteriormente. Non obstante,
non pode ser converxente en X, pois se o fose, xa que X C R, como sucesién de R
teria outro limite en X distinto de 0, o cal non é posible pola unicidade de limite
(Proposicién 3.4).

Enunciamos a continuacién un par de resultados que tenen unha demostracion moi
similar & correspondente para sucesions converxentes.

Proposicién 3.21. Sexa {x} = {(1, ... Tkn)} unha sucesion en X C R". Enton, {xy}
¢ de Cauchy se e s6 se {xy;} é de Cauchy para todo i € {1,...,n}.

Demostracion. Suponamos primeiro que {x;} é de Cauchy. Sexa i € {1,...,n} e vexamos
que {z;} é de Cauchy (Definicion 3.18).

Sexa € > 0 dado. Como {x;} é de Cauchy, existe N € N tal que d(x,,x,) < € para
todo p,q > N. Pois ben, se p,qg > N entén

n
|Tpi — @qi| < \IZ(fEm‘ — Zgj)?

j=1
= d(Xp,Xq) <€

de onde se segue que {xy;} é de Cauchy.
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Reciprocamente, suponamos que {zy;} é de Cauchy para todo i € {1,...,n}, e vexamos
que entén {x;} tamén é de Cauchy.

Sexa pois € > 0 dado. Como {zy,;} é de Cauchy, existe N; € N tal que |z, —z4| < €/v/n
para todo p,q > N;. Tomemos entéon N = max{Ny,..., N,} e sexan p,q > N. Enton,

n
d(xp,Xq) = me Tgi)?

IN

Zmax{ Ty —Tgi)? 7 =1,...,n}

= vnmax{|z,; — x4 :j=1,..,n|}

<\/ﬁ\/€ﬁ:

de onde {x;} ¢ de Cauchy (Definicién 3.18), como queriamos ver. O
Proposicion 3.22. Toda subsucesion dunha sucesion de Cauchy é de Cauchy.

Demostracion. Suponamos que {Xy} é de Cauchy e sexa ¢: N — N unha funcién estric-
tamente crecente. Temos que ver que {X4x)} ¢ de Cauchy (Definicién 3.18). Para iso sexa
e > ( arbitrario.
Como {x;} ¢ de Cauchy, existe N € N tal que d(x,,%,) < € para todo p,q > N.
Entén, se p,q > N, tamén temos que ¢(p) > p > N e ¢(q) > q > N. Por tanto,
d(Xg(p)s Xp(q) < €) COMO queriamos ver. O

O conxunto de puntos dunha sucesion de Cauchy ¢é limitado, tal e como amosa a
seguinte proposicion.

Proposicion 3.23. Toda sucesion de Cauchy € limitada (Definicion 1.14).

Demostracion. Suponamos que {x;} é unha sucesién de Cauchy. Dado € = 1, existe N € N
tal que d(x,,x,) < 1 para todo p, ¢ > N. Tomemos

M = méx{1,d(x1,xn), ..., d(Xn_1,Xn)}.
Entén {x;} C B[xy, M]. O

Ademais, tamén témo-la seguinte relaciéon entre sucesion de Cauchy, subsucesiéns, e
converxencia.

Proposicion 3.24. Se unha sucesién de Cauchy {xy} posie unha subsucesion converxente
a un punto X, enton a propia Sucesion converre a X.

Demostracion. Sexa {x;} unha sucesiéon de Cauchy (Definicién 3.18), ¢: N — N unha
funcién estrictamente monétona crecente, e supofiamos que a subsucesion {X,x)} converxe
(Definicién 3.2) a un punto x € X. Vexamos que entén {x,} — x.

Sexa € > 0 dado.

Como {x} é de Cauchy (Definicién 3.18), existe N; € N tal que d(x,,%,) < €/2 para
todo p, ¢ > N;.



36 Sucesiéns

Com {x4()} converxe (Definicién 3.2) a x, existe No € N tal que d(x4k),%x) < €/2
para todo k > N,.
Tomemos N = max{Ny, No}, e sexa k > N. Entén, como ¢(N) > N,

d(Xp, X) < d(Xg, Xg(v)) + d(Xp(x), X)
€ €
< 5 + 5 €,
co que {x;} — X, como queriamos ver. ]

Ezxemplo 3.25. Para que unha sucesiéon {x;} sexa de Cauchy (Definicién 3.18) non é sufi-
ciente a condicién
Ve >0, 3N € N: d(xy,Xp41) <€, VE > N.

E dicir, non chega con que termos consecutivos estean suficientemente proximos.
Por exemplo, tomémo-la sucesién {z,} C R, onde

Obviamente |z,11 — x,| = 1/(n+ 1), que se pode facer tan pequeno como se queira para
n suficientemente grande.

Non obstante,
| =1 g
2 n+1 2n

> 1+nveces_|_1 _1
“on 7 2n 2

co que evidentemente, a sucesion {z,} non pode ser de Cauchy.
A continuacién introducimos a condicién de completitude dun espacio métrico.

Definicion 3.26. Un conxunto X C R™ é completo se toda sucesion de Cauchy en X
é converxente en X.

Os seguintes resultados proporcionan un criterio para decidi-la completitude dun sub-
conxunto. O primeiro deles di que os conxuntos completos son pechados.

Proposicién 3.27. Sexa X C R". Se Y C X é completo, enton 'Y é pechado en X.

Demostracion. Suponamos que Y é completo (Definicién 3.26), e vexamos que é pechado
(Definicién 2.8) empregando a caracterizacion secuencial de conxuntos pechados (Propo-
sicién 3.17).

Sexa pois {X} C Y unha sucesién tal que {x;} — x € X. Vexamos que x € Y. En
efecto, como {x;} é converxente, en particular é de Cauchy (Proposicién 3.19) en Y, e por
ser Y completo (Definicién 3.26), resulta que ten un limite {x;} — y € Y. Por unicidade
de limite (Proposicién 3.4), x =y € Y. O

A continuacién probamos que un conxunto pechado dentro dun completo é completo.

Proposiciéon 3.28. Se X € un conzunto completo e Y C X € pechado en X, enton Y
¢ completo.
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Demostracion. Suponamos que X é completo (Definiciéon 3.26) e que Y é pechado (De-
finicién 2.8) en X. Sexa {x;} C Y unha sucesion de Cauchy (Definicién 3.18) en Y.
Obviamente, {x;} tamén é de Cauchy en X, e como X é completo (Definicién 3.26), ten
un limite {x;} — x € X. Agora ben, Y é pechado en X, co que, pola caracterizacién
secuencial dos conxuntos pechados (Proposiciéon 3.17), x € Y, e por tanto a sucesién
converxe en Y. O

Como consecuencia das dias proposiciéns anteriores deducimos que, nun completo, os
conxuntos pechados e os completos coinciden.

3.2.2. A completitude de R"

Antes de comezar esta secciéon necesitamos recordar un axioma fundamental que sa-
tisfan os nimeros reais.

Observacion 3.29. O conxunto dos nimeros reais R é un corpo cunha relacién de orde
compatible que satisfai o axioma do supremo:

Todo conzunto non baleiro de nimeros reais limitado superiormente ten supremo (De-
finicién 1.16).

O seguinte teorema amosa que R é completo empregando o principio dos intervalos
encaizados: toda sucesion contractiva de intervalos pechados e limitados ten interseccion
non baleira. No transcurso da demostracién probaremos unha version axeitada deste re-
sultado.

Teorema 3.30. R é completo.

Demostracion. Sexa {x)} unha sucesion de Cauchy (Definicién 3.18) de nimeros reais.
Vexamos que {x} é converxente (Definicién 3.2).

Como toda sucesion de Cauchy é limitada (Proposicion 3.23), podemos poner {z;} C
[ag, bo] para certo intervalo [ag, by] C R. Sexa Ay = N.

Definimos ¢y = (ag + by)/2 e consideramo-los subconxuntos {k € N : x € [ag, ]}
e {k € N:uxp € [c bo]}. Como Ay = N ¢ infinito, algin dos dous conxuntos anteriores
tamén o é (pois a unién deles é N). Chamamos A; 6 correspondente conxunto infinito
(ou calquera deles se os dous son infinitos) e tomamo-lo intervalo correspondente a Aj,
que denotaremos por [a1,bi]. E dicir, facemos a; = ag, by = ¢ se {k € N : a, € [ag, co]}
é infinito, ou a; = g, by = by se {k € N : zy, € [co, bp]} é infinito.

Agora definimos ¢; = (a; + b1)/2 e consideramo-los subconxuntos {k € A; : x €
la,c1]} e {k € Ay : zp € [c1,01]}. Como A é infinito, algiin dos dous conxuntos anteriores
tamén o é e chamamos a un que o sexa As. Sexa [as, bs] 0 intervalo correspondente a As.

De xeito inductivo construimos unha sucesién de intervalos [a,,, b,| de forma que A,, =
{k € N : z} € [an,b,]} é un conxunto infinito. Ademais, por construccién, para cada
n € N,

w by —a, = (b1 —an_1)/2 = (by — ag)/2" (induccién),
" a, > a, 1 (édicir, {a,} é crecente),

w b, <b,_ (édicir, {b,} é decrecente).



38 Sucesiéns

O conxunto {a, : n € N} é limitado superiormente (por by, por exemplo). Como R
satisfai o axioma do supremo (Observacion 3.29), dito conxunto terd un supremo z € R.
Imos ver que x é o limite de {x}}. Sexa pois € > 0 dado.

Como {z;} é de Cauchy, existe N; € N tal que |z, — x,| < €¢/3 para todo p,q > Nj.

Como {(by — ag)/2"} — 0, existe Ny € N de xeito que b, — a, = (by — ag)/2" < €/3
para todo n > Ns.

Por definicién de supremo, a,, < x e, para €/3 > 0, existe N3 € N tal que ay, > z—¢/3.
De feito, como {a,} é crecente, a, > ay, > © — €¢/3 para todo n > Nj.

Pois ben, definimos N = max{ Ny, Ny, N3}. Sexa n > N arbitrario.

Como Ay ¢ un conxunto infinito, existe, p > N tal que z, € [ay,by]. Entén,

|20 — o] < fan — x| + 2, — an| + |an — 2]

bo —a
§|$n—$p|+%

<€+€+6
— — — =€
3 3 3 ’

co que efectivamente {x,} — x, como queriamos ver. O

+ (z — ay)

Resulta que o producto cartesiano de espacios completos é completo. A demostracion
deste resultado é basicamente o que se emprega para o caso particular de R™.

Corolario 3.31. R" é completo.

Demostracion. Sexa {xx} = {(zk1, ... Tgn)} unha sucesién en R™. Entén, as stas coordena-
das (Proposicion 3.21) {z;} son de Cauchy para cada i € {1,...,n}. Como R é completo
(Teorema 3.30), cada {zx;} é converxente, e por tanto a correspondente sucesién dos
vectores (Teorema 3.8) tamén o é. O

3.3. Problemas resoltos

Problema 3.32. Probar que a clausura dunha bdla aberta en R™ é a pechada correspon-
dente.

Solucion. Sexa xo € R" e r > 0. Vexamos que B(xg,r) = B[Xo, 7]
(D) Sexa x € B[xo,r]. Tomémo-la sucesién {xo + (1 — 1)(x — xo)}. Temos que

1
| = (1= ) lx = xl
n
1
< (1 — )7’ <r,
n

co que dita sucesion estd contida en B(xp, 7). Ademais, {xo+ (1 —1)(x—x¢)} — x. Logo,

x0+<1—i>(x—xo)—x0

pola caracterizacién secuencial da clausura (Proposicién 3.15), x € B(xq, 7).
(C) Sexa x € R™\ Blxg,7]. Como B[xg,r| é pechada (Lema 2.9), existe s > 0 tal que

B(x,s) C R"\ B[xq, ]
C R*\ B(xo,T).

Logo x ¢ B(xg,r), como queriamos ver. O
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Problema 3.33. Sexa E = S'\ {(0,1)}. Probar que (0,1) € E.

Solucion. A sucesion {(cos(w/2 — 1/n),sen(m/2 — 1/n)} C E converxe a (0,1). Pola
caracterizacién secuencial dos puntos clausura (Proposicién 3.15), (0,1) € E. O

Problema 3.34. Sexa X = (0,1). g)]i) certo que todo conxunto pechado en X é completo?

Solucion. Falso. O propio X é pechado (Definicién 2.18) en X. Non obstante, X non
é completo, pois non é pechado en R (recordemos que un subconxunto de R é completo
se e s6 se é pechado (Proposicién 3.28)). O

Problema 3.35. Decidir se X = U,y {(:c, y) € R? : méx {|z], |y|} <1 - %} é completo.

Solucion. Vexamos que o conxunto X non é completo empregando os resultados de ca-
racterizacién vistos neste capitulo.

A sucesion {(1—2,0)} esté contida en X pois max{|1— 1| 0]} = 1— L. Dita sucesién
converxe a (1,0) que non é un punto de X porque max{|1[,[0]} =1 > 1— L para todo
n € N.

Pola caracterizacién secuencial dos conxuntos pechados (Proposicién 3.17), chegamos
a que X non é pechado, e como os conxuntos completos son pechados (Proposiciéon 3.27),
séguese que X tampouco pode ser completo.

En resumo, X non é completo. [



40

Sucesiéns




Capitulo 4

Continuidade

O obxectivo deste tema é introduci-lo concepto de continuidade dunha funcién, tan-
to desde o punto de vista puntual como global. Tamén se falarda de homeomorfismos e
propiedades topoloxicas.

4.1. Continuidade puntual

Nesta seccion X denotara un subconxunto de R", e Y sera un subconxunto de R™.

Definicion 4.1. Unha funcién f: X — Y dise que é continua en xq € X se
Ve> 0,30 >0:d(x,%x0) <0 = d(f(x), f(x0)) <e.

Equivalentemente, f é continua en xq se e so se

Ve > 0, 30 >0: f(Bx(Xo,(S)) C By(f(X()),E).

Fzxemplo 4.2. As seguintes funciéns son continuas en calquera punto:

= As funciéns constantes, a identidade idx: X — X, x +— X, eainclusioniyx: X — Y,
X — x, sendo X C Y, son funciéns continuas.

41
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= Aceptaremos, sen demostracion, que as funciéns elementais tipicas do calculo nunha
variable son continuas. Por exemplo, os polinomios, as funciéns trigonométricas
(onde estean definidas), a exponencial e o logaritmo son continuas.

» Tamén aceptamos que a suma, resta, multiplicacién, divisién (cando o denomina-
dor é non cero), potencias e radicales (de ntimeros positivos) de niimeros reais son
funciéns continuas.

A definicién de continuidade pode establecerse de tal xeito que sé involucra a topoloxia
dun conxunto (Observacion 2.6).

Proposicién 4.3. Unha funcion f: X — Y € continua en xqg € X se e so se para calquera
aberto V- de'Y contendo a f(xo) existe un aberto U de X contendo a xq tal que f(U) C V.

Demostracion. Suponamos que f é continua en xy € X. Sexa V aberto en Y tal que
f(x0) € V. Por definicién de aberto (Definicién 2.1), existe € > 0 tal que By (f(xq),€) C
V. Como f é continua (Definicién 4.1) en xq, existe 6 > 0 tal que f(Bx(xg,0)) C
By (f(xg), €). Por tanto, tomando U = Bx(xg,d) obtemos f(U) C By (f(x0),€) C V.

Reciprocamente, suponamos que para calquera aberto V' de Y contendo a f(xo) existe
un aberto U de X contendo a X tal que f(U) C V. Sexa ¢ > 0 dado. Como By (f(xo), €)
¢ un aberto en Y contendo a f(xg) existe, por hip6tese, un aberto U de X tal que xo € U
e f(U) C By(f(xo),€). Por definiciéon de aberto (Definiciéon 2.1), existe 6 > 0 tal que
Bx(x9,0) C U. En consecuencia, f(Bx(x9,0)) C f(U) C By(f(xq),€), como queriamos
ver.

]

O seguinte resultado afirma que a composicion de aplicaciéons continuas é unha apli-
cacion continua.

Teorema 4.4. Sexan X C R", Y C R™ e Z C RP. Consideremos f: X =Y eqg: Y = Z
aplicacions, exg € X. Se f € continua enxq e g é continua en f(xo), enton gof é continua
en Xo.
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Demostracion. Sexa € > 0 dado. Como g é continua (Definicién 4.1) en f(xg) € Y, existe
n > 0 tal que g(By(f(x0),n)) C Bz(9(f(x0)),€). Como f é continua (Definicién 4.1) en
xg € X, existe § > 0 tal que f(Bx(x0,d)) C By(f(x0),n). En consecuencia,

(g0 f)(Bx(x0,9)) = g(f(Bx(x0,6)))
C g(By (f(x0),m))
C Bz((g o f)(x0),€),

CcOo1mo queriamos ver.

O seguinte resultado conecese como a caracterizacion secuencial da continuidade.

Proposicién 4.5. Unha funcion f: X — Y é continua en xg € X se e s se para toda
sucesion {xy} de puntos de X tal que {xx} — xo se ten que {f(xx)} = f(Xo).

Dito dun xeito mais impreciso, f é continua se e s6 se
lim f(xg) = f( lim x ),
k—ro0 k—o0
onde {x;} ¢ unha sucesiéon converxente ¢ punto onde estamos mirando a continuidade.

Demostracion. Suponamos que f é continua en X e sexa {x;} C X unha sucesién tal
que {xx} — xo. Vexamos que {f(xx)} — f(Xo). Sexa V un aberto contendo a f(xo)
arbitrario.



44 Continuidade

Como f é continua (Proposicion 4.3) en xq, existe U aberto en X con xq € U tal que
fu)cv.

Por ser converxente (Proposicién 3.3) {x;} — xo, existe N € N tal que x;, € U para
todo k£ > N.

Pois ben, se k > N, entén f(x;) € f(U) CV, co que {f(x)} — f(xo).

Reciprocamente, suponamos que f non é continua en xy. Vexamos que existe unha
sucession {x;} en X tal que {x,} — xo, pero tal que {f(xx)} non converxe a f(xo).

Como f non é continua (Proposicion 4.3) en xg, existe € > 0 tal que para calquera
0 > 0 se ten que f(Bx(x0,0)) & By(f(xp),€).

En particular, collendo § = 1/k, k € N, podemos atopar x, € Bx(xo,1/k) tal que
f(xx) & By (f(xo),€).

Polo lema do sandwich (Lema 3.6), como 0 < d(xg,xo) < 1/k obtemos que {xx} — Xo.
Non obstante, d(f(xx), f(x0)) > € para todo k € N, co que {f(xx)} non converxe a f(xo),
como queriamos ver. O

Observacion 4.6. Definense as prozeccions de R™, como as aplicaciéns m;: R — R dadas
pola expresion
(T, o, Tp) = T4,

para cada i € {1,...,n}. Tendo en conta que para calquera x, y € R" obtemos

1mi(x) — m(y)| = |zi — vl
S HX - YH = d(X7Y)7

¢ doado deducir que as proxecciéns son continuas en calquera punto x € R™.

Se agora temos f: X — Y con X C R®" e Y C R™, definimo-las componentes ou
coordenadas de f como as funciéns f; = m; 0 f: X — R, para cada ¢ € {1,...,m}. Por
tanto, podemos escribir

flzy, . zy) = (fl(xl, s @)y s frn(Ts ,xn))
Resulta que unha funciéon é continua se e s6 se o son tédalas stias componentes.

Proposiciéon 4.7. Unha funcion f: X — Y é continua en Xg € X se e so se as suas
componentes f;: X — R son continuas en xq para todo i € {1,...,m}.

Demostracion. Se f é continua en Xg, como as proxeccions (Observacién 4.6) m; son con-
tinuas en todo punto, obtemos que f; = m; 0 f é continua por ser composicion de continuas
(Teorema 4.4).

Reciprocamente, supofiamos que as compoiientes fi, ..., f,, de f son continuas en xg
e vexamos que entén f tamén é continua (Definicion 4.1) en xq. Sexa ¢ > 0 dado.

Dado i € {1,...,m}, como f; é continua en xg, existe §; > 0 tal que se d(x,Xq) < ¢;

enton | f;(x) — fi(xo)| < €/v/m.
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Tomemos pois 6 = min{dy, ..., d,,} e sexa x € X tal que d(x,Xq) < 0. Entén,

AT ), Fx0)) = | S (Fi%) — fi(xo))

=1

< \§;< max {(£0x) - fj<><o>)2})
_ m( wis {17,06) - fj(Xo)|}>>

je{l1,...m

€
<\/Eﬁ:€,

como queriamos probar. O

Exemplo 4.8. Simplemente observando a definicién, é sinxelo ver que o producto escalar
(Definicién 1.1), a norma (Definicién 1.3) e a distancia (Definicién 1.9) de R™ son funciéns
continuas en todo punto.

4.2. Continuidade global

Nesta materia estaremos sobre todo interesados en funciéns que son continuas en
todolos puntos. Non empregarémo-la denominacion “globalmente continua” para unha
funcién que sexa continua en tédolos puntos a menos que queiramos enfatizar este feito.

Como sempre, tomaremos X C R" e Y C R™.

Definicion 4.9. Dicimos que f é continua en X se f é continua en x (Definicién 4.1)
para todo x € X.

O seguinte teorema é fundamental en topoloxia. De feito, a segunda equivalencia é o
que habitualmente se toma como definicion de aplicacién continua entre espacios topoléxi-
cos (Observacion 2.6).

Teorema 4.10. Sexa f: X — Y wunha aplicacion. Enton, as sequintes afirmacions son
equivalentes

» [ € continua en X.

» Para cada subconzunto V aberto en'Y , a sia imazxe reciproca, f~1(V), é aberto en
X.

» Para cada subconzunto F pechado en'Y , a sia imaze reciproca, f~1(F), é pechado
en X.

Demostracion. Suponamos que f é continua en X (Definicién 4.9) e sexa V' aberto en
Y. Vexamos entén que f~1(V) é aberto (Definicién 2.16) en X. Sexa pois x € f~1(V)
arbitrario.

Como f(x) € V e V é aberto (Definicion 2.16), existe € > 0 tal que By (f(x),e) C V.
Como f é continua en x, existe § > 0 tal que f(Bx(x,0)) C By (f(x),¢€). Por tanto,

Bx(x,0) C f~(f(Bx(x,9)))
C f_l(BY(f(X)v 6)) - f_l(v)7
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de onde se deduce que f~1(V) é aberto. !

O segundo e o terceiro enunciado son equivalentes xa que f~H (Y \G) = X \ [7}(G) e
os pechados son os complementarios dos abertos.

Finalmente, suponamos que a imaxe reciproca dun aberto en Y é aberto en X e
vexamos que entén f é continua (Definicion 4.9). Sexa x € X arbitrario, e vexamos pois
que f é continua en x (Definicién 4.1). Sexa € > 0 dado.

BUX. )

Como By (f(x),€) é aberto en Y (por ser unha bdla aberta (Proposicién 2.2)), por
hipétese f~1(By (f(x),€)) é aberto (Definicién 2.16) en X. Ademais, x € f~1(By(f(x),¢))
co que existe § > 0 tal que Bx(x,d) C f~1(By(f(x),€)). Pois ben,

f(Bx(x,0)) C f(f(By(f(x),€)))
- BY(f(X)ve))v

de modo que f é continua en x. O]

1Sexa f: X — Y unha funcién. Entén:
» Para calquera A C X, A C f~1(f(A)).
» Para calquera B C Y, f(f~'(B)) C B.
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FExemplo 4.11. O teorema anterior pode ser empregado para probar, de xeito moi sinxelo,
o caracter aberto ou pechado de moitos subconxuntos. Consideremos por exemplo os
nimeros reais a, b, ¢ € R e definamos f: R?> — R como f(x,y) = ax + by + c. Resulta
que a funcién f é continua, xa que provén de compofier funciéons continuas como son as
proxeccions, as constantes, sumas e productos. Tendo en conta isto,

» O conxunto A = {(z,y) € R? : ax + by + ¢ > 0} é aberto. En efecto, temos que
A= f71((0,00)) e sabemos que (0, 00) é aberto en R e que f é continua. Logo, pola
caracterizacién da continuidade (Teorema 4.10), A = f7!((0,00)) é aberto en R?.
E dicir, os semiplanos abertos son conxuntos abertos de R2.

= De xeito similar, o conxunto B = {(z,y) € R? : ax+by+c > 0} é pechado. En efecto,
pois B = f71([0,00)), [0,00) é pechado en R, e f é continua, e simplemente em-
pregamo-la terceira equivalencia da caracterizacién da continuidade (Teorema 4.10).

» Analogamente, as rectas tamén son pechadas, xa que se satisfai que {(z,y) € R? :
ax +by+c=0} = f71({0}) e {0} é pechado en R.

Ezemplo 4.12. Cémpre sinalar que non hai, en xeral, relacién entre a continuidade (é dicir,
que a imaxe reciproca de abertos ou pechados sexa aberto ou pechado, respectivamente),
e que a imaxe directa dun aberto ou un pechado sexa aberto ou pechado. Ponemos algtin
exemplo.

Consideramo-la funciéon f: R — {0,1} definida como

)0, sexeQ,
f(x)_{l, sex e R\ Q.

Claramente f non é continua en ningin punto de R, xa que toda bdla centrada nun
punto de R ten puntos racionais e irracionais. Non obstante, f leva calquera subconxunto
de R nun aberto de {0, 1}. Isto é asi porque calquera subconxunto de {0,1} é aberto en
{0,1}. En efecto, {0} = {0,1}n(-1/2,1/2), e {1} = {0,1} N (1/2,3/2); pola caracteriza-
cién dos abertos relativos (Proposicién 2.17) de R temos pois que {0} e {1} son abertos
en {0,1}. Como tédolos subconxuntos de {0, 1} son abertos en {0, 1}, é claro que entén
todo subconxunto de {0, 1} tamén é pechado en {0,1}. En particular, f leva abertos en
abertos e pechados en pechados.




48 Continuidade

Sexa agora g: R — R dada por g(z) = H%, que é unha funcién continua (por ser
composicién de continuas (Teorema 4.4)). Non obstante, non leva necesariamente abertos
en abertos, nin pechados en pechados. Por exemplo,

9((=1,1)) = (1/2,1],
9([1,00)) = [1,0).

4.2.1. Restriccion de funcions continuas

Sexan X CR"eY C R™.
En primeiro lugar veremos que a continuidade non depende do rango.

Proposicién 4.13. Sezxa f: X — Y unha aplicacion. Sexa Z C R™ un conzunto tal que
f(X) C Z e denotemos f: X — Z d funcion definida como f(x) = f(z), x € X. Enton,
f € continua en xg € X se e so se f é continua en Xg.

Demostracion. Suponamos que f é continua en xy € X, e vexamos que f tamén o é. Sexa
e > 0 dado.

Como f é continua (Definicién 4.1) en xq, existe § > 0 de xeito que f(Bx(Xp),0) C
By (f(xo,€)). Agora ben, como f(x) = f(x) para todo x € X, e f(X) C Y NZ, obtemos,
por definicién de béla relativa (Definicién 2.14), que f(BX (x0,0)) C Bz(f(x0),€), co que
f é continua en Xg.

Como os papeisde f: X — Y e f : X — Z son intercambiables, dediicese o resultado.

]

De feito, a partir de agora non faremos distinciéon coa notaciéon entre as funciéns f e
f da proposicién anterior (Proposicién 4.13), e simplemente denotarémo-las dias por f.

Ademais de X C R" e Y C R™ tomemos agora A C X.

Dada unha aplicaciéon f: X — Y, denominase restriccion de f a A 4 composicién

fii=foias: ABX Ly,

é dicir, & funciéon f considerada como definida soamente no conxunto A.
Dado que a inclusién i4 é continua, é obvio que
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Proposicién 4.14. A restriccion dunha funcion continua a calquera subconzunto seque
a ser continua.

FExemplo 4.15. O reciproco do anterior resultado non é certo. Tomemos por exemplo a
funcion f: R — R definida como

0, sex e,

fz) =
1, sexeR\Q.
E claro que fjg e fr\@ son continuas por ser constantes. Non obstante, f non é continua
en ningin punto de R, xa que toda bodla centrada nun punto de R ten puntos racionais e
irracionais.

Agora ben, se o conxunto 6 que nos restrinximos é aberto, entén si que podemos

garantiza-la continuidade.

Proposicién 4.16. Sexa f: X — Y unha aplicacion, A aberto en X, e suponiamos que
fla € continua. Enton, f € continua en tédolos puntos de A.

Demostracion. Sexa x € A e vexamos que f é continua (Definicién 4.1) en x. Sexa € > 0

dado.

Como f4 é continua (Definicién 4.1) en x € A, existe d; > 0 tal que fla(Ba(x,01)) C

By (f(x),€).
Como A ¢é aberto (Definiciéon 2.16) en X, existe do > 0 tal que Bx(x,d2) C A.
Tomemos pois 6 = min{dy, do}. Entén Bx(x,0) C A o que implica, pola definiciéon de
béla relativa (Definicién 2.14), que Ba(x,0) = Bx(x,0). Asi

f(BX(X7 5)) - f|A(BA(X) 5))
C By (f(x),€).

Por tanto, f é continua en x, como queriamos ver. ]
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Suponamos agora que X = AU B e que temos duas funcions g: A -Y e h: B—Y
de xeito que g(x) = h(x) para todo x € AN B. Definese a funcién combinada de g e h
como a funcién f: X — Y dada por

g(x), sex €A,

flx) =
h(x), sex € B.
Como vimos no exemplo anterior (Exemplo 4.15), a combinada de dias funciéns continuas
non ten por que ser continua. Non obstante,

Proposiciéon 4.17. Se f: X = AUB — Y € a funcion combinada de g: A — Y e
h: B—Y, etanto g como h son continuas, enton:

» Se A e B son abertos en X, enton f é continua.
» Se A e B son pechados en X, enton f é continua.

Demostracion. Suponamos que A e B son pechados en X. Sexa F' un pechado arbitrario
de Y. Enton
fHF) ={xe X f(x) € F}
={xecA:g(x)e F}U{xe B:h(x) e F}
=g '(F)Nh7H(F).

Como g e h son continuas e a imaxe reciproca dun pechado por unha funcién continua
(Teorema 4.10) é un pechado, deducimos que g~'(F) é pechado en A, e que h™*(F)
é pechado en B. Agora ben, como A e B son pechados en X, pola caracterizacion da
topoloxia relativa (Proposicién 2.17), resulta que g '(F') e h~'(F) son pechados en X.
Como a interseccion finita de pechados é pechado (Proposicién 2.11), deducimos que
f7Y(F) é pechado en X. Por tanto, f ¢ continua (Teorema 4.10). O

4.3. Continuidade uniforme

O concepto de continuidade uniforme é un concepto mais forte c¢6 da continuidade
que se emprega a miido nas matematicas. Non é un concepto puramente topoldxico, pero
introducimolo aqui xa que serd importante no futuro.

Definicion 4.18. Sexa f: X — Y unha aplicacién. Dicimos que f é uniformemente
continua se
Ve>0,30>0:d(x,y) <0 = d(f(x), f(y)) <e.

A diferencia entre a continuidade e a continuidade uniforme é que o § que aparece na
definicion, no caso da continuidade, depende do punto onde se estudie a continuidade,
mentres que para a continuidade uniforme, ¢ é independente do punto. Ademais, por pro-
pia definicion, a continuidade uniforme é un concepto global e non existe version puntual
do mesmo.

FExemplo 4.19. Obviamente, toda funciéon uniformemente continua é continua. Non obs-

tante, o reciproco non ten por que ser certo. Tomemos f: R — R definida por f(z) = z°.
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Obviamente, f é continua (Definicién 4.9). Vexamos que non é uniformemente continua
(Definicién 4.18). Sexa € = 1 e tomemos 0 > 0 arbitrario. Entén se x > 1/ temos que

2
(m—l—g) — 22

52 1
— —> —_ =
bt 205 =1,

[f (z+6/2) — f(2)] =

co que f non pode ser uniformemente continua. Nétese ademais, que como R é completo
(Teorema 3.30), a funcién f leva sucesiéns de Cauchy (Definicién 3.18) en sucesiéns de
Cauchy.

Ainda maéis chamativo é o exemplo seguinte.

Exemplo 4.20. Considerémo-la funcién f: R\ {0} — R dada por

-1, sex <0,
flz) =

1, se x > 0.

En primeiro lugar, a funcién f é continua (Definicion 4.9). En efecto, o conxunto
(—00,0) é abertoen R e fi(—o,0) = —1. Logo, por se-la restriccién a un aberto unha funcién
continua (Proposicién 4.16), f é continua en tédolos puntos de (—oo,0). Andlogamente,
(0,00) é aberto en R e f restrinxida a (0, 00) é constante, co que f é continua en tédolos
puntos de (0,00). En resumo, f é continua.

Non obstante, a funciéon f non é uniformemente continua (Definicién 4.18). Dado 6 > 0
arbitrario, tomémo-los puntos xy = —0/4 < 0 e yop = 6/4 > 0 que distan |zg—yo| = §/2 <

0. Agora ben,
|f (o) = flyo)l = |£(6/4) = f(=0/4)]
=j1- (-1 =2,

o que proba que f non ¢é uniformemente continua.

Proposicion 4.21. Se f: X — Y ¢é uniformemente continua e {x} C X € unha sucesion
de Cauchy, enton {f(xx)} € unha sucesion de Cauchy.

Demostracion. Suponamos que f: X — Y é uniformemente continua e sexa {x;} unha
sucesiéon de Cauchy en X. Vexamos que {f(x;)} é unha sucesion de Cauchy. Sexa € > 0
dado.

Como f é uniformente continua (Definicion 4.18), existe 6 > 0 tal que se d(x,y) < ¢
entén d(f(x), f(y)) <e.

Por ser {x;} de Cauchy (Definicién 3.18), existe N € N tal que d(x,,x,) < ¢ para
todo p,q > N.

Logo, se p,q > N, temos que d(x,,x,) < 6, e por tanto, d(f(x,), f(x,)) < €, como
queriamos ver. ]

Como acabamos de ver (Exemplo 4.19), o reciproco a esta proposicién non ten por
que ser certo.

Pasamos agora a introduci-los conceptos necesarios para enuncia-lo Teorema do punto
fixo de Banach (Teorema 4.24).
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Definicion 4.22. Unha funcién f: X — Y dise Lipschitziana se existe M > 0 tal que

d(f(x), f(y)) < Md(x,y),

para todo x, y € X. A constante M chamase constante de Lipschitz.

E sinxelo ver que toda funcién Lipschitziana é uniformemente continua (Definicion 4.18).
Como caso particular, temos

Definicion 4.23. Dise que f: X — X é contractiva se é Lipschitziana (Definicién 4.22)
con constante de Lipschitz M < 1.

O seguinte teorema, que se enuncia para subconxuntos de R”, pode xeneralizarse, con
practicamente a mesma demostracion, a espacios métricos (Observacion 1.11), resultando
ser un dos teoremas mais utiles das matematicas.

Dise que x é un punto fixo para unha funcién f: X — X se f(x) = x.

Teorema 4.24. (Teorema do punto fixo de Banach) Seza X un conzunto completo, e
f: X — X unha funcion contractiva. Enton f ten un unico punto fixo. Dito punto fixo
pode obterse como o limite da sucesion:

{XQ € X arbitrario,
Xk+1 = f(Xk), k Z 0.

Demostracion. Sexa pois xo € X arbitrario, e definamos inductivamente x;11 = f(xx)
con k > 0. Vexamos que a sucesién {x;} ¢ de Cauchy (Definicién 3.18).
Para k > 1, como f é contractiva (Definicion 4.23), temos que

d(Xk:+17 Xp) = d(f(xk), f(Xk:—1))

< Md(xg, Xk—1)

= Md(f(xx-1, [ (Xx—2))
< MPd(Xp—1,Xp_2)
<. < Mkd(xl,xo).

Por tanto, se p > 0, aplicando a desigualdade triangular (Proposicién 1.10),

A(Xktp, Xi) < d(Xpip, Xpap-1) + A(Xpp—1, X p—2)
+ - d(Xp, Xg)

< d(x1,%o) (Mkﬂ)_l + MFPTE Mk)

p—1
= d(Xl,X())Mk Z M*

a=0

< d(x1,%0) M"Y~ M®
a=0

Mk
T 1-M

d(Xl, Xo),

que converxe (Definicién 3.2) a 0 cando k tende a infinito (xa que 0 < M < 1). Isto proba
que efectivamente a sucesion {x;} é de Cauchy (Definicién 3.18), como afirmabamos.
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Como X ¢é completo (Definicién 3.26), a sucesién de Cauchy {xj} é converxente,
poniamos {x;} — x € X. Pola continuidade (secuencial) (Proposiciéon 4.5) de f temos
que

x = lim x;
k—o0

- Jim
= f (Jim xi1) = 760)

de modo que x é un punto fixo de f.
Finalmente, se y € X ¢é outro punto fixo de f,

d(x,y) =d(f(x), f(y))
< Md(x,y),

e por ser 0 < M < 1, deducimos que d(x,y) = 0, e en consecuencia, X =y, que é 0 que
faltaba por probar. O

FExemplo 4.25. Unha aplicacién sinxela do teorema do punto fixo de Banach é para
aproxima-la solucién dalgunhas ecuacions.
Por exemplo, a ecuacion
cos(z) =

non pode resolverse de xeito elemental. Agora ben, a funcién cos : [—1,1] — [—1,1]
é contractiva (Definicién 4.23) xa que, aplicando o teorema do valor medio do calculo
diferencial,

|cos(x) — cos(y)| = [sen(c)(z — y)|

< sen(1)|z —yl,

para calquera z, y € [—1, 1], sendo ¢ un punto entre x e y, e tendo en conta que a funcién
sen é crecente en [—1,1]. 2

Como [—1,1] é pechado (Definicién 2.8) en R, R é completo (Teorema 3.30) e os
pechados dos completos son completos (Proposicién 3.28), [—1,1] é completo, e asi, a

sucesion
Zo € [_]—7 1]7
Tp1 = cos(zg), k>0,

converxe, de acordo co Teorema do punto fixo de Banach (Teorema 4.24), & solucién de
cos(x) = x.

4.4. Homeomorfismos

A continuacién definimo-lo concepto de homeomorfismo, que nos permite establece-la
equivalencia entre dous espacios topoléxicos.

Definicion 4.26. Unha funcién f: X — Y dise que é un homeomorfismo se f é bixectiva,
e tanto ela como a sta inversa !, son continuas.
En tal caso, dise que os conxuntos X e Y son homeomorfos.

2Teorema do wvalor medio: Sexa f: [a,b] — R unha funcién continua en [a,b] e derivable en (a,b).
Entén existe ¢ € (a,b) tal que f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).
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Como a composicién de funciéns continuas é continua (Teorema 4.4), é obvio que a
composicion de homeomorfismos ¢ un homeomorfismo. En particular, isto significa que a
relacién “ser homeomorfo a” é unha relacion de equivalencia.

FExemplo 4.27. As seguintes aplicacions son homeomorfismos:

» As traslacions con respecto a un vector v.e R": Ty: R" — R", x — Ty (x) = x + V.
E doado ver que d(7Ty(x), Ty(y)) = d(x,y) para todo x, y € R"™, co cal Ty é continua;
ademais, T, =T_,.

» As homotecias de razén A > 0: Hy: R" - R", x — H)(x) = Ax. Neste caso temos
d(Hx(x), Hy\(y)) = M(x,y) para todo x, y € R", e H," = Hyj.

= As rotacions de angulo 6 € R:
Ry: R* —» R?
(2, y) = Rolz,y) = (cos& —sen 9) (x)

senf)  cos6 Y

= (xcosf —ysend, xsenf + ycosb).

Tamén se satisfai que Ry conserva as distancias (e por tanto é continua), e a sta
inversa é R,;' = R_g.

A estas alturas non serd sinxelo dar exemplos interesantes de conxuntos que non sexan
homeomorfos. Non obstante, si hai varios exemplos elementales que podemos probar agora
que son homeomorfos.

Proposicion 4.28. Todolos intervalos abertos de R son homeomorfos entre si.

Demostracion. Non daremos todolos detalles desta demostracién e s6 presentaremos algins
dos homeomorfismos necesitados, deixando o resto para o lector.

b2 A

A 4

b
N
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Dous intervalos (ay,b1) e (az, b2) son homeomorfos (Definicion 4.26). Para probar isto
basta con toma-la aplicacion f: (a1, b;) — (ag, by) definida mediante

by — as

f(t) (t —a1) + as.

by —a;

E sinxelo ver que esta aplicacién é un homeomorfismo.

Vemos por exemplo que (—1,1) é homeomorfo (Definicién 4.26) a R = (—o0,00)
definindo, neste caso, a funcién f: (—1,1) — R como

t

f(t)zl_imy

que é continua por ser composicién de continuas (Teorema 4.4) (ndtese que o denominador
non se anula), e ten inversa continua

S

I8 =1

Tamén son homeomorfos (0,1) e (0,00) sendo a funcién logaritmo un posible homeo-
morfismo (Definicion 4.26) entre eles.

Outras posibles combinaciéns de intervalos abertos tamén seran homeomorfas, e déixan-
se estas como exercicio. O

Exemplo 4.29. Un argumento similar 6 anterior sirve para ver que dous intervalos como
[a1, b1] e [az, ba] son homeomorfos. Intervalos como [a, c0) e (—00, b] tamén son homeomor-
fos, ainda que non homeomorfos 6s limitados. Ningtn intervalo pechado é homeomorfo a

R.

Proposicion 4.30. Todalas bolas abertas de R™ son homeomorfas a R™.
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En particular, tédalas bolas de R™ son homeomorfas entre si. Non obstante, bolas de
distintas dimensiéons non son homeomorfas, ainda que a demostracion desta afirmacion
tan xeral estd mais al6 dos obxectivos deste curso.

Demostracion. Vexamos primeiro que Bgn (0, 1) é homeomorfa a R"™. Para iso, basta con
defini-la aplicaciéon f: B(0,1) — R", mediante

f(x)

. X
1= [x]I°

E claro que f é continua, e pode verse que a stia inversa vén dada por

-1 y
PO =R
que tamén é continua. Logo f é un homeomorfismo (Definicién 4.26).

A continuacion, para ver que duas bdlas calquera B(x,r) e B(y, s) son homeomorfas,
basta con componer traslaciéns e homotecias (que son homeomorfismos). En efecto, sexa
f =T,0Hy oT_,. Entén, fipxn: B(x,7) = B(y,s) é un homeomorfismo (Defini-
cién 4.26). O

Un argumento similar 6 do teorema anterior valeria tamén para ver que duas bdlas
pechadas de R™ son homeomorfas entre si. Non obstante, veremos que unha bola pechada
de R™ non é homeomorfa a R"™.

4.4.1. Propiedades topoldxicas

Denotaremos xenericamente por P a unha propiedade que poida satisfacer un conxunto
(mais concretamente un espacio topoléxico (Observacion 2.6)).

Definicion 4.31. Unha propiedade P dise que é topoldxica se é invariante por homeo-
morfismos (Definicién 4.26), é dicir, que se X satisfai a propiedade P, e Y é homeomorfo
a X, enton Y tamén satisfai a propiedade P.

Por tanto, se X e Y son homeomorfos, entén teran as mesmas propiedades topoloxicas.

FEzxemplo 4.32. Propiedades topoloxicas basicas:

» “Ser finito” é unha propiedade topoldxica (Definicién 4.31). En efecto, se X é un
conxunto finito, e Y é homeomorfo (Definicién 4.26) a X, entén, como os homeo-
morfismos son aplicacions bixectivas, Y tamén é finito.

= Analogamente, “ser numerable” ou “ser mon numerable” tamén son propiedades
topoléxicas (Definicién 4.31), xa que os homeomorfismos conservan o cardinal.

» A completitude (Definicién 3.26) non é unha propiedade topoldxica (Definicién 4.31).
Por exemplo, vimos que (—1,1) e R son homeomorfos (Proposicion 4.28), pero
(—=1,1) non é completo (por non ser pechado en R (Proposicién 3.27)), mentres
que R si é completo (Teorema 3.30).

O obxectivo do que queda de curso é definir dias propiedades topoldoxicas, conexién
e compacidade, que, entre outras cousas, nos permitiran determinar nalgunhas situaciéns
se dous conxuntos son ou non homeomorfos.
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4.5. Problemas resoltos

Problema 4.33. Sexa A = {(x,y) € R? : y = 2® + 1}. Probar que toda sucesién de Cauchy
de puntos de A converxe a un punto de A.

Solucién. Considerdmo-la aplicacién f: R?* — R definida por f(z,y) = y — 2% — 1, que
claramente ¢ unha funcién continua. Entén A = f~({0}), e por tanto, A é pechado en R?
por ser imaxe reciproca dun pechado por unha aplicacién continua. Logo, A é completo,
e en consecuencia toda sucesiéon de Cauchy de A é converxente en A. O

Problema 4.34. Sexa A = {(z,y) € R? : y > |z| ou y < 0}. Calcula-lo interior de A.

Solucion. Sexa
B={(r,y) €R*:y > |z| ouy < 0}

e vexamos que Int(A) = B.

Considerdmo-la funcién f: R* — R definida por f(z,y) = y — |x|, que claramente
é continua por ser composicion de aplicaciéns continuas. Como B = f~1((0, 00))U{(z,y) €
R? : y > 0}, temos que B ¢ aberto por ser unién de abertos (o primeiro conxunto
é imaxe reciproca dun aberto por unha aplicacion continua, mentres que o segundo é un
semiplano aberto). Xa que o interior é o maior aberto contido no conxunto, temos que
B C Int(A). Falta por ver que se (z,y) € A\ B entén (z,y) ¢ Int(A). Tomemos pois
(x,y) € A\ B, é dicir, y = |z|. Sexa r > 0 arbitrario e tomemos z = min{r/2, |z|} > 0.
Entén (x,|z| — 2) € B((z, |z]),r) N (R?*\ A), pois

d((ﬂf, ‘LCD, (1:7 |l” - Z)) =2z =< 7’/2 <,
lz| — 2z < |z|, e || — 2 > 0. O

Problema 4.35. Sexa A = {(z,y) € R? : Jy| > 2*}. Calcula-lo interior de A.
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Solucion. Sexa
B ={(z,y) € R*: |y| > 2°}.

e vexamos que Int(A) = B.

Considerdamo-la funcién f: R? — R definida por f(x,y) = |y| — 22, que claramente
é continua por selo as proxeccions, o valor absoluto, a resta e a composiciéon de aplicaciéns
continuas. Como B = f~1((0,00)), temos que B é aberto por ser imaxe reciproca dun
aberto por unha aplicacion continua. Xa que o interior é o maior aberto contido no
conxunto, temos que B C Int(A). Falta por ver que se (z,y) € A\ B entén (z,y) ¢ Int(A).
Tomemos pois (z,y) € A\ B, é dicir, |y| = 2. Sexa r > 0 arbitrario. Suponamos z > 0,
sendo o caso x < 0 andlogo a este. Neste caso tomémo-lo punto (z+71/2,y) € B((x,y),r),
que non obstante satisfai (z +r/2,y) ¢ A xa que |y| = 2% < 2% +r/2. O

Problema 4.36. Decidir se o conxunto A = {(z,y) € R?: |y| > z*} é completo.

Solucion. Vexamos que A é completo.

Considerdamo-la funcién f: R?* — R definida mediante f(z,y) = |y| — 2.

Claramente é continua por selo as proxeccions, o valor absoluto, a resta e a composicion
de aplicaciéns continuas.

Como A = f71([0,00)), temos que A é pechado por ser imaxe reciproca dun pechado
por unha aplicacién continua. Como en R?, que é completo, os pechados e os completos
coinciden, A é pechado. n

Problema 4.37. Sexa X = {% tn € N} e f: X — R unha funcién arbitraria. ;)E f unha
funcién continua?

Solucién. Verdadeiro. Como {1} = (#17 ﬁ) NX,n>2e{l} = (%, oo) NX, deducimos
que tédolos subconxuntos formados por un punto de X son abertos en X. Como a unién
arbitraria de abertos de X é aberto en X deducimos que tédolos subconxuntos de X son
abertos. Se f: X — Y ¢ unha funcién arbitraria e V ¢ aberto en Y, entén f~(V) é aberto
en X (pois tédolos subconxuntos de X o son). Logo, f é continua. O
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Problema 4.38. Considerémo-la funcién f: R? — R? dada por

(4zy, 2]x]) sey > |z,
fla,y) =
(2y,22%) sey < |zl

estudia-la continuidade de f.

Solucién. Considerémo-la aplicacién g: R? — R definida por g(z,y) = y—|z|. Claramente
g é continua, e por tanto os conxuntos U = ¢~ '((0,0)) = {(z,y) € R? : y > |z|} e
V =g (—00,0)) = {(x,y) € R* : y < |z|} son abertos por seren imaxe reciproca dun
aberto por una aplicacién continua. Como fii: (z,y) € U — f(z,y) = (4ay,2|z]) € R?
é continua e U é aberto en R? concluimos que f ¢ continua nos puntos de U. Analogamente,
fivi(@y) € Vi flz,y) = (2y,22%) € R? é continua e V é aberto, co que f tamén
¢ continua nos puntos de V. En conclusién, f é continua nos puntos de U U V..
Estuddmo-la continuidade en R*\ (UUV) = {(z,y) € R? : y = |z|}. Sexax € R, z # 0,
e estudemos por tanto a continuidade en (z,|z|) € R?. Tomamo-la sucesion {(z, |z|+ 1)},
que obviamente converxe a (z,|z|). Por unha banda, f(z,|z|) = (2|z|,22?), e pola outra,
{f (2, |z[+1)} = {(4z(|z[+21), 2]z|)}, que converxe a (4x|z|, 2|x|). Como = # 0, claramente
(2|z|, 22?) # (4x|z|,2|z|) e en consecuencia f non é continua en (z, |z|), = # 0.
Finalmente estuddmo-la continuidade no punto (0,0). Sexa ¢ > 0 dado. Tomemos
6 = min{1, £} > 0. Consideremos (z,y) € R* tal que d((x,y),(0,0)) < 6. En particular

temos
2] < a2+ y?

= d((z,y),(0,0)) <0 <1,
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e asf |[z] < 2? < 1. Se y > |x|, entén

d(f(x,y), (0,0)) = d((4xy, 2|z|), (0,0))
= /162292 + 422
< [iog 1 42
< /1622 + 164

= 4d((x, ), (0,0))
<40 < 4% = €.

Por outra banda, se y < |z|, entén

d(f(l‘, y)a f(07 0)) = d((2y7 2$2)7 (07 0))

_ i

< \/4y? + 42
= 2d((z, ), (0,0))
€ €
20 < 2— = — .
<20 < 13 <€

Isto proba que f é continua en (0, 0).
En consecuencia, f é continua no conxunto {(z,y) € R* : y # |z|} U {(0,0)} e non
continua no resto dos puntos. O

Problema 4.39. Considera-la funcién f: R? — R? dada por

(y,x+1) sey>ux+1,
flz,y) =
(2x,y) sey <xz-+1.

estudia-la continuidade de f.

Solucién. Considerémo-la aplicacién g: R?* — R definida por g(z,y) = y — x — 1. Clara-
mente g é continua, e por tanto os conxuntos U = g~ *((0,00)) = {(z,y) € R? : y > x4+ 1}
eV =g'(-00,0)) = {(z,y) € R? : y < z + 1} son abertos por seren imaxe reciproxa
dun aberto por una aplicacién continua. Como fiy: (z,y) € U — f(z,y) = (y,z+1) € R?
é continua e U é aberto en R? concluimos que f é continua nos puntos de U. Analoga-
mente, fiv: (z,y) € V i+ f(z,y) = (2z,y) € R? é continua e V é aberto, co que f tamén
é continua nos puntos de V. En conclusion f é continua nos puntos de U U V.
Estuddmo-la continuidade no conxunto R*\ (U U V) = {(z,y) € R* : y = x + 1}.
Sexa ¥ € R, x # 1 e estudemos por tanto a continuidade en (z,z + 1) € R% Toméamo-
la sucesion {(z,z + 1+ 1/n)}, que obviamente converxe a (z,z + 1). Por unha banda,
flz,x+1) = (22,2 + 1), e pola outra, xa que x + 1 + 1/n > z + 1 temos {f(z,z + 1+
1/n)} ={(x+1+1/n,2+ 1)}, que converxe a (z + 1,z + 1). Como x # 1, claramente
(2z,x +1) # (x + 1,2 + 1) e en consecuencia f non ¢é continua en (z,z + 1), x # 1.
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Finalmente estuddmo-la continuidade en (1,2). Sexa € > 0 dado. Tomemos § = €¢/2 >
0. Consideremos (z,y) € R? tal que d((z,y),(1,2)) <. Se y > x + 1 entén temos

d(f(z,y), f(1,2)) = d((y 33+1)( 2))

d(

Vy —2)2 + (& —1)2
d((z, ) (1 2))

)

=€/2 <e.

Por outra banda, se y < x + 1 enton

d(f(z,y), f(1,2)) = d((2z,y),
(

Isto proba que f é continua en (1,2).
En consecuencia, f é continua no conxunto {(z,y) € R? : y # z + 1} U{(1,2)} e non
continua no resto dos puntos. O

Problema 4.40. Determinar se o conxunto
A={(z,y) eR*:cos(x) +y=2a° —7 <2 <7}
é completo.

Solucién. Vexamos que si que é completo. A aplicacion f: [, 7] x R C R? — R definida
por f(x,y) = cos(x) +y — x> é claramente continua. Entén o conxunto

1({0}) = {(z,y) € [-m, 7] x R:cos(z) +y —2° =0} = A

é pechado en [—m, ] X R por ser imaxe reciproca dun pechado por unha aplicacién conti-
nua, e por tanto tamén é pechado en R? xa que [—7, 7] x R é pechado en R%. Dado que
en R2, que é completo, os pechados e os completos coinciden, deducimos que A é comple-
to. O

Problema 4.41. Considera-la funcién f: R? — R? dada por

(2x —y,4y) sey > 2x,
flz,y) =
(0, 3x) se y < 2x.

estudia-la continuidade de f.
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Solucién. Considerémo-la aplicacién g: R?* — R definida por g(x,y) = y—2z. Claramente
a funcién g é continua, e por tanto os conxuntos U = g~ *((0,00)) = {(z,y) € R? : y > 2z}
eV =g1(-00,0)) ={(z,y) € R?: y < 2z} son abertos por seren imaxe reciproxa dun
aberto por una aplicacién continua. Como fiy: (z,y) € U — f(z,y) = (22 — y,4y) € R?
¢ continua e U é aberto en R? concluimos que f é continua nos puntos de U. Analogamente,
fivi (zy) € V = f(z,y) = (0,3z) € R? é continua e V é aberto, co que f tamén
¢é continua nos puntos de V. En conclusion f é continua nos puntos de U U V.

Estuddmo-la continuidade en R*\ (UUV) = {(z,y) e R? : y = 2z}. Sexaz € R, x # 0
e estudemos por tanto a continuidade en (z, 2z) € R?. Tomamo-la sucesion {(x—1/n, 2x)},
que obviamente converxe a (z,2x). Por unha banda, f(x,2z) = (0,3x), e pola outra, xa
que 2z > 2(z — 1/n) temos {f(x — 1/n,2z)} = {(—2/n,8x)}, que converxe a (0,8x).
Como z # 0, claramente (0,3xz) # (0,8z) e en consecuencia f non ¢ continua en (z,2z),
x # 0.

Finalmente estuddmo-la continuidade en (0,0). Sexa ¢ > 0 dado. Tomemos § =
¢/5 > 0. Consideremos (z,y) € R? tal que d((z,y),(0,0)) < 6. En particular, |z, |y| <
Va2 + y? < 6 o que implica —§ < z,y < § e por tanto,

—30=—-20—0<2x—y<20+6=30.

Se y > 2x entén temos

= \/(2z —y)* + 16y°
<1/ (39)2 + 1602
=50 =e.
Por outra banda, se y < 2z entén
d(f(z,y), £(0,0)) = d((0,3z), (0,0))
= 3|z| <36
= 3¢/b < e.
Isto proba que f é continua en (0, 0).

En consecuencia, f é continua no conxunto {(z,y) € R? : y # 2z} U {(0,0)} e non
continua no resto. O

Problema 4.42. Considera-la funcién f: R? — R? dada por

1-—y,x+1) sey—x>1,

fla,y) =
(x,1) sey—ax <1l

Estudia-la continuidade de f.

Solucién. Considerdmo-la funcién g: R? — R definida por g(x,y) = y—x, que claramente
é continua. Por tanto, temos que os conxuntos U = ¢7'((1,+00)) = {(z,y) € R? :
y—x>1 eV =g1((~00,1)) = {(z,y) € R* : y —x < 1} son abertos por ser imaxe
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reciproca dun aberto por unha funcién continua. Obviamente, a funcién fii: U — R2?,
(x,y) — (1 —y,x + 1) é continua; como U é aberto, concluimos que f é continua en
tédolos puntos de U. Analogamente, fiy: V — R?, (z,y) — (z,1) é continua, e como V
é aberto, obtemos que f é continua en tédolos puntos de V.

Falta ve-la continuidade no conxunto {(z,y) € R* : y —x = 1}. Collamos por tanto un
punto da forma (z,z + 1), x € R, e estudiémo-la continuidade nese punto. Considerémo-
la sucesién {(z + 1/n,x + 1)}. Claramente {(z + 1/n,z + 1)} — (2,2 + 1). Agora ben,
flz,z+1) = (—z,z + 1), mentres que, como (z+ 1) — (z +1/n) =1—1/n < 1, temos
{flz+1/nz+ 1)} ={(z+1/n,1)} — (z,1). Logo, se z # 0 temos (—z,x + 1) # (x,1)
de onde se deduce que f non ¢ continua nos puntos {(z,y) € R* : y —x = 1,z # 0}.

Para rematar, estudidmo-la continuidade en (0,1). Sexa pois € > 0 dado. Tomemos
§ = €. Consideremos (x,y) € R? tal que d((x,y), (0,1)) < 4.

Se y —x > 1 temos que

d(f(z,y), f(0,1)) = d((1 =y, 2 +1),(0,1))
= (1 —y)*+a?
=d((z,y),(0,1)) < =e.

Se y — x < 1, verificase que

d(f(z,y), £(0,1)) = d((x,1),(0,1))

= |z[ <22+ (y - 1)

= d((z,y),(0,1)) < § = e.

En calquera caso obtivemos d(f(x,y), f(0,1)) < € e por tanto a funcién f é continua en
(0,1).

En conclusién, f é continua no conxunto {(z,y) € R? : y — 2z # 1} U {(0,1)}, e non
continua no resto de R2, O]

Problema 4.43. Considera-la funcién f: R? — R? dada por

(x+1,2) sey>ux,

fle,y) =
(2x,2y) sey <.

Estudia-la continuidade de f.

Solucién. Considerdmo-la funcién g: R? — R definida por g(x,y) = y—z, que claramente
é continua. Entén, os conxuntos U = g7 *((0,+)) = {(z,y) e R? : y >z} e V =
g ((—00,0)) = {(z,y) € R? : y < z} son abertos por ser imaxe reciproca dun aberto por
unha funcién continua. Obviamente, a funcién fiy: U — R?, (z,y) — (z+1,2) é continua;
como U é aberto, concluimos que f é continua en tédolos puntos de U. Analogamente,
fiv: V= R? (z,y) — (2z,2y) é continua, e como V é aberto, obtemos que f é continua
en todolos puntos de V.

Falta ve-la continuidade no conxunto {(z,y) € R? : y = z}. Collamos por tanto un
punto da forma (x,z), z € R, e estudiémo-la continuidade nese punto. Considerémo-la
sucesion {(z+1/n, z)}. Claramente {(z+1/n,z)} — (x,x). Agora ben, f(z,z) = (z+1, 2),



64 Continuidade

mentres que, como z < z + 1/n, {f(z+ 1/n,2)} = {(2(x + 1/n),2x)} — (22, 2z). Logo,
se ¢ # 1 temos (z + 1,2) # (2z,2x) de onde se deduce que f non é continua nos puntos
{(z,y) eR?:y =z,x # 1}.

Para rematar, estudidmo-la continuidade en (1,1). Sexa pois € > 0 dado. Tomemos
§ = €/2. Consideremos (z,y) € R? tal que d((z,v), (1,1)) < 4.

Se y > x temos que

d(f(z,y), f(1,1)) = d((z + 1,2),(2,2))
= |z —1|
<V@-12+ -1y
= d((l’,y),(l,l))

<d=¢€/2<e.

Se y < x, temos

d(f(z.y), f(1,1)) = d((22,2y), (2,2))
= /(22— 2)2 + (2y — 2)2
- W (z —1)2 4 (y — 1)

<26 =
En calquera caso obtivemos d(f(z,y), f(1,1)) < €, e por tanto, a funcién f é continua
n (1,1).
En conclusién, f é continua no conxunto {(z,y) € R? : y # x} U {(1,1)}, e non
continua no resto de R?. O]

Problema 4.44. ;Se X é un conxunto completo e f: X — Y é continua, é f(X) completo?

Solucion. Falso. De feito (0,1) é homeomorfo a R, pero (0,1) non é completo e non
obstante R si o é. O

Problema 4.45. Considera-la funcién f: R? — R? dada por

(x,1) sey > e’
flz,y) =

(senzx,y) sey <e’.

Estudia-la continuidade de f. (Axuda: |senz| < |z|, para calquera z € R.)

Solucién. Consideramo-la funcién continua g: R?> — R definida por g(z,y) = y — €.
Entén, os conxuntos U = g~ 1((0,+00)) = {(z,y) ER? : y > e} e V = g7'((—00,0)) =
{(z,y) € R? : y < €*} son abertos por ser imaxe reciproca dun aberto por unha funcién
continua. Obviamente, a funcién fi;: U — R?, (2,y) — (z,1) é continua; como U é aber-
to concluimos que f ¢ continua en tédolos puntos de U. Analogamente, fjy: V — R?
(z,y) — (senx,y) é continua, e como V é aberto, obtemos que f é continua en tédolos
puntos de V.
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Falta ve-la continuidade no conxunto {(z,y) € R? : y = e*}. Collamos por tanto un
punto da forma (x,e”) e estudiémo-la continuidade nese punto. Considerémo-la sucesién
{(x 4+ 1/n,e")}. Claramente {(x + 1/n,e”)} — (z,e"). Agora ben, f(z,e”) = (x,1),
mentres que, como e® < e*T/" {f(x 4+ 1/n,e®)} = {sen(z + 1/n),e*} — (senx,e®) pola
continuidade da funcién sen. Logo, se x # 0 temos e* # 1, e asi (x,1) # (senz,e”), de
onde se deduce que f non é continua nos puntos {(z,y) € R? : y = e®, x # 0}.

Para rematar estudidmo-la continuidade en (0, 1). Sexa ¢ > 0 dado. Tomemos § = .
Consideremos (z,y) € R? tal que d((z,y), (0,1)) <.

Se y > e” temos que

d(f([L’, y)> f((), 1)) = d((ZL‘, 1)’ (07 1))

= | < a2+ (y = 1)

=d((z,9),(0,1)) <d =
Se y < e*, dado que |senz| < |z|, chegamos a que
d(f(z,y), f(0,1)) = d((senz,y), (0,1))
= /sen?z + (y — 1)?
< a4 (y —1)?

= d((z,y),(0,1)) < 6 = .

En calquera caso obtivemos d(f(z,y), f(0,1)) < ¢, e por tanto a funcién f é continua
en (0,1).

En conclusién, f ¢ continua no conxunto {(z,y) € R* : y # €} U {(0,1)}, e non
continua no resto de R2. O

Problema 4.46. Considera-la funcién f: R? — R? dada por

(:E+y7:£—y> se r # 0,
fla,y) = v
(1,1) se x = 0.

Estudia-la continuidade de f.

Solucién. En primeiro lugar, definfimo-lo conxunto U = {(z,y) € R?* : x # 0}. Vexamos
que U é aberto. Para iso consideramo-la proxeccién na primeira variable m;: R? — R,
x + 7 (z,y) = x. Entén resulta evidente que U = 77 '(R \ {0}), e como 7, é continua, e
R\ {0} é aberto en R (por ser {0} pechado), deducimos que efectivamente U é aberto en
R2. Agora observamos que Jiv vén definida como
f|U(37,y) = <w7 H) ’
x x
de modo que por ser fjy un cociente de polinomios onde o denominador non se anula,
concluimos que fiy é continua en U. Agora ben, como U ¢ aberto, deducimos que f
¢ continua en todolos puntos de U.
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A continuacién estudidmo-la continuidade en A = R2\ U = {(z,y) € R® : 2 = 0} =
{0} x R. Sexa (0,y) € A un punto arbitrario. Considerdmo-la sucesién {(1 + 1)}, que
obviamentemente converxe a (0,y). E claro que {(Z,y+ 1)} C U pois = #0, co cal

{f(i,erTll)}:{<i+zf+}1’7ll_?_i>}

n

Se y # 0, a sucesion anterior diverxe, e por tanto f non pode ser continua en (0,y) € A,
con y # 0. Por outra banda, se y = 0, a sucesién anterior converxe a (2,0); como f(0,y) =
(1,1) # (2,0), concluimos que f tampouco pode ser continua en (0,0).

En definitiva, f é continua no conxunto U = {(z,y) € R? : z # 0}, e non continua en
R?\ U = {0} x R. O

Problema 4.47. Considera-la funcién f: R? — R? dada por

(2%, 3y) sey>a2i+1,
fla,y) =
(y—1,3x+3) sey<z?+1.

Estudia-la continuidade de f.

Solucion. Considerémo-la aplicacién g: R*? — R definida por g(x,y) =y — 2? — 1. Clara-
mente g é continua, e por tanto os conxuntos U = g7 ((0,0)) = {(z,y) € R? : y > 2*+1}
eV =g"1(-00,0)) = {(z,y) € R?*: y < 2> + 1} son abertos por seren imaxe reciproxa
dun aberto por una aplicacién continua. Como fii: (z,y) € U — f(z,y) = (22, 3y) € R?
é continua e U é aberto en R?, concluimos que f ¢ continua nos puntos de U. Analoga-
mente, fiy: (z,y) € V = f(z,y) = (y — 1,3z + 3) € R* é continua e V' ¢é aberto, co que
f tamén é continua nos puntos de V. En conclusién, f é continua nos puntos de U U V.

Estuddmo-la continuidade en R* \ (U U V) = {(z,y) € R* : y = 2% + 1}. Sexa
x € R, x # 0,1, e estudiemos por tanto a continuidade en (aj,:c2 + 1) € R%. Tomamo-
la sucesion {(z,2? + 1+ 2)}, que obviamente converxe a (x,2% + 1). Por unha banda,
flx, 2?2 4+ 1) = (22,32 + 3) e pola outra, {f(z,2? + 1+ )} = {(2% 32% + 3+ 3/n)}, que
converxe a (z2,3z% + 3). Como z # 0,1, claramente (a: 3z +3) # (22,322 + 3), e en
consecuencia, f non é continua en (z,z*+ 1), z # 0, 1.

Falta por estudia-la continuidade en (0, 1) e (1,2). Empezamos por (0, 1). Sexa ¢ > 0
dado. Tomemos § = min{1,¢/3} > 0. Consideremos (x,y) € R? tal que d((z,y), (0,1)) <

§. En particular, |z| < /22 + (y — 1)2 = d((z,y),(0,1)) < § < 1, o que implica 2% < 1, e
por tanto, #* < 22. Se y > 2% + 1 entén

A(F (), £(0,1)) = d((2, 3y), (0,3))
= /2t + (3y — 3)?
< \/x2 +9(y — 1)2
< \/9:1:2 +9(y —1)?

=3/ + (y — 1)?

= 3d((z,9),(0,1)) < 35 < 3¢/3 =e.
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Se y < 2%+ 1 entén
y—1,3z+3),(0,3))
y —1)? + 9x2
9(y — 1) + 922
=3y/x2+ (y — 1)?
3d((z,y),(0,1)) <35 < 3¢/3 =e.

Por tanto, f é continua en (0,1).
Finalmente estudidmo-la continuidade no punto (1,2). Sexa ¢ > 0 dado. Tomemos
neste caso 6 = min{1,e/3} > 0. Consideremos (x,y) € R? tal que d((x,y), (1,2)) < 4.
Sexa y > x? + 1. Como |z — 1] < \/(x—1)2+(y—2)2<6§ 1 temos que 0 < z < 2,
e por tanto, —3 < 1 < z+ 1 < 3; logo |z + 1| < 3. Isto implica |22 — 1| = [z + 1||z — 1] <
3|z — 1|. Tendo isto en conta verificase que

d(f(x,y), f(1,2)) = d((«*,3y), (1,6))
= /(22 —1)2 + (3y — 6)?
< \/9 (x—1)2+ —2)2
=3z —1)2+ (y - 2)2

= 3d((z,v), (1, ))<36<36/3—6

Por outra banda, se y > 22 + 1, entén

d(f(z,y), f(0,0)) = d((y — 1,3z +3),(1,6))
(y —2)* + (3z — 3)?
1

(=12 +(y—2)
<\/9(z—1)24+9(y — 2)?
=3/(z =12+ (y—2)
=3d((z,9),(1,2)) <36 < 3e¢/3=¢

Isto proba que f é continua en (1,2).
En consecuencia, f ¢ continua no conxunto {(z,y) € R* : y # 2>+ 1} U{(0,1), (1,2)}
e non continua no resto dos puntos. O

Problema 4.48. Estudia-la continuidade da seguinte funcién: f: R? — R,
(z,9)
fla,y) = 4 @)l
(ZL’, _y) se ||(x7y)H <1l
Solucion. Considerémo-los subconxuntos
U={(z,y) € R*: 2” + 4> > 1} = R?\ BJ[(0,0), 1],
V ={(z,y) e R*: 2* +y* < 1} = B((0,0),1).

e [|(z, )l = 1,
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Esta claro que U é aberto, por se-lo complementario dunha bdéla pechada, e V' é aberto,
xa que é unha bola aberta. Como

fu: U =R (z,y) = (x,y)/\/2? + ¢

é continua (ndtese que o denominador non se anula en U), e U é aberto, deducimos que
f € continua nos puntos de U. Analogamente,

fiv:V— R2, (z,y) — (x,—y)

¢ continua e V' ¢é aberto, co que f é continua nos puntos de V. Por tanto, ata agora
probamos que f é continua nos puntos de U U V.

Estudidmo-la continuidade en S' = {(z,y) € R?*: 22 + y* = 1}. Sexa (z,y) € S*, con
y # 0. Considerémo-la sucesién {(1 — %) (x, y)} Obviamente,

co que tal sucesién estd contida en V. Claramente {(1 - %) (x, y)} — (z,y). Agora ben,

f(@y) = (@ 9)/ (2,9l = (2,9),

(G I (G CD)

converxe a (z,—y). Como y # 0, temos que (z,y) # (z,—y) e por tanto a funcién f non
é continua no punto (z,y) € S*, y # 0. En consecuencia, f non é continua en S\ {(+1,0)}.
Finalmente estudidmo-la continuidade en (£1,0). Sexa ¢ > 0 dado. Tomemos § = e.
Consideramos (z,y) € R? tal que d((x,y), (£1,0)) < 6, é dicir, (z F 1)* + y? < 6%
Se ||(z,y)|| < 1 entén,

=\(@F1)* +y?
<d=c¢e

mentres que

Suponamos agora que ||(z,y)|| > 1. Neste caso a acotacién resulta mais complicada.
En primeiro lugar,

(1, 0)>2

y2

(ﬁ* >++y
(1 m)
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Recordemos que x2+y* > 1, e observemos que, como |z| < /22 + y2, temos +2x/y/2% + 32 >
—2. Isto implica

2z
(V’”“ytl)(vx”y“li\m) 20,

xa que os dous factores son non negativos. Operando,

2x
0<z>+y’—1F2r+
< y F T

xr
=(zF 1)+ 2—2(1 )
(zF1)"+y iy

ou, equivalentemente,

X

2(1F ) S@FI 402

En definitiva,

9 x
S ) S0 =215 L)
<(zF1)?+y°
<6 =é
co que f é continua en (£1,0).
En conclusién f é continua no conxunto {(z,y) € R* : 22 +y? # 1} U {(1,0),(—1,0)}
e non continua no resto. [l






Capitulo 5

Conexion

Unha das propiedades topoldxicas mais utiles para descartar que dous conxuntos sexan
homeomorfos é a conexién. Ademais, neste capitulo tamén empregarémo-la conexién por
caminos, outra propiedade topoloxica relacionada, que na practica a veces resulta mais
doada de manexar.

5.1. Conxuntos conexos

Intuitivamente, unha separaciéon dun conxunto consiste en exhibir a este como unién
de dous anacos.

O concepto de “anaco”, non obstante, compre definilo con precision. A primeira idea
seria exhibir ¢ conxunto X como unién disxunta de dous subconxuntos complementarios,
é dicir, X = UUYV con UNV = (. Claramente, isto non é suficiente, xa que hai moitas
formas de escribir un conxunto deste xeito. Agora ben, debemos esixir que estes dous
anacos do conxunto estean “separados”, ou mais precisamente, que non sexan adherentes
o un 6 outro. A nova condicién serd por tanto, UNV = ), onde a clasura se refire 4 clasura
relativa en X. E sinxelo ver que esta ultima condicion é equivalente a dicir que para cada
x € X existe r > 0 tal que Bx(x,7)NU =0 ou Bx(x,7)NV =0. Xaque X =U UV,
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isto quere dicir, Bx(x,r) C V ou Bx(x,r) C U, ou o que é o mesmo, que U e V son
abertos en X. Isto xustifica a definiciéon habitual da bibliografia:

Definicion 5.1. Sexa X C R"™. Dicimos que U | V' é unha separacién de X se
» U e V son abertos en X (Definicién 2.16),
» X =UUV,
s UNV =0.

Todo conxunto X admite a separacion () | X, que é a que se chama separacién
trivial.

Un conxunto sera conexo cando non se pode separar en varios anacos. E dicir,
Definicion 5.2. Dise que X C R" é conexo se a Unica separacién que admite é a trivial.

Equivalentemente, temos a seguinte caracterizacion.

Proposicion 5.3. Un conzunto X € conexo se e so se 0s unicos subconzuntos de X que
son d vez abertos e pechados en X son () e X.

Demostracion. Suponamos que X é conexo, e suponiamos que U é aberto (Definicion 2.16)
e pechado (Definicién 2.18) en X. Entén V = X \ U é aberto e pechado en X, e por tanto,
U | V é unha separaciéon de X (Definicién 5.1). Como X é conexo (Definicién 5.2), a
separacion é trivial, e por tanto, U = () ou U = X.

Reciprocamente, se U | V é separacién (Definicién 5.1) de X, como U e V son abertos
en X (Definicion 2.16) e un é o complementario do outro, entén U e V' son tamén pechados
(Definicién 2.18). Por hipétese, U = () ou U = X, o cal significa que a separacion U | V
é trivial. O]

Observacion 5.4. Antes de continuar convén face-la seguinte precision. Sexa X un con-
xunto e U | V unha separacién de X. Tomemos agora Y C X. Enton UNY |V NY
¢ unha separacion de Y.
En efecto,
UnYyY)uVnY)=UuVv)ny
=XNY =Y,

UnNnYy)Nn(Vny)=0nYy =0,

e pola caracterizacién dos abertos relativos (Proposicién 2.17), UNY e V NY son abertos
en Y. Eventualmente referirémonos a esta separacién como a separacién de Y inducida
pola separacion U | V de X.

O feito de que a separacion UNY | V NY sexa trivial quere dicir que UNY = () ou
UNY =Y, o cal é equivalente, respectivamente, a que Y C VouY C U.

Cémpre resaltar que non toda separacién de Y vén inducida por unha separacion de
X. Ademais, se X é conexo, Y non ten por que selo, e reciprocamente, se Y é conexo
tampouco ten por que selo X.

FExemplo 5.5. Presentamos algins exemplos elementais:

» Un conxunto cun s6 punto, {x} é conexo, xa que a tnica separacién posible de {x}

é 0 {x}.
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Figura 5.1: Separacién inducida

O conxunto {x,y}, con x # y, non é conexo. Isto séguese do feito de que calquera
subconxunto de R™ é Hausdorff (Exercicio 3.5).

= En xeral, todo conxunto finito de R™ con mais dun punto é non conexo.

= Q non é conexo: por exemplo, (—00,v/2) NQ | (v/2,00) N Q é unha separacién non
trivial de Q.

= Madis xeralmente, se X C Q, entén os tnicos subconxuntos conexos de X son os
formados por un tnico punto. En efecto, suponamos que X ten polo menos dous
puntos z, y € X, x < y, e sexa r € R\ X un ntmero irracional con x < r < y.
Entén (—oo,7) N X | (r,00) N X é unha separacion non trivial de X.

Probar que un conxunto é conexo non é sinxelo en xeral. Empezaremos por tanto
determinando os conxuntos conexos da recta real.

Definicion 5.6. Un subconxunto A C R dise un intervalo xeneralizado se para calquera
x,y € A con z <y se satisfai que se z < z < y entén z € A.

Noutras palabras, os intervalos (xeneralizados) son os subconxuntos de R que satisfan
que, dados dous puntos calquera do conxunto, toddolos puntos intermedios tamén estan no
conxunto. E un sinxelo exercicio ver que os intervalos xeneralizados de R son precisamente:

Q)a {CL} = [CL, a]v R = (_007 OO)
(CL, b): (a7 OO), (—oo,b),

a,b), |a,00), [b, 00),

[a, b]
[a,b), (a,b].
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cona,be R, a<b.
Teorema 5.7. Os conzuntos conexos de R son zustamente os intervalos zeneralizados.
En particular, R é conexo.

Demostracion. Suponamos primeiro que A C R non é un intervalo xeneralizado (Defi-
nicién 5.6). Entén existen z, y € Ae z € Rcon z < z < y tal que z ¢ R. Sexan
U= (—00,2)NAeV = (z,00) N A. Obviamente, U e V son abertos en X (Proposi-
cion 2.17), A=UUV,eUNV = (. Logo, U | V é unha separacién (Definicién 5.1)
de A, e como x € U e y € V, dita separacion é non trivial. Por tanto A non é conexo
(Definicién 5.2).

Reciprocamente, suponiamos que I é un intervalo xeneralizado (Definicién 5.6) de
R, e vexamos que I é conexo. Pola contra, suponiamos que U | V é unha separacion
(Definicién 5.1) non trivial de I. Sexan a € U e b € V, e suponamos que a < b. Como [
¢ un intervalo xeneralizado (Definicién 5.6), en particular [a,b] C I.

Definimos A = {z € R : [a,z] C U}. Claramente U # (), pois a € A xa que {a} =
[a,a] C U. Ademais, A é limitado superiormente, pois b é unha cota superior de A xa que
[a,b] ¢ U. Polo axioma do supremo (Observacion 3.29) de R, sexa z = sup A. Como [
¢ un intervalo xeneralizado (Definicién 5.6), e a < z < b, temos que z € [.

Supofiamos z € U; en particular, z < b.

Se z = a, como U é aberto en I, existe r > 0 tal quea+r <be (a—r,a+r)NI CU.
Como [ é un intervalo xeneralizado (Definicién 5.6) e [a, b] C I, en particular, [a,a+17) C
U. Pero entén [a,a + r/2] C U, o que significa que a + r/2 € A, contradicindo que
a = sup A.

Logo z > a. Como U é aberto en I (Proposicién 2.17), existe r > 0 de xeito que
a<z—r<z4+r<be(z—r,z+r)NI CU. Como [a,b] C I, (z—r,z+1r) C U. Por
definicién de supremo (Definicién 1.16), existe t € A tal que ¢t > z — r. Enton,

a,z+g} Cla,tj]U(z—r,z4+7r)CU,

o que contradi que z é o supremo de A.

Por tanto, z € V; en particular, a < z. Como V é aberto en I (Proposicién 2.17),
existe r > 0talquea < z—re(z—r,z+r)NI CV.Nétese que [a,b] CTez<b,co
que (z —r,z] C V. Como z = sup A, por definicién de supremo (Definicién 1.16), existe
t>z—rtal quet € A, é dicir, [a,t] C U. Isto é absurdo pois entén t € UNV = ).

Chegamos por tanto a unha contradiccién tanto se z € U como se z € V. Dado que
I =U UV, aseparacion U | V non pode ser non trivial, o que proba que I é conexo. [

O seguinte resultado exprésase de xeito sucinto dicindo que a imaxe continua dun
conexo €é conexo.

Teorema 5.8. Sexa X C R"™ un subconzunto conexo e f: X — Y wunha aplicacion
continua. Entén o conzunto imaze f(X) € conexo.

Demostracién. Sexa U | V unha separaciéon de f(X). Vexamos que f~Y(U) | f~1(V)
¢ unha separacion de X.
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S

En primeiro lugar,

fOyufiv) =

“Lwuv)
(X)) =X,

f
f
Tamén,
[FO)n vy = uny)
=f70) =0
asi que f~(U) e f~1(V) son unién disxunta de X.*
Por tltimo, como f é continua (Teorema 4.10), f~(U) e f~'(V) son abertos en X.
Logo, f~(U) | f~1(V) é efectivamente unha separacién (Definicién 5.1) de X, e como X

é conexo (Definicién 5.2), deducimos que f~H(U) = 0 ou f~*(V) =0, o que implica U = ()
ou V =0, é dicir, que f(X) é conexo. O

En particular, como os homeomorfismos son continuos e sobrexectivos, se X e Y son
homeomorfos, X é conexo se e s6 se Y é conexo. E dicir,

Corolario 5.9. A conexion é unha propiedade topoloxica.

Combinado co resultado anterior, a seguinte proposiciéon permitira probar que unha
ampla gama de conxuntos son conexos.

Proposicién 5.10. Sexan X e Y dous conzuntos conexos. Enton, o seu producto carte-
siano X XY é conexo.

Demostracion. Pola contra suponiamos que X X Y non é conexo. Enton existe unha sepa-
racién (Definicién 5.1) non trivial U | V de X x Y, é dicir, U e V son abertos en X x Y,
UuV=XxY, UNV=0eU,V #0. Asi, sexan (x1,y1) € U e (Xa,y2) € V.

1Sexa f: X — Y unha funcién. Sexan A, B C Y. Entén:

i
=
C
i
&
I
i
S
C
=
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{x,} XY
— Xx Y
1 (x5, ¥2)
y U
(X1, ¥1) (%2, ¥1) A {yl}
t 1
X

Como X é homeomorfo (Definicién 4.26) a X x {y;}, por se-la conexién unha propie-
dade topoldxica (Corolario 5.9), deducimos que X x {y;} é conexo. Sabemos que

UNX x{y1}) | V(X x{yi})

¢ unha separacién (Observacién 5.4) de X x {y;}. Como X x {y1} é conexo e (x1,y1) €
UN(X x{y1}) teremos que ter entén UN (X x {y1}) = X x{y1} e VN (X x {y1}) =0,
é dicir, X x {y1} C U.

Analogamente, como Y é homeomorfo (Definicién 4.26) a {x5} x Y, deducimos, por se-
la conexién unha propiedade topoléxica (Corolario 5.9), que {x3} X Y é conexo. Sabemos
que

UN{x} xY) | VN({xx}xY)

é unha separacién (Observacién 5.4) de {x2} x Y. Como {x2} X Y é conexo, e (x3,y3) €
VN({x2} xY), terda queser UN ({x2} xY)=0e VN ({x}xY)={x} xY, ¢ dicir,
{x2} xY CV.

En consecuencia,

(x2,¥1) € (X x {y1}) N ({x2} x Y)
cUnNnv =40,

o que non pode ser. Por tanto, X x Y é conexo (Definicion 5.2). O

Aplicando a asociatividade do producto cartesiano, pode probarse que calquera pro-
ducto cartesiano finito de conexos é conexo. En particular,

Corolario 5.11. R" é conezxo.

Presentamos agora unha aplicacion dos tultimos resultados.

FExemplo 5.12. Sexan a, b € R con 0 < a < b. Entén, un anel circular
X ={(z,y) eR?: a*® < 2% +¢* < b?}

é conexo.
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Considerémo-la funcién f: [a,b] x [0,27] — R? dada por f(r,6) = (rcosf,rsenf).

Claramenté f é continua, pois as stias componentes son composicién de funciéns conti-
nuas (Teorema 4.4). Como os intervalos son conexos (Teorema 5.7), e o producto cartesiano
de conexos é conexo (Proposicién 5.10), [a,b] x [0, 27] é conexo.

Ademais f([a,b] x [0,27]) = X, xa que § — (rcosd,rsenf) parametriza unha circun-
ferencia de radio r, e X é unién de circunferencias con radios variando entre a e b. Por
ser imaxe continua dun conexo (Teorema 5.8), X é, por tanto, conexo.

Unha técnica 1til para probar que un conxunto é conexo ¢é expresalo como unién de
conexos con interseccion non baleira.

Proposicion 5.13. Sexa {X;}ier unha familia de conzuntos conexos tal que Nier X; # 0.
Enton, U;c1 X; € conexo.

Demostracion. Sexa U | V unha separacion (Definicién 5.1) de U;er X;;.

Como por hipétese N;er X; # (0, podemos tomar x € N;e; X;. Supofiamos por exemplo
que x € U.

Dado ¢ € I, temos que U N X; | V N X; é unha separacién (Observacién 5.4) de X;, e
como X; é conexo (Definicién 5.2), dita separacién é trivial. Xa que x € UNXj;, concluimos
VNX;, =0, ¢édicir, X; C U.

Pero como ¢ € [ foi tomado arbitrariamente, chegamos a que U;c; X; C U, o que
implica V' = () e por tanto a separacién orixinal é trivial, como queriamos ver. O

O tltimo resultado de utilidade que veremos para probar que un conxunto é conexo ¢é
Proposicién 5.14. Sexa X un conzunto conero. Se X CY C X, enton Y é conexo.
En particular, a clausura dun conxunto conexo é outro conxunto conexo.

Demostracion. Sexa U | V unha separacién (Definicion 5.1) de Y. Entén, UNX |V N X
¢ unha separacion de X. Como X é conexo, dita separacion é trivial, e por tanto, podemos
suportier, por exemplo, que U N X = (), é dicir, X C V.
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A

Sexa x € U. Como U é aberto en Y, existe r > 0 tal que By(x,7) C U. Como
x € Y C X, temos que By(x,7) N X # . Pero entén, como By (x,7) C Ue X C V,
obtemos U NV # (), contradiccion. Por tanto, U = (), de modo que U | V é trivial, e en
consecuencia Y é conexo (Definicion 5.2). O

Finalmente podemos probar unha xeneralizacién do coniecido teorema de Bolzano.

Teorema 5.15. (dos valores intermedios) Seza X C R"™ conezo e f: X — R unha
aplicacion continua. Sexan X1, x3 € X ey € R tal que f(x1) <y < f(x2). Enton, existe
x € X tal que f(x) =y.

Demostracion. Como a imaxe continua dun conexo é conexo (Teorema 5.8), resulta que
f(X) é un conexo de R. Xa que os conexos de R son os intervalos (Teorema 5.7), f(x1),
f(x2) € f(X), e f(x1) <y < f(x2), deducimos que y € f(X), de onde se deduce o
resultado. O

5.2. Conxuntos conexos por caminos

A conexién por camifios é outra propiedade topoldxica que implica a conexién, e que
a miudo é mais sinxela de manexar. Tamén ten un significado un pouco mais intuitivo.

A conexién por caminos poderia ter sido introducida antes da conexién para xustifica-
la dltima como unha xeneralizacion da primeira. Non obstante, os resultados relativos
4 conexion por caminos dependen esencialmente de ter demostrado previamente que os
intervalos son conexos. Por outra banda, o concepto realmente 1til é en xeral a conexion,
non a conexién por caminos, sendo esta un método util para probar que un conxunto
é conexo.

Empezamos co concepto intuitivo de camino.

Definicion 5.16. Sexa X C R" e x, y € X. Un camino en X unindo x e y é unha
aplicacién continua v: [0,1] — X tal que v(0) =x e y(1) =y.
En tal caso dise que x e y estan conectados por un camino en X.
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O interés da seguinte proposicién non é tanto o seu enunciado, se non a sta demos-
tracién, que nos permite ver como se percorren caminos en sentido inverso ou como se
concatenan caminos.

Proposicién 5.17. A relacion “estar conectado por un camino en X’ € de equivalencia.

Demostracion. Dado x € X, é evidente que x esta conectado con el mesmo por un camino
(Definicién 5.16) en X. Basta coller : [0,1] — X definido como ~v(t) = x, ¢ € [0, 1].
Suponiamos agora X, y € X, e que X e y estdn conectados por un camino (Defini-
cién 5.16) v: [0,1] — X con y(0) = x e 7(1) = y. Vexamos que entén y estd conectado
con x mediante un camino en X. Para iso basta toma-lo camino inverso (percorrido en
sentido contrario):
7:10,1] = X

t=A(t) =1 - 1),

que é continuo por ser composicién de aplicaciéns continuas (Teorema 4.4), a stia imaxe
estd en X porque coincide coa imaxe de 7, e satisfai ¥(0) = (1) =y, (1) = v(0) = x.
Finalmente sexa 7: [0,1] — X un camino (Definicién 5.16) entre x = y(0) e y = (1),
e 0:[0,1] — X un camifio (Definicién 5.16) entre y = 0(0) e z = o(1). Vexamos que x e
z estan conectados por un camino en X. Para isto basta con concatena-los camifios v e o

mediante
yxo:[0,1] = X

Es (75 0)(t) =

Notese que a aplicaciéon estd ben definida por v(1) = ¢(0), e é continua por ser unha
funciéon combinada (Proposicién 4.17). Finalmente (7 * o) = v(0) = x e (y*0)(1) =
o(l) =z O

Estamos agora en posicion de da-la seguinte definicion:
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Definicion 5.18. Un conxunto X C R"™ dise conexo por camiiios se todo par de puntos
de X poden ser unidos por un camino en X.

A conexion por caminos, ademais de ser un pouco maéis intuitiva cd conexion, sirve
como método para probar que un conxunto é conexo.

Teorema 5.19. Se X ¢ conexo por caminos, enton X € conexo.

Demostracion. Suponamos que X é conexo por caminos e que, pola contra, X non ¢é co-
nexo. Entén existe unha separacion (Definicién 5.1) U | V' de X non trivial, é dicir, U e
V son abertos non baleiros de X, X =UUV,eUNV = .

Sexan x € U ey € V. Como X é conexo por caminos (Definicién 5.18) existe un
camino (Definicién 5.16) ~v: [0,1] — X tal que 7v(0) = x e 7(1) = y. Vexamos que
v HU) | v1(V) é unha separacién non trivial de [0, 1].
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Como v é continua (Teorema 4.10), v~ (U) e v~ (V) son abertos en [0, 1]. Ademais,

T HU)YUAY (V) =71 (UUY)
=y7HX) =[0,1]

THU)NATHV) =471 U NY)
=y7H(0) = 0.

Finalmente, 0 € y~'(U) pois v(0) =x € U e 1 € vy }(V) pois y(1) = y € V. Probamos
entén que v~ H(U) | y71(V) é unha separacién non trivial de [0, 1] o cal é unha contradiccién
pois [0, 1] é conexo. Por tanto, X é conexo. O

O igual que sucede cos conexos, a imaxe continua dun conxunto conexo por caminos
é conexo por caminos.

Proposicién 5.20. Sexa X C R" un subconzunto conexo por caminos e f: X — Y unha
aplicacion continua. Enton o conzunto imaze f(X) € conexo por caminos.

Demostracion. Sexan yq, y1 € f(X).

Entén existen xg, x; € X tales que f(x0) = yo e f(x1) = y1. Como X é conexo por
camifios (Definicion 5.18), existe un camino (Definicién 5.16) v: [0, 1] — X tal que v(0) =
xo € (1) = x;. Como a composicién de aplicaciéns continuas ¢ continua (Teorema 4.4),
fov:[0,1] = f(X) é un camino unindo (fo7)(0) = f(xg) =yo e (foy)(1) = f(x1) = y1,

O]

que é o que buscabamos.
Corolario 5.21. A conexion por caminos é unha propiedade topoldzica.

A hora de probar que un conxunto é conexo por camifios, a dificultade non é tanto
busca-lo camifio, se non mais ben probar que o camino esta, efectivamente, contido no
conxunto. Para facer isto non hai ningunha técnica fixada: simplemente hai que emprega-la
definicion da aplicacion e do conxunto, e utiliza-las técnicas tipicas da teoria de conxuntos.



82 Conexion

~ - -

FExemplo 5.22. As bélas de R" son conxuntos conexos por camifios.

De feito, probaremos que as bélas son convezxas, € dicir, que calquera par de puntos
dunha béla poden ser unidos mediante un segmento contido na bdla.

Considerémo-la béla B(xg,r) de R™. Tomemos x, y € B(xg,r) arbitrarios. Consi-
derdmo-la funcion f: [0, 1] — R™ definida mediante f(t) = (1 — ¢)x + ty. Claramenten f
é continua, f(0) =x e f(1) =y. Temos simplemente que ver que f([0,1]) C B(Xo,).

Para ver esto ultimo sexa t € [0, 1]. Entén, aplicando as propiedades da norma (Pro-
posicién 1.4),

d(f(t),x0) = [I(1 = t)x + ty — x|
=[[(1 —-t)x+ty — (1 —t)xo — txo|
= [|(1 = t)(x — x0) + t(y — %)l
< 1 —t[[[x = %ol + [t]lly — ol

<(I—=tr+tr=r,
co que f(t) € B(xq,r) como queriamos ver.
Para bolas pechadas a demostracion seria analoga.

Finalmente, acabamo-lo tema exhibindo un exemplo dun conxunto que é conexo, pero
que non é conexo por caminos.

FExemplo 5.23. Non todo conxunto conexo é conexo por caminos. Para ver isto definimos

en primeiro lugar
X = U {(x,x> ER2:xER}.
n

neN

Vexamos primeiro que X ¢é conexo. A aplicacién h: R — {(z,z/n) € R? : z € R},
x +— (z,x/n) é claramente un homeomorfismo (Definicién 4.26). Como R é conexo (Teo-
rema 5.7), cada {(z,z/n) € R? : x € R} é conexo. Ademais,

N {(xz) G]RQ::EER} — {(0,0)} £ 0,

neN
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co que, por ser unién de conexos con interseccién non baleira (Proposicién 5.13), X
¢ conexo (Definicién 5.2).

y:x
_ X
Yo7
X
Y3

(1,0

Sexa agora
Y =X U{(1,0)}.

Como {(1,1/n)} — (1,0), pola caracterizacién secuencial dos puntos clausura (Pro-
posicién 3.15), resulta que (1,0) € X. Como X C Y C X, resulta que, por ser X conexo
e Y estar comprendido entre un conexo e a sta clausura (Proposicién 5.14), Y é conexo.

Vexamos finalmente que Y non € conexo por caminos.

Pola contra supofiamos que existe un camino «v: [0,1] — Y con v(0) = (1,0) e y(1) =
(0,0).

Sexa t; = sup{t € [0,1] : y(t) = (1,0)}. Entén v(t1) = (1,0), pois se v(t1) # (1,0),
por continuidade de v, existirfa § > 0 tal que y((t; — d,¢1 + ) N [0,1]) C R*\ {(1,0)} e
{1 non seria supremo.

O conxunto U = {(z,y) € R* : z > 0} é aberto en R? e y(t;) € U, co que, por
continuidade de ~, existe 0 > 0 tal que y([t1,t; +0)) C U. Sexa ty = t; + /2.

Ata agora vimos entén que y([t1,t2]) C U, v(t1) = (1,0) e ¥(t) # (1,0) para todo
t € (t1,ta].

Consideramos 7; = m; 0y as componentes (Observacién 4.6) de 7. Como 7(t) € U para
todo t € [t1,t5], por definicién de X, temos que para cada t € (t1,1s] existe n, € N de

xeito que
110 = (i, 27},

¢ dicir yo(t) = 71(t) /ne.
Dado que v;(t) > 0 para todo t € [t1, 3], a funcién

fI [tl,tg] — R

t— f(t) =
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¢ continua. Agora ben, acabamos de ver que f(t) = 1/n; € {1/n : n € N} para todo
t € (t1,t2). Como (t1,1s] é conexo por ser un intervalo (Teorema 5.7) e os tnicos subcon-
xuntos non baleiros conexos de ntimeros racionais son os formados por un tnico punto
(Exemplo 5.5), temos que f ten que ser constante, pois a imaxe continua dun conexo
é conexo (Teorema 5.8). Por tanto, existe n € N tal que f(t) = 1/n para todo t € (t1,ts],
o cal contradi, por continuidade de f en t;, que f(t;) =0/1 = 0.

En consecuencia, Y non é conexo por caminos.

5.3.

Problemas resoltos

Problema 5.24. Proba-la veracidade ou falsedade das seguintes afirmacions:

1.
2.

6.
7.

[0, 1] é homeomorfo & circunferencia S?.
[0, 1] é homeomorfo & esfera S2.

ST\ {(0,1)} é homeomorfo a [0, c0).

R é homeomorfo a R?.

[0, 4+00) é homeomorfo a R.

St(1) \ {punto} é homeomorfo a [a,b).

[0, 00) é homeomorfo a (0, c0).

Solucion. Procedemos con cada unha das afirmaciéns.

1.

Falso. Pola contra suponamos que f: [0,1] — S' é un homeomorfismo. Entén, a
funcién fio /2 [0,1) 1\ {1/2} — S\ {f(1/2)} segue sendo un homeomorfismo
por se-la restricciéon dun homeomorfismo coa stia imaxe. Isto é unha contradiccion
pois o conxunto [0,1] \ {1/2} = [0,1/2) U (1/2,1] non é conexo (por non ser un
intervalo), mentres que S* \ {f(1/2)} si é conexo (pois é homeomorfo a R).

. Falso. Pola contra supofiamos que f: [0,1] — S? é un homeomorfismo. Entén, a

funcién fioapgie: [0,1]\ {1/2} = S*\ {f(1/2)} tamén é un homeomorfismo, por
ser restriccion dun homeomorfismo. Isto é unha contradiccion, pois [0,1] \ {1/2}
non é conexo (por non ser un intervalo), mentres que 5%\ {punto} é conexo (por
ser homeomorfo a R?).

. Falso. A proxeccién estereografica dinos que S\ {(0,1)} é homeomorfo a R, co que

bastard con ver que R e [0, 00) non son homeomorfos. Suporiamos pola contra que
f:10,00) = R é un homeomorfismo. Entén, fjox): (0,00) = R\ {f(0)} seguiria
sendo un homeomorfismo, o cal é absurdo pois (0, 00) é conexo (por ser un intervalo),
mentres que R\ {punto} non é conexo (pois non ¢é un intervalo).

. Falso. Pola contra supofiamos que f: R? — R é un homeomorfismo. Entén temos

que fig2\{0,03: R*\{(0,0)} — R\{f(0,0)} tamén ¢ un homeomorfismo. Isto ¢ unha
contradiccion pois R?\ {(0,0)} é conexo, mentres que R\ {punto} non é conexo xa
que non é un intervalo. Por tanto, R? e R non son homeomorfos. Por completitude
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probamos tamén que R?\ {(0,0)} é conexo por camifios e por tanto conexo. Sexan
x, y € R? arbitrarios. Se x e y son linearmente independentes, entén «: t € [0, 1] —
() = (1 —t)z + ty € R? é un camifnio unindo x con y contido en R?\ {(0,0)},
xa que unha combinacién linear non trivial de x e y non pode ser (0,0) (ndtese
que t = 1 —¢ = 0 non pode darse). Se x e y son linearmente dependentes, entén
tomamos z € R? un vector linearmente independente de x e y e facemos un camifio
entre x e y en R? \ {(0,0)} pasando por z.

5. Falso. Suponamos que f: [0,4+00) — R fose un homeomorfismo. Entén, a funcién
fi(0,400) 1 (0,4+00) = R\ {f(0)} segue sendo un homeomorfismo por se-la restriccién
dun homeomorfismo coa imaxe. Isto é absurdo pois (0, 4+00) é conexo (por ser un
intervalo), e R \ {punto} non ¢é conexo (pois non é un intervalo).

6. Falso. Supofiamos que f: [a,b) — S\ {punto} é un homeomorfismo. Entén, a
funcién fiap: (a,b) — S*\ {punto, f(a)} segue sendo un homeomorfismo por se-la
restriccion dun homeomorfismo coa imaxe. Isto non é posible pois (a, b) é conexo (por
ser un intervalo de R), mentres que S'\ {punto, f(a)} é homeomorfo a R\ {punto}
(por proxeccién estereografica, por exemplo), que non é conexo por non ser un
intervalo.

7. Falso. Pola contra suponamos que f: [0,00) — (0,00) é un homeomorfismo. Entén,
fi0,00) 1 (0,00) = (0,00) \ {f(0)} tamén é un homeomorfismo, por ser restriccion
dun homeomorfismo. Isto é unha contradiccion, pois (0,00) é conexo (por ser un
intervalo), mentres que (0,00) \ {punto} non é conexo (por non ser un intervalo).

]

Problema 5.25. Estudia-lo caracter conexo do seguinte subconxunto de R%:

£= (Fraxm)u (Uf(ed) et <))

Solucién. Considerdmo-la funcién f: [-1,1] x R — R? definida mediante f(z,t) =
(x,tx), que claramente é unha funcién continua.
Definimos tamén

En:{(x,%)€R2:—1§x§1},

conn € Ny e Ey = [—1,1] x {0}. Temos que E,, = f([—1,1] x{1/n}), n € N. Xa que tanto
[—1,1] como {1/n} son intervalos xeneralizados, os dous conxuntos son conexos. Como o
producto de conexos é conexo, e a imaxe continua dun conexo é conexo, deducimos que
cada FE,, con n € N, é conexo. Ademais, Fy tamén é conexo por ser producto cartesiano
de conexos. Dado que (0,0) € N2 E,, deducimos que E = U E, é conexo por ser
union de conexos con interseccion non baleira. O]

Problema 5.26. Sexa A C R? un conxunto conexo. ;E a stia fronteira A necesariamente
un conxunto conexo?

Solucién. Falso. Tomemos por exemplo A = [0, 1] xR C R?, que é conexo por ser producto
cartesiano de dous intervalos xeneralizados. Entén 0A = {0,1} x R e este conxunto non
é conexo pois {0} x R | {1} x R é unha separacién non trivial de 0A. O
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Problema 5.27. Sexa X conexo. jExiste unha funciéon continua e sobrexectiva f: X —
{1,2,3}?

Solucion. Falso. Como a imaxe continua dun conexo é un conexo, teria que ser {1,2,3}
conexo, o que non € certo, pois non é un intervalo de R. O

Problema 5.28. Estudia-lo cardcter conexo do seguinte subconxunto de R%:
E=(-11 x[-1,1])\ {(1/n,0) e R* : n € N}.

Solucion. Vexamos que E é conexo.

1
l.
1
-1
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Para iso consideremos A, = [—1,1] x (0,1] e A_ = [-1,1] x [-1,0). Estes dous
conxuntos son conexos por ser producto cartesiano de intervalos. Consideremos tamén

B=([-1,1] x {0})\ {(1/n,0) € R* : n € N}.

Esta claro que os puntos de B pertencen & clausura de A, e A_ pois calquera punto
(z,0) € B, é limite da sucesiéon {(z,£1/n)} C Ay, respectivamente. Temos pois AL C
AL UB C A, e como calquera subconxunto contido entre un conexo e a stia clausura
é conexo, obtemos que A, UB e A_UB son conexos. Ademais, ) # B C (A, UB)N(A_UB),
ecomo E = (AL UB)U(A_UB) é unién de conexos con intersecciéon non baleira, deducimos
que E é conexo. ]

Problema 5.29. Estudia-lo caracter conexo do seguinte subconxunto de R?:
E=(-1,01 x [-1,0)) U{(x,y) e R* :2® + 4> < 1, y > O}
Solucion. Por comodidade considerémo-lo conxunto

A={(r,y) eR*: 2 +y* < 1, y > 0}.

Notemos que [—1,0]x {0} C A, co que podemos escribir £ = ([—1,0]x[—1,0])UA. Con
este novo xeito de escribir F, vexamos que E é conexo. En primeiro lugar [—1,0] x [—1, 0]
é conexo por ser producto de conexos. A aplicacién f: [0,1] x [0,7] — R? definida por
f(r,0) = (rcosf,rsenf) é continua. Sabemos que f([0,1] x [0,7]) = A pois f(r,0) é un
punto nunha circunferencia centrada na orixe de radio r formando un angulo 6 co eixo
X, e A é a unién das semi-circunferencias superiores de radio r variando entre 0 e 1.
Como [0, 1] x [0,7] é conexo por ser producto de conexos, deducimos que A é conexo
por ser imaxe continua dun conexo. Por outra banda, como ([—1,0] x [-1,0]) N A =
[—1,0] x {0} # 0 deducimos que E = ([—1,0] x [—1,0]) U A é conexo por ser unién de
conexos con interseccién non baleira. O
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Problema 5.30. Estudia-lo cardcter compacto e conexo do seguinte subconxunto de R2:
E = B[(-2,0),1]U B[(2,0), JU{(z,y) € R*: -2 < 2 < 2,y = 1}.

Solucion. Considerémo-la aplicacién f: [0,1] x [0, 27] — R? definida mediante a férmula
f(r,0) = r(cos, sen f). Sabemos que f([0, 1]x [0, 27]) = B[(0,0), 1] e que f ¢é continua. Co-
mo [0, 1] x [0, 27] é conexo por ser producto de conexos, deducimos que B[(0, 0), 1] é conexa.
Obviamente una translacién ddnos un homeomorfismo entre B[(0,0), 1] e B[(—1,0), 1] (ou
B[(1,0),1]), co cal B[(—1,0),1] e B[(1,0),1] son tamén conexas.

Por outra banda,
A={(z,y) eR*: 2<2<2,y=1}=[-2,2] x {1}.

Tanto [—2,2] como {1} son conexos. Como o producto de conexos ¢ conexo, deducimos
que A é conexo.

Vexamos que E é conexo. Como B[(—1,0),1] e [-2,2]x{1} son conexos, e B[(—1,0), 1]N
([-2,2] x {1}) = {(—=2,1)}, entén C = B[(—1,0),1] U ([-2,2] x {1}) é conexo por ser
union de conexos con interseccién non baleira. A continuacion, como C' e B[(1,0), 1] son
conexos e C'N B[(1,0),1] = {(2,1)}, entén E = C U B[(1,0), 1] tamén é conexo por ser
unioén de conexos con interseccién non baleira. O

Problema 5.31. Probar que se X, Y son conxuntos conexos por caminos e X NY # (),
entén X UY é conexo por camifios.

Solucion. Sexa z € XNY . Veremos que se pode unir calquera punto de X UY con z, o cal,
empregando o feito de que a relacién “estar conectado por un camino” é de equivalencia,
chegaria para probar que X UY ¢é conexo por caminos. Sexa pois p € X UY. Logo,
peXoupeVY.Sepe X, como X é conexo por caminos, existe unha funcién continua
~v:10,1] = X tal que v(0) = p e (1) = z. En particular, v([0,1]) € X € X UY, co
cal v define un camino en X UY unindo p e z. A demostraciéon é analoga cando p € Y.
Por tanto, podemos unir calquera punto de X UY con z € X NY, e a demostracion
estd finalizada. O]

Problema 5.32. Estudia-lo cardcter conexo do seguinte subconxunto de R:

Solucion. Vexamos que E é conexo.

En efecto, [—2, 2] x (0, 2] é conexo pois o producto cartesiano de conexos é conexo, e 0s
intervalos son conexos. Por outra banda, BJ[(0,0), 1] ¢ un conxunto conexo. Un xeito de ver
isto é toma-la funcién continua g: [0,1] x [0,27) — R?, (r,0) — g(r,0) = (r cosf,rsen 6)
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e observar que BI[(0,0),1] = ¢([0,1] x [0,27)); por ser imaxe continua dun conexo (de
novo o producto cartesiano de intervalos é conexo), deducimos que B[(0,0), 1] é conexo.
Finalmente, (0,1/2) € ([-2,2] x (0,2]) N B[(0,0),1], e como a unién de conexos con
interseccion non baleira é un conexo, deducimos que F é conexo. O

Problema 5.33. Estudia-lo cardcter conexo do seguinte subconxunto de R?:
E = ([-1,1] x [0,1]) N B[(0,0),1].

Solucién. Definimo-la funcién f: [0,1] x [0, 7] — R? mediante f(r,6) = (rcos@,rsenb).
Sabemos que para r fixado, § — f(r, ) parametriza un arco de circunferencia de radio r
centrada na orixe para angulos comprendidos entre 0 e 7. Dado que E é unién de todos
eses arcos para radios comprendidos entre 0 e 1, deducimos que E = f([0,1] x [0, 7]).
Como os intervalos son conexos, e o producto cartesiano de conexos é conexo, deducimos
que [0, 1] x [0, 7] é conexo. Como f é continua, e a imaxe continua de conexos é conexo,
concluimos que E é conexo.

Solucions alternativas

No espirito da solucién anterior, tamén se poderia emprega-la aplicacién f: B[(0,0), 1] —
R?, definida por f(z,y) = (z, |y|). Como B[(0,0),1] é conexa e f(B[(0,0),1]) = E, dedu-
cimos que E é conexo.
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Para ver que F é conexo tamén se pode facer empregando conexion por caminos. Sexan
(70,0), (z1,71) € E puntos arbitrarios. Consideramo-lo camifio v: [0,1] — R? definido
por v(t) = (1—1t)(zo, yo) +t(x1, y1). Claramente v é unha funcién continua, v(0) = (2o, yo)
e v(1) = (x1,41). Temos que ver entén que 7(t) € E para todo t € [0,1]. En primeiro
lugar, como (o, o), (x1,11) € B[(0,0),1] e t > 0, temos que

d(v(t),(0,0)) = [[(1 = t)(zo, yo) + t(x1,y1) ||
< (1 =t)[(zo, yo) |l + ]l (z1, 3)|
<(1—t)+t=1,

co que ¥(t) € B[(0,0),1] para todo t € [0, 1]. Por outra banda, (z¢,yo), (z1,1) € [—1,1] X
[0, 1] tradicese en —1 < zg, 21 < 1,e 0 < yp,y; < 1. Como 0 < ¢,1 —¢ < 1 deducimos

—1=1=¢)(=1)+t(-1)
< (1 —=t)xg+txy
<(A—t)-1+t-1=1,

0=(1—1)-04¢-0
< (1 —=t)yo+ty
<(1—t)-1+t-1=1.

Isto proba que ~(t) € [—1,1] x [0,1] para todo ¢t € [0,1], e xunto co probado arriba
concluimos que 7(t) € E, como queriamos demostrar.

Outra posibilidade para demostrar que E é conexo por caminos é emprega-lo feito
de que a relaciéon “estar conectado por un camino contido en E” é unha relacién de
equivalencia, e probar que podemos unir calquera punto 6 (0,0) mediante un camino
contido en E. Para iso, sexa (z,y) € F un punto arbitrario, e construimo-lo camino
v:[0,1] — R? definido por v(t) = t(z,y). Entén, é claro que v é unha funcién con-
tinua e que ¥(0) = (0,0), v(1) = (z,y). Vexamos pois que 7([0,1]) C E. En efecto,
d(t(z,y),(0,0) = t|[(z,y)|| <t <l,ecomo 0 <t <1 —-1<z<10<y <1, tamén
é certo que —1 <tx < 1,0 < ty < 1, co cal acabamos de probar que v(t) = t(x,y) € F
para todo t € [0, 1]. O

Problema 5.34. Decidir se B((0,0),1) U {(0,1)} é conexo.

Solucion. Verdadeiro.
E evidente que, como a clausura dunha béla aberta é a pechada correspondente (Pro-
blema 3.32),
B((0,0),1) € B((0,0),1) U {(0,1)}

C B[(0,0),1]

= B((0,0),1).
Como B((0,0), 1) é un conxunto conexo (por ser homeomorfo a R™), e B((0,0),1)U{(0,1)}

1

estd contido entre B((0,0),1) e a sda clausura, temos que B((0,0),1) U {(0,1)} tamén
¢ conexo. O

Problema 5.35. Estudia-lo cardcter conexo do seguinte subconxunto de R?:

jo {[—2,2] x [—2,2]} \ {{0} x (—2,2)}.
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Solucion. Vexamos que E é conexo.

Consideramos

([_2’ 0) X [_2’ 2]) U {(0’ _2)7 (0’ 2)}a
((07 2] X [_27 2]) U {(07 _2)7 (Oa 2)}

A
B
O conxunto (—2,0) x (—2,2) é conexo por ser producto de conexos, e a sua clausura
¢ [—2,0] x [-2,2]. Como (—2,0) x (—2,2) C A C [-2,0] x [—2,2], concluimos que A
é conexo. De xeito andlogo podemos ver tamén que B é conexo. Agora ben, AN B =
{(0,-2),(0,2)} # 0, co cal X = AU B é conexo por ser unién de conexos con interseccion

non baleira. O
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Problema 5.36. Considerémo-lo conxunto

X = U{(m,y)ERQ: (:U—l)2+y2= 12}.

neN n
Estudia-lo cardcter conexo de X e de X \ {(0,0)}.

Solucion. Definimos

X, = {(:p,y) € R?: <x—1>2+y2=1}.

Vexamos que X,, é conexo.

Para iso consideramo-la funcion

fn:]0,27) = R?
1 1
t — fo(t) = —(cost,sent) + (0, ),
n
que é tal que

0 1

n

fn—T< )oHl/nof,

onde f:[0,2w) — S, ¢t — f(t) = (cost,sent). Xa que f parametriza a circunferencia
S1, estd claro, por definicién de translaciéon e de homotecia, que f, parametriza unha
circunferencia de centro (0,1/n) e radio 1/n, é dicir, X,, = f,([0,27)). Como a imaxe
continua dun conexo é conexo (Teorema 5.8), concluimos que X, é conexo.

Agora ben, (0,0) € N,eny Xn, €O que por ser unién de conexos con interseccién non
baleira (Proposicién 5.13), X = U, ey X» € conexo.

Vexamos agora que Y = X \ {(0,0)} non é conexo. Tomemos
U = B((3/4,0),3/4),
V =R?\ B[(3/4,0),3/4].
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Vexamos que UNY | VNY é unha separacion (Definicién 5.1) non trivial de Y.

En primeiro lugar, estd claro que U e V son abertos en R? (por ser unha béla aberta
(Proposicién 2.2) e o complementario dunha béla pechada (Lema 2.9)). Logo, U NY
e V NY son abertos en Y pola caracterizacién de abertos relativos (Proposicion 2.17).
Ademais, UNV =0 co que (UNY)N(VNY)=10. Por outro lado,

UNY)u(VnY)=(UuV)nYy

fewew (o= (Y o -

onde a ultima igualdade se segue de que o sistema
(-3 v =(5)
r— - = |-
1) 7Y T \1)
(r-3) e =(3)
r——= +y = \= )
n n

ten a x = y = 0 como tnica solucién. Finalmente, (1,0) € UNY e (2,0) € VNY, co que,
efectivamente, a separacion é non trivial (Definicién 5.1). [

Problema 5.37. Estudia-lo caracter conexo do conxunto
X={(z,y) eR*:z<y<z’ouz’<y<a}

Solucion. Vexamos que o conxunto X é conexo por caminos (Definicién 5.18), o que
implicara que é conexo. Como a relaciéon “estar conectado por un camifio en X7 é de
equivalencia (Proposicion 5.17), serd suficiente con atopar un camifio en X unindo o
punto (0,0) € X con calquera (z,y) € X.

Definimo-lo camino

v:[0,1] — R?

2t(z, x), 0<t<1/2,
t—=(t) =
(z,(2—2t)z + (2t —1)y), 1/2<t< 1.

Vexamos en primeiro lugar que v é unha funcién continua. Como

2 2
€ Y|[0,1/2] € V|[1/2,1] Son claramente funcién continuas, o teorema da funcién combinada para
pechados (Proposicién 4.17) permitenos concluir que «y é continua.

Claramente v(0) = (0,0) e v(1) = (z,y), asi que s6 falta comprobar que v([0,1]) C X.
Distinguimos dous casos.

Se 0 <t <1/2, entén v, (t) = 2tz = 72(t), e por tanto é tautoléxico que Yo(t) < v1(t)
ou 71 (t)* < 7o(t). Asi, y(t) € X para todo t € [0,1/2].

Finalmente sexa 1/2 <t < 1 e suponamos x < y < x? (se 2?2 <y <z a demostracién
é analoga). Temos que 0 <2 —2t <1e (0 <2t—1 < 1. Por tanto,

nmt)=z=02-2t)r+ (2t — 1)z
<(2-2t)x+ (2t — 1)y = 72(t)
< (2=20)2” + (2t — 1)2” = 2 = 7 (1)?,
co que y(t) € X para todo t € [1/2,1]. O

2
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Problema 5.38. Sexan X e Y subconxuntos conexos de R™ tales que X NY # (). Probar
que X UY é conexo.

Solucion. Sexaz € X NY. Logo X € X U{z} C X, co que X U {z} é conexo por estar
contido entre un conexo e a sta clausura (Proposicion 5.14). Como z € Y temos que
(X U{z})NY # 0, e deducimos que X UY = (X U{z})UY é conexo por ser unién de
conexos con intersecciéon non baleira (Proposicién 5.13). ]

Problema 5.39. Estudia-lo cardcter conexo do seguinte subconxunto de R2:
E={(z,y) R |z| <1, |2| <y < o] +1}.

Solucién. Considerémo-la funcién f: [—1,1] x [0, 1] — R? definida por f(x,y) = (z, |z|+

y). Claramente f é continua. Xa que [ , 1] e [0, 1] son conexos e o producto cartesiano de
conexos é conexo, deducimos que [—1,1] x [0, 1] é conexo. Logo, para ver que E é conexo
é suficiente con probar que f([—1,1] x [0,1]) = E, pois a imaxe continua dun conxunto

CONexo é Conexo.

En efecto, se (z,y) € f([—1,1] x [0,1]) existen a € [-1,1] e b € [0,1] tales que z = a e
y = |a]+b;logo |z| = |a] < 1ecomo 0 <b<1temos |z| = |a|] < |a]+b < |a|+1 = |z|+1,
¢ dicir, (z,y) € E. Reciprocamente, se (z,y) € E entén |z| < le |z| <y < |z| + 1;
tomando b = y — |x| temos que 0 < b < 1 e que (z,y) = f(x,b) de onde se segue que
(z,y) € f([—1,1] x [0, 1]), como faltaba por ver.

Solucions alternativas

Probemos que E é conexo por caminos. Para iso é suficiente con unir mediante un
camiiio o punto (0,0) € F con calquera (z,y) € E. Definimos 7: [0,1] — R? mediante
~v(t) = t(x,y). Claramente v é unha funcién continua, v(0) = (0,0) e y(1) = (z,vy).
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Vexamos que ¥([0,1]) € E. Dado t € [0,1] temos que |tz| = t|z| < 1. Ademais, como
|z| <y < |x| + 1, multiplicando por ¢ obtemos

[tz = t|z| <ty <tlz|+t < |tx| + 1,

co que 7(t) € E para todo t € [0, 1]. O






Capitulo 6

Compacidade

A compacidade é outra propiedade topoldxica fundamental para determinar se dous
conxuntos son homeomorfos ou non. Ademais, a compacidade é un concepto que resulta
moi util, e a partir do cal se poden deducir importantes consecuencias.

O concepto de compacidade foi evolucionando historicamente. Aqui presentaremos a
definicion de compacidade que se emprega en espacios topoldxicos. Non obstante, pro-
baremos a sia equivalencia, nos espacios euclidianos, con outras mais manexables e que
precederon historicamente & aqui presentada.

6.1. Recubrimentos e conxuntos compactos

O contrario que con outros conceptos, a compacidade é dificil de xustificar intuitiva-
mente. Pdédese pensar por analoxia que a compacidade é unha xeneralizacién do concepto
de conxunto finito desde o punto de vista topoloxico. A definicién aqui presentada reflicte
isto en certo modo.

Definicion 6.1. Sexa X C R".

Figura 6.1: Recubrimento aberto

97
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Un recubrimento aberto de X é unha familia & = {U, };c; de subconxuntos abertos

de X de xeito que
X = U Us.
i€l

O recubrimento U = {U, };¢s dise finito se a familia de indices (ou o nimero de abertos
do recubrimento) ¢ finita.

Se V = {U;}jes, con J C I, é ainda un recubrimento de X, dicimos que V é un
subrecubrimento de /.

Agora xa podemos defini-lo concepto de compacidade.

Definicion 6.2. Un conxunto X C R" dise compacto se todo recubrimento aberto ten
un subrecubrimento finito.

Dito mais explicitamente, X é compacto se e s6 se para calquera recubrimento aberto
U = {U;}ier de X existen iy, ..., € I tal que X =U;, U---UU;,.

Observacion 6.3. Sexa U = {U; }ie; un recubrimento aberto de X, e suponiamos X C Y
(normalmente pensaremos Y = R").

Figura 6.2: Recubrimento por abertos do es-
pacio topoléxico ambiente

Pola caracterizacion da topoloxia relativa (Proposicion 2.17), para cada i € I existe
un aberto V; en Y tal que U; = V; NY. Temos por tanto X C U,c; V;. Informalmente
diremos que V = {V;};c; é un recubrimento de X por abertos de Y.

Reciprocamente, se V = {V; };e; é un recubrimento de X por abertos de Y, é dicir, se
cada V; é abertoen Y e

XclJVv,
i€l
enton, definindo U; = V; N X, i € I, temos que U = {U,};c; é un recubrimento aberto de
X.

Noétese que se U = {U, }ie; é unha familia de abertos en X tal que X C U;¢; U;, entén

X = Uier Ui, xa que U; C X para todo i € .



Recubrimentos e conxuntos compactos 99

Se V = {V;}ier é un recubrimento de X por abertos de Y e J C I, entén {V;};e;
dirase un subrecubrimento de X por abertos de Y se X C U;e, V;-

Esta equivalencia entre recubrimentos abertos de X e recubrimentos de X por abertos
de Y implica o seguinte resultado.

Proposicién 6.4. Sexa X C Y. Enton X é compacto se e sé se todo recubrimento de X
por abertos de Y admite un subrecubrimento finito por abertos de Y .

Como sucedia cos conxuntos conexos, salvo exemplos obvios, é moito maéis sinxelo
probar que un conxunto non é compacto ca que si que o é.

FExemplo 6.5. Algins casos nos que se pode decidir facilmente se un conxunto é ou non
compacto:

» Todo conxunto finito é compacto. Sexa X = {xy,...,X;} un conxunto e U = {U, }ics
un recubrimento de X. Como X = U, U;, para cada j € {1,... k} existe i; € [
tal que x; € U;,. Entén X C U;; U - UUj,, e en consecuencia, {U;, ..., U, } é un
subrecubrimento finito de Y.

k)

= R" non é compacto. En efecto, do recubrimento { B(0,n)},en non se pode extraer
ningun subrecubrimento finito, pois

B(0,n1) U U B(0,n) = B(0, méx{ny, ..., n}) G R".

= (0,1) non é compacto, xa que do recubrimento {(1/n,1)},eny non se pode extraer
ningtin subrecubrimento finito.

» Sexa {x;} unha sucesién converxente a xg. Entén X = {x; : k € N} U {x¢} é un
conxunto compacto. En efecto, sexa U = {U, };e; un recubrimento aberto de X. En
particular, existe ig € I tal que xo € U;,. Como {x;} — Xg, pola caracterizacién
de converxencia mediante abertos (Proposicién 3.3), existe N € N tal que x;, € U,
para todo k > N. Para k € {1,..., N — 1} tomamos un i, € I de xeito que x;, € U;, .
Asi, acabamos de probar que

X ={x1,....,xy_1} U{x : £k > N}
C Uil U---u UZ‘N71 U Uim
co que U admite un subrecubrimento finito.

A propiedade de ser Hausdorff pode estenderse para compactos tal e como se pide no
seguinte

FEzercicio 6.6. Sexa X C R"™ un conxunto compacto e y € R™\ X. Entén existen abertos
UeVdeR'talque X CU,yeV,eUNV = 0.

Igual que sucedia cos conxuntos conexos, a imaxe continua dun compacto é un con-
xunto compacto.

Teorema 6.7. Sexa X C R™ un conzunto compacto e f: X — Y unha aplicacion conti-
nua. Enton o conzunto imaze f(X) é compacto.
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Demostracion. Tomemos {V;}ier un recubrimento de f(X) por abertos de Y (Observa-
cién 6.3), é dicir, cada V; é aberto en Y e f(X) C Ujer Vi. Temos que ver que {V;}ier
admite un subrecubrimento finito (Observacion 6.3).

En primeiro lugar, vexamos que {f~!'(V;)}ic; é un recubrimento aberto de X. En
efecto, xa que f é continua e V; é aberto, como a imaxe reciproca dun aberto por unha
aplicacién continua é aberto (Teorema 4.10), resulta que f~1(V;) é aberto en X. Ademais,

X C fH(X)
cr(Uv)=Ustm,

i€l icl

de modo que efectivamente {f~(V;)}icr € un recubrimento aberto (Observacién 6.3) de
X. Como X ¢é compacto (Definicién 6.2), dito recubrimento admite un subrecubrimento
finito (Definicién 6.1), é dicir, existen indices iy, ..., i € I de xeito que X C f~1(V;,) U
U f74(V;,). Dedicese entén que

FX) C Vi) U U fH(V)
= f(fH Vi) U U (V)
CV,U-uV,,
que é o que queriamos probar. O
En consecuencia,
Corolario 6.8. A compacidade é unha propiedade topoldzica.
Un resultado interesante por si mesmo é o seguinte:

Proposicién 6.9. Se X ¢é compacto e F ¢ pechado en X, enton F é compacto.

Demostracion. Sexa {U;};cr un recubrimento de F' por abertos de X (Observacion 6.3).
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Como F' é pechado (Definicion 2.8), {U;}ier U {X \ F'} é un recubrimento aberto
(Definicién 6.1) de X. Dado que X é compacto (Definicién 6.2), existen iy, ..., i € I tales
que

XCcU,U--uU;, UX\F).

(O conxunto X \ F' non teria por que estar non subrecubrimento, pero non molesta
incluilo.)

En consecuencia, F' C U;, U - UU;,, e por tanto, F' é compacto (Definicién 6.2). [

k7

Para rematar esta seccion probaremos un resultado fundamental nas matematicas que
di que toda funcién continua nun compacto é uniformemente continua.

Teorema 6.10. Sexa X compacto e f: X — Y unha funcion continua. Enton f é uni-
formemente continua.

Demostracion. Vexamos pois que f é uniformemente continua (Definicion 4.18). Sexa
e > 0 dado.
Dado x € X arbitrario, como f é continua en x (Definicién 4.1) existe dx > 0 tal que

d(y,x) < 0y implica d(f(y), f(x)) < €/2.
Evidentemente, { B(x, 6x/2) }xex ¢ un recubrimento aberto (Definicién 6.1) de X. Co-
mo X é compacto (Definicién 6.2), existen xi, ..., x; € X tales que

F d
i=1 2

Definimos 6 =  min{dy,, ... , o, }. Tomemos x, y € X tales que d(x,y) < 6.
En primeiro lugar, existe ¢ € {1,...,k} tal que x € B(x;,dx,/2). Ademais, pola des-
igualdade triangular (Proposicién 1.10),

dly,x;) < d(y,x) + d(x,x;)

dx,
<6+71 < Ox,,
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o que implica que y € B(x;, dx,). Por tanto, como x,y € B(xX;,dx,), empregando de novo
a desigualdade triangular (Proposicién 1.10),

d(f(x), f(y)) <d(f(x), f(x:)) +d(f (%), f(y))

N v &

como queriamos ver. O

6.2. O Teorema de Heine-Borel

Ainda que o concepto de compacidade é bastante complicado, resulta que en R™ existe
unha caracterizacion que é moito mais sinxela. Tal equivalencia sera o que se conece como
o Teorema de Heine-Borel. O obxectivo desta seccion é proba-lo Teorema de Heine-Borel
e extraer algunhas consecuencias.

Comenzamos probando que os intervalos pechados e limitados son compactos.

Proposicién 6.11. O intervalo [0,1] é compacto.

Demostracion. Sexa U = {U,}ier un recubrimento de [0, 1] por abertos de R (Observa-
ci6én 6.3). Vexamos que podemos extraer deste un subrecubrimento finito.
Definimo-lo conxunto

A ={te0,1] :[0,t] pode ser recuberto por unha familia finita de U;’s}.

Resulta que 0 € A pois existe ig € I tal que 0 € U;,. Ademais, por definicién, A
estd limitado superiormente por 1. Polo axioma do supremo (Observacién 3.29), sexa
x =sup A < 1. Vexamos que z = 1 € A, o cal concluiria a demostracion.

Como z € [0,1], podemos tomar iy € I tal que x € U,;,. Como U;, ¢é aberto (Defi-
nicién 2.1) en R, existe € > 0 tal que (z — €,z + €) C U,,. Por definicién de supremo
(Definicién 1.16), existe t € A con t > z — €, e por definiciéon de A, hai iy, ...,i; € I con
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[0,¢t] C U;; U---UU;, . Enton,

[0,x~|—§] C[0,t]U(z —€,x+¢€)

C U, U UU;, UU,.

Isto quere dicir, en primeiro lugar, que [0, z] estd recuberto por un niimero finito de U;’s,
e asi ¢ € A. Ademais, x = 1, pois se z < 1, a ecuacién anterior implicaria que x non
é supremo (Definicion 1.16) de A. Isto finaliza a demostracion. O

Como un intervalo da forma [a, b] é homeomorfo a [0, 1] (Exemplo 4.29), concluimos
Corolario 6.12. Todo intervalo da forma [a,b] é compacto.

O noso seguinte obxectivo é demostrar que o producto cartesiano de compactos é com-
pacto. Para iso necesitamos probar primeiro dous lemas previos. O primeiro destes é ele-
mental, pero incliese aqui por completitude.

Lema 6.13. Sexan x € R" ey € R™. Enton,

Bgn (X, %) X Brm (y, %) C Brntm ((x, y), r).

Demostracion. Sexan z € Bgn (x, \%) e W € Bgpm (y, \%)

)
\ X J

Enton,

como queriamos probar. O
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O segundo destes lemas, habitualmente conecido como o lema do tubo, contén a parte

dificil da demostracion.

Lema 6.14. Sexa x € R" e sexa Y C R™ un conzunto compacto. Sexa W aberto de R"™™
tal que {x} x Y C W. Entdn, existe U aberto en R™ tal que U x Y C W.

Demostracion. Sexa y € Y arbitrario.

Como (x,y) € W e W é aberto (Definicién 2.1), existe r > 0 de xeito que se satisfai
Bgn+m((x,y),7) C W. Polo lema anterior (Lema 6.13), existe U, aberto en R™ e V, aberto
en R™ tales que (x,y) € Uy x Vj, C W. Nétese que {Uy x V }yey € un recubrimento de

{x} x Y por abertos de R” x R™ = R™*™ (Observacién 6.3).
Dado que Y é compacto (Definicion 6.2) e que {x} x Y é homeomorfo (Definicién 4.26)
a'Y, resulta que {x} x Y é compacto, e por tanto existen yi, ...,y € Y tales que

{(x}xY C O(in x Vi) C W.

i=1

Definimos .
U= ﬂ Uy,,
i=1
que é aberto por ser interseccién finita de abertos (Teorema 2.3). Vexamos que U xY C W.
Sexa (z,y) € UxY. Como (x,y) € {x}xY C U, (Uy, xVy,), existe ig € {1, ..., k} tal

xVy, -Asl,z € U C Uy, ey €V, ,eportanto, (z,y) € Uy, xVy, CW,

que (x,y) € Uy,
]

que é o que faltaba por ver.

Finalmente, podemos probar que o producto cartesiano de compactos é compacto.

Proposicién 6.15. Sexan X e Y dous conzuntos compactos. Enton, o seu producto car-

tesiano X XY € compacto.
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Demostracion. Sexa {W;}ier un recubrimento aberto (Definicién 6.1) de X x Y.

Dado x € X, como {x} xY é compacto (Definicién 6.2), resulta que {x} x Y estd con-
tido nunha unién finita de W;’s. Polo lema do tubo (Lema 6.14), existe Uy aberto tal que
Uyx x Y estd contido nesa unién finita.

Como X é compacto (Definiciéon 6.2), e pola construccion anterior {Ux}xex é un
recubrimento aberto (Definicién 6.1) de X, existen xy, ..., x; € X tales que X C U¥_,U,,.
Agora ben, cada Uy, x Y vimos que estd recuberto por unha union finita de W;’s, o cal
significa que X x Y C UL (U,, x Y) estd recuberto por unha unién finita de W;’s. En
consecuencia, X x Y é compacto (Definicién 6.2). ]

O igual que sucedia coa conexién, este resultado, xunto co que di que a imaxe continua
dun compacto é compacto, permitira proba-la compacidade de moitos conxuntos.

FExemplo 6.16. Sexan a, b € R con 0 < a < b. Entén, un anel circular
X ={(z,y) eR?: a®> < 2® +9* < b*}

¢ compacto (Definicion 6.2).

A demostracion é basicamente a mesma ca que vimos para probar que é conexo.

Considerémo-la funcién f: [a,b] x [0,27] — R? dada por f(r,0) = (rcos@,rsenf).
Claramente f é continua, pois as stias compofientes son composicién de funciéns conti-
nuas (Teorema 4.4). Como [a,b] é compacto (Proposicién 6.11) (por ser homeomorfo a
[0, 1]), e o producto cartesiano de compactos é compacto (Proposicion 6.15), [a, b] x [0, 27]
¢ compacto. Ademais f([a,b] x [0,27]) = X. Por ser imaxe continua dun compacto (Teo-
rema 6.7), X é, por tanto, compacto.

Estamos agora en condiciéns de demostra-lo teorema fundamental deste capitulo.
Teorema 6.17. (Teorema de Heine-Borel) Sexa X C R™. Equivalen:

1. X € compacto.
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2. Todo subconzunto infinito de X ten un punto de acumulacion en X.
3. Todo sucesion en X ten unha subsucesion converzente en X.
4. X € pechado e limitado.

Demostracion. (1) = (2) Suponamos que X ¢é compacto (Definicién 6.2) e sexa A un
subconxunto de X que non ten ningin punto de acumulacién (Definicién 2.30) en X.

Entén, para cada x € X existe r, > 0 tal que (B(x,rx) \ {x}) N A = (). Claramente,
{B(x,7x)}xex ¢ un recubrimento aberto de X. Como X ¢é compacto (Definicién 6.2),

existen X, ...,x; € X tales que X C U¥ | B(x;,rx,). En consecuencia,
A=XNA
k
C (U B(XZ‘,T’XZ.)> NnNA
i=1
C {x1, ey Xi )y

o que implica que A é finito.

(2) = (3) Suponamos que todo subconxunto infinito de X ten un punto de acu-
mulaciéon (Definicién 2.30). Sexa {xj} unha sucesién en X. Vexamos que {x;} ten unha
subsucesion converxente.

Tomemos A = {x; : k € N}. Se A ¢é finito, hai un termo da sucesién que se repite
infinitas veces, e ese termo dé lugar a unha subsucesion (Definicién 3.11) converxente
(Definicién 3.2). Suponamos por tanto que A ¢é infinito. Por hipdtese existe x € A’
Vexamos que {x;} ten unha subsucesion converxente a x.

Como (B(x,1) \ {x}) N A # 0, existe ¢(1) € N tal que x41) € B(x,1).

Como x € A, pola caracterizacién dos puntos de acumulacién (Proposicion 2.31), n
bola B(x,1/2) hai infinitos puntos de A. Podemos por tanto tomar ¢(2) € N tal que
¢(2) > qb(l) € Xy(2) € B(X, 1/2)

De xeito inductivo, como x € A’ e pola caracterizacién dos puntos de acumulacién
(Proposicién 2.31), na bola B(x, 1/k) hai infinitos puntos de A. Podemos por tanto atopar
¢(k) € N con ¢(k) > ¢(k — 1) de xeito que x4y € B(x,1/k).

Construimos por tanto unha subsucesion (Definicién 3.11) {x4u)} de {x;} de forma
que d(Xg(r),x) < 1/k. Polo lema do sandwich (Lema 3.6), {Xx4x)} — X, como queriamos
probar.

(3) = (4) Suponemos agora que toda sucesién en X ten unha subsucesién conver-
xente, e vexamos que entén X é pechado (Definicién 2.8) e limitado (Definicién 1.14) en
R™.

Sexa {x;} unha sucesion en X tal que {x;} — x € R". Por hipétese, existe unha
subsucesion {x¢ )} tal que {x4)} — y € X. Como toda subsucesion dunha conver-
xente converxe 6 mesmo limite cd orixinal (Proposicion 3.13), e por unicidade de limite
(Proposicion 3.4), temos que {x4u)} — x =y € X. Pola caracterizacién secuencial dos
conxuntos pechados (Proposicién 3 17), X é pechado (Definicion 2.8) en R™.

Suponiamos agora que X non é limitado (Definicién 1.14). Entén, pola caracterizaciéon
dos conxuntos limitados mediante a norma (Lema 1.15), para cada k € N existe x; €
X tal que ||xg|| > k. Por hipétese, hai unha subsucesién (Definicién 3.11) converxente
(Definicion 3.2) {x4) }, digamos {xsx)} — x € X. Como ||x40|| > ¢(k) > k, a sucesiéon
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de nimeros reais {||x4)||} non esta limitada e por tanto diverxe (Exercicio 3.10), o cal
contradi o feito de que o limite desa subsucesién ten que ser ||x|| pola continuidade da
norma (Exemplo 4.8). Por tanto, X ¢é limitado (Definicién 1.14).

(4) = (1) Finalmente, supofiamos que X ¢é pechado en R" e limitado. Como X
é limitado (Definicién 1.14), existe R > 0 tal que

X C BRn(O, R)
C [ R, R]x nveces x[—R, R].

Como o [—R, R] é compacto (Proposiciéon 6.11), o producto de compactos é compacto
(Proposicién 6.15), e un pechado dentro dun compacto é compacto (Proposicién 6.9),
deducimos que X é compacto (Definicién 6.2). ]

Ezemplo 6.18. O Teorema de Heine-Borel (Teorema 6.17) deixa de ser certo en subcon-
xuntos que non sexan de R". Por exemplo, se X = (0,2) e Y = (0, 1], resulta que Y
é limitado e pechado en X (Proposicion 2.21), xa que Y = (—o0, 1] N X. Non obstante,
Y non é compacto, porque como subconxunto de R non é pechado.

Unha consecuencia relativamente sinxela do Teorema de Heine-Borel é

Proposicion 6.19. Sexa X compacto e f: X — R unha funcion continua. Enton f acada
0 seu mdximo e o Seu minimo.

Demostracion. Como f é continua, X é compacto, e a imaxe continua dun compacto
¢ compacto (Teorema 6.7), temos que f(X) é un compacto de R. Polo teorema de Heine-
Borel (Teorema 6.17), f(X) é pechado e limitado. Por ser limitado podemos tomar m =
inf f(X) e M = sup f(X). E por tanto suficiente con ver que m, M € f(X).

Agora ben, se por exemplo m ¢ f(X), como f(X) é pechado (Definiciéon 2.8) en
R, existiria r > 0 tal que (m —r,m +r) C R\ f(X), o que contradi a definiciéon de
infimo (Definicién 1.16). Por tanto, m € f(X). Analogamente M € f(X), o que proba o
resultado. O

6.3. Problemas resoltos

Problema 6.20. Estudia-lo caracter compacto do seguinte subconxunto de R?:

E= ([—1, 1] % {0}> U (nLEJN{ <x z) ER*: —1<z< 1}) .

Solucion. Vexamos que E é compacto.
Considerdamo-la funcién f: [—1,1] x R — R?, definida mediante f(z,t) = (x,tz), que
claramente é unha funcién continua. Esta claro que

E—f([—l,l]x ({O}U{i:neN}))

Agora ben, [—1, 1] é compacto pois é un intervalo pechado e limitado, mentres que {0} U

{% neN } ¢ compacto pois é o conxunto de puntos dunha sucesiéon converxente xunto

co seu limite. Como o producto cartesiano de compactos é compacto, e a imaxe continua
dun compacto é compacto, deducimos que E é compacto. O
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—

Problema 6.21. Determinar se o conxunto

X = (Ulle) € B a2 447 = 1) U{(0,0))

neN

é completo.

Solucion. Verdadeiro.

Para velo bastara con probar que ¢ pechado en R?, xa que un pechado dentro dun
completo é completo. Para iso definimos a funcién f: R? — R, mediante f(x,y) = 2> +y?,
que claramente ¢ continua. Ademais, o conxunto A = {2 € R:n € N} U {0} é compacto
pois consta dunha sucesiéon converxente e o seu limite. En particular, polo teorema de
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Heine-Borel, é pechado en R. Ademais, X = f1(A), e por ser imaxe reciproca dun
pechado mediante unha funciéon continua deducimos que X é pechado.

Outro xeito de ver que X é pechado é o seguinte. Sexa g: [0, 00) x [0, 27r] — R? definida
mediante g(r, ) = (rcosf, rsenf). Claramente g é continua e X = g(A x [0, 27]), onde A
é o conxunto definido anteriormente. Xa que g é continua e A X [0, 27| é compacto por ser
producto cartesiano de compactos, deducimos que X é compacto por ser imaxe continua
dun compacto. Polo teorema de Heine-Borel deducimos que X é pechado en R2. O

Problema 6.22. Sexa g: R? — R? unha funcién continua e K C R? un subconxunto
compacto. jE ¢g71(K) necesariamente un conxunto compacto?

Solucion. Falso. Tomemos por exemplo g: R? — R? definida mediante g(z,y) = (0,0) e
K = {(0,0)}. Obviamente g é continua por ser constante e K é compacto por ser finito.
Non obstante ¢g7'(K) = R? non ¢ compacto (pois non ¢ limitado). O

Problema 6.23. Estudia-lo cardcter compacto do seguinte subconxunto de R?:
E=(-1,1] x [-1,1]) \ {(1/n,0) € R* : n € N}.

Solucion. Vexamos que o conxunto E non é un conxunto compacto (Definicion 6.2).

1

De feito, veremos que E non é pechado.

Consideramos, por poner un exemplo, a sucesiéon {(1/2,1/n)} C E. Esta sucesion
converxe 6 punto (1/2,0) ¢ E. Como o limite dunha sucesion converxente contida no
conxunto non esta no conxunto, pola caracterizacion secuencial de conxuntos pechados
(Proposicién 3.17), resulta que E non ¢ pechado.

En virtude do teorema de Heine-Borel (Teorema 6.17), o conxunto E tampouco pode
ser compacto. Ul

Problema 6.24. Sexa f: X — Y C R™ unha funcién continua e bixectiva, e X C R™ un
conxunto compacto. Probar que f é un homeomorfismo.
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Solucién. Basta con probar que f~': Y — X ¢é continua, e para iso chegar con ver que a
imaxe reciproca por f~! dun pechado en X é pechado en Y (Teorema 4.10), ¢ dicir, que
para cada P subconxunto pechado de X, f(P) = (f~!)~}(P) é pechado en Y. Pois ben,
se P é pechado en X, como X é compacto, sabemos que P tamén é compacto (por ser un
pechado dentro dun compacto (Proposicién 6.9)). Como f é continua, f(P) é compacto
en R™ por ser imaxe continua dun compacto (Teorema 6.7). Polo Teorema de Heine-Borel
(Teorema 6.17), f(P) é pechado, como queriamos probar. ]

Problema 6.25. Estudia-lo cardcter compacto do seguinte subconxunto de R?:
E=([-1,00x [-1,0) U{(z,y) e R*: 2° + ¢ <1, y > O}

Solucion. Vexamos que F é compacto.

Por comodidade considerémo-lo conxunto
A={(z,y) eR*: 2> +4y* <1, y > 0}.

Notemos que [—1,0] x {0} C A, co que podemos escribir F = ([—1,0] x [-1,0]) U A. Con
este novo xeito de escribir £, vexamos que E é compacto. En primeiro lugar [—1, 0] x[—1, 0]
é compacto por ser producto de compactos. A aplicacion f: [0,1] x [0, 7] — R? definida
por f(r,0) = (rcosf,rsenf) é continua. Sabemos que f([0,1] x [0,7]) = A pois f(r,0)
é un punto nunha circunferencia centrada na orixe de radio r formando un angulo 6 co
eixo X, e A é a uniéon das semi-circunferencias superiores de radio r variando entre 0
e 1. Como [0, 1] x [0, 7] é compacto por ser producto de compactos, deducimos que A
é compacto por ser imaxe continua dun compacto. Finalmente, como E é unién finita de
compactos, deducimos que E é compacto. O

Problema 6.26. Probar que a unién finita de compactos de R™ é compacto.
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Solucion. Sexan X, ... X} conxuntos compactos. Sexa {U; };c; un recubrimento aberto de
X1U--UXy. Para cada j € {1,..., k}, {U;}ie; tamén é un recubrimento aberto de X; pois
os U; son abertos e X; C X; U - U X, C UjerU;. Como X é compacto, X; estd contido
nunha unién finita de U;’s. Como a unién finita de unions finitas segue sendo unha union
finita, X; U --- U X}, estd contido nunha unién finita de U;’s e por tanto X; U - U X}
é compacto.

Doutro xeito, empregando a caracterizacion de Heine-Borel, pode argumentarse que
como os X; son compactos, en particular son pechados e limitados. Por outra banda,
sabemos que a unién finita de pechados é pechado. Tamén é sinxelo ver que a unién finita
de limitados ¢ limitados: en efecto, se X; C BJ0,r;], entéon X; U --- U X C B[O, 7] con
r = max{ri, ..., ry}. En resumidas contas, X; U--U X} é pechado e limitado, e por tanto,
compacto. ]

Problema 6.27. Estudia-lo caracter compacto e conexo do seguinte subconxunto de R?:
E = B[(-2,0),1]UB[(2,0),1]U{(z,y) e R*: =2 <2 <2,y = 1}.

Solucién. Considerémo-la aplicaciéon f: [0,1] x [0, 27] — R? definida mediante a férmula
f(r,0) = r(cosf,sen ). Sabemos que f([0,1] x [0,27]) = B[(0,0),1] e que f é continua.
Como [0, 1] x [0, 27] é compacto por ser producto de compactos, deducimos que B[(0,0), 1]
¢ compacta. Obviamente una translacion ddnos un homeomorfismo entre B[(0,0),1] e

B[(—1,0),1] (ou B[(1,0),1]), co cal B[(—1,0),1] e B[(1,0), 1] son tamén compactas.

Por outra banda,
A={(z,y) eR*: 2<2<2,y=1}=[-2,2] x {1}.

Tanto [—2,2] como {1} son compactos. Como o producto de compactos é compacto,
deducimos que A é compacto.

Agora ben, como a unién finita de compactos é compacto, concluimos que E é com-
pacto. ]

Problema 6.28. Estudia-lo caracter compacto do seguinte subconxunto de R?:
B = ([-2,2] x (0,2]) U B[(0,0), 1]

Solucion. Vexamos que o conxunto E non é un conxunto compacto.

Para ver que non é pechado basta tomar, por exemplo, a sucesion {(2,1/n} C [-2,2] x
(0, 2], que esté continda en E, pero que ten por limite o punto (2,0) ¢ E, que non pertence
6 conxunto. Como o limite dunha sucesion converxente contida no conxunto non estd no
conxunto, pola caracterizacién secuencial de conxuntos pechados (Proposicién 3.17), re-
sulta que F non é pechado. En virtude do teorema de Heine-Borel (Teorema 6.17), o
conxunto E tampouco pode ser compacto. O
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Problema 6.29. Estudia-la compacidade de X = U, ey {(a:, y) € R?: 2?2 + 9% = %}

Solucion. Vexamos que o conxunto X non é un conxunto compacto.

Para ver que non é pechado basta tomar, por exemplo, a sucesién {(\/1/771, 0} C X,
que esta continda en X, pero que ten por limite o punto (0,0) ¢ X, que non pertence
6 conxunto.

Como o limite dunha sucesién converxente contida no conxunto non esta no conxunto,
pola caracterizacién secuencial de conxuntos pechados (Proposicién 3.17), resulta que X
non ¢é pechado.

En virtude do teorema de Heine-Borel (Teorema 6.17), o conxunto X tampouco pode
ser compacto. ]

Problema 6.30. Determinar se a aplicacién f: [0,27) — S, t — f(t) = (cost,sent) é un
homeomorfismo de [0, 27) sobre a circunferencia unidade.
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Solucién. Falso. [0,27) non é compacto (por non ser pechado), e S* é compacto. ]

Problema 6.31. Estudia-lo cardcter compacto do seguinte subconxunto de R?:
E = ([-1,1] x [0,1]) N B[(0,0),1].

Solucién. Definimo-la funcién f: [0,1] x [0, 7] — R? mediante f(r,6) = (rcos@,rsenf).
Sabemos que para r fixado, § — f(r, ) parametriza un arco de circunferencia de radio r
centrada na orixe para angulos comprendidos entre 0 e 7. Dado que E é unién de todos
eses arcos para radios comprendidos entre 0 e 1, deducimos que E = f([0, 1] x [0, 7]). Como
os intervalos pechadoa e limitados son compactos, e o producto cartesiano de compactos
é compacto, deducimos que [0, 1] x [0, 7] é compacto. Como f é continua e a imaxe continua,
de compactosé compacto, concluimos que E é compacto.

Solucions alternativas

No espirito da solucién anterior, tamén se poderia emprega-la aplicacién f: B[(0,0), 1] —
R?, definida por f(z,y) = (z, |y|). Como B[(0,0),1] é compacta, e f(B[(0,0),1]) = E de-
ducimos que F é compacto.

Para ver que é compacto poédese emprega-lo teorema de Heine-Borel e ver que F
é pechado e limitado. Como [—1, 1] x [0, 1] e B[(0,0), 1] son pechados e limitados por ser
compactos, a sua interseccion tamén o é, e por tanto E é pechado e limitado, e por tanto
compacto. ]

Problema 6.32. Estudia-lo caracter compacto do seguinte subconxunto de R?:

E= {[—2,2] x [—2,2]} \ {{0} x (—2,2)}.

Solucion. Vexamos que o conxunto £ non é un conxunto compacto.

De feito, veremos que E non é pechado.

Para ver que F non é compacto podemos tomar, por exemplo, a sucesion {(%,0)}
que esta contida en FE, pois —2 < % < 2e % # 0 para todon € Ny e =2 < 0 <
2. O seu limite é (0,0) ¢ E. Como o limite dunha sucesiéon converxente contida no
conxunto non estd no conxunto, pola caracterizacion secuencial de conxuntos pechados
(Proposicién 3.17), deducimos que E non pode ser pechado, e en consecuencia, polo
Teorema de Heine-Borel (Teorema 6.17), tampouco é compacto. O
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Problema 6.33. Probar que todo subconxunto non numerable de R™ ten un punto de
acumulacion.

Solucién. Suponamos que X C R" non ten ningtin punto de acumulacién (Definicién 2.30)
e vexamos que X é como moito numerable.

Sexa n € N. Entén X,, = X N B[0,n] non ten ningin punto de acumulacién en
B[0,n]. Como B[0,n] é compacto, o teorema de Heine-Borel (Teorema 6.17) implica que
X, é finito. Pero X = U,y X, é unién numerable de conxuntos finitos (non disxuntos), e
polo tanto o seu cardinal ¢ finito ou numerable. O

Problema 6.34. Estudia-lo caracter compacto do seguinte subconxunto de R?:
E={(z,y) eR: [z <1, [a| <y < |o| +1}.

Solucién. Considerémo-la funcién f: [—1,1]x [0, 1] — R? definida como f(z,y) = (z, |x|+
y). Claramente f é continua. Xa que [—1, 1] e [0, 1] son compactos e o producto cartesiano

de compactos é compacto, deducimos que [—1,1] x [0, 1] é compacto. Logo, para ver que
E ¢é compacto é suficiente con probar que f([—1,1] x [0,1]) = E, pois a imaxe continua
dun conxunto compacto é compacto.

En efecto, se (z,y) € f([—1,1] x [0,1]) existen a € [-1,1] e b € [0,1] tales que z = a e
y = |a]+b; logo |z| = |a] < 1ecomo 0 <b<1temos |z| = |a|] < |a]+b < |a|+1 = |z|+1,
¢ dicir, (z,y) € E. Reciprocamente, se (z,y) € F entén |z| < le |z| <y < |z| + 1;
tomando b = y — |x| temos que 0 < b < 1 e que (z,y) = f(x,b) de onde se segue que
(z,y) € f([—1,1] x [0, 1]), como faltaba por ver.

Solucions alternativas

Vexamos que E é compacto empregando o teorema de Heine-Borel (Teorema 6.17).
Definimo-la funcién g: R? — R mediante g(z,y) = y — |z|. Resulta que

A= g7'([0,1])
={(z,y) eR*: 0 <y —|z[ < 1}
={(z,y) eR*: |2 <y <[z + 1}



Problemas resoltos 115

é pechado por ser imaxe reciproca dun pechado por unha funcién continua. Ademais,
E={(z,y) eR* x> -1}Nn{(z,y) eR* .2 <1} N A,

e como os semiplanos pechados son pechados, e a interseccién finita de pechados é pechado,
deducimos que E é pechado.

Para ver que E ¢ limitado veremos que E C B[(0,0),/5]. En efecto, dado (z,y) € F
temos que |z| < 1, e tamén, y < |z|+1<2e —y < —|z| <0 < 2;isto implica |y| < 2, e
por tanto, d((z,y), (0,0)) = V22 + 32 < /1 + 22 = /5, como queriamos ver. ]
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