REVISTA ESTUDANTIL

2024 @

MARZO

N°5.

FACULTADE DE MATEMATICAS

g

1S

i
i
T

AR

A\ ==
\







Facultade de Mateméticas. Universidade de Santiago de Compostela

Introducion

Direccion da Revista

INDICE
Historia
= Wasan: Matematicas no Xapoén dos samu-

rais

Santiago Gonzdlez Gémez

= Matematicas Numerfs e

XeOmetria

gregos:

Carlos Cao Lopez

= Unha historia da distribucion Normal

.............................................................. 6
Ignacio Garbayo Ferndndez
Actualidade
= Bandas de paxaros ................ccc........ 8
Francisco Estévez Lengua
Retos
= Retos de Sementeira .......................... 10
Teoria
= Cohomolo... que?.............ccvvveennennn. 11

Ibai Otero Gomez

AGRADECEMENTOS

Queremos agradecer a todas as persoas colabo-
radoras na revista ata o momento: Santiago Gon-
zdlez Gomez, Ignacio Garbayo Ferndndez, Car-
los Cao Lopez, Guillermos Arcos Salgado, Andrea
Abad Montero, Francisco Estévez Lengua, Pedro
Vidal Villalba, Sementeira, Javier Polo Noche, Ibai
Otero Gomez. En especial 4s que fixeron posible
que esta cuarta edicion seguise adiante.

Dar unha forte aperta as persoas que nos axuda-
ron coa revision lingiiistica da revista: a profesora
Carmen Rodriguez e o profesor Rafael Muiioz.

Queriamos rematar esta introducion, cun verda-
deiro recofiecemento 4s persoas que nos apoian.
Grazas de corazon por lernos, disfrutade desta re-
vista tanto como facemos nds ao facela!

Nuamero 5. Marzo de 2024 1



2@

MATES

Facultade de Matematicas. Universidade de Santiago de Compostela

Wasan: Matematicas no Xapon dos samurais

Santiago Gonzdlez Gomez

D isque os kami, os espiritos da relixién tradicional xa-

ponesa, gustan moito dos cabalos. Porén, non todo o
mundo se pode permitir ofrendar un cabalo ao seu deus de
confianza. Por iso, era antigamente tradicién en Xap6n col-
gar nos templos pequenas taboifias de madeira con imaxes
de cabalos como regalo aos kami. No século X VII, outro tipo
de representaciéns comezaron a aparecer colgadas nos tem-
plos xintoistas, non coma ofrendas, senén como pasatempo:
os sangaku, problemas matemdticos, comunmente sobre xeo-
metria, pintados a vivas cores, datados e asinados, que pre-
sumen da habilidade do autor e retan a calquera que os lea a
resolvelos. [1] fai unha boa introducién ao tipo de problemas
dos sangaku, e constata que algins deles non son para nada
triviais. O interesante € que, durante esta época, Xapon ato-
pabase no medio dun periodo de 200 anos de total illamento
do resto do mundo. Como se desenvolveron entén as ma-
tematicas xaponesas neste periodo de desconexién das suas
curmads occidentais, e como diferiron delas?
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Fig. 1: Sangaku dun templo en Aimoto, prefectura de Sanda.

CAMINO AO SAKOKU

Moi probablemente, o cofiecemento matemdtico xaponés
foi importado nun primeiro momento de China, unha poten-
cia dominante cientifica e culturalmente que influiu en Xap6n
durante séculos. Mentres Europa atravesaba a Idade Media,
Xapon adentrabase nunha idade escura na que o coflecemen-
to quedou confinado aos mosteiros budistas, que non pres-
taron demasiada atencién s matematicas: disque durante o
shogunato Ashikaga (s. XIV-XVI) era tarefa case imposible
atopar a un xaponés capaz de dividir.

Cara ao 1600 producese o primeiro grande avance nas Ma-
temdticas xaponesas da man de Mori Kanbei e o seu discipu-
lo Yoshida Mitsuyoshi (o apelido colécase antes ¢ nome en
Xapoén). Ambos escribiron sobre o uso do soroban, o dbaco
xaponés, e popularizdrono en todo o pais, sentando as bases
da aritmética en Xap6n e facilitando o traballo dos matema-
ticos que os sucederon. O traballo destes pioneiros reflicte-
se na importancia que os matemadticos xaponeses dos séculos
seguintes lle deron 4 computacidn fronte 4 teoria, unha visién
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oposta 4 que temos actualmente. Un exemplo curioso: cando
os Elementos de Euclides chegaron por vez primeira a Xa-
pon a través dos chineses, os xaponeses consideraron que o
traballo de Euclides non aportaba nada ao cofiecemento ma-
temadtico. Non quere isto dicir que os xaponeses renegasen da
idea de demostracion ou de argumentacion, senén que daban
menos importancia 4s bases (como as definiciéns de punto
ou recta) e mdis a un proceso empirico e ao desenvolvemen-
to de procedementos que considerasen irrefutables. Para un
destes matemadticos, unha observacion minuciosa que permi-
tise atopar patréns e extrapolalos era xustificacién suficiente.

En 1633, o panorama politico xaponés mudou por com-
pleto. O shogunato Tokugawa, buscando incrementar o seu
poder e diminuir o influxo das potencias coloniais europeas
sobre Xapon, decretou o sakoku: o peche total das frontei-
ras. Esta medida suporia un illamento internacional que non
remataria ata o 1854; neste tempo, ningunha persoa ou libro
podia sair ou entrar do pais, e o comercio exterior estaba al-
tamente restrinxido. En contra do que poderiamos imaxinar,
o sakoku non resultou prexudicial para as ciencias e a cultura
xaponesa, sendén que deu inicio a un renacemento intelectual
que tamén afectou ao eido das Matematicas.

O TEMPO DO WASAN

Durante o shogunato Togukawa desenvolveuse o wasan,
que € a palabra que, tralo fin do sakoku, se lle deu s Mate-
madticas nativas para diferencialas do yosan, as estranxeiras.
O wasan centrouse principalmente no estudo da xeometria
plana e de sélidos, e na teoria de ecuacidns, especialmente
de alto grao, disciplinas que parecen encaixar ben coa filoso-
fia computacionalista dos wasan’ka (mateméticos).

A finais do século XVII viviu Seki Takakazu, unha figu-
ra capital considerada o Newton das matemadticas xaponesas.
Traballou como funcionario para o clan Tokugawa, especia-
lizdndose en contabilidade, pero chegou a ser mestre de ce-
rimonias do shogun. Seki modernizou a notacién, introdu-
cindo nas matematicas escritas conceptos como as fraccions,
que poden ser dificiles de expresar na escritura vertical con
kanji. En canto 4 stia obra, Seki publicou moi pouco en vi-
da, pero grazas aos escritos gardados polos seus discipulos,
sabemos que estudou en profundidade o que agora cofiece-
mos como teorema chinés dos restos, desenvolveu métodos
para a resolucion de certas ecuacions de graos tan altos como
1458, descubriu os chamados ndmeros de Bernoulli e definiu
o determinante anos antes cds europeos (ainda que razoou
equivocadamente que a regra de Sarrus funcionaba para or-
de n > 4, o cal foi corrixido polos seus sucesores). Ainda
que algiins textos modernos defenden que foi en realidade
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obra dun discipulo seu (Takebe Katahiro, do que falaremos
mais adiante), Seki € tradicionalmente considerado o inven-
tor do enri (“teoria do circulo”), un método para o célculo
de areas circulares. O enri é similar ao método exhaustivo
grego, que consistia en aproximar o circulo por n-dgonos; o
enri, en cambio, dividia o circulo en rectdngulos, achegin-
doo madis ao noso célculo integral (sen posuir a nocién de
infinitesimais, por suposto). Seki conseguiu calcular 7 con
18 decimais de precision (ainda que el s6 deu seguridade dos
11 primeiros); o chamativo € que despois de conseguilo deca-
touse da necesidade de obter, razoadamente, unha boa apro-

ximacién que usar nos seus célculos. Atopouna en %

Fig. 2: Non existe ningtin retrato contemporaneo de Seki
Takakazu; este aqui recollido € posterior 4 sia morte.

Seki tivo varios discipulos, como os dous irmans Takebe,
Katahiro e Kataakira, que recompilaron nunha especie de en-
ciclopedia o seu traballo canda o do seu mestre. Entre os dous
destaca Katahiro, o menor, que tamén traballou como funcio-
nario para varios shogun, cartografiando Xapén para un de-
les. Tamén conseguiu, por exemplo, que o shogun Tokugawa
Yoshimune flexibilizase as leis sobre os libros estranxeiros,
despertando en Xap6n certo interés pola ciencia europea, e
chegou a posuir un telescopio traido dos Paises Baixos. Os
fitos acadados por Takebe Katahiro son diversos. Conseguiu
calcular 7 con 40 dixitos de precisién empregando un méto-
do para acelerar a converxencia dunha sucesion. Este méto-
do cofiécese actualmente como extrapolacién de Richardson,
pero os célculos de Takebe precédeno dous séculos. Takebe
tamén deu unha expansion en serie de potencias para calcu-
lar a lonxitude s dun arco de circunferencia de didmtero d
apoiado nunha corda en funcién da sda frecha (a altura do
arco sobre a corda) k. Os coeficientes que Takebe calculou

son basicamente os da serie de Taylor de arcsin? ( k/d),

17 anos antes de que Euler chegase ao mesmo resultado coas
Matemadticas occidentais.

DANDO PASO AO YOSAN

A era dourada do wasan, ainda que ligada a un renace-
mento cultural transversal, veu seguramente impulsada por
un interés xeral. As matemadticas eran ttiles para o desen-
volvemento do comercio, a agricultura ou a arquitectura, ou
para tarefas burocraticas como a realizacién de censos. Por
exemplo, Mitsuyoshi escribiu xa antes do sakoku un tratado
sobre o comercio diario, mentres que xa cara ao 1720 Hosoi
Kotaku comentaba con entusiasmo que, durante a relaxacion
do control de libros no shogunato de Tokugawa Yoshimune,
fora quen de conseguir traducidns chinesas de libros occi-
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dentais sobre enquisas. Ao goberno tamén lle interesaba a
realizacién de mapas e calendarios de calidade. Con respecto
aos calendarios, a sia confeccién precisaba de cofiecementos
precisos de astronomia, outra razén de peso para convencer
ao shogunato da necesidade de introducir libros estranxeiros.
Porén, a practicalidade non era o Gnico motivo que mo-
via aos wasan’ka. Moitos destes matemadticos pertencian 4
clase aristocratica dos samurai, que buscaba novos pasatem-
pos nunha época menos belicosa. A finais do século XVIII,
Fujita Sadasuke escribe: “as matematicas tefien unha compo-
fiente util, unha non inmediatamente 1til e outra totalmente
inttil”, e critica os sangaku por caer nesta tltima categorfia.

Fig. 3: Observatorio estelar en Asakusa. Gravado de Hokusai.

Co fin do sakoku, o chamado periodo Edo deu paso ao pe-
riodo Meiji, un tempo marcado pola modernizacién de Xa-
pén e a adopcién de tédolos avances internacionais. A in-
troducién das Matematicas occidentais nas escolas marcou o
principio do fin do wasan: sé se conservou o soroban para
os cdlculos porque non existia nada mellor. Algiins matem4a-
ticos xaponeses opuxéronse ao cambio, pero non puideron
facer nada contra a tendencia a introducir unhas Matemati-
cas nas que se baseaban a ciencia e a tecnoloxia modernas.
O caricter computacionalista e practico do wasan foi posi-
blemente o que contribuiu 4 obtencién de tantos resultados
sorprendentes en tan pouco tempo, pero a longo prazo non
axudou a unha fundamentacién que si posuia o yosan e con-
tra a que, en ultima instancia, non puido loitar.

REFERENCIAS
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Matematicas gregfs: Numerfs e XeOmetria

Carlos Cao Lopez

alar de mathematos grega é falar de ciencia e filoso-

fia. Na Antiga Grecia existian varias escolas privadas

sO abertas para os polites (cidadans). Se a filosofia represen-

ta o paso do mifo ao logos, a matemdtica grega representa o

paso da practica a abstracion. Certamente foi usada con fins

practicos antes, basta considerar a orixe da palabra xeome-

tria como medida da terra! Este pequeno paso para o cida-

dan representou un gran paso para a humanidade, pois trouxo

consigo conceptos modernos coma “axioma”, “teorema’” ou
“demostracion”.

A aritmética era ensinada ata os 14 anos, seguida da xeo-
metria e astronomia ata os 18. Patente é a importancia da
xeometria no plan de estudos coma acredita a famosa inscri-
cién na entrada da academia de Platén “que ninguén que non
saiba xeometria entre aqui’.

Parece inevitdbel pensar nalgunhas figuras coma Pitdgo-
ras, Euclides ou Arquimedes. Nembargantes, limitarnos s6 a
estes nomes € limitar moito o noso horizonte. Neste artigo, a
través de duas figuras da matematica grega non tan miticas,
adentrarémonos na stia rica cultura e historia, previo paso po-
los sistemas de numeracion.

NUMERACION

Os gregos tifian ddas formas de numeracién e as dias da-
tan do 800-500 a. C..

Por un lado, na matemadtica Ateniense, usdbanse trazos pa-
ra os nimero do 1 ao 4 e para nimeros mais grandes Usaban a
primeira letra do nome do niimero. Por exemplo, Ilevte (pen-
te) é cinco € a letra IT denotaba ao 5. Aexa (deca) significaba
dez, polo que A usabase coma 10. Animamos ao lector a que
investigue sobre o significado de H (hekaton), X (khilias) e
M (myrion/myriad). Coma na numeracién romana, combi-
naciéns destas letras producian outros nimeros, XHHIIII =
1207 (unha pista!).

Por outro lado, na matematica Xonica, usaban o propio al-
fabeto grego como se pode ver na figura 1, un enfoque que
probalemente tomaron do método hierdtico exipcio. Niime-
ros mdis grandes eran representados empregando un subindi-
ce esquerdo para denotar milleiros ou M cun superindice para
10000. Por exemplo: 35288 = ,\,conn = M)‘,sonn. Neste ca-
so, o “,\” denota 30000 e “,e” 5000. Finalmente, colocaba
unha barra sobre os nimeros para distinguilos das palabras.

MATEMATICAS PRE-EUCLIDEAS: TALES DE
MILETO (624 A. C., 546 A. C.).

Considerado un dos pioneiros das matemadticas, sobre a
sda figura céntanse historias sobre como consegufu desviar
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1 «a 10 100 p
2 B 20 «x 200 o
3 7 30 A 300 T
4 9 40 u 400 v
5 ¢ 50 v 500 ¢
6 60 ¢ 600 x
7 C 70 o 700 vy
8 1 80 m 800 w
9 ¢ 9 4 900 A

Fig. 1: Alfabeto grego e numeracién jonica.

o rio Halys (situado na actual Turquia) para que este fora
cruzado polo exército de Creso ou, sobre como caeu nun po-
zo mentres estudaba as estrelas pola stia falta de atencidn as
cousas materiales.

O seu resultado mais famoso, coiiecido como o Primei-
ro Teorema de Tales, establece que se nun tridngulo se tra-
za unha linea paralela a calquera dos seus lados, obténse un
tridngulo semellante ao tridngulo orixinal. Non tan cofiecida
foi a orixinal aplicacién que o mismo Tales déulle ao resulta-
do. Usando o método de comparacién de sombras, o milesio
percatouse de que poderia medir as pirdmides exipcias se me-
dia a sombra destas no momento en que fora do tamafio do
seu corpo.

Fig. 2: Método das sombras.
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MATEMATICAS POST-EUCLIDEAS. PAPPUS DE
ALEXANDRIA (C. 290 - c. 350).

Adentrdmonos xa no dltimo dos matemadticos dos que
imos falar neste artigo. Considerado un dos tltimos grandes
matematicos da Antigiiidade, os seus datos bibliogréficos re-
sultan moi escasos. A pesares disto e, grazas a Zeus, a sda
obra principal Synagoge (Coleccién) foi conservada en bas-
tante b6 estado. Esta contén unha relacién ordenada e siste-
matica dos resultados obtidos polos seus predecesores asi co-
ma notas explicativas sobre os mesmos en ata 8 libros (ainda
que o primeiro deles perdéuse).

Un dos resultados mdis interesantes que podemos atribuir-
lle é o denominado Teorema do hexdgono de Pappus, o cal,
de maneira informal, resolve 4 cuestién de plantar 9 carba-
llos de modo que formen 10 filas, cada unha formada por 3
arbores. Dito doutra forma, o teorema establece que se temos
tres puntos A, B, C situados en calquer lugar dunha recta e ou-
tros tres puntos a, b, c noutra recta distinta, temos garantido
que as interseccions X, Y, Z dos lados opostos dun hexdgono
cruzado A, a,B,b,C,c estén alineados.

Este resultado supén un acontecemento importate na his-
toria da xeometria pois, en palabras de Max Dehn: "aqui ato-
pamos un resultado establecido desde a teoria ordinaria de
medidas, pero liberado de todos os elementos de medida". A
demostracion da existencia da figura mediante o uso de inci-
dencias de lineas e puntos é considerado por algiins como a
primeira configuracion da xeometria proxectiva.

Poderiades pensar como exercicio se podemos quitar al-
gunha condicién, para se formen das 10 lifias. Debuxadas hai
9, logo falta unha, cal é?

Fig. 3: Teorema do hexdgono de Pappus.

REFERENCIAS

[1] Lectures on History of Mathematics (Spring ’23), Neil
Donaldson, enlace: https://www.math.uci.edu/ ndo-
nalds/math184/greece.pdf

[2] A history of Greek mathematics, Thomas Heat, enlace:
https://www.wilbourhall.org/pdfs/heath/Heath Voll.pdf
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Unha historia da distribucion Normal

Ignacio Garbayo Fernandez

&_ funcién descrita pola expresién

o (x) = L e

ox:
€ ben cofiecida por todos. Presentada en primeira instancia
por De Moivre, a superficie da campana € moi frecuente-
mente utilizada en toda clase de estudos estatisticos. Neste
artigo, damos pequenas pinceladas sobre o seu descubrimen-

to (ou invencidn). Para iso, basearémonos no contido de [1].

COMO CHEGAMOS A EXPRESION

Unha das aproximacions cldsicas ao estudo da Teoria da
Probabilidade e a repeticiéon independente dun experimento
que pode tomar dos resultados: éxito ou fracaso. E cofieci-
do que, se realizamos esta proba n veces sen afectarse unhas
execuciéns con outras, e consideramos que a probabilidade
de ocurrencia do éxito € p, aparece a funcién de masa de pro-
babilidade da distribucién Binomial, que representa a proba-
bilidade de que se dean i éxitos nun total de n repeticions:

( H >pi(lp)"_i-

Un experimento que cumpre as condicions antes descritas
¢ cofiecido como experimento de Bernoulli, e a sda xeraliza-
cion € o que resulta na distribucién Binomial.

A probabilidade p da férmula anterior € doada de aproxi-
mar mediante a lei de Laplace, que establece que a probabi-
lidade de ocurrencia dun suceso X vén dada pola expresion

# casos favorables a X

# casos totales

Por exemplo, se traballamos cunha baralla de cartas e X é
«sae un 12», a probabilidade de que suceda X serd 4/40 =
1/10, pois a baralla espafiola conta con 4 reis (un por cada
pau).

O DESENVOLVEMENTO

A suma da masa Binomial exposta na seccién anterior pre-
senta unha elevada complexidade de calculo, ademais de cre-
cer linearmente en termos coa cantidade dos datos. Para in-
tentar atopar unha expresion que a aproxime, De Moivre co-
meza en 1721 a facer pequenos avances, probando 12 anos
madis tarde as igualdades seguintes:

(o) () = 25

OGRS
— % e B y
wonpzza N N2 2z Jo

oy
eZd/n7

S
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Estes descubrimentos comezan a suxerir que a distribucién
das probabilidades dunha distribucién Binomial (que recor-
demos, non é mdis que varios experimentos de Bernoulli) de
pardmetros n e p pddese aproximar mediante unha curva ex-
ponencial. Este descubrimento de De Moivre resulta na co-
necida aproximacion da Binomial 4 Normal, estudada nas
tres materias de Estatistica do Grao, e que se pode enunciar
como o seguinte.

Proposicion 1 Dada unha Binomial de pardmetros n e p,

as suas probabilidades acumuladas podense aproximar por
unha integral (a través dunha funcion de densidade) do se-

guinte xeito:
i—np
np(l—p)

g( Z )pk(lp)"_k% (
0(z) = % [ e

onde:
¢é a funcion de densidade dunha distribucion Normal Estdn-
dar (de media nula e varianza unidade).

Este feito moéstrase na seguinte Figura:

Fig. 1: Unha aproximacién da Binomial 4 Normal

A integral anterior, que representa a férmula para a funcién
de densidade da distribucién Normal pédese evaluar dunha
forma sinxela mediante métodos numéricos e adoita ser re-
collida en tdboas para un uso mais doado.

UN NOVO USO: A MODELIZACION DE ERRO-
RES

A astronomia foi unha das primeiras ciencias nas que se
comenzaron a rexistrar mediciéns de erros cometidos, pois a
exactitude nos cdlculos era para os practicantes desta displina
moi relevante. Basedndose nestes problemas, Laplace prop6n
en 1774 unha das primeiras curvas de erro. Denotando esta
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funcién por ¢, establece que debe ser simétrica e moné6tona
decrecente para valores positivos da variable.

Deu, ademais, outro argumento. Aparte das duas propie-
dades anteriores, non cofiecemos nada de ¢ (x) nin de ¢’(x).
Polo tanto, seguindo a filosofia da navalla de Ockham, han de
ser proporcionais. En concreto, el propon que «como non te-
mos razon de supor unha diferente lei para as ordenadas que
para as suas diferencias, disto se segue que, debemos, suxei-
tos s regras da probabilidade, supor o cociente de duas dife-
rencias consecutivas infinitamente pequenas ser igual a aque-
las das correspondentes ordenadas». Deste modo, temos:

do(x+dx)  ¢(x+dx) N d¢(x)
d¢(x) ¢ (x) dx
onde m, un nimero real, € a constante de proporcionalidade

que supofiemos. Deste xeito, resolvendo a ecuacion diferen-
cial, chegamos a que

= —m(])(x),

¢(x) = Eefmm-

Isto resulta na seguinte curva de erro:

-

Fig. 2: Primeira curva do erro de Laplace

Malia que posteriormente Laplace refinaria esta curva, o
avance madis significativo e final tomouno Gauss. Baseado en
que «pequenos erros son mais probables que grandes erros»,
«erros de magnitude € e —¢& son equiprobables» e «na presen-
za de varias medidas dunha cantidade, a medida madis proba-
ble destas € a sia media», formulou a expresion seguinte:

sendo i > 0 a «precision do proceso de medida».

Esta expresion gaussiana reflicte un dos usos mais estendi-
dos da curva «Normal», empregado este termo para denotar
unha das mdis frecuentes curva da natureza.

REFERENCIAS

[1] STAHL, S. The Evolution of the Normal Distribution.
Universidad Santo Tomas. Comunicaciones en Estadis-
tica Diciembre 2008, Vol. 1, No. 1.

HISTORIA Numero 5. Marzo de 2024




MATES

Facultade de Matematicas. Universidade de Santiago de Compostela

Bandadas de paxaros

Francisco Estévez Lengua

A s curvas elipticas son obxectos matematicos que se le-

van estudando dende xa hai algin tempo. Dende a sta
aplicacién na rama de Teorfa de Numeros, para resolver o
dltimo Teorema de Fermat, intentar entender mellor os nu-
meros primos, criptografia... ata para entender os patréns dos
paxaros. E isto? Por que?

Na actualidade, ao investigar este tipo de curvas atopouse
que tifian moita relacion con diversos fendmenos na natureza.
De feito, nun estudo comezado en 2022 basado en técnicas
estatisticas e intelixencia artificial descubrironse patréns que
non se esperaban.

A estes patréns alcumdronos “murmurations”, o concepto
que nos entendémos polas formas aéreas que describen as
bandadas de paxaros.

CURVAS ELIPTICAS

Daremos unha breve explicacion tedrica sobre este tipo de
obxectos. Unha curva eliptica é o conxunto de puntos da for-
ma y(x)? = x> +ax+b. Onde podemos tomar a parametriza-
cién conten R, en C, ou de modo mdis interesante en corpos
de enteiros (Z, con p enteiro primo). Sobre a curva C pode-
mos definir unha operacién interna suma. Dados dous puntos
P,Q € C, construimos a recta que pasa por P e O, entén habe-
rd outro punto R que sexa interseccion da recta e C. No caso
de que non existira tal punto entén tomariase no infinito, pero
non imos entrar en detalles disto. Agora, o punto simétrico de
P respecto ao eixo das x serd o resultado da operaciéon. Con
esta operacién, (C,+) é un grupo.

8 Numero 5. Marzo de 2024

No caso de que traballemos en corpos de primos Zj,, entra
o papel do rango dunha curva, que se relaciona co nimero
de solucidns que ten. As curvas de rango O tefien un nimero
finito de soluciéns e as de rango positivo tefien un nimero de
soluciéns infinito.

Por outra banda, a curva ten asociada unha sucesién de
nimeros, a, , que se relaciona co nimero de soluciéns. Ainda
que o rango ¢é dificil de calcular, a secuencia a, é moito mdis
sinxela.

INVESTIGACIONS ACTUAIS

Despois do inicio da pandemia, Yang-Hui He , investiga-
dor do Instituto de Ciencias Matemadticas de Londres, e ou-
tros investigadores foron colaborando ata o que se cofiece a
dia de hoxe [2]. En outubro de 2020, tifian un documento que
utilizaba informacién obtida dunhas funciéns especiais para
predicir unha propiedade particular das curvas elipticas. En
novembro compartiron outro traballo que utilizaba a apren-
dizaxe automatica para clasificar outros obxectos na teoria de
nimeros. En decembro, foron capaces de predicir os rangos
de curvas elipticas con gran precision.

Pero non estaban seguros de por que os seus algoritmos
de aprendizaxe automdtica funcionaban tan ben. Daquelas
podian ordenar as curvas elipticas segundo unha cantidade
chamada condutor, que resume a informacién sobre os pri-
mos para os que unha curva non se comporta ben. Entén, ou-
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tro matemadtico, Pozdnyakov intentou mirar un gran nimero
de curvas con condutores similares simultaneamente. Apro-
ximadamente a metade destes tifia o rango 0 e a metade o
rango 1.Despois fixo a media dos valores de a, para todas as
curvas de rango 0, e o mesmo para as de rango 1 e trazou o
resultados. Os dous conxuntos de puntos formaron ddas on-
das distintas e facilmente discernibles. E dende esta analise,
a medida que aumentaban o niimero de curvas, percataronse
do efecto bandada.

Andrew Sutherland , un cientifico investigador do MIT ta-
mén se puxo mans 4 obra. Decatouse de que 3 milléns de
curvas elipticas non eran suficientes para os seus propdsitos.

Entre os avances que se observaron foi o fendmeno cha-
mado invarianza de escala, a forma mantivose igual ainda
que miraba as curvas sobre nimeros primos cada vez madis
grandes. Sutherland tamén se decatou de que as murmura-
ciéns non son exclusivas das curvas elipticas, senén que ta-
mén aparecen en funcidns L (aquelas que dixemos especiais
hai un cacho) madis xerais.

Maiis recentemente, unha doutoranda, Zubrilina, presen-
tou a sta investigacion sobre patréns de bandadas en formas
modulares, funciéns complexas especiais que, como curvas
elipticas, tefien funcions L asociadas . Nas formas modulares
con grandes condutores, as bandadas conflien nunha curva
claramente definida, en lugar de formar un patrén discerni-
ble pero disperso. Nun artigo publicado o 11 de outubro de
2023, Zubrilina demostrou que este tipo de bandadas segue
unha férmula explicita que descubriu.

A suda férmula é complicada, pero importante, comparable
as funciéns de Airy que definen solucions de ecuacions di-
ferenciais utilizadas en diversos contextos da fisica, que van
desde a Optica ata a mecdnica cudntica.

Curvas elipticas con un conductor )
entre 7.500 y 10.000 + Rango 1 - Rango O

Mas so-
luciones

Promedio de a P

o 2.000 4000 6.000 '8.000

Menos

— — ——  Numeros primos
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NUMEROS DE CATALAN

H ai moitas sucesions cofiecidas de nimeros naturas: os
nimeros de Fibonacci, os nimeros triangulares, os
nimeros primos... Hoxe vemos os nimeros de Catalan.

Dado un poligono regular (convexo) de n lados:

“De cantas formas podemos subdividir o poligono en
tridngulos conectando vértices con diagonais sen que
ningunha se corte?”

Para un pentdgono regular téfiense 5 posibilidades:

A2y

Outra pregunta interesante € a relativa ao nimero de drbores
binarias. A aplicacion sucesiva dun operador binario pode re-
presentarse en forma de drbore, de xeito que cada nodo ten 0
ou 2 fillos. Podémonos preguntar entén:

“De cantas formas podemos asociar n factores para
aplicarlles un operador binario?”

Para 4 factores: a, b, c e d, temos as seguintes 5 posibilidades:

((ab)(cd)),

sendo a sda representaciéon como drbore binaria:

%&

N T >

PROBLEMAS PROPOSTOS

((ab)c)d,  (a(be))d, a((be)d), a(b(cd)),

1. Existe un polinomio P(x), de grao maior ou igual que 1, con coeficientes reais, tal que
para todo n € Z™, o nimero P(n) sexa algtin termo da sucesion de Fibonacci?

Nota: A sucesién de Fibonacci {Fj,F> ...} definese como F; = F, =1e Fy o =F,1 + F, paran > 1.

2. Calcula

, X
Iim cos = - cos -COS

3. Dado G o baricentro dun tridngulo ABC debuxamos unha recta que pasa por el e que corta
ao lado AB no punto P e ao lado AC no punto Q. Proba que: 77 - 04
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X
n—yoo 2 22 on’

“Cal é o niimero de camiiios mondtonos sobre as lifias dun
taboleiro n X n de xeito que ningunha cruce d diagonal?”

Un camifio mondtono comeza no (0,0) e remata no (n,n) po-
dendo avanzar sé cara arriba ou cara a dereita. Por exemplo,
para o caso de n = 3, as posibilidades serfan as 5 seguintes:

Z3 7 Z.
s s s
, , ,
7 A 7 A

A g A

s s
s s

Dandolle unha voltifia, isto estd moi relacionado coas
palabras de van Dyck, estas son palabras de lonxitude 2n
formadas por n aparicidns de duas letras, X e Y, cumprindo
que ningunha subpalabra formada polas k, con 1 < k < 2n,
primeiras letras tefia mdis Y’s que X'’s.

Por exemplo, para o caso de n = 3, temos 5 posibilidades:

XXXYYY, XXYXYY, XXYYXY,
XYXXYY, XYXYXY.

Todos estes problemas son realmente 0 mesmo, xa que todos
se resolven empregando a sucesion dos nimeros de Catalan,
que ¢ da forma:

1,1,2,5,14,42, 132,429, 1430, 4862, 16796, 58786...

Como era de esperar, algo de combinatoria tifia que haber en
todo isto. O n-ésimo nimero de Catalan vén dado por:

C*l 2n72n72n aran > 1
"Tat+1\n) \n n—1) paan==

Soluciéns do mes pasado:

PB QOC 1
<L
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Cohomolo... que?

Ibai Otero Gomez

E ben cofiecido que unha funcién real de variable real con
derivada nula debe ser constante. Mdis ou menos. Realmente
isto non € de todo certo, porque se a nosa funcidén estd defi-
nida, por exemplo, en varios intervalos abertos disxuntos, o
Unico que podemos afirmar sobre a funcién é que sera cons-
tante en cada compofiente conexa do dominio de definicién.
Esta idea, aparentemente superflua, que relaciona a derivada
dunha funcién coa topoloxia do dominio € unha das bases da
cohomoloxia (de DeRham).

Consideremos agora un aberto %/ C R? e unha funcién di-
ferenciable f : Z# — R definida nel. Se supofiemos que o
gradiente da funcién € nulo en todos os puntos do dominio,
unha vez mdis podemos afirmar que a funcién serd constante
en cada compoiiente conexa de %/. O que estamos facen-
do realmente é considerar o espazo vectorial de funciéns di-
ferenciables e estudando o nicleo do operador gradiente. A
funcioén arbitraria que consideramos pertence a ker V e como
todas as funcidns deste espazo vefien determinadas polos va-
lores constantes que toman en cada compofiente conexa, este
espazo vectorial é isomorfo a tantas copias de R como com-
pofientes conexas de % . E dicir, a dimensi6n deste subespazo
amosa o nimero de compofientes conexas de % .

251

0.5

Fig. 1: Funcién con derivada nula nun dominio con tres
compofientes conexas.

Imos con outro exemplo. Dicimos que un campo vectorial
f € €(R? R?) deriva dun potencial se existe ¢ € ¢! (R? R)
de tal xeito que f = V¢. E un resultado de célculo vectorial
ben cofiecido que unha funcién admite unha funcién poten-
cial se e s6 se o seu rotacional € cero. Mdis ou menos. O cer-
to € que este resultado depende unha vez mdis da topoloxia
do dominio. Se a nosa funcién estd definida, por exemplo,
nun espazo simplemente conexo (ou “sen buratos”), entén
estamos nas hipéteses do teorema. Porén, se temos algunha
singularidade nalgin punto do aberto de definicion, hai unha
implicacién que non ten porque cumprirse. E o caso da se-

TEORIA

guinte funcién

£ R0} — (57 21 ) €

,

E sinxelo comprobar que o rotacional desta funcién € nulo.
Non obstante, pédese probar tamén que esta funcién non de-
riva de ningtin potencial. A existencia desta funcién avisanos
de que hai un burato no noso % = R?\ {(0,0)} !

Unha vez mdis imos tratar de estudar esta observacion en
termos de espazos de funciéns. Que unha funcién f derive
dun potencial é equivalente a dicir que f estd na imaxe do
operador gradiente. Por outro lado, estamos interesados en
funcidéns cuxas rotacionais sexan cero, € dicir, que estean no
ntcleo do operador rotacional. Podemos representar esta in-
formacién no diagrama 1.

(U R) 5 (U ,R*) 25 ¢ (% RY) (1)

Sabemos que rot o grad € o operador nulo porque o ro-
tacional dun campo conservativo sempre é cero, polo tan-
to temos a seguinte relacién entre subespazos Im{V} C
ker {Vx }. E dicir, o espazo vectorial asociado a % que c6m-
pre estudar para detectar estes buratos de seu € o cociente do
nucleo do rotacional pola imaxe do gradiente. No noso caso,
esta estrutura, que cofiecemos como primeiro grupo de coho-
moloxia, ten dimensidn un, que nos indica un burato no espa-
zo. Tamén cuantifica dalgunha forma “canto falla” o teorema
do que falabamos antes. No caso de % = R?, por exemplo,
o grupo de cohomoloxia, ou espazo vectorial neste caso, é o
trivial; as hipdteses topoldxicas verificanse plenamente.

Nétese que dentro do primeiro espazo do diagrama (1) po-
derfamos estudar o ker {V} e contar as compofientes conexas
de % como antes. A cadea resume ben toda a informacién
coa que nos gustaria contar.

Os diagramas como (1) cofiécense como complexos de ca-
deas e son obxectos moi estudados. Permiten asociar unha
estrutura alxébrica a un espazo topoldxico para agrupar to-
da a informacién topoléxica necesaria e poder comprende-
lo mellor. Existen diferentes formas de asociar estruturas a
espazos. A teoria das formas diferenciais permite dar unha
xeneralizacién a todas as ideas aqui expostas e constitie a
cohomoloxia de DeRham. Nela agrupamos os operadores di-
ferenciais nun so, cofiecido como a diferencial exterior, € es-
tudamos en cada chanzo da cadea os cocientes entre nicleos
e imaxes.

Por dltimo, o teorema de DeRham permite relacionar esta
teorfa de cohomoloxia con outras de indole mdis topoléxi-
ca, en troques de analitica, establecendo unha conexién entre
estas dreas.
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Euler foi un xenio das Matematicas, pero ainda asi, non tivo a sorte de ler Mais
Mates antes de quedarse irremediablemente cego. Gauss posiblemente se
aburria moito entre clases, algo que poderia ter remediado se se lle ocorrese
inventar Mais Mates. Hipatia tampouco a tivo nas stas mans, pero sequro que
gozaria das conicas da portada. Se cadra Galois poderia ter achado a formula
de Mais Mates, pero morreu demasiado novo... E ti? Ti tes Mais Mates ao
alcance da man!
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