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Area de Conecemento: Matematica aplicada.

Titulo: Modelos da bioloxia mateméatica.

Breve descricién do contido

Proporanse o estudo e a resoluciéon numérica, e no seu caso, tamén
teodrica, de algiins modelos da bioloxia matemaética baseados en ecua-

cions diferenciais.
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Resumo

A bioloxia matemética é unha area de cofiecemento que estuda os principios que rexen
a estrutura, o desenvolvemento e o comportamento dos sistemas bioloxicos, e que ten como
obxectivo a representaciéon matemaética, tratamento e modelado destes sistemas. Veremos
como xurdiu, e cales foron os descubrimentos maéis importantes nos primeiros pasos desta
area. Ademais, tamén explicaremos o seu componente principal, o proceso de modelaxe. Nos
seguintes capitulos centrarémonos en distintos modelos sobre o cancro, unha enfermidade
caracterizada pola transformaciéon das células, de modo que proliferan de maneira anormal
e incontrolada, e as stias terapias, para reflectir como as mateméaticas poden axudar no
campo da oncoloxfa. Mostraremos ademais os cédigos Matlab empregados para resolver e

interpretar os distintos modelos.

Abstract

Mathematical biology is an area of knowledge that studies the principles that govern
the structure, development and behaviour of biological systems, and whose objective is
the mathematical representation, treatment and modelling of these systems. We will see
how it came about, and what were the most important discoveries in the first steps of this
area. In addition, we will also explain its main component, the modelling process. In the
following chapters we will focus on different models of cancer, a disease characterized by
the transformation of cells so that they proliferate in an abnormal and uncontrolled way,
and its therapies, to reflect how mathematics can help in the field of oncology. We will also

show the Matlab codes used to solve and interpret the different models.
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Introducién

A informacién molecular, asi como os procesos implicados na regulacion da informacion
xenética no funcionamento da célula son moi amplos e complexos, o que demostra que tan-
to as ferramentas formais coma as computacionais son necesarias para entender e explorar
o funcionamento dos organismos vivos [5]. E por iso que surxe a bioloxia matematica, unha
area de conecemento que estuda os principios que rexen a estrutura (conxunto de elemen-
tos que caracterizan un determinado 4mbito da realidade ou sistema), o desenvolvemento
e o comportamento dos sistemas bioléxicos, e que ten como obxectivo a representaciéon
matematica, tratamento e modelado destes sistemas, e asi predicir propiedades que po-
derfan non ser evidentes para a comunidade investigadora. Para iso emprega técnicas e
ferramentas das matematicas aplicadas [26].

Un estudo da bioloxia matemaética consta de varias etapas [4]

= Descripciéon do proceso bioléxico e plantexamento das distintas cuestiéns bioldxicas

nas que poderian ser itiles as matematicas.
= Desenvolvemento dun modelo matemético que representa o proceso bioléxico.

= Emprego de teorfas mateméticas e computacionais para atopar prediciéns sobre o

modelo.

= Comprobacion de que as prediciéns matematicas proporcionan respostas as cuestions

bioloxicas.

Para poder comprender como se traballa na bioloxia matemaética, é necesario explicar
o ingredente principal 4 hora de realizar un estudo deste campo: o proceso de modelaxe.
Noutras palabras, unha vez entendido o proceso bioléxico, é preciso traducilo a linguaxe
matemaéatica. Esta é a labor principal no traballo dun biomatematico, xa que é bastante
complexo conseguir unha traduciéon adecuada e realista, que englobe todos os elementos
imprescindibles do sistema sen complicalo en exceso, de ai que conleve un longo proceso

de ensaio-erro [15].
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X INTRODUCION

Un modelo é un sistema de ecuaciéns matemaéticas que inclie todos os datos experi-
mentais conecidos do fenémeno bioldxico a estudar, e que permite comprender mellor un
proceso bioléxico para poder actuar nel dunha maneira éptima. Nestes modelos distinguen-

se dous tipos de variabeis:
= de estado, as cales describen a evolucién do sistema,

= ¢ as de control, sobre as que é posible actuar para modificar, se fora preciso, o

comportamento do sistema.
Isto leva a que existan dous tipos principais de modelos [28]:

= 0s modelos cognitivos, onde as ecuacions se obtenen traducindo as leis fisicas as que

obedece o sistema,

= ¢ 0s modelos de simulacion, que ignoran os mecanismos fisicos subxacentes e que

proponen ecuacions cuxas variabeis deben axustarse aos datos experimentais.

A maiores diso, é importante saber que non existe un tnico modelo para cada expe-
rimento, pois 0s procesos bioloxicos poden ser modelados seguindo distintos procesos. Sem-
pre que o modelo permita corroborar os datos experimentais, este serd adecuado. Os dis-
tintos modelos diferéncianse entre eles polo tipo e niimero de parametros empregados, asi
como nas aproximacions numéricas obtidas. O que buscamos preferentemente para que un
modelo sexa o 6ptimo, é a sta simpleza, xa que isto se traduce nun sistema de ecuaciéns
mais facil de manexar e procesar. Tamén precisamos verificar a sta utilidade, xa que, dende
o punto de vista bioléxico, esta ferramenta esté destinada a resaltar resultados experimen-
tais, xustificar unha hipotese, ou optimizar un sistema de producién. Gracias aos métodos
numéricos de resolucién, podemos reducir o modelo a un sistema de ecuaciéns alxébricas,
ecuacions integrais, ou ecuacions en derivadas diferenciais ordinarias ou parciais [28].

Cada sistema bioléxico require das stias propias técnicas de modelaxe. A pesar diso,
existen métodos de modelaxe xerais que poden ser de utilidade [28]. Un deles é o analise
compartimental, adecuado para a transformaciéon quimica e os sistemas de intercambio
celular, ainda que se pode estender a moitas outras circunstancias. Os pasos necesarios
deste método son: definir a substancia a estudar e as stias transformacions nos diferentes
compartimentos, por exemplo, o espazo, delimitado ou non por membranas, onde se leva
a cabo unha actividade necesaria ou importante para a célula, determinar as constantes
de proporcionalidade de intercambio entre os compartimentos, realizar o balance de ma-
sas empregando un sistema diferencial lineal e realizar as aproximaciéns necesarias para

simplificar a resoluciéon computacional.
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Outro método moi empregado é o de difusién-conveccién-reaccion, o cal describe sis-
temas complexos no que o fendémeno fisico dominante é o transporte ou concentraciéon de
entidades (por entidade bioloxica definimos a toda entidade capaz de deixar copias iguais
ou semellantes de si mesma, e ademaéis coa capacidade de deixar de existir como elemento).
Se modelamos a evolucién no tempo e no espazo das concentracions ou presiéns parciais

destas substancias, conduciranos a un sistema de ecuaciéns en derivadas parciais.

E por ultimo, os modelos estocasticos, adecuados para un ntmero reducido de molécu-
las, é dicir, os sistemas onde o ruido estocastico, que esta sometido ao azar e que é obxecto
de analise estatistica, non é deprecidbel. Lembramos que un proceso estocéstico non ten
memoria, ¢ dicir, tan s6 depende do paso anterior, e non do anterior do anterior nin dos

anteriores a este, caracteristica pola que se emprega este método.

Faremos a continuaciéon unha breve sinopse da historia da bioloxia matemética co fin

de comprender os mecanismos [24].

A que se poderia considerar como a primeira aportaciéon a este campo, foi dada polo
matematico italiano Fibonacci (1170-1240), quen empregou a sucesion que hoxe leva o seu
nome para describir o crecemento dunha poboacién de coellos, a disposicion das follas no
tallo dunha planta, ou a disposicién das semillas dentro da cabeza dun xirasol, entre outros
[9]. Sen embargo, esta non deixa de ser unha aportacion modesta, e non se establece o inicio

real da bioloxia mateméatica ata varios séculos despois.

Moito mais adiante, no século XVIII, os matematicos suizos Daniel Bernoulli (1700-
1782) e Leonhard Euler (1707-1783) propuxeron modelos teoricos para a propagacion de
epidemias [2] e a mecanica de fluidos (estudo das leis do comportamento dos fluidos en
equilibrio e en movemento) [8] respectivamente, podéndose establecer aqui si, o nacemento

da bioloxia matematica.

Despois diso, na primeira metade do século XIX, o erudito inglés Thomas Robert Malt-
hus (1766-1834) presentou o seu ensaio sobre o crecemento da poboaciéon humana basean-
dose no concepto do crecemento exponencial [13], e o matematico belga Pierre Frangois
Verhulst (1804-1849) formulou o modelo de crecemento loxistico [20] que complementa
ao anterior. As ecuaciéns diferenciais ordinarias que dan orixe aos modelos anteriores, os
modelos propiamente ditos, e as ecuacions diferenciais propostas independentemente polo
estadounidense Alfred J. Lotka (1880-1949) en 1925 [7] e o italiano Vito Volterra (1860-
1940) en 1926 [21], xunto co modelo depredador-presa construido a partir das ecuaciéns
de estes dous ultimos autores, son os fundamentos dos modelos mateméticos méis sinxelos

na bioloxia matematica e as stas aplicaciéns.

O que se cofiece como bioloxfa matemética moderna ten marcado o seu nacemento co

matematico ucraniano naturalizado estadounidense Nicolas Rashevsky (1899-1972), quen
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publicou en 1938 o primeiro texto cientifico sobre esta disciplina [16] e creou a revista
que actualmente se conece co nome The Bulletin of Mathematical Biology, a primeira
revista especializada nesta area, creada en 1939 co nome The Bulletin of Mathematical
Biophysics. Uns anos mais tarde, en 1952, o matematico inglés Alan Turing (1912-1954)
intentou describir os procesos bioloxicos que regulan o crecemento dun organismo [19]. O
traballo de Alan Turing estableceu os ingredentes que na bioloxia matemaética actual son
fundamentais: o proceso de modelaxe, o uso de ecuacions diferenciais e a incorporaciéon do

ordenador como unha ferramenta esencial no proceso.

Nas duas ultimas décadas, a bioloxia matemaética viviu un rapido progreso, que mo-
dificou a histéricamente controvertida relaciéon entre unha ciencia experimental como a
bioloxia, e unha ciencia tan abstracta como as matematicas. Tradicionalmente, os bidlogos
desconfiaron das aportaciéons dos matematicos, ao entender que un punado de ecuaciéns
non podian traducir a complexidade dos seres vivos. O desenvolvemento de novos méto-
dos de anélise e calculo e os avances computacionais destas décadas permitiron abordar a
diversidade de retos que tenen os biomateméticos, de ai que progresara tan rapidamente

esta union entre as ddas ciencias.

Gracias aos autores que mencionamos anteriormente, entre outros, aos cofiecementos
sobre os procesos de modelaxe e aos avances computacionais, podemos chegar as que ac-
tualmente son as principais vias de investigacion da bioloxia matemética [29]. Pasamos a

describilas a continuacion.

A teoria de conzuntos moleculares, unha formulaciéon matemaética da cinética quimica
das reaccions biomoleculares en termos de conxuntos de moléculas e as stias transformaciéns
quimicas. Nun sentido mais xeral, tratase da teoria das categorias moleculares definidas
como categorias de conxuntos moleculares e as stias transformaciéns quimicas representadas
como aplicaciéns entre estas. Esta teoria contribiie & bioestadistica e 4 formulacion de
problemas de bioquimica clinica en formulaciéns matematicas de cambios patoloxicos e
bioquimicos, de gran interese na fisioloxia, bioquimica clinica e medicina.

A biolozxia relacional abstracta, que se ocupa do estudo de modelos relacionais xerais
(que representan os datos por medio de tdboas relacionadas) de sistemas bioloxicos com-
plexos. A teoria relacional definese como o marco para comprender a realidade ou un
sistema fisico onde as posicions e outras propiedades dos obxectos tan s6 son significativas

en relacién a outros obxectos.

A bioloxia alrébrica, ou bioloxia de sistemas simbdlicos (os cales sirven para sistemati-
zar, formalizar, formular e reformular a realidade), aplica os métodos alxébricos de compu-
tacion simboélica 6 estudo de problemas bioléxicos, especialmente en xendmica, proteémica,

andlise de estruturas moleculares e estudo de xenes.
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A bioloxia de sistemas complexos, que engloba as tres vias vistas anteriormente, a teoria
de conxuntos moleculares, a bioloxia relacional e a alxébrica, que sirve para comprender os
procesos de vida méais complexos. Ten a stia orixe en: o modelado cuantitativo de cinética
enzimatica, os modelos mateméaticos do estudo do crecemento de poboaciéns, simulaciéns

desarrolladas para estudar neurofisioloxia, e a teoria de control e cibernética [27].

A neurociencia computacional, tamén conecida como neurociencia tebrica ou neurocien-
cia matemética, que é o estudo teérico do sistema nervioso. Tratase dunha rama cientifica
interdisciplinar que enlaza os diversos campos da biofisica, a neurociencia, a ciencia cog-
nitiva, a inxenieria eléctrica, as ciencias da computaciéon e as matematicas. Ten as siias
raices en traballos como o desenvolvemento da pinza de voltaxe e a creaciéon do primeiro
modelo matematico do potencial de accién, e no descubrimento de que as neuronas da
corteza visual primaria posuian campos receptivos orientados e organizados en columnas
[30].

A ecoloxia e a bioloxia evolutiva, tradicionalmente os campos dominantes da bioloxia
matemaética, nos que se estuda a evolucién bioléxica a través do entendemento da interac-
cion entre os procesos ecoloxicos e evolutivos en poboacions e comunidades (a nivel xenético
e organismico, comprendendo este dltimo todas as partes do corpo que, funcionando de
forma conxunta, constitien o individuo vivinte) [23]. O enfoque tradicional nesta area é a
xenética de poboacions, cuxo obxectivo é describir a variaciéon e distribucién da frecuen-
cia alélica (lembramos que un alelo é cada unha das variaciéns dun xen ou outro tipo
de caracter de cada individuo) para explicar os fenémenos evolutivos. Dentro desta, unha
rama importante é a filoxenética, unha disciplina encargada de clasificar aos seres vivos
dando conta da sua historia evolutiva. Os modelos xenéticos de poboaciéns tradicionais
tratan con alelos e xenotipos, e moitos modelos de xenética de poboaciéns asumen que o
tamafio destas é invaridbel. Cando se tenen tamanos de poboacién variabeis, a menudo en
ausencia de variacién xenética, é preciso tratalos mediante a dindmica de poboaciéns, que
se superp6én con outra area activa de investigaciéon na bioloxia matemaética: a epidemiolo-
xfa matematica, o estudo das enfermidades infecciosas que afectan 4s poboacions. Existen
modelos de propagaciéon de infecciéns que brindan resultados importantes para as politicas
de satude. Por dltimo, a teoria de xogos evolutivos, onde a selecciéon actta directamente
sobre os fenotipos herdados, sen complicaciéns xenéticas, é dicir, sen ter en conta as po-
sibles alteracions dalgiins xenes. Este enfoque refinouse matematicamente para producir o

campo da dindmica adaptativa.

A biofisica matemdtica, que dominou as primeiras etapas da bioloxia matemética, des-
crita como a aplicaciéon das matematicas na biofisica, que a menudo involucra modelos

fisicos e matemaéticos especificos de biosistemas e os seus componentes e compartimentos.
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E, por tltimo, a bioloxia organizacional, que trata sobre a xerarquia de estruturas e sis-
temas bioléxicos complexos que definen a vida mediante unha aproximacién reduccionista,
onde a natureza humana esti determinada polos xenes, e as propiedades dos individuos e

as stas acclons son consecuencia inevitabel destes.

Dentro de todas estas ares de investigacién da bioloxia matemaética, un esperanzador
desafio esté vinculado a entender as dinamicas do cancro dende as perspectivas morfoloxica,
xenomica, protedmica e matemaética, e trasladar os modelos e datos & préactica clinica [24].
Neste traballo centrarémonos nos distintos modelos sobre o cancro e as terapias para este,
para reflectir como a matematica pode axudar no campo da bioloxia, e méais concretamente

nunha enfermidade que actualmente é unha das principais causas de morte no mundo.

O cancro, seguin o dicionario, é unha enfermidade que se caracteriza pola transforma-
cion anormal das células, de modo que proliferan de maneira anormal e incontrolada. Ao
contrario que as células normais, as células cancerixenas non morren logo dun periodo de
tempo programado, e dividense case sen limite. Esta multiplicaciéon forma unhas masas,
chamadas tumores, que poden destruir e substituir as células normais. Alguns cancros po-
den non formar tumores, e algiins tumores poden ser malignos, é dicir, producen metastase.
E hai outros que crecen a un ritmo lento e que non se infiltran nos tecidos vecifios, que son

os chamados tumores benignos [25].

Ainda que xa existian algins modelos matemaéticos para o cancro anteriormente, como
o publicado por Peter Armitage (1924) e Richard Doll (1912-2005) en 1954 [1], que trataba
a primeira teoria multiestadia do cancro (segun a cal se deberian superar entre seis e sete
cambios xenéticos nas células antes de adquirir un fenotipo completamente cancerixeno),
foi nos anos 70 cando se comezaron a desarrollar mais modelos sobre esta enfermidade
e as suas terapias. Principalmente, os modelos de ecuaciéns diferenciais ordinarias e en
derivadas parciais son as ferramentas mais empregadas no estudo do crecemento de tumores
e na forma na que se difunden sobre os tecidos que os rodean. A pesar do gran nimero de
traballos sobre este campo que se poden atopar actualmente, ainda non existe un modelo
que proporcione unha predicién e caracterizacion do comportamento para o crecemento
de tumores cancerixenos nas stas miltiples formas e para calquera tipo de poboacién,
nin tampouco existen modelos para algtn tipo de terapia que consiga eliminar o tumor
en calquera tipo de situacion [11]. Asi, neste traballo trataremos de mostrar algins dos
modelos que existen, tratando tamén de ensinar as principais vias de estudo que se estéan

a seguir actualmente neste campo.

No primeiro capitulo trataremos de amosar un primeiro modelo xeral baseado na di-
namica de daas poboaciéns en competencia, que no noso caso seran as células sanas e as

cancerixenas. Este tipo de modelo é un dos mais cofiecidos, sobre todo no contexto da eco-
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loxia, e trata de ver se diias poboaciéns seran capaces de sobrevivir xuntas, ou se algunha
delas acabara coa outra [4].

No segundo capitulo, trataremos un modelo mais especifico, onde amosaremos a inter-
accion entre o cancro e o sistema inmunoldxico. Veremos os distintos tipos de células
involucradas no proceso, e como actiia cada unha delas. Mostraremos, empregando cédigos
en Matlab, as graficas das soluciéns dos modelos estudados.

Por tltimo, no terceiro capitulo, veremos dous modelos de terapias para o cancro, a
viroterapia e o tratamento co farmaco GM-CSF. A diferencia dos outros dous capitulos,
nos que tratamos con ecuacions diferenciais, neste caso empregaremos ecuacions en deri-
vadas parciais. Analogamente ao anterior capitulo, volveremos a mostrar as gréficas das
soluciéns dos modelos empregando codigos en Matlab.

Finalmente, para facilitar a lectura do traballo, incluimos un apéndice cun resumo da

teoria clasica de sistemas de ecuaciéns diferenciais ordinarias e en derivadas parciais.






Capitulo 1

Dtias poboacions en competencia.

Modelo do cancro

Nesta seccion, seguiremos o capitulo 6 do libro Introduction to mathematical biology [4].
Comenzaremos estudando problemas dos chamados depredador-presa, onde dias poboa-
ciéns compiten por ter o maximo nimero de individuos. O fin é obter un modelo sobre o
cancro pensando que as células normais e cancerixenas son dtias poboaciéns en competencia
deste tipo.

Neste sentido a competencia é unha interaccién entre dous organismos que comparten
0s mesmos recursos para poder sobrevivir. Cando se cofiecen suficientes datos sobre a
competencia entre dous organismos, podemos axudarnos das matematicas para predicir si
tan s6 un ou ambos conseguiran sobrevivir a longo prazo.

Para poder chegar a un modelo depredador-presa suficientemente completo, imos co-
mezar por ver os primeiros modelos deste tipo, para a continuacién, despois dalgunhas
modificaciéons, chegar a modelos 6ptimos de duas poboacidéns en competencia. Como xa
mencionamos anteriormente, no século XVIII, Malthus publicou o seu ensaio sobre a di-
namica de poboacions baseandose nun crecemento exponencial [13|. Ali, considerando = o
tamano da poboacién no instante ¢, e k unha constante de proporcionalidade, él propuxo
a seguinte ecuacion:

dx =kux,

dt
é dicir, suponiemos que a tasa de aumento da poboacién é proporcional 4 poboacién nese
instante. De maneira elemental, podemos probar que a solucién desta ecuacion é z = CeF?,
onde C' é unha constante arbitraria, é dicir, unha funciéon exponencial, de ai que falemos
do modelo exponencial de crecemento de Malthus.

No ano 1838, Verhulst, depois de ler o ensaio de Malthus decatouse de que a mitdo
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non é realista que a poboacién creza indefinidamente, pois hai casos onde o niimero de
individuos se estanca. Entéon propuxo un novo modelo de crecemento loxistico [20], onde
considerou r a tasa de crecemento da poboacién e k a capacidade de carga do entorno.

Podemos escribir a ecuacién que goberna o modelo da forma seguinte:

CC% =rz(l — %),
¢ dicir, o crecemento do modelo de Malthus amortiguase cun factor 1—xz/k, que na practica
debe ser unha cantidade entre 0 e 1.

Despois diso, como ben mencionamos tamén anteriormente, Lotka e Volterra desarro-
llaron de maneira independente un sistema de ecuaciéns que describen a relaciéon entre dias
especies que comparten os mesmos recursos [7|[21]. Partindo ambos da ecuacion anterior,
e basedndonse no que ocorre nunha reaccién quimica, tanto Lotka como Volterra, axudado
este tltimo por un estudo do seu cuniado, o bidlogo italiano Umberto D’Ancona (1896-
1964), tiveron a idea de aplicarlle a esta ecuacion a lei quimica da accion de masas (que
establece a relaciéon entre as masas de reactivos e productos nun equilibrio quimico a unha
temperatura determinada). Este modelo, que surxe de xuntar ambos, e que actualmente

se conece co nome de Lotka-Volterra, é o primeiro de moitos modelos de interaccién entre

especies, e definese mediante un sistema formado polas seguintes ecuacions diferenciais

ordinarias:
dx
E =T —axy,
dy
a = a2y — 12y,

sendo a primeira a ecuaciéon que modela a poboacién das presas, e a segunda a de depreda-
dores. Neste caso, x serd o tamaifio da poboacién de presas, y o de depredadores, 1 e o as
tasas de crecemento das presas e dos depredadores, respectivamente, a1 o éxito na caza do
depredador, que afecta & presa, e as o éxito na caza que afecta 6 depredador. Na primei-
ra ecuacion, as presas tefien un crecemento exponencial, amortiguado pola interaccién da
caza dos depredadores sobre estas. Na segunda, o crecemento do niimero de depredadores
depende en primeiro lugar da interacciéon coas presas, e en segundo lugar dun decrecemento
exponencial.

Inspirandonos nos modelos vistos anteriormente, e noutros que vineron despois, pode-
mos centrarnos no modelo que nos ocupa nesta seccién, que veremos primeiro aplicado a

duas poboaciéns xerais, e mais adiante adaptaremos ao caso do cancro,

dx T
% = 'I”]_l'(l — ?1) - b]_CCy, (11)
dy Y
— = 1—=)— . 1.2
o =ray(1 = L) < baay (1.2



Neste caso, en (1.1), r1 é a tasa de crecemento da especie z, k1 é a capacidade de carga
que limita o seu crecemento, e b; é a tasa 4 que o organismo y mata 6 organismo x. De
maneira similar sucede na ecuaciéon (1.2). Temos pois dias poboacions que compiten polo
mesmo espazo, e na que ambas poden ser presas ou depredadores. En ambas ecuacions,
o primeiro termo da dereita reflicte un crecemento loxistico de cada especie, amortiguado
por un segundo termo que reflexa a interaccién entre ambas.

Partindo do modelo anterior, imos ver algunhas das stas propiedades, para poder apli-
calas despois ao modelo do cancro. A primeira que imos estudar sera os puntos de equilibrio
e o seu tipo. Para iso temos que ver en que puntos se anulan simultaneamente as ecuaciéns
(1.1) e (1.2).

Para poder estudar todos os puntos de equilibrio do sistema temos que resolver o

seguinte sistema de ecuaciéns alxébricas:

ra(l — —) = byzy = 0,
ky

roy(l — %) — byzy = 0.
2

Sacando factor comtn = da primeira ecuacion, e factor comin y da segunda ecuacion, cun
razoamento elemental chegamos aos puntos de equilibrio (0,0), (k1,0) e (0, k2). O cuarto

punto de equilibrio é a solucién do seguinte sistema de ecuaciéns lineais:

r—lx—l—bly =7y, (1.3)

k1

bax + T—Qy =ry. (1.4)
ko

Empregamos a regra de Cramer para encontrar a sta solucién de maneira directa. O

determinante do sistema é:

= b 172 T1T2
D= k1 — —biby = 1—
' by 72 ke 7 kle( brfo)

onde para abreviar ponemos (1 = kibi/r1, B2 = koba/re. Finalmente obtemos que a
primeira incognita vén dada por

1 T1 bl 1 (7“17‘2 b ) 1 klkg r1ro b ) kl — k2,31

xr= — = —(—— —7Tr = — 7T = —
Diry 22 D" ko VT BiBa rire ke 2 1= B152

e analogamente para a segunda incégnita temos que:

_ k2 —k1fs
1— BB’
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Imos ver agora de que tipo é cada un dos puntos, sabendo que (k1,0) significa que
a segunda poboacion se extingue, e (0,k;) correspéondese con unha situacion na que a
primeira poboacién queda extinguida. Empregando a matriz Xacobiana (ver apéndice),
podemos observar que o punto (0,0) é inestable, (k1,0) é estable se k1 > ro/by, 0 que
quere dicir que a capacidade de carga do ecosistema para o organismo x ten que ser maior
que a tasa que proporciona o cociente entre o crecemento da especie y e a tasa 4 que
o organismo x mata 6 organismo y, e (0, k) é estable se ko > r1/b1, é dicir, a mesma
situacién que para o punto anterior, pero intercambiando as especies.
Por dltimo temos o punto estable no que ambas poboaciéns poden coexistir, que vén
dado pola solucién do sistema (1.3)-(1.4), é dicir
k1 — k251’ ko — k1ﬂ2)’ onde f; = kib; (i=1,2)
1—51p2 " 1= B T

Este punto estable é de relevancia bioloxica tan s6 se as diias componientes son positivas.

ISO ocorre tan so se:

ki —kofB1 >0, ka—kif2>0 e 1—3162>0, (1.5)
ou,

k1 — k‘g,@l <0, ky— ]{7152 <0 e 1-— 51ﬁ2 < 0. (1.6)

Agora ben, as primeiras condiciéns (1.5) camprense cando

klbl k2b1

m kg — koS >0 <— kl—k27>0 <~ ]‘51(1_ r )>0 —
1 1
1—@>0 — l~¢2>r—1
(& bl
kob k1b
sk k>0 = k-h—2 >0 = k(- 22)>0 —
2 2
1—@>0 <— k:1>r—2.
9 b2

Un célculo elemental mostra que en (1.5) a terceira condicién verificase sen hipotesis
adicionais. Traballando de maneira anéloga en (1.6), obtemos desigualdades analogas pero

co signo cambiado. En resumo, chegamos a que as diias compofientes serdn positivas se

T2 1
]{?1 > — € k‘g > —
bo b1
ou
It

T2
k —= k .
1<b2 e 2<b1

Asi, como conclusién do modelo xeral, podemos dicir que ambas especies coexistiran sem-
pre que a tasa de matanza b;, sexa maior que r;/kj, a tasa de crecemento dividida pola
capacidade de carga, tanto para j = 1,7 = 2 como para j = 2,7 = 1; ou ben, que sexa

menor en ambos casos.
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1.1. Modelo matematico do cancro

Partindo do modelo anterior, imos a centrarnos agora en describir e buscar as propie-
dades dun modelo para o cancro baseandonos nos modelos de duas poboaciéns en compe-
tencia.

Lembremos que o modelo onde o crecemento loxistico xeneralizado dunha poboacién
cunha densidade x, cun termo de amortiguacion é

C;—f:rx(l—%)—ux
onde r é a tasa de crecemento, p é a tasa de morte e K é a capacidade de carga media
determinada polos recursos disponibles para a poboacién.

O termo —ux non pode amortiguar totalmente o termo anterior, porque se fora u > r,

. dx r o9 ., .,
enton ——+uxr — rr = % < 0 sempre. Calcularemos agora a solucién desta ecuacion

dt

seguindo os pasos para resolver unha ecuaciéon diferencial de Bernoulli, por ser da forma

d
Y P = Q).
dt
onde P(t) = p—17, Q(t) = —% e a = 2. Comezamos dividindo a ecuacion diferencial
entre 2 e chegamos a
1 dx o )1 r
—— —r)—=——.
2dar W x K
) ) 1 . dz —ldzx L
Facendo agora o cambio de variable z = 7', enton — = —-—. Substituindo:
dt 22 dt
dz ny ) r
—— —r)z=——
at K
e cambiando de signo
dz ( ) r
— —(p—r)z=
a K

onde tanto p — r como r/K son constantes. Esta ¢ unha ecuacion diferencial lineal, cuxa

ecuacion homoxénea correspondente é

d
ﬁ_(M_T)Z:Ov

e ten por solucién xeral

z = Celht

onde C é unha constante arbitraria. Por outro lado, unha solucién particular da ecuacién

inicial non homoxénea é:
—r

= )
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e enton, a solucion xeral da ecuacion lineal inicial é:

T

K(p—r)

Entoén, a solucién da ecuacion de Bernoulli ven dada por:
1

Celnt — i

2 = Celr—r)t _

xr =

Asi, se u > r, o denominador é crecente, o que implica que x decrece co tempo. Polo tanto,
para que x creza co paso do tempo, temos que ter y > r. O caso onde g = r non pode
darse porque neste caso un denominador se anula.

Se duas poboaciéns x e y coexisten no mesmo medio e seguen un crecemento loxistico

xeneralizado, entén o modelo poderia ser

dr (1 x+y)
dt =nrx K H1T,
dy T+y

@y _ 129y
p roy( K) pay,

onde 71 e 1o son as tasas de crecemento das poboaciéns x e y respectivamente, e 11 € g son
as suas respectivas tasas de mortalidade. Suponemos que as dtas poboaciéns comparten o
mesmo medio, polo tanto, o termo (z + y)/K representa a carga total da poboacion = + y
no medio de capacidade K. Aplicaremos este modelo ao cancro no tecido humano, onde x
representa a densidade de células sanas e y representa a densidade de células cancerixenas
no mesmo tecido, coas dias poboaciéns competindo polo mesmo espazo.

Dado que as células cancerixenas proliferan mais rapido que as normais, tomamos

ro > T1q.

Por simplicidade, asumimos que @1 = ps = i e tomamos r; > u para que as dias poboa-
cions persistan. Asumimos tamén que as condicions iniciais z(0) e y(0) son non negativas.

Entén o modelo queda:
dx T+y

& = a1~ T2 ) (1.7
Y - T (18)

de onde observamos que non pode existir un punto de equilibrio (Z, %) con z > 0, § > 0.
En efecto, se tal punto existira, entéon (Z + y)/k serfa igual a 1 — pu/r1 e 1 — pu/rg, o cal é
imposible.

Agora ben, de maneira inmediata vemos que o punto (0,0) é un punto de equilibrio

con Xacobiano
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— 0
700 (Tl 0 ' r M) ‘
5 —

Dado que ambos valores propios son positivos, (0,0) é un nodo inestable (ver apéndice).

Queda enton por considerar os puntos de equilibrio

(1= K0) e (0,(1=7)K),

que son tamén soluciéns do sistema de ecuaciéons seguinte

o= ) — ) =0,
yira(1 = ) — =0

Calculando o Xacobiano en cada un deles, atopaAmonos con que o primeiro é inestable, e o
segundo estable. Iso significa que o estado no que o corpo esta libre de células cancerixenas
é inestable, mentras que o estado onde todas as células son cancerixenas é estable. A grafica

(1.1) mostra o retrato de fases [6] do modelo do cancro (1.7)-(1.8).

Figura 1.1: Retrato de fases para o modelo do cancro (1.7)-(1.8)

O lugar xeométrico I'y dos puntos tales que o segundo membro da ecuacion (1.7) é nulo

ven dado por
Ty p
Ii:1-— = —
! K
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e andlogamente o lugar xeométrico I's dos puntos tales que o segundo membro da ecuacién

(1.8) é nulo ven dado por
Tty W
I'g:1- = —.
2 K T

Como r9 > r1, 'y esta por encima de I';. Por debaixo de I'q, Z—’f > 0, CC% > 0; por encima
de T's, ‘é—f < 0, % < 0; e entre I'; e I's, ‘fi—f <0e % > (0. Podemos ver que o punto estable
(0,(1 — £)K) ¢é globalmente asintoticamente estable (ver apéndice), ¢ dicir, para calquera
solucién cuxos valores iniciais non sexan iguais a (0,0) nin a ((1 — £)K,0), mantense:
((t),y(t)) = (0,(1 — £)K) cando t — oco.

E interesante analizar a dindmica do sistema (1.7)-(1.8). Temos

d d l1d 1d
gln%:a(lny—lnm):f—y—f—x:(rg—rl)(l—x;;,y). (1.9)

Utilizaremos a féormula anterior para probar o seguinte lema:

Lema 1.1. Si z(0) + y(0) < K enton para calquera € > 0 suficientemente pequeno, con

z(0) + y(0) < K — €, verificase:

z(t)+yt) <K —e Vt>0, (1.10)

Proba.- Procederemos por reducciéon ao absurdo. En efecto, se suponemos que esta afirma-

cion non é certa, enton, existe un ¢ minimo tal que (1.10) é certo V¢ <t pero en t =t
z(t) +y(t) = K — e (1.11)
Polo tanto, x(t) + y(t) é crecente en ¢t = t, e entén

9 @lt) +y(t))e > 0, (1.12)

polo que as derivadas primeiras de z(t) e y(t) son maiores ou iguais a cero. Sumando (1.7)

con (1.8), evaluadas en t = ¢, e tendo en conta (1.11), chegamos a:

d K —«¢ K —«¢

S lt) + gy < (K = (L= =) = pa(®) + (K = e)ra(l = =) = (D)

Aplicando de novo (1.11):

1+ 12

PR (K — ) = (K- (M 2e— ) <0

L wt) + o O)ii < (K — 0

dt
tomando € < uK/(r1 + r2), o cal é unha contradiccion con (1.12). De ai que a afirmacion
(1.10) sexa valida. (]
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E dicir, acabamos de probar que se a poboacion total inicial é menor que a capacidade
de carga, isto seguirase cumprindo co paso do tempo, ou o que é o mesmo, a poboacién
total sempre ser4 menor que a capacidade de carga.

Agora ben, substituindo (1.10) en (1.9)

d._ vy K —c¢ (ro —mr1)e
T s (-1 — - :
dt nx > (r2 = m1)( K

de onde obtemos que

y(t)
% Z Ceétv

onde C' & unha constante arbitraria. Pero xa que, por (1.10), y(¢) < K Vt > 0, concluimos

que
K
z(t) < 66_& —0 con t— oo. (1.13)
De (1.8) e (1.13) dedticese que para calquera 1 > 0 pequeno, se y(t) > (1 — 2)K +net
grande, enton d%—f) < 0, mentras que si y(t) < (1 — %)K —n e t grande, entén d%—g) > 0.

Polo tanto y(t) — (1 — £)K con t — co.

Na analise anterior asumimos que z(0) + y(0) < K — € para algtn € > 0 pequeno. Imos
demostrar a continuacién que podemos obter o mesmo resultado anterior con hipotesis
mais débiles.

Teorema 1.2. O punto de equilibro onde tan s6 existen células cancerizenas (0, (1—1)K) é

globalmente asintéticamente estable, € dicir, para calquera valor inicial, (0) > 0,y(0) > 0,

cumprese que (t) — 0 e y(t) = ((1 — £)K) cando t — oo.
Proba.- Temos que demostrar que existe un tempo t = ¢ tal que
xz(t) +y(t) < K — ¢, (1.14)

enton podemos seguir os argumentos anteriores con t = ¢ en lugar de ¢t = 0. Para probar

(1.14) procederemos unha vez mais por contradiccion, suponendo que se cumpre
z(t)+y(t)>K—€e Vt>0, (1.15)

substituindo a desigualdade anterior na ecuacion (1.7) obtemos a desigualdade diferencial

d K -
%Sx[rl(l— e 6)-#]:3?(7“1%—#):—796,
onde temos definido
‘>0 < B
=Uu—ri— si e< —
TR "

Polo tanto
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de modo que z(t) — 0 cando t — co. Analogamente, y(t) — 0 cando t — oo, e isto é unha
contradiccion con (1.15). Ademais, polos resultados anteriores, de (1.8) e (1.13) temos que

z(t) = 0cont— o0, ey(t) = (1 - L)K cont — oo O

Asi, o que ven a reflectir o modelo (1.7)-(1.8) é que, sen tratamento, as células cance-

rixenas encheran todo o tecido.

1.2. Simulaciéons numeéricas

Imos usar ent6n o modelo (1.7)-(1.8) para comprobar nun exemplo que, sen tratamento,
as células cancerixenas ocuparan todo o tecido.

Empregaremos para iso os seguintes datos sacados de [4]:
=1 rn=12 r=14, K=3, z(0)=2, y(0)=1,

de modo que z(t) > y(t) para ¢t pequeno. Faremos a simulacién para ¢ > 0 ata chegar a

t = 60. Para iso empregamos os seguintes codigos de Matlab [4]:

principal cancro

close all,

clear all,

%% definimos as variabeis globais

global mu r1 r2 K

%% tempo de comezo e de final
t0=0; tfinal=60;

%% parametros
mu=1; r1=1.2; r2=1.4; K=3;

9% condicions iniciais

vo=[2,1]";

[t,v]= ode45('funcion cancro', [t0,tfinal, vO0);
subplot (2,1,1)

plot(t,v(:,1)) %debuxa a evoluci n de x
xlabel t, ylabel x

subplot (2,1,2)

plot (t,v(:,2)) %debuxa a evoluci n de y
xlabel t,ylabel y
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funcion cancro

9% funcion a que chama principal cancro.m

function dy=funcion_cancro(t,v)

9%% definimos as variabeis globais
global mu r1 r2 K

dy=zeros (2,1)

dy (1)=y (1) [r1(1—=((y (1)+y(2))/K))—mu]
dy (2)=y(2) [r2(1—((y (1)+y(2))/K) )-—mu]

Como ben demostramos anteriormente, nas seguintes graficas, onde x representa as
células normais, e y as células cancerixenas, podemos ver como as células normais acaban
por desaparecer e as células cancerixenas acaban por cubrir todo o tecido. E mais, vemos
graficamente que cando t — oo temos que z(t) — 0 e que

W 1
——)K =(1--—)3~0.8571.
y(t) — (1 TQ) ( 1.4)3 0.857

0 10 20 30 40 50 60

Figura 1.2: Progreso das células normais, x, e cancerixenas, y, sen tratamento.

Podemos comprobar tamén graficamente o que ocorre con uns datos que non cum-
pran as condiciéns necesarias para o correcto funcionamento do modelo. Por exemplo, se
tomamos

= 27 = 17 T2 = 057 K= 17 ZE(O) = 27 y(O) - 17

onde i < r1 < ro, ao contrario do que propuxemos no estudo, temos as seguintes graficas
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=05

Figura 1.3: Progreso das células normais, x, e cancerixenas, y, sen tratamento.

Podemos ver que a poboacion de células se dirixe ao punto de equilibrio inestable (0, 0).

Por ultimo, mostraremos tamén as graficas cos seguintes datos:
u=1, rn=12 ro=14 K=3, =z(0)=-1, y(0)=1,

onde a condicién inicial 2(0) é menor que cero.

—

Figura 1.4: Progreso das células normais, x, e cancerixenas, y, sen tratamento.

Ao igual que no caso anterior, a poboacién dirixese ao punto inestable (0,0).



Capitulo 2

Interaccidén cancro-sistema

iInmunoloxico

Seguindo agora o capitulo 13 do libro [4], imos ver un modelo sobre o cancro baseado na
sda interaccién co sistema inmunoloxico, o encargado da defensa natural do corpo contra

os axentes infecciosos, como as bacterias ou virus.

Para afrontar este capitulo, imos ampliar un pouco a informacién sobre o cancro e as
stuas diferentes etapas. Como xa comentamos anteriormente, chamamoslle tumor 6 crece-
mento anormal de novo tecido con células que crecen maéis rapido do normal e non tenen
unha funcién fisioloxica. Ademais, compiten coas células normais polo espazo e os nutrin-
tes. Cando este crecemento ¢é localizado rapidamente, chdmase tumor benigno. Este tipo de
tumor non crece de maneira desproporcionada nin agresiva, non invade tecidos adxacentes

nin fai metéastase a tecidos ou érganos distantes.

Cando o tumor alcanza un tamano de varios milimetros no tecido, require dunha gran
cantidade de nutrintes para poder seguir medrando. Ata chegar a esta etapa, o tumor
chdmase avascular. Unha vez que o tumor se atopa nesta etapa na que require un novo
suministro de nutrintes, intenta inducir a formacién de novos vasos sanguineos, proceso
chamado anxioxénesis, e dirixe o seu movemento cara eles. Isto faino segregando un factor
de crecemento endotelial vascular (V EGF polas suas siglas en inglés, Vascular Endothelial

Growth Factor), e, se ten éxito, o tumor convirtese en vascular.

Como o tumor segue crecendo, algunhas das stias células poden desprenderse e viaxar
a outras partes do corpo a través do corrente sanguineo ou do sistema linfatico. O tumor
que se estendeu dende a ubicacién orixinal a outras partes do corpo chamaselle cancro
metastésico, é o que se cofiece como cancro maligno, ou simplemente cancro, ainda que na

fala habitual se empreguen indistintamente os termos cancro ou tumor para referirse ao

13
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cancro maligno. E é este o estado de cancro que provoca a inmensa maioria de mortes.

Algtns exemplos dos mais de cen tipos diferentes de cancro segin o seu tecido de
orixe son: os carcinomas, que comezan nas células epiteliais, as células que recubren as
superficies do corpo; os sarcomas, que surxen dos tecidos conectivos (fascias), os musculos
e a vasculatura (conxunto de vasos sanguineos do corpo); leucemias, que son o cancro
do sistema hematopoiético (células sanguineas), linfomas, do sistema inmunoléxico, e os
retinoblastomas, cancros dos ollos.

Imos profundizar agora un pouco mais nos procesos que sofren os distintos tipos de
células involucradas no proceso para poder crear un modelo adecuado. A transformaciéon
de células normais en células cancerixenas é debida a mutaciéns en xenes que regulan o
crecemento e os cambios na estrutura ou na funcién que conducen & sta especializacion.
No contexto do cancro, estes xenes clasificanse en oncoéxenos, xenes que promoven o cre-
cemento e a reproducién, e os xenes supresores de tumores, que son aqueles que inhiben
a division celular e a sda supervivencia. A transformaciéon maligna ocorre cando os onco-
xenos se sobreexpresan anormalmente, ou cando os xenes supresores de tumores se volven
infraexpresados ou discapacitados. Polo xeral, a transformaciéon dunha célula normal nunha
célula cancerixena ocorre despois de non unha, senén de varias mutaciéons xenéticas.

Comuinmente, crese que a maioria destas mutaciéns que conducen ao cancro poden ser
debidas a diversas condiciéns como fumar, factores diabéticos, contaminantes ambientais,
exposicién a radiacion e certas infeccions. Tamén existen factores que son hereditarios.

A malignidade do tumor induce, tipicamente, unha resposta inmune celular moderada,
pero as células cancerixenas tratan de evadir esta resposta inducindo cambios favorabeis
no fenotipo das células inmunes. A interaccién entre as células cancerixenas e o sistema in-
munoléxico é complexa, e afecta & eficacia dos farmacos quimioterapicos. Para determinar
a eficacia dos medicamentos contra o cancro, necesitamos desarrollar un modelo matema-
tico de interaccién entre as células cancerixenos e o sistema inmune e logo empregalo para

evaluar dita eficacia, e seré este o obxectivo deste capitulo.

2.1. Modelo matematico do cancro

Imos comezar definindo os distintos tipos de células que intervenien na interaccién entre
células cancerixenas e non cancerixenas. O primeiro tipo do que falaremos son os macro-
fagos, onde distinguimos entre dous fenotipos: os macrofagos proinflamatorios M1, que
producen unha citocina inflamatoria, chamada interleucina I1-12, e os macréfagos anti-
inflamatorios M2, que producen unha citocina antiinflamatoria, denominada interleucina

I1L-10. A citocina I L-12 activa as células T, encargadas de destruir as células cancerixenas,
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mentras que a citocina I L-10 ten o efecto contrario, inhibe a stia activaciéon. Para evadir o
sistema inmunoloéxico, as células cancerixenas producen un factor de crecemento transfor-
mante 3 (chamado TGF-j, polas suas siglas en inglés, Transforming Growth Factor) que
se adhiren & membrana dos macréfagos M1 e comezan un proceso de transformacion que
cambia o seu fenotipo a macréfagos M2, o que reduce a destrucciéon de células cancerixenas
por parte das células T'. O seguinte diagrama resume este proceso, onde a punta de frecha

quere dicir producién ou activacion, e o acabado en raia significa inhibicién ou morte.

A

[L-10
TGF-p (l10)
(Te)
:

IL-12 (I12)

Figura 2.1: Interaccion sistema inmunoloéxico - cancro

Denotamos por C' & cantidade de células cacerixenas, e por My, Ms, T 4 cantidade
de macrofagos M1, M2 e células T, respectivamente. Basedndonos no proceso descrito

anteriormente, podemos escribir as seguintes ecuaciéns diferenciais para as células

% —AcC(1 - é’;) — ucTC, (2.1)
%: 1—’~YKITfTﬁM1—MM1, (2:2)
=3 z&iﬂ 7 M (2.3)

% _ ’%T]zzlfjm T, (2.4)
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e, para as citocinas

dl
7? = MoMy — pi2li, (2.5)
dl
7? = MoM> — p1olho, (2.6)
dT,
d—f = A3C — T (2.7)

con coeficientes constantes )\c,uc,m,?,u,f(l, FaT,f(g, HT, A12, 12, Ao, H10, Ag € fg que
asumimos positivos para manter o caricter crecente ou decrecente, segiin convena.

Estas ecuacions reflicten os procesos polos que pasan as células das que falamos ante-
riormente. Na ecuacion (2.1) asumimos un crecemento loxistico xeneralizado das células
cancerixenas, C, cun factor de crecemento A¢ e a eliminaciéon das células do cancro polas
células T' a unha tasa pc. Na ecuacion (2.2) asumimos unha tasa de producion constante
k1 e tasa de mortalidade p do macrofago M. Tz cambia o fenotipo de My a Ma, e isto

Ts

explica o termo Y ——F"—
p Y K1+ T

de explicar, o cambio de fenotipo de M7 a M, positivo neste caso por tratarse da ecuacién

M. O primeiro termo da ecuacion (2.3) reflicte, como acabamos

de Ms, e suponemos que a tasa de morte p para os macrofagos Mo é a mesma que para
os macrofagos M;. Na ecuacion (2.4) o primeiro termo representa a activacion das células
T por I12, un proceso inhibido por I1g que aparece no factor Ifll’ e o segundo termo
explica a morte das células 7" a unha tasa ur. 270

Nas ecuacions (2.5)-(2.7) o primeiro termo do lado dereito ¢ un termo de producion das
células correspondentes, e o segundo termo explica a degradacion. Simplificamos o modelo
(2.5)-(2.7) indicando que a dindmina das citocinas é moito mais rapida que a dinamica
das células cancerixenas. Polo tanto, podemos suponer estados estacionarios nas ecuaciéns
(2.5)-(2.7), ¢é dicir, % = % = % = 0 e polo tanto, I1o = cte x My, I1g = cte X My e
T = cte x C. Substituindo estas relaciéns nas ecuacions (2.2)-(2.4), o sistema (2.2)-(2.7)

reducese 6 sistema de catro ecuacions

dC C

— = AcC(1l — =) — ucTC 2.8
dM;
I e~y My — uM 2.
7 - oM M (2.9)
dMs

= My — uM 2.10

dt 7K1+C 1 — piVi2, ( )

T M

d ! prT, (2.11)

dt Ko + My
con coeficientes constantes v, k7 e K1, Ko, que de novo asumimos positivos pola mesma

razon.
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Agora ben, un firmaco quimioterapéutico comin é o inhibidor TGF-8. O efecto deste
farmaco é aumentar pg, que aparece na ecuacion (2.7), e, polo tanto, diminuir v. Para
determinar si o inhibidor TGF-f pode erradicar o cancro no modelo, imos obter a conti-
nuacion unhas estimacions sobre a siia solucion.

Imos introducir o seguinte teorema, cuxa demostracion podese ver en [4], necesario para

demostrar as devanditas estimacions.

Teorema 2.1. Si unha funcion x(t) satisfai a inecuacion diferencial:

dx
— +ux <b para t >0,
dt
ou,
dx
— 4+ px >b para t >0,
dt
onde 1 e b son constantes. Enton, existe un € > 0 suficientemente pequeno tal que:
b
CC(t) < —+ €,
7
ou, respectivamente,
(t) > b +
x —+e
1

Do teorema anterior, deducimos as estimaciéns seguintes:

Estimacioén 1. Para calquera € > 0 suficientemente pequeno, cimprese a seguinte desi-

gualdade:
M;(t) > "L _ ¢ sendo t suficientemente grande, (2.12)
pty
ponamos, t > Ti..
Proba.- De feito, como
C
B 2.13
Ki+C ( )
deducimos da ecuacion (2.9)
dM
Wl > K1 — ('}/‘i‘,uz)Ml

De onde, aplicando o teorema (2.1) se sigue a desigualdade (2.12).

Estimacion 2. Para calquera € > 0 suficientemente pequeno,

Ms(t) < L’Zl + € sendo t suficientemente grande, (2.14)
©

ponamos, t > Th,.



18 CAPITULO 2. INTERACCION CANCRO-SISTEMA INMUNOLOXICO

Proba.- De feito, aplicando (2.13) & ecuacion (2.10) obtemos

dMs
—= <YMy — uMs.
dt Yyl — pivig

Aplicando de novo (2.13), neste caso & ecuacion (2.9) temos

dMy
it — uM
I < K1 — pMy,

o que leva, aplicando o teorema (2.1), a
K
Ml(t) < ;1 + €1.

Substituindo isto na desigualdade diferencial de M, obtemos

de onde, aplicando de novo o teorema (2.1) obtemos a desigualdade (2.14).

Estimacién 3. Para calquera € > 0 suficientemente pequeno, ciimprese a seguinte desi-

gualdade
(t) > % — e para todo t suficientemente grande, (2.15)
a(y
ponamos, t > 15, onde

Tk1
).

aly) = ;mu )(Fa+ 2 (2.16)

Proba.- Dividindo a desigualdade (2.12) entre a desigualdade (2.14) previa suma da cons-

tante K9 aos dous membros, obtemos que

My

K1 1
>
Ko+ My

—e
el )K2+%+e

( (2.17)

sit > T+ Th.. Denotemos

A= KZ + Lﬁ;a
L

sexa

f(@) = —

xTr) =
x4+ A’
enton . 5
/ _ 7 _

evaluando en cero

1 2

1 / 1
f(O) = A / (0) = —ﬁ7 f (%) = m, x; entre 0 e x.



2.1. MODELO MATEMATICO DO CANCRO 19
Pola formula de Taylor

f(x) = f(0) +xf'(0) + x;f”(xi), x; entre 0 e x,

é dicir,
LS S S S
r+A A A2 (z;4+ A

e facendo x = ¢ > 0, entén x; > 0 tamén. Asi

xz; entre 0 e z,

(@i 1 AP > 0,
e deducimos que
Lt e 1 e e 1 A 0 1 @
A+e” A A27 A A A2 A A A2 A
onde
Ch = % + %,

tomando € suficientemente pequeno como para que C1e < 1. Usando isto en (2.17), obtemos

M1 K1 1 K1 1 /43101 1 2
> —e) (= —-Cie) = — - +— e+ Cre® >
Ko+ Ms <u+’y 6) (A 16) p+yA <u+7 A)E r

1 C 1 1
i —(Hl 1+>6> i — — Cae
pw+vA p+y A p+vA
onde o
1
02251 1, L
w+y A

Si substituimos isto na ecuacion (2.11), obtemos a desigualdade

dT k1 1
& =~ kpCoe] — prT
e [KTM+’YA krCae] — prT,

1 K1 1
para t > T1. 4+ 15, onde — — =
c prp+v A aly)

agora, aplicando o teorema (2.1) que

, pola definicion de a(v) (2.16). Deducimos

1
T(t) > AT —kr7Che — €
aly)  pr

si t — (The +Toe) ¢ suficientemente grande, ponamos si t > Ts.. A continuacion, observamos
que dado que € pode tomarse como calquera ntimero positivo pequeno, tamén o poderiamos
tomar de maneira que

1
—k7Co¢ + €
BT
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sexa un numero arbitrario pequeno. De ai obtemos que a desigualdade (2.15) verificase con

un € pequeno arbitrario sempre que ¢ sexa suficientemente grande.

Recordemos que o efecto do farmaco anticancerixeno inhibidor de TGF-3 é diminuir o
pardmetro 7 que aparece nas ecuacions (2.10) e (2.16). A méaxima eficacia do medicamento

(ignorando os efectos secundarios negativos) ¢ cando v = 0, de (2.16) obtemos

1
a(0) = K—l,uTuKQ. (2.18)

O seguinte teorema da unha condicién suficiente baixo a cal o tratamento co inhibidor

TGF-p curaré o cancro.
Teorema 2.2. Si kruc > Aca(y) enton C(t) — 0 cando t — oco.

Proba.- Dando conta de que

C
1-—X<1
Cy — 7’
e substituindo (2.15) na ecuacion (2.8), obtemos
ac
T < A\C = peTC < (Ao — po— — 6)C,

dt a(y)

si t > T3¢ e, por hipotese, o segundo membro é méis pequeno que —BC para algin 5 > 0,

sempre que se elixa € o suficientemente pequeno. Resulta que
C(t) < O(Ts)e Pt > 1y,

polo que C(t) — 0 cando t — oo . [J

O parametro k7 en (2.9) depende da forza do sistema inmunoléxico: vendo a ecuacion
(2.11), chegamos & conclusion de que o incremento deste parametro estéa ligado 4 movili-
zacion das células T' polos macréfagos para matar as células cancerixenas. O parametro
pe depende da eficacia das células T' en reconecer e eliminar as células cancerixenas. Asi,
en conxunto, o producto kpuc mide a forza do sistema inmunoléxico na loita contra as
células do cancro. A funcion a(v) depende da eficacia do inhibidor de TGF-g, sendo a
méaxima eficacia «(0). Polo tanto, o teorema (2.2) dinos que o farmaco por si s6 non pode
garantizar a erradicaciéon do cancro: o sistema inmunoléxico debe ser o suficientemente

forte como para que

Ac
KTpe > H—IMT/LKQ, (2.19)

de maneira que a hipotese do teorema (2.2) poderia satisfacerse baixo tratamento con 7 o

suficientemente pequeno como para asegurar que o cancro esta erradicado. Sen embargo,
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observamos que esta hipétese nos da unha condicién bastante estricta para a erradica-
cion do cancro; numéricamente pédese derivar unha condicién suficiente méis axustada &
realidade.

Por outro lado, si a desigualdade (2.19) se invirte, entéon o teorema (2.2) non pode
aplicarse, ¢ dicir, o cancro C(t) pode non desaparecer cando t — oo incluso si v = 0 (é
dicir, baixo calquera tratamento cun farmaco inhibidor de TGF-3). De feito, si asumimos

que

Ac
RTuc < FI/LT/LKQ. (220)

e que v = 0, de tal maneira que My = 0, entén a ecuacion (2.10) deixase fora do modelo (non
hai conversion de macrofagos M1 a macrofagos M2 polo que estes ultimos desaparecen),

e a ecuacion (2.9) convirtese en

dM;
—— =k — uMj.
at 1 — pddy

Ademais diso, si (2.20) se verifica e y non é igual a cero pero é suficientemente pequeno,
podemos comprobar facendo un estudo mais amplo [4], que existe unha solucion tnica de

estado estacionario da forma:

(C+0O(7), M1+ O(v), My = O(), T + O(v))

onde as funcions O(vy) dependen de 7 e satisfan |O(y)| < cte x . Ademais, escribindo
explicitamente a matriz Xacobiana neste punto, pédese comprobar que todos os valores
propios do polinomio caracteristico son negativos, o que garantiza a estabilidade do punto

de equilibrio [4].

2.2. Simulaciéns numeéricas

Imos usar entén o modelo (2.8)-(2.11) para simular canto de efectivo é o medicamento.

Empregando os datos de [4]:

Ao =1072/dia, pe =107%/célula/dia, Cpy = 106 célula/cm?,
p=0.3/dia, ki =3000/cm?®/dia, ~=200/dia, kr = 3300/célula/dia,
Ki =0.05Cy, Ky =10° célula/cm3, pr = 0.2/dia.

E as seguintes condiciéns iniciais:

C(0)=10? CélUIa/Cm3, Mi(0) =5 x 10* Células/cm?’,
Ma(0) =0, T(0) =0,
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para 0 <t < 400 dias.

Empregaremos o codigo Matlab que sigue [4]:

principal inmunoloxico cancro

close all,

clear all,

global lambda_c C_0 mu_c k_1 gamma K_1 K_2 k_T mu mu_T

%% parametros
lambda_c = 10~ (—2); % /dia

mu_c = 10"(—=5); % /celula/dia

c_0 = 1076; % /celula /cm™3

mu = 0.3; % /dia

k_1 = 3000; % celula /cm~3/dia
gamma = 200; % /dia

mu_T = 0.2; % /dia

k_T = 3300; % /celula/dia

K_1 =0.05%C_0; % celula/cm~3

K_2 = 10"5; % celula /cm™3

%% condicions iniciais

¢ 10°2; Y%celula /cm~3

M_1 5%x10°4; Y%celula /cm~3

M_2 0;

T = 0;

z_ini = [C M_1 M_2 T]; J%condicions iniciais

tspan = [0,60];

%% solucionador ODE

[t,z] = odelbs('funcion inmunoloxico cancro'

, tspan,z_ini);
9% debuxo
tvec = {'C','M 1','M 2','T'};
for i =1 : 4
subplot (2,2,1)
plot(t,z(:,i)), hold on
xlabel ('"t'), ylabel(tvec(i))
end

funcion inmunoloxico cancro

function dz = funcion_inmunoloxico_cancro(t,z)

global lambda_c C_0 mu_c k_1 gamma K_1 K_2 k_T mu mu_T
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dz= zeros (4,1);

C =z(1);

M_1 = 2z(2);

_2 = 2z(3);

T z(4);

dz (1) = lambda_c*C*(1—C/C_=) — mu_c*TxC;
dz(2) = k_1 — gammaxM_1%C/ (K_1+4+C) — muxM_1;
dz (3) = gammaxM_1%C/ (K_14C) — mu*xM_2;

dz(4) = k_T*M_1/ (K_24M_2) — mu_T*T;

4
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Figura 2.2: Progreso das células do cancro e das que participan na sta eliminacién.

Nas graficas podemos comprobar que se verifican os resultados tebricos anteriormente
demostrados. Primeiramente, imos comprobar que os nosos datos cumpren a ecuaciéon
(2.19). En efecto

krpc = 3300 x 107° = 0.033
Ao 1072
2c Ko —
T MTHE2 7 3000

o cal podemos ver tamén graficamente, porque na primeira grafica, despois dun tempo

% 0.2 x 0.3 x 10° = 0.02

t = 400, as células do cancro desaparecen. Isto é debido a que, ademéis de que se cumpre

(2.19), v é o suficientemente pequeno como para que se erradique o cancro. Na segunda



24 CAPITULO 2. INTERACCION CANCRO-SISTEMA INMUNOLOXICO

grafica, onde estan representados os macréfagos My, os encargados de producir a citocina
inflamatoria I L-12, que activa as células T', podemos ver como partindo dun gran ntimero
deles, disminuen moi rapidamente. Na gréifica onde estan representados os macrofagos
Ms, encargados de producir a citocina antiinflamatoria IL-10, vemos que partindo de cero
macrofagos, a cantidade destes aumenta moi rapidamente para intentar inhibir a activaciéon
das células T. Como o esforzo do sistema inmunoléxico é suficiente para eliminar as células
do cancro, estes macrofagos, ainda que mais lentamente do que aumentaron nun primeiro
momento, volven a diminuir. Por dltimo, podemos ver como as células T' se activan moi
rapidamente, e son estas as encargadas de eliminar por completo as células do cancro.

Sen embargo, se cambiamos os datos por uns que non cumpran as condicidons necesarias:

Ao =10%/dia, pc =1079/célula/dia, Cgy = 106 célula/cm?,
p=0.3/dia, k; =2000/cm?/dia, ~=500/dia, Kk = 3300/célula/dia,
Ki =0.05Cy, Ko =10° célula/cm3, pr = 0.4/dia,

temos os seguintes resultados onde vemos que agora as células do cancro apenas diminten.

Pasamos de 100 células iniciais a 95, no mesmo periodo de tempo.

4
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Figura 2.3: Progreso das células do cancro e das que participan na sta eliminacién.



Capitulo 3
Terapias do cancro

Existen moitos tipos de tratamentos contra o cancro, dependendo do tipo e o seu
grado de avance administraranse uns ou outros. Algunhas persoas simplemente reciben un
tratamento, pero na stia maioria, os cancros son tratados cunha combinacién destes. Os
diferentes tipos de terapias existentes son: a ciruxia, procedemento no que o ciruxano extrae
o cancro; radioterapia, na que se empregan altas dosis de radiaciéon para destruir as células
cancerixenas e encoller o tumor; quimioterapia, onde se empregan medicamentos para
destruir as células cancerixenas; inmunoterapia, na que se axuda 6 sistema inmunoléxico a
combater o cancro; terapia dirixida, que se enfoca nos cambios que se producen nas células
cancerixenas, que é o que as axuda a crecer, dividirse e diseminarse; terapia hormonal,
que ralentiza ou deten o crecemento dos cancros de mama ou prostata que empregan
hormonas para crecer; transplante de células nai, procedemento que restaura as células nai
formadoras de sangue nos pacientes con cancro que foron destruidas por doses moi altas de
quimioterapia ou radioterapia; e as probas de biomarcadores, unha forma de buscar xenes,
proteinas e outras substancias que poden proporcionar informacién sobre o cancro. [22].

Os resultados dos modelos mateméticos validados por experimentacién poden ser moi
utiles nos avances das terapias contra o cancro. E por iso que neste capitulo imos a mos-
trar, seguindo o capitulo 12 do libro Mathematical modeling of biological processes [10], a
modelacién de dous tipos de terapia do cancro, a viroterapia e o tratamento co farmaco

GM-CSF.

3.1. Viroterapia

A viroterapia é un tipo de terapia dirixida na que se emprega un virus, chamado
oncolitico, alterado no laboratorio para encontrar e destruir as células cancerixenas sen

danar as células sanas [22]. Cando se inxecta este virus no tecido cancerixeno, invade

25
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as células cancerixenas, e logo da lisis (deterioro da célula debido a unha lesién na sia
membrana exterior), brotan novos virus que infectan as células vecinas.

Na actualidade, a pesar de conseguir que se produzan centos de virus por cada célula
cancerixena infectada, a maioria deles non consiguen erradicar o tumor. Existen evidencias
de que a resposta do paciente a unha infeccién viral activa xoga un papel fundamental na
eficacia da viroterapia. De feito, estd demostrado que o sistema inmunoléxico destrie as
células infectadas, asi como particulas de virus libres, o que permite que o cancro medre.

Para construir un modelo matematico da viroterapia oncolitica, considérase un modelo
moi simple do cancro e introddcense as seguintes variabeis seguindo a notacién na referencia
[10]. Asi designaremos por x a densidade das células cancerixenas, y a densidade das células
cancerixenas infectadas, n a densidade de células mortas e v a densidade de particulas de
virus libres que non estan contidas nas células cancerixenas.

Suponiemos que o tumor é radialmente simétrico, simetria que esta definida por un eixo
distinto nos seus extremos [31], e denotamos por u(r,t) a velocidade radial, velocidade &
que o tumor se acerca ou alonxa da linea visual do observador, de maneira que u(0,t) = 0, é
dicir, se non hai cancro, a sta velocidade radial sera nula, como é evidente. Asi, mediante a
conservacion da densidade, as seguintes ecuacion son validas na rexion tumoral {r < R(t)},

onde R(t) é o radio do tumor,

O o (ruz) = Az — v, (3.1)
W D ruy) = oy, (3.2)
g” 12 j (run) = 6y — yn, (3.3)
% - 0:2 ;(r2%) = bdy — Y. (3.4)

Onde
= )\ ¢é a tasa de proliferacion das células tumorais,
= (3 é a tasa de infeccion,
= ) ¢ a tasa de lisis das células infectadas,
= 4 a tasa de eliminacion das células mortas,
= D o coeficiente de difusién do virus,

» b o tamano de explosion (brote de novos virus que infectan as células vecinas) das

células infectadas,
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= 7 a tasa de eliminacién do virus.

Asumimos que a densidade de células cancerixenas (sen virus, infectadas, e mortas) é
constante, é dicir
{E(’I“, t) + y(r, t) + TL(T‘, t) =0, (35)

con 0 constante.

Tomando a suma das ecuacions (3.1), (3.2) e (3.3), e aplicando (3.5) obtemos

0 0

T—Q%(ﬂu) = \x — un,

ou, aplicando de novo (3.5)

0 0
ﬁa(rzu) =r—plld —z—y), (3.6)
e podemos reemplazar a ecuacion (3.3) por (3.6), de maneira que asi desaparece a variable
n, a densidade de células mortas, e traballamos con un modelo mais simple.

Para completar o modelo, fixamos condiciéns de contorno

?;(R(t),t) —0, t>0, (37)
%If — w(R(t),1), t>0, (3.8)

e condicions iniciais

zli=o = x0(r), Yli=0o =yo(r), v|i=0o =vo(r) para r < Ry

3.9
Ry =R(0), 20>0, >0, v9>0, zp+yo<80. (3:9)

Notese que non prescribimos condicions de contorno para r = R(t) para x,y,n porque o
lugar xeométrico r = R(t) é a curva 6 longo da cal as ecuacions (3.1) e (3.2) se convirten
en ecuacions diferenciais ordinarias.

Imos introducir agora no modelo o efecto negativo do sistema inmune no crecemento
do cancro. Denotamos por z(r,t) a densidade das células inmunes que atacan as células

tumorais infectadas. No lugar da ecuacién (3.5) suponemos
z(r,t) +y(r,t) + n(r,t) + z(r,t) =6,

e as ecuacions (3.2) e (3.4) reemplazanse polas seguintes ecuacions

oy 10,45 |
9t + 29 (réuy) = Bxv — dy — kzy, (3.10)
v 10 Lo

i T—QE(T (%) = by —yv — kovz
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onde k é a tasa de morte inmunitaria e kg é a tasa de absorcién do virus.
Para modelar a dindmica de z é necesario incluir un termo syz onde s é a tasa de
estimulacién das células infectadas, e o feito de que as células inmunes, por ser citotoéxicas,

¢ dicir, poden destruir outras células, tefien unha tasa de limpeza cuadratica wz?. Por iso

?; + é;(rzuz) = syz — w2’ (3.11)

Dado que a resposta inmune reduce significativamente a eficacia da viroterapia, os

investigadores estan experimentando con farmacos que inhiban o sistema inmune. Se deno-

taramos o efecto de tal farmaco por P(t)z, entén simplemente precisamos engadir o termo
—P(t)z no lado dereito da ecuacion (3.11).

3.2. Tratamento con GM-CSF

Este modelo esté baseado nun tratamento que bloquea o VEGF (factor de crecemento
endotelial vascular). Lembremos que os macrofagos son células do sistema inmunoloxico
que se encontran en abundancia no microambiente dos cancros de mama e outros. Como
xa comentamos anteriormente, estes poden ser proinflamatorios ou antiinflamatorios, e
o tumor pode inducir a que se volvan antiinflamatorios en caso de que non o sexan, o
cal favorece o crecemento do tumor. De feito, os macrofagos antiinflamatorios producen
moléculas que bloquean as células T encargadas de matar as células cancerixenas.

No modelo que nos ocupa utilizamos outra propiedade dos macrofagos antiinflamato-
rios, os cales producen VEGF, que estimula a anxioxénesis. O farmaco GM-CF'S fai que
os macrofagos segregen receptores VEGE solubles (sVEGFR-1) que se unen 6 VEGF e
o neutralizan.

Seguindo as notacions de [10], incluimos no modelo as seguintes variabeis: n, a densidade
das células tumorais; h, a concentracion de VEGF'; e, a densidade das células endoteliais;
s, a concentracion de sV EGF R-1; m, a densidade dos macrofagos; e g(t), a concentracion
do medicamento GM-CSF.

Suponemos, por simplicidade, que a densidade dos macréfagos é constante no espazo e

o tempo. Asi, na rexiéon tumoral temos as seguintes ecuacions

on n

— =D, V? 1— —)— pnn, 12
5 Vn + Ae)n( no) HnT (3.12)
oh 9

Fri DpVh + Mn + Aam — Ashs — uph, (3.13)
% = D.V?e — div(xeVh), (3.14)
Os _ D V%5 4 g(t)m — Azhs — s, (3.15)

at
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onde ¢g(t) representa o efecto do farmaco GM-CSF na producion de sVEGF R-1 polos
macrofagos.

Notese que na ecuacion (3.12) a tasa de crecemento A(e) representa en realidade un
parametro de dependencia de nutrintes. Asi, identificamos a densidade das células endote-

liais coa concentraciéon de nutrintes, polo que serd natural tomar
A(e) = Ao(e — ep), (3.16)

de tal forma que a célula cancerixena se encolle si o nivel endotelial de nutrintes esta por
debaixo de eg.

Na ecuacion (3.13) VEGF' ¢é segregado tanto polas células cancerixenas como polos
macrofagos, e Aghs é a neutralizacion de VEGF 6 unirse a sVEGFR-1, e na ecuacién
(3.14) o segundo termo da dereita representa a forza quimiotactica de VEGF nas células
endoteliais.

Consideramos o sistema (3.12)-(3.16) no caso radialmente simétrico, nunha rexion es-

férica 0 < r < L. Tomamos as condiciéns iniciais

n(r,0) = (L? — e, h(r, 0)=0

3.17
6(7", O) =2 ei(Lir)a S(Ta 0) = Oa ( )
e as condicions de contorno
~(L,t) =0, h.(Lt)=0,
e(L,t)=L? s (L,t)=0

Co paso do tempo o tumor avanzara cara r = L.

3.3. Simulacién numérica do modelo de terapia do cancro

Neste capitulo imos facer un analise numérico do modelo da viroterapia e simulaciéns
numeéricas para comprender un pouco méais como funciona.

A presenza dun limite movil » = R(¢) fai que a a aplicacion dos métodos numéricos sexa
complicada. Neste caso, por tratarse dun tumor radialmente simétrico, unha maneira sin-
xela de solucionar isto é introducir novas variabeis que convirten o dominio en movemento
[0, R(t)] nun intervalo fixo [0, 1]:
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Polo tanto . .
0 0 rR(t) 0 0 pR(t)g 0 1 0

ot 9T R(1)20p OT R(t) 9p° or R()op

onde se emprega un punto (R) para referirse s derivadas que involucran o tempo. Isto

leva a que
10 oy 0L £ 0, v Of A—pl—z—y)
r23r(r uf)_u(?r—'_rQar(T u)_R(t) op 0 J
19 ,0v 1 10 1 v 1 0% 2 Ov

r2 Or (r 87“) P2R(t)2 R dp (P"R(1) R(t) 8p) R2 9p? + pR(t)20p’
Definindo agora

po Al —z—y)

9 )
o sistema (3.1)-(3.6) convirtese en
dr  u—pR(t) d
o7 T R®  9p (x) = Az — Bav x, (3.19)
oy u—R(t)d

n=0—-z—y, (3.21)
ov pR(t) 2D Ov D 9%

— — — — — — =bdy — 3.22
o “mRw torwP e, oz YT (322)
1 0,4
—_—— =F. 2
R 9p (p°u) (3.23)
As condiciéns de contorno fixas e médviles son
. ov ov
R(t) =wu(l1,t), u(0,t) =0, E(O’t) =0, e E(l’t) = 0.

Imos enton facer a analise e as simulaciéns numéricas cun exemplo. Pretendemos cal-
cular R(t) para 0 < t < T,T = 15 dias para o seguinte conxunto de pardmetros e datos
iniciais,

-2 7 -9 3 :
A=2-10"7/h, 5:E-10 mm® /h por virus,

L o ta oo 2 2
(5—18/h, u—48/h, D =3.6-10""mm?*/h;

b= 50virus/célula; ~=2.5-10"2/h; 6 = 10° células/mm?
R(0) = 2mm; z(r,0) = 0.84 - 10% células/mm?®; y(r,0) = 0.1 - 10° células/mm?;

v(r,0) = Ae /4 células/mm®, A =5-108.
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Para resolver o problema numéricamente é preciso ter en conta que os parametros tefien
un rango moi amplo de valores que poden causar problemas. Polo tanto, eliminamos as

dimensiéns do problema seguindo a seguinte escala:

oy v = T
YTy YT YT 100 102h” 7 Tome ¢ Y

Obtemos asi as seguintes ecuacions:

0t [ u=pR(T) 9 -+ 5i_ fzo— iz (3.24)
aT ' R(T) 0p

oy u—pREt) O . - o~ =
P + R 8ﬁ(y> bIv — Oy 7, (3.25)

o6 pR(t) 2D 96 D & -

of R TR0 o mop T T (3.26)
1 0, 5. -
ﬁ%@%) =0, (3.27)

onde

s - ~ ov, - o, -
R(t) = u(l,t), 0,t)=0, —(0,t)= —(1,t) =0,
) =u(th. o) =0. Fo=0 e P
e os parametros que empregaremos para probar o codigo seran, seguindo [10]:
~ ~ ~ 100 100 ~
= 2 = . : = —_— (1 = —_— D = . *
A ) ﬁ 0 077 4 18 M 48 ) 3 67

b= 50virus/célula; 4 =2.5; R(0)=2; xz(r,0)=084; y(r,0)=0.1;
v(r,0) = Ae ™4 A=5.

Denotemos a solucién numérica no n-ésimo paso por
(XM y",vru", RrR").

Empregaremos o método Adams-Bashforth [3| para avanzar no tempo. Para calcular a
solucion no (n+ 1)-ésimo paso, o esquema emprega a solucion tanto no n-ésimo paso coma

no (n — 1)-ésimo paso. Aplicando entéon o método Adams-Bashforth a

R(t) = u(1,1)

obtemos v
t
Rn+1 — Rn + ?(BUTL _ Un_l).
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A continuacién, a ecuacion de tipo hiperbélico, por exemplo, (3.19), resolvese con un
esquema dos denominados en inglés “leap-frog integration” [14]:
xntl_ xnot noo—Xn
J J

J+1 -1
vt + A;’T = AX;-‘ — BX}‘VJ-" - F]”X]”

Nos dous extremos, a ecuacion convirtese na seguinte ecuacion diferencial ordinaria

Xn+1 _ yn—1
J J —
o = MXJ — BV — X

Un problema comin asociado a este método é que aplicado a ecuaciéns non lineais, volvese

inestable debido a que os puntos de malla estan completamente desacoplados [10]. Por sorte,

esta inestabilidade podese arreglar acoplando duas mallas a través do promedio simple no

tempo )
n __

X = 3

que mantén a precision de segunda orde no método. O mesmo esquema emprégase para a

(X4 X7,

ecuacion (3.20). Para calcular U1 usamos a regra do trapecio

n+1
2

n+l

PrUS = piUT = == Vplof ! + o .

Finalmente, tratamos a ecuacion parabolica (3.22). Escribimos a ecuaciéon na forma

ov ov 0%

o L AS 4+ AyS— = RHS.
ar "M, T2,
e empregamos para a sua resolucién o esquema
+1 —1 +1 +1 +1 +1 +1
Wy ARl +(A1)T.L+1—an—1 Vi +(A)0 ! o 2 Vi (RHS)"H!
2Vt J 2Vp J (Vp)? 7

Esta ecuacion discretizada podese escribir na forma

bV + VI a VI = S5 =120,

que é un sistema de ecuaciéns lineais con matriz tridiagonal que debemos resolver.

Imos agora entén a mostrar os codigos e as figuras para resolver o problema en Matlab
seguindo [10]. O primeiro algoritmo que imos amosar tratase dunha funcion necesaria para
poder implementar o resto dos cddigos. Esta funcion resolve a ecuacion matricial Ax = b
mediante eliminacion gaussiana, onde A é a matriz tridiagonal, con d a diagonal, [ a dia-

gonal inferior e u a superior; asi, d terd n elementos, e [ e u, n — 1 elementos cada unha.
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Funcién tridiagSolve

function x=tridiagSolve(l, d, u, b)
n=length (d);

% ceros debaixo da diagonal

for i=2:n

ratio=1(i—1)/d(i—1);
d(i)=d(i)-ratio*u(i—1); b
(i)=b(i)—ratioxb(i—1);

end

x=zeros (n,1);

x(n)=b(n)/d(n);

% substituto inverso para resolver
for i=n—1:—1:1
x(1)=(b(1)u(i)wx(i+1))/d(i);

end

X = x;

end

Algoritmo Viroterapia

N = 48+1; % numero de puntos en x
dx = 1/(N—1);

xx = (0:(N—1)) 'sdx;

dt = 0.5x%(dx) ~2;

Tmax = 15%24/100;

max_iter = ceil (Tmax/dt)+1;

dt = Tmax/(max_iter—1);

t = (0:(max_iter—1))=xdt;

= zeros (1l ,max_iter);

U2 zeros (N,1) ;X2 = zeros(N,1);Y2
lambda = 2.0;
plot_iter = O0;

col = 'bgrcmybgrecmy';

for burst = [25 50 100 150 200];

plot_iter = plot_iter+1;

beta = 0.07+burst; D = 3.6; delta = 100/18; gamma = 2.5; mu
% inicializacion

R(1) = 2; %mm en t=0

% primeira iteracion

iter = 1;

X(:) = 0.84; Y(:) = 0.10; a = 5; V(:) = (axexp(—xx."2/4));
U(l) 0;

zeros (N,1);X = zeros(N,1);Y = zeros(N,1);V = zeros(N,1);
Ul = zeros(N,1);X1 = zeros(N,1);Y1l = zeros(N,1);Vl = zeros(N,1);
zeros (N,1);V2 = zeros(N,1);

100/48; theta

33
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for i = 1:N—1

Fp = (lambda*X(i+1)-mux(theta—X(i+1)-Y(i+1)))/theta;
Fm=(lambda*X(i)-—mux*(theta—X(i)—Y(i)))/theta;

U(i+l) =

(xx (1) "2xU(i)+R(iter)/2xdxx*(xx(i+1) " 2xFp+xx (i) " 2+Fm)) /(xx(i+1)"2);
end

R(iter+1) = R(iter)+dt*(U(N));

for i = 1:N

A = (U(i)—=xx(i)*U(N))/R(iter+1);

F = (lambda*X(i)—mux*(theta—X(i)—Y(i)))/theta;

if i==1 | i—N

X1(i) = X(i)+ dtx(lambdaxX(i)—betaxV(i)*X(i)—FxX(i));

Y1(i) = Y(i)+ dtx(betaV(i)*X(i)—deltaxY(i)—F*Y(i));

else

X1(i) = X(i) — dt*A(X(i)-X(i—1))/dx+dt*(lambda+X(i)—betaxV(i)*X(i)-F*X(i));
Y1(i) = Y(i) — dt*Ax(Y(1)—Y(i—1))/dx+dt*(beta*xV(i)*X(i)—deltaxY(i)—F*Y(i));
end

end

Ui(l) = 0;

for i = 1:N—-1

Fp = (lambda*X1(i+1)—mux*(theta—X1(i+1)—-Y1(i+1)));

Fm = (lambda*X1(i)-mux(theta—X1(i)-Y1(i)));

UL(i+1) = (xx(i) 2«U1(i)+R(iter+1)/2+dx*(xx(i+1) " 2«Fpt+xx (i) "2+Fm))/(xx(i+1)"2);

end

Al = —(xx.%U1(N)/R(iter+1)+2«D./(R(iter+1)"2)./xx);
A1 (1) = 0;

A2 = —D./R(iter+1)"2;

S = 2xV+42xdeltaxdtx*Y1;

L1 = 2xdt/dx/dx*(A2)—dt/dx=*Al;

D1 = (2—4xdt/dx "~ 2*A2+2xgamma*dt )*ones (N,1) ;

UU1l = 2xdt/dx"2%A2+dt/dx=*Al;

L1(N) = 4%dt/dx/dx+(A2)—dt/dx*Al(N);

UUL(1) = 4%dt/dx"2%A2+dt/dx=A1(1);

Vi = tridiagSolve(L1(2:N), D1(1:N), UU1(1l:N—1), S);

for iter — 2:max_iter—1

if mod(iter,20)==0

figure (1) ;plot (xx,X1,xx,Y1l,xx,Ul, xx,V1)

legend ('X','Y','U','V')

title (['T = ' num2str((iter—1)*dt) ' R = ' num2str(R(iter))]); drawnow

end

R(iter+1) = R(iter)+0.5%dt*(3%xUL1(N)—U(N));

for i = 1:N

A = (U1(i)—xx(i)*UL(N))/R(iter+1);

F = (lambda*X1(i)-mux(theta—X1(i)-Y1(i)));

if (i==1) | (i==N)

X2(i) = X(i)+ 2xdt+(lambdaxX1(i)—beta*V1(i)*X1(i)-F=*X1(i));
i) = Y(i)+ 2+dt*(betasV1l(i)*X1(i)—delta*Y1(1i)—F*Y1(i));
i (4%xV1(i)—V(i)+ 2«dtxdeltax¥2(i))/(3+2+gammaxdt) ;
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else

X2(i) = X(i) — 2%dt*A*(X1(i4+1)—X1(i—1))/2/dx+2+dt*(lambda*X1(i)—betaxV1(i)*X1(i)—
FxX1(1));

Y2(i) = Y(i) — 2%dt*A%(Y1(i+1)—Y1(i—1))/2/dx+2+«dt*(betaxVi(i)*X1(i)—delta*¥1(i)—F«
*Y1(1i));

end

end

U2(1) = 0;

for i = 1:N—1

Fp = (lambda*X2(i+1)-mux(theta—X2(i+1)-Y2(i+1)))/theta;

Fm = (lambda*X2(i)-mu*(theta—X2(i)-Y2(i)))/theta;

U2(itl) =
(xx(i)"2%xU2(i)+R(iter+1)/2«dx*(xx(i+1) " 2+«Fpt+xx (i) "2+Fm))/(xx(i+1)"2);
end

Al = —(xx.*xU2(N)/R(iter+1)+2«D./(R(iter+1)"2)./xx); A1(l) = 0; A2 =
—D./R(iter+1)"2

S = 4xV1-V+2xdeltaxdt*Y2; L1 = 2xdt/dx/dx+A2—dt/dx*Al;

D1 = (3—4xdt/dx"2+A2+42xgammaxdt)*ones(N,1) ;

UUL = 2#dt/dx " 24A2-+dt/dx#Al; L1(N) = 4xdt/dx/dx*(A2)—dt/dx+A1(N);
UUL1 (1) = 4xdt/dx"2xA24dt/dxxA1(1);

V2 = tridiagSolve(L1(2:N), D1(1:N), UU1(1l:N—1), S);

X = X1;Y = Y1;U = UL1:V = Vi; X1 = X2:Y1 = Y2;Ul = U2;Vi1 = V2;

if mod(iter,50) =— 0

X1 = 0.5%(X+X2); Y1 = 0.5%(Y+Y2); Ul = 0.5%x(U+U2); V1 = 0.5%(V4+V2);
end

end

figure (2);hold on; plot(t*x100/24,R,col(plot_iter));title('R")

save ([ 'burst ' num2str(burst) '.mat'])

end

Na primeira figura mostrase X a densidade de células cancerixenas, Y a densidade
de células cancerixenas infectadas polo virus, U a velocidade radial, e V a densidade de
virus libres. Executando o cédigo en Matlab, podemos ver que conforme vai aumentando
o tempo 7T, o radio do tumor R vai diminuindo considerablemente, asi como o nimero de
virus e de células cancerixenas infectadas polo virus ou non. Na segunda podemos ver a

diminucién do radio do tumor en 15 dias.
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T=0.060546 R = 2.0072
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Figura 3.1: Diminucién do radio do cancro en 15 dias.



Conclusions

No primeiro capitulo viamos un modelo do cancro basado no modelo depredador-presa.
Para iso, consideramos as células normais e cancerixenas como daas poboaciéns en compe-
tencia deste tipo. Como conclusién observamos que, sen tratamento, as células cancerixenas
acabaran por encher todo o tecido.

No seguinte capitulo estudamos a interaccién entre as células do cancro e o sistema
inmunoloxico, o encargado da defensa natural do corpo contra os axentes infecciosos. Ob-
tendo as condiciéns que debe exercer o sistema inmunoldxico sobre o cancro para que asi
este poida ser erradicado baixo tratamento co farmaco anticancerixeno inhibidor de TGF-
5. De non cumprirse esas condicions, o cancro pode non desaparecer baixo tratamento cun
farmaco deste tipo.

Por dltimo, modelamos dous tipos de terapias do cancro, a viroterapia e o tratamento
co farmaco GM-CSF'. E fixemos simulaciéns numéricas do caso da viroterapia para poder

ver como afectaria este tratamento.
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Apéndice

Ecuacions diferenciais

Lembraremos aqui a teoria das ecuacions diferencias necesaria para o tratamento dos
modelos presentados ao longo do traballo. Para iso, seguiremos a estrutura do libro Intro-
duction to mathematical biology |4] para as tres primeiras seccions; e a obra Introduccion a
las Ecuaciones en Deriwadas Parciales (EDP’s) |18] para proporcionar informacion sobre

as ecuacions en derivadas parciais na ultima seccion.

Ecuacion diferencial de primeira orde

As ecuacions diferenciais de primeira orde (EDO’s) tefien a forma
dz
— = f(x,t 1
L ) (1)
onde f(z,t) é unha funciéon dada. De feito, existen numerosas soluciéns deste tipo, pero a

solucién serd tinica si preescribimos unha condicién inicial
.T(t()) =20 (2)

para os valores g e yp. O conxunto das ecuacions (1)-(2) denominase problema de valor
inicial.
Existen diferentes tipos de ecuacions diferenciais que se poden resolver explicitamente
= Ecuaciéns lineais
& plt)e = g(0)
dt

onde p(t) e g(t) son funcions de t.

= Separaciéon de variabeis
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s Ecuacions homoxéneas
dx B (x)
ar 9
s Ecuaciéns de Bernoulli p
T

-+ Pz = Q)

onde P(t) e Q(t) son funciéns continuas nun intervalo aberto (a,b) CR con a € R.

Existencia de soluciéns

O seguinte teorema afirma que o problema de valor inicial (1)-(2) ten unha solucion
dnica
Teorema 1. Seza f(x,t) unha funcion continuamente diferenciable nun dominio que con-

tén ao punto (xo,to). Enton, o problema de valor inicial (1)-(2) ten unha solucion unica

x = z(t) para t nalgin intervalo que contén ao punto t = ty.

Estaremos particularmente interesados na ecuacion diferencial (1), onde f é indepen-

diente de t, é dicir
dx
— = f(x), 3
L~ f) 3
e f(z) é continuamente diferenciable para todo x. Neste caso, o teorema anterior pode ser

extendido da seguinte maneira

Teorema 2. A solucion do problema de valor inicial (3)-(2) existe para todo t positivo

sempre que x(t) permanezca acotado.

A solucion de (3)-(2) tamén pode continuar ata t < 0, pero novamente tan sé6 mentras
x(t) permanezca acotado. A miudo, & solucion de (3), z(t) para 0 < ¢ < oo, chamaselle

traxectoria.

Equilibrio e estabilidade

Si xp € un punto tal que f(zg) = 0, entén a unica de solucion de (3)-(2) é claramen-
te x(t) = xo. A este punto xg chamaselle punto de equilibrio, estado estable ou punto

estacionario. Pola férmula de Taylor,

f(x) = f(xo) + f(z0)(x — x0) + (z — x0)e(z — 70),

onde €(x — xg) — 0 si x — xo.
Suponamos que zp é un punto de equilibrio tal que f(xg) < 0. Establecendo y = x — xg

e empregando a ecuacion (3), temos enton



Apéndice: Ecuacions diferenciais 41

onde €(y) - 0siy — 0.

Si |y| € o suficientemente pequeno como para que |e(y)| < 1| f'(zo)|, entén, para y > 0,

d
Y < Flaoly + 17 wo)ly = o)y — 57 oy = 5wy

de modo que

dy
— <0 se >0
dt Y
e y = y(t) aumenta cara y = 0. De maneira similar
d
di; >0 se y<0,

de modo que y = y(t) aumenta cara y = 0.

Polo tanto, cando f(z¢) < 0, a solucién z(t), comezando cerca de xp, movese cara
cando ¢t aumenta, de feito, x(t) — x¢ cando t — oo. Polo tanto, chamaremos a xy un punto
de equilibrio estable (ou mais precisamente, equilibrio asintoticamente estable). Do mesmo

modo, se
f(xo) >0

entén as soluciéns que se inician preto de xg alénxanse de xg, sempre que estén dentro
dunha pequena distancia de xy. Chamamos entén a tal punto xy un punto de equilibrio
inestable.

Un punto estable zp denominase globalmente (asintéticamente) estable se z(t) — x

para calquera traxectoria x(t) cuxo valor inicial z(0) non é un punto estable.

Sistemas de dias ecuacidons diferencias lineais

Ecuacioéns diferenciais lineais de segunda orde

Considerando unha ecuacion diferencial de segunda orde
d*x dx
06— +b—+cx=0 4
dt? + dt * (4)
onde a, b, ¢ son constantes reais e a # 0. A solucién xeral ven dada por

At Aot

z(t) = cre™’ + e c1, co constantes, (5)

onde A1, Ao son as soluciéns da ecuacién cuadrética
aX? +bA+c¢=0,
a saber,

M = ——(—b+ v/5 — dac) (6)

2a
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At o4

sempre que A\ # Ag. Si A\j = Ao = g—f, enton, como se ve facilmente, te*" é outra solucién

de (4), e a solucion xeral de (3) é
z(t) = c1eMt + eotel (7)
Podemos empregar a solucion xeral para resolver a ecuacion (3) suxeita a condicions iniciais
2(0) = a, 2'(0) = 5. (8)
De feito, se A1 # Ay entén ¢ e co determinanse univocamente resolvendo as ecuacions
c1+ca=a, Aci+ ey =0,

e a solucién ven dada por

Oé)\g—ﬁ ﬂ—a)\l

T T oA

Si A1 = Ao, entén

co=a e cg=p0F—\a.

Si b2 — 4ac & negativo, entén A e Ag son nimeros complexos
) )

1
M2 =—(=bxtiviac—b?) = p+tiv 9)

2a

eM2t = eM(cos vt + senvt).

Entoén, a solucién xeral de valor real pédese escribir da forma

z(t) = et cos vt + coett sen vt. (10)
Si ponemos
dx
Yy = Ev
entén a ecuacion (3) podese escribir como un sistema de ecuacion diferenciais lineais,
dzx dy IS b
==Y =Ty 11
a P ow T Tt d (11)

De (6) deducimos que si A1 # A2 enton a solucion xeral deste sistema ¢é

x(t) B et ezt
y(t) - Apett e Aget2t |

Se A1, A2 son ntimeros complexos, enton, por (10), a solucion xeral de valor real é

x(t) el cos vt e sen vt
=C + ¢ .
y(t) elt(pcos vt — vsen vt) eMt(pusen vt — v cos vt)
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Sistemas lineais

Necesitaremos algtins conceptos basicos da alxebra lineal. Primeiro recordaremos que,

para calquera matriz cadrada de orde dous

Q11 o2
A=
Q21 2
definese o determinante de A por
a1 o2
det A= = (1122 — (X120¢21.
a1 2
Consideramos un sistema lineal
1171 + a12we = by, o171 + 2x2 = bo, (12)
onde A = (oy;) é unha matriz dada. Desexamos ter unha solucién tnica (z1,x2) para

calquera vector (b, by). Os seguintes teoremas darannos unha resposta.

Teorema 3. Si det A # 0 entdn para calquera vector (by,ba) existe uha solucion inica do

sistema (12), e estd dada por

bl 19 11 bl

by o9 a1 bo

X = Tog=-—""
! detA * ? detA '’

en particular, si by = bg = 0 enton a unica solucion € xr1 = xo = 0.

Teorema 4. St det A = 0 entdn o sistema homoxéneo

a1121 + a2 =0
2121 + agex2 =0

ten solucions distintas de cero, polo tanto, si a unica solucion do sistema homoxéneo €

x1 =29 = 0 enton det A = 0.

Nesta seccion consideramos un sistema xeral de ecuacion diferenciais con coeficientes

constantes
dx
= anr + aigxe,

dxy

13
g = a21%1 + a22%2. 13)

Motivado polo caso especial do sistema (11) intentaremos encontrar unha soluciéon da forma

xr1 = Vle)‘t T = Vge)\t,
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onde os coeficientes 11, 5 deben determinarse a partir das ecuacions

anvi + aple = V1A,
as1V1 + a9y = o\,

Podemos reescribir este sistema en forma de matriz

- A 0
ai a2 v\ _ 7 (14)
azr  axx—A) \12 0
ou (A— Ay =0, onde
A= ailr a2 ? 7= 1 0 7 v = 141 '
a1 a2 0 1 Vo

Polos teoremas (3) e (4), existe unha solucion v distinta de cero si e solo si A satisfai a

ecuacion caracteristica

det(A — \I) = 0. (15)

Unbha soluciéon A de (15) chamase valor propio de A e un vector correspondente v é chamado

vector propio. A ecuacion (15) podese escribir explicitamente como
)\2 — )\(all + CLQQ) + (01161,22 — CL126L21) =0. (16)

Se os dous valores propios A1, Ay son diferentes, entéon, dado x = (x1,x2), a solucion
xeral do sistema (12) é

z(t) = crw1eMt + cowqe?t, (17)

onde w1, wy son 0s vectores propios correspondentes a A1, Ao, respectivamente. Méis pre-

cisamente

Teorema 5. Si A1 # Ay entdn, para calquera valor inicial

z(0) =b, onde b= (Z;) , (18)

hai unha solucion unica de (13), (18) da forma (17).

Consideramos a continuaciéon o caso onde A; é un niimero complexo, A\; = u + iv.
Entén as componentes do vector propio wy tamén son nimeros complexos. Pero estamos
interesados tan s6 nas soluciéns de valor real. Polo tanto, para construir soluciéons de valor

real, escribimos

V11 + v
wieht — [ . 12 e (cos vt + isenwvt), (19)
V21 + 1V22
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Mt tamén

onde v;; son nimeros reais. Observamos que o nimero complexo conxugado wie
¢ unha solucion de (13) e, polo tanto, tamén o son as partes real e imaxinaria de (19).

Siguese que

V11 cos vt — v19 sen vt V11 sen vt — v cos vt
wy = el e wy = et (20)
V91 COS Ut — Voo Sen vt V91 sen vt — V99 cos vt

son duas soluciéns.
Teorema 6. As dias solucions wy e wg son linealmente independentes.

Deste teorema siguese que calquera solucion de (13) é unha combinacion lineal das duas
solucions en (20).
O escribir as raices i, A2 de (16) na forma (6) ou (9), vemos que Re \; < 0 e Re Ay < 0

si e solo si
trA=a +ag <0,

det A = a11a92 — al2a91 > 0.
Si A1 = A2, ademais da solucién wie* do sistema (13) onde wy é un autovector de

A1

(14), hai outra soluciéon da forma witeMt +1h9eMt onde 9 6 un vector propio. Establecendo

wy = wy + Wa, a solucion xeral do sistema (13) é

A1t A1t

z(t) = cqwite™’ + cowqe™.

Puntos de equilibrio

Denotamos un punto variable no plano por = (z1,x2). O punto z = 0 chamase punto
de equilibrio do sistema (13), xa que a soluciéon z(t) con x(0) = 0 é x(¢t) = 0. Definimos
o espazo de fases para o sistema (13) como (z1, z2)-espazo, e queremos debuxar o retrato
das traxectorias (x(t),t > 0) neste espazo cerca de x = 0, polo menos, cualitativamente.
Este retrato dependera dos valores propios A1, As.

As figuras (2)(B) e (2)(E) demostran que cando ambos valores propios tefien partes
reais negativos, todas as traxectorias converxen a x = 0; decimos que x = 0 é un equilibrio
estable (ou, méis precisamente, un equilibrio asintoticamente estable). Por outro lado,
cando polo menos un dos autovalores tefien parte real positiva, sempre hai traxectorias
que se alonxan de x = 0, incluso si comezan inicialmente préximas a z = 0, decimos entén
que x = 0 é un equilibrio inestable. As figuras (2)(A) e (2)(D) son inestables, polo que
todas as traxectorias que parten de x(0) = 0 van ata o infinito, mentres que no caso do
punto de silla da figura (2)(C), todas as traxectorias menos duas van cara o infinito. No
caso, bastante excepcional, no que os dous valores propios son nimeros imaxinarios puros,

as traxectorias son todas periddicas, e x = 0 chamase punto central, (2)(F).
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(A) Nodoinestable
(A,=0,3,>0)

x]
(D) Espiral inestable
(h =a+ip, a=0)

X
1
‘@ x.

X,

(B) Nodo estable
(A, <0,k <0)
}':2

(E) Espiral estable
(h,=0+if a<0}

1

4
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(C) punto desilla
(A, =0, A,<0)

N/
/NN
(F) centro

(h,=iB)

%y

Figura 2: Retrato de fases do sistema (12).

Para resolver unha ecuacién lineal non homoxénea

d*x dz
sS—5 +b— +cx = f(t)
dt? dt
con unha funciéon dada f(t), primeiro precisamos encontrar unha solucién especial Z e,
logo, a solucion xeral é a suma de Z e a soluciéon xeral da ecuacion homoxénea. O mesmo

procedemento se aplica 6s sistemas lineais non homoxéneos.

Sistemas de diuias ecuacions diferenciais

Imos estudar sistemas xerais de diias ecuacién diferencias de primeira orde,
dxl d$2
dt dt

onde fi(x1,x2), fa(r1,x2) son funciéns dadas, non necesariamente lineais. Un punto (a, b)

= fi(x1, 72), = fa(w1,72) (21)

tal que
fi(a,b) =0,  fa(a,b) = 0.

chamase punto de equilibrio, punto estacionario ou punto estable do sistema (21). A linea

nula z; é a curva que consta dos puntos que satisfan a ecuacién

jﬁ(ml,xg):: 0.
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De maneira similar,a linea nula x5 é a curva que consta dos puntos que satisfan a ecuacién

fa(z1,22) = 0.

Os puntos de equilibrio do sistema (21) son os puntos onde as dias lineas nulas se interse-
can. Para ter unha idea de como se comportan as traxectorias cerca dun punto estacionario
(a,b), precisamos linealizar o sistema.

Establecemos

Xi=xz1—a, Xg=ux9—0.

Entoén, pola formula de Taylor, para i = 1,2

filx1,22) = fila+ X1,b+ X2) = fi(a,b) + gfi X1+ gfi X5 + termos de orde superior,
T T2
onde abreviamos
ofi  0f; ofi  0f;

6951 N 8%1 (a7 )’ 6952 N (9362 (a7b)'
Si definimos
Jfi

6761,(@, b)

aij =
entén o sistema (21) ten a forma

dX;
dt

= a;1 X1 + a;2 + termos de orde superior (i =1,2)

onde Xi, Xy estan proximos a 0. Polo tanto, as traxectorias de (a,b) espérase que se

comporten dunha maneira similar 4 das traxectorias de

dX;
dt

=a;1 X1+ apXo, 1=1,2. (22)

En consecuencia disto, o punto de equilibrio (a,b) de (21) dise que é asintoticamente
estable (ou, brevemente, estable) se o punto de equilibrio z = 0 de (22) é asintoticamente
estable, ¢ dicir, se as partes reais dos valores propios da matriz A = a;; son negativas. Un
punto de equilibrio que non é estable dise que é inestable.

Concluimos que o punto de equilibrio (a,b) do sistema (21) é estable si e s6 si as

seguintes desigualdades se mantefien en (a,b):

Oh | 0f Of10f2  0f1 0f

0, === ————=>0
8:r1 8.7}2 ’ 8.%‘1 81’2 8.%'2 (9%'1 e

é dicir, a traza de (gﬂ{l) < 0 e o determinante de (gﬂ{l) > 0. A matriz (gg’ (a,b)) chamase
J J J

matriz Xacobiana no punto de equilibrio (a,b).
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Ecuaciones en derivadas parciais

Chamamos ecuacion diferencial en derivadas parciais (EDP) & ecuacion da forma

ou ou o™u
"0z’ Oz, OFr OF2 2. Ok gy,

F(xy,xo,...;xy, )=0 (23)

que permite conectar as variabeis independientes z;, Vi = 1,2, ..., n, a funcién que se busca
e as stas derivadas parciais. Cimplese que: k;,Vi = 1,2, ...,n son enteiros non negativos
tales que: k1 + ko + ... + k, = m. A funciéon F é a funcion prefixada dos seus argumentos.

Chamase orde dunha EDP & orde superior das derivadas parciais que figuran na ecua-
cion. Empréganse as notacions

ou ou 0%

Uy = — U = —F
i ay7 rxr B.TZ’

Dada a EDP definida en (23) de orden m, chamase solucion de dita EDP en certa rexion
D de variacion das z;, Vi = 1,2, ...,n a unha funciéon calquera u = u(zy, x9, ..., z,) € C™(D)
(conxunto das funciéns continuas na rexion D xunto con todas as derivadas de ata orde
m incluidas), tal que 6 substituir u, e as stas derivadas en (23), a ultima se convirte na
identidade respecto a x;,Vi = 1,2, ...,n na rexiéon D.

Dada unha EDP de orde n, unha solucién que contena n funciéns arbitrarias chamase
soluciéon xeral, e calquera solucién obtida desta solucién xeral por selecciéns particulares das
funcions arbitrarias chdmase solucion particular. En moitas ocasiéns precisamos determinar

solucions de EDP’s que satisfagan condiciéns dadas.

Notacion

2

Nas ecuacions diferenciais en derivadas parciais ¢ moi comin denotar as derivadas

parciais empregando subindices:

,  Ou y 0%u 0 <8u>

u

* = oz’ uxyzay(?x:@ Oz

Especialmente na fisica matematica, soese preferir o operador nabla (que en coordenadas
cartesianas se escribe como V = (0;, 0y, 0;) para as derivadas parcias e un punto (i) para

as derivadas que involucran o tempo.

Ecuaciéons en derivadas parciais lineais

A ecuacion en derivadas parciais chamase lineal, si esta é lineal respecto & funcion
buscada e todas as stas derivadas que forman parte da ecuacién. En caso contrario, chamase

non lineal.
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A EDP lineal de segunda orde para a funcién de ddas variabeis independentes x e y no

caso xeral ten a forma

*u(z,y)
Ox?
ou(z,y)

ox

0*u(z,y)

Oou(z,y)
oy

82
u(z,y) n

+ C(z,y) oy

(24)

—{—b(l’,y) +c(ac,y)u(m,y) :f('ray)a

sendo A(z,y), B(z,y),C(z,y),a(z,y),b(x,y), c(x,y) funciéns das variabeis x e y nunha
rexion D C R?, e a funcién incognita u = u(x,y).

Se f(x,y) =0en D C R?, a ecuacion (24) chamase homoxénea.

Dada a EDP de segunda orde (24) nunha certa rexién contida D en R? (plano OXY),

dise que é unha funcion
= Hiperbélica en , si § = B2 — AC >0 en D,
» Parabélicaen ,sid = B2 — AC =0en D,

» Elipticaen,sid =B?>— AC <0en D.
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