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Breve descriciéon do contido

As técnicas matematicas de programacion de proxectos nacen a
mediados do século XX, a raiz da necesidade dun medio eficaz
de planificaciéon para a direccién de proxectos, e por outra banda,
ao desenvolvemento das mateméticas coas que podemos resolver

problemas que anteriormente eran moito mais complexos.

Neste traballo pretenderemos facer un estudo das principais técnicas
de programacion de proxectos, comezando no método PERT, pasando
por outras que cobren carencias que van xurdindo, como o método de
programacién a minimo custo, ou a programacién con recursos limi-
tados. Estudaremos as técnicas das que disponiemos para afrontalos, e
finalmente aplicaremos parte do exposto a un caso practico con datos

reais.

II1






Indice xeral

Resumo

Introducion

0.1.
0.2.

Historia . . . . . . . .

Obxectivos . . . . . . . .

1. PERT-CPM

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.

1.6.

1.7.

Nociéns bésicas de grafoseredes . . . . . . . ... ... ...
Actividades sobre Arcos (A0A) . . . . . ...
Construcion dun grafo PERT . . . . . .. ... .. oo
Asignacion dos tempos as actividades . . . . . .. ..o
Calculo tempos «lasty e «early» . . . . . . . .. .. ... ... ... ... .
1.5.1. Matriz de calculo para os tempos early e last: Matriz de Zaderenko .
Folguras e camino critico. . . . . . . . .. ... L L
1.6.1. Folgura libre . . . . . . . . ...

O calendario do proxecto . . . . . . . . . . . ...

2. Programacién de proxectos a minimo custo

2.1.
2.2.

2.3.
2.4.

Relacién entre a duracibn eocusto. . . . . . . . . . . ... ... ... ...
O método MCE . . . . . . . . . .
2.2.1. Optimizacion da duracion das actividades coma un problema de pro-
gramacioén lineal. . . . . . .. ..o
Aplicacién a un caso na practica . . . . . . .. ...

Algoritmo de Ackoff-Sasieni . . . . . ... ... oL

3. Programaciéon de proxectos con recursos limitados

3.1.

Nivelacion de recursos . . . . . . . ...

3.1.1. A nivelacién de recursos nun modelo de programacién matematica

A%

VIII

11
13
14
15

19
19
20

22
24
26

29
30
32



VI INDICE XERAL

3.2. Asignacién de recursos . . . . ... ... e 34

3.2.1. A asignacion de recursos nun modelo de programaciéon matematica . 34

3.3. Algoritmos heuristicos . . . . . . . . ... 35
3.3.1. Algoritmo de Burgess-Killebrew . . . . . . .. ... ... ... .... 35

3.3.2. Algoritmo de Wiest-Levy . . . . . . .. . ... ... 38

4. Aplicaciéon do método PERT a un caso real 41
4.1. Tempos early e last . . . . . . . . . 45
4.1.1. Tempos early . . . . . . . . e 45

4.1.2. Tempos last . . . . . . . . 46

4.2, Folguras . . . . . ... 46
4.3. Calendario do proxecto . . . . . . . . . ... 47
Bibliografia 51

Cédigo de R 53






VIIT INDICE XERAL



Resumo

As técnicas de programacion e planificacion de proxectos son métodos que axudan &
direccién dun proxecto, relacionando todos os factores que intervenen, e presentando a
situacién dende unha perspectiva mais clara, facilitando a toma de decisiéns e a anélise
dun proxecto. Os principais obxectivos que tefien as diferentes técnicas de planificacion,
son a optimizaciéon da duracién e do custo das actividades que conforman o proxecto, a

distribucién 6ptima dos recursos, e a estimacién da duracién total do proxecto.

Neste traballo abordaremos este tema estudando as distintas fases dun proxecto, e
empregando as distintas ferramentas matematicas das que dispofiemos para enfocar os

problemas de optimizacién que xorden, como os algoritmos heuristicos.

Abstract

Project scheduling is the discipline that helps the management of projects, studying
the factors that are involved, and presenting the situation from a clearer perspective, in
order to simplify decision-making and the analysis of projects. The main objectives of the
different project scheduling techniques are, to optimize the duration and cost of the activi-
ties that make up the project, to find the optimal distribution of resources, and to estimate

the total duration of the project.
In this work, we approach this issue by studying the different stages of a project, and

using the mathematical tools that we have to focus on the optimization problems that

appear, such as heuristic algorithms.
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Introducién

O obxectivo deste traballo é o estudo das técnicas desenadas para axudar na planifi-
cacion, programacion e control de proxectos. Que é un proxecto? Definimos un proxecto
como o conxunto de tarefas ou actividades que deben realizarse ao longo do tempo para
crear un produto ou servizo tnico. Chamamos xestion de proxectos & disciplina de pla-
nificacién, organizaciéon e administracion de recursos para conseguir de forma 6ptima o

obxectivo fixado.

0.1. Historia

O método PERT (Program Evaluation and Review Technique),! e o método CPM (Cri-
tical Path Method)? xorden aproximadamente 4 mesma vez (1958), e pese a que comezaron
a partir de investigacidons independentes, esencialmente son iguais, con lixeiras diferencias
tanto en notacién, como en aspectos formais. O desenvolvemento do PERT comeza no
1957, no contexto da Guerra Fria, a raiz dos graves problemas de coordinacion e control da
Marifia dos EEUU no proxecto Polaris, un proxecto de submarinos atémicos armados con
proxectis "Polaris". Debido & dificultade de programar dito proxecto, xa que os Estados
Unidos tifian que manter relaciéon con “250 contratistas directos, con méais de 9.000 subcon-
tratistas, e cunha gran cantidade de axencias gobernamentais”, a Armada estadounidense
decidiu comezar unha investigaciéon co obxecto de obter novas técnicas mais perfecciona-
das de programacién e control de proxectos. En colaboraciéon coa compania de Enxeneiros
Consultores Booz, Allen e Hamilton, inicidronse os conceptos basicos do sistema PERT,
co seu primeiro nome, Program Evaluation and Research Task. Xa no primeiro informe da
Marina establécese o que sera o seu nome actual, Program Fvaluation and Review Techni-
que. O resultado da aplicaciéon desta nova técnica foi a reduciéon en dous anos, dun proxecto
cuxa duracién total estaba estimada en cinco. Ante a boa acollida do método, comezou a

utilizarse rapidamente na industria e comercio.

!Evaluaciéon de Programas e Investigacion de Tarefas
2Método do Camifio Critico
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Por outra banda, no 1957, a empresa E. I. DuPont, tentou desenvolver un sistema que
puidese mellorar os métodos de planificaciéon e programaciéon que controlaban os proxectos
nas sias plantas de fabricacion. Baixo a direccion de James E. Kelley, e Morgan R. Walker,

da division de Enxenieria da Dupont, creariase a técnica CPM (Critical Path Method).

Como comentamos anteriormente, estes dous métodos son similares en moitos aspectos.
Ainda que mais adiante se xustificara con detemento, a principal diferencia consiste en que
o PERT supén que as duraciéns das tarefas son aleatorias, mentres que pola outra banda,

o CPM considera que os tempos son unha cantidade fixa.

0.2. Obxectivos

Estos métodos, como o PERT ou o CPM, son utilizados para planificar un proxecto
optimizando os tempos e os medios dos que se disponen. Poden evitar problemas, exponen-
do as circunstancias do proxecto. Unha das grandes dificultades coas que se pode atopar
a direccién dun proxecto, maiormente cando se estd ante proxectos complexos, é o feito
de coordinar as diferentes actividades ou tarefas de cada proxecto. O problema habitual
nestes casos é que os distintos grupos de traballo do proxecto tefien os seus propios plans,
o que adoita desembocar nunha falta de coordinacion no proxecto como conxunto. Unha
virtude das técnicas de programacion de proxectos das que vimos falando, é a preparacion

do plan de forma gréfica, xuntando e coordinando todas as actividades que interveiien.

De maneira xeral, os principais obxectivos das técnicas que imos estudar neste traballo,

segundo Escudero (1977) poderian resumirse en tres puntos:

a) Optimizacion dende un punto de vista econémico, segundo duracion das distintas

actividades que o compotien, custo de execucidén das mesmas e os recursos disponibles;

b) Informacion & direccion sobre as actividades criticas no proxecto, facilitando a vixi-

lancia e control do mesmo e distribucién 6ptima dos recursos disponibles;

¢) Informacion & direccion sobre a duracion total estimada do proxecto, asi como sobre
os limites entre os que pode oscilar a devandita duraciéon debido a unha posible

aleatoriedade nos tempos de execuciéon das actividades a realizar;

d) Informacion sobre o custo total minimo para cada unidade de tempo en que se reduza
a duracién do proxecto, apuntando entén para que actividades e en que contia haberia

que incrementar os recursos produtivos.
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Entre as principais vantaxes que poden proporcionar estas técnicas & direccién dun proxec-
to estan, por exemplo, que traballos hai e cantos seran necesarios en cada momento; cales
son as actividades que, de atrasarse, atrasen a duraciéon total do proxecto; que traballos

serd necesario realizar primeiro, e cales poden atrasarse ou realizar méis méis tarde.

No segundo capitulo, tentaremos dar unha solucién ao problema que xorde cando que-
remos planificar un proxecto con custe total minimo, e duraciéon 6ptima. Afondaremos na
cuestion dandolle un enfoque de problema de programaciéon matemética, e resolvéndoo

mediante o algoritmo de Ackoff-Sasieni, un algoritmo heuristico.

No terceiro capitulo estudaremos, que ocorre cando estamos nunha situacién real, na
que non disponiemos de recursos ilimitados. Explicaremos o proceso de construcién dunha
planificacién dun proxecto, pero coa disponibilidade limitada de recursos. Como veremos
maéis adiante, as principais probleméticas que aparecen son a nivelacién e a asignacién de
recursos. Tamén veremos métodos heuristicos que nos axudaran a resolver os problemas

que comentamos antes, nuns tempos de computaciéon razoables.

Finalmente, aplicaremos parte dos contidos expostos para estudar a situacién dun caso

real e avalialo.
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Capitulo 1

PERT-CPM

Como explicamos anteriormente, o obxecto de estudo deste traballo son os métodos
de control de proxectos, e unha ferramenta que nos facilita esta analise é a representaciéon

grafica dos proxectos.

O método PERT descompoén o proxecto en obras parciais ou actividades, entendendo
por actividade a execuciéon dunha tarefa e os recursos que precisa para a sia realizaciéon
(man de obra, méaquinas, materiais...). Por exemplo, quitar a maleza, colocar baldosas,
ou levantar un muro, son actividades nun proxecto de construciéon dun parque de xogos
escolar. Logo esté o concepto de suceso, que é un punto no tempo, unha data no calendario

que s6 indica o principio ou fin dunha actividade, ou dun conxunto de actividades.

Antes de adentrarnos na construcciéon de redes das actividades dun proxecto, daremos

unhas nociéns basicas de Teoria de Grafos.

1.1. Nocioéns basicas de grafos e redes

Segundo Gonzélez Diaz (2017), un grafo é un par (N,M) consistente nun conxunto N
de elementos chamados nodos ou vértices, e un conxunto M cuxos elementos representan
arcos. Unha rede é un grafo cun ou mais niimeros asociados con cada arco ou nodo, que
poden representar distancias, custos, duracion...

Segundo como sexan os elementos de M podemos distinguir entre dous tipos de grafos:

= Grafos dirixidos: Un grafo dirixido ou orientado é aquel no que M C N x N, i.e.,

os arcos son pares ordenados; o arco (4, j) empeza no nodo i e termina no nodo j.

= Grafos non dirixidos: En un grafo non dirixido M esta composto por subconxuntos
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de N de dous elementos. Neste caso, como {i,j} e {j,i} son o mesmo conxunto,

representaran o mesmo arco.

De forma grafica, o caracter dirixido representamolo con frechas, e no caso non dirixido,
esta condicién nola da a ausencia delas. Cabe destacar que non consideraremos grafos nos
que haxa “lazos”, que son arcos da forma (,7) ou {4,7}. Indicamos co m e co n o nimero
total de nodos e arcos respectivamente.

Un subgrafo dun grafo G é un grafo G’ = (N’, M") que ten todos seus vértices e arcos
en G,ie, NNCNeM CM.

Se o arco (i, 7) esté presente nun grafo G, dicimos que os nodos i e j son adxacentes e
tamén que son incidentes co arco (i, j), e de xeito equivalente, o arco (i, 7) é incidente cos
nodos i e j. O grado dun nodo calquera dun grafo G é o nimero de arcos incidentes con
el.

Sexa G un grafo non dirixido e sexa (a1, ag, ..., a,) unha secuencia de arcos en G. Se
existen vértices (v, v1, ..., v,) tales que, para l € {1,2,...,r},a; = (v;—1,v;), dicimos que
a secuencia é unha cadea. A hora de referirnos a unha cadea usaremos indistintamente a
secuencia de arcos ou de nodos que a forma.

Un tipo de cadea que é un concepto fundamental para poder establecer a estrutura
dos métodos modernos de programaciéon e control de proxectos é o camino. Nun grafo,
un camino se define como unha cadea na que tédolos vértices son distintos, é dicir, unha
sucesion de arcos tales que se un arco incide no vértice i, o arco seguinte da sucesion sae

dese mesmo vértice. Véxase a Figura 1.1.

Figura 1.1: Exemplo de camino

Un caso particular de camifio é aquel no que o vértice inicial coincide co vértice final.
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Nesta situacion, o camifnio recibe o nome de circuito.

Cando falamos de problemas reais, é de moita utilidade asignarlle aos diferentes arcos
ou nodos parametros (valores numeéricos), que representan, ou ben un custo, unha dis-
tancia, un tempo de execucion... Outro caso semellante é se lle asociamos o nimero aos
nodos. Neste caso interesarianos ter os tempos de execucién asociados a cada actividade,

e falariamos da “rede” do proxecto.

O conxunto de actividades dun proxecto e as stas prelaciéns, poden representarse
usando dous formatos: como Actividades sobre os Nodos (AoN!), ou como Actividades
sobre os Arcos (AoA?). No método PERT usaremos o formato AoA, isto ¢, cada arco (i, j)

do grafo representard unha actividade do proxecto.

1.2. Actividades sobre Arcos (AoA)

No formato AoA, as actividades mostranse mediante os arcos na rede, mentres que os
nodos son os eventos (ou sucesos), que denotan o inicio ou/e final do conxunto de activi-
dades do proxecto. Desta forma, o vértice 1 da Figura indica o suceso inicio da actividade
A, e o vértice 2 a fin de dita actividade. E importante dicir que a lonxitude dos arcos non
tefien que ver co tempo previsto de execuciéon da actividade & que representan. No grafo

que imos construir asociaremos a cada actividade (arco) a sia duracion.

® - O

Figura 1.2: Exemplo

Unha vez o proxecto esta dividido en actividades, temos que establecer as prelaciéons
que hai, que nos indican a orde na que deben ser realizadas. Hai casos que ben por razéns
de tipo técnico, econémico ou xuridico. Por exemplo, na construciéon dun edificio temos que
nivelar o terreo antes de poner os cimientos, ou para poder comezar unhas obras, temos

que ter todos os permisos administrativos correspondentes.

O caso mais sinxelo son as prelaciéns lineais, nas que é necesario que rematara a acti-

vidade precedente para poder iniciar a seguinte.

! Activity-on-the-node
2 Activity-on-the-Arc
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A Y B
! 2 ’
Figura 1.3: Exemplo
De forma similar, temos os casos de converxencia, diverxencia, e converxencia-diverxencia.

Son os casos nos que para que comece un conxunto de actividades, ten que ter rematado

mais dunha actividade precedente

Figura 1.4

Agora ben, poden darse problemas cando nun grafo PERT se presentan casos de prela-
cions lineais, e de converxencia (ou diverxencia), simultaneamente. Por exemplo, no caso da
Figura 1.5 queremos representar as prelacions seguintes: A e B preceden a C, e A precede
aD.

Figura 1.5

Como podemos observar, non reflexa correctamente o que queremos expresar. Para so-
lucionar este problema, co cal nos atoparemos na maioria de escenarios, temos que recorrer

as actividades ficticias. Introducimos un arco “virtual” entre as actividades que considera-
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mos, que non consumen tempo nin recursos, € que nos permitirdn reflectir as prelacions
existentes do exemplo anterior. Esta actividade, evidentemente, non altera nin a duracién

nin o custo total do proxecto.

@ A
@ B

—

OO
©

Figura 1.6

1.3. Construcion dun grafo PERT

Para comenzar a construcion dun grafo PERT, introduciremos os conceptos de suceso

inicio do proxecto, e suceso fin do proxecto.

Definese suceso inicio (de xeito equivalente fin), como o suceso que representa o comezo
(fin) dunha actividade, pero que non é a fin (comezo) de ningunha outra. De forma grafica,
no grafo observaremos que, por exemplo, o suceso inicio é o tinico vértice do que saen arcos,
pero non chega ningtun. Cabe destacar, antes de comezar o desenvolvemento do proceso,
que a Unica condicién que ten que cumprir a numeraciéon dos vértices, é que ¢ < j, é dicir,
o namero do suceso comezo dunha actividade ten que ser menor que o ntimero do vértice

do suceso fin da devandita actividade.

Antes de dar un exemplo de grafo PERT, é conveniente ter claras unha serie de “con-

dicions” que ten que cumprir un grafo deste tipo.
= Todo grafo PERT debe ter un nodo inicio e un nodo fin.

= Excepto os sucesos inicio e fin, todo suceso terd unha actividade que a preceda, e

outra que a suceda.
= Os arcos representan precedencia loxica.

= O nimero de identificaciéon dun nodo sucesor non pode ser inferior ao nimero de
identificacion do nodo predecesor, polo que a numeracién dos nodos do proxecto

faise de esquerda a dereita en orde ascendente.
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Sabendo esto, s6 nos queda cofiecer todas as actividades que conforman o proxecto, asi
como as prelaciéons entre elas. Para recoller de forma sistematizada a informacioén contida
no conxunto de prelacions, existen dous procedementos: a matriz de encadeamentos e o

cadro de prelaciéns.

A matriz de encadeamentos ¢ unha matriz cadrada de dimensién igual ao nimero
de actividades nas que se descompoén o proxecto. Cando un elemento da taboa estad mar-
cado, significa que para poder comezar a actividade que corresponde & fila, ten que ter

terminado a actividade correspondente & columna.

O cadro de prelaciéns consiste en dous columnas, onde na primeira se representan
todas as actividades nas que se descompén o proxecto, e na segunda, onde aparecen as

actividades precedentes.

Exemplo 1.1. Para esclarecer estas explicaciéns, engadiremos un exemplo. Sexa un pro-

xecto con seis actividades, sendo as stias prelacions:
= A precede a C,D,E
= B precede a E
= C,D,E preceden a F

Agora podemos debuxar a sia matriz de encadeamentos e o cadro de prelaciéns, para

poder observar esta informaciéon de forma mais visual:

A|B|C|D|E]|F Actividades | Precedentes

A A -

B B -

C|X C A

D | X D A

E|X|X E AB

F X|X|X F C,D,E
Cadro 1.1: Matriz de encadeamentos Cadro 1.2: Cadro de prelacions

Como podemos observar, as actividades inicio, non tefien ningtin precedente.

Agora debuxaremos o grafo PERT deste exemplo:
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Figura 1.7: Grafo PERT do exemplo

E vemos que tendo a informaciéon mostrada nas tdboas, é sinxelo debuxar o grafo PERT

do proxecto co cal estamos traballando.

Unha vez determinado o diagrama do proxecto, o seguinte paso é a programaciéon
deste. Na maior parte dos casos non podemos determinar a duraciéon dunha actividade, xa
que depende de circunstancias aleatorias que poden alterar os tempos. A nosa misiéon seré
obter os datos que nos permitan traballar. Como se comentou con anterioridade, a principal

diferencia do método PERT co CPM é a estimaciéon das duraciéns das actividades.

1.4. Asignaciéon dos tempos as actividades

Cando traballamos co PERT, enfocamos o problema da aleatoriedade dos tempos fa-
cendo tres estimacions: a estimacion optimista (asignamoslle a letra a), que seria o tempo
minimo no que se pode realizar a actividade, con probabilidade de finalizarse nesta es-
timacion inferior ao 0,01; a estimacién mais probable (m), representa o tempo no que
normalmente se realiza a actividade; e a estimacion pesimista (b), que representa o tem-
po méaximo no que realizar a actividade, se todos os contratempos posibles se deran, con
probabilidade de finalizarse nesta estimacién inferior ao 0,01. Este enfoque asume que a
estimaciéon da duracién das actividades estan feitas por alguén que esta familiarizado con
elas, e ten coniecemento abondo nas caracteristicas de cada unha.

Logo de facer as tres estimacions, a media da duracién da actividade calctilase mediante

a formula:

4
t:a—l— m+b (11)
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A distribucién que suponemos no PERT para as duracions das actividades, é unha
variacion da distribucion beta. O cambio consiste en asumir que a esperanza ten a forma:
a+4m+0b
—

Sendo a, m, e b os valores minimo, mais probable, e maximo, da variable. Esta suposicion
fixoa por primeira vez Charles Edwin Clark no seu traballo “The PERT Model for the

Distribution of an Activity Time”, para poder estimar o efecto da incerteza das duracions

E[X] =

das actividades no calendario final do proxecto que estamos a avaliar co método PERT.

Cabe destacar, que na préctica, podemos atoparnos con distribuciéns doutro tipo, co-
mo a triangular, a normal, ou mesmo outro tipo de distribucién beta. Por eso mesmo,
moitos autores critican que se use este suposto. Outros investigadores, como MacCrimmon
e Ryavec, demostraron que usando a distribuciéon triangular, os erros cometidos son moi

semellantes aos que obtemos ao usar unha distribucién beta.

Asi é todo, no contexto determinista do PERT, que é no que estamos traballando, tsase

esta distribucion dende os anos 70 na maioria dos casos.

1.5. Calculo tempos «last» e «early»

Unha das aplicaciéns que xustifica a utilidade do método PERT, é que podemos dar
unha data aproximada de cando agardamos que finalice o proxecto en cuestion, e para iso

necesitamos introducir varios conceptos.

Comezamos explicando os tempos early?, que son os que tratan de medir o tempo
minimo necesario para chegar a un determinado suceso, i.e., 0 mais pronto posible que
podemos chegar a el. Procedemos a iteracion partindo dun grafo PERT, de esquerda a
dereita, asignédndolle ao suceso inicio un tempo early de 0. Seguidamente, calculamos os
tempos early dos sucesos representados polos seguintes vértices. Expresado formalmente,

para o suceso j, quedaria:

0 se j=1

maz [t; + ti;], Vi noutro caso

3Poderia traducirse como “tempo mais pronto posible”
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Onde t;; ¢ a duracion da actividade que ten por suceso inicial i, e por suceso final j.
Podemos observar de maneira intuitiva, que no grafo dun proxecto calquera, o tempo
early dun suceso darfanos a lonxitude do camifio méis longo dende o suceso inicio ata el.
Observemos esta definicién cun exemplo facil, sobre a rutina de todas as manas despois de

despertarnos:

Exemplo 1.2.
Primeiro definimos as actividades correspondentes a todo o proxecto, que logo usaremos

tamén para explicar os tempos last:
= A - Ducharse
= B - Vestirse e prepararse
s C - Almorzar
= D - Facer a cama e recoller o cuarto
= E - Coller as chaves, a carteira e os apuntamentos.
= F - Asegurarse de que todas as luces quedan apagadas

s G - Pechar a porta e baixar no ascensor.

Agora vemos as prelacions que existen:
= A precede a B.

= B precede a C.

= B e D preceden a E.

= E precede a F.

= C e F preceden a G.

A stia taboa de prelacions, e os seus tempos PERT (en minutos), serian:
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Actividade | Precedente

A -

B A

C B

D -

E B,D

F E A|B|C|D|E|F

G CF Tempo PERT | 10 | 3 |15 |5 | 2 | 1
Cadro 1.3: Taboa de prelacions Cadro 1.4: Taboa cos tempos de execucion

Agora construimos o seu grafo correspondente:

Figura 1.8: Grafo PERT do exemplo

Calculamos o tempo early dun suceso 7, elixindo o maximo entre as sumas dos tempos
early dos sucesos que rematan en j e a duraciéon das devanditas actividades. No noso

exemplo, é trivial que o tempo early do suceso 2 é 10
to = mazxft; = 0+ t12 = 10] = 10

No nodo 3 s6 teriamos que sumarlle ao tempo early do nodo 2, a duracion da actividade
que hai entre 2 e 3, o que nos darfa que t3 = 10 + 3 = 13. No caso do nodo 4 non ¢é tan

evidente, vexamos que:

t4:ma:c[(t1:0—|—t14:5):5,(t3:13+t34:0):13]:13

Como podemos observar, coincide coa propiedade que demos anteriormente de que o
tempo early coincide co camino mais longo dende o suceso inicio ata 4. Aplicando de

forma iterativa a formula (1.2) a todos os sucesos do proxecto, obtemos os seus tempos
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early, chegando a obter o do suceso final. E de especial interese o tempo «mais pronto
posible» do suceso final do proxecto, xa que nos indica o tempo minimo necesario para
poder finalizar o proxecto. Este tempo serd o obxectivo a conseguir, o que chamamos a

duraciéon do proxecto. No noso caso, a duraciéon total serfa de 30 minutos.

Con isto definido, podemos pasar agora aos tempos last!. En contraste cos tempos
early, aqui tratamos de obter o mais tarde que poden terminar as actividades que converxen
nun nodo, para que non se atrasen as que parten de el, e por ende, o proxecto en total.
Segue sendo un proceso iterativo, pero agora de dereita a esquerda do grafo, de maneira que
comezamos polo suceso fin do proxecto, ao que se lle asigna un tempo last igual ao tempo
early que se lle asignou anteriormente, xa que é a duraciéon do proxecto. Seguidamente,
procedemos cos seguintes vértices, que expresado formalmente, para un certo suceso ¢,

quedaria:

li se j=n

min [t — ti;],Vj noutro caso

S %

Onde t;; segue sendo a duraciéon da actividade que ten por suceso inicial ¢, e por suceso
final j. Igual que antes, isto ten unha interpretaciéon grafica. O tempo last dun suceso dado
1, € igual 4 lonxitude do camifio mais longo dende o suceso inicio ata o fin, menos a do
camifio mais longo dende i ata o fin. Agora podemos desenvolver esta definicion seguindo
o grafo do Exemplo 1.2, pero agora facendo as iteracions de dereita a esquerda coa férmula

(1.3). Por exemplo, o tempo last do noso vértice 3, seria igual a:
ty = min[(t; =13 —t34 = 0) = 13, (t; =27 —t45 = 2) = 25] =13

De forma iterativa, seguimos calculando os tempos last de todo todo o proxecto. Como
apunte, é interesante saber que deben coincidir os tempos last e early do primeiro suceso,

no noso caso ¢ igual a cero. De non ser asi, é porque houbo erros nos calculos.

1.5.1. Matriz de calculo para os tempos early e last: Matriz de Zade-

renko

Cando nos enfrontamos a proxectos moi grandes, é moi dificil facer este procedemento
de calculo. Ante esta problematica, o Doutor Sergio Gregory Zaderenko en “Sistemas de
programaciéon por camifio critico” propuxo un método matricial de calculo para os tempos

early e last, que pode ser usado tanto en problemas sinxelos, como en proxectos con grafos

4Poderia traducirse como “tempo méis tarde permisible”
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PERT mais grandes. Méis adiante, veremos como este algoritmo tamén nos facilita a re-
soluciéon axudandonos dun ordenador, se enfocamos a optimizacién do proxecto como un

problema de programacién lineal.

O método de Zaderenko comeza construindo unha matriz n x n, sendo n o nimero
de nodos que ten o grafo. No interior da matriz escribiremos os tempos PERT que co-
rresponden as actividades que saen do nodo que ten por ntmero o da fila da sta posicién
na matriz, e que chegan ao nodo que ten por nimero o da columna. Nesta matriz tamén
calcularemos os tempos early e last, agregando unha columna e unha fila adicional respec-
tivamente. Para os tempos early, comezamos asignandolle o cero ao primeiro elemento da
columna, xa que é o tempo early do suceso inicial. Para os seguintes tempos operamos da
seguinte forma, sumamos os elementos da columna que corresponde ao nodo cuxo tempo
early estamos calculando, aos elementos da columna que engadimos que representen nodos
nos que nacen actividades que finalizan no suceso do que estamos calculando o seu tempo
early. De todas as sumas posibles, s6 nos quedamos co maximo, que serd o tempo early
que estamos buscando.

Para os tempos last, procedemos & inversa, como o fixemos no punto anterior. Comezamos
asignandolle ao primeiro elemento da nova fila engadida comezando pola dereita, o tempo
early do dltimo suceso no célculo anterior. Para os seguintes tempos do resto de sucesos,
faremos da forma: restamos os elementos da fila que corresponde ao nodo cuxo tempo
last estamos calculando, aos elementos da fila adicional que representan os nodos nos que
finaliza o arco que comeza no nodo do que estamos calculando o seu tempo last.

Para ilustrar estes métodos de calculo, acharemos a matriz de Zaderenko para o exemplo
1.2:

10 5

10
13
13
15
28
30

o ot [ofo]13]25]27]28]30]

N O | O | W N |-
[\




1.6. FOLGURAS E CAMINO CRITICO 13

1.6. Folguras e camino critico

Unha vez comprendidos estes conceptos, vemos que en calquera proxecto pode haber
actividades, que ainda que se atrasen no seu comezo ou finalizacién, pode non atrasar a
duraciéon do proxecto. Pola contra, temos actividades que de demorarse, poden aprazar a
data de finalizacion do proxecto. Coniecemos estas actividades como “criticas”, e formando
o camino que resulta da unién de todas elas, obtemos o que chamamos “camino critico”.
Pero agora ben, como sabemos cales son as actividades criticas? Xa que se lles puxo a
restricién de non permitir ningin atraso, seran os arcos tales que tanto no seu nodo inicial,
como no seu nodo final, os tempos early e last coinciden. O camifo critico seria a cadea

que forman os nodos nos que se da esa condicién.

A pesares de que estas tarefas requiren unha especial vixilancia, é importante saber
que non se poden desatender as actividades non criticas. A propiedade que posten este
tipo de actividades, é a “folgura” que tenen para a execucién da sua tarefa. Ainda que
os tempos que definimos na seccién 1.5 poidan parecer pouco interesantes mais aldé dos
tempos early e last do suceso final do proxecto, agora son ideas de vital importancia para
o desenvolvemento do concepto de folgura. Definese folgura total dunha actividade Hg ,
como o tempo que resulta de restar ao tempo last do suceso final, o tempo early do suceso
inicial e a duracién da actividade. Formalmente:

HY =1t —t; — t (1.4)
Esta férmula indicanos canto podemos aprazar a realizacién dunha actividade co tempo
PERT previsto, de forma que a duracién total do proxecto non experimente atrasos. Outra
propiedade das actividades criticas é que a sta folgura é igual a cero. Podemos velo na

actividade do exemplo 1.2:
HEL =t —tg—tr=30-28-2=0

Como podemos observar, se facemos en méis de dous minutos a actividade G, produci-
rfamos un atraso na duracién prevista do proxecto. Non asi ocorre coa actividade D, xa
que:

HL =t: —t; —t14=25-0—-5=20

A realizacién de D poderia demorarse vinte minutos con respecto ao tempo PERT, e ese
atraso non influiria 4 duracién prevista do proxecto. Da mesma forma poderiamos obter
as folguras correspondentes a todas as actividades.

Tamén cabe remarcar, que un atraso nunha actividade, consumindo parte da sta folgura
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total, pode facer que se reduza a folgura total das actividades seguintes. Podemos com-
probalo facendo que a actividade E consuma toda a sta folgura, que é de 12 minutos. O
tempo early do nodo 5 pasaria de 15 a 25 minutos, e o tempo last do nodo 4 pasa de
25 a 13. Isto acaba implicando que as folguras das actividades E e F', que orixinalmente
eran de 12 minutos cada unha, agora sexan de 0 e 2 minutos respectivamente. Con este
exemplo buscase remarcar a importancia de que ainda que as actividades criticas tenian
fundamental interese, grandes atrasos nas actividades non criticas poden ter consecuencias

graves nos tempos do proxecto.

Observacion 1.3. A nivel de notacion, indicamos o camifio critico cunha dobre lifia, en
lugar da lina simple que usamos inicialmente. O grafo do exemplo 1.2, con esta notacién

para o camifo critico, quedaria asi:

Figura 1.9: Exemplo grafico do camino critico.

Observacion 1.4. Se a duracion de cada actividade (arco) é o que definimos como “a lonxi-
tude do arco correspondente”, entén, é interesante observar que o camino critico é o camino
de lonxitude maxima que vai dende o vértice do suceso inicio inicio ata o vértice do suceso
final, entendendo por lonxitude de camino a suma das duraciéns das actividades que o

conforman.

1.6.1. Folgura libre

Unha vez definidos os conceptos do punto anterior, podemos pasar a outro tipo de
folgura que ten o seu grao de interese, xa que é coa cal operan os ordenadores electronicos.
Falamos da folgura libre, que como define Escudero en “Asignacion Optima de Recursos”,
é o tempo ou marxe libre que lle queda a unha actividade despois de terse executado «o
antes posible» e antes de que comecen as actividades que parten do seu nudo final se estas

comezan a sta execucion tamén «o antes posible». Con outras palabras, representa o que
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podemos consumir da folgura total sen prexudicar as actividades seguintes. Formalmente,

a folgura libre dunha actividade 75 definese:
Hj =t —t;i — ti (1.5)

Seguindo co exemplo co que vimos traballando durante os dltimos apartados, a folgura
libre da actividade D é de 8 minutos (13-0-5), e a stia folgura total era de 20 minutos. A
interpretacion que lle damos, é que deses 20 minutos, poderemos consumir 8, e ainda asf,
as seguintes actividades seguir comezando nos seus tempos early. Podemos observar que
ainda que actividade non sexa critica, como pode ser o caso de E, pode darse o caso de que
a folgura libre sexa cero (15-13-2), polo que non poderiamos atrasarnos ningtin minuto sen

que iso afectase as actividades seguintes.

Observacion 1.5. A folgura libre dunha actividade sempre serd menor ou igual que a sta

folgura total, xa que t;f <tj.

No apéndice “Codigo de R”, temos todos os resultados. Axudidndonos do paquete
“ProjectManagement” construimos un programa que nos calcula os tempos early, last, e

as folguras do noso exemplo.

1.7. O calendario do proxecto

Toda esta informaciéon sobre os tempos que vimos definindo dende o punto 1.4, sérvenos
para construir un calendario de execucién do proxecto co que esteamos traballando, que

serd fundamental para o control do proxecto.

Para cada actividade definiremos catro datas. Comezamos coa data de comenzo
mais tempera. Indicanos o méis pronto que pode comezarse unha actividade. Definido
para unha certa actividade 75 seria:

Aij =t (1.6)

Como podemos observar, esta data é a mesma que a que obtivemos co tempo early do
suceso inicio da actividade.

A seguinte que definiremos é a data de comezo mais tardia, a cal nos indica o mais
tarde que pode comezarse a actividade en cuestién, de forma que a duracién estimada do
proxecto no se demore. A data de comezo mais tardia sera igual a:

Afj =t + HE; =5 t; — tij (17)

5Tendo en conta a férmula da folgura total



16 CAPITULO 1. PERT-CPM

A terceira data que explicaremos, é a data de finalizacién mais tempera, a que nos

indica o antes que pode finalizarse a execucion da actividade j:
Vij =t +tj (1.8)

E por ultimo temos a data de finalizacién mais tardia, que nos da a data tope na que
podemos finalizar a actividade ij, de xeito que a duracién estimada do proxecto non se
postergue. Esta data sera igual a:

Vi =t (1.9)

Observacion 1.6. Tanto as datas de comezo, como as de finalizacién mais tempera e maéis
tardia dunha actividade critica, coinciden. E consecuencia directa de que a sita folgura

total sexa cero.

Para reforzar as definiciéns desta secciéon, daremos como exemplo as catro datas da

actividade E. Se comezamos a rutina as 8.00 a.m, as datas para esta actividade seran:

Ays =13 (Serian as 08 : 13 da mana)
AL, =27-2=25 (08:25)
Vis=13+2=15 (08:15)

Vi =27 (08:27)

Diagrama de Gantt do proxecto

A v &

Actividade D

AV & ¥

Actividade E

Actividade F

H1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Figura 1.10: Diagrama de Gantt do Exemplo 1.8
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Observacion 1.7. En vermello marcamos as actividades criticas, en azul o resto. Para as
datas de comezo e fin méis tempera e méis tardia, usamos a notacién exposta no apartado
1.7.
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Capitulo 2

Programaciéon de proxectos a minimo

custo

2.1. Relacion entre a duraciéon e o custo.

Como xa vimos no primeiro capitulo, técnicas como o PERT ou o CPM, apoértannos
informaciéon moi valiosa dun proxecto, como pode ser as actividades primordiais deste, a
flexibilidade que poidan ter as datas de execucién das tarefas, ou a data media de realiza-
cion. Sen embargo, non se aborda o tema dos custos das actividades, e é moi importante
4 hora de comprender as desviacidns existentes entre os tempos estimados, e os tempos
que se dan na practica. Se o que se pretende é acelerar algunha actividade para reducir a
duracién do proxecto, é indubidable que isto pode ocasionar un aumento do custo, e pola
contra, unha ampliacién na duracién dunha actividade produce unha diminucién no custo.
En moitas ocasions, & hora de encargarnos un proxecto, pédennos imponer condiciéns como
que se non se termina o plan nun determinado tempo, poden esixirnos unha indemnizacion,
ou concedernos unha prima se adiantamos a data de finalizacién. Para poder comparar cal
pode sernos mais conveniente, é necesario un criterio que elixa a combinacién de duracién-

custo 6ptima entre varias combinacions.

O método que nos proporciona un estudo da relaciéon destas duas variables xorde como
unha prolongacién do método CPM. De feito, J. E. Kelly, un dos desenvolvedores do
Método do Camino Critico, decidiu incluilo como unha extension deste. Deste xeito nace
a programaciéon de proxectos a minimo custo, que nés denominaremos como fan algins

autores como C. Romero, método MCE (Minimum Cost Expediting!). De forma resumida,

! Aceleracion do proxecto a minimo custo.

19
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o desenvolvemento deste tipo de métodos consiste en partir de diferentes posibles tempos
do proxecto (A1, Ag, ..., A) segundo sexan os niveis elixidos de utilizacion dos medios, e
para cada un destes niveis, o MCE fixa o tempo de execucién das diferentes actividades,
minimizando o custo global da realizacion do proxecto. A continuacion, desenvolveremos
os métodos MCE.

2.2. O método MCE

Neste novo método que imos definir, consideramos para cada actividade na que se divide
o proxecto, dous tempos distintos: o normal e o tempo tope, cos seus correspondentes custos
de execucion distintos. Formalmente, e xeneralizando para unha actividade (4, 7) dun grafo
PERT temos, usando a notacién do noso libro de referencia “T'écnicas de programacién e
control de proyectos”. Sexa (i,7) unha actividade calquera do proxecto (un arco do grafo
PERT).

= T;j: E o tempo normal da execucion de (7,j). Coincide cos tempos maximos

asignados no método PERT), e corresponde ao nivel inicial de uso de recursos.

= Cjjr: Custo relativo & execucion da actividade (4, j) correspondente ao tem-

po T;; definido antes (custo minimo).

» t;;: Duracién correspondente ao nivel maximo de uso dos recursos, tempo

minimo de realizacion da actividade (4, j). Definimolo como tempo tope.

= Cj;i: E o custo relativo 4 execucién da actividade (i,j) no tempo t;; (custo

mMAaximo).

= 2;;: As variables no método MCE, cada z;; é a duracion da actividade (4, j).

De forma grafica, situamos no eixo de abscisas as duraciéns das actividades, e nas ordena-

das os custos relativos 4 realizacion destas.
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Cit B(T-ij~ Cijt]

Cir A(T; Cir)

Custo de execucion da actividade ij

Duracion actividade ij

Figura 2.1: Duraciéns das actividades cos custos inherentes 4 siia execuciéon

Como podemos observar, temos dous puntos marcados na grafica. O A(Tj;,Cyjr) € o
punto normal, correspondente ao tempo normal (T;) e ao custo minimo (Cj;7). O outro
punto, o B(t;;, Ci;t) € o que chamamos punto tope, que esta asociado ao tempo minimo de
execucion (¢;;) e ao custo maximo (Cjj¢). A curva que une estes dous puntos, Cj; = f(z45),

¢é a chamada curva custo-duracion.

Unha vez visto isto, chegamos a un punto clave no razoamento do método MCE, que
se basea na relacién entre a diminucién dos tempos de execucién das actividades e seus
correspondentes custos suplementarios, isto é, hai unha proporcionalidade directa entre a
reducion nos tempos, e os custos derivados destas rebaixas. Asi é todo, ainda que non se
cumpre esta afirmacion na maioria dos casos na practica, sérvenos como unha achegamento
4 realidade, e permitenos enfocar o problema da reducién de tempos de execucion. Isto
débese, por exemplo, a que o custo da hora extra por facer un traballo, adoita ser moito
mais alto que o da hora normal. Polo tanto, non seria o mesmo o que nos custaria reducir o

tempo dunha actividade dentro do horario estipulado, que se precisamos ese mesmo tempo

en forma de horas extras.

Observacion 2.1. Como dicimos, ainda que unha afirmaciéon tan forte non se cumpre na

realidade, a utilidade desta é a de darlle un enfoque que nos axude a resolver a cuestion. De
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feito, veremos que nos permite converter o problema de programacién de proxectos a mi-
nimo custo, nun problema de programacion lineal paramétrica. Doutra forma, teriAmonos

que enfrontarnos a problemas de programaciéon matemaética mais complexos.

O incremento no custo que se da por reducir o tempo de execucion de (i,j) dende o

tempo maximo 7;; ao tempo minimo ¢;;. Temos, enton:
Sijt = Cijt — Ciyr (2.1)

Que chamamos custo asociado & reducion da actividade (7, j) de tempo méaximo a tempo
minimo.
En conclusion, a recta que relaciona o custo “engadido” S;; con duracion z;; de cada

actividade (i, 7) é:
Sijt

S =S, — —
1] 15t Ej_tij

(zij — tij) (2.2)

A pendente desta recta, representa o custo suplementario no que incorremos cando acurta-
mos a duracién do proxecto nunha unidade de tempo. Denominarémolo a partir de agora

como “custo unitario de reducién”.

2.2.1. Optimizacién da duracién das actividades coma un problema de

programacion lineal.

Para poder representar o problema que queremos resolver mediante un modelo de
programaciéon matemética, o primeiro que debemos facer é fixar a funcién obxectivo, co-
mezando por calcular o custo engadido total que asumimos cando reducimos os tempos
de execucién. Obtemos este custo, representado por ¢, sumando os custo suplementarios

correspondentes as diferentes actividades:
= Sy S 2
¢ = ijt — T @i — i) (2:3)

Transformamos (2.3) facendo os cambios:

Sy St =K
(2.4)

Sijt o
Tij _tij - Q'LJ
E quedaria da forma:

b=K- > Qij(zij —ti) (2.5)

v(i.4)
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E se lle engadimos o feito de que ) Q;;t;; ¢ unha constante que podemos representar

por K’, facemos o cambio de variables e achamos que:
b=(K+K)= Y Qi (2.6)

V(@.5)
Retomando o obxectivo do que falamos ao comezo deste punto, temos que minimizar a
funcion (2.6), ou o que é 0 mesmo, maximizar a funciéon oposta. Como (K + K') é unha
constante, a funcién obxectivo do noso modelo de programaciéon dun proxecto a custo
minimo, quedaria:
max Z Qijxij. (2.7)
V(i)

Agora s6 nos quedaria obter o conxunto factible, isto é, as restricions que deben verificar

as variables x;; que se estdn a programar.

Para o conxunto factible temos que ter en conta unha serie de condiciéns. Primeira-
mente, a duraciéon z;; non pode ser superior ao tempo maximo de execucién que definimos
anteriormente como 7;;, nin inferior ao tempo minimo, tamén definido antes como t;;.

Entén este primeiro conxunto de restriciéns quedaria como:
tij < iy < Ty, V(i ]) (2.8)

Por outra banda, a segunda restriciéon que lle imponieremos & funcién obxectivo, vird dada
pola duracién do proxecto. Chamarémoslle A a esta duracién, e sabemos que coincidiré coa
lonxitude xeneralizada do camino critico. Por este mesmo motivo, sabemos que a lonxitude
xeneralizada de calquera camino que una o suceso inicio do proxecto, co suceso fin, tera que
ser menor ou igual que a duracién do proxecto A. Entén, o segundo conxunto de restricions
sera:

Z Tij < A Vp (2.9)

Y(i,5)EWp

Observacion 2.2. O que temos escrito baixo o signo suma, “V(¢,j) € W,”, indicanos que a
suma estenderase a todos os arcos pertencentes ao conxunto (W),) formado polos arcos do

camino p—eésimo, unindo o suceso inicio co suceso fin do proxecto.

En definitiva, o método MCE conclie no seguinte problema de programacién matema-

tica, xuntando todo o anterior:

max ZV(i,j) Qijl'ij

suxeito a : tij < Lij < ﬂj, V(Z,]) (210)

ZV(i,j)EWp Tig <A, Vp
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E dicir, para cada A\ obteremos o tempo 6ptimo de execucién de todas as actividades.
Polo tanto, conseguimos expresar o problema de minimizar o custo dun proxecto como un

problema de programacién lineal paramétrica.

Para este tipo de problemas que estamos tratando, os de programar un proxecto a
minimo custo, foron elaborados algoritmos que tenen en conta a estrutura do programa
lineal paramétrico como (2.10). Existen, entre outros, algoritmos como os de Kelley ou o

de Fulkerson?, pero nés centrarémonos no algoritmo heuristico de Ackoff-Sasieni.

2.3. Aplicaciéon a un caso na practica

Antes de comezar co algoritmo, veremos un caso practico. A partires da seguinte taboa
dun proxecto de exemplo, aplicaremos o exposto para explicar o proceso polo cal podemos
expresar un problema de minimizacién de custos, como un problema de programacién

lineal.

Actividade | Tempo normal de execucion (73;) | Tempo tope de execucion (¢;;) | Custo unitario de reducion

1-2 9 4 2
1-3 10 5 4
2-5 4 3
3-4 ) 4
4-5 12 8 5
4-6 15 9 2
5-6 7 5 1

Cadro 2.1: Problema de apoio para a explicaciéon do método MCE

O grafo calculado de acordo aos tempos normais de execucién seria:

2Ver Kaufmann, A., Desbazeille, G., Método do camifio critico, aplicacion aos programas de execucion

de traballos do método PERT e d optimizacion dos seus custos, pax. 131
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D=3

Figura 2.2: Grafo cos tempos normais

E agora representaremos o grafo, pero nesta ocasiéon atendendo aos tempos tope de

execucion.

Figura 2.3: Grafo cos tempos tope

Observacion 2.3. Ao carén de cada nodo, nos dous casos, escribimos en cursiva o tempo

early de cada suceso.

Con estes datos xa sabemos que a duraciéon de calquera proxecto ten que estar com-
prendida entre 23 (tempo early do suceso fin do proxecto cos tempos tope), e 37 (tempo
early do suceso fin do proxecto cos tempos normais).

A continuacién, usando os datos da tltima columna da tédboa 2.1, tentaremos expresar a
funcién obxectivo 1 do noso problema de programacién lineal. Esta funcién debera deter-

minar o tempo de cada actividade, minimizando o custo suplementario inherente a esta.
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Obtémola substituindo os @Q;; na funcién obxectivo que definimos en (2.10), daquela:
max P = 2x19 + 4x13 + 395 + 4234 + D45 + 2246 + T5g (2.11)

Agora, a primeiro conxunto de restricions resultaré de substituir na expresiéon 2.8, os datos

dos tempos normal e tope, logo:

4<zx12<9 8 < mys <12

Hh < <10 9 < <15

<z13 < <y < (2.12)
4<x95 <7 D< x5 <7

o< w34 <8

E por dltimo, aplicando o termo 2.9, obteremos o segundo conxunto de restriciéons:

12 + 25 + Ts6 <A
x13 + T34 + T4 <A 23 <A< 37 (2.13)

13 + X34 + 245 + 256 <A

Observacion 2.4. E interesante observar que os primeiros membros da desigualdade 2.13,
simbolizan as lonxitudes dos diferentes caminos que van dende o suceso inicio ata o suceso

final do grafo.

A finalidade do programa que acabamos de definir, é achar a duracién das actividades,
finalizando o proxecto nun determinado tempo A, e minimizando o sobrecusto que resulta
de reducir os tempos de execuciéon das actividades. O método MCE gufanos ao problema
formado polas expresions(2.11), (2.12), e (2.13), polo que o noso obxectivo agora seré

resolver un problema desta natureza.

2.4. Algoritmo de Ackoff-Sasieni

O que obtivemos logo de desenvolver a idea do MCE, foi un problema de programacion
lineal paramétrico, polo que teremos que tentar entender como podemos resolver este tipo
de problemas na préctica. Como avanzamos ao final do punto 2.3, a forma mais comin
de determinar unha solucién para un problema desta natureza, é mediante algoritmos es-
pecificos, xa que son méis sinxelos de aplicar que os algoritmos tipicos da programaciéon
lineal paramétrica. Desenvolveremos a continuacién, o algoritmo de Ackoff e Sasieni, que é
moi doado de aplicar en proxectos dun niimero non moi grande de actividades. Farémolo

apoiando a explicacién no exemplo exposto na seccién anterior.

O primeiro paso no proceso deste algoritmo é construir unha taboa, onde na primeira

columna aparecen os distintos caminos que unen o suceso inicio co suceso fin do proxecto,



2.4. ALGORITMO DE ACKOFF-SASIENI 27

as seguintes sete para representar as actividades nas que descomponiemos o proxecto, e de-
baixo delas aparecen os custos unitarios de reducién. Finalmente completamos engadindo
unha columna marcada cun 1, coas lonxitudes dos caminos cos tempos normais, e unha
fila coas reducions posibles das actividades. Para o calculo das reduciéns facemos tempo

normal menos tempo tope.

No noso caso, observamos a columna 1 da taboa 2.2, e deducimos que a duracién do
proxecto é 37, polo que se queremos reducir a duraciéon total, temos que reducir a duracién
do camino III, xa que seria o camino critico. E en consecuencia, para diminuir o tempo de
execucion do camino, teremos que reducir o dalgunha das actividades. Que criterio temos
para escoller que tempo reducimos? Aquela actividade cuxo custo unitario de reducién
sexa maéis pequeno. Neste exemplo, seria a actividade 5 — 6. O sobrecusto pola reducién
da duracién calciilase multiplicando o custo unitario de reducién pola reduciéon de tempo

que se faga. Neste paso seria 2x1 = 2 unidades monetarias de sobrecusto.

Na seguinte columna, sinalada cun 2, escribimos as novas duraciéns despois de reducir
2 dias nos caminos nos que se executa 5 — 6, e na fila 2, as posibles reduciéons que teriamos
neste paso. Nesta etapa vemos que a duracién do proxecto é agora de 35, e que o camino
critico segue sendo o III. A actividade que menor custo ten é a 5 — 6, pero como vemos
na fila 2, non podemos reducila. O seguinte custo mais baixo, neste caso coincide en dous
actividades, que son de 4. Como podemos reducir 5 dias a actividade 1 — 3, fronte aos
3 da 3 — 4, escollemos a que mais dias nos permita reducir. Procedemos de xeito anéalo-

go ao paso anterior, e obtemos que o sobrecusto nesta reduciéon é de 20 unidades monetarias.

A forma de proceder é a mesma no terceiro paso, xa que ao ser 30 a duracion total,
o camino critico é o III. Reducimos a actividade 3 — 4, e engadimos unha columna coas
novas duraciéns, e unha fila coas novas posibles reducions. O sobrecusto neste caso é de 12

unidades monetarias.

No seguinte paso seguimos tendo o camino III como camino critico, e a actividade a
reducir é a 4 — 5. Non obstante, temos que ter en conta, que calquera reducién no tempo
de execucion desta actividade superior a 2, non repercutird no tempo de execucién total
do proxecto, xa que a lonxitude do camino II é de 25, dias unidades menos que o III. O
sobrecusto agora seria de 10. As novas lonxitudes dos camifios estan na columna 5, e como
podemos ver na nova fila 5, non seria posible facer ningunha reducién mais, polo que xa

chegamos 4 fin do algoritmo.
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Cando rematamos de aplicar o algoritmo, vendo a taboa 2.2, podemos interpretar a
informacién para facer a programacién do proxecto a minimo custo, que é o obxectivo
principal. Por exemplo, se queremos finalizar o proxecto en 10 dias menos, o sobrecusto
minimo para conseguilo serd de 34 unidades monetarias. Podemos ver isto na Figura 2.4
que representa a relacion entre sobrecusto por reducién do tempo de execucién, e o tempo

de execuci6

c
ks
(]
=
o
<
3]
(=8
g
2
@
0
o
w
Tempo de execucion do proxecto
Figura 2.4: Relacién sobrecustos con tempo execuciéon
1-2|11-312-5|3-4(4-5]4-6|5-6 1 213|145
1-1,2,56 2 3 1 ||23]21 212121
Im=1,3,4,6 4 4 2 33133282525
II=1,3, 4,56 4 4 5 1 |/ 37]35 30|27 25
1 ) ) 3 3 4 6 2
2 5 5 3 3 4 6 0
3 5 0 3 3 4 6 0
4 5 0 3 0 4 6 0
5 5 0 3 0 2 6 0

Cadro 2.2: Cadro do algoritmo de Ackoff e Sasieni



Capitulo 3

Programacion de proxectos con

recursos limitados

A programacion de proxectos con recursos limitados é un tema que ten moita relevan-
cia, tanto no ambito académico como na practica. Debido & complexidade de programar
un proxecto con esas restriciéons, hai moitos traballos nos que se investiga a mellor forma
de resolvelos, ou a busca dun algoritmo que faga planificacions factibles tendo en conta a

limitacién dos recursos.

Ata agora, asumimos que os diferentes recursos que necesitamos (normalmente man de
obra, pero tamén materia prima, cartos, materiais...) eran ilimitados, pero a realidade é
que na practica, a sda dispoiibilidade non é infinita. Entén, entendemos por programa-
cion de proxectos con este limitante, ao proceso de construciéon dun calendario do proxecto
tendo en conta os medios disponibles. Teremos que examinar os posibles desequilibrios 4
hora do uso dos recursos, para evitar o que conecemos como “sobreasignaciéons”, situacions
que se dan cando requirimos de mais recursos dos posibles. Cando se d& unha situacién
como a que acabamos de comentar, teremos que reprogramar as actividades afectadas para

resolver estas eivas.

Un dos maiores problemas que presentan os métodos que presentamos, como o PERT
ou o CPM, é que non se adaptan a esta situacion, xa que parten do suposto de que os
recursos son ilimitados. A partir dos anos 60, comezan a aparecer publicaciéns nas que
sittian a estes métodos modernos de programaciéon e control, nun contexto con esas restri-

cions®. A continuacién presentaremos dous dos principais problemas aos que se chegaron

1Ver Burgess, A.R. e Killebrew, J.B., Variation in Activity Level on a Cyclic Arrow Diagram.

29
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na investigacién no ambito dos recursos limitados, a nivelacion e a asignaciéon de recursos.

En primeiro lugar, falaremos da nivelacion de recursos. Os seus principais obxectivos
son: que a duracion do proxecto non supere a planificada (duracién do camino critico),
e que os consumos dos diferentes medios sexan uniformes. Isto ultimo quere dicir que o
contexto ideal é aquel no que o consumo de cada un dos recursos coincide en cada unha

das fases do proxecto.

Pola outra banda, os métodos de asignaciéon de recursos tentan reducir o tempo total do
proxecto, pero sen que en ningunha etapa deste o uso dos medios supere a disponibilidade

dos mesmos.

3.1. Nivelaciéon de recursos

Para a explicacién dos apartados de nivelacion e asignacion de recursos, usaremos un

exemplo sinxelo para acompanar & exposiciéon. Temos o seguinte grafo PERT:

3/

0/0

Figura 3.1

Observacion 3.1. Ao lado de cada nodo temos escrito o seu tempo early, e separado por

unha barra, o seu tempo last. Ademais, os tempos venen dados en dias.

Vendo a Figura 3.1, observamos que as actividades A, C e D son criticas, xa que a sia
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folgura total é nula. As actividades B e E tefien unha folgura total de 4, a F de 5, e a G
de 2. Agora calculamos as folguras libres, que recordando a seccién 1.6.1, sérvennos para
saber canto podemos consumir da folgura total sen prexudicar as actividades seguintes. As
actividades A, B, C, e D tenen folgura libre nula. As actividades E, F, e G, tefien folguras

libres de 4, 5, e 2 respectivamente.
Con estes datos poderemos calcular as datas de comezo e finalizacién mais temperas,

construindo un calendario de execucién do proxecto con estas datas. Usando as féormulas

(1.6) e (1.8) obtemos o seguinte calendario:

Calendario de execucion do proxecto

Dia 1 Dia 2 Dia 3 Dia 4 Dia 5 Dia 6 Dia 7 Dia 8 Dia 9 TOTAL
14 14 12 9 9 7 7 9 9 90
196 196 144 81 81 49 49 81 81 958

Figura 3.2: Calendario de execucién do proxecto

Observacion 3.2. En vermello sinalamos as actividades criticas.

Agora falaremos da man de obra que require cada actividade. As actividades A e G
requiren 5 obreiros para poder realizarse nos tempos previstos, as actividades B, C, E, e F
de 2 obreiros, mentres que a D necesitarfa 9 traballadores. Como podemos observar na Fi-
gura 3.2, ata o dia 2 precisaremos de 14 obreiros, o dia 3 requiririamos de 12, e asi obtemos

todos os datos na pentultima fila da Figura 3.2, onde podemos ver a carga diaria de traballo.

No seguinte gréafico, podemos ver o consumo dos recursos por dia que estamos estudan-

do. No exemplo do noso proxecto, vemos que o uso dos medios é moi dispar. Como sinala
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a Figura 3.3, os dous primeiros dias necesitamos 14 obreiros, pero entre o dia 6 e 7, 86 de 7
traballadores. Como pode semellar, esta distribucién dos recursos é mellorable, e dificulta
moito a organizacién do proxecto. Cos métodos de nivelacién que presentaremos, tentare-
mos conseguir un diagrama de carga o méis plano posible. No exemplo 3.1, debuxamos o
que seria o 6ptimo cunha lina descontinua (90 obreiros / 9 dias = 10 obreiros por dia). O
que temos que conseguir é que a varianza das cargas sexa cero, Xa que eso significaria que
o consumo por dia coincide coa media, pero como esta situacioén non se d4 na gran maioria
dos casos, 0 noso obxectivo sera reducir ao minimo a devandita varianza. O método que
empregaremos a continuacién, baséase en atrasar as actividades que non son criticas, de

forma que o atraso non supere as folguras, xa que nesa situacién converterianse en criticas.

Diagrama de carga
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Figura 3.3: Diagrama de cargas do exemplo

Observacion 3.3. A lina vermella descontinua é a nivelaciéon 6ptima

3.1.1. A nivelaciéon de recursos nun modelo de programacién matematica

Grazas as técnicas de programacion matematica das que dispofiemos, temos ferramen-
tas para poder resolver de forma precisa os problemas que expuxemos anteriormente. Pero
como veremos neste capitulo, cando temos diante un proxecto de grandes dimensiéns, non

é asumible facelo nun tempo de computacién razoable, e que como veremos no punto 3.3,
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temos outros métodos que nos poden ofrecer unha solucién aproximada.

Para explicar a estrutura do noso modelo, comezaremos por definir os parametros e

variables que van intervir:

= i: Indice que nos mostra os recursos que estamos a estudar. Nun proxecto de m

recursos, teremos ¢ = 1,2,..., m.

= j: Indice que nos mostra as actividades nas que descompuxemos o proxecto. Por

exemplo, se temos n actividades, sera: j =1,2,..., n.
» k: Indice que nos di en cantas etapas esta divida a execuciéon do proxecto.
» (;;: Necesidades do recurso ¢ na actividade j.
= D;: Duracién da actividade j.

» 7,;: Son as variables que estamos programando, imponéndolles que tomen o valor
0 ou 1. Cando toma 0, significa que non se vai executar na etapa k, e cando toma o

valor 1, si se executaria.

A continuacién, daremos unha serie de restricions que deberén verificar as variables x:
A primeira é a que xa avanzamos antes, que as variables deben tomar ou o valor 1 ou o

valor 0. Formalmente:

0<zj <1 7=12,....n

) (3.1)
xj), = numero enteiro k=1,2,...,p

Observacion 3.4. Como temos que usar numeros enteiros, atoparémonos con calculos moito

maéis complexos que na programaciéon continua.

A segunda restricion é que as actividades nas que se descompoén o proxecto deben ser

realizadas no prazo das p etapas nas que dividimos o proxecto. Logo seria:

P
dapp=D; j=12,..,n (3.2)
k=1

A seguinte restricion que definiremos é a que fixa que non se poida comezar a realizacion de
ningunha actividade antes de que rematen as stas precedentes. Deste xeito aseguramonos
de que o programa vai satisfacer as prelacions existentes. Expresamos esta limitacion da

forma:
k—1

> @q > Dgwjr,¥g j=1,2,...,m5k=2,3,..,p (3.3)
=1
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Observacion 3.5. A letra ¢ denota unha actividade anterior & j

E por iltimo, a cuarta restricién é que non se poida dividir a execucién de ningunha

tarefa, ie, cando comezamos temos que finalizala sen interrupciéns. Formalmente:

p
Djwjk_Djxj(k+1) + E T < Dj J=12 ... k=12 ..,p—2 (34)
I=k+42
Agora que xa estan todos os conxuntos de restricions definidos, podemos exponer a funcién
obxectivo do modelo. A idea, como indicamos antes, é reducir ao minimo a varianza da
carga total, deste xeito podemos facer que o consumo dos diferentes medios sexa o mais
uniforme posible. Como a carga media é unha cantidade fixa, para minimizar a varianza,
teremos que minimizar a suma dos cadrados das cargas. A funcién obxectivo tera a forma:
2

P m n

k=1 [ =1 j5=1
Cando o proxecto é grande, obter a solucién deste problema ten un alto custo compu-
tacional, polo que se usan algoritmos heuristicos, que dan soluciéns aceptables en tempos
razoables. Presentaremos un exemplo onde faremos uso dun algoritmo heuristico para o

problema de nivelacién de recursos.

3.2. Asignacién de recursos

A diferencia da nivelacion de recursos, neste caso o noso obxectivo sera que o consumo
diario do recursos non supere as reservas existentes do mesmo, sempre tentando que o
tempo de execucion sexa minimo. Da mesma forma que cando explicamos a nivelacién de
recursos, nesta situaciéon o método tamén consistiré en atrasar as actividades non criticas,
todo o que nos permitan as stas folguras. No exemplo 3.1, podemos ver que se suponemos
as disponibilidades de man de obra en 11 obreiros diarios, non poderiamos cumprir co
calendario estipulado, xa que superariamos o limite durante os tres primeiros dias. E de
forma anéloga ao caso da nivelacién, para proxectos mais complexos, na maioria dos casos
s6 podemos obter soluciéns aproximadas mediante métodos heuristicos que explicaremos

con mais detalle no apartado 3.3.2.
3.2.1. A asignacion de recursos nun modelo de programaciéon matema-
tica

Neste caso, o problema de programacién matematica tera as mesmas restriciéns que no

apartado 3.1.1, e ademais, un novo conxunto de restriciéns que represente a condicién de
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que os consumos dos recursos non poden superar & disponibilidade destes. Se representamos

por a;, a disponibilidade do recurso i-ésimo, podemos escribir este conxunto da forma:

n
> Ciyzjp <ag i=1,2,..,m; k=12 P (3.6)
j=1
O que cambia respecto do modelo que presentamos na secciéon de nivelacion de recursos, é a
estrutura da funcién obxectivo. Nesta situacién o obxectivo é o de atopar un calendario que
cumpra coas restriciéns que nos impofien os recursos, € minimice a duracién do proxecto.

Formalmente:
n n n
aozxﬂ—i—al ijg—i-"-—i-ap_lzxjp (3.7)
j=1 j=1 j=1

sendo: ap < a1 < ... < ap_q.

Coa funcion (2.6) aseguramonos que minimizamos a duracion do proxecto, xa que se
o modelo ten que elixir entre executar unha actividade j nunha etapa s ou t, escollerd
a etapa s (¢ dicir, na notaciéon que presentamos antes, Tjs = lexpyt = 0) se asg < .
Do mesmo xeito que antes, son modelos que tenen un ntmero moi elevado de restriciéns
e variables, ainda que, como no caso da nivelaciéon de recursos, hai moitas variables que
toman valores determinados (no caso da actividade E non comeza ata o terceiro dia, ie,
x5, = 0, k =1,2,3), o custo computacional na sia resolucion é alto. E un dos motivos para
achar algoritmos que nos faciliten a resolucién deste tipo de problemas, como os algoritmos

heuristicos.

3.3. Algoritmos heuristicos

A principal problemética que temos & hora de enfrontarnos a un problema de nivelacion
ou asignacion de recursos, é que se queremos aplicar métodos exactos, teremos que asumir
tempos computacionais que en moitos casos, non poderemos permitirnos. Para resolver
esta cuestion, foron xurdindo algoritmos heuristicos que solucionan de forma aproximada

estes problemas, e nuns tempos moito mais curtos.

3.3.1. Algoritmo de Burgess-Killebrew

O método que presentaremos para a nivelaciéon de recursos é o algoritmo de Burgess-
Killebrew, un dos primeiros algoritmos neste campo. Explicaremos o funcionamento desta

técnica mediante as fases que a componen:
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Primeira fase: Co calendario de execucion do proxecto diante, buscamos a actividade
non critica que tena a data tempera de finalizacién maéis avanzada. Atrasamos a sda fin
unidade por unidade de tempo, todo o que nos permita a sta folgura. Escolleremos como
nova data de finalizaciéon da actividade a que faga minima a suma dos cadrados das cargas.
Para esta explicacion, apoiarémonos no exemplo da figura 3.1, pero facendo unha serie
de cambios para que se vexa mais claramente a disparidade da carga dos recursos. Neste
novo suposto, para a realizacion de A e B precisanse 6 traballadores, para C, D, E, e G, 2

traballadores, e para realizar F, 3 traballadores. Vexamos o novo diagrama de cargas:

Diagrama de carga

=
-

-
) )]
| |

-
=

s s
= P W
| |

Carga diaria (Obreiros)

Y
DN WhkRO -0 OO
|

Tempo (Dias)

Figura 3.4: Novo diagrama de carga

Agora, na Figura 3.2 vemos que a actividade que ten unha data de finalizaciéon tempera
méis avanzada é G, e esta actividade ten unha folgura de 2 dfas. Polo tanto, comezamos
atrasando un dia esta actividade, e vexamos se ten algin tipo de repercusién na suma dos
cadrados das cargas (Neste caso, coa modificacion que fixemos, esta suma vale 886). Ao
atrasar un dia obtemos o novo valor de 834, o que supén unha diminucién na varianza
total das cargas. Como a folgura é de 2, ainda podemos atrasar un dia mais, obtendo o

valor de 782, o que implica un descenso de case 100 unidades do orixinal.
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Segunda fase: Agora, entre todas as actividades non criticas, pero excluindo a activi-
dade que xa estudamos no punto anterior, volvemos a elixir a que ten a data de finalizacién
maéis avanzada. Unha vez achada, aplicamos outra vez o mesmo paso da etapa 1. Con esta
forma de proceder, continuamos ata que chegamos & actividade que ten a data de finali-
zacion temperd mais atrasada. Se nos atopamos no caso de que duas ou maéis actividades
tefien a mesma data tempera de finalizacién, priorizamos a que tena unha folgura maior.
Deste xeito, no noso exemplo, pasamos & actividade E, que ten unha folgura de 4. Atrasé-
mola os 4 dias, sen cambios na suma dos cadrados da carga. Agora pasamos & actividade B,
cunha folgura de 4. Se a atrasamos os 4 dias, chegamos a unha situacién na que o valor que
se toma é 594, case 200 menos que na anterior iteraciéon. Seguimos co proceso, e chegamos
4 ultima actividade, a F, cunha folgura de 5. Agora observamos que facendo o cambio que

fagamos, non imos obter ningunha mellora, polo tanto, freamos neste paso.

Terceira fase: Unha vez chegamos & actividade con data tempera de finalizacion mais
atrasada, volvemos a iniciar un novo ciclo de iteracions. Deteremos o proceso cando re-
matado un ciclo, non poidamos diminuir a suma dos cadrados das cargas. Neste caso, xa
rematarfamos no primeiro ciclo. Como podemos observar na seguinte figura, hai unha me-
lloria na nivelacién dos recursos con respecto a 3.4, pero non chegamos ao .2lisado"6ptimo

a0 que aspiramos.

Diagrama de carga
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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Figura 3.5: Novo diagrama de carga

Hai que ter en conta, que o algoritmo de Burgess-Killebrew, ao ser un método heuristico,
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non nos indica se chegamos a unha solucién 6ptima, exceptuando os casos nos que obtemos
o alisado 6ptimo (un diagrama de cargas rectangular). A principal vantaxe desta técnica,
é a sua facilidade de procesar nun ordenador, e o seu principal inconveniente, que esté
pensada para a nivelaciéon dun tnico recurso. No Apéndice Codigo de R, temos outra
solucioén alternativa empregando o paquete de R “ProjectManagement”. Como comentamos
antes, ao estar aplicando un algoritmo heuristico para a resoluciéon do problema, é razoable
que obtenamos outra solucién distinta 4 que achamos a man, pero non por iso deixa de ser

correcta.

3.3.2. Algoritmo de Wiest-Levy

No caso de asignacion de recursos, presentaremos o algoritmo de Wiest-Levy. Apoiaré-
monos no mesmo exemplo que empregamos na explicaciéon do apartado 3.2. A idea principal
deste algoritmo é ir asignando os recursos etapa a etapa. Empezamos por programar to-
das as actividades que se poidan executar na primeira etapa, sempre que non superen as
disponibilidades dos recursos, e a continuacién procedemos do mesmo xeito coas demais
etapas de forma sucesiva. Cando a carga supera a disponibilidade dun recurso, daremos

prioridade de realizacién as actividades coa menor folgura.

Comezamos a aplicacién do algoritmo programando a execucién de actividades no pri-
meiro dia do proxecto. Nesta etapa, temos que executar catro actividades: A, B, F e G, e
a carga deste dia (14) supera o limite de 11 obreiros, polo que non poderemos executar as
catro & mesma vez. Desas actividades, a que maior folgura total ten é a F (5), polo que sera
a que atrasaremos en primeiro lugar. Se a atrasamos os cinco dias, obtemos unha carga
diaria nos dous primeiros dias de 11, pero seguimos tendo no terceiro dia, unha carga de
12, superior ao limite. Se a atrasamos menos deses cinco dias, faria que se superase o limite

nos dias 4 e 5, o que non solucionarfa o problema.

Seguimos aplicando o algoritmo, asignando o recurso da man de obra no terceiro dia,
que é de 12. Estan programadas para este dia as actividades A, B e G. Como a actividade
A é critica, e a G ten 2 dias de folgura, atrasaremos a actividade B, sendo a que méis mar-
xe ten. Aprazandoa 3 dias, xa obtemos unha solucién na que non superariamos o limite
de 11 obreiros en ningtn dos dias do proxecto. Podemos observar como quedaria o novo

calendario de execucién na Figura 3.6:
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Calendario de execucién do proxecto

Dia1 Dia2 Dia 3 Dia 4 Dia5 Dia 6 Dia7 Dia8 Dia9 TOTAL

10 10 10 1 1 11 9 9 9 90

Carga
100 100 100 121 121 121 81 81 81 906

Figura 3.6: Novo calendario de execuciéon

Agora ben, poderia darse o caso, no que para poder cumprir co limite que nos impoifien
os recursos limitados, incorramos en atrasos na duracién total do proxecto. Esta situaciéon
pode darse no caso no que, para reducir a carga diaria, tiveramos que aprazar actividades
méis alé da saa folgura. Cabe dicir que o algoritmo exposto neste apartado non contem-
pla o fraccionamento na execucién das actividades, o que quere dicir que toda actividade

iniciada ten que ser completada.

Como comentamos anteriormente, o que estamos facendo é aplicar un algoritmo heu-
ristico, o cal non nos asegura que a solucién & que cheguemos é a dptima. Obtemos unha
solucién razoablemente boa nun menor tempo de computacién, pero poden existir outras
solucidns que sexan correctas. No Apéndice temos o c6digo de R dun programa que da unha
solucién ao problema de asignaciéon de recursos usando o paquete “ProjectManagement”.
Como no caso anterior, se as soluciéns non son iguais, é debido a que non resolvemos
o problema cun algoritmo exacto. Co noso algoritmo heuristico, obtemos unha solucién

aceptable, pero non quere dicir que sexa tinica.
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Capitulo 4

Aplicacion do método PERT a un

caso real

Como peche a este traballo, e coa intencién de xustificar a utilidade das técnicas que
fomos presentando ao longo do mesmo, neste capitulo aplicarémolas a un caso real. Es-
tudaremos e avaliaremos o caso do proceso de obtencion da uva nunha bodega D.O. Rias
Baixas, no periodo que comprende dende o primeiro dia despois da vendima do ano ante-
rior, ata o dia antes do comezo da vendima do ano seguinte. Os datos das actividades e dos
tempos foron facilitados pola propia bodega. Con este capitulo tentaremos exemplificar a

aplicaciéon dos métodos expostos, e ver como enfocar a formulacién do problema.

En primeiro lugar definimos as actividades correspondentes a todo o proxecto:
= A - Picas as ramas que non se poden aproveitar o ano seguinte.

» B - Baixar as vides.

s C - Podar as vides.

= D - Atar as vinas 4 conducion.

= E - Retirar as cepas mortas.

= | - Repotier con cepas novas.

= G - Esperar a que broten as parras.

= H - Atar as cepas novas ao poste para endereitalas.

= [ - Subir as ramas 4 conducién.
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= J - Despuntar e limpar os corredores.

= K - Poda en verde da planta.

» L - Ultimos tratamentos da uva.

= M - Esperar a que a uva estea lista para a sta recollida.

s N - Tratar a vide de enfermidades.

= O - “Fertirego”.

Desta lista de actividades, despois de analizar cada caso particular, decidimos non in-

cluir as actividades N e O no estudo, xa que a sta realizacion é simultanea ao resto de

actividades, e os seus tempos non afectan en ningun caso 4 duraciéon do proxecto.

A taboa cos tempos de execuciéon das actividades é:

Actividade | A | B| C | D |E|F| G |H|T|J | K|L |M
Tempos 251251301205 |5 50| 7 |5]15]15 |15 |21
Observacion 4.1. O tempo de execucién vén expresado en dias.
E o seu cadro de prelaciéns é:
Actividade | Precedente Actividade Demora
A* - A -
B* A B 15 dias despois de A
C* B C 10 dias despois de B
D* C D 15 dias despois de C
E D E -
F* E F 2 dias despois de E
G F G -
H G H -
I* H I 3 dias despois de H
J I J -
K J K -
L K L -
M L M -

Cadro 4.1: Taboa de prelaciéns

Cadro 4.2: Taboa coas demoras
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Observacion 4.2. As actividades sinaladas cun asterisco, son tarefas que seguen o orde
de precedencia indicado, pero que poden coincidir no tempo. Isto quere dicir, que logo
dunha demora, pode comezar a actividade posterior antes de que remate a precedente. Por
exemplo, non ten que rematar A para que comece B. No cadro da dereita sinalamos os

casos nos que existe este solapamento.

Agora terfamos que construir o seu grafo PERT. As técnicas que estudamos neste tra-
ballo son métodos no formato de “actividades sobre arcos” (AoA), como presentamos no
apartado 1.1. E un formato que funciona moi ben nun contexto de relaciéon de precedencia,
i.e., unha actividade ten que terminar antes de que comecen as seguintes, pero é conser-
vador noutras situaciéns que se dan na practica como a deste caso. O problema que xorde
nesta situacién en concreto, é que temos varias actividades que ainda que tenen certa orde
de execucién, simultanéanse no tempo nalgin intre, e polo tanto, fai complicada a repre-
sentacion no formato AoA. Entén, a solucién mais axeitada que atopamos, foi intentar

enfocalo cun método do formato de “actividades sobre nodos” (AoN).

Recordamos do primeiro capitulo, que a principal diferencia entre o formato AoA e
AoN, é a construcion do grafo. No formato AoN, ou tamén chamado método ROY?!, os
nodos representan as actividades, e os arcos indican a orde na que deben executarse. A
principal vantaxe de empregar o método ROY ¢é a de poder expresar as prelaciéns dun
xeito que se pode adaptar a un contexto como é o deste caso, o de solapamento de acti-
vidades. Ainda que poderiamos representalo cun grafo PERT, esta é unha boa situacion

para mostrar o formato ROY, xa que a representacion é méis sinxela.

Representemos agora o diagrama en formato AoN do proxecto:

1véxase Romero, C., Técnicas de programacion y control de proyectos pax. 105
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Como podemos observar na lenda da Figura 7?7, representamos os nodos como unha
“caixa” con 6 espazos. En letra mais grosa, nos ocos do medio, escribimos a actividade, e
debaixo a sta duraciéon. A continuacién explicaremos o calculo dos marxes que ten cada

tarefa para realizarse.

4.1. Tempos early e last

Nesta secciéon explicaremos o algoritmo mediante o cal obtemos os tempos “mais pronto
posible” e “maéis tarde permisible”, que tenen un papel moi semellante ao que xogan no caso
do PERT. Como xa comentamos, os nodos estan divididos en 6 ocos. S6 nos quedaria por

)
asignarlle a informacién aos espazos das esquinas, posto que xa explicamos os do medio.

Na fila de arriba escribiremos os tempos early, e na fila de abaixo os tempos last.

4.1.1. Tempos early

Comezamos calculando os tempos early mediante o proceso que se conece como Forward

Pass Calculation?, xa que procederemos cara adiante dende a primeira actividade.

En primeiro lugar, asignamoslle & primeira tarefa un ES (Farly Start) de 0. Para o
célculo do EF (FEarly Finish) sumamos a duracion da actividade, que no caso de A é 25,
obtendo o primeiro EF igual a 25. A partir de agora teremos que distinguir dous casos.
Se a actividade seguinte comeza cun retardo e de forma simultanea, ou se comeza cando
remate a anterior. No caso de B, como podemos observar, comeza cunha demora de 15

dias, polo tanto o seu ES sera 15 dias despois de que comece A, ou, formalmente:
ESg=FES;y+DEMORA=0+15=15

Para o calculo de EFp sumamos a duracion da actividade ao seu Early Start como no caso

anterior:

EFp = ESg + DURACION B =15+ 25 = 40

Procedemos da mesma forma no caso de que exista solapamento. Cando non, é moito maéis
sinxelo, como no caso de D e E. Ata que remate D, non comeza D, polo tanto, podemos

escribilo formalmente como:

EFp = ESE

2Vexase Construction Equipment Management for Engineers, Estimators, and Owners Gransberg, D.,
Cap. 7



46 CAPITULO 4. APLICACION DO METODO PERT A UN CASO REAL

Imos operando asi ata chegar & tltima actividade, M. Obtemos un tempo EF = 190, e

este serd o obxectivo a conseguir, xa que é a duraciéon do proxecto.

4.1.2. Tempos last

Para o calculo dos tempos last, seguiremos o Backward Pass Calculation, no que pro-

cederemos dende a tltima actividade, cara atras.

O primeiro paso é calcular o Last Finish (LF) de M, asignandolle o EF do proceso an-
terior, porque como dixemos, é a duracién do proxecto. Procedemos cara atras, restandolle

ao LF a duracion da actividade en cuestion e obtendo o Late Start (LS). Escribimos:
LSy = LFy — DURACION DE M = 190 — 20 = 170

Como antes, nos casos nos que non hai simultaneidade, o célculo é sinxelo. A actividade
precedente asigndmoslle un LF igual ao LS da seguinte, neste caso, LFy, = LSy, e proce-
demos do mesmo xeito ata que nos atopamos co caso das actividades H e I. Este seria o
primeiro caso que nos atopamos con demora. O tempo LFy seréd igual ao LF7, e para o

calculo de LSy temos que escoller o minimo entre:

LF; —DURACIONDEH =125—-7=118

LSy = min
LS; — DEMORA =120-3=117

E desta forma obtemos o Late Start de H. Para o resto de actividades con demora

procedemos do mesmo xeito. Outro exemplo é o caso de C' e D:
LFc = LFp =60
E para o Late Start:

LFp —DURACION DE C =60—30 =30

LSc = min
LSp — DEMORA =40-15=25

Na Figura 77 temos calculados todos os tempos de todas as actividades.

4.2. Folguras

Como no método PERT, calcularemos as folguras que tenen as actividades para reali-
zarse. Primeiro, calcularemos a folgura total, que nos indica o tempo que podemos atrasar
unha actividade sen que esta altere a duracién total proxecto. Neste caso é de vital impor-

tancia axustarse o méaximo posible 4 duracién que temos, xa que ao estar condicionados
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por un proceso natural, temos que tentar non atrasar o proxecto.
Para o calculo da folgura total (H”), usamos a seguinte formula:

chtividade = LFactividade — E/S Actividade — DURACION (41)

No caso das actividades nas que non hai solapamento con outras, a H' sera igual a

cero. No resto, calculamolas como indica a féormula 4.1:

Actividade | A | B|C|DI|E|F|G|H|ITI|J|K|L| M
Folg. Total |35 20| 5|02 |0|0|1|0|0|0]0]O

Por exemplo, se “gastamos” toda a folgura da actividade A, a actividade B teria que
comezar ao mesmo tempo que A, se queremos que a duracién do proxecto siga sendo de
190. E un dato interesante, xa que & direccion do proxecto pode interesarlle, por motivos
de loxistica, atrasar unha actividade porque non dispén de traballadores para facela no

momento no que estaba programada nun principio.

A folgura libre (H'), é o tempo que podemos atrasar unha actividade sen que afecte

as folguras das actividades seguintes. Obtémolo coa férmula:

Hictividade - ESActiVidade seguinte — DEMORA — ESActiVidade (42)

Neste caso, todas as folguras libres valen cero.

4.3. Calendario do proxecto

Nesta seccion, representaremos graficamente o calendario que se lle entregaria & direc-
cion do proxecto, xa que nel mostramos dun xeito moito maéis visual, os datos que fomos

calculando anteriormente.

A duracién do proxecto serd de 190 dias, pero son dias laborables, enton primeiro
debemos traducilo a dias naturais, axudandonos dun calendario, para poder traballar con
datas reais. Agora teriamos que escoller a data de comezo do proxecto, e polo que nos
comentan na bodega, adoitan comezar a mediados/finais de decembro. Este ano comezaron
o 18 de decembro, polo que escollemos esa data, e asi podemos comprobar que as nosas
contas correspondense co proxecto real. A continuacién representamos o calendario do
proxecto que calculamos, comezando o 18 de decembro, e finalizando o 16 de setembro,

data aproximada de comezo da nova vendima.
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Calendario de execucién do proxecto

o
Actividade A
o
Actividade B
o
Actividade C
~
Actividade D
‘e
“
h 4
Actividade G
“am
Actividade J
Actividade K
h. 4
Actividade L
h 4
Actividade M
18 9 23 13 5 121620 24 5 10 16 8 29 19 16
Dec Xan Xan Febreiro Marzo Xufio Xullo Agosto Setembro

Figura 4.1: Calendario de execucién do noso exemplo

Observacion 4.3. Como vimos no diagrama en formato AON da paxina 44, os tempos
Early Start e Last Start coinciden en todas as actividades, polo que estan representados
cun triangulo vermello nos ambos casos. No caso do Early Finish representamolo cun
tridngulo vermello invertido, e o Last Finish, cun tridngulo amarelo invertido. No caso que

coinciden estas dias datas, s6 aparece un tridangulo vermello invertido.

A utilidade de poder representar un calendario coma este, é que non é necesario explicar
todo o proceso de calculo que existe detras para poder entendelo, de xeito que entregandolle
isto & direccién dun proxecto, poidan comprender, simplemente cunha ollada, cales son as
actividades coas que non se poden demorar, e cales tenen unha folgura de marxe para a

sua realizacién.



Conclusions

Ao longo deste traballo de fin de grao, fixemos un primeiro contacto as técnicas de
programacion e planificacién de proxectos, exponiendo as cuestions que van xurdindo ao
longo da formulacién dos diferentes métodos, e atacindoas mediante as ferramentas que

temos na Investigacion Operativa.

No primeiro capitulo, repasamos nociéons béasicas da teoria de grafos para poder comezar
coa construcion dun grafo PERT e a dos seus elementos. Definimos que propiedades debe
cumprir, e estudamos o problema da asignacién dos tempos as actividades. Supuxemos
que as duraciéns segufan unha distribucién tipo beta, xa que é a méis aceptada hoxe en
dia, pero tamén vimos que existen autores que asumen outra, como a triangular, e que na

practica podemos atoparnos con distribuciéns doutro tipo.

No segundo capitulo, atopdmonos co caso da programacién de proxectos a custo mi-
nimo, de especial interese na practica, xa que é o contexto no que se adoita traballar na
vida real. Estudamos a relaciéon entre a duracién e o custos das actividades dun proxecto,
e enfocamos o problema como un problema de programacion lineal paramétrica. Debido
ao alto custo computacional que esixe resolver este problema, explicamos un algoritmo
heuristico que nos pode dar unha solucién nun tempo moito mais razoable, e aplicAmolo

nun caso practico.

No terceiro capitulo volvemos a atoparnos con outras situaciéns cun interese esen-
cialmente préctico polo mesmo motivo que no caso anterior, pero que tamén ten a sia
relevancia no dmbito académico, debido & complexidade de programar un proxecto con
varias restricions. Neste capitulo falamos da nivelacion e asignacion de recursos, deixando
exposto o problema de programacién matemética que temos en cada caso, e dando un
algoritmo heuristico que nos axuda a resolvelo de forma mais sinxela.

Finalmente rematamos cunha aplicaciéon practica a todo o exposto. E un caso real no
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que nos enfrontamos ao estudo dun proxecto, no que tivemos que solicitar os datos que
necesitabamos, e buscar a forma de exponielo de forma axeitada. Nun principio a idea era
analizalo mediante o método PERT, pero vendo que tinamos un método como o ROY, que
se axustaba moito méis ao que requiria a situacion, decidimos introducir unha técnica no

formato de actividades sobre nodos.

Este TFG é un primeiro contacto coas técnicas de programacion de proxectos, abrindo
varios frontes nos que poderia continuarse o traballo, dende os distintos problemas de
programacion lineal paramétrica que se expuxeron, & prediciéon dos tempos, ou o estudo

das técnicas expostas nun contexto aleatorio.
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Codigo de R

Codigo da linguaxe de programacion R empregado na resoluciéon dos exemplos. Empre-

gando o paquete “ProjectManagement”

No seguinte programa obtemos os tempos early e last do proxecto, asi como

as folguras, e un diagrama das actividades do Exemplo 1.8:

matprec <—rbind(c(0,1,0,0,0,0,0),¢(0,0,1,0,1,0,0),¢(0,0,0,0,0,0,1),
C(070707O717070)’C(070707O707170)7C(070707O7O707]‘)7C(0707O707O70’0))
duracion <— ¢(10,3,15,5,2,1,2)

schedule . pert (precland2 = matprec, duration=duracion)

Schedule

- [s1
6 —— o m
. _ . & |
g
s —_—
;- E |
3 *r—
2 — [E]
——o

. Figura 3: Grafo no formato AON do
Figura 2: Cronograma do noso exemplo
exemplo

No seguinte programa obtemos os tempos early e last:

matprec <— rbind(c¢(0,1,0,0,0,0,0),c(0,0,1,0,1,0,0),c(0,0,0,0,0,0,1),
C(O7O’070?170’0)’C(070’07O7071’0)’C(07O’0?O7070,1)7C(O’0’070?O70’0))
duracion <— ¢(10,3,15,5,2,1,2)

o3
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earlytimes<—early .time(precland2=matprec, duration = duracion)
lasttime <— last.time(precland2=matprec, duration = duracion,
early .times = earlytimes)

A resposta:

> earlytimes
0 10 13 0 13 15 28

> lasttime
10 13 28 25 27 28 30

Programa que resolve o problema do MCE, do exemplo 2.1:

tempos<—c(9,10,7,8,12,15,7) #Duracion das actividades
tempos.min<—c (4 ,5,4,5,8,9,5) #Tempos tope
custos.unit<—c(2,4,3,4,5,2,1) #Custos por reducion unitaria
matriz<-—rbind(c(0,0,1,0,0,0,0),c(0,0,0,1,0,0,0),c(0,0,0,0,0,0,1),
¢(0,0,0,0,1,1,0),¢(0,0,0,0,0,0,1),¢(0,0,0,0,0,0,0),c(0,0,0,0,0,0,0))

for (duracion in 23:37) {

A<—mce(duration=tempos, minimum.durations=tempos.min, precland2=matriz,
activities.costs=custos.unit, duration.project= duracion);

b<—colSums (A);

custo.total <— b[2]

cat ("Custo_total:"  jas.numeric(custo.total),"\n")

}

Obtendo para cada tempo, o custo minimo asociado:

The project duration is 23
Custo total: 58
The project duration is 24
Custo total: 51
The project duration is 25
Custo total: 44
The project duration is 26
Custo total: 39



The project

Custo total:

The project

Custo total:

The project

Custo total:

The project

Custo total:

The project

Custo total:

The project

Custo total:

The project

Custo total:

The project

Custo total:

The project

Custo total:

The project

Custo total:

The project

Custo total:

duration
34
duration
30
duration
26
duration
22
duration
18
duration
14
duration
10
duration
6
duration
2
duration
1
duration
0

is

is

is

is

is

is

is

is

is

is

is

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

55

Como podemos observar, os resultados coinciden cos obtidos facendo uso do algoritmo
de Ackoff-Sasieni

No seguinte programa achamos unha solucién para o problema de nivelaciéon

de recursos da Seccion 3.3.1:

duracion<—c(3,3,4,2,2,2.,7)

recursos<—c(6,6,2,2,2,3,2)

mat. prec <— rbind(c¢(0,0,1,0,0,0,0),c(0,0,0,0,1,0,0),c(0,0,0,1,0,0,0),
¢(0,0,0,0,0,0,0),c(0,0,0,0,0,0,0),c(0,0,0,1,0,0,0),c(0,0,0,0,0,0,0))

levelling .resources (duration=duracion , precland2=mat. prec ,

resources=recursos , int=1)

Obtendo:
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Early times =
[1] 033 7 75 2
Resources by period=

[1] 6 6 8 10 10 13 7 6 6

Esta é unha solucién alternativa & obtida co algoritmo de Burgess-Killebrew na seccién

3.3.1.

O seguinte programa da unha soluciéon ao problema da asignaciéon de recur-

sos da seccién 3.3.2:

duracion<—c(3,3,4,2,2,2.,7)

recursos<—c(6,6,2,2,2,3,2)

mat. prec <—rbind (¢ (0,0,1,0,0,0,0),¢(0,0,0,0,1,0,0),¢(0,0,0,1,0,0,0),
¢(0,0,0,0,0,0,0),c(0,0,0,0,0,0,0),c(0,0,0,1,0,0,0),c(0,0,0,0,0,0,0))
mat. prec

recursos .max—11

resource . allocation (duration=duracion , precland2=mat. prec ,

resources=recursos ,max.resources=recursos .max, int :1)

Obtendo a soluciéon:

Project duration =

[1] 9

Early times =

[1] 0337600
Resources by period =

[1] 11 11 8 10 10 10 6 4 2

Esta é unha solucion alternativa & obtida co algoritmo de Wiest-Levy na seccion 3.3.2.



