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Trabajo propuesto

Area de Conecemento: Anilise Mateméatica

Titulo: Clases de Schatten-von Neumann

Breve descriciéon do contido

O obxectivo fundamental deste traballo é que o estudante coneza a teoria
basica das clases de Schatten-von Neumann. Asi pois, se H é un espazo de
Hilbert dado, para cada 1 < p < oo, estudaremos o espazo S,(H) formado por
todos os operadores compactos 1" cuxa sucesion de niimeros singulares (é dicir,
autovalores de |T'|) pertence ao espazo de sucesions £,,.

Esencialmente, o traballo consistird en entender, conecer e presentar:

1.- os resultados elementais de anéalise funcional que serdn empregados;

2.- ateoria bésica sobre as clases S,(H ), con especial inetrese nos casos p = 2
(operadores de Hilbert-Schmidt) e p = 1 (operadores traza);

3.- algunha aplicacion dos resultados anteriores.

Este traballo poderia ser de proveito para estudantes con especial interese ou
gusto polas materias da area de andlise matemaética.

Recomendaciéns

Ter cursadas as materias Cdlculo vectorial e integracion de Lebesque e Topo-
loxia Xeral. Empregaranse contidos propios da materia Andlise funcional en
espazos de Hilbert.
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Resumen

En este Trabajo Fin de Grado, presentamos una posible generalizacién del concepto
de traza de una aplicacion lineal (o matriz cuadrada de dimensién finita) al caso infinito
dimensional.

Mas exactamente, en el marco de los espacios de Hilbert separables y de dimension
infinita, estudiamos las famosas clases de Schatten-von Neumann S,(H) con 1 < p < cc.

Centramos nuestro interés en las familias So(H) —clase de Hilbert-Schmidt— y Sy (H)
—clase traza u operadores nucleares—. Asi mismo, empleando la generalizacion de traza,
caracterizamos el espacio dual de la clase S,(H) para cada 1 < p < oo.

Abstract

In this project work (TFG), we present a possible generalization of the concept of
trace of a linear application (or finite dimension square matrix) to the infinite dimension
case.

More precisely, within the framework of Hilbert’s separable and non-finite dimensional
spaces, we study the famous Schatten-von Nueman classes represented by S,(H) with
1 <p< oo

We focus our interest on the Sy(H) class of Hilbert-Schmidt operators and S;(H)
class of trace class or nuclear operators. Likewise, using the generalitation of trace, we
characterize the dual espace of the S,(H) class for every 1 < p < oc.
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Introduccion

Iniciamos este Trabajo Fin de Grado recordando las propiedades elementales de la
traza de una matriz cuadrada, concepto introducido en el segundo curso del Grado en
Matematicas y definido en aquel momento como la suma de las entradas de la diagonal
principal de dicha matriz. Es decir, si A = (a;j)1<ij<n € Myxn, entonces

n
trA= Z Q.
i=1

Teniendo en cuenta que una matriz A € M,,,,(R) define una aplicacion lineal 74 € L(R™)
y que el valor de tr A es independiente de la base de R™ escogida, concluimos que —en el
caso finito dimensional— podemos hablar de la traza de una aplicacion lineal.

Partiendo de tal concepto, mostraremos una generalizacion de la idea de traza al caso
infinito dimensional. Esto es, estudiaremos cuando podemos hablar de la traza de una
“aplicacion lineal” T: X — X si X es un espacio vectorial de dimension infinita que
pretende generalizar al espacio euclidiano finito dimensional mencionado en el parrafo
anterior.

Asi pues, en la segunda seccion del primer capitulo, hablaremos de espacios de Hilbert
y espacios de Banach. Intentaremos justificar que el espacio de sucesiones /5 (separable
pero de dimensién infinita) es la generalizacion més sencilla, natural e interesante del
espacio euclidiano usual a dimensién infinita y también nos convenceremos de que ahora
debemos considerar aplicaciones lineales y continuas (en dimension finita, no basta solo
con la linealidad).

Por tanto, ahora ya podemos aclarar que el objetivo principal de este Trabajo Fin
de Grado es caracterizar aquellos operadores (es decir, aplicaciones lineales y continuas)
T: ¢, — {5 para los que podemos hablar de su traza y conocer —en tal caso— el
significado y propiedades elementales de tr 7.

La diagonal de la “matriz infinita” que representa a un operador T: ¢ — (5 es
una sucesion (a;;)ieny para la que la suma de sus entradas puede ser —tranquilamente—
divergente; en efecto, pues ni tan siquiera se tiene que a; — 0 cuando i — oo (pensemos
en el operador identidad). Es entonces cuando entran en juego las clases de Schatten-
von Neumann; esencialmente, para cada 1 < p < oo, la clase S,(f2) estara formada
por aquellos operadores T': £ —> {5 para los que “la diagonal principal (a;)ien € £,
La discusion y aclaracion del significado exacto de la condicién anterior serd una parte
esencial de este Trabajo Fin de Grado.

Las clases S, llevan el nombre de dos grandes personalidades: R. Schatten (1911-1977),
matematico natural de Lwow (cuna del Analisis funcional) que desarrollé gran parte de su
carrera cientifica en Estados Unidos y J. von Neumann (1903-1957), fisico y matematico
de origen hungaro que acabaria participando en el Proyecto Manhattan.
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Es relativamente sencillo darse cuenta de que la condicion T € S,(¢3) para cierto
1 < p < oo implica que T es un operador compacto. Por tanto, en el Capitulo 2, centramos
nuestro interés en los operadores compactos y su relacion con los operadores de rango finito.

Lo natural y mas didéactico (especialmente en el caso hilbertiano) seria partir de los
operadores de rango finito y presentar luego los operadores compactos; ese fue el camino
que seguimos en la materia de Andlisis funcional en espacios de Hilbert. No obstante,
en este caso y por aquello de explorar nuevos caminos, hemos preferido introducir los
operadores compactos en espacios de Hilbert utilizando para ello técnicas propias de los
espacios de Banach.

La descomposicion de Schmidt de un operador compacto T': {5 — ¢5 que probamos
en este segundo capitulo serda fundamental para obtener gran parte de los resultados de
esta memoria; en ella, los numeros singulares jugaran un papel determinante.

El Capitulo 3 estara dedicado enteramente al estudio de la sucesion de nimeros sin-
gulares de un operador T'. Para ello, necesitaremos introducir y estudiar los numeros de
aproximacion y los numeros de Gelfand. Probaremos ademéas varias desigualdades que
involucran a estas sucesiones de nimeros; concretamente, las desigualdades de Weyl y las
desigualdades de Ky Fan.

Ya en el capitulo cuarto, introducimos con rigor y detalle el las clases de Schatten-
von Neumann S,(H). Aunque hablaremos de las familias S,(H) con 1 < p < oo, nos
centraremos especialmente en los casos p = 2 —operadores de Hilbert-Schmidt—y p =1
—operadores de la clase traza u operadores nucleares—.

En el Capitulo 5, introducimos y estudiamos la traza de un operador T € S1(H),
generalizando asi al caso infinito dimensional el concepto de traza. Ademas, empleando
el conocido como funcional traza, mostraremos que la clase de Schatten-von Neumann
S>2(H) es un espacio de Hilbert y caracterizaremos el espacio dual de S,(H) para cada
1 < p < o0, resultado éste tltimo que mostrara cierta belleza de la escala de espacios de
Banach formada por las clases de Schatten-von Neumann.

A modo de conclusion, en el sexto y ultimo capitulo, mostraremos una generalizacion de
las clases de Schatten-von Neumann a espacios de Banach (donde todo es mas complicado).

Hablaremos también, muy brevemente y de forma esquemdética, de interpolacion entre
espacios de Banach: “veremos que las clases de Schatten-von Neumann interpolan bien”.

Para terminar, mencionaremos el conocido como Problema de Lidskii, directamente
relacionado con cuestiones mencionadas al inicio de la memoria. También comentaremos
algunos resultados obtenidos por el matematico francés A. Grothendieck.

Finalmente, me gustaria agradecer el apoyo de Jorge Losada Rodriguez y Venktesh,

quienes me atendieron con paciencia durante muchas semanas.

Miguel Gomez Fernandez
Santiago de Compostela, 10 de julio de 2020.



Capitulo 1

Motivacion y conceptos basicos

Partiendo del concepto elemental de traza de una matriz, intentaremos mostrar en
este primer capitulo la motivacion e interés de los resultados centrales de este Trabajo
Fin de Grado.

Asi pues, la primera seccidon del mismo estara dedicada enteramente a la idea de traza:
protagonista indiscutible de este Trabajo Fin de Grado y a quien pretendemos generalizar
al caso infinito dimensional. Para ello, ya en la segunda seccion, discutiremos y aclararemos
que entendemos exactamente por espacio de dimension infinita; es decir, hablaremos alli
de espacios de Hilbert v espacios de Banach.

1.1. La traza de una matriz

Un importante resultado presentado y estudiado en la materia del segundo curso sobre
Espacios vectoriales y Cdlculo matricial es el siguiente:

fyada una base del espacio vectorial n-dimensional R", existe una
correspondencia biunivoca entre las matrices de dimension n X n con
entradas en R y las aplicaciones lineales de R™ en R"™.

Asi pues, si {eq, €3,...,e,} C R" es la base canonica de R" y T: R” — R"™ es una
aplicacion lineal, entonces T puede ser identificada con la matriz

aj;p Q2 - Q1
e e
Ap1 Ap2 -+ Apn
donde
Te; = Are;’ = (ayi, agi, ..., an;)', para cada 1 <i < n.

Conviene recordar ahora dos importantes conceptos relacionados con las matrices cua-
dradas (y por ende, con las aplicaciones lineales): el determinante y la traza.

En este Trabajo Fin de Grado, el concepto de traza jugard un importante papel.
Es por ello que a continuacion, recordamos brevemente su definiciéon y propiedades mas
elementales.



La traza de una matriz A = (a;;)1<i, j<n € Muxn(R) es la suma de los elementos de
su diagonal principal; es decir,

tI‘A:ZCLii, (].].)
=1

o equivalentemente, empleando la ortonormalidad de la base canoénica de R",
trA = Z(Aei, ei), (1.2)
i=1

donde (+,-) denota al producto escalar (euclidiano) usual de R

A diferencia de (1.1), la expresion obtenida en (1.2) no depende de la matriz A, sino
de como actia la aplicacion lineal —que define dicha matriz A— sobre los n elementos
de la base canoénica de R™.

Por tanto, tiene sentido preguntarnos si podremos definir la traza de una aplicacion
lineal; es decir, convendria saber si el valor que obtenemos en (1.1) o (1.2) es independiente
de la base escogida para R".

El siguiente resultado —cuya demostracion es extremadamente sencilla y elemental—
nos permitird responder a la pregunta que acabamos de plantearnos.

Lema 1.1 (traza del producto de dos matrices).
tr (AB) =tr(BA) si A, B € M,x,(R).

Demostracion.
Sean AB = (¢;j)1<ij<n ¥ BA = (d;j)1<i j<n; basta entonces observar que

tr (AB) = ZCZ'Z' = Z Zazjbﬂ = Z Z bjiaz'j = Zdjj = tr (BA) ]
=1 =1 j=1 Jj=1 =1 J=1

Si T: R® — R" es una aplicacion lineal y Ay, As € M, «,(R) son las matrices que
representan a T’ respecto de dos bases distintas de R™, entonces

A =UA U,

donde U € M,,«»,(R) es la matriz de cambio de base.
En tal caso, en virtud del Lema 1.1 anterior,

tI'Al = 1tr (UAQUil) =1tr (UﬁlUAQ) =1tr ([AQ) = tr AQ,

de donde concluimos que el concepto de traza de una aplicacion lineal T: R™ — R"™ esta
bien definido.

En particular, escogiendo la base adecuada para la aplicacion lineal T'; es decir, diago-
nalizando y considerando los autovectores de T', deducimos que

T =) "\, (1.3)
=1

donde \;, con 1 < ¢ < n, son los autovalores de la aplicacion lineal 7' contados de acuerdo
con su multiplicidad.



Los autovalores de la aplicacion lineal 1" son las raices de su polinomio caracteristico,
concepto introducido por Cauchy en 1829 (ver [13]) y que viene dado por

Py(\) = det (AL, — A7) = A" + dy A" 4 - + dyy A+ dy,

donde I, € M, ,(R) es la matriz identidad y A7 € M,x,(R) es una representacion
matricial de 7. Ademaés, tal y como probé Jacobi en 1834 (ver [20]), se tiene que

Por tanto, para una aplicaciéon lineal T': R™ — R"™ con representacion matricial Ay €
Mxn(R), tenemos que

n

tr’T = iaii = Z(T@i, ei) = i)\l = —dl. (15)
=1 =1

i=1
En todo lo comentado hasta ahora, la eleccion de R como cuerpo de escalares no juega

ninglin papel determinante; podriamos haber considerado tranquilamente como cuerpo
de escalares los ntimeros complejos.

El término de traza se debe al matematico alemén R. Dedekind, quien introdujo dicha
nomenclatura cuando estudiaba los cuerpos de grado n.
Sea (2 un espacio vectorial de dimension n € N sobre Q y {ey, es,...,¢e,} una base de
2. En tal caso, para cada 0 € (2, existen coeficientes a;; € Q, con 1 < ¢,7 < n, de modo
que
961 = ajie1 +as1€g + -+ Ap1€n,

Oes = a1ze1 + agees + -+ + angey,

Oe, = aiper + agpea + - -+ + Appen;

0 equivalentemente,
9(61, Ce ,Bn)t = A(el, e ,en)t, con A = (aij)1§i7j§n € Man(@)

Asi pues, es ahora claro que el polinomio caracteristico P,(\) = det (Al,, — A) tie-
ne otros n — 1 ceros a mayores de 6: los conocidos como ceros conjugados, a quienes
denotaremos por 6y, ..., 6,.

En tal caso, empleando el Lema 1.1 anterior, concluimos que cada 6 € ) deja una
“traza” o marca en Q:

SO)=0+04---+0, =a11 +ax+ -+ a,, € Q.

1.2. La traza de un operador

La generalizacion natural a dimension infinita del espacio euclidiano finito dimensional
R™ (o C™) pasa por considerar sucesiones de niimeros reales (o complejos) en lugar de n-
tuplas de nimeros (reales o complejos). Es decir, podemos considerar como “K*” (con
K =R o K= C) el espacio de sucesiones de ntumero reales (o complejos) dado por




Tal y como probamos en la materia de Andlisis funcional en espacios de Hilbert, el
espacio {5 dotado de las operaciones suma y producto por un escalar definidas de modo
natural es un espacio vectorial en el que

dist (z,y) = ||z — yll2 = Z |z, —yn|?, para cada x, y € ls,
n=1

define una distancia (invariante por traslaciones). Ademas, considerando la topologia que
define tal distancia, ¢, es un espacio vectorial topoldgico (es decir, las operaciones suma
y producto por un escalar son continuas) completo (es decir, toda sucesion de Cauchy es
convergente).

Por otra parte, conviene observar también que

|z||2 = (z,z), paracada z € (s,

donde (-,-): {5 x {3 — K es el producto interior dado por

(x,y) = le Vi, paracada x,y € {y,
i=1

que es la propuesta méas sencilla e inmediata que podemos plantear si queremos generalizar
al caso infinito dimensional el producto escalar euclidiano dado por

(xz,y) = sz Vi, paracada z,y € K".

i=1

Asi pues, teniendo en cuenta (1.6), podemos decir que ¢5 es el espacio de sucesiones
que se encuentran a una distancia euclidiana finita de la sucesion origen 0 = (0,0, ...).

Si H es un espacio vectorial dotado de un producto interior (-, -): H x H — K para el
que la distancia asociada define una topologia métrica completa sobre H, se dice entonces
que H es un espaacio de Hilbert. En particular, los espacios R", C" y /5 son ejemplos
claros de espacios de Hilbert. No obstante,

todo espacio de Hilbert separable de dimension infinita es isomorfo a (s,

resultado que nos vine a decir que la generalizaciéon mas sencilla a dimensién infinita del
espacio euclidiano finito dimensional es justamente el espacio de Hilbert /5.

En la materia de Andlisis funcional en espacios de Hilbert nos convencimos de que
las bases de Hamel (conjuntos linealmente independientes maximales) son de muy poca
utilidad a la hora de estudiar el espacios de Hilbert, pues no existen espacios de Hilbert
de dimension infinita con base de Hamel numerable. Sin embargo, también probamos que
todo espacio de Hilbert admite base de Hilbert (conjunto ortonormal maximal, repecto de
la relacion de ortogonalidad = L y < (z,y) = 0) y que dos bases de Hilbert distintas de
un mismo espacio tienen el mismo cardinal, hecho que nos permite introducir el concepto
de dimension de Hilbert y obtener luego el siguiente resultado

todo espacio de Hilbert separable y de dimension infinita tiene
dimension de Hilbert X,

4



justificando asi nuevamente la eleccion de ¢, como generalizaciéon natural del espacio
euclidiano al caso de dimension infinita.

Dado 7 € N, denotaremos por e¢; € 5 a la sucesion cuyas entradas son todas nulas
excepto la i-ésima, que es un 1. En tal caso, en analogia clara con lo que ocurre en el
espacio euclidiano R", el conjunto (ordenado) {e;: i € N} es una base de Hilbert de (5
(pero, obviamente, no es base de Hamel de ¢5).

A diferencia de lo que ocurre en el caso finito dimensional, en dimension infinita
la topologia jugard un papel determinante. Basta siquiera observar que toda aplicacion
lineal 7': K* — K" es trivialmente continua. Sin embargo, no es dificil dar ejemplos de
aplicaciones lineales T': {5 —> {5 que no son continuas.

Tal y como vimos en Andlisis funcional en espacios de Hilbert, las aplicaciones lineales
T: {5 — {5 que son continuas son aquellas que llevan conjuntos acotados en conjuntos
acotados, es decir, las aplicaciones lineales y acotadas. Por tanto, desde el punto de vista
de las aplicaciones, nuestro interés en el caso infinito dimensional debe centrarse en el
espacio de operadores

B(ly,0y) = B(ly) ={T: by — {5 : T es una aplicacion lineal y acotada},
donde podemos considerar las operaciones usuales de suma y producto por escalar.

Asi pues, si {e;: i € N} es base de Hilbert canoénica de lo y T: l5 —> (5 es una
aplicacion lineal y acotada, entonces T" puede ser identificada con la “matriz infinita”

11 A1z -+ Aip
Q21 Qg2 -+ d2p
AT - )
Ap1 Gp2 " Gpp
donde
Te; = Arei’ = (avi, agi, - .., g, ... )", paracada 1 <i<n.

Conviene ahora recordar que no toda “matriz infinita” define una aplicacion T': o — (5
lineal y continua.

No obstante, a la vista de lo dicho hasta el momento, ya disponemos de algunos
candidatos para ser la traza de nuestro operador T € B({):

trT = iam trT = i(Tei,ei)ei, tr’l = i)\i,
i=1 i=1 i=1

donde (\;);en seria la sucesion de autovalores de T' contados de acuerdo con su multipli-
cidad. Las siguientes cuestiones surgen entonces de modo natural:

(a) ;para qué operadores T € B({s) se tiene que

iaii € R, i(T@Z’, €i)€i < R, i )\z < R?
=1 =1 i=1

(b) (para qué operadores T € B({5) el valor de

o0 o0

Z Qi Y Z(Tez‘, ez’)ei

i=1 i=1

es independiente de la base de Hilbert (e;);cn de fo escogida?



(c) ipara qué operadores T' € B({s) se tiene que

[e.9] o0

Z(IZ’Z’ = Z(Tei, ei)ei = i /\z 7
=1 i=1 i=1

En este Trabajo Fin de Grado, daremos respuesta a los dos primeros interrogantes;
para el tercero, nos conformaremos con una breve discusion al final del documento.

Otra opcion mas abstracta para generalizar el espacio euclidiano al caso infinito di-
mensional podria pasar por considerar espacios de Banach. Recordamos a continuacion
algunos conceptos y resultados elementales sobre espacios vectoriales normados.

Dado un espacio vectorial X sobre el cuerpo K, una norma en X es una aplicacion
-]l X — X que satisface las siguientes propiedades:

(N1) ||z|| > 0 para todo x € X, ||z]| =0 <=2 =0 € X;
(N2) || Az|| = || ||=|| para todo 2 € X y todo A € K;
(N3) [|z +yll < |lz]| + |ly|| para todo z,y € X.

En tal caso,
dist (z,y) = ||z — y||, paracada z,y € X,

define una distancia (invariante por traslaciones) que nos permite introducir una topologia
métrica en X. Si toda sucesion de Cauchy en (X, ||-||) es convergente en (X, ||-]|), se dice
que (X, ||-]]) es un espacio de Banach. Es decir, un espacio de Banach no es mas que un
espacio vectorial normado completo.

En particular, todo espacio de Hilbert es un espacio de Banach. No obstante, existen
normas que no provienen de ningtin producto escalar; luego existen espacios de Banach que
no son espacios de Hilbert. Es mas, se sabe (Teorema de Jordan-von Neumann) que una
norma ||-|| esta asociada a un producto escalar si y solo si satisface ley del paralelogramo:

Iz +yll* + llz =yl = 2l|=l* + ly*), para todo z,y € X.

La ausencia de una relacién de ortogonalidad complica notablemente el estudio de la
geometria de los espacio de Banach. La nocién de base de Hilbert carece ahora de sentido
y nos vemos obligados a hablar de bases de Schauder. Una base de Schauder de un espacio
de Banach (X, ||-||) es un conjunto ordenado {e;: i € N} C X tal que:

(7) ||x;|| = 1 para todo i € N.

(17) span{e;: i € N} = X

(i) para cada x € X existe una tnica sucesion (z;);eny C K de modo que
o
xr = Z%@i, en (X, |-
=1

Es facil probar que todo espacio de Banach (X, || ||) que admite base de Schauder es
separable. No obstante, tal y como mostr6 Enflo, existen espacios de Banach separables
sin base de Schauder. Es decir, a diferencia de lo que ocurre en espacios de Hilbert, donde



siempre podremos hablar de coordenadas, para un espacio de Banach separable arbitrario,
ya no disponemos de tal herramienta.

Conviene recordar aqui que para un espacio de Hilbert, los conceptos de base de Hilbert
y base de Schauder son equivalentes.

Desde el punto de vista de las aplicaciones, al igual que ocurria en espacios de Hilbert,
debemos considerar el espacio de operadores

B(X,Y)={T: X — Y : T es una aplicacion lineal y acotada},

que es un espacio vectorial normado (en realidad un espacio de Banach) si consideramos

Tx Y
17 = sup 1221

, paracadaT € B(X,Y).
a0 ||z x

Dado un operador T' € B(X), la posible ausencia de base de Schauder para el espacio
de Banach (X |[|-]|) nos impide proponer una definicién de tr 7' basada en la suma de los
elementos de la diagonal de cierta “matriz infinita”; no obstante, siempre podremos buscar
operadores T' € B(X) para los que sus autovalores formen una sucesion (\;);ey C K de

modo que
i=1

Ademas, si el espacio de Banach (X, ||-||) admite una base de Schauder (e;);cn, entonces
también podremos hablar de la “matriz infinita” asociada a 1"y, por consiguiente, de:

o0

iam’, Z(Tei,ei)ei Yy i)\z
=1 =1

=1

Surgen entonces cuestiones anilogas a las planteadas anteriormente en (a) — (b) — (¢),
para las que —tal y como comentaremos al final de este Trabajo Fin de Grado— encontrar
respuesta es notablemente mas dificil.

Un resultado fundamental de Analisis funcional (el conocido como Teorema de Riesz)
afirma que B(0,1) = {z € X: ||z|| < 1} es un conjunto relativamente compacto en
el espacio (X, ||-||) si y solo si X es un espacio vectorial de dimension finita. Con la
intencion de intentar solventar esta dificultad, se introducen nuevas topologias sobre X; a
continuacion, comentaremos algunos detalles sobre dichas topologias. Para ello, debemos
empezar hablando sobre el espacio dual.

Dado un espacio de Banach (X ||-]|), se define el espacio dual X* de X como

X*={f: X — K : f lineal y acotado} = B(X,K).

Los siguiente resultados, conocidos en ocasiones como los pilares del Andlisis funcio-
nal, fueron probados y estudiados como trabajo complementario en la materia de Andlisis
funcional en espacios de Hilbert; en aquel momento, empleamos como guia [8]. No obs-
tante, dichos resultados aparecen en cualquier libro sobre analisis funcional en espacios
de Banach.

Teorema 1.2 (Teorema de la Funcién Abierta).
Sean (X, ||-|) e (Y,]|-||) dos espacios de Banach y T € B(X,Y). En tal caso, si T es
sobreyectivo, T es una aplicacion abierta.



Teorema 1.3 (Teorema del Grafo cerrado).
Sean (X, ||-]]) e (Y, ||-|]) dos espacios de Banach y T: X — Y una aplicacion lineal. En
tal caso, T € B(X,Y) si y sdlo si el conjunto {(x,Tz) :x € X} es cerrado en X xXY'.

Teorema 1.4 (Teorema de extension de Hanh-Banach).

Sea X un espacio vectorial normado y M C X un subespacio. Para todo \ € M~*, existe
A € X* tal que A(x) = \(x) para todo x € M y ||A]] = ||A||.

Teorema 1.5 (Teorema de Banach-Steinhaus o Principio de acotacion uniforme).
Sea (X, |||]) un espacio de Banach, (Y, ||-||) un espacio vectorial normado y A C B(X,Y).
En tal caso,

sup{||Tz| : T € A} < oo para todo x € X = sup{||T||: T € A} < 0.

La topologia débil de X es la topologia que tiene por base la familia formada por
conjuntos de la forma

O={zxe X:|filr —x)| <eparal<i<n},

donde zp € X, f; € X* para 1 <i <nye > 0. Asi pues, dada una sucesion (x,)nen, se
dice que x,, — x débilmente si

f(xz,) — f(x), para todo funcional f € X*.

Obviamente, x,, — x en (X, ||-||) implica x,, — x débilmente.

Para introducir la topologia débil* en X, necesitamos que X sea el predual de otro
espacio de Banach; es decir, que exista (Y, ||-||) espacio de Banach de modo que Y* = X.
En tal caso, la topologia débil* de X es la topologia que tiene por base la familia formado
por los conjuntos de la forma

O={zreX:|(r—x)(yi)| <eparal<i<n},

donde ro € X, y; €Y paral <i<nye>0.

El siguiente resultado muestra la “utilidad” de la topologia débil*; sera invocado méas
adelante en el Capitulo 2.

Teorema 1.6 (Teorema de Banach-Alaoglu).
El conjunto
Bx+(0,1) ={f e X*: [[f| <1} € X

es débilmente* compacto en X*.

Demostracion.

Para probar el resultado enunciado, emplearemos el Teorema de Tijonov (ver |23,
Theorem 7.4.1]) que afirma la compacidad del producto de una coleccion de espacios
topologicos compactos.

En efecto, pues en virtud del Teorema de Tijonov, el espacio [—1,1]5x©®1 formado
por todas las funciones definidas en Bx(0,1) que toman valores en [—1, 1] dotado de la
topologia de la convergencia puntual (f, — f < f.(z) = f(z) para todo z € Bx(0,1))
es un espacio topologico compacto. Por tanto, basta probar que el conjunto formado por
las restricciones de funciones f € Bx+ a By es cerrado.
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Para ello, dada ¢ € [—1,1]PxOD\ Bx.(0,1)|5,(0.1), mostraremos que existen un en-
torno O de ¢ de modo que 9 € O implica 1) ¢ Bx+(0,1)|py(0,1)- Es decir, probaremos que
[—1,1]x O\ Bx.(0,1)|55(0,1) s un conjunto abierto.

La funcién ¢ mencionada anteriormente no puede ser una aplicacion lineal y homogé-
nea en Bx(0,1), pues en ese caso tendriamos que f € Bx-(0,1)|,(0,1). Por tanto, existen
x; € Bx(0,1) y a; € R, con 1 <i < n, de modo que

Z&ix" € Bx(0,1) y go(Zaixi) - Z&igo(xi) # 0.

i=1

Por tanto, existe ¢ > 0 tal que si ¢ € [—1,1]Bx(O1 satisface que

(Y — @) (x;)] <e paral<i<nmn, y ‘(1&—@)(2%:@) <e, (1.7)
i=1
entonces . .
(G < Z 041’%’) - Z a;(z;) # 0.
i=1 i=1
Asi pues,
0 = {2/1 € [—1,1)2xOD 4 satisface (1.7)}
es el entorno abierto (en la topologia débil* de X*) de ¢ que buscabamos. O

Volviendo al marco de los espacios de Hilbert, donde todo es méas simple y claro,
conviene que recordemos los siguientes resultados

Teorema 1.7 (Teorema de Representacion de Riesz).
Sea H un espacio de Hilbert y f: H — K un funcional lineal y acotado. En tal caso,
existe un unico y € H de modo que:

f(z) = (z,y), para todo x € H.

Es decir, para un espacio de Hilbert H, su dual H* coincide con H y entonces, una
sucesion (x,)nen C H converge débilmente a 0 si y solo si (x,,x) — 0 para todo z € H.

Para el estudio de las propiedades geométricas de los espacios de Hilbert, el siguiente
resultado es clave y exclusivo del caso hilbertiano.

Teorema 1.8 (Teorema de la Proyeccion Ortogonal).
Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert y M C H un subespacio cerrado de H. En tal caso:

(a) todo vector x € H admite una descomposicion unica de la forma x = Px 4+ Qx, con
PreMyQre M*;

(b) Pz y Qx son, respectivamente, la mejor aprorimacion de x en M y M*;

c¢) las aplicacionesx € H— Pr e M ex € H — Qx € son lineales y acotadas;
(c) 1 licaci H P M H Q M+ lineal tad
(d) ||z||? = ||Px||* + [|Qx||* para todo x € H.

Habitualmente, el operador P recibe el nombre de proyeccion ortogonal de H sobre el
subespacio M.
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Capitulo 2

Operadores compactos y
operadores de rango finito

La primera seccion de este capitulo versara sobre operadores compactos en espacios de
Hilbert. Asi pues, ademas de diversas caracterizaciones de la compacidad de un operador
T € B(H), presentaremos también dos teoremas espectrales: el primero de ellos tan solo
serd valido para operadores compactos y autoadjuntos, pero serd de gran utilidad a la
hora de obtener el segundo, que nos proporcionaré la descomposicion de Schmidt de un
operador compacto.

La segunda seccion estara dedicada a una familia de operadores directamente relacio-
nada con los operadores compactos: los operadores de rango finito, para quienes podremos
introducir facilmente los conceptos de traza y determinante.

Para la redaccion de los contenidos de este capitulo, hemos segudo el esquema y
orden considerado en [11]. No obstante, en [3]| o [1], entre otras muchas refencias, pueden
consultarse resultados similares.

2.1. Operadores compactos entre espacios de Hilbert

Sean H, Hy y H, tres espacios de Hilbert separable de dimensién infinita.

La bola cerrada unidad de H, conjunto al que denotaremos por By[0, 1] = By, es
el subconjunto formado por todos los vectores € H para los que ||z|| < 1.

Definicién 2.1 (operadores compactos).

Un operador T' € B(Hy, Hs) se dice compacto si T(Bpy,) es un conjunto compacto en
H,. Denotaremos por K(Hy, Hy) al conjunto de todos los operadores compactos de H; en
Hy; st H = Hy = H,, emplearemos la notacion abreviada IC(H).

En este Trabajo Fin de Grado estamos especialmente interesados en el espacio K(H),
de ahi la especial relevancia de los resultados que siguen.

Proposicién 2.2 (caracterizacion de operador compacto I).
Un operador T € B(H) es compacto si y solo si T(By) es un conjunto compacto en H.

Demostracion.
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La necesidad de la condicién enunciada en la Definicién 2.1 anterior es trivial. Probe-
mos entonces la suficiencia de la misma.

Por ser T'(Bp) un conjunto compacto, T'(By) es acotado; luego T € B(H). Veamos
ahora la compacidad del operador T'. Para ello, observemos que si (2, ),en €8 una sucesion
de vectores de H que converge débilmente a © € H, entonces

nh;nolo(Txn, y) = nlgrolo(:z:n, T*y) = (z,T"y) = (Tx,y), paratodoy € H.
Asi pues, T es débilmente continuo. Por otra parte, teniendo en cuenta el Teorema de
Representacion de Riesz y el Teorema de Alaoglu (Teorema 1.6 anterior), concluimos que
By es débilmente compacto.

Por tanto, T'(Bp) es débilmente compacto. En particular, T'( By ) es débilmente cerrado
y entonces, T(Bpy) es | -||-cerrado. Invocando ahora la compacidad de T, concluimos
finalmente que T'(Bpy) es ||-||-compacto. O

Teorema 2.3 (caracterizacion de operadores compactos II).
Un operador T € B(H) es compacto si y solo si toda sucesion acotada (x,)nen de vectores
de H admite una subsucesion (x,, Jken tal que (T'xy,, )ren converge en H.

Demostracion.

Si T € B(H) es un operador compacto, dado que {z,, : n € N} es un conjunto acotado,
{T'z, : n € N} debe ser un conjunto compacto. Por tanto, en virtud de la caracterizacion
de conjuntos compactos en espacios métricos completos, existe una subsucesiéon conver-
gente (T'xy, )ken-

Por otra parte, dado que en el ambito de los espacios métricos completos un conjunto
es compacto si y solo si toda sucesion tiene una subsucesion convergente, si 7' no fuese
compacto, existiria una sucesion (z,)neny C By para la que (T'x,),en no admite ninguna,
subsucesion convergente. O]

Teorema 2.4 (caracterizacion de operadores compactos II).
Un operador T € B(H) es compacto si y solo si Tz, — 0 si x, — 0 débilmente.

Demostracion.

Inicialmente, probaremos que si T' € B(H) es un operador compacto y z,, — 0 débil-
mente, entonces Tz, — 0. Efectivamente, pues en caso contrario, podriamos asumir —sin
pérdida alguna de generalidad— que existe € > 0 tal que ||Tx,| > ¢ para todo n € N;
condicién que nos llevara a una contradiccién.

Dado n € N, consideremos el funcional T,,: H — C definido como T, (z) = (x, z,)
para cada x € H. Asi, ||T,| = ||z,|| y ademas, por hipotesis,

lim T,y = lim (y,z,) = (y,0) =0, para todo y € H.
n—oo n—oo
Por tanto,
sup{||Tny||: n € N} < 0o, paratodoy € H,

y entonces, aplicando el Principio de Acotacion Uniforme (Teorema 1.5 anterior), conclui-
mos finalmente que

sup || Tn|| = sup [|z,[| < occ.

neN neN

Asi pues, el Teorema 2.3 anterior afirma la existencia de una subsucesion (x,, )ken €
Yo € H tal que T'x,, — yo cuando k — oo. En particular, (T'z,, )ren converge débilmente a

12



Yo- Ademads, por la demostracion de la Proposicion 2.2 anterior, T es débilmente continuo,
luego x,, — 0 débilmente implica que T'z,, — 0 débilmente. En tal caso, a partir de
la unicidad del limite débil, deducimos que yo = 0 y llegamos asi a que Tz, — 0,
contradiciendo la condicion ||T'z,, || > € para todo k € N.

Reciprocamente, si 7' no es un operador compacto, el Teorema 2.3 anterior afirma
que existe una sucesion (z,)ney C By de modo que ninguna subsucesion de (T'z,)nen
es convergente. Ademaés, en virtud del Teorema de Alaoglu (Teorema 1.6 anterior), By
es un conjunto débilmenete-compacto; luego existe una subsucesion (z,, )ren débilmente-
convergente para la que (Tx,, )gen Do tiene ninguna subsucesion convergente. O

Pasamos ahora a mostrar algunas propiedades sobre la estructura matematica de la
familia de operadores KC(H).

Teorema 2.5 (KC(H) es ideal bilatero & KC(H) es subespacio vectorial).
(a) K(H) es un ideal bildtero de B(H).
(b) K(H) es un subespacio vectorial de B(H).

Demostracion.
(a)

Dados T' € K(H) y S € B(H), probaremos que T'S, ST € K(H). Mas exactamente,
mostraremos que si (2, )nen €s una sucesion de vectores de H tal que x,, — 0 débilmente,
entonces STx, — 0y TSz, — 0. Asi pues, el resultado enunciado serd consecuencia
directa del Teorema 2.4 anterior.

En virtud del Teorema 2.4, la compacidad de T" implica que Tz,, — 0. Ademas, como
S € B(H) es una aplicacion continua, STz, — 0.

Por otra parte, en virtud la demostracion de la Proposicion 2.2 anterior, sabemos que
la acotacion de S implica la continuidad débil de S; luego Sz, — 0 débilmente en H y
entonces la compacidad de T' nos permite afirmar que TSz, — 0.

()

Si 7,5 € K(H) y A € K, la compacidad de los operadores 7"+ S y AT es una

consecuencia directa del Teorema 2.4 anterior. O]

Teorema 2.6 (IC(H) es autoadjunto).
T € B(H) es compacto si y solo si T* es compacto.

Demostracion.

Dado que (T*)* = T, basta probar que “T" compacto implica T* compacto”. Sea para
ello (x,)nen una sucesion de vectores de H tal que z,, — 0 débilmente; probaremos que
Tx, — 0.

Por el Principio de Acotacion Uniforme, sabemos que existe C' > 0 tal que ||z,|| < C
para todo n € N . Ademés, como T* es débilmente-continuo —ver demostracion de la
Proposicién 2.2—, tenemos entonces que 1™z, — 0 débilmente. Asi pues, la compacidad
de T', nos permite invocar el Teorema 2.4 anterior para afirmar que T7*x, — 0.

Por tanto, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos finalmente que

| T*z,||* = (TT T, x,) < C||TT*x,||, paratodon € N,

y entonces ahora es claro que T*z,, — 0. [
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Teorema 2.7 (IC(H) es cerrado (luego completo)).
KC(H) es un subespacio cerrado de B(H).

Demostracion.

Probaremos que si (7},)nen €s una sucesion de operadores compactos en H tal que
T, — T en B(H), entonces T es un operador compacto. Sea para ello (z,,),cy una sucesion
de vectores de H tal que z,, — 0 débilmente; probaremos que Tz, — 0.

En primer lugar, observemos que para cada k& € N, la compacidad del operador T}
implica que Tz, — 0 cuando n — oo. Por otra parte, por el Principio de Acotacion
Uniforme, podemos suponer —sin pérdida alguna de generalidad— que ||x,| < 1 para
todo n € N.

Dado ahora € > 0, existe k € N tal que ||}, — T'|| < e. Por tanto, escogiendo N € N
tal que ||Tyz,|| < € para todo n > N, tenemos que

Tz, < ||Tx, — Tpxn|| + | Thzn| <26 sin> N;
esto es, ya hemos probado que Tz, — 0. O

Nota 2.8 (sobre la “unicidad del ideal IC(H)”).
Es maés, puede probarse (ver [14, Corollary 5.11]) que el ideal IC(H) es el unico ideal
cerrado en (B(H), ||-|])-

Seguidamente, indicamos un ejemplo caracteristico de operador compacto.

Ejemplo 2.9 (operador compacto).
Sean (€,)nen ¥V (En)nen dos conjuntos ortonormales en el espacio de Hilbert H y (A,)nen
una sucesion de nimeros complejos. En tal caso, la aplicacion T' definida como

Tx = Z An(x,€,)e,, paracada x € H,

n=1

es un operador compacto si, y so6lo si, lim A\, = 0.
n—oo

Solucion.
Sea (zk)ren una sucesion débilmente convergente a 0 € H; luego existe C' > 0 tal que

|lzk|]| < C, paratodo k € N (2.1)

kh’m (xg,en) =0, para todon € N. (2.2)
—00

Dado € > 0, sea N € N tal que |)\,| < € para todo n > N. En tal caso, empleando el
Teorema de Pitagoras y teniendo en cuenta (2.1), concluimos que

o

N
ITell* = Pl en)* + > Al (@, en)?
n=1 n=N+1

[e.9]

N N
< Z’)‘n‘2|(xk>en>’2+€2 Z |(zx, e0)* < Z|>‘n|2‘<xk7€n)|2+5202-
n=1

n=N-+1 n=1
Por tanto, teniendo en cuenta (2.2), concluimos finalmente que Tz, — 0; luego T' € K(H)
en virtud del Teorema 2.4 anterior.

Por otra parte, si A, /4 0, entonces ||T'e,|| = |A,| / 0. Asi pues, en virtud del Teorema
2.4 anterior, T no es un operador compacto. ]
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2.1.1. Teorema espectral I: operadores compactos y autoadjuntos

El Teorema espectral para operadores compactos y autoadjuntos es bien conocido. No
obstante, dada su importancia en este Trabajo Fin de Grado, preferimos indicar a conti-
nuacion su demostracion. Para ello, partimos del siguiente resultado auxiliar.

Proposicién 2.10 (auxiliar para el Teorema 2.11).
Si T € B(H) es un operador compacto y autoadjunto, | T|| o —||T|| es autovalor de T.

Demostracion.
Supongamos que 1" # 0; en otro caso, el resultado enunciado es trivial. Comencemos
por observar que, por ser T' € B(H) un operador autoadjunto no nulo,

IT[| = sup{[(Tz, z)| - [lz]| =1} > 0.

Por tanto, existe una sucesion (z,),en de vectores de H tal que ||z, || = 1 para todon € N
y (Txp,,x,) — A con [N = ||T.

A continuacién, probaremos que A es un autovalor del operador T'. Para ello, observe-
mos que

0 < (T —ADz||* = (T — M), (T — MN)xy) = (T, — Ay, Txp — A2y,)
= (Twn, Txn) — (Twn, A1y) — A1y, Ty) + N (20, )
TJ:HHQ - 2)\(Tl’mfl]n) + )‘2||xn||2

|
|Tzn||? — 2M(T 2z, 20) + A% — A% =20 - XA+ A2 = 0;

de donde deducimos que
lim (T'— M)z, =0, en H.

n—oo

Por otra parte, dado que T es compacto y ||z,|| = 1 para todo n € N, existe (z,, )ren
subsucesion de (x,),en tal que kh’m Tx,, =y € H. Por tanto,
—00

(T = M)y = (T = A)(lim Ta,,) = (T = A)T(lim @)

k—o0

= T(T = A)(lim @) = lim T(T = Al)(,,) = T(lim (T = \)z,,) = 0,

o equivalentemente, Ty = A\y. Ademas, dado que

lyll = I Y Tt | = | M A || = T [\, || = [A] i [l ]| = A = ] > 0
concluimos finalmente que y € H es un vector no nulo de H. O]

Teorema 2.11 (Teorema espectral para operadores compactos y autoadjuntos).
Sea T € B(H) un operador compacto y autoadjunto. En tal caso, existe un conjunto orto-
normal {ey, ez, ...} C H formado por autovectores de T' con autovalores correspondientes

{A1, A2,...} CR de modo que

Tx = Z (T, €4)en,  para cada x € H.

n=1

Ademds, st (A\p)nen €$ una sucesion infinita, entonces lim, o A, = 0.
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Demostracion.

Sea Hy = H y T = T. Entonces, en virtud de la Proposicién 2.10 anterior, existe
A1 € R autovalor de T3 con autovector asociado e; de modo que |le;|| =1y |Ai] = || T1]]-

Sea ahora Hy = {e1}+. En tal caso, H, es subespacio cerrado de H; y ademés, T'(Hy) C
H,. Sea entonces T = Tiy,. Asi, Ty € B(H,) es un operador compacto y autoadjunto.
Nuevamente, en virtud de la Proposicion 2.10, existe Ay € R autovalor de T5 con autovector
asociado e3 € Hy de modo que: ||es]| = 1, [No| = || Te|| < ||Th|| = [ M| v e2 L e.

Sea ahora H3 = {ej,es}t. En tal caso, Hs es subespacio cerrado de H y ademés,
T(Hs) C Hs. Sealuego T = Tjp,. Asi, T5 € B(H3) es un operador compacto y autoadjunto
y entonces, en virtud de la Proposicion 2.10, existe A3 € R autovalor de 75 con autovector
asociado ez € H3 de modo que: |les]| =1, |A3| = || T3] < || Ta]| = [A2| v es L {e1,e2}.

Procediendo de este modo, tal proceso acabara después de una cantidad finita den € N
pasos si 1), es tal que T,, = 0 € B(H,,) o bien, en otro caso, obtenemos una sucesion de
autovalores (A, )nen C R y una sucesion de autovectores unitarios (e,)nen tales que

Mesal = [Tosal < ITll = [Aul,  para todo n € N.

A continuacion, probaremos que
o0
Ty = Z An(x,€e,)e,, para todo x € H.
n=1

Dado x € H arbitrario, distinguiremos dos casos:

(a) siT, =0 € B(H,) para cierto n € N, dado x € H, tenemos que

n

Ty =T — Z(a:, er)ex

k=1
satisface que x, L e; para 1 < i < n, es decir, x, € H, = {ey,ea,...,e,}". Por
tanto, dado que T}, = 0,

n

0=T,x, =Tz — Z(m, ex)Te, =Tx — Z M (e )ex;

k=1 k=1
esto es,

Tx = Z Ai(z, ep)er, para todo x € H.
k=1

(b) siT, # 0 € B(H) para todo n € N, entonces —teniendo en cuenta que ||T,] = A\, y
que, en virtud del Teorema de Pitagoras, ||x,| < ||z| para todo n € N— concluimos
que

|72 = 3" At eoen]| = ITall < Tl lzall = Dl lall < Al 2]
k=1

es decir,

=0, paratodoxe H. O

n—o0

lim HTx - Z k(5 ex ey,
k=1
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Nota 2.12 (sobre el Teorema espectral para op. compactos y autoadjuntos).
Tal y como comentamos en Andlisis funcional en espacios de Hilbert, se tiene que

1.— si A # 0 es autovalor de T, entonces A = A\, para algin n € N;

2.— si A es un autovalor de 7', entonces mult (A\,7) = dimker (7" — AI), es decir, la
multiplicidad algebraica de A coincide con la dimension de su respectivo autoespacio;

3.— todo autovalor \; de T se repite en la sucesion (\,),en tantas veces como indica su
multiplicidad;

4.~ el conjunto (e, )nen es una base ortonormal de Im(T') = ker(T')* y ademés

x = Pyr + Z(x, en)én, paratodo x € H,
donde Fy es la proyeccion ortogonal sobre ker 7.

2.1.2. Teorema espectral II: operadores compactos

En esta seccion, mostraremos un resultado similar al Teorema 2.11 anterior (Teorema
espectral para operadores compactos y autoadjuntos), pero partiremos ahora tinicamente
de la hipotesis sobre la compacidad de T' y prescindiremos asi de condiciones geométricas
adicionales (como, por ejemplo, “T" autoadjunto”).

Para ello, necesitamos introducir antes los conceptos de: operador positivo, raiz de un
operador y operador valor absoluto.

Definicién 2.13 (operador positivo).
Un operador 7' € B(H) se dice positivo si (T'z,z) > 0 para todo = € H.

Claramente, todo operador positivo es autoadjunto. Pasamos ahora a ver algunas
caracterizaciones de los operadores positivos.

Proposicién 2.14 (caracterizacion de operadores positivos).
T € B(H) compacto y positivo <= [\ autovalor de T = \ > 0.]

Demostracion.
Si existe x € H \ {0} y tal que Tz = Az, entonces (Tx,z) = A||z||> > 0 por ser T
positivo, de donde deducimos que A > 0.

Reciprocamente, aplicando el Teorema 2.11 (Teorema espectral para operadores com-
pactos y autoadjuntos), tenemos que

Tx = Z An(x,€,)e,, para todo x € H,

y en tal caso,

(Tx,z) = <Z (2, en)en, Por + Z(x, en)en>

n

= Z)\n(x,en)(x,en) = Z)\n|($, en)|? >0, para todo x € H. O

n
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A continuacién, introducimos el operador raiz cuadrada de un operador compacto y
positivo T' € B(H).

Proposicién 2.15 (operador raiz cuadrada).
Dado un operador compacto y positivo T € B(H), eziste un unico operador compacto y
positivo S € B(H) tal que SS=8*=T

Demostracion.
Por el Teorema 2.11 (Teorema espectral para operadores compactos y autoadjuntos),
sabemos que

Tx = Z/\n(x, en)én, para todo z € H.

Sea entonces

Sz = Z vV An(z,e,)e,, paracadaz € H.

Dado que T es un operador compacto, lim, _,, A, = 0 y entonces, también tenemos
que lim,, ... VA, = 0; luego S es compacto (ver Ejemplo 2.9 anterior). Ademas, en virtud
de la Proposicion 2.14 anterior, S es un operador positivo.

Por otra parte,

Z \/_ (z, e, en> = Z \/E(Z \/)\_n(:p,en)en,em)em

Z (r,em)em = Tz, paratodo x € H.

Finalmente, veamos que T3 es el tnico operador tal que (T%)2 = T. Supongamos que
existe un operador compacto y autiadjunto R € B(H) tal que R?> = T. En tal caso, dado
A > 0, tenemos que

(T2 + AI) (T2 = M) =T — X*T = (R+ M) (R — \]),

1. , ..
y como —A\ no es autovalor de Tz ni de R (por ser éstos operadores positivos), pues
entinces debe ser

ker (T% — M) =ker (R— AI), paratodo A > 0.

Es decir, los operadores R y T2 tienen los mismos autovectores y sus respectivos autovalo-

res. Por tanto, en virtud del Teorema espectral para operadores compactos y autoadjuntos
1

(Teorema 2.11) T2 = R. O

Definicion 2.16 (operador raiz cuadrada & operador valor absoluto).

(a) Dado un operador compacto y positivo 7' € B(H), definimos la raiz cuadrada de
T como el tnico operador S € B(H) tal que S? =

(b) Dado un operador T' € B(H), definimos el valor absoluto de T' como |T| = (T*T)z.

Ahora si, ya estamos en condiciones formular y probar el Teorema espectral para
operadores compactos, resultado fundamental en este Trabajo Fin de Grado que nos
permitira introducir la sucesion de nimeros singulares de un operador T' € IC(H).
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Teorema 2.17 (Teorema espectral para operadores compactos).

Sea T € B(H,y, Hy) un operador compacto entre dos espacios de Hilbert Hy y Hy. En tal
caso, existen conjuntos ortonormales {ey,es, ...} C Hy y {e1,e9,...} C Hy y nimeros
reales \y > Ao > --- > 0 de modo que

Ty = Z A (T, €,)en,  para todo x € Hj. (2.3)

n=1
Ademds, si (A\p)nen €S una sucesion infinita, entonces lim, o A, = 0.
Demostracion.
Supongamos que 1" # 0; en otro caso, el resultado enunciado es trivial. Consideremos el

operador T*T', que —en virtud del Teorema 2.5 y el Teorema 2.6— es compacto. Ademas,
T*T es un operador positivo. En efecto, pues

(T*Tx,v) = (Tx,Tx) = ||Tz||* > 0, para todo x € H.

En tal caso, en virtud del Teorema 2.11,

T Ty = an(x, en)en, paratodo x € Hy,

n=1
donde p; > ps > --- >0y {e,: n € N} C Hy es un conjunto ortonormal formado por
autovectores de T*T. Ademas, es claro que ker T = ker T*T'.

Sea ahora, para cada n € N, tenemos que ¢, = p,,~/*Te,, € H,. En tal caso, {en:n €
N} C Hs es un conjunto ortonormal. En efecto, pues para n,m € N,

1 n
(Ten, Tem) = (T*Tepn, em) = H (€ny€m) = Opm.

1

Por otra parte, para cada x € H; existe un tnico u, € ker T*T = ker T’ tal que

(€nsEm) =

T = Uy + f:(x, €n)en,

n=1

de donde deducimos finalmente que

Ty = Z(m, en)Te, = Z Vin(z,e,)e,, para todo x € Hy. O
n=1 n=1

Definicién 2.18 (nimeros singulares y representacion de Schmidt).

(a) Dado un operador compacto T € KC(Hy, Hs), la sucesion (A, )nen (completada con
ceros si fuese finita) que aprece en (2.3) recibe el nombre de sucesion de nimeros
singulares del operador T

(b) Para cada n € N, diremos que A, es el n-ésimo nimero singular de 7'y emplea-
remos la notacion s,(7) = \,; obtenemos asi la representacién de Schmidt del
operador T'; esto es,

Tz = an(T)(x, én)en, para cada x € Hj.
n=1

Nota 2.19. Para cada n € N, el n-ésimo nimero singular de 7' € K(H;, Hs) es el n-ésimo
autovalor del operador |T| = (T*T)"/2.
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2.1.3. Descomposicién polar

En este epigrafe, obtendremos la descomposicion polar para operadores compactos
entre espacios de Hilbert. Para ello, serdn de gran utilidad la isometrias parciales, concepto
que introducimos y estudiamos a continuacion.

Definicion 2.20 (isometria parcial).
Sean H; y Hs dos espacios de Hilbert, M C H; un subespacio cerrado, V' € B(Hy, H) y
N = V(M). En tal caso, decimos que V' es una isometria parcial de M sobre N si

Vx| =||z||, paratodoze M 'y Ve =0, paratodoz¢c M*.

Lema 2.21 (caracterizacion de isometrias sobreyectivas).
Sea V € B(Hy, Hy). En tal caso, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) V' es una isometria sobreyectiva;
(b) V' es sobreyectiva y (Va,Vy) = (x,y) para todo x,y € Hy;
(¢) V es invertible y V=1 = V*.

Demostracion.
(@) = (b)
Empleando la identidad de polarizacioén, obtenemos que para todo x,y € Hy,

1
(Va,vy) = 7 (IVe + Vol = Ve = Vyl? + il Va + vyl - i Ve - ivy|?)

= L(WVE+ )P = V@ =) + iV + il ~ iV - i)l?)
1
R

(Il + 9l =l = I + illo + iyl = ille = iy]*) = (z,y).

(b) = (c)
Basta con probar que VV* = Iy, vy V*V = Iy,. Para ello, observemos que (V*Vz,y) =
(Va,Vy) = (z,y) para todo =,y € H;. Por tanto,

(V*Vx —z,y) =0, paratodoy € Hy,

de donde deducimos que V*Vx = x para todo x € H;.
Por otro lado, por ser V sobreyectiva, dado z € H,, existe x € H; tal que Vo =z y
entonces

de donde deducimos finalmente que V*Vy = y para todo y € Hs.
(¢) = (a)
Basta observar que

|\Vz|?* = (Va,Vz) = (2,V*Vz) = (z,2) = ||z]|*, paratodo z € H;. O

Proposicion 2.22.
Si V' es una isometria parcial (sobreyectiva o no), V* también es una isometria parcial.
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Demostracion.

Sea V : Hi — H, una isometria parcial sobre M C Hy con V(M) = N C H,. En tal
caso, V : M — N es una isometria sobreyectiva y entonces Vjp/* : N — M también es
una isometria parcial.

Sea () la proyeccion ortogonal de Hy sobre N y P la proyeccion ortogonal de H; sobre
M. En tal caso, tenemos que V|p/*Q = V*. En efecto, pues

(z, V") = (Va,y) = (VPr,y) = (QVPz,y) = (VPz,Qy)
= (Pz,Vin"Qy) = (z, PVin"Qy) = (,Vin"Qy),  para todo z,y € Hy.
Asi pues, si y € N entonces |[|[V*y|| = [|[Vinr*Qull = [|Vis*yl| = |lyl|, mientras que para
y € N+, tenemos que |[V*y|| = [[Viar*Qyl| = [[Viar 0] = 0.
Ademas, dado que V*(M) = Vii*Q(M) = Viu*(M) = N, ahora es claro que V* es

una isometria parcial. O

Teorema 2.23 (descomposicion polar para operadores compactos).
Sea T € K(Hy, Hy) un operador compacto. En tal caso, existe una tinica isometria parcial
V € B(Hy, Hy) de ker T+ en ImT tal que

T=V|T| y |T|=V"T.

Demostracion.
En virtud del Teorema 2.17 anterior,

T"Tx = Z Mol en)en, |Tlo = Z Mz en)e, v Tax= Z An (T, €n)en,
n=1

n=1 n=1

con g, = N\, 'Te, para cada n € N y siendo {e,: n € N} C H; una base ortonormal de
ImT*T = ker T*T + = ker T *. Por tanto,

x = Z(m, en)en, paratodo x € ker T .

n=1
Sea V : Hy — H, la aplicaion lineal dada por

o
Ve = Z(x, en)en, paracada z € Hj.

n=1

Asi pues, empleando la desigualdad de Bessel, obtenemos que
& 2\ 1/2
V| = (Z Iz, en)] ) < |lz]l, para todo x € H,
n=1

y deducimos entonces que V € B(Hy, Hy). Adem4s, para x € ker T, tenemos que

Vel = (Sl enl?) = il

Por otra parte, si ¥ € kerT++ = ker T, entonces (x,e,) = 0 para todo n € Nj es
decir, Vo = 0 para todo = € ker T. En tal caso, V es una isometria parcial de ker T+ en
span{e,: n € N} =Im7.
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Finalmente, veamos que T'= V|T'| y que |T'| = V*T'. Para ello, observemos que dados
x € Hi e y € Hy, tenemos que

(Va,y) = <i($,en)6n,y> = i(az en)(y (l’,i (v, en en)

y entonces V*y =3 (y,e,)e, para todo y € Hy. Por tanto, para cada x € Hy,

xenen> Z)\ (x,en)e, =T,

n=1

VTx-V*(Z/\ (z,en) €n> Z)\ (x,en)en, = |T|x. O

Finalizamos esta seccién con una nueva caracterizaciéon de los operadores compactos.

VI|T|x = (

||M8

Teorema 2.24 (caracterizacion de operadores compactos IV).
Dado un operador T € B(H ), tenemos que

TeK(H) < TT" e K(H) < |T| € K(H).

Demostracion.

Si T es compacto, en virtud del Teorema 2.6 anterior, T*T es compacto. Por otra parte,
si |T'| es compacto, en virtud de la descomposicion polar, T es compacto. Por tanto, falta
tinicamente probar que si T*T es compacto, entonces |T'| es compacto.

Sea S = |T, en tal caso S? = T*T. Dada una sucesion (z,,),en débilmente convergente
a 0, la compacidad de S? implica que [|S%z,|| — 0, mientras que —por el Principio de
Acotacion Uniforme— tenemos asegurado que sup,,cy ||| < co. Asi pues, empleando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos que

1Sz,)1* = (S, Sx) = (87T, 20) < |2l |S*2all,

de donde se sigue que || Sz, || — 0; luego la compacidad de S se sigue a partir del Teorema
2.4 anterior. [

2.2. Operadores de rango finito

Los operadores de rango finito son los ejemplos mas sencillos que podemos considerar
en el espacio B(H). Dedicamos a ellos esta tltima seccion.

Definicién 2.25 (operadores de rango finito).

Un operador T' € B(H) se dice de rango finito si Im7 = T'(H) es un espacio vectorial
finito-dimensional. Denotaremos por F(H) al espacio vectorial formado por todos los
operadores de rango finito en H.

Claramente, todo operador de rango finito es compacto. No obstante, tal y como
veremos en el siguiente resultado, la relacion entre operadores de rango finito y operadores
compactos es realmente estrecha en el caso hilbertiano.

Teorema 2.26 (operadores de rango finito & Operadores compactos).
Un operador T € B(H) es compacto si y solo si existe una sucesion de operadores de
rango finito (T,)nen tal que | T, — T|| — 0.
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Demostracion.

Dado que todo operador de rango finito es claramente compacto, en virtud del Teo-
rema 2.7 anterior, el limite de una sucesion de operadores de rango finito es un operador
compacto.

Por otra parte, si T € B(H) es un operador compacto, entonces —en virtud del
Teorema 2.17 anterior— tenemos que

Ty = Z M(z,€,)en, paratodo x € H,

n=1

donde A\, — 0 cuando n — 00 y (€n)nen ¥ (€n)nen son dos conjuntos ortonormales.
Dado k € N, sea T}, € B(H) el operador de rango finito dado por

k
Tpx = Z An(z,€,)en, paracada xz € H.

n=1
En tal caso, | T, — T'|| — 0. En efecto, pues para todo vector unitario x € H, tenemos que

o0

(T =Dz = Y Mal’l(, en)® < sup{|Aaf® s n > K}

n=k+1

Asi, dado que el lado derecho de la desigualdad anterior es independiente de x y converge
a 0 cuando k — oo, deducimos finalmente que T, — T en B(H). O

Es decir, en el espacio topologico (B(H), ||-||), los operadores de rango finito son densos

en K(H); esto es, F(H) = K(H).

Ademas, tal y como muestra el siguiente resultado (ya conocido de Andlisis funcio-
nal en espacios de Hilbert), los operadores de rango finito entre espacios de Hilbert son
especialmente sencillos.

Proposicién 2.27 (Operadores de rango finito).
Para un operador T € B(H), son equivalentes:

(a) T e F(H);

(b) existen € N y,;, v; € H con1 <i<n de modo que

n

Tr = Z(x,ui)vi, para todo x € H.

i=1

Ademds, el conjunto {v; : 1 < i < n} puede ser escogido de modo que forme una

base de T'(H).

Demostracion.
(a) = (b)
Sean =dimT(H)y {v;: 1 <i<n} una base ortonormal de T'(H). En tal caso,

n

Tx = Z(Tm,vi)vi, para cada x € H.

=1
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Dado ahora 1 < i < n, la aplicacion x € Hy — (T'xz,v;) € C define un funcional lineal y
acotado. Por tanto, en virtud del Teorema de representacion de Riesz, existe u; € H de
modo que

(Tz,v;) = (x,u;), paratodoz € H.

Asi pues,
n n

T = Z(Tx,vi) = Z(x,ui)vi, para todo x € H;.
i=1 i=1
(b) = (a)
Claramente, n = dimspan{v; : 1 <i <n} = dimT(H). Por tanto, es evidente que T
es un operador de rango finito.
Por ultimo, si nombramos M = T(H), por el Teorema de la Proyeccion ortogonal se
tiene que H = M + M=, y es claro que T (M) C M y ker T C M. ]

Dado un operador 7' € F(H), considerando M = T(H) = T(H) y empleando el
Teorema de la proyeccion ortogonal, podemos descomponer el espacio de Hilbert H como

la suma directa ortogonal
H=MoM™, (2.4)

donde conviene observar que T (M) C M y ker T C M*.
Asi pues, dado ahora un operador T € B(H), los operadores T' e I + T pueden iden-
tificarse, respecto de la descomposicion (2.4) anterior, con las matrices

([ Ty O ( L+Ty 0
T_<O 0) yI+T—< ).
donde Ty = Tjps: M — M es la restriccion del operador 1" al subespacio de dimension
finita M (es decir, 77 es una aplicacion lineal entre espacios vectoriales de dimension
finita) e I, I, I, son los operadores identidad en X, M y M~ respectivamente.

Teniendo en cuenta dicha observacion, podemos definir los conceptos de traza vy deter-
minante de un operador de rango finito.

Definicidon 2.28 (traza & determinante para operadores de rango finito).
Dado un operador de rango finito 7" € F(H ), definimos:

(a) la traza de T como trT = tr1};

(b) el determinante de I +T como det T = det ([; + T1).

Nota 2.29 (sobre la Definicion 2.28 anterior).
Las nociones de traza y determinante que acabamos de definir no dependen de la
eleccion del subespacio M. En efecto, pues
tI‘Tl = Z)\Z(Tl) y det (Il + Tl) == H(l + /\Z(Tl)),
i=1 i=1
donde n = dim M y \;(71), con 1 < i < n, son los autovalores de T} teniendo en cuenta
su multiplicidad.

Observemos ademads, que los (posibles) autovalores nulos de T' no provocan ninguna
modificacién o contribucién en las identidades anteriores. Asi pues, si (A;(7))ien es la
sucesion de autovalores de un operador T' € F(H), entonces podemos escribir
T => XN(T) y det(I+T)=]]1+N(T)). (2.5)
i=1

i=1
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Capitulo 3

Niimeros singulares

Iniciaremos este capitulo introduciendo los numeros de aprorimacion y los nimeros
de Gelfand de un operador T' € B(X,Y) entre dos espacios de Banach (X, |-||) e (Y, ||-I]-
A continuacién, ya en el marco de los espacios de Hilbert (separables y de dimension
infinita), estudiaremos la relacion de éstos con los nidmeros singulares, que ya fueron
presentados en el Capitulo 2 anterior.

Empleando dicha relacion y algunas propiedades basicas de los numeros de Gelfand y
de los nimeros de aprorimacion que también seran probadas, obtendremos desigualdades
elementales que involucran a la sucesion de ndmeros singulares. Mas exactamente, pro-
baremos la desigualdad de Weyl —que serd de gran utilidad en el dltimo epigrafe— y las
desiqualdades de Ky Fan —que nos permitiran introducir una primera familia de normas
en JC(H) y una norma en cierto subespacio de K(H). Tal subespacio, al que llamaremos
clase traza y denotaremos por Si(H), serda uno de los protagonista de este Trabajo Fin
de Grado.

Informacion mucho més detallada sobre los resultados que presentamos en este capitulo
puede ser consultada en, por ejemplo, |6, 7, 14].

3.1. Numeros de aproximacién y naimeros de Gelfand

Sean (X, ||-||) e (Y, ]]-]]) dos espacios de Banach.

Definicién 3.1 (ntimeros de aproximacion & ntimeros de Gelfand).
Dado un operador 7' € B(X,Y) y un nimero natural n € N, definimos:

(a) el n-ésimo nimero de aproximacién de 7' como

an(T) = inf {||T = T,| : T, € B(X,Y) con rango T, < n};

(b) el n-ésimo nimero de Gelfand de T' como

cn(T) = inf {||T)x, || : X,, C X con codim X, < n}.

Nota 3.2 (sobre los nimeros de aproximacion y los ntimeros de Gelfand).
De la Definicion 3.1 anterior, deducimos inmediatamente que

a(T) = |T = O = |T]| > as(T) > ay(T) > -~ > 0
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a(T) =T -0 =T > c(T) > c3(T) = --- > 0.

Es decir, (apn)nen ¥ (¢n)nen son sucesiones decrecientes de niimeros no negativos y ademas,
tenemos que

cn(T) < a,(T), paracadan € N. (3.1)

En efecto, pues dado T,, € B(X,Y) con rangoT, < n arbitrario, el subespacio X,, =
kerT,, C X tiene codimensiéon menor que n y

Tz T—-T,)x
en(T) < |[Tix,[| = sup [T} < sup T = L)zl _ [T =T
veX, Izl T eex (7

Por tanto, ¢,(T") < ||T' — T,]|| para todo operador T,, € B(X,Y) con rangoT, < n, de
donde se sigue ahora la veracidad de la desigualdad (3.1) anterior.

Observemos también que, para cada n € N, el valor del n-ésimo numero de aproxi-
macidn de un operador T' € B(X,Y') coincide con la distancia de T a la clausura del
subespacio vectorial de B(X,Y) formado por todos los operadores de rango finito cuya
imagen tiene dimensién menor que n.

Conviene recordar que si X e Y son espacios de Hilbert, el subespacio F(X,Y) C
B(X,Y) formado por todos los operadores de rango finito es denso en K(X,Y’). Por
tanto, en el marco de los espacios de Hilbert tenemos que

TeK(X,Y) < lim a,(T) =0.
n—oo
Sin embargo, para X e Y espacios de Banach arbitrarios, la implicaciéon “=" de la
equivalencia anterior no es necesariamente cierta (existen espacios de Banach que no
satisfacen la propiedad de aprozimacion).

Teorema 3.3 (ntumeros singulares, de aproximacion y de Gelfand en espacios de Hilbert).
Sean Hy y Hy dos espacios de Hilbert y'T € K(Hy, Hs). En tal caso,

cn(T) = an(T) = 5,(T), para cadan € N.

Demostracion.

Inicialmente, probaremos que a,(T") = ¢,(T) para todo n € N. Para ello, observemos
que dado n € N, si X,, C H; es un subespacio arbitrario de H; con codim X, < n
vy P,: H — X, " es la proyeccion ortogonal de H; sobre XnL, entonces el operador
T, = TP, satisface que

rangoT, <n y ||[T—T,| < HT\X )

Por tanto, a,(T") < ¢,(T) y entonces —teniendo en cuenta (3.1)— debe ser a,(T") = ¢, (T).

Veamos ahora que a,(T") = s,(T") para todo n € N.
En virtud del Teorema representacion de Schmidt (Teorema 2.17), existen conjuntos
ortonormales {e,: n € N} C Hy y {e,: n € N} C Hy de modo que,

Tr = Zsi(T)(x,ei)ei, para cada x € Hj.

=1
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Sea entonces, para cada n € N con n > 2,
n—1
T,x = Z si(T)(x,e;)e;, para cada x € Hy.
i=1
En tal caso, empleando la monotonia de la sucesion de nimeros singulares (s,)nen v la
desigualdad de Bessel, concluimos que

> s T)2(x, )]
rzeX reX

z]=1 =" l[z]=1 ="

an(T) < ||T'—T,|| = sup H Z‘S’ (x,e)e

< s,(T') sup

zeX
llzll=1

Por otra parte, para T, € B(H;, Hs) con rangoT,, = m < n —empleando el Teorema
de representacion de Riesz— tenemos que

m
T,r = Z(x, vj)w;, paracada x € Hjy,
7j=1

donde {v;}jen es un conjunto ortonormal en H; y {w;}jeny es una base ortonormal de
T,,(Hz). Consideremos el sistema lineal de m ecuaciones y n > m incégnitas dado por

(e1,v1)&1 + (e2,v1)6 + -+ + (em, v1)&, =0

(e1,v2)&1 + (€2, 12)6 + -+ + (€m, 12)&, =0

(e1,Vm)&1 + (€2, V)& + - - + (emy Um)n : 0

Puesto que hay mas incognitas que ecuaciones, existe una solucion no trivial (&, ...,&,)

tal que
Saret
k=1

Elegida dicha solucion, definimos

n
To = Z Ekek-
=1

En tal caso, tenemos que

DIEP =1y Ty = Z (Z&%%) =Y w; Y (en,v;)6 =0,
=1 j= j

de donde deducimos que

ol =

IT— Tl = (T - T)on—HTon—HZ T)gei| = Zs D)[&P 2 5a(T),

donde la tltima desigualdad es debida a la monotonia de la sucesion de nimeros singulares.
Por tanto, ahora es claro que s,(T") < a,(T). O
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Nota 3.4 (sobre el Teorema 3.3 anterior).
Conviene observar que para probar la igualdad a,(7T") = ¢,(T) no hemos empleado la
compacidad de T

Sean ahora (X, ||-|]), (Y,||-1) v (Z,]]-|]) tres espacios de Banach. A continuacion,
partiendo de dos propiedades elementales de la sucesion de nimeros de aproximacion,
deduciremos otras dos propiedades basicas para la sucesion de nimeros singulares de un
operador T' € B(H, Hs), siendo H; y H, espacios de Hilbert separables de dimension
infinita.

Lema 3.5 (propiedades de los nimeros de aproximacion).
Si S, T e B(X,Y)yReB(Y,Z), entonces:

(a) agt1—1(RS) < ar(R)ay(S), para todo k, | € N.
(0) ary1-1(S+T) < ar(S) + a(T), para todo k, | € N.

Demostracion.

(a)
Dado ¢ > 0, teniendo en cuenta la Definicion 3.1 (a), sabemos que existen operadores
S1 € B(X,Y)y Ry € B(Y, Z) tales que rango S < [, rango Ry < k,

1S =Sl <a(S)+e yv [|[R— R <ar(R)+e.
Por otra parte, como rango (R, (S — S1) + RS1) < k+ 1 — 1, tenemos entonces que
11 (RS) <[RS = By (S = 51) = RS < [|[R = Bu[l[|S = 51| < (ar(R) + )(@(S) +¢).
Asi pues, dado que € > 0 fue escogido de modo arbitrario, concluimos finalmente que
apr1-1(RS) < ar(R)a(S).
(b)

Dado € > 0, teniendo en cuenta la Definicion 3.1 (a), sabemos que existen operadores
S1,Th € B(X,Y) tales que rango Sy < k, rango T} < I,

1S =5l <ae(S)+e vy [T =T <a(T)+e
Por otra parte, como rango (57 +71) < k 4+ | — 1, tenemos entonces que
a1 (S+T) S S+T =S = Tif| < 1S = Sill + 1T = Thl| < ak(S) + au(T) + 2e.
Asi pues, dado que € > 0 fue escogido de forma arbitraria, concluimos finalmente que
appi1 (S +T) < ax(S) + a(T). O

Nota 3.6 (propiedades de los ntimeros singulares).
Teniendo en cuenta el Lema 3.5 y el Teorema 3.3, obtenemos las siguientes propiedades
para los nimeros singulares:

(a) siT € K(Hy, Hy), R € B(Hy, H3) y S € B(Hy, Hy), entonces
Sp(RST) < 5,(R)$n(S)sn(T) < ||R||sn(T)]|S]|, para todo n € N.

(b) si S,T € K(Hy, Hs), entonces
Snam—1(S +T) < 5,(S) + sm(T'), para todo n, m € N.

La desigualdad obtenida en la Nota 3.6 (b), a la que algunos autores se refieren como
desigualdad de Weyl, jugard un importante papel en el siguiente epigrafe.
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3.2. Algunas desigualdades

Sea H un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita.

En esta seccion, probaremos dos desigualdades de Weyl (Proposicion 3.7 y Teorema
3.11) —que involucran, respectivamente, productos y sumas de autovalores y nimeros
singulares— y dos desigualdades de Ky Fan (Teoremas 3.14 y 3.15) —que recuerdan,
respectivamente, a las de Holder y a la desigualdad triangular—.

Proposicion 3.7 (desigualdad de Weyl I; auxiliar para el Teorema 3.11).
SiT € K(H) es un operador compacto, entonces

n

H ()| < Hsi(T), para todo n € N.
i=1

=1

En particular,

| An(T)] para todo n € N.

Demostracion.

Sea n € N arbitrario. Si A, = 0, el resultado enunciado es trivial. Supongamos luego
que A\, # 0; en tal caso, \; # 0 para todo 1 < i < n. Por tanto, si H,, = span{v;: 1 <i <
n}, donde v; es un autovector asociado a A; para cada 1 < i < n, obtenemos que H,, C H
es un subespacio satisfaciendo que dim H,, = n, T'(H,,) C H,,

T, =Tu, : H, — H, y Xi(T,) = N(T), paracadal <i<n.

Consideremos ahora la descomposicion polar del operador T,; esto es, T,, = V|T,,|.
Entonces, por ser H,, C H un subespacio de dimension finita, los endomorfismos V' y T,
se identifican con respectivas matrices de dimensiéon n x n para las que

[T M@ =TT IM(T0)| = |det T,,| = [det V[T, || = |det V| |det |T5,]].

i=1 i=1
Dado que V' es una isometria, todos sus autovalores tienen moédulo 1. Por tanto,

n

[T (D)) = [det| T, | = Hsi(Tn)'

=1

Sii: H, — H eslainclusion del subespacio H, en Hy P : H — H, es la proyeccion
ortogonal de H sobre H,, entonces T,, = PT'i y asi, teniendo en cuenta la Nota 3.6 (a)
anterior,

5i(Tn) = si(PTi) < || Plls:(T)|le]l = s:(T),
de donde concluimos finalmente que

[T < [T s =

Para obtener la segunda desigualdad de Weyl prometida, necesitamos invocar previa-
mente algunas desigualdades elementales.
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Lema 3.8 (desigualdad MA-MG ponderada; auxiliar para el Lema 3.10).
Sean a;, p; > 0 para 1 <1 <n conp+---+p, =1. En tal caso,

n n
aPi < D
T — Zpl'
i=1 i=1
Demostracion.

Es una consecuencia de la desigualdad de Jensen, cuyo enunciado recordamos a con-
tinuacion.

Lema 3.9 (desigualdad de Jensen; auxiliar para el Lema 3.8).
Sean ¢: [a,b] C R — R una funcion convezra y x; € [a,b] para 1 < i < n. En tal caso, si
a; > 0 para 1 <1 < n, entonces

(am ot anxn> < @p(@1) + -+ anp(2n)

a + -+ ap ay+ -+ ay
Considerando la funcién convexa p(z) = —logz y utilizando el Lema 3.9, obtenemos
que
—log (H@im) = Zpi(—logozi) > —log (Z%m);
i=1 i=1 i=1
es decir,

log (ﬁ aipi> < log <Zn: aipi).
i=1 i=1

Ademas, como la funcion logaritmo es estrictamente creciente, deducimos finalmente que

n n
HOéipi < Z@z’pi- [
i—1 i—1

Proposicién 3.10 (auxiliar para el Teorema 3.11).
Sean vy > g > - >, >0y By,..., B, numeros no negativos arbitrarios tales que

k k
Hozz- < Hﬁi’ para todo 1 < k <n.

i=1 =1

En tal caso,

n n
Zai” < Zﬁip, para todo p > 0.
i=1 i=1

Demostracion.

Inicialmente, probaremos el resultado para p = 1. Sin pérdida de generalidad, supon-
gamos que «;, 5; > 0 para 1 <i <n.

Sean, para cada 1 < i < n,

pel oy g
DY a;

En tal caso, en virtud del Lema 3.8 anterior,

— n - n .
i G i1 Zj:l Qj O Zj:l a;

ﬁ<&>pi< S o B Yinh

30



Por tanto, basta probar que

No obstante, tenemos que

1) G A o A s A § ) R

=1 k=1

con oy, 11 = 0y asi, como cada cociente es mayor o igual que 1 y todos los exponentes son
positivos, el producto final es mayor o igual que 1.
Sea ahora p > 0 arbitrario. Puesto que

k k
H a; < H B
i=1 i=1
implica
k k
H aip S H Bip7
i=1 i=1

basta aplicar ahora lo probado anteriormente para concluir que

i o < i Bi. ]
i—1 i—1

Teorema 3.11 (desigualdad de Weyl I).
Sea T € K(H) un operador compacto y p € [1,00). En tal caso,

Z |IN(T)|P < Zsi(T)p, para todo n € N,
i=1 i=1

Demostracion.
En virtud de la Proposiciéon 3.7 anterior, sabemos que

k k
H I\ (T)] < Hsi(T), para todo 1 < k < n.
i=1

i=1

En tal caso, empleando la Proposicion 3.10, concluimos que

DN <D ST =

Pasamos ahora a probar las desigualdades de Ky Fan mencionadas al inicio de la
seccion. Necesitaremos el siguiente resultado auxiliar.

Proposicién 3.12 (auxiliar para el Teorema 3.14).
Sean S, T € K(H) dos operadores compactos. En tal caso,

n n

Hsi(ST) < Hsi(S)si(T), para todo n € N.

i=1 =1
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Demostracion.

Sea n € N escogido de forma arbitraria. Si s,(ST) = 0, el resultado enunciado es
trivial. Supongamos entonces s,(ST) # 0; en tal caso, debe ser s;(ST) # 0 para todo
1<t <n.

Por la descomposicion polar de ST, existe una isometria V' € B(H) tal que |ST| =
VST. Consideremos ahora el subespacio H,, = span{v;: 1 < i < n}, donde v; es un
autovector asociado a A;(|ST|) = s;(ST) para cada 1 < ¢ < n. En tal caso, si P es la
proyeccion ortogonal de H sobre H, y @ es la proyeccion ortogonal de H sobre T'(H,),
empleando la Proposicion 3.7 y la Nota 3.6, tenemos que

Hsi(ST) = Hxi(\ST\) — H I\:(VST)| = |det (PVSTP)|
: _ |det (PVSQQTP)| = |det (PVSQ)| |det (QT P)|
=[[nPvsQ) _H I(QTP)]

si(PVSQ) 1_[5Z QTP) < HSZ Hsi(T). O

i=1 i=1 =1 i=1

3

Nota 3.13 (sobre los “determinantes” anteriores).
En la demostracion anterior, todos los determinantes que aparecen estan bien definidos,
pues son determinantes de operadores de rango finito (ver (2.5)).

Ahora ya estamos en condiciones de probar las desigualdades de Ky Fan.

Teorema 3.14 (desigualdad de Ky Fan I).
Sean S, T € K(H) dos operadores compactos. En tal caso, paran € N yr,p,q > 0,

y T : - p N g 7 1 1 1
(Z&'(ST)> S(ZSz’(S)) (ZSZ<T)) si ;_]_?4_5‘

1= 1= 1=

Demostracion.
En virtud de la Proposicion 3.12, sabemos que

HSZ (ST) SHs, ), paratodo 1 <k <n.

=1 =1

En tal caso, la Proposicion 3.10 nos permite afirmar que

Zsi(ST)T < Zsi(S) si(T)

Ademas, como 1/(p/r) + 1/(¢/r) = 1, aplicando la desigualdad de Hélder, concluimos
finalmente que

Zsz ST <Zsz z =

/\
/N
(]

£la

e
SN—

SIE
/N
']

&
E
N

Qs

]



Teorema 3.15 (desigualdad de Ky Fan I).
Sean S, T € K(H) dos operadores compactos. En tal caso,

n n

Zsi(S +T) < Zsi(S) + Zsi(T), para todo n € N.
' i=1

=1 =1

Demostracion.

En virtud del Teorema espectral para operadores compactos y autoadjuntos (Teorema
2.11), sabemos que existe un conjunto ortonormal {e;: i € I} C H de modo que, por ser
|S + T'| un operador positivo

1S+ Tz = Z)\i(|8 +T))(z,e;)e; = Zsi(S + T)(x,e;)e;, para todo x € H.

i€l el

Ademas, por la descomposicion polar, existe una isometria parcial V sobre span {e;: i € '}
tal que

(S+T)x=V|S+T|x= Zsi(S +T)(x,e;)Ve;, paratodoze H
iel

y entonces
(S+T)e;=s;(S+T)Ve;, paracadai€l,

de donde deducimos que, al ser V' una isometria parcial,

(S+T)ei,Ve;) =s,(S+T), paratodoiel. (3.2)

Sea P la proyeccion ortogonal sobre span{e;: 1 <i <n}. En tal caso, teniendo en
cuenta (3.2),

n n n

D si(S+T) = ((S+T)ei, Ve) = > ((S+T)Pe;, VPe;)

= Z(PV*(S + T)Pe;, e;) = tr (PV*(S+T)P)

=1
= tr (PV'SP) +tr (PV*TP) = > X(PV*SP)+ > \(PV'TP)
=1 =1

< isi(PV*SP) + isi(PV*TP) < isi(s) + isi(T)a
1 =1 i=1 i=1

donde la pentiltima desigualdad se obtiene aplicando la desigualdad de Weyl conp =1. [

Nota 3.16 (sobre las “trazas” anteriores).
En la demostracién anterior, todas las trazas que aparecen estan bien definidos, pues
son trazas de operadores de rango finito (ver (2.5)).

Nota 3.17 (Normas de Ky Fan).
Si H es un espacio de Hilbert (separable y de dimension infinita) y n € N, la aplicacion
|-IIZ: K(H) — R dada por

Tz = Zsi(T), para cada T' € K(H),
i=1

define una norma en KC(H). En efecto, pues se tiene que:
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(Nl)zn:si(T)ZOparatodoTelC(H) y zn:si(T):O:)TzoelC(H);

=1 =1

n

(N2) ) si(AT) = Z IA|s:(T) = |\| Zsi(T), para todo T € K(H) y ) € K;

i=1
(N3) la desigualdad triangular de [|-]|¥ es la desigualdad de Ky Fan T (Teorema 3.15).

Dado n € N, la norma ||-||} recibe el nombre de norma n de Ky Fan. Observemos
ademés que ||T||5 = ||T]| para todo T' € K(H).

Nota 3.18 (hacia la clase traza).
Una pregunta que surge ahora de modo natural es la siguiente:

geziste algun subespacio Y C KC(H) para el que la aplicacion
|- ll5.: Y — R dada por

o0

\T5 = Zsi(T), para cada T €Y,

i=1
esté bien definida y defina una norma en Y ¢

La respuesta es afirmativa. Tal y como veremos en el siguiente capitulo, Y = S;(H) #
K(H), siendo S;(H) la clase traza o clase 1 de Schatten-von Neumann.
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Capitulo 4

Clases de Schatten-von Neumann

Introducimos ahora el concepto central de este Trabajo Fin de Grado: las clases de
Schatten-von Neumann. Como veremos en la tltima seccion, dichas clases (o familias) de
operadores forman una “escala” de espacios de Banach; esto es, para cada “exponente”
1 < p < o0, tendremos asociada cierta familia de operadores: la clase de Schatten-von
Neumann §,,.

Los resultados que mostramos en este capitulo fueron obtenidos originalmente por
R. Schatten en [9]. Podemos consultar versiones modernas de dichos resultados y nume-
rosas generalizaciones en las obras del matematico aleman A. Piestesch (ver, por ejemplo,
[7] v [6]). En [10], también se exponen de forma clara y didactica muchos de los resultados
que probaremos en este capitulo.

4.1. Clases de Schatten-von Neumann

Sea H un espacio de Hilbert separable y de dimension infinita.

Definicion 4.1 (clases de Schatten-von Neumann).

Para cada 1 < p < o0, la clase de Schatten-von Neumann S,(H) es la familia
formada por todos los operadores compactos cuya sucesion de valores singulares pertenece
al espacio de sucesiones ¢,. Es decir,

Sp(H) ={T € K(H) : (sa(T))nen € Ly}
Para p = oo, consideraremos
Soo(H) ={T € K(H) : (80(T))nen € L} = K(H).
Es habitual emplear la siguiente notacion:

(a) la clase S;(H) es la familia de los operadores nucleares u operadores de la
clase traza;

a clase Sy es la familia de los operadores de Hilbert-Schmidt;
b) la clase So(H la familia de | d de Hilb Schmid
o) T, = <an ) para cada 1 < p < oc.
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Nota 4.2 (ideales de operadores).
Teniendo en cuenta que, en virtud de la Nota 3.6, para R, T, S € B(H) tenemos que

sp(RTS) < ||R||s.(T)||S]l, para todon € N,
es entonces inmediato que la clase S,(H) forma un ideal bilatero de B(H).

A continuacién, centraremos nuestro interés en las clases de Schatten-von Neumann
So(H) y Si1(H). Més concretamente, caracterizaremos aquellos operadores del espacio
B(H) que pertenecen, bien a Sy(H), bien a S;(H). Estos resultados, que también nos
permitiran obtener expresiones para las normas ||-||2 v ||-||1, motivaran los contenidos y
discusiones de los capitulos venideros. Son por tanto, resultados esenciales en este Trabajo
Fin de Grado.

Mas adelante, mostraremos resultados anélogos (o, mejor dicho, similares, pues no
seran tan informativos) para las clases de Schatten-von Neumann S,(H) con 1 < p < oco.

4.1.1. La clase S,: operadores de Hilbert-Schmidt

Comencemos entonces estudiando la clase de los operadores de Hilbert-Schmidt.

Teorema 4.3 (caracterizacion de la clase Sy).
Dado un operador T € B(H), son equivalentes:

(a) T € So(H) (esto es, T es un operador de Hilbert-Schmidt);

(b) eziste (en)nen base de Hilbert de H de modo que Z | Te,||* < oo.

n=1

Ademds, siT € So(H) y (en)nen €s una base de Hilbert de H, entonces

17l = (3 ITeal?) . (4.1)

Demostracion.

Inicialmente, probaremos que para todo operador T € B(H), el valor de la serie
> ITen|]* no depende de la base de Hilbert (e,,)nen escogida. Para ello, si (£,)nen €s
una base de Hilbert de H arbitraria, basta observar que

Z [ Ten|?* = Z Z (Ten, em)” = Z Z |(en, T*em)|?

n=1 m=1 n=1 m=1
co 00 0o 0o

= D e Ten)? =D _ 1T emll* = ITeml,
m=1 n=1 m=1 m=1

donde no hemos empleado nada més que la identidad de Parseval.
Por otra parte, empleando la representacion de Schmidt (Teorema 2.17), sabemos que
existen conjuntos ortonormales (t,)nen ¥ (Un)nen en H de modo que

Tz = an(T)(x, Up)Vp, para todo x € H. (4.2)
n=1
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(a) = (b)
Teniendo en cuenta (4.2), es inmediato que

o0

| Te,|? = (Ten,Ten)—(Zsi(T)(en,ui)vi,Zsi(T) TR ) Z 2| (e, 5|2

i=1 i=1
y entonces, empleando nuevamente la identidad de Parseval, concluimos que

[e.9]

Do lTeal? =Y si(T)* Y I(ens i)l Z )l = I Tl2"
n=1 i=1 n=1

=1
quedando probada ademaés la identidad (4.1) del enunciado.
(b) = (a)

Veamos primero que 7' € K(H). Para ello, basta probar que a,(T) — 0 cuando
n — o0o. En efecto, pues en tal caso T es limite de una sucesion de operadores de rango

finito y entonces T' es compacto.
Ahora bien, en virtud de la Proposicién 3.12 anterior,

an(T) = co(T) = inf {||Tix, || : X C H, codim X,, < n} < [[Tipanter: 1<i<ny- |-

Sea x € span{e;: 1 < i < n}t con ||z|| < 1 arbitrario. En tal caso,

[e'e] %) 1
r=Y(wele v ol = (Xl@elP) <1

Asi pues, empleando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, concluimos que

ITall = | Yo (@ eo)Tes| < 3 I(w el Tel

< (S tmear) (L) < (S rrelr)’

y entonces ahora es claro que a,(7) — 0 cuando n — 0.

Ahora, para probar que T € Sy(H), tan solo falta ver que ||T||2 < oo. Para ello,
completemos el conjunto ortonormal (u,),en hasta obtener una base de Hilbert de H;
es decir, anadimos a (u,),eny una base de Hilbert del espacio de Hilbert kerT" C H para
obtener asi una base de Hilbert (u,),eny de H. En tal caso,

) )
o Tenll =D I TP,
n=1 n=1

pero como T4, = 0 para todo 4, € kerT', tenemos que

STl = S Tl = 3 hsn(Teal = 3 sulT)?,
n=1 n=1 n=1 n=1
Por tanto,
1Tl = (D sulT)?)" = (Y ITeul?)” < . 0
n=1 n=1

4.1.2. La clase Si: operadores nucleares

Para los operadores nucleares tenemos el siguiente resultado.

37



Teorema 4.4 (caracterizacion de la clase Sy).

(a) Si(H) ={T € B(H) : Tx =" (e, ux)ve, Y |l ]l [[ogll < 00} =2 Ny;

k=1 k=1

®) 171 = inf { 3 lnllunlllo] = To = > g wdvr f =5 7.
k=1 k=1

Nota 4.5 (operadores nucleares).

Los operadores para los que disponemos de una representacion como la indicada en (a)
reciben el nombre de operadores nucleares. Asi pues, la igualdad afirmada en (a) justifica
la expresion “clase traza u operadores nucleares” para referirnos a S;(H).

Demostracion.
Dado T' € §1(H), empleando la representacion de Schmidt (Teorema 2.17), sabemos
que existen conjuntos ortonormales (Z,)nen € (Yn)nen €en H de modo que

o0

Tz = Z sn(T)(x,zn)yn, paratodo x € H.
n=1
En tal caso,
Z |su(D)[[|zallllynll = an(T)||$n”||yn|| = ZSR(T) = |7} < oo,
n=1 n=1

de donde deducimos que 7' € Ny —luego S1(H) C Ni— y que 7 (T) < ||T||x.

Por otra parte, de la definiciéon de Ny, se sigue que los operadores de rango finito son
densos en Ny; luego Ny C K(H). Por tanto, para probar que N; C S1(H), basta observar
que si T' € Ny es de rango finito, entonces ||T||; < 71 (T') < 0.

No obstante, dados T' € Ny y € > 0, existen (u,)nen ¥ (Un)nen conjuntos ortonormales
en H de modo que

Ty = Zun(x, Up)Vp, paratodo x € H
n=1

[e.9]

D alllunllllvall < (1 + ) (T).

n=1

Por la representacion polar de T, existe una isometria V' tal que |T'| = VT, luego

Il = X 5n(T) = 3 (1T = S (Tlener),

n=1 i=1

para cierta base de Hilbert (e;);en de H. Asi, empleando la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, obtenemos que

HTHl = Z (Zﬂn(eiaun vaez) = ‘ZZ ,ununaez va z ‘Z anyﬂnun
=1 n=1 n=1 =1 n=1
<Y IVl = Z |t l[unlllonl] < (1 +€)m(T).
n=1 n=1

Por tanto, debe ser 71 (T") < ||T||;.

Dado que ya hemos probado que 71 (T) < |T||y y 71(T) > ||T||1, concluimos finalmente
que 7 (T) = ||T1- O
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4.1.3. Mas caracterizaciones

Veamos ahora algunos resultados similares a los Teoremas 4.3 y 4.4 anteriores para
clases de Schatten-von Neumann S,(H) con 1 < p < oo.

Conviene observar que en los tres teoremas que siguen asumimos como hipdtesis la
compacidad del operador T' en cuestion. Por tanto, a diferencia de lo visto en los dos
teoremas anteriores —donde caracterizdbamos las clases S;(H) y S2(H) en el espacio
B(H)—, aqui tendremos que conformarnos con caracterizaciones de la correspondiente
clase S,(H) en el espacio de los operadores compactos K(H).

Para p > 2 podemos obtener un resultado similar al Teorema 4.3 anterior; es impor-
tante comparar (4.1) con (4.3).

Teorema 4.6 (caracterizacion I de la clase S,).
Sea p > 2. Dado un operador T € K(H), son equivalentes:

(a) T € S,(H);

(b) para toda base de Hilbert (e,)nen de H se tiene que Z |Te,||P < oo.

n=1
Ademds, si T € S,(H), entonces
|T||, = sup {(Z ||Ten||p> " (en)nen base de Hilbert de H}. (4.3)
n=1

Demostracion.
Empleando la representacion de Schmidt (Teorema 2.17), sabemos que existen con-
juntos ortonormales (U, )nen ¥ (Vn)neny en H de modo que

T = Z $p(T)(x, up)v,, paratodo z € H. (4.4)
n=1
(a) = (b)
Sea (e, )nen una base de Hilbert de H. En tal caso, empleando la desigualdad de Holder
(con exponente p/2) y la desigualdad de Bessel, tenemos que

o0

ITeall” =D si(T) (e w)]* =

=1

< (isi(T)p |(en,w;) )

=1

(i)
(isl |(en, u;)] ) HenHQﬁ = (Zs |(en, w; \2) ,

ST

5i(T)2|(eny )| 7| (e )|~

Mg

1

.
Il

SN

ASEIN)

o equivalentemente,
[Ten|]” < Z [(en, us)|”

y entonces, empleando ahora la 1dent1dad de Parseval, concluimos finalmente que

Z [Te,||” < ZZ ?|(en, i) = Zsi(T)pZ [(en, wi)[?
n=1 i=1 i=1 n=1
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o0 o0

=D i@V llwll® =Y si(T) = | T, < oo. (4.5)

=1 i=1

(b) = (a)
Teniendo en cuenta la hipotesis (b) y (4.4), obtenemos que

00 > Y | Tun|? =D lsa(T)vall? =D su(T) = | T|lp; (4.6)
n=1 n=1 n=1

estoes, T € S,(H).

Ademas, teniendo en cuenta (4.6), ahora es claro que
oo 1
|7, < sup {(Z ||Ten|]”) ? . (en)nen base de Hilbert de H},
n=1

que junto con (4.5), nos permite concluir la veracidad de la identidad (4.3). ]

Paral < p < oo,si T € B(H) es un operador compacto y positivo (ver epigrafe 2.1.2),
podemos probar un resultado similar al Teorema 4.6 anterior; conviene ahora observar las
diferencias y analogias entre (4.3) y (4.7).

Teorema 4.7 (caracterizacion I de la clase S,).
Sea p > 1. Dado un operador positivo T' € K(H), son equivalentes:

(a) T € S,(H);

o

(b) para todo conjunto ortonormal (uy)nen Se tiene que Z |(Tup, uy)|P < 0.

n=1

Ademds, si T € S,(H) es un operador positivo, entonces

| 7|, = sup { ( Z |(Tuy,, un)\p> " (Un)nen conjunto ortonormal}. (4.7)
n=1

Demostracion.

Por ser T" un operador positivo, T es autoadjunto y entonces, en virtud del Teorema
espectral para operadores compactos y autoadjuntos (Teorema 2.11), sabemos que existe
un conjunto ortonormal (u,)neny de modo que

szz/\n( (x,en)en an (x,un)u,, paracadazxé€ H. (4.8)

(a) = (b)
Sea (Un)nen un conjunto ortonormal en H y P la proyeccion ortogonal de H sobre
ker T'. En tal caso, para cada m € N, tenemos que

2
(TUm, V) = ( E Sn(T) (Vr U ) Uy, POy, + E Urn, U, un) § S (1) (Vm, wn)| ™.
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Sea ahora ¢ tal que 1/p+ 1/q = 1; en tal caso, utilizando la desigualdad de Holder,

(T, vm)| = Zsn<T>|<vm,un>|%|<vm,un>|%

<an Um’u")|2);(§: !(vm,un)ﬁ)‘l’ < (isn(T)p\(vmun)P)P

Por tanto, tenemos que
o0
> (T, vm)| S
m=1
(o9}

= TP (o w)? < su(T) =T, < 0. (4.9)
m=1

n=1

o

[e.e]
Z 2| (O, un)

1n

8||M

(b) = (a)
Teniendo en cuenta (4.8) y la hipotesis (b), obtenemos que
1Tl = sa(T) = [(Tttn, wa) [P < 003
n=1 n=1

es decir, T € S,(H).

Ademés, ahora es claro que
% 1
|T|l, < sup {(Z |(Tun,un)|p) "¢ (Un)nen conjunto ortonormal},
n=1

que junto con (4.9) nos permite concluir la veracidad de (4.8). O

Nota 4.8 (sobre la hipotesis “T" operador positivo”).

En el resultado anterior es imprescindible la hipotesis “T" operador positivo” y no es
suficiente la condicion “T" autoadjunto”, pues la igualdad (4.8) exige que \;(7") > 0 para
todo ¢ € N.

Nota 4.9 (sobre el concepto de traza).
Conviene observar que para p = 1, la igualdad (4.7) seria una generalizacion natural

al caso infinito dimensional del concepto de traza introducido en el Capitulo 1 anterior
(ver (1.2)).

Finalizamos este epigrafe con el resultado mas general sobre clases de Schatten-von
Neumann S,(H) con 1 < p < co. Es conveniente comparar ahora las hipotesis y tesis del
Teorema 4.10 siguiente con las hipotesis y tesis del Teorema 4.7 anterior.

Teorema 4.10 (caracterizacion Il de la clase S,).
Sea p > 1. Dado un operador T € K(H), son equivalentes:

(a) T € Sy(H);

(b) para todo par de conjuntos ortonormales (up)nen ¥ (Vn)nen, Z (T, v,)|P < 0.

n=1
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Ademds, si T € S,(H), entonces

|7, = sup { ( Z |(Tuy, vn)]p> ? . (Un)neN, (Vn)nen conjuntos ortonormales}. (4.10)
n=1

Demostracion.
Empleando la representacion de Schimdt (Teorema 2.17), sabemos que existen con-
juntos ortonormales (2, )nen € (Yn)nen en H de modo que

Ty = an (x,z;)y;, paratodoz € H. (4.11)

(a) = (b)
Sean T € Sy(H) ¥ (tn)nen, (Vn)nen conjuntos ortonormales en H. Inicialmente, pro-

baremos (b) para el operador |T|. Para ello, observemos que

1 1 1 1

(| Tty v) [ = [(IT g, T2 00) [P < T |20l [ T] 200
= (IT12wn, | T 2tn) (1T |70, IT|700) = (T ltn, wa) (T o, v0),
luego ) )
|(| 7|ty v0)] < (|7 |ty )2 (|T |0, )2,  para todo n € N,

y por tanto, utilizando la desigualdad de Holder, el Teorema 4.7 anterior y la hipdtesis
(b), concluimos que

o0

)
> (Tt 0" < 32TV 1) (T )
n=1

< (S0 w) (ST )

n=1 n=1

< ATl ITlp> = 1T, < oo. (4.12)

Ahora, teniendo en cuenta (4.12) y que s,(T") = s,(|T'|) para todo n € N, concluimos
finalmente que

D (T, va) P = (VT i, va) [P = (T, V) P
n=1 n=1 n=1

oo
< sup { Z |(| 7|t 00) [P 2 () nens (Un)nen conjuntos ortonormales}

n=1

< ITL" = 1IT1," < oo. (4.13)

(b) = (a)
En virtud de (4.11) y de la hipotesis (b), tenemos que

o0

1Ty = sa(T)P = [(Twn, ya) P
n=1 n=1

< sup Up, Un )" ¢ (Un)neN, (Un)nen conjuntos ortonormales » < o0; .
< T P J 1 4.14

luego T' € S,(H).
La identidad (4.10) es consecuencia de (4.13) y (4.14). O
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4.2. Las clases S, son espacios de Banach

Ahora ya estamos en condiciones de probar que, para 1 < p < oo, (S,(H), ||||,) es un
espacio vectorial normado completo (i.e., un espacio de Banach).

Para p = oo, tal y como ya indicamos al principio de este capitulo, Soo(H) = K(H) y
ademas por el caracter decreciente de la sucesion de nimeros singulares, concluimos que

1Tl = sup s, (T) = 5:(T) = [|T'-
neN
Asi pues, dado que IC(H) es un conjunto cerrado en (B(H),||-||), la completitud de
(Soo(H), [Illoc) = (K(H), [[-]]) es clara.
Por tanto, en lo que sigue, consideraremos 1 < p < co. Inicialmente, veremos que ||-||,
define una norma en Sp(H) —esto serd una consecuencia del Teorema 4.10 anterior—,
veremos que

Corolario 4.11 ((S,(H), |||l,) es un espacio vectorial normado).
Sea 1 < p < oo. En tal caso,

1T+ SHp < ”T”p + HSHp’ para todo T, S € SP(H)'

Demostracion.
Dados dos conjuntos ortonormales arbitrarios (u,)nen ¥ (vn)nen, empleando la de-
sigualdad de Minkowski, tenemos que

3=

(i (T + S)un,vn)|P>ll’ < (i ([(Tun, va)| + |(5un,vn)|)p>

< (1w ) + (L (S b)

de donde deducimos el resultado enunciado a partir del Teorema 4.10. O]

Teorema 4.12 ((S,(H),||-||,) es un espacio de Banach).

Si 1 <p < oo, el espacio vectorial normado (S,,|-||,) es completo.
Demostracion.

Sea (T, )nen una sucesion de Cauchy arbitraria en (S,(H), ||-||,). En tal caso, (T},)nen
también es una sucesion de Cauchy en (B(H),||-||). En efecto, pues

3=

1)) = 5:(T) < (D su(T))" = Tl para todo T € S,(H).
n=1

Asi pues, como (B(H),||-||) es completo, existe T' € B(H) tal que T,, — T cuando
n — oo en B(H). Ademas, como K(H) es un subespacio cerrado de B(H), sabemos que
T € K(H). Probaremos que T' € S,(H).

Para ello, comencemos recordando que como s;1;_1(R+S) < s;(R) + s;(S) (ver Nota
3.6 (b)), entonces

y asi, escogiendo A+ B =1, y A ="1T,,, tenemos que

|si(T,) — si(Ti)| < ||Tn, — Tonl|, para cada ¢ € N,
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Por tanto, ahora es facil probar que

lim s;(T,,) = s;(T), para cadai € N. (4.15)

n—oo

Ademés, como (T},)nen es una sucesion de Cauchy en S,(H ), dado € > 0, existe N, € N
tal que si n,m > N., entonces

ZSi(Tn — T, < ZSi(Tn —Tn)? =T, — Twll,” <€, paratodo L € N.

=1 =1

Por tanto, tomando limite cuando n — oo y teniendo en cuenta (4.14), concluimos que

> ST = T,) < e,

i=1

y ahora, haciendo L — oo, obtenemos que |7 — T,,||, < e. Asi pues, dado que
[Ty = IT =T + Tallp < T = Tall + | Tallp < o0,
deducimos finalmente que T' € S,(H) y T,, = T en (S,(H).|-])- O

Nota 4.13 (sobre la completitud de S,(H)).

La completitud de la clase de Schatten-von Neumann S,(H) no contradice el hecho
de que, tal y como dijimos en la Nota 2.8, IC(H) es el unico ideal cerrado de B(H).

En efecto, pues S,(H) es cerrado con su propia norma ||-|,, pero no lo sera con la

= IC(H), pues F(H) C S,(H) para todo

norma usual ||-|| de B(H). De hecho, Sp(H)”‘H
1 <p< oo

Nota 4.14 (“Lo bello es dificil”).
Una pregunta que surge ahora de modo natural es la siguiente:

sexiste algin 1 < p < oo para el que la clase Schatten-von Neumann
(Sp(H), ||-]|p) sea un espacio de Hilbert?

La intuicion nos dice que la clase (Sa(H), ||-||2) de Hilbert-Schmidt debe ser un espacio
de Hilbert y quizas el producto interior podria venir dado por

(S,T) = isi(S)si(T), para S, T € K(H),

pero como no se tiene que s;(T1 +713) = s;(11) +s;(T) para Ty, Ty, € K(H), no tendriamos
la linealidad del “producto interior” (-,-). Y entonces (-,-) no es un producto interior en
IC(H)...pero, a lo mejor, el producto interior es la traza!

Para responder correctamente a la cuestiéon anterior, necesitaremos los resultados de
la primera parte del Capitulo 5 (ver epigrafe 5.1.1).

Terminamos esta seccion con un resultado sencillo, pero importante.

Lema 4.15 (densidad de los operadores de rango finito).
Sea 1 < p < oo. En tal caso, los operadores de rango finito son densos en (S, ||-|,)-
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Demostracion.
Para p = oo, tenemos que (Soo(H), ||*]lo) = (KK(H), ||-||) ¥, en este caso el resultado es
bien conocido. Sea entonces 1 <p < ooy T € S, siendo

o0
E (x,u,)v,, paracadaz € H,

su representacion de Schmidt (Teorema 2.17). En tal caso, considerando la sucesion de
operadores de rango finito (7},),en dada por

n

T,x = Z $i(T)(z,u;)v;, para cadan € N,

=1

obtenemos que

00 1
1T~ T, = ( S |si(T)|”>p <e sin>> 1 O

i=n-+1

Si(H)C---CSH)C---CS)(H)C---CSx(H)=K(H).

Figura 4.1: La escala de las clases de Schatten-von Neumann.

4.3. Operadores de Hilbert-Schmidt en L?(0, 1)

Finalizamos este capitulo mostrando una caracterizacion de los operadores de la clase
de Schatten-von Neumann (i.e. del espacio de Hilbert) Sy(H) cuando H es el espacio de
Hilbert (y de Lebesgue!) H = L2(0,1).

Teorema 4.16 (Caracterizacion de Sy(L%(0,1))).
Dado un operador T € K(L%*(0,1)), son equivalentes:

(a) T € Sy(L*(0,1));
(b) emiste una funcidn k € L*((0,1) x (0,1)) tal que

1
Tf(x)= / k(x,y)f(y)dy, para casi todo x € (0,1) y toda f € H.
0

Ademds, siT € Sy(L%(0,1)) y k € L2((0,1)x(0,1)) es la funcidn nicleo asociada, entonces
1Tl = llkll: y (Aa(T))nen € Lo (4.16)

Demostracion.
Empleando la representacion de Schmidt (Teorema 2.17), sabemos que existen con-
juntos (fn)nen v (gn) ortonormales en L2(0,1) de modo que

Tf = an (f, fn)gn, para toda f € L*(0,1).
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(a) = (b)

Consideremos la expresion
o) = Jim 3 (TR, () € 0.1) % (0.0

que define una funcion k € L#((0,1) x (0,1)). En efecto, pues

o0

ZHSz )|L2(0,0) <Z D) fillezo lgillz 1) = D s:(T) < o0

=1

y ademas,

k(. )l = i || 37 s:(T) Fly)gi(a)
=1

n

hm(zs, ) = |7,
|_201 n—oo =

quedando probada asi la primera afirmacion de (4.16).
Por otra parte, dado que

Tim |77 - ansnm(f 19

deducimos finalmente que, para casi todo = € (0, 1),

1
/’f(flf,y)f(y)dy—hm sz )gi(z /fz
0

=0,

“IIL2(0,1)

n—o0

:7}1_)1202 si(T)gi(x)(f, fi) = Tf(x).

=1

(b) = (a)
Asi definido, T' es un operador acotado satisfaciendo que ||T|| < ||k|[z2. Ademas, si
(fn)nen es una base de Hilbert de H y definimos

fa® Fu(2.y) = fa(@) fn(y),  para cada (n,m) € Nx N,

entonces (f, @ fin)n.men €s una base de Hilbert de L2((0,1) x (0,1)).
En tal caso, empleando la identidad de Parseval, obtenemos que

iHTfn”Q:iiKTfnafm ZZ‘/ / 2, 9) fuly) dy fr(z) )d:p

n=1 m=1 n=1 m=1
= ZZ [k, fn @ F)* = [[K2(0,1)" < o0
n=1 m=1

y asi, en virtud del Teorema 4.3 anterior, T € S,.
Ademas, por el Teorema 3.11 anterior (desigualdad de Weyl), es ahora claro que
(A (T))nen € o, quedando entonces probado lo afirmado en (4.16). O

Nota 4.17 (sobre la demostracion del Teorema 4.16 anterior).

La desigualdad ||T|| < ||k[|i2¢0,1) v €l hecho de que (f, ® fum)nmen €s una base de
Hilbert de L%((0,1) x (0, 1)) son resultados conocidos de la materia Andlisis funcional en
espactos de Hilbert, por lo que no incluimos su demostracion.
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Capitulo 5

Traza y dualidad

En la primera seccion de este capitulo, generalizaremos el concepto de traza de una
matriz A € Mux,(C). Mas exactamente, veremos que para todo operador T € S;(H)
con H espacio de Hilbert separable de dimensién infinita, podemos hablar de la traza del
operador T'. Ademés de introducir dicho concepto, también probaremos sus propiedades
mas elementales.

La segunda seccion, en la que la traza jugara un papel determinante, estara dedicada
al estudio del espacio dual de la clase de Schatten-von Neumann S,(H) con 1 < p < 0.
En particular, probaremos que la clase traza (Si(H),||-||) es el dual del espacio de los
operadores compactos (K(H),||-]|) y el predual del espacio de operadores B(H ).

Para el estudio y desarrollo de los contenidos de este capitulo, hemos utilizado las
referencias [19] y [10]. Resultados méas avanzados y generales pueden consultarse en |7, 16].

5.1. El funcional traza

Sea H un espacio de Hilbert separable de dimension infinita.

En el Capitulo 4 anterior (ver Teorema 4.7 y Nota 4.9), ya fuimos capaces de generalizar
el concepto de traza para un operador positivo T' € S;(H) C K(H). No obstante, como
ya dijimos antes, lo que ahora pretendemos es definir la traza de un operador T € Sy(H)
(no necesariamente positivo).

El siguiente resultado, junto con la nota posterior que le acompana, nos permitiran
alcanzar nuestro objetivo.

Proposicién 5.1 (acercandonos a la definicion de traza).
SiT € Si(H) y{e,: n €N} esun conjunto ortonormal en H, entonces

Z(Ten, e,) converge absolutamente. (5.1)

n=1

Demostracion.
Empleando la representacion de Schmidt (Teorema 2.17), sabemos que existen con-
juntos ortonormales (uy)nen ¥ (Vn)nen en H de modo que

T = Z $i(T)(x,u;)v;, paratodo z € H. (5.2)

=1
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Por tanto, para probar la convergencia absoluta enunciada, basta observar que

i |(Ten,en)| = ‘ (i $i(T) (en, ui)v;, en> < i si(T) i |(en,wi) (v, en)|

i=1
1

si(T (Z\en,ul )(Z]U“en )

hE

S
Il
—

Mg

=1

<D siDluilllosl =Y s(T) < o0,
i=1 i=1
donde en la segunda desigualdad hemos empleado la desigualdad de Minkowski. O]

Nota 5.2 (muy importante!).
Si (én)nen es una base de Hilbert de H, el valor de la serie que aparece en (5.1) no
depende, en realidad, de dicha base de Hilbert. En efecto, pues teniendo en cuenta (5.2),

o0

[ee] oo
Z Te,, e,) = ZSZ (€n, wi)(vs, €n)
n=1 n=1

=1

y asi, observando que

oo 0 00
E (enauz Umen - < E Uzaen €n, § uzyen)en) - (UZ‘,UZ'),
n=1 n=1 n=1

concluimos finalmente que

i (Tey,e,) = isl ) (v, ui), (5.3)
n=1 =1

siendo ahora clara la independencia del valor de (5.1) respecto de la base de Hilbert (e;);en-

Definicién 5.3 (traza de un operador T' € S1(H)).
Dado T' € S;(H), definimos la traza de T' como

tr’l = Z(Ten, €n)s
n=1

donde (e,)nen s una base (cualquiera) de Hilbert de H.

Los siguientes resultados muestran propiedades elementales de la aplicacion traza, que
como acabamos de ver, esta bien definida en S;(H) y toma valores en [0, 4+00) C R.

Proposicién 5.4 (propiedades I de tr (T)).
(a) Para todo operador T € S)(H), tenemos que |tr (T')| < ||T]|1-
(b) Si para cada x,y € H definimos
Ty yz = (z,y)x, para cada z € H,

entonces

tr (13,5) = (Sz,y), para todo S € B(H).
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Demostracion.

(a)

Partiendo de (5.3), obtenemos que

|tr (T Z Ten, en)| < ZSi(T)\(%ui)! <Y s =T,

donde hemos empleado la desigualdad de Minkowski.

(b)

Basta observar que

tr (T},,,5) = Z Ty ySen, en) = Z((Sen,y)x,en) = (Sen,y)(x,€n)
=D (en, SY)(z,en) = (x,5%y) = (Sz,y). O

I
—

Proposicién 5.5 (propiedades I de tr T').
(a) tr(aT + BS) =atrT + ftrS para todo o, B € C.
(b) trT* =trT para todo operador T € S;(H).
(¢) Para1<p<oo,1/q+1/p=1,SeS,(H) yT € S,(H) tenemos que:
TS, ST € Si(H), w(TS) =t (ST) y |tr(TS)| < |SI,IT,

Demostracion.

(a)

Consecuencia inmediata de la definicién de traza.

()
En virtud del Teorema 2.17, sabemos que existen conjuntos ortonormales (u,)nen ¥
(Un)nen en H de modo que

Tx—an (x,un)v,, paratodo z € H.

En tal caso, para todo =,y € H,

(Tz,y) an (x, uy)( ( an (y, vn, un)

y entonces,

x—g $n(T)(x,vp)u,, para cada x € H.

Por tanto, [|T%||1 = ||T']]1 < oo; es decir, T € S (H). Ademas,

[e.e] o0

tr (T7) = Z(T*en, en) = Z(en, Te,)

n=1 n=1
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oo

- Z (Ten, en) = Z(T@n, en) = tr (7).

n=1 n=1

(c)

Empleando la Nota 3.6 anterior y desigualdad de Holder, obtenemos que

1 n 1

n =

ZSi(TS) < isi(T)si(S) < (zn:si(T)Q> ‘ <Zsi(5)p>p

i=1 i=1 i=1
<|IT|l4IS|l, < o0, para cada n € N.
Por tanto, haciendo n — oo, concluimos que ||T°'S|; < [|T|,||S]p; luego T'S € S;. De

forma completamente analoga, probamos que ST € S;.
Ademas, teniendo en cuenta la Proposicion 5.4 (b) anterior, deducimos que

[tr(TS)| < (7S]l < (17114151l

Consideremos ahora la representacion espectral de T'; esto es,

Sx = Z $n(S)(x, uy)vy,, para todox € H,

n=1

con (Up)nen ¥ (Un)nen conjuntos ortonormales en H. En tal caso, para cada x € H,

TSx = Z $n(S)(x,up)Tv,, vy STx= Z Sn(S) T, wp ) U, (5.4)
n=1 n=1

Por tanto, teniendo en cuenta la Definicion 5.3 anterior y (5.4), deducimos ahora que

tr(78) =Y (TSun, ) = Y _ 5,(S) (T, )
n=1 n=1
y [o.¢] o
tr(ST) = (STv,v0) = 3 50(S)(T0n, t);
n=1 n=1
es decir, tr (7'S) = tr (ST). O

Corolario 5.6 (tr € S;(H)*).
La aplicacion traza, tr: S;(H) — C, es un funcional lineal y acotado.

Demostracion.
La linealidad de la aplicacion traza ha sido probada en la Proposicion 5.4 (a) anterior.
Por otra parte, su acotacion ha sido probada en la Proposicion 5.4 (a) anterior. O

5.1.1. La clase de Hilbert-Schmidt es un espacio de Hilbert

Para probar que la clase de Schatten-von Neumann (Sa(H), ||-||2) es un espacio de
Hilbert, basta mostrar que la aplicaciéon dada por

(S, T) =tr ST*, para S, T € So(H)

define un producto interior en Sy(H).
No obstante, tenemos que:
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(PI1) en virtud de la Proposicion 5.5 (a) anterior, tenemos que

<Sl + SQ, T> = tr (Sl + SQ)T* =1tr (SlT* + SQT*)
=1tr (SlT*) + tr (SQT*) = <Sl, T> + <SQ, T>

(AS,T) = tr (AST™) = A tr ST* = \(S,T);

(PI2) en virtud de la Proposicion 5.5 (b) — (¢) anterior, tenemos que

(S,T) =tr ST* = tr (ST*)* = tr (T'S*) = (T, S);

(PI3) y finalmente, dado que

o0 o0 [e.o]

(T.T) =txTT* =Y (TT en ) = Y (Te,, T e,) = Z VT e,

n=1 n=1

concluimos entonces que (T, T) > 0 para todo T' € Soo(H) y (T,T) = 0 si y solo si
T*e, = 0 para todo vector e, de una base de Hilbert {e,: n € N} de H, es decir, si
ysolosiT =0¢€ S1(H).

5.2. La clase dual de la clase §,

Una vez introducido el concepto de traza para un operador 1" € S;(H), para carac-
terizar el espacio dual de la clase S,(H), con 1 < p < oo, tan s6lo necesitamos algunos
resultados auxiliares que probaremos a continuacion.

El primero de estos resultados nos proporciona una nueva expresion para el calculo
(teorico) de la norma |[|-||,.

Proposicién 5.7 (otra expresion para ||-|[,).
Sea 1 < p < oo yq su exponente conjugado. En tal caso,

1Tl = sup{[tr (ST)| : |S]lg = 1} = sup {|tr (ST)| - [|S]ly = 1, rango S < oo}

Demostracion.
En virtud de la Proposicién 5.5 (¢) anterior, ya sabemos que [tr (ST)| < ||T||,|IS]l4,
luego
sup {[tr (ST)| : [|S]lq = 1} < [T,

Para probar la desigualdad opuesta, necesitaremos la representacion de Schmidt (Teo-
rema 2.17) del operador T’; sea entonces

Z (,u,)v,, paracadax € H, (5.5)

con (Up)nen ¥ (Un)nen conjuntos ortonormales. Distinguiremos tres casos:

Caso I: 1 < p < 0.
Dado N € N, consideramos el operador Sy —de rango finito— definido como

N
Syx = (an( ) an % (z,vp)u,, paracadax € H.
n=1
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En tal caso, es claro que Sy € S;(H) y

1

HSNHq = (isn(T)p>;<§:3n(T)p) T =1.

n— n—=

Ademas, teniendo en cuenta (5.5) y la ortonormalidad del conjunto (vy,)nen,

N N
SyTz = <Z sn(T)p> ! an(T)E(T:B Up U
n=1 n=1
N 1 N %)
= <an(T)p) qZSR 5(252 (z, u; vz,vn>u
n=1 n=1 =1
N 1 N 0
= <an(T)p> qun EZSZ (x,u;) (i, V)
n=1 n=1 i=1
N N
= (X)) S s sl )
n=1 n=1
N N
= <Z sn(T)p> ! an(T)p(x,un)un, para cada x € H
n=1 n=1
luego
N N ;N N 1
tr (SnT) :Z(SNTun,un) = <Z > ! an (an(T)p>p.
n=1 n=1 n=1 n=1
Por tanto,
N 1
sup { [t (ST)| : ||S]l, = 1} > (an(T)p> ¥ para todo N € N;
n=1
es decir,
0 1
sup {|tx (ST)] < 1], = 1} = (D su()")".
n=1
Caso: p=1
Dado N € N, consideramos el operador Sy —de rango finito— definido como
N
Syr = Z(x, Up)Up, para cada x € H.
n=1
En tal caso, es claro que ||Syllc = [|Sn|| = 1; ademas, teniendo en cuenta (5.5),
N
SnTz = Z sp(T)(x, up)u,, paracada x € H;
n=1
luego
r (SyT) = Z sn(T), para cada N € N,
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Por tanto,
N
sup { [tr (ST)] : [|S]leo =1} > an(T), para todo N € N;
n=1

es decir,
sup {|tr (ST)| : [|Slec = 1} = | T[|1-

Caso II: p = o0
Sea R, , el operador de rango 1 dado por

R,z = (z,y)xr, paracada z € H.

Si ||z|]| = |ly]] = 1, entonces es claro que ||R,,||1 = ||Rsy|| = 1; ademas, teniendo en
cuenta la Proposicién 5.1 (b) anterior, |(T'z,y)| = |tr (R,,T")|. Por tanto,

|7 = sup {|(Tz, y)| : |=ll = [lyll = 1} < sup {|tr (ST)| : [|S] = 1}. N

Lema 5.8 (auxiliar para el Teorema 5.9).
Sea L(x,y) una aplicacion lineal en x cuyo conjugado es lineal en y. Entonces, si eriste
una constante C > 0 tal que

| L(z,y)| < Cllzllllyll - para todo x,y € H,
existe un operador T € B(H) tal que
L(z,y) = (Tx,y) para todo x,y € H. (5.6)

Demostracion.

Dado = € H, consideramos la aplicacion y € H — L(z,y) € C, que es un operador
lineal y acotado. En tal caso, por el Teorema de Representacion de Riesz, existe un tinico
Tx € H tal que

L(z,y) = (y,Tz), paratodoy € H.

Si consideramos la aplicacion T: H — H que asocia a cada x € H el correspondiente
Tx € H, observamos que para todo y € H,

(v, T(Mz1 + Aowa)) = L(Mxy + Ao, y) = M L(x1,y) + Aa(22,y)
My, Tar) + aly, Ta) = (y, MTan) + (y, hoT'2)
= (y, Tz + XNoTxs), paratodo A\, Ay € C y z1, 25 € H;

luego
T(Mxy 4+ Axo) = MTxy + MTzy, paratodo A\, \a € C y xy, 29 € H;
esto es, T es lineal. Ademaés, T también es acotado, pues
T} = sup{|(Tz,y)| : =] = llyll = 1} < C.

Por tanto, ya hemos probado la existencia de un operador 7" € B(H) satisfaciendo
(5.6). O
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Ahora ya estamos en condiciones de caracterizar el espacio dual S,(H) para 1 < p <
0.

Teorema 5.9.
Sea 1 < p < oo yq el exponente conjugado de p. En tal caso,

(a) si S e S,(H), la aplicacion F: S,(H) — C dada por
F(T) =1t (ST), para cadaT € S,(H);
define un funcional lineal y acotado en S,(H).
(b) si F': S,(H) — C es un funcional lineal y acotado, existe S € S,(H) tal que
F(T)=1tr(ST), paratodoT € S,(H).
Demostracion.
(a)
Dado S € S§,(H), consideramos la aplicacion Fg € S,(H) — tr (ST') € C. Ahora, en

virtud de la Proposicioén 5.7, sabemos que Fg es un funcional lineal y acotado en S,(H)
con

1Fs| = sup {[tx(ST)| : [T, = 1} = [[S]l,-
(b)

Sea F': S,(H) — C un funcional lineal y acotado; probaremos que existe S € S,(H)
tal que F' = F&.
Dados z,y € H, consideramos el operador T}, ,: H — H de rango 1 definido como

T,z = (2z,y)x, paracadaze H.
Sea entonces L: H x H — C la aplicacion dada por
L(z,y) = F(T,,), paracadaz, ye H.

En tal caso, L satisface las hipotesis del Lema 5.8 anterior. En efecto, puessi Ay, Ay € C
vy x, Y1, Y2, 2 € H, entonces

Tyt rays? = (2 My1 + Aayo)T = A1 (2, y1)7 + (2, 42)T = M Ty, 2 + Mgy 2,
y ademaés,
|L(x,y)| < NF|Teylly = IFIz|lllyll, para todo z,y € H.

Por tanto, en virtud del Lema 5.8, existe S € B(H) tal que L(x,y) = (Sz,y) para
todo x,y € H. Esto es, teniendo en cuenta la Proposicion 5.4 anterior,

F(Tx7y) = (S:an) = tr (STx,y)a

de donde deducimos que F(T') = tr (ST) para todo operador T' € B(H) de rango finito.
Asi pues, teniendo en cuenta la definicion de F' y que los operadores de rango finito son
densos en S,(H), concluimos que

sup { |tr (ST)| : ||T||, = 1, rango T < oo}
=sup {|F(T)| : ||T|l, =1, rangoT < oo} = ||F|| < oo;

es decir, S € S,(H) y Fs = F sobre los operadores de rango finito (y por lo tanto sobre
todo S,(H)). O
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Nota 5.10.
Ademés, el operador S que representa a F' es tinico. En efecto, pues si suponemos que
existen operadores S, S € S, de modo que I’ = Fg = F, entonces

1S = Sllg = sup {Jtr ((S = $)T| - T, =1}
= sup {|tr (ST) — tr (ST)| : | T|l, = 1}
= sup {|F(T) — F(T)| « ||Tl, = 1} = 0.

Corolario 5.11 (el dual de (S,(H), ||-|l,) para 1 < p < 00).
Si1 < p < oo, el espacio S,(H)* es isométricamente isomorfo a Sy(H) con 1/p+1/q = 1.

Corolario 5.12 (el dual de (K(H), |[|-]))-

El espacio dual Soo(H)* = K(H)* es isométricamente isomorfo a la clase traza S;(H).

Demostracion.

Considerando (S,(H), ||-|l,) = (K(H),||||) v entendiendo ¢ = 1 como el exponente
conjugado de p = oo, los argumentos detallados en el Teorema 5.9 y la Nota 5.10 nos
permiten concluir que Soo(H)* es isométricamente isomorfo a S;(H). O

Para probar que el dual de la clase traza es el espacio de los operadores lineales y
acotados, necesitaremos el siguiente resultado auxiliar (ver [19]).

Lema 5.13 (auxiliar para el Teorema 5.14).
Sean S € B(H) yT € S1(H). Si (en)nen es un conjunto ortonormal en H tal que

(@)
T |x = an(|T|)(x, €n)én, para cada x € H,
n=1
entonces
o0
> 1(STen, ea) < IS ]|1-
n=1
Demostracion.

Sea T'= V|T| la descomposicion polar del operador T € S;(H). En tal caso, tenemos
que

o0

Z| (STen, en)| = Z| SVI|T|en, en)| = an [(SVen, e,)]

<an HSHHVHHenHHenH—HSHZSn )= IISIHTh O

Teorema 5.14 (el dual de (S1(H), ||-|]))-
(a) si S € B(H), la aplicacion F: S;(H) — C dada por
F(T)=tr(ST), para cadaT € &1(H);
define un funcional lineal y acotado en S;(H).
(b) si F': Si(H) — C es un funcional lineal y acotado, existe S € B(H) tal que

F(T)=1tr(ST), paratodoT € S(H).
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Demostracion.
(a)

Dado S € B(H), consideramos la aplicacion Fs € S;(H) — tr (ST) € C. Ahora, en
virtud del Lema 5.13 anterior (completando el conjunto (e,)nen hasta obtener una base
de Hilbert de H si es necesario), sabemos que

< Z |(STen,en)] < ISIIIT]]1, paratodo T € §1(H);

n=1

ltr ST| = ‘i(STen,en)
n=1

luego || Fs|| < ||S]|; es decir, Fs es un funcional lineal y acotado en S;(H).
Por otra parte, dado ¢ > 0, existe x € H tal que ||Sz|| > (||S]| — ¢)[|z]|. En tal caso,
teniendo en cuenta la Proposicion 5.4 (b), obtenemos que

Fs(Ty 5:) = tr (ST, 80) = tr (Ty,6.5) = (Sx, Sx) = HSxH2
> (IS = e)ll=|l [|Sz]| = (S]] — &) | Tx,52ll;

luego debe ser || Fs|| > [|S]|-
(b)

Para probar que si ' : §§ — C es un funcional lineal y acotado, entonces existe un
operador S € B(H) tal que F' = F, se procede igual que en la demostracion del apartado
(b) del Teorema 5.9 anterior. O

Corolario 5.15 (el dual de (Si:(H),|-]))-

El espacio dual S;(H)* es isométricamente isomorfo al espacio de operadores B(H).
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Capitulo 6

Algunas generalizaciones

Dedicaremos la primera secciéon de este tltimo capitulo al estudio de algunas generali-
zaciones de las clases de Schatten-von Neumann al caso de espacios de Banach; hablaremos
entonces de operadores nucleares y operadores p-sumantes.

En la segunda seccion, hablaremos de forma esquemética de interpolacion en espacios
de Banach e intentaremos explicar el significado de la expresion “las clases de Schatten-von
Neumann interpolan bien”.

Por 1ltimo, en la tercera seccion, presentaremos el problema de Lidskii, que nos retro-
traerd al inicio de la memoria.

6.1. Operadores nucleares y operadores p-sumantes

Empleando alguna de las caracterizaciones vistas en el Capitulo 4 anterior, podemos
considerar subfamilias de B(X) que generalizarian a las clases de Schatten-von Neumann
cuando (X, ||-]|) es un espacio de Banach. Buen ejemplo de ello son las familias o clases
de operadores que introducimos en la siguiente definicion.

Definicién 6.1 (generalizacion a espacios de Banach de la clase Sy).
Consideraremos las siguientes clases de operadores:

(a) para 0 < p < 1, los operadores p-nucleares (introducidos por A. Grothendieck
en |17])

N,(X) = {T:v = an x)u, para todo x € X con Z | fullPl|wn|lP < oo}

n=1

donde para cada T' € N;(X),

n(T) = fnf {(Z (TR ) T = ifn(:c)un para todo z € X};

(b) la clase B;(X) (introducida por A. Pietsch en [6, Capitulo 14])
By (X) = {T e K(X): T, = Zan } para cada 1 < p < oc;
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(c) la clase By(X) (introducida por A. Pietsch en |6, Capitulo 14])

B (X) = {T e K(X):|T|l, = ch } para cada 1 < p < oo.

Diremos que un operador 7' es nuclear si es 1-nuclear.

Nota 6.2 (caso hilbertiano).
Si X = H es un espacio de Hilbert (separable y de dimension infinita), en virtud del
Teorema 4.4, sabemos que

Si(H) = Ni(H) = {T € BUH) : Te = ple, up)on, > sl lunlllon]| < o0 }

y ademaés, para cada T' € Ny(H),

171 = m (T mf{Z!uk\HukHHka Tx—zukxuk v}

Por otra parte, en virtud del Teorema 3.3, sabemos que en el caso hilbertiano no hay dife-
rencia alguna entre nimeros singulares, nimeros de aproximaciéon y nimeros de Gelfand.
Por tanto,

Si(H) = BY(H) = BS(H) = {T e K(H): T = sa(T) < oo}.

n=1

Es decir, en el caso hilbertiano, la clase de los operadores nucleares y las clases de Pietsch
¢y Bf son exactamente lo mismo que clase traza S; de Schatten-von Neumann. Esto es,

Ni(H) = S(H) = Bi(H) = Bi(H).

En general, si X es un espacio de Banach, ninguna de las igualdades anteriores es
necesariamente cierta; tan sélo tendremos algunas inclusiones. Por ejemplo, tal y como
mostraremos en el Teorema 6.4 siguiente, se tiene que B§(X) C Ny(X).

Para probar dicha inclusiéon, necesitaremos el siguiente resultado auxiliar.

Lema 6.3 (auxiliar para el Teorema 6.4).
Si T € B(X) es un operador de rango (finito) n € N, entonces 71(T) < n||T|.

Demostracion.

Sea {w;: 1 < i < n} una base de M = Im7T formada por vectores unitarios. En tal
caso, empleando el Teorema de Hahn-Banach, podemos escoger un conjunto {f;: 1 <i <
n} C X* satisfaciendo que f;(w;) =6; ; y || fil| =1 para todo 1 <4, j <n.

Dado w € M, tenemos que

n
w:mei, con pu; € Csil <i<n.
i=1

Por tanto,

= Z,Uifj(uh‘) = p;, paracadal<j<n,
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y entonces

es decir,

Tx = Z fi(Tx)w;, paratodo z € X.
i=1

Asi pues, ahora es claro que

) < Z 1D Jwill < [T Z [ fill [wsll = n[T1]. O

Teorema 6.4 (Pietsch & Grothendieck).
Bi(X) C Ni(X).

Demostracion.
Sea T' € B{(X) arbitrario. Teniendo en cuenta la Definicion 3.1 anterior, observamos
que para cada n € N, existe T, € B(X) de rango 2" — 2 de modo que

||T — TnH S 2a2n_1(T).

Observemos que T' € B§(X) implica a,, — 0; luego T,, — T en (B(X), ||-])-

Dadon € N, sea S, =T,, — T,,_1 con T, = 0. En tal caso, la serie 220:1 S, converge
absolutamente a T en (B(X),||-||). En efecto, pues teniendo en cuenta la propiedad de
monotonia de los ntimeros de aproximacion, obtenemos que

T, — Torl| < | T — T + |7 = Tt || < 2a901(T) + 2agns11(T) < dasn_1(T)  (6.1)

y entonces

SISl =S T = Tl €4 agn14(T) < o0
n=1 n=1 n=1

Por tanto, dado que para cada n € N el operador T,, — T,,_1 es de rango finito,
Rn
(T, — Tp1)x = Z fH)ul = fu(x)u,, paracadaz e X,

donde R, = rango (T, — T\,—1), fn € X* y u, € X. Luego

T = Z(Tn —Th1)r = Z fo(x)u,, paracada x € X.
n=1 n=1

Por otra parte, es facil ver que

7'1<i215¢> < iZITl(Sz’> < ;Tl(Si), para todo n € N;

luego tendremos que

T):ﬁ(ZSi)SZ;ﬁ E;TlT Ti1)
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Ademas, teniendo en cuenta (6.1) y el Lema 6.3 anterior, concluimos que

71(T — Tyy1) < dagn 1 (T) rango (T, — Tyi1),

por lo que
(D) = (T = Topr) < Aage(T) rango (T, — Trsr)
n=1 n=1
<Y gy (T)(2" =242 = 2) <) dagey(T)(6-2"71)
n=1 n=1

=24 Z 2"_1a2n_1(T).
n=1

Estudiemos ahora cada uno de los término de la dltima serie:
— para n = 1, sumamos a1(7);
— para n = 2, sumamos 2a3(T) < az(T) + a3(T);
— para n = 3, sumamos 4a; < ay(T) + as(T) + as(T') + a7(T);
— en general, para n € N, sumamos
2" agn 1 (T) < agn1(T) + agn-141(T) + - - + agn_1(T),
mientras que para n + 1,

2na2'n+1,1(T) S CLQn (T) + a2n+1(T> + AR + a2n+1,1(T).

Por tanto,

7(T) <24 an(T) = 24||T |1,
n=1

luego ahora es claro que T € Ni(X). O

Otra posible generalizacion a espacios de Banach de las clases de Schatten-von Neu-
mann pasa por considerar familias de operadores p-sumantes con 1 < p < oo.

Sean X, y X5 dos espacios de Banach.

Definicién 6.5 (operador p-sumante).
Dado 1 < p < oo, se dice T' € B(X;, X3) es p-sumante si existe ¢ € RT tal que

n 1 n 1
(Z |]Tmi|]”> "< c[ sup (Z |f(xi)]p> p}, para toda suc. finita (z;)7, C X;. (6.2)
i=1 fex Az
If1I=1

Denotaremos por II,(7) a la menor de las constantes ¢ € RT que satisfacen la pro-
piedad (6.2) anterior y por IL,(X;, X3) al conjunto formado por todos los operadores
T € B(Xi,X3) que son p-sumantes; si X; = X, emplearemos entonces la notacion
I1,(X) = (X1, Xa).

Proposicion 6.6 (estructura de II,(X)).
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(a) IL,(X) es un subespacio vectorial de B(X);
(b) IL,(X) es un ideal bildtero de B(X).
Demostracion.
(a)

Sean T, S € IL,(X) dos operadores p-sumantes arbitrarios y a € K un escalar también
arbitrario. En tal caso,

<Z I+ o))’ < (i 7al)* +i oS )’
<cl[ sup <Z|f x; |P> } +|a|02[ sup (ZV 2 |p> ]

fex> i= =
=1 = e =
1
§01+a02[sup< f(z >}
(c1+ |al sup ZZ\
=1
~ s (S 15ar)]
c| sup ;
Ifl=1

donde para obtener la primera desigualdad hemos empleado la desigualdad triangular de
la norma ||-||, monotonia de la funciéon ¢ € [0, +o00) — t? y la desigualdad de Minkowski.

(b)
Dado T € II,(X) vy S € B(X), debemos probar que ST, T'S € II,(X). Para ver que
ST € 11,(X), basta observar que

(S lset?)” < sI( i) < stelsmp (3 17ar)
i=1 i=1 i=1
HfH 1
Por otra parte, para demostrar que 7'S € IL,(X), basta tener en cuenta que

(gnminp) <c[sup(2|f (Sz)l")” }—Hsnc[sup(zwf igiel)’]

i=1

< |ISlle [Sup(z‘f ) }—HSH [sup(Z\f ; \p) } 0

Como veremos a continuacion, en el caso hilbertiano todo operador p-sumante para
algiin 1 < p < 0o es compacto.

Sean entonces Hy y Hs dos espacios de Hilbert (separables de dimension no finita);
necesitaremos el siguiente resultado auxiliar.

Lema 6.7 (operadores compactos & p-sumantes; auxiliar para la Proposicion 6.8).
Si T € B(Hy, Hy) no es compacto, existe una sucesion ortonormal (e,)nen tal que

lim inf ||Te,|| > 0. (6.3)
n—oo
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Demostracion.

Construiremos una sucesion ortonormal (e,),en satisfaciendo (6.3).

Como T' € B(H;, Hs) no es compacto, T no es limite de una sucesion de operadores de
rango finito. Es decir, existe ¢ > 0 tal que ||7'— P|| > ¢ para todo operador P € F(H;, Hs).
En particular, tenemos que ||T|| > . Sea entonces e; en Hy tal que ||e;|| = 1y |[|[Tey|| > e.

Supongamos ahora que para cierto n € N ya tenemos escogidos e; € H con 1 <7 <n
de forma que ||Te;|| > ey (e;,e;) = d;; para todo 1 < i, j < n; veamos como escoger €,1.

Sea : Hy — span {e;: 1 <i < n} la proyeccion ortogonal de H; sobre el subespacio
cerrado span{e;: 1 <i <n}y P =TQ. Asi pues, dado que P es un operador de rango
finito, debe ser | T — P|| > . En tal caso, existe e € H; tal que |le|| =1y ||(T — P)el|| > e.
Luego Te # Pe y por tanto e — Qe # 0. Sea entonces

ent1 = |l(e = Qe)||7 (e — Qe).

Claramente, tenemos entonces que |[e, 1]| =1y Teny1 = ||le — Qe|| (T — P)e. Ademas,
como |le]| =1y @ es una proyeccion ortogonal, ||e — Qe|| < |le|| = 1. Por tanto,
[(T" — P)e|
Tepi1l| = ——— 2 ||(T'— P)e|| > €.
Tewiall = = go = 1T = Pl
Finalmente, observemos que como Qe, 1 = 0, el vector e, 1 es ortogonal a todo vector
de Q. En particular, (e,41,€;) =0 para 1 <i < n. ]

Proposicion 6.8 (II,(Hy, Hy) C K(Hy, Hs)).
Todo operador p-sumante T € IL,(Hy, Hy) es un operador compacto.

Demostracion.
Probaremos que si (e,),en €s una sucesion ortonormal en Hiq, entonces lim,, ., Te,, =
0. Asi, el resultado enunciado sera consecuencia directa del Lema 6.7 anterior.
Procederemos por reduccion al absurdo. Supongamos entonces que existen ¢ > 0y
una sucesion ortonormal (e,)%2; de modo que ||Te,| > ¢ para todo n € N. En tal caso,

N 1 )
<Z ||Ten||p> "> Nve, paracada N € N. (6.4)
n=1
Por otra parte, debido a la ortonormalidad de (e,)nen, tenemos que

N 1
(Z |(en,aj)\2) * < |z|, para todo z € H;. (6.5)
n=1

Asi pues, teniendo en cuenta (6.5), concluimos que para p > 2,

1 3
sup (Z] €n, T P < sup (Z| €n, T ) <1, (6.6)

ll=]|=1 [J]l=1

mientras que para 1 < p < 2, empleando la desigualdad de Hélder, concluimos que

N —p/2 p/2\ 1/p
o (et < s (32170 (Sl
n=1

[[]l=1  Jal=1
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N

< N3 sup (3 [(ea, @) )" < N

lell=1"5 =

[SIE
'txM—‘
m\»—t

(6.7)

Las desigualdades (6.4), (6.6) y (6.7) impiden que existe ¢ € R* satisfaciendo (6.2);
luego T ¢ I1,(Hy, H3), en contradiccion con la hipdtesis inicial. O

En realidad, si H es un espacio de Hilbert, entonces
IL,(H) = S3(H), paratodo 1l <p < oo.

Para p = 2, la demostracion de dicha igualdad es relativamente elemental. Sin embargo,
para 1 < p < oo, la prueba es mas complicada: involucra funciones de Rademacher y
emplea la desigualdad de Khinchin. Dicha prueba, debida al matematico polaco A. Pel-
czynski, puede consultarse en [5].

Teorema 6.9 (II,(H) = S2(H)).
Tenemos que 1lo(H) = So(H) y [|T||2 = 12(T') para todo T € So(H).

Demostracion.
SQ(H) C HQ(H)

Dado T € Sy(H), consideremos su representacion de Schmidt (Teorema 2.17); esto es
Tr = an (x,uy)v,, paracadax € H,

para ciertos conjuntos ortonormales (t,)nen ¥ (Un)nen en H.
Sea ahora (z;)F_, C H un conjunto finito arbitrario. En tal caso,

k 00
Z | Tx||* = Z H an (@4, Up ) Up g Zan(T) (25, up)|?
i—1 n—1
k k
= an(T)QZ| x5, up) |2 < an sup Z | f ()2
n=1 i=1 ‘J‘CfGHX*I i=1

I1fll=1

luego ahora ya es claro que T € IIo(H) y que IIx(T") < ||T||2-

I,(H) C S(H)

Sea ahora T € Ily(H). En virtud de la Proposicion 6.8 anterior, ya sabemos que T
es compacto; basta entonces probar que Y oo, [|Te;||* < oo para alguna base de Hilbert
(ei)ieN de H.

Sea (e;);eny una base de Hilbert de H. En tal caso,

ZHT€1||2 < IIy(H)? sup <Z|f e;) ), para todo n € N.

fexr
=1
Hfll 1
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En particular, considerando y € H tal que ||y|| = 1 y el funcional f: H — C dado por
f(z) = (z,y) para cada x € H, tenemos que

Do)l =) ey <yl = IFIP =1
i=1 =1

y entonces,

> |ITei||* < T(T)?,  para todo n € N,

de donde dedducimos finalemnete que
> Teil* < Thy(T)
i=1

es decir, T € So(H) y

||T||2—(Z||Tez||) < TI(T). =

Dado n € N, denotaremos por 7, a la n-ésima funcion de Rademacher; es decir,

2" —1

ra(t) = Z (=1)*X(@-nka-n@i1)(t), para cadat € [0,1],
k=0

donde x4 denota a la funcién caracteristica del conjunto A C R.

Teorema 6.10 (desigualdad de Khintchine).
Paral1<p<ooey; € Cconl<i<N, setiene (ver [{, Theorem 265]) que

N 9 1 N P 1 N 9
(S f) = (f [ S rwu] @) <5 (S nr),
n=1 n=1 n=1

donde A, y B, son las constantes de Haagerup (ver [18]). En particular, A, = /2.

Nota 6.11 (interpretacion de la desigualdad de Khintchine).
Considerando cualquier particion P € P([0, 1]) més fina que la “particion uniforme del
intervalo [0, 1] de norma 1/2"”, tenemos que

/\zrn |

n=1

N

1 2 N P
dt =55 > >t
k=1 n=1

(6.8)

1 2NN »
= 5% 2| 2w
k=1 n=1
Es decir, la tltima expresion de (6.8) es el “valor esperado® de |01y; +02y2+- - - +Onyn|?

cuando escogemos los signos ¢; = +1 para 1 <1 < n al azar.

Teorema 6.12.
So(Hy, Hy) = 11,(Hy, Hy) para todo 1 < p < oc.

64



Demostracion.
Dado T € I1,(Hy, Hy) U S2(Hy, H), sabemos que T' € K(Hy, Hy). Consideremos en-
tonces la representacion de Schmidt (Teorema 2.17) de T,

Tx—an (x,en)e, para cada x € Hj.

I1,(Hy, Hy) C Sy(Hy, Ha)
Dado N € N, para cada 0 < k < 2V — 1, definimos

N
T = Zﬁlﬁen, con rﬁ =r,((2k + 1)2—(N+1)) sil<n<AN.

n=1

En tal caso,

N N N 1
| Txg|| = H ZrﬁT@n = H Zrﬁ)\n&tn = (an(Tf) g
n=1 n=1 n=1

de donde concluimos que

(221 o)’ =23 (S sum?) (6.9

Por otra parte,

(@) = | 3 vk en)

n=1

» (k+1)2-N =N »
:2N/ S e d
k

2—N

n=1

y entonces

Asi pues, en virtud de la desigualdad de Khinchin,

<2§1|(xk71’)|l’>; < 2p (Z| (x,en) ) < 2pA ||xH (6.10)

donde A, es una constante que depende de p.
Comparando (6.9) y (6.10) con (6.2), concluimos que

N
2%(2)@) <csup<2|xk, |p) <cAp2%-
n=1

llzfl=1

es decir,

N
(Z sn(T)2> < cA,, paratodo N €N,
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de donde se sigue que T € Sy(Hy, Hs).

82(H17H2) C Hp(H17H2)
Puesto que T' € Sy(Hy, Hy),
A= (D su(r 2) < +o0.
n=1

Dada una sucesion (z,,)men de vectores de Hy, si

o
:AIZrn T)e, € Hy, paracada0 <t <1,

n=1

entonces ||b(t)|| = 1 para todo t € [0, 1]; luego

sup Z |(zm, )| > sup Z ‘(:pm,b(t))‘ > A_l/ Z Tn(t)Sn(T)(Tm, €n)| dt
llzll= =1 OStSIm:I 0 m=1 n=1
CS) 1. o0
e / ‘Zrn(t))\n(xm,en) dt
m=1"0 n=1

( Z (Z/\ |(Zm, en) >
-1 Z | T2l (6.11)

donde en la tercera linea hemos invocado desigualdad de Khintchine.
Por tanto, ya hemos probado que Sy(Hy, Hy) C 11y (Hy, Hs).

Dado p > 1, si ¢ = p(p — 1)71, por dualidad

(i ]cmV’); = __sup Z [tmCml;
m=1

—1 ltml1=1

luego, teniendo en cuenta (6.11),

[e’s) 1 )
(S ITwalr)” = sup I Ttz
mZ::l Z:nozl [tm]91=1 mZ::
<Vv3A sup sup ZI (tnm, @

2 m=1 [tm|1=1]z||= 1m 1

= V/3A sup sup Z [t (Tm, T
lzl=13"0= [Em]9= =1
1

= V3Asup (ZI Ty T >7,
llzll=1
de donde concluimos que Sy(Hy, Hy) C I1,(Hy, Hy) para todo p > 1. ]
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6.2. Interpolacion de espacios de Banach

En analisis funcional, un espacio de interpolacion es un espacio intermedio entre dos
espacios de Banach dados. Para construir dichos espacios intermedios, hoy en dia son
conocidos numerosos métodos; uno de ellos es el conocido como K-método (ver [2]).

A continuacion, probaremos que las clases de Schatten-von Neumann interpolan bien
si empleamos el K-método.

Para ello, debemos comenzar por introducir el K-funcional de Peetre.

Definicion 6.13. (K-funcional de Peetre & interpolacion)
Sean (Ao, || |la,) ¥ (A1, ||-]la,) dos espacios de Banach tales que Ay C A;. Definimos
entonces:

(a) el K-funcional de Peetre como la aplicacion K: (0, +00) x A; — R dada por,

K(t,a) = K(t,a; Ag, A1) = Inf{||la — apl|a, + t||ac|| 4, : a0 € Ao};

(b) paracada 0 < <1y 1l<gq< o0, el espacio de interpolacién (Ag, A;)g, como
® (At
(Ao, Aog = {a € Avlallog = (| (FK(ta)'T)" < oo},
0
Para entender el comportamiento del K-funcional de Peetre, consideremos los espacios
de Banach Ay = C?([0,1],R) y A; = C([0,1],R), donde

1 llag = I lloe + 1 Moo + 1 oo ¥ N llay = [1f lloc-

Asi, si f € Ay es unha “funcion picuda” (por ejemplo, lineal a trozos), el valor de || fol| 4,
(a quien es habitual referirse como regularizacidn) mide la curvatura (o regularidad) de
fo, mientras que el valor de ||f — fo||a, (a quien es habitual referirse como fidelidad) mide
la cercania de fy a f en el espacio A;.

Asi, cuando en la Definicion 6.13 (b) anterior introducimos el espacio de interpolacion
(Ao, A1)oq, lo que estamos exigiendo es una condicién sobre el comportamiento del K-
funcional de Peetre cuando ¢t — 0.

Lema 6.14 (propiedades del K-funcional de Peetre).
(a) si Ag es denso en Ay, entonces K(0,a) = 0;
(b) K(t,a) < ||alla, para todo a € Ay;
(¢) para cada a € Ay, la funcion t € (0,+00) — K(t,a) € R es creciente.
(d) t K(1,a) < K(t,a) para todo t € [0,1];

(e) para 1 < g < oo, tenemos que

/Ooo(teK(t,a))q%z/o (tHtK(l,a))q%—l-/loo(tGK(l,a))q%. (6.12)
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Demostracion.
Las propiedades (a), (b) y (¢) son una consecuencia inmediata de la definicion del
K-funcional de Peetre.

(d)

Para ¢t = 0 el resultado enunciado es trivial. Para ¢t € (0,1] y ag € Ao, tenemos que

1
K(1,a) < lla = aolla; +[laolla, < +(lla — aolla, + tllao]la,),

de donde deducimos que tK(1,a) < K(t,a).
()

Consecuencia directa de las dos propiedades anteriores. O

Nota 6.15. Teniendo en cuenta la desigualdad (6.12), deducimos que una condicion
necesaria para la finitud de ||a|lg, es que 1 —0 <0y 6 > 0, es decir, 0 < 6 < 1.

El siguiente concepto juega un importante papel en la teoria de interpolacion de es-
pacios de Banach.

Definicién 6.16 (reordenamiento no creciente).
Dada una sucesion de escalares (x,),en, escribiremos (x)),en para indicar su reordena-
miento no-creciente. Es decir,

z, =inf{e >0: #{k e N: |z;| > e} <n}, paracadanecN.

Para probar un resultado sobre interpolaciéon de clases de Schatten-von Neumann
necesitaremos dos resultados auxiliares.

Lema 6.17 (K- funcional de Peetre).
K(t,T;81,5x) = K(t, (50(T))nen: b1, b)), para todo t € (0,00).

Demostracion.
Sea T € S, vy sea

Tz = Z Sn(T)(x, up)vp

n

su descomposicion espectral.

A continuacion, escribimos la sucesion de niumeros singulares como ($,(7T))peny =
(n)nen + (Bn)nen, donde (ap)nen € €1V (Bn)nen € foo. Dicha factorizacién nos per-
mite escribir 7' = Ty + 11, donde los operadores Ty y 77 € B(H) estan definidos, para
cada x € H, como

Tox = Zan(:c,un)vn y Tw= Zﬁn(l’a un)vw
n=1

n=1
En tal caso, s,(Ty) = |af| v sn(Th) = |B]; esto es, Ty € S1(H), T1 € So(H) y ademas,

o0

1Tolli = Y lanl = len)nenlls v 1 T1lloe = sup{[Bal} = [[(Bn)nenloc-

n=1

Por tanto, ya hemos probado que para t € (0, 4+00),

K(t>T§ 817800) < K(t7 (SH(T>)n€N§€17€OO)- (6'13)
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Por otra parte, si T =Ty + 1 con Ty € S1(H) y T1 € Soo(H), considerando

ap, =min{s,(T),s,(To)} v Pn=méx{0,s,(T) — s,(To)},

obtenemos que (5,(7"))nen = (n)nen + (5n)nen, satisfaciéndose ademas que

() nenlly < 1 Tolls [[(Bn)nenlloe < [Tl

$n(T) = su(To + T1) < sn(To) + [T -
Por tanto, para t € (0, 400),
K(t, ($n(T))nen; l1,loo) < K(t,T5S81, Sc0)- (6.14)
Asi pues, la desigualdad enunciada se sigue ahora de (6.13) y (6.14). O

Lema 6.18.
Sea (0,)nen una sucesion acotada tal que o1 > 09 > -+ > 0. Entonces

K(n7 (Uk>k€N;€17£oo) = ZO’Z'.
=1

Demostracion.
Factoricemos la sucesion (oy)gen como (o )ken = (Mk)ken + (fr)ken, donde

(Mk)ken = (01 — On, 02 — Opy oo o, O — 04, 0,0,..0)

(l’bk’)kEN = (Unv Ony+++30n,0n+1,0n42, .- )

En tal caso,

n—1 n
K(n, (o) ken; 1, loo) < (Za,- —(n— 1)an> +no, = Zai.
i=1 =1

Por otra parte, si (0k)ken = (Mk)ken + (r)ken, con (M)ren € 4 Y (f)ren € oo,
entonces

Yoo <D Il ) Il < Ml dwenlls +nll () kenloo- O
i=1 i=1 i=1

Teniendo en cuenta el Lema 6.17 y el Lema 6.18, concluimos que

n

K(n,T)=>) s/(T), paratodon€N. (6.15)

i=1
Ahora si, ya estamos en condiciones de enunciar y probar el siguiente resultado.

Teorema 6.19 (interpolaciéon y clases de Schatten-von Neumann).
Sean 1 <p<ooy0<6<1conl/p=1-—40. Entonces

(Sla 300)9,12 - SP(H)

con equivalencia de normas.
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Demostracion.
Para T € (S1,Sx)o,p, tenemos que

1

ITllo, = (/Ooo(t"K(t,T))p%)p <00 —> ([m(teK(t,T))p%); < o0,

o equivalentemente,

(i(n_gK(n,T))pn_l>; < 00.

Ademas, teniendo en cuenta que —0 = 1/p — 1y (6.15),

<i(n_9K(n,T))Pn_l>; _ (in(% isi(T))pn-l)

3=

(ST ) = (Se) < im,

donde en la segunda linea hemos empleado la monotonia de la sucesion (s,(7T))pen. O

En realidad, puede probarse que (S1,S8x)s, C Sp(H). Para mas informacion sobre
interpolacion de espacios de Banach y resultados similares al que acabamos de probar,
puede consultarse [12].

6.3. Dos problemas interesantes

Cerramos esta memoria comentando dos cuestiones realmente interesantes.

Problema 6.20 (Traza para operadores nucleares).
Sea X un espacio de Banach y T € Ni(X) un operador nuclear.
¢Podemos entonces definir la traza de T como

T = | full [lun]
n=1

o depende dicho valor de la representacion nuclear escogida?

Una respuesta parcial a la cuestion anterior fue dada por A. Grothendieck en [17],
quien probd que la traza de todo operador T" € Ni(X) esta bien definida si y solo si el
espacio de Banach X satisface la “propiedad de aproximacion”

para cada conjunto compacto K C X y cada € > 0, existe un operador
de rango finito F tal que |z — Fx| <e siz € K.

En su momento, dicha respuesta no solucionaba completamente el Problema 6.20 anterior,
pues no se sabia si existian espacios de Banach X sin la propiedad de aproximacion.

En 1972, el matemaético sueco P. Enflo probo (ver [15]) que existian espacios de Banach
que no satisfacen la propiedad de aproximacion. Por tanto, ahora ya sabemos existen
espacios de Banach en los que la traza de un operador nuclear no esta bien definida.

Cabe mencionar que, tal y como proboé el mismo Grothendieck, la existencia de espacios
de Banach sin la propiedad de aproximacion es equivalente a que el siguiente problema
(propuesto originalmente por S. Mazur en 1936 en el Libro Fscocés) tenga respuesta
negativa. Para mas informacion sobre el Problema 6.20 anterior, consultar [22].
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Problema 6.21 (Problema 153 del Libro Escocés).
Sea f € C([0,1] x [0,1],R) y e > 0.
¢FEzisten s;, t; € [0,1] con 1 <i<nyc €R con1<i<n demodo que

n

[F(s.) =D cif (s, t) f(s,t:)| <7

i=1

Otra cuestion muy interesante es la siguiente.

Problema 6.22 (Problema de Lidskii).

Sean: H un espacio de Hilbert separable y de dimension infinita, (e,)nen una base de
Hilbert de H, T' € S1(H) y (An)nen la sucesion de autovalores de T contados de acuerdo
con su multiplicidad.

¢ s entonces cierto que

tr’l = i(Ten, en) = i An? (6.16)
n=1 n=1

Por supuesto, si T' € S1(H) es autoadjunto (o normal), entonces la respuesta es afir-
mativa, pues en tal caso —en virtud el Teorema espectral correspondiente— el operador
diagonaliza. Sin embargo, responder a tal pregunta para operadores traza arbitrario es
realmente complicado.

Nuevamente, el matematico francés A. Grothendieck fue capaz de probar en 1951 que
si X es un espacio de Banach y T' € Ny/3(X), entonces (6.16) es cierto. Posteriormente,
se probo que la constante 2/3 es Optima, pues en el espacio de sucesiones ¢; (espacio de
Banach con la propiedad de aproximacion) existe un operador T para el que

i A 0T
n=1

Resulta curioso que A. Grothendieck no estudiara el caso hilbertiano. Habria que
esperar entonces a que el matematico ruso V. Lidskii probara (ver [21]) en 1950 que
(6.16) es cierto para todo operador traza T' € S;(H). Tal demostracion emplea resultados
avanzados de variable compleja.
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