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Resumo

As formas diferenciais, introducidas por Elie Cartan, son obxectos que aparecen de
forma natural en cilculo multivariable, xeometria diferencial e fisica. O obxectivo deste
traballo é estudar algunhas nociéns elementais sobre as formas diferenciais en variedades
diferenciables. As formas diferenciais definense como secciéns diferenciables de certos fibra-
dos vectoriais, e tenen estrutura de alxebra exterior graduada. Estudamos algiins operado-
res lineares que son derivaciéns e antiderivacions da alxebra exterior das formas diferenciais
e dependen s6 da estrutura diferenciable da variedade: a diferencial exterior, a derivada
de Lie con respecto dun campo de vectores e o produto interior ou contraccién cun cam-
po de vectores; estudamos tamén as relacions entre estes operadores. Analizamos ademais
como a diferencial exterior da lugar a certos espazos vectoriais asociados functorialmente

ca variedade, o que leva 4 cohomoloxia de De Rham.

Abstract

Differential forms, introduced by Elie Cartan, are objects that occur naturally in mul-
tivariable calculus, differential geometry and physics. The goal of this work is to study
elementary facts concerning differential forms on manifolds. They are defined as differen-
tiable sections of certain vector bundles and have an algebraic structure of graded exterior
algebra. We study some linear operators which are derivations or anti-derivations of the
exterior algebra of differential forms and depend only on the differentiable structure of
the manifold: the exterior derivative, the Lie derivative with respect to some vector field
and the interior product or contraction with a vector field; we also study the interaction
between these operators. We analyze as exterior differentiation gives rise to some vector

spaces functorially associated with the manifold and leads to de Rham cohomology.
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Introducién

No estudo das variedades diferenciables aparecen de maneira natural as formas dife-
renciais. Unha forma sobre unha variedade consiste nunha asignaciéon dunha aplicaciéon
multilinear antisimétrica a cada punto da variedade, tal como un campo de vectores con-
siste en facer corresponder a cada punto un vector tanxente. As formas diferenciais deben
cumprir ademais con certas condicions de regularidade. O xeito de definilas dun modo
preciso facilitase a través de obxectos relacionados coas variedades de partida que postien
estrutura tanto de espazos fibrados como de variedade diferenciable; estes son o fibrado

tanxente para os campos e os fibrados exteriores para as formas diferenciais.

O proposito desta memoria é facer unha introducion ao estudo das formas diferenciais
sobre unha variedade diferenciable como secciéns de fibrados exteriores da variedade, e
as stas derivacions e antiderivacidons. Analizaranse, en particular, os operadores produto

interior e derivada de Lie respecto de campos de vectores e a diferencial exterior.

No primeiro capitulo presentamos algunhas nociéns béasicas da teoria de variedades
diferenciables que se necesitan para o estudo do resto do traballo. Estes resultados xa
foron vistos no grao en mateméticas, na materia optativa "Variedades Diferenciables",

polo que non incluimos as demostraciéns dos resultados que se ponen de relevo.

Comezamos o segundo capitulo cun estudo sobre os espazos fibrados vectoriais. A nocién
de espazo fibrado é importante en topoloxia e en xeometria diferencial, e tamén en fisica,
xa que os campos de tensores que aparecen en modelos fisicos poden verse como secciéns
de certos fibrados. Se a cada punto p dunha variedade diferenciable M se lle asocia un
espazo vectorial E, isomorfo a un espazo vectorial real fixo F' de dimensién finita cunha
certa condicién de compatibilidade, o conxunto unién E = Up E, acada unha topoloxia
e unha estrutura diferenciable coa que se converte nunha variedade diferenciable, cunha
proxeccion 7 sobre a variedade M. Tense asi un espazo fibrado vectorial £ = (E,m, M, F),
onde F' ¢ a fibra tipica, mentres que £, é a fibra sobre p; tamén se acostuma a chamar
espazo fibrado vectorial ao seu espazo total E. No caso particular no que cada fibra £,

¢ o espazo tanxente T,(M) tense o fibrado tanxente T'(M); as stas seccions, é dicir, as
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X INTRODUCION

seccions da proxeccion natural 7w: T'(M) — M son os campos de vectores sobre M. Os
campos de vectores diferenciables tamén se poden interpretar como derivaciéns da alxebra
F(M) de funcions diferenciables reais da variedade, o que da lugar a unha operacion
importante denominada produto corchete ou corchete de Lie, que combina dous campos de
vectores diferenciables X e Y para construir outro campo de vectores diferenciable [X,Y].
Consideramos os fluxos locais asociados a un campo de vectores, que se poden pensar como
familias de curvas parametrizadas (as curvas integrais) que son tales que os seus vectores

tanxentes son os vectores que define o campo.

No terceiro capitulo introdticense os espazos £F(M) de formas diferenciais de grao k
sobre unha variedade M para cada enteiro k > 0 e a alxebra exterior £*(M) = @ E¥(M)
de todalas formas diferenciais sobre M. A partir dos espazos duais T;‘(M ) dos espazos
tanxentes en cada punto p de M obtense o fibrado cotanxente T (M), e as stias seccions
son as formas de grao 1. As formas de grao 0 son as funciéns reais diferenciables, £°(M) =
F(M), e as suas diferenciais son formas de grao 1. Para introducir as formas de grao
k > 1 constriese previamente o fibrado exterior A*T'(M), onde a fibra en cada punto
p € M é o espazo vectorial das k-formas lineares /\k(Tp(M )), é dicir, das aplicacions
multilineares antisimétricas Ty (M) x ¥ x T,(M) — R; en particular, A'T(M) = T*(M).
O conxunto de todalas seccions diferenciables do fibrado exterior A*T(M) é EF(M), asi
que, como diciamos arriba, os elementos de £'(M) son as secciéns diferenciables do fibrado
cotanxente T%(M). As formas de grao k pédense sumar e multiplicar por escalares reais
e por funciéns, co que cada EF(M) é un espazo vectorial real e un moédulo sobre o anel
F(M); ademais tense un produto exterior dunha forma w de grao r e unha forma n de
grao s para dar lugar a unha forma w A 7 de grao r + s e, ao estender este produto
exterior a £*(M) por bilinearidade, o espazo vectorial suma directa £*(M) transformase
nunha &lxebra graduada anticonmutativa sobre R, que é a alxebra exterior das formas
diferenciais sobre M. E interesante resaltar que as formas diferenciais tefien expresions
locais en coordenadas a partir de funciéns diferenciables e as stias diferenciais; en particular
as formas diferenciais de grao 1 estdn xeradas localmente polas diferenciais das funcions,
asi que, por medio do produto exterior de formas de grao 1 obténense localmente as formas
de calquera grao. Por outra banda as formas de grao 1 son obxectos duais dos campos
de vectores e tefien sobre os campos a vantaxe da functorialidade, que se segue de que
cada aplicacion diferenciable entre variedades f: M — N induce dun xeito natural un
homomorfismo de alxebras graduadas f*: E*(N) — £*(M).

No cuarto capitulo definense as derivacions e antiderivacions da alxebra exterior £*(M),
e demostrase que son operadores locais que estan completamente determinados pola sia

accion sobre as funcidns diferenciables e sobre as diferenciais das funcidéns. Isto facilita o
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estudo de tres casos moi importantes:

» O produto interior (ou contracciéon) Lx por un campo de vectores diferenciable X

sobre M, que é unha antiderivacién que diminie en 1 o grao das formas diferenciais.

= A derivada de Lie Lx respecto dun campo de vectores diferenciable X sobre M, que

é unha derivacion que mantén o grao das formas diferenciais.

= A diferencial exterior d, que é unha antiderivaciéon que aumenta en 1 o grao das formas
diferenciais e que esta caracterizada pola chamada “férmula méaxica de Cartan” ou
identidade de Cartan:
Lx=dolx+Lxod.

Tense a relacion d? = 0, que é outro modo de establecer o teorema de Schwarz da igualdade
entre as derivadas parciais cruzadas. Se f: M — N é unha aplicaciéon diferenciable entre
variedades entén do f* = f* od, que significa que a diferencial exterior, que é un operador
definido exclusivamente a partir da estrutura diferenciable da variedade, é invariante polas
aplicacions diferenciables entre variedades. Por este caracter invariante, moitas das ecua-
cions da fisica e da xeometria preséntanse de maneira sinxela ao expresarse en termos da
diferencial exterior. A diferencial exterior permite ademais definir as formas pechadas e as
formas exactas e leva a considerar os grupos de cohomoloxia de De Rham H¥(M), k > 0.
Toédalas formas exactas son pechadas e H*(M) mide ata que punto as formas pechadas de
grao k son exactas. Por dltimo probarase o lema de Poincaré, que afirma que para calquera
aberto estrelado U de R" , H*(U) = 0 para cada k > 1 e que toda forma pechada de
grao > 1 sobre calquera variedade diferenciable é localmente exacta.

Para o presente estudo seguimos principalmente os libros de Lee [9], Tu [15] e Matsus-
hima [10], e tamén utilizamos os textos de Greub, Halperin e Vanstone [7] na seccion de
fibrados vectoriais, asi como os de Aubin [I], Godbillon [6], Pham [12] ou Morita [11] en
canto & alxebra exterior £*(M) e as suas derivacions e antiderivacions. Incliense tamén
as referencias aos libros de Burke [3], Frankel [4], Gockeler e Schiicker [5], e Rudolph e
Schmidt [I3], 14], onde se pode apreciar a utilizacion das formas diferenciais en relacion

tanto coa fisica clasica como coa fisica moderna e tamén a enxenaria.






Capitulo 1

Variedades diferenciables

Imos comezar fixando a terminoloxia que necesitaremos sobre as variedades diferencia-
bles. As variedades podemos pensalas como obxectos que se comportan localmente como os
espazos euclidianos, o que faré que sexa posible desenvolver nelas os conceptos elementais

do calculo diferencial.

1.1. Introducién as variedades diferenciables

e 1.1. (Variedades topoldzicas e variedades diferenciables)

Unha variedade topoldrica de dimensiéon n > 1 é un espazo topoloxico Hausdorff que é
localmente euclidiano de dimension n (¢ dicir, cada punto de M ten unha veciianza aberta
homeomorfa a un aberto de R™).

Para definir a diferenciabilidade en M necesitaremos pasar localmente a R™. Isto faise
tendo en conta que nunha variedade topoléxica poden considerarse cartas (U, ), cada
unha delas formada por un aberto coordenado U C M e un sistema de coordenadas p,
que é un homeomorfismo ¢: U — U, onde U é un aberto en R™. As correspondentes
funciéns coordenadas son x' = r’ o p, onde r': R — R é a proxecciéon i-ésima, asi que
o= (z',...,2"). Se p € M estd en U tamén se di que (U, ¢) é unha carta en p ou que ¢
€ un sistema de coordenadas en p.

Para ter unha boa definicién de funcién diferenciables compre que sexa independente
das cartas usadas, o que se pode conseguir esixindo unha certa compatibilidade entre elas.

Se (U, ¢) e (V,1) son duas cartas sobre M tales que U NV # (), a aplicacion

Yot =Payv o () jewnv): P(UNV) — p(UNV)

entre subconxuntos abertos de R™ é un cambio de cartas ou cambio de coordenadas. Dtas

cartas (U, ¢) e (V,1)) sobre M son compatibles se UNV = () ou, noutro caso, os cambios de

1



2 CAPITULO 1. VARIEDADES DIFERENCIABLES

e ¢ o1~ son aplicacions C*. Unha familia de cartas (I sobre a variedade

cartas ¥ o~
topoloxica M é un atlas sobre M se (i) os seus abertos coordenados cobren M e (ii) cada
dias cartas en @ son compatibles.

Un atlas é todo o que se necesita nunha variedade topoldxica para convertela nun obxec-
to diferenciable. Pode suceder que dous atlas distintos sobre unha variedade topoloxica M
den lugar 4 mesma nocién de diferenciabilidade. Isto sucedera se as cartas dos dous atlas
(1 e B son compatibles entre elas (é dicir, se QU B tamén é un atlas sobre M), o que define
unha relacion de equivalencia no conxunto de toédolos atlas sobre M. Diremos entén que
dous atlas (@ e B cumprindo esta propiedade son equivalentes. Unha clase de equivalencia
[A]~ para esta relacion é unha estrutura diferenciable sobre M.

Un atlas sobre M é un atlas completo se non esta contido en ningtn outro atlas sobre M.

Calquera atlas 0 = {(Ua, goa)}a ca €sta contido nun tnico atlas completo Oy, que é
Qo = {(U, p) carta sobre M | (U,¢) e (Ua,pa) son compatibles Vo € A};

ademais gy é a union de todolos atlas da estrutura diferenciable [(].

Unha variedade diferenciable M de dimension n é unha variedade topoldxica de dimen-
sibn n xunto cunha estrutura diferenciable [d]s (ou, equivalentemente, cun atlas comple-
to (p); formalmente, é un par (M, [0]«), e tamén dicimos que a estrutura diferenciable
de M esté definida polo atlas @. Un atlas da variedade diferenciable M é un atlas calquera

na sda estrutura diferenciable, as cartas de M son as cartas no seu atlas completo.

e 1.2. (Aplicacion diferenciable entre variedades diferenciables)

Sexan M e N duas variedades diferenciables de dimensiéns n e n’, respectivamente,
e f: M — N unha aplicacion. Se (U, ) é unha carta de M, (V,4) unha carta de N, e
f(U) C V, a aplicacion

Yo fop i pU) CR" — (V) CRY

¢ unha expresion local de f (respecto de (U,p) e (V,4)). Se p € U, tamén se di que
Yo f oy~ éunha expresion local de f en p.

Diremos que unha aplicacion f: M — N entre variedades diferenciables é diferenciable
se para cada p € M existe una expresion local 1o fop™! de f en p que é unha aplicacién C>
entre os abertos ¢(U) e ¢(V), polo que todalas expresions locais de f son C*°. A aplica-
ciéon f é un difeomorfismo se é bixectiva e tanto f como f~! son diferenciables. Neste caso

dicimos que M é difeomorfa a N.

e 1.3. (Subvariedades abertas)
Cada subespazo aberto non baleiro W dunha variedade diferenciable M ¢ unha va-

riedade diferenciable da mesma dimensiéon que M coa estrutura diferenciable definida por
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un atlas obtido ao cortar as cartas de M con W e restrinxir os sistemas de coordenadas &

interseccion con W, é dicir, se (@ é un atlas de M entén
é un atlas que define 4 estrutura diferenciable da subvariedade aberta W de M.

e 1.4. (A variedade diferenciable R™)

O espazo topoldxico euclidiano R™ coa estrutura diferenciable definida polo atlas (I =
{(R",idgn)} é unha variedade diferenciable de dimension n, e idgn = (r!,...,7") é o sis-
tema de coordenadas identidade de R™, onde as 77/ : R — R son as proxecciéons canénicas.
O atlas completo Uy de R™, de acordo coa descriciéon xeral a partir dun atlas calquera
nunha variedade diferenciable en é a familia de todolos pares (U, ) de abertos U
en R™ con difeomorfismos (C*°) de U nalgin aberto en R™.

En particular, cada aberto non baleiro W de R™ é unha variedade diferenciable de
dimension n, e a sta estrutura diferenciable esté definida polo atlas Gy = {(W,idw)},
e tamén escribimos idy = (r!,...,7"). As veces, tamén poiiemos idy = (z!,...,2"), ou
idy = (z,y) se W é un aberto en R2, ou idy = (z,y, 2) se se trata dun aberto en R3. Se
n = 1, tanto R como calquera aberto I C R son variedades diferenciables de dimensién 1
coa estrutura diferenciable definida polo atlas (I,idy), onde id; = (7).

A diferenciabilidade dunha aplicacion entre subvariedades abertas de espazos euclidia-
nos equivale & diferenciabilidade C'* no sentido usual entre os correspondentes abertos

euclidianos.

e 1.5. (Os espazos vectoriais como variedades diferenciables)

Se F' & un espazo vectorial sobre R de dimension finita & > 1, unha base {uy, ..., ug}
de F define un isomorfismo ¢: F' — R* por ¢(u;) = e;, i = 1,...,k, onde {ey,...,ex} ¢ a
base canoénica de R¥. O isomorfismo ¢ permite dotar a F' dunha estrutura de variedade
diferenciable de dimension k (difeomorfa a R¥ e que ¢ independente da base de F), para a
que (F,1) é unha carta e {(F,v)} é un atlas. Ademais, o sistema de coordenadas (global)
Yde Féev=(z"...,2F), onde {z',...,2F} ¢ a base dual de {uy,...,uz}.

e 1.6. (Variedades produto)

Sexan M e N variedades diferenciables de dimensions n e n/, respectivamente. Se
A= {(UasPa)}aca ¢ un atlas de M e B = {(V;,9i)};c; ¢ un atlas de N, enton A+ B =
{(Uq % Vi, a0 X 1/%)}(&’7;)614“ ¢ un atlas no espazo topoloxico produto M x N, que é unha
variedade topoloxica de dimension n + n/. Coa estrutura diferenciable definida polo atlas

A * B, este espazo convértese nunha variedade diferenciable, que é a variedade produto de
M e N.
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e 1.7. (Os sistemas de coordenadas como difeomorfismos)

Se M é unha variedade diferenciable de dimensién n, U é un aberto en M, U é un aberto
enR"ep: U — U é unha aplicacion bixectiva entén, de acordo con e , (U, ) é unha
carta (no atlas completo) da variedade diferenciable M se, e s6 se, ¢ é un homeomorfismo
e os cambios de coordenadas coas cartas dun atlas de M son aplicacions C'°. Agora ben,
dado que U pode considerarse como unha subvariedade aberta de M e U o é de R™ e toda
aplicacion diferenciable entre duas variedades diferenciables é continua tense que (U, ) é
unha carta de M se, e s6 se, a aplicacion bixectiva p: U — U entre variedades diferenciables

é un difeomorfismo.

e 1.8. (A dlzebra F(M) das funcions reais diferenciables)

Se f: M — R e unha aplicacién definida nunha variedade diferenciable n-dimensio-
nal M, podense considerar expresion locais de f da forma f o ™! para as cartas (U, ¢) de
M e (R,idgr) de R e, de acordo con a funcién f: M — R é diferenciable se, e s se,
para cada p € M existe unha expresion local fop~t: o(U) — R de f en p € U do aberto
©(U) C R™ en R que é C™ e, polo tanto se, e s6 se, toda expresion local fo o~ ! de f
é C.

Posto que a suma, o produto por escalares e o produto de funcions reais diferenciables
tamén é unha funcién diferenciable, o conxunto de tédalas funcions reais diferenciables de-
finidas en M é un anel e un espazo vectorial real. Tamén é unha éalxebra sobre R (asociativa,

conmutativa e unitaria), que denotaremos con F(M).

e 1.9. (As curvas diferenciables nunha variedade)

Unha curva nunha variedade diferenciable n-dimensional M é unha aplicacién continua
a: I CR — M, onde I é un intervalo aberto (non necesariamente limitado).

De acordo co observado en [I.4] cada aberto en I, coa identidade, define unha carta
da variedade diferenciable R e da sta subvariedade aberta I. Logo, podemos considerar
expresions locais de a da forma p o a: a™1(U) C I — p(U) C R", onde (U, ) é unha
carta de M tal que (1) NU # . Asi pois, unha curva a: I — M é diferenciable se, e s6
se, para todo tyg € I existe unha carta (U, ) de M, con a(tg) € U, tal que ¢ o o é unha

aplicacién C™°, ou, equivalentemente, se, e s6 se, toda expresion local ¢ o o de o é C'°.

e 1.10. (Teorema de existencia de funcions meseta) Sexa M unha variedade diferenciable
de dimensiéon n, W un aberto en M e p € W. Entoén existe unha vecinanza compacta K

de p contida en W e unha funciéon f € F(M) coas seguintes propiedades, onde sop f =
{ze M| f(z)#0},
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0< f(z) <1 sex € M,
flx)=1 se x € K,
sop f C W,

sop f é compacto.

e 1.11. (Propiedade de extension local de funcions diferenciables)
Sexan M unha variedade diferenciable, W un subconxunto aberto de M e p € W. Se
h € F(W), existe unha vecifianza aberta V de p con clausura compacta V. C W e existe

unha funcién g € F(M) tal que gjy = hjy e se anula fora de W.

1.2. Vectores tanxentes

Para cada punto p € R™ podese definir o espazo tanxente a R™ en p como o conxunto
R) = {(p,v) | v € R"}, que ten a estrutura dun espazo vectorial de dimensién n. Con
esta definicion poderiase pensar, por exemplo, o espazo tanxente & esfera unidade S"~! en
p € S*! como o subespazo vectorial de R} formado por todolos vectores (p,v) tales que
v é perpendicular a p. Unha variedade diferenciable é, non obstante, un obxecto abstracto
que non consideramos en xeral dentro dun espazo euclidiano. Cémpre pois requirir dalgun-
ha definicién intrinseca de vector tanxente a un punto dunha variedade; a que nés imos
considerar é unha definicién alxébrica, suxerida pola forma de comportarse da derivada
segundo curvas diferenciables na variedade.

Se M é unha variedade diferenciable de dimensién n e p € M entén
Cp(M) ={a: (a,b) = M | —co < a <0 <b< 400, a curva diferenciable, (0) = p}

¢ o conxunto de todalas curvas diferenciables en M con punto inicial p. Cada o € Cp(M)

define unha aplicacion

Ag: F(M) — R

por

Aul(f) = (f 0 ) (0) = lim 2N = /()

t—0 t

)

que é a deriwada de f en p seqgundo a curva o. No caso particular p € M = R" se a

curva « describe a recta con punto inicial p na direccion de v € R, é dicir, a(t) = p + tv,
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Au(f) = Dy(f)(p) é a derivada de f en p segundo v. A aplicacion A, satisfai as seguintes
propiedades, para cada f,g € F(M) e a,b € R:

(a)  Aalaf +bg) = alalf) +bAu(g),
(b)  Aalfg) = Aalf) 9(p) + f(p) Balg),

Isto leva a seguinte definicion (véxase Lee |9, p. 54 |):

Definiciéon 1.12. Un wector tanzente a M nun punto p € M é unha aplicaciéon linear
v: F(M) — R que verifica a seguinte propiedade adicional (polo que tamén se di que é

unha derivacion en p):

v(fg) =v(f)g(p) + f(p)v(g)  f,g€ F(M).

Os vectores tanxentes a M nun punto forman un espazo vectorial real coas operacions:

(i) (v +w)(f) =o(f) +w(f),  {) (A-0)(f) = Av(f),

onde v e w son vectores tanxentes a M en p, A € Re f € F(M).
A este espazo vectorial chamarémolo espazo tanzente a M en p e denotarémolo por T),(M).

En particular, A, pertence a T,(M) para cada o € Cp(M).

e 1.13. (Comportamento local dos vectores tanzentes)
As seguintes propiedades, que son consecuencia da propiedade de derivaciéon en p dun
vector tanxente v € T,(M) e da propiedade de extension local de funcions diferencia-

bles amosan o caracter local dos vectores tanxentes nun punto:
(1) Se f,g € F(M) coinciden nunha vecinanza de p entéon v(f) = v(g);
(2) se f € F(M) é constante nunha vecinanza de p entéon v(f) = 0.

e 1.14. (A aplicacion tanzente)

As aplicaciéns diferenciables entre espazos euclidianos poden ser aproximadas linear-
mente nun punto pola diferencial da aplicacién nese punto. En xeral, non podemos falar
de aplicaciéns lineares entre variedades diferenciables, pero si entre espazos tanxentes, o
que nos vai permitir a definicién da diferencial nun punto (que chamaremos aplicacion
tanxente) dunha aplicacion diferenciable entre variedades. Para isto podemos pensar que
se consideramos unha aplicacion diferenciable f: M — N e un vector tanxente a M en
p € M que é a derivada A, segundo unha curva diferenciable o € Cp(M), o mais natu-
ral é facerlle corresponder o vector tanxente Ajfoo € Ty(p)(IN), € que a relacién entre as
dtas derivacions estd dada por Afeq(h) = Aq(ho f), se h € F(N). Isto leva a seguinte

definicion:
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Se M e N son variedades diferenciables e f: M — N é unha aplicacion diferencia-
ble, para cada p € M, q = f(p), a aplicacion tanzente a f en p é a aplicacion linear
fap: TpyM — Ty N definida por

Jip(0)(h) =v(ho f), veT,(M), he F(N).

A aplicacion tanxente & identidade idy/: M — M en p € M é a identidade idg,(5r), €
se f: M — N eg: N — L son aplicacions diferenciables enton (go f).«p = guf(p) © fip Para
cada p € M (isto é, a regra da cadea).

Como consecuencia destas propiedades functoriais, tense que se f: M — N é un difeo-

morfismo entén f,, é un isomorfismo para todo p € M, e (f_l)*f(p) = (fup) L.

e 1.15. (O espazo tanzente a unha subvariedade aberta)

Para relacionar o espazo tanxente a unha variedade diferenciable n-dimensional M nun
punto p € M co espazo euclidiano R™ son especialmente ttiles as cartas da variedade
no punto p. Unha cuestion técnica que debemos considerar é que, coa nosa definicion de
vector tanxente nun punto p € M, as funciéns diferenciables sobre as que acttia cada vector
tanxente v € T),(M) estan definidas en toda a variedade M, mais os sistemas coordenados
estéan definidos en abertos U C M. Agora ben, como consecuencia do comportamento local
dos vectores tanxentes , e utilizando a propiedade de extension local de funcions
diferenciables , tense un isomorfismo candnico:

Se W € unha subvariedade aberta de M e i: W — M € a inclusion, enton, para cada

p € W, a aplicacion tanzente iy, : T,(W) — T,(M) € un isomorfismo de espazos vectoriais.

Con este isomorfismo identificamos T,,(W) e T,(M) para cada p € W, o que significa
que cada vector tanxente v € T,(WW) é a mesma derivacién en p que 4,(v) € T,(M),
unha actuando sobre funciéns en W e a outra sobre funcions en M. Isto resulta obvio, xa
que unha derivacién en p s6 depende dos valores das funciéns nunha vecinanza de p tan
pequena como se queira, polo que calquera vector tanxente v € T),(M) podera aplicarse,

sen ningunha imprecision, a funciéns definidas en calquera vecinanza aberta de p.

e 1.16. (Unha base para o espazo tanzente nun punto)
Se (U, ¢) é unha carta dunha variedade diferenciable M de dimension n, con funcions
coordenadas z',..., 2", para cada funcién diferenciable real f definida nunha vecifianza

dun punto p € U denotamos

(g;i)p =Di(foe (), ie{l,....n},



8 CAPITULO 1. VARIEDADES DIFERENCIABLES

e chamamos (0 i)p 4 aplicacion (axi)p: F(M) — R definida por

00,0 =(55)

Consideramos a aplicaciéon

he: R™ — T, (M),

dada, para cada a € R™, por

he(a)(f) =d(foe ) (e(p)(a),  fe€F(M).

En particular, para os elementos eq, ..., e, da base canénica de R" tense

B (e)(f) = Dilf o 0™ (pl0) = (021), ().

para todo f € F(M), é dicir, para cada i = 1,...,n, (8xi>p = hy(ei) e é un vector
tanxente a M en p. E facil ver que os vectores (8x1)p, e (8xn)p de T},(M) son linearmente

independentes, asf que hy, é inxectiva; tamén se verifica que cada v € T,(M) se pode escribir

n

v = Z v(x?) (8xi)p,

i=1
do que se pode ver unha proba directa en Matsushima [10]. En resumo,

A aplicacion hj: R™ — T,(M) € un isomorfismo de espazos vectoriais, logo o espazo
vectorial real T,(M) ten dimension n. Ademats {(8$1)p, ey (Gxn)p} ¢ unha base de T, (M).

e 1.17. (A aplicacion tanxzente en coordenadas)

Se f: M — N & unha aplicaciéon diferenciable entre variedades diferenciables de di-
mensions m e n, respectivamente, a aplicacion tanxente fy,: T,,(M) — T,(N) nun punto
p € M, con q = f(p), pode representarse en termos da matriz jacobiana dunha expre-
sion local de f en p. Se (U, ) e (V,4) son cartas de M e N en p e g, respectivamente,

o= (z...,2™), v = (y',...,y"), tales que f(U) C V, para cada i =1,...,m, tense

~ (9 o f) i -
@), =30 (P20 @,), = L0t e £ o5 )6 0) 0),
j=1 p 7=1

asi que, con respecto &s bases {(0yi)p | i = 1,...,m} de T(M) e {(9yi)g | =1,...,n}
de T,(N), a matriz de f., é a matriz jacobiana D(¢) o f o p~1)(¢(p)) da expresion local
o fop™tenp(p).
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e 1.18. (O rango dunha aplicacion diferenciable nun punto)
Se M e N son variedades diferenciables f: M — N unha aplicaciéon diferenciable e p

un punto de M, o rango de f en p definese como

rang,(f) := rang(f«p) = rang D(¢p o f o 90_1)(80(19))7

onde 9 o f o p~! é unha expresion local de f en p.

1.3. Difeomorfismos locais, inmersiéns e submersioéns

Sexa f: M — N unha aplicacién diferenciable entre variedades diferenciables e p un
punto de M.

(a) A aplicacion f é un difeomorfismo local en p se existe unha vecinianza aberta U de p
e unha vecifianza aberta V' de f(p) tal que fiiy: U — V & un difeomorfismo. Polo teorema
da funcién inversa, isto equivale a que fip: T)(M) — Ty (N) sexa un isomorfismo, e a
que f tefia unha expresion local en p que é a identidade nun aberto euclidiano.

(b) f & unha inmersion en p se fiy ¢ inxectiva, o que equivale a que f teha unha
expresion local en p que é a inclusién nun produto de abertos euclidianos.

(c) f €& unha submersidn en p se f,, é sobrexectiva, o que equivale a que f tena unha
expresion local en p que é a proxeccion dun produto de abertos euclidianos nun deles.

A aplicacion f é unha inmersion se é unha inmersion en cada punto de M, e é unha
submersion se € unha submersiéon en cada punto de M.

Un embebemento regular é unha inmersion f: M — N que tamén é un embebemento

(é dicir, f é inxectiva e define un homeomorfismo de M en f(M)).

Observacion 1.19. Se M e M’ son variedades diferenciables e M x M’ é a variedade produto
de M e M’, tense:

(1) As proxeccions wm: M x M' — M e «’ : M x M’ — M’ son submersions.

(2) Sepe M, g € N, as aplicacions iq : M — M x M' e j, : M' — M x M’, dadas por

iqg(x) = (x,q) e jp(y) = (p,y), son embebementos regulares.

e 1.20. (Subvariedades regulares)

Se M e S son variedades diferenciables tales que S C M e a inclusiéon 4: S — M
é una inmersion, dise que S é una subvariedade de M; se, ademais, S é un subespazo
topoldxico de M, S é unha subvariedade reqular de M. Neste caso, para cada p € S, dise

que %, (T5(S)) é o subespazo de T,(M) tanzente a S.
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A caracterizacion local das inmersiéon como unha inclusién nun produto permite obter
o seguinte lema de factorizacion de aplicacions diferenciables a través de subvariedades
regulares:

Sexan L e M wvariedades diferenciables e S unha subvariedade reqular de M. Sezxa
g: L — M wunha aplicacion tal que g(L) C S, e go: L — S dada por go(x) = g(x) para

todo x € L. Enton g € diferenciable se, e so se, gy o €.

L%M

N

S

Como consecuencia do lema de factorizacion séguese que se S é un subespazo topoléxico
dunha variedade diferenciable M enton existe ao sumo unha estrutura diferenciable en S

coa que S é unha subvariedade regular de M.

Exemplo 1.21. (A esfera S™)
Considérase o subespazo S" = {z = (71,...,7,4+1) € R"™||lz|| = 1} de R"*! coa es-

trutura diferenciable definida polo atlas (I = {(Uj+, cpj), (Uj_, cpj_) ‘ j=1,...,m+ 1}, onde

Ujr:{xES”\wj>0}, U7 ={zeS"|z; <0},

e cpj € p; son os homeomorfismos definidos en U j+ eU ; » respectivamente, con valores na
bola aberta unidade n-dimensional B® = {(t1,...,t,) € R® | t34---+t2 < 1} C R", dados
por
gpji: U ]i — B"
(561,... ,CL‘n+1) — (561,...,1/‘\]‘,... ,$n+1),

onde z; indica que se omite z;. Desta forma, a esfera n-dimensional S™ coa estrutura
diferenciable [Q]~, convértese nunha variedade diferenciable de dimension .

Ademais, a inclusiéon i: S* — R"*! é unha inmersion, logo S” é unha subvariedade

regular de R™™! e [(l] ¢ a tnica estrutura diferenciable sobre S coa que o é.

e 1.22. (Submersidns e variedades cocientes)

Da caracterizacién local das submersions séguese que as submersions son aplicaciéons
abertas. Tamén se segue o resultado que imos enunciar, especialmente 1til para o estudo
da diferenciabilidade de aplicaciéns definidas nunha wvariedade cociente dunha variedade

diferenciable M. (Esta é, esencialmente, unha variedade diferenciable que ¢ a imaxe dunha
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submersién definida en M; a sta topoloxia é a topoloxia cociente de M, xa que toda

submersion sobrexectiva, ao ser continua e aberta, ¢ unha identificacion). Tense:

Se M, N e L son variedades diferenciables e f: M — N é unha submersion sobrexec-

tiva, unha aplicacion g: N — L € diferenciable se, e sd se, tamén o € go f.

gof

M———1L

| A

N

e 1.23. (O teorema do valor regular)

Se M e N son variedades diferenciables de dimensiéns m e n, respectivamente, e
f: M — N ¢ diferenciable, un punto ¢ € N dise un wvalor regular de f se para cada
p € M tal que f(p) = ¢, f é unha submersion en p (é dicir, p é un punto regular). Como
consecuencia da caracterizacion local das submersions dedticese que se g é un valor regular
de f entéon S = f~!(g) é unha subvariedade regular de M de dimensién m — n (teorema
do valor regular); ademais, para cada p € S, o subespazo de T,,(M) tanxente a S € ker f,,,
é dicir, 4, (T, (5)) = ker fyp (onde ¢: S — M ¢é a inclusion).

Exemplo 1.24. A aplicacién f: R — R dada por f(z) = ||z|* ¢ diferenciable e cada
g € R\ {0} é un valor regular de f. Asi, p6dese tamén obter, polo teorema do valor regular,
que a esfera S" = f~!(1) ¢ unha subvariedade regular de R"*! de dimensién n e, para cada

p=(p1,...,pnt1) €S, o subespazo de T,(R"™!) tanxente a S" &

n+1

tup (Tp(S™)) = Ker(fup) = {U = Z a; (6Ti)p € T,(R™1)

=1

(=0}

onde (p,a) = Z?;Lll pia; é o produto escalar euclidiano de p e @ en R**!. Ademais, pola
unicidade dunha estrutura diferenciable nunha subvariedade regular de R"*1, a estrutura

diferenciable herdada da variedade euclidiana coincide coa dada no exemplo [I.21]






Capitulo 2

Fibrados vectoriais e campos de

vectores

Dada unha variedade diferenciable M, con frecuencia ten interese considerar para cada
punto p € M un espazo vectorial asociado E,, como pode ser o espazo tanxente T),(M), o
seu espazo dual Ty (M), espazos vectoriais de aplicacions lineares ou multilineares como os
espazos de tensores construidos a partir dun espazo tanxente e o seu dual, subespazos de
espazos de tensores T (M)®- - -@T, (M) como os de aplicaciéns multilineares antisimétricas
(formas lineares) e sumas directas dalgtins espazos vectoriais asociados ao punto. En cada
caso, todolos espazos vectoriais F), son isomorfos a un certo espazo vectorial F', pero cada
espazo F, depende soamente do punto p, é dicir, non hai un isomorfismo natural entre
os espazos vectoriais F, e I, para puntos distintos p,q € M. Se se considera o conxunto
union £ = {J,cp

tense m1(p) = E,, e hai unha vecifianza aberta U tal que 7~ (U) pode identificarse con

E,, hai unha proxeccion natural 7: £ — M de xeito que dado p € M

U x F e a aplicacion 7 -1y 71 (U) — U coa proxeccion U x F — U, asi que 71 (U)
& como a variedade produto U x F. Se os distintos conxuntos m~1(U) asi obtidos poden
pegarse coherentemente (como na condicion (3) do teorema , entén o conxunto E ten
unha topoloxia e unha estrutura diferenciable coas que (F,m, M, F') é o que se chama un

espazo fibrado vectorial sobre M.

2.1. Espazos fibrados vectoriais

Definicién 2.1. Sexan M e E variedades diferenciables, 7: £ — M unha aplicacion dife-
renciable e ' un espazo vectorial real de dimension finita, e supofiamos que E, = 7~ ({z})
¢ un espazo vectorial real para todo z € M. O cuddruplo £ = (E,m, M, F') dise que é un

espazo fibrado vectorial se (i) para todo p € M, existe unha vecifianza aberta U de p e un

13
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difeomorfismo h: U x F — 7~Y(U) tal que o diagrama

UxF—2" s 71 (U)

NS

conmuta, e ademais (ii) para todo x € U, a aplicacion

hy: FF — B,
2+ hy(z) = h(x, 2)

¢ un isomorfismo de espazos vectoriais, é dicir, para cada z € U, 21,20 € F, \,u € R,
(i) (moh)(z,2) = =z, (ii) h(x,Az1 4+ pze) = Ah(z, 21) + ph(x, z2).
Se dim(F') = k, diremos que £ é un espazo fibrado vectorial de rango k.

Definicion 2.2. Se £ = (E,m, M, F') é un espazo fibrado vectorial, dise que F é o espazo
total, M o espazo base, m a proxeccion do fibrado e F' a fibra tipica. Para cada p € M, o
conxunto E, = 7~ 1({p}) ¢ a fibra sobre p. Tamén se di que £ (ou o espazo total E) é un

fibrado vectorial sobre M con fibra F.

F E

M

Definicién 2.3. A aplicacién h: U x F — 7= (U) na definicién dise que é unha tri-
vializacion, o aberto U un aberto de trivialidade e o par (U, h) unha carta fibrada vectorial.
Unha familia de cartas fibradas vectoriais {(Uy, ha)}aca, onde {Uy}aca € unha cobertura

de M, dise que é un atlas fibrado vectorial.
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Exemplo 2.4. (Fibrado vectorial produto)

Sexa M unha variedade diferenciable e F' un espazo vectorial real de dimensién k. Entén
uf\} = (M x F,pr;, M, F) é un espazo fibrado vectorial, que se chama o fibrado vectorial
produto ou trivial sobre M con fibra F'. Para cadap € M, o conxunto {p} x F C M X F ten
unha estrutura de espazo vectorial real tal que (p, z) € {p} x F + z € F' é un isomorfismo,
é dicir,

a(p,z) + b(p,2’) = (p,az + b2'), peEM, z,2 €F, a,bcR.
Tense que (M,idpysxr) é unha carta fibrada vectorial e {(M,idpyxp)} € un atlas fibrado

vectorial de LLJ\F/[.

Proposicion 2.5. Sexa & = (E, 7, M, F) un espazo fibrado vectorial. Entén a proxeccion
m: B — M € unha submersion, cada fibra E, € unha subvariedade reqular de E e se p € U

(onde (U, h) € unha carta fibrada vectorial de £), o isomorfismo
hp: z € F+— hy(z) = h(p,2) € E,
tamén € un difeomorfismo.

Demostracion. Se (U, h) é unha carta fibrada entén Te=1y = Pr1 oh~! ¢ unha composi-
cion de un difeomorfismo e unha submersién, logo é unha submersiéon. Por tanto 7 é unha
submersién en cada punto de E. Polo teorema do valor regular, cada fibra E, = 7~ 1(p)
¢ unha subvariedade regular de . Se p € U, a aplicacién hy,: F — F, é diferenciable, xa

que a composicion
2€F > (p,2) €U X F s hy(2) =h(p,2) € E, 7 1 (U) = E

¢ diferenciable e toma valores na subvariedade regular Ej, de E. A sta inversa h,, 1 podese

tamén escribir como composicion de aplicaciéns diferenciables
yeE, > Y U)—hl(y) eUxFspryh~(y) € F.
Asi, hy, ¢ un difeomorfismo. O

Teorema 2.6. Sexa M unha variedade diferenciable de dimension n, F' un espazo vectorial
de dimension k, E un conzunto e w: E — M wunha aplicacion sobrexectiva tal que para
cada x € M, o conzunto E, = 7w '({x}) é un espazo vectorial. Suporiamos que existe
unha cobertura aberta {Uy}aca de M e unha familia {ha: Uy x F — 771 (Uy) aca de

aplicacions bixectivas tales que se verifican as sequintes propiedades:



16 CAPITULO 2. FIBRADOS VECTORIAIS E CAMPOS DE VECTORES

(1) (mohgy)(x,2) =z para todo x € Uy, z € F, a € A.
(2) hol(z,az + d'2') = ahga(z, 2) + d'ho(2,2'), para © € Uy, 2,2/ € F, a,d’ € R, a € A.
(3) Para cada o, € A, Uy NUg # 0, a aplicacion
hg' o ha: (UaNUg) X F — (UaNUg) x F
é diferenciable (e por tanto € un difeomorfismo).

Enton eziste unha dnica estrutura de variedade diferenciable en E tal que & = (E, 7, M, F)

é un espazo fibrado vectorial (de rango k) e {(Uqa, ha)taca € un atlas fibrado vectorial de €.

Demostracion. En primeiro lugar imos converter F nun espazo topoldxico, para o que

comprobaremos que a familia de conxuntos
B={VcC H(Uy) | ho (V) é aberto en U, X F, o € A}
¢ unha base dunha topoloxia no conxunto E. E dicir, imos ver que se verifica:

(a) E= UVGBV’
(b) se Vi,Va € B, para cada y € V1 N V; existe Vi € B tal que y € V3 C Vi N Va.

A condicion (a) séguese de

E=="Y(M) :w—l(U Ua) =) c U

acA a€A veB

xa que cada m1(U,) estd en B, dado que h (771 (Uy,)) = U, x F & aberto en U, x F.
A outra inclusion é trivial. Para comprobar a condicion (b), sexa y € V4 N Vs, onde
Vi, Va € B son tales que Vi C 771(Uy), Vo C 771(Ug), e tomamos V3 = V; N Va. Posto que
V3 C 771(U,), abonda ver que h;'(V3) é aberto en U, x F. Agora, h;*(V;) é aberto en
Uy X Fe h/gl(Vg) & aberto en Ug x F. Ademais, V3 C 7~ }(U, N Up), e polo tanto

h'(Vs) = ht(VinVana Y (Ua NUR)) = hy' (Vi) Nhyt (Vo n = H(Us N UR)),
que é aberto en U, x F, pois h; ' (V1) éo, e ademais

he! (Ve N '(Ua NUp)) = (hy' o hg)(hy' (Va) Mgt (n (U N Ug)))
= (hg' o ha) " (hg' (Vo) N ((Ua NUg) x F)),

¢ aberto en (U, NUg) x F (logo en U, X F') porque hgl(Vg) N((UaNUg) x F) tamén o &

e hEl o hq € una aplicacion continua pola condiciéon (3) do enunciado.
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Consideramos E como espazo topoldxico coa topoloxia xerada pola base B. En parti-
cular, para cada o € A, 7~ 1(U,) é un subespazo aberto de E, xa que é o aberto bésico
h;Y (U, x F). Cada aplicacion hy: Uy X F' — 771(U,) é un homeomorfismo, pois ademais
de ser bixectiva, ¢ trivialmente aberta e é continua (se V' C 771(U,) é un aberto bésico
da topoloxia relativa de 7=1(U,) definida pola base B da topoloxia de FE, entén hEl(V) é
aberto en Ug x F' para algtin 8 € A e polo tanto (hg1 o ha)_l(hgl(V)) = h (V) tamén &
aberto en (U, NUg) x F, logo en Uy x F').

A aplicacion w: ' — M é continua, xa que o é a siia restriciéon a cada aberto na cober-

tura {771 (Us)}aca de E, pois como consecuencia da conmutatividade de cada diagrama

U, x F % T
(%) \ /(

pola condicion (1) da hipétese, m,-1(1,) = Pry oh !

Para comprobar que E é un espazo Hausdorff consideramos v,y € E, y # 3. Su-
poriemos en primeiro lugar que 7(y) # 7(y'). Como M é Hausdorff existen vecifianzas
abertas disxuntas U e U’ de w(y) e de m(y’), respectivamente, e dado que 7 é continua,
7Y (U) e 771 (U’) son vecifianzas abertas disxuntas de y e 9/, respectivamente. Agora, se
7(y) = m(y') = =, escollemos o € A tal que z € U, e consideramos o homeomorfismo
ho: Uy x F — 771(U,). Posto que y,y € 7Y (Uy), y # v/, os puntos h;(y) e h;'(y) de
U, x F son distintos, logo tenen vecinanzas abertas disxuntas en U, X F', asi é que as stias
imaxes por h, son veciianzas abertas disxuntas de y e 3’ en E.

Ademais, E é a unién da familia de abertos {71 (U,)}aca e cada 771 (U,) é homeo-
morfo a U, X F, que é una subvariedade aberta de M x F', e polo tanto E é un espazo
topoldxico localmente euclidiano de dimensiéon n+k, é dicir, E é unha variedade topoloxica
de dimensién n + k.

Para ver que E admite unha estrutura diferenciable imos obter un atlas sobre FE.
Para isto consideramos un atlas {(V;, ¢;)}ier da variedade diferenciable M e o sistema
de coordenadas 1 = (z!,...,2%) de F definido por unha base {u1,...,u;} de F, é dicir,
{z',..., 2"} ¢ a base dual de {u1,...,ux}, e o isomorfismo : F — R* & un difeomorfismo.

Para cada a € A, i € I, con U, N'V; # 0, ponemos W, ; = U, N'Vj, que é un aber-
to en M, polo que W_l(Wa’i) ¢ un aberto en F. Denotamos por ¢, ; a composiciéon de

homeomorfismos

-1
ho 1wy ) Pil W, XV

7 (Way) ————= Wi x F ——— 0;(Way) x RF,
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que é un homeomorfismo dun aberto de F a un aberto de R"*. A familia

A= { (77 (Way), Pay) | (a,i) € Ax I, Uy NV; # 0}
é un atlas sobre F, xa que:

(i) Os abertos coordenados m1(W,,;) das cartas en @ forman unha cobertura de E,
pois se y € E enton w(y) € M e polo tanto existen o € A tal que w(y) € U, e i € I tal
que 7(y) € V;, logo y € 1 (Wa,).

(ii) Se (a, i) e (B, j) son tales que w1 (W) N7~ (Ws;) # 0, a aplicacion

36,5 © Past Poi (T (Wai NWa ) = @i(Wai N Wp ;) x RF —
36,5 (7 Wai N Wp5)) = 05(Wai N Wa) x R

¢ diferenciable, xa que se pode escribir como a restricién a un aberto en R™* dunha

composicion de aplicacions diferenciables:

(i, x¥) 0 (h5" o ha) o (pipw,, x ¥)
onde tamén utilizamos a condicion (3) da hipotese. Asi, a variedade topoloxica E, coa estru-
tura diferenciable definida polo atlas@ ¢ unha variedade diferenciable de dimensién n + k.
Ademais, para cada a € A, o homeomorfismo hy: Uy, x F — 7 1(U,) é un difeo-
morfismo. Para comprobalo, abonda ver que para todo i € I tal que U, N'V; # () tense
que hajw, xF € ha_l\rl(WQ,i) son diferenciables, o que se segue de que as stas lecturas en
coordenadas

hD‘|Wa,i><F

(UaNV) x F 7 (Wai)

Pilw, ; X wl l@a,i

¢i([Ua NV;) x R —a 0i(Uy NV;) x R¥

son C™ pois son a identidade nun aberto de R™"t*. A aplicacion 7: E — M é diferenciable,
porque para cada o € A & T-1(y,) = prqoh, (a conmutatividade do diagrama (x)), e
cada (Uy, hq) € una carta fibrada vectorial polas condiciones (1) e (2) da hipotese. Por
conseguinte, (E, 7, M, F') é un espazo fibrado vectorial de rango k.

Finalmente debemos ver que a topoloxia e a estrutura diferenciable de E son as tnicas
para as que & = (E, 7, M,F) é un espazo fibrado vectorial e {(Uy, ha)}aca ¢ un atlas
fibrado vectorial de &.
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1°) Unicidade da topoloxia de E:

Sexa T a topoloxia de FE xerada pola base B e sexa 7’ outra topoloxia en E. Daquela
7 C 7' xaque B C 7/, poisse V € Benton existe algtin a € Atal que V C 7= H(Uy) e h (V)
é aberto en U, X F', logo V' é aberto no subespazo (aberto por ser w: (E,7") — M continua)
7 (Uy) de (E,7'), logo V € 7/. Tamén 7/ C 7 xa que se W € 7/ enton W N7 1(U,) é
aberto no subespazo aberto 7~ (Uy) de (E,7') para todo a € A, logo h; ' (W N7~ (Uy))
é aberto en U, x F para todo a € A, asi W N7~ 1(U,) € B para todo a € A, do que se
segue que W = J,ca(W N7 1 (Uy)) € 7.

2°) Unicidade da estrutura diferenciable de E:

Sexa (' outro atlas sobre E que define unha estrutura diferenciable tal que para cada
a €A, ho: Uy x F — 771(U,) é unha trivializacion. Para ver que as estruturas diferen-
ciables definidas pord e (' coinciden debemos ver que os dous atlas son compatibles, é
dicir, se (W_I(Wa’i), @a,i) e (W' x) son cartas deGe , respectivamente, tales que os seus

.. . . ~—1 ~ -1 00
dominios se cortan, entén os cambios de cartas x 0 ¢, ; € Pa,i 0 X~ deben ser C®. Agora

ben,
X0 9t = x0ha o ((Pinra <)) g (s o)
e
Gai o X = (P, x V) e ha’ o (0| (oo w pew)
son diferenciables por selo h, e hgl, respectivamente. O

Corolario 2.7. Sexa M unha variedade diferenciable, F' un espazo vectorial real de di-
mension finita e suponamos que existe unha cobertura aberta {Uy}taca de M e que para
cada p € M se ten un espazo vectorial E,, zunto con isomorfismos (hy)p: F — E,, p € Uy,

tal que se Uy NUg # 0, a aplicacion
hﬂai (UaﬂUﬁ) X F —F

(p,2) = ((hg); " © (ha)p) (%)

€ diferenciable. Enton existe unha unica estrutura de variedade diferenciable na union
diszunta E = |_|p€M E,, tal que se m: E — M € a aplicacion dada por mw(y) = p se
y € Ey, enton § = (E,m, M, F) é un espazo fibrado vectorial con atlas fibrado vectorial

{(Ua7ha)}aeA, onde
ho: Uy x F — 7T_1(Ua)

(p,2) = ha(p, 2) = (ha)p(2)-

Demostracion. Cada aplicacion h, é bixectiva e tense que 7 o hy = pry. Ademais,

h;loha: (UaNUp) x F — (UyNUg) x F
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esta dada por

(h5' o ha)(p,2) = (P, hsa(p2)),  PEUaNUp, z€F,
e & diferenciable por selo hg, O resultado séguese inmediatamente do teorema O

Observacion 2.8. Nas condiciéns do teorema [2.6] supofiamos que existe un atlas =
{(Ua, pa) }aca da variedade diferenciable M, é dicir, os abertos coordenados coinciden cos
abertos de trivialidade do atlas fibrado vectorial {(Uy, ha)}aca de & = (E,m, M, F'). Neste

caso, un atlas da variedade diferenciable F seria a familia

A= {(m""(Ua) $a) | a € A}

onde @, é a composicion

= (b (@), - (), 2 () sy () o 2 () (0)-

A stia inversa @51 0o (Uy) x RF — 77 1(U,) esta dada por

Gl (2,0) = ha(px (2),47(a) = ha(ps(2), S5, asu)
= 3 i(ha) yo (g () € E 1y,

onde z € 0o (Us) C R, a = (ay,...,ax) € R¥, e {uy,...,uz} é a base de F dual de

{24, ..., 2F}

Definicion 2.9. Sexa E un espazo fibrado vectorial sobre unha variedade diferenciable
M, con proxeccion w: E — M. Unha seccion de E é unha secciéon da aplicacién 7, isto €,
unha aplicacion o: M — E tal que 7o o = idyy; € dicir, o(p) € E, para todo p € M. Se o

é unha aplicacion diferenciable diremos que é unha seccion diferenciable de E.

A seccion cero de E é a aplicacion 0: M — E definida por §(p) = 0 € E, para cada

p € M, e é trivialmente unha seccién diferenciable.

Definiciéon 2.10. Un conxunto {o1,...,0x} de seccions diferenciables de E dise linear-
mente independente se o1(p), ..., ox(p) son vectores linearmente independentes en E,, para
todo p € M. Analogamente, diremos que {o1,...,04} zera E se 01(p),...,o0,(p) xeran E,

para cada p € M.
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Definiciéon 2.11. Sexan ¢ = (E, 7, M, F) e ¢ = (E', 7', M', F') espazos fibrados vecto-
riais. Unha aplicacion diferenciable f: E — E' dise un homomorfismo de fibrados vectoriais

se existe unha aplicacion f: M — M’ tal que o seguinte diagrama conmuta

E%E’

MﬁM/

e a restricion f| E,: Ep = Ef(p) € un homomorfismo de espazos vectoriais.

Se f ¢ un homomorfismo de fibrados vectoriais que é un difeomorfismo, a sia inversa é
tamén un homomorfismo de fibrados vectoriais, e dise que f é un isomorfismo de fibrados
vectoriais. Dous espazos fibrados vectoriais diranse isomorfos se existe un isomorfismo de

fibrados vectoriais entre eles.

Observacion 2.12. A aplicacion f na definicién anterior é tnica e diferenciable, xa que se
pode escribir como a composicién 7’ o f o, onde 0 é a seccion cero de E.

Se M = M’ na anterior definicién e f = idy; tamén se di que f: E — E’ é un
homomorfismo de fibrados vectoriais sobre a base.

Por outra banda, observamos que a existencia dun isomorfismo do fibrado vectorial
¢=(E,m,M,F) co fibrado trivial con fibra F' sobre a base M equivale 4 existencia de
k seccions diferenciables de E' linearmente independentes (véxase por exemplo [9, pp. 258-
259)).

2.2. O fibrado tanxente

Nesta seccién construiremos o fibrado tanxente a unha variedade diferenciable como
un espazo fibrado vectorial sobre ela. Para iso veremos que estamos nas hipoteses do coro-
lario a partir dun atlas da variedade diferenciable M de dimension n.

e 2.13. O fibrado tanxente 7); = (T'(M),m, M,R")

Consideramos a unién disxunta T'(M) = | |,cp; Tp(M), onde Tp(M) é o espazo tanxente
a M en p para cada p € M, e a proxeccion natural 7w: T'(M) — M que asigna a cada
v € T,(M) o punto w(v) =p € M.

Sexa @ = {(Uy, Ya)}aca un atlas de M, onde ¢, = (z}

as -+ Tn). Para cada o € A

e cada p € U, temos un isomorfismo (hq),: R — T),(M) tal que para cada vector e; da

base canodnica de R" é

(ha)p(ei) = (Ouy,),,
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Para ver que T'(M) ten unha estrutura de variedade diferenciable abondaria probar que se
Ua NUg # 0, a aplicacion

hga: (p.a) € UaNUg x R" — ((hg), " o (ha)p)(a) € R”
¢é diferenciable.

Temos que ((hg), ! o (ha)p)(ei) = (hg)ljl(@zg )p, mais podemos expresar (9, ), na base
{(3%)]3}?:1 como (amg)p = Z?:ﬂax?a/axg)p(axé)pv polo que

n o)
((hs)y™ o () (e)) = (57 e

j=1 "

e, polo tanto, para cada a = (aq,...,a,) € R,
1 WY
((he)y" © (ha)y) () = ;(;ai(%)p)eﬁ
asi € que a aplicacion hgy: (Uy NUg) x R — R™ considerada no corolario , esta dada
por
, B n 8x}3 n oz _p o
salpa) = (Lai(g,0) oD eil(g,),) = Dles o wa)ealp)) (@),

i=1 i=1 o
e é diferenciable.

Polo tanto, T'(M) ten unha tnica estrutura de variedade diferenciable tal que 73y =
(T'(M),m, M,R™) é un espazo fibrado vectorial (o fibrado tanzente de M), para o que un

atlas fibrado vectorial é {(Us, ha)}aca, onde hy: Uy x R® — 771(U,) esta dada por

n

ha(p,a) = Zai (8%)10.
i=1
O atlas correspondente da variedade diferenciable T'(M) (véxase a observacion
onde aqui ¢ = idgn) é a= {(W‘l(Ua),cﬁa) ‘ o€ A}, con

8504 = ((pa X ian) o h;ll TF_I(UQ) — Soa(Ua) X Rna
que esta dado por

Pa(v) = (24(p),- - wa(p), v(w,), -, v(z7))  se v € TH(M), p € Ua,

1 J

e dise que @, = (2L,...,2% vl ..., v"), onde T4 = zh o7 e v (v) = v(z?), & un sistema

de coordenadas estindar de T(M). A sta aplicacion inversa é

@;1: 0o (Uy) X R — W_I(Ua)

(xz,a) — Zai(axé)%;l(x) .

i=1
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Exemplo 2.14. A partir do atlas @ = {(R",idg»)} en R™ obtense un atlas (4 no fi-
brado tanxente T'(R™) formado por unha tnica carta. O sistema de coordenadas idgn =
(rl,...,7™) da lugar ao sistema de coordenadas estandar global ¢ de T'(R™) dado por

n

B Zai(aﬂ)(mwpn) € T(R™) — (P1,---,Pn,al,--.,an) € R" x R".

i=1
En particular, ¢ é un isomorfismo de fibrados vectoriais do fibrado tanxente T'(R™) no
fibrado trivial sobre R™ con fibra R".

Proposicion 2.15. Se f: M — N € unha aplicacion diferenciable entre variedades di-
ferenciables enton a aplicacion tanxente fi: T(M) — T(N), definida por fi(v) = fip(v)
para cada v € T,(M), p € M, tamén é diferenciable, e € un homomorfismo de fibrados

vectoriais sobre f. Ademais, se f € un difeomorfismo enton fi € un isomorfismo.

Demostracion. Debemos probar que para todo vector v € T(M) existe unha expresion
local C* de f, en v.

Se v € T,(M) C T(M), enton fi(v) = fup(v) € Ty (IN). Dado que f & diferenciable
existen cartas (U, p) de M e (V,1) de N con p € U e f(p) € V, tales que f(U) C V
etofopléC® Sexan m e 7 as proxeccions dos fibrados tanxentes de M e N,
respectivamente, ¢ consideremos as cartas (7 2(U), ) e (7'"1(V),4) de T(M) e T(N),
definidas por ¢ e 1) respectivamente (ver . Entén f, (7 L(U)) C 7' 1(V) e Yo frop?
é unha expresion local de f, en v.

Pola interpretacion da aplicacion tanxente en termos de coordenadas en [[.I7] e da

expresion das cartas asociadas no fibrado tanxente descrita en [2.13] temos que
Yo feod i p(U) x R — o(V) x R
(z,0) — (Ve (x), D(vfe™!)(2)(a)),
que é O por selo 1o foe™L O

2.3. Campos de vectores

Definicion 2.16. Un campo de wvectores sobre unha variedade diferenciable M é unha
aplicacién
X: M —T(M)
pr— X,
tal que X, € T,M para cada p € M, isto é, X ¢ unha seccién da proxeccién 7 do fibrado
tanxente. Falaremos dun campo de vectores diferenciable X cando ademais X sexa unha

aplicacion diferenciable entre as variedades M e T'(M).
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Se (U, ¢) ¢ unha carta de M, con ¢ = (2!, ...,2™), tense que (8302')1) ¢ un vector tanxente
a M en p para cada i =1,...,n (véxase|l.16)), o que leva a definir os campos coordenados
sobre U
0,i: U —T(U)
p— (0ui), € Tp(U) = T,(M).

Se X & un campo de vectores sobre M e (U, ) é una carta de M, ¢ = (z!,... 2"),

para cada p € U o conxunto {(Bxl)p, ceey (8xn)p} ¢ unha base de T},(M), e podese escribir

Xp = ZXi(p) (a:r;i)py

o que define as funcions X*: U — R, que chamamos as funcidns componentes de X respecto

da carta (U, ), e son tales que X'(p) = X,(x%), para cada i = 1,...,n. Tamén se di que

=1

é a expresion local de X en (U, ).

Proposicion 2.17 (Criterio de diferenciabilidade para campos de vectores). Dado un
campo de vectores X sobre unha variedade diferenciable M, X € un campo de vectores
diferenciable se, e so se, para cada carta (U, ) de M, as componentes de X respecto de

(U, @) son funcions diferenciables.

Demostracion. Sexa (U, ¢) unha carta de M, (m~1(U), $) a correspondente carta de T'(M)
e supofiemos que X|;y = S X0, é a expresion local de X en (U, ¢). A expresion local
de X: M — T(M) respecto das cartas (U, ¢) e (m~1(U), ) de M e T(M), respectivamente,
esta dada por

m

FoXogi(a)= 5(2 Xiw—l(x))(axi)@-l(z))
=1

= (' (7M@), 2™ (7N (2)), X (97 (@), X (97 (1)),

1

do que se deduce (xa que x*,...,2" son sempre funcions diferenciables) que X v ¢ dife-

renciable se, e s6 se, as componentes X' de X respecto da carta (U, ) tamén o son.  []

Observacion 2.18. En particular, para cada carta (U, ) de M (onde ¢ = (z,...,2™)), os

campos coordenados 0, sobre o aberto coordenado U son campos de vectores diferencia-

bles, xa que as stias componientes en (U, ¢) son funciéons constantes.

O conxunto de tédolos campos de vectores diferenciables sobre a variedade M sera

denotado por X(M).
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e 2.19 (FEstrutura alzébrica de X(M)).
Se X, Y € X(M), A € R, e h € F(M) (o anel das funcions reais diferenciables sobre
M), definense os campos de vectores X +Y, \X, hX: M — T(M), por

(X+Y),=X,+Y,, (AX),=XX,, (hX),="h({pX,.

Entén X + Y, AX e hX son campos de vectores diferenciables sobre M, pois as siias
componentes respecto de cada carta de M son diferenciables.

O conxunto X(M) ten unha estrutura de espazo vectorial real e de moédulo sobre o
anel F(M). O elemento neutro para a suma é o campo de vectores 0: M — T(M), que
asigna a cada p € M o vector nulo de T,(M), e é trivialmente un campo de vectores

diferenciable.

Exemplo 2.20. (Variedades paralelizables)

Se nunha variedade diferenciable n-dimensional M existen n campos de vectores dife-
renciables independentes X7, ..., X, (como seccions do fibrado tanxente T'(M), no sentido
da definicion dise que M é unha variedade paralelizable e que {X1,...,X,} é unha
paralelizacion de M. Neste caso X(M) é un F(M)-moddulo finitamente xerado.

Calquera aberto coordenado nunha variedade diferenciable é unha variedade parleliza-

ble. E o caso de R". Cada campo de vectores diferenciable X € X(R") ten unha expresién

X=Y XNo., NeFR"Y, i=1,...n,
=1

onde
Oyi: R" — T(R")
n oh
pr— (0,) : h € Fp(R") > (7) — Dih(p) € R.
p a,r.z p
{0,1,...,0,m} & unha paralelizacion de R™ e R™ é unha variedade paralelizable. Tamén o é

calquera subvariedade aberta de R™.
En particular, dado o sistema de coordenadas identidade idg = (r) de R, se X € X(R)
entéon X = A0, onde A\: R — R é unha funcién C*° e

Or: R — T(R)
p— (8r)p: h € Fp(R) — h'(p) € R.
Tamén hai variedades paralelizables que non tefien un atlas formado por unha tnica

carta, como sucede con algunhas variedades compactas. No caso das esferas, as unicas
paralelizables son S, §3 e S” (Bott e Milnor [2]).
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Exemplo 2.21. (Campo coordenada angular sobre S*)

A circunferencia unidade S' ¢ unha subvariedade regular de R? de dimension 1. (ver os

exemplos e[1.24). A aplicacion p: R — S! dada por
p(t) = e = (cost,sent)

¢ un difeomorfismo local e a stia restricién a cada intervalo aberto de lonxitude < 27
é un difeomorfismo na sia imaxe. En particular, p: (0,27) — U; = S'\ {(1,0)} e
pe: (—m,m) — Uz = S\ {(=1,0)} son difeomorfismos; denotamos os seus inversos por

61 e 03, respectivamente, asi (Uy,01) e (Us, ) son cartas de S'. O cambio de cartas
05 o 91_1: 91(U1 N UQ) = (O,W) U (7T,27T) — 92(U1 N UQ) = (—71',0) U (O,W)

esta dado por 63 0 0, () =t para t € (0,7) e g0 0,1 (t) =t — 27 para t € (m,27).
Se consideramos os correspondentes campos coordenados Jp, e Op,, entén, para cada

p € Uy NUs, tense

(9,), = (ggf)p(f)GQ)p = (62007")(01(p)) (95.) , = (%,),,»

e polo tanto o campo de vectores coordenada angular sobre St dado por
dp: St — T(Sh)

(891)p se pelU;

pr—
(892)p se p € Us.

esta ben definido e é diferenciable. Ainda que se denota con dy, debemos observar que este
campo de vectores sobre toda a circunferencia S' non é un campo coordenado. Ademais,
{0y} ¢ unha paralelizacion de S!, asf que o fibrado tanxente T'(S!) e o fibrado trivial S! x R

son isomorfos.

e 2.22. (Propiedade de extension local de campos de vectores diferenciables)

Como consecuencia da propiedade de extension local de funciéons diferenciables ,
se Z & un campo de vectores diferenciable sobre un aberto W na variedade diferenciable M
e p € W, daquela existe unha vecifianza aberta V de p, V. C W, e existe un campo de
vectores diferenciable X sobre M tal que X}y = Z}y.

Ademais, se v € T),(M) podese definir un campo de vectores diferenciables nun aberto
coordenado que contén a p que tena como componentes as constantes do vector v e, polo
tanto, existe X € X(M) tal que X, = v.
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e 2.23. (Outra caracterizacion da diferenciabilidade dun campo de vectores)
Se X é un campo de vectores sobre unha variedade diferenciable M e f: M — R é una

funcion diferenciable, definimos a funcién

Xf:M—R
pr— (X)) = Xp(f)

Un campo de vectores X sobre M ¢ diferenciable se, e s6 se, para cada funciéon diferenciable
f: M — R, afuncién X f: M — R tamén o é.

En efecto, se X ¢ un campo de vectores sobre M e f € F(M), entén para toda carta
(U, ) de M, ¢ = (x',...,2™), se a expresion local de X en (U, ¢) ¢ Xy = 1y X" 0,4,
onde cada X' é unha funcién real definida en U, tense

n n P n
(X =D X 0.5 =3 X 0L =S (XTo e )Di(fo ™)) 0,
i=1

i=1 i=1

e da proposicion e de que (X f);y = Xu(fjy) (polo comportamento local dos vectores
tanxentes, (|1.13))), séguese que o campo de vectores X é diferenciable no aberto U se, e s6
se, 0 ¢ a funcion (X f)y para cada f € F(M).

e 2.24. Dada a alxebra F(M) das funcions diferenciables sobre M, para cada X € X(M),

hai unha aplicacién ben definida

X: F(M) — F(M)
fr—=XT,

e, polas propiedades na definicion de vector tanxente, a aplicacion X : F(M) — F(M)

satisfai as seguintes regras de derivacién:

(a)  X(f+g9) =Xf+Xg, XOAf)=AX/),
(b)  X(f9)=(Xf) g+ f (Xg),

para cada f,g € F(M), A € R.

Unha aplicacion X: F(M) — F(M) que verifica as condicions (a), (b) anteriores,
chamase deriwvacion de F(M).

Ast pois, por 2.23] un campo de vectores diferenciable sobre unha variedade diferen-
ciable M poédese considerar ou ben como una seccién diferenciable do fibrado tanxente
X: M — T(M) ou ben como unha derivacion X : F(M) — F(M). A relacién entre as

dias interpretacions esta dada por

X(Np) = (X)) =X(f), X eX(M), feF(M), peM.
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Definicion 2.25. O produto corchete de dous campos de vectores diferenciables X e Y
sobre M é o campo de vectores [ X, Y] € X(M) definido pola derivacion de F(M) dada por

(X, Y]: F(M) — F(M)
f— XY [)-Y(X/)),
A aplicacion [, : X(M) x X(M) — X(M) é R-bilinear e satisfai as seguintes propiedades:
(a) [X,Y]=—[Y,X],
(b) [[X, Y], Z] +[[Y, Z], X] + [[Z, X],Y] = 0.

Definicion 2.26. Sexa f: M — N unha aplicacion diferenciable. Se X e Y son campos
de vectores sobre as variedades diferenciables M e N, respectivamente, dise que X esté

f-relacionado con Y se fi,(Xp) = Yy para todo p € M.

Proposicion 2.27. Se f: M — N ¢é un difeomorfismo entre as variedades diferenciables
M e N, para cada campo de vectores diferenciable X sobre M existe un unico campo de

vectores diferenciable Y sobre N tal que X estd f-relacionado con Y. Dendtase Y = f, X.

Demostracion. Posto que f é bixectiva, dado X € X(M), esta ben definido o campo de

vectores sobre N dado por
Y: N —T(N)
¢ —Yg = fup1)(Xf-1() € To(N),

que & o tinico que verifica fi,(Xp) = Yy, para cada p € M.

Por ser f diferenciable, a aplicacién tanxente f,. tamén o ¢, pola proposicion 2.15] Polo
tanto, Y é un campo de vectores diferenciable sobre N por ser composiciéon de aplicacions
diferenciables,

I X ran L v, O

N

Exemplo 2.28. (Campos de vectores sobre as esferas)

A esfera S™ é unha subvariedade regular de R™*! que, como pode verse no exemplo
pode obterse como a imaxe inversa do valor regular 1 € R da aplicaciéon f = Z?;rll (r)2.
Un campo de vectores diferenciable X = Z;:rll A9, sobre R"! onde cada A\ € F(R"1),
¢ tanxente & subvariedade S™ se, e 86 se, X}, € 1p(Tp(S")) = Ker f,p, € dicir, fip(X,) =

X,(f) (ar)q = 0 para cada p € S", ou, equivalentemente, (X f)sn = 0, isto ¢,

n+1

> (rIM)gn =0.

J=1
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Neste caso X podese restrinxir a un campo de vectores diferenciable Xign € X(S"). Se
ponemos n = 2k — 1 para n impar e n = 2k para n par, un exemplo de campo de vectores

diferenciable sobre R**! tanxente a S” é
X = —7"267.1 + Tlarz — ?"487,3 + 7“367«4 —+ e — 7“%87«21%1 + 7“2’“_187,%.

No caso impar n = 2k — 1, X|g» € un campo de vectores non nulo en toédolos puntos da
esfera.
En particular, se n = 1 escribimos (r!,72) = (x,y) e tense que o campo de vectores
X = —yd, + 0, sobre R? & tanxente a S!, co que define o campo de vectores Xs1 € X(Sh)
que é precisamente o campo de vectores coordenada angular dy (exemplo [2.21)). En efecto,
se i: S! — R? ¢ a inclusién e p € Uy = S\ {(1,0)} entén
Lup (69)p = tp (891);) = tp (691)1)(53) (ax)p + (891)p(3/) (ay)p
= (8‘91)1)("17 o Z) (83;)27 + (801)p(y © Z) (ay)p
= (z0d0 61 (01(p)(9x),, + (y o 50 6;) (61(p))(8y)
= —senb;(p) (ax)p + cos 01(p) (9y)
= _y(p) (az)p + :L‘(p) (ay)p = Xpa

e, da mesma forma, se p € Uy = S' \ {(—1,0)}, tense i*p(ag)p = i*p(892)p = X,. E dicir,
Op esté -relacionado con X e 0 = (—y0y + 20y )js1-

p

P

2.4. Fluxos locais

e 2.29. (Curvas integrais dun campo de vectores)

Se M é unha variedade diferenciable e I C R un intervalo aberto (non necesariamente
limitado), unha curva en M é unha aplicaciéon continua «: I — M. Dicimos que unha
curva o en M é unha curva diferenciable se é una aplicaciéon diferenciable, o que equivale
dicir que para carta (U, ¢) de M, a aplicaciéon poa: a }(U)C I —+R™ ¢ C®. Se0 € e
p = «a(0), dicimos que « ten punto inicial p.

Se ao: I — M ¢é unha curva diferenciable, o vector tanzente a « en t € I é

&(t) = ax(0r)t € Toy (M),

onde r é a carta identidade en I.
Se X é un campo de vectores diferenciable sobre M, a curva diferenciable o é unha
curva integral de X se
a(t) = Xow), tel
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e 2.30. (Fluzo local dun campo de vectores)
Sexa U un aberto nunha variedade diferenciable M e consideremos o intervalo aberto
I. = (—¢,e),onde 0 < ¢ < 0
Un grupo local uniparamétrico de transformacions locais de M é unha aplicacion dife-
renciable
O I.xU— M

(t,p) — @(t,p) = P:(p),

que satisfai as seguintes condiciéns
(1) ®¢(p) = p, para todo p € U,

(2) set,s,t+se€l., ep Ps(p) €U, enton @yy4(p) = O(Ps(p)).

A familia de aplicacions {®;: U — M };c;. tamén se lle chama grupo local uniparamétrico
de transformacions locais de M.

Se ®: I. x U — M & un grupo local uniparamétrico de transformacions locais enton,
para cada punto pg € U, existe unha vecifianza aberta V de py, V C U, e existe § > 0, tal
que ®;: V — ®,(V) é unha transformacion local de M (é dicir, un difeomorfismo de V' na
stia imaxe ®,(V')) para todo t € I;.

Para cada p € U, a aplicacion ®P: I. — M dada por ®P(t) = ®(t,p) é unha curva
integral con punto inicial p do campo de vectores diferenciable X sobre U definido por

X,(f) = (f 0 ®7)(0) = lim /22 ®) = (P)

t—0 t

, peU, feF,(M).

No caso en que I. =R e U = M, teriamos un grupo (global) uniparamétrico de transfor-
macions @: R x M — M, e este daria lugar a un campo de vectores diferenciable X sobre
M que se chama o zerador infinitesimal de ®; tamén se di que ® é o fluro de X, e as
curvas integrais ®P de X estarian definidas para todo ¢ € R. Pero non sempre se verifica
que un campo de vectores diferenciable sobre M sexa o xerador infinitesimal dun grupo
global uniparamétrico de transformacions de M, xa que as stias curvas integrais non tefien
porque estar definidas en todo R.

Agora ben, tense un importante resultado local, dado polo seguinte teorema, onde se
mostra que cada X € X(M) xera un grupo de transformacions locais ®: I. xU — M nunha
vecinanza aberta U dun punto dado na variedade; tamén se di que ® (ou {®; |t € I.}) ¢
un fluzo local de X en U. (A idea da proba esta tomada de [10, pp. 82-83|)

Teorema 2.31 (Existencia de fluxos locais). Se X € un campo de vectores diferenciable so-
bre unha variedade diferenciable M entdn, para cada punto q en M, existen unha vecinianza
aberta U de q e un grupo local uniparamétrico de transformacions locais {®¢: U — M }ier.,

para algiun € > 0, zerado por X en U.
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Demostracion. Sexan ¢ € M e (V,¢) unha carta de M en g, con ¢ = (z!,...,2"), e

supofiamos que a expresion local de X en (V,¢) ¢ Xy = >0 AN 9,4, con X € F(V),
i =1,...,n. Consideramos a ecuacion diferencial 2/ = F(t,z), onde F: R x p(V) — R" ¢

a aplicacion C*° dada por

F(t,x) = (()\1 ) gpfl)(aj), (Ao cpfl)(x)).

Polo teorema de existencia de solucions dunha ecuacion diferencial, existen € > 0, unha
vecinanza aberta U C ¢(V) de ¢(q), e unha aplicacion ®: (—¢,e) x U — (V) de clase C*®
tal que para cada z € U, a aplicacion ®*: t € I. — ®*(t) = ®(t,x) € (V) ¢ a unica
solucion da ecuacion diferencial ' = F(t,z) coa condicién inicial ®*(0) = z.

Poiemos U = ¢~ (U) C V e definimos ®: I. x U — M por

D(t,p) = B:(p) = ¢ (2(t, (p))),

que ¢é diferenciable, pois é a composicion ¢! o ® o (id;, X (7). Imos ver que ® satisfai as

condicions (1) e (2) en de grupo local uniparamétrico de transformacions locais:

(1) Sep e U, @o(p) = ¢~ (2(0,0(p))) = o~ (2(p)) = p.
(2) Se t,s,t+s € I. e p,®y(p) € U entén ¢(p) = z¢ € U e o(Py(p)) = ®(s,x0) € U,
logo
(I)t-l—S(p) = 9071 ((i)(t + 87'%'0))7 (I)t((I)S(p)) = 9071 ((i(tv é(sv xo))),

co que para ver que ;4 4(p) = ®4(P4(p)) abonda comprobar que ®(t+s, z9) = B(t, (s, x0)).
Isto é consecuencia da unicidade da solucion da ecuacion diferencial ' = F'(t,x) cunha con-
dicion inicial dada. En efecto, as aplicacions « e § definidas en (—¢,¢) e (—e — s, — s) res-
pectivamente, dadas por a(t) = d(t, i’(s, x0)) e B(t) = <i>(t + s,20), son solucions da ecua-
cion diferencial 2/ = F(t, x) coa mesma condicion inicial a(0) = ®(0, ®(s, z0)) = (s, o) =
B(0), xa que B'(t) = (%) (t +5) = F(t+ s, ®(t + 5,20)) = F(t, D(t + 5,20)) = F(t, 3(t)),
co que a(t) = B(t).

Ademais, no aberto U, o campo de vectores X esta definido por ®, xa que se p € U e
OP:t el — ®(t,p) € M enton

(g 0 @7)'(0) = (B9)'(0) = F(0,0(p)) = (A (p), -, A" ().

Polo tanto, (x% o ®)'(0) = \¢(p) para cada i = 1,...,n, e logo

n n

Xp(f) =D N (0)(0) () = D (@' 0 27)(0)(91s) () = 2 (0r) o () = (f 0 @7)'(0). [

i=1 =1
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e 2.32. (Derivada de Lie dun campo de vectores)

Sexa X un campo de vectores diferenciable sobre unha variedade diferenciable M e
para cada p € M, consideramos o fluxo local {®;: U — M },c;. de X nunha vecinanza
aberta U de p (que existe polo teorema . Como se observa en m para cada t € I,
existe unha vecinanza aberta V' de p contida en U e existe un § > 0 tal que ®;: V' — &, (V)
¢ un difeomorfismo con inverso ®_;. Polo tanto, para cada t € I5, (®¢), ¢ un isomorfismo,

con Inverso
((I)ft)*q%(p) : T‘Pt(p)(M) — TP(M)-

Isto permite comparar como cambia outro campo de vectores Y € X(M) na direccion de X
no punto p, é dicir, ao longo da curva integral de X con punto inicial p, mediante a seguinte

definiciéon (coa notacion da proposicion [2.27)):

Definicion 2.33. Sexan X e Y campos de vectores diferenciables sobre unha variedade

diferenciable M, p € M. A derivada de Lie de' Y con respecto a X en p é

(LxY), = lim (@_t)*y)p Y = lim (2—t)sup) Yorp) — Yo
P50 t 0 t ’

onde {®;: U — M }4er. € un fluxo local de X nunha vecinanza aberta U de p.

Como consecuencia do seguinte teorema, LxY estd ben definido e é un campo de
vectores diferenciable sobre M, proporciona ademais unha interpretaciéon xeométrica do

produto corchete de dous campos de vectores.

Teorema 2.34. Se X e Y son campos de vectores diferenciables sobre M enton
LxY =[X,Y].

Demostracion. Sexan p € M, {®;: U — M }er. un fluxo local de X nunha vecinanza
aberta U de p e f € F(M). Temos

(LxY)p(f) = (h’m (P—t)sd, (p) Yo, (p) —Yp>(f)

t—0 t

Yo,(p)(f 0 @—1) — Y3(f)

= lim
t—0 t
— lim Y<I>t(p) (f © (I)ft) - Yét(p)(f) + lfm Y<I>t(p)(f) - Y})(f)
t—0 t t—0 t
. fod —f
= — lim Yq>t(p)<_7t> + Xp(Y'(f))

= Y, (X(f) + X, (Y (f))
= [X,Y],(f),
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onde empregamos a expresion, dada en [2.30] en termos dos fluxos locais, dos vectores dos

campos X e Y ao actuar sobre funcidns.

((D—l‘)*qlt(P)(ycpt (P))

Observacion 2.35. No teorema anterior apréciase que se o campo de vectores Y é invariante
polo fluxo de X, ¢é dicir, se (®¢)«(Y) = Y no dominio de definicién de tédolos Py, enton
[X,Y] = 0. Tamén é certo o reciproco, e tamén é equivalente a que X sexa invariante polo
fluxo de Y, xa que [X,Y] = —[Y, X]. Ademais se X,Y € X(M) e ® e ¥ son fluxos locais
de X e Y, respectivamente, enton X e Y conmutan ([X,Y] = 0) no seu dominio se, e s6

se, os seus fluxos conmutan, isto é, ;0 Uy = Uy 0 ®, para cada ¢, s (véxase [8, pp. 15-16]).






Capitulo 3

Fibrados exteriores e formas

diferenciais

Unha forma diferencial sobre unha variedade diferenciable M é unha correspondencia
que asigna a cada punto p da variedade unha forma linear (aplicacion multilinear antisimé-
trica) sobre o espazo tanxente Tp,(M). As funcions diferenciables reais definidas en M son
as formas de grao 0; as stias diferenciais son formas de grao 1 e xeneralizan localmente t6-
dalas formas de grao 1 e a través do produto exterior tamén dan lugar localmente as formas
diferenciais de calquera grao. Por outra banda, tal como os campos de vectores sobre M se
definen como seccions do fibrado tanxente T'(M ), as formas de grao 1 van definirse como
seccion do seu dual, o fibrado cotanxente T*(M), e as formas de calquera grao k > 1 como

seccions de fibrados exteriores /\kT(M ), que xeneralizan o fibrado cotanxente.

3.1. Formas lineares

Definicion 3.1. Sexa V un espazo vectorial real de dimensién finita n > 1 e sexa k € N.

Unha forma linear de grao k (ou k-forma linear) sobre V' é unha aplicacion multilinear e

k
antisimétrica w: V x ® x V — R; isto é, w satisfai as propiedades

W1, A+ vl o) = AV, gy )+ pw (U, U ),
W(Vg(1)s -+ 5 Vo (k) = E(0)w (V15 -, V),
para vi,..., 0,0, ...,vp €V, (i =1,...,k), \,p € R, e onde & ¢ o grupo de permuta-

cions de {1,...,k} ee: & — {—1,1} a sinatura.

O conxunto das k-formas lineares sobre V denotarémolo con AF(V), e ten unha estru-
tura de espazo vectorial real. En particular, /\1(V) = V* é o espazo vectorial dual de V,
e poiiemos A%(V) = R.

35
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Observacion 3.2. Se {ui,...,u,} ¢ unha base de V, cada w € /\k(V) estd determinada,
por ser multilinear, polos seus valores sobre as k-tuplas (u;,, ..., u;, ) de elementos da base
e, por ser antisimétrica, polos seus valores sobre as k-tuplas ordenadas (u;,, ..., u;, ), con

1 <4y <---ix <n. En efecto, se v1,...,v, € V, tense que v; = > " | a{uj, e polo tanto

n n
_ Ji,, . Jk ) — J1 Jk ) )
w(vl,...,vk)—w(g ay’ Uy, ..., E @y, ujk>— E at...apf w(ujy, ..., ug,)

j1=1 Jr=1 1<71,- k<N

= Z ( Z (o) af(i") . az(i’“)> Wiy -y Uiy ),

1Sil<”'<ik§n 0'66{1'1 YYYY Zk}

onde &y;, ;1 ¢ o grupo de permutacions de {iy,...,ix} para 1<1d; <---<ip <n.

Exemplo 3.3. Un exemplo que da un significado xeométrico as formas é a n-forma linear
sobre R™ definida a partir da base dual da sta base canénica, que estd formada polas
funcions coordenadas da identidade idgn = (r!,...,7"). A aplicacion A: R™ x () xR™ - R
definida por

A(vi, ..., vp) = det(r'(v)))

é multilinear pola linearidade do determinante en cada columna e é antisimétrica por selo

o determinante ao intercambiar un par de columnas calquera. Se vi,...,v, € R" son
linearmente independentes, |A(v1,...,vy,)| é, xeometricamente, o volume n-dimensional do
paralelepipedo xerado por vy, ..., v,.

Definicién 3.4. Sew € A"(V) en € A*(V), definese o produto exterior wAn € N"™5(V)

Ccomo:

(w A 77) (Ul? s 7UT+8) = @ Z €(O’)W(Uo(1), s 7UU(T))77(UU(T+1)’ B UU(T+S))
e U€6r+s
= Z 8(0)&)(’[}0(1), : 7Ua(r))77(v (r+1)y - - - 7Uo(r+s))7
oeB(r,s)

onde
G(T,S)Z{UETGESHSU(I)<~~-<U(T)ST+S,1§U(T’+1)<--~<U(T’+8)§T+S}.

Por exemplo, se w,n € AY(V) = V*, tense (w A n)(v1,v2) = w(v1)n(va) — w(w2)n(vy).

A aplicacién produto exterior

A" (V) x N5(V) — N'T3(V)
(w,n) —wAn
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é bilinear. Ademais, verifica:

wAn=(-1)"nAw, we N'(V),ne N(V),
(WA AO=wA (nA0), we A" (V),ne N(V),0 e N¥(V)

1

polo que escribiremos w A7 A 6 sen ambigiiidade. En particular, se w!, ..., w* € V*, tense:

wiv)) ... wl(w)
W' A A (1, ) = Y (0w (V)) - wF () =
oGy, Whvy) o WF(ug)
Se 7€ &y enton w™M A AWTHE) = g(T)wl Ao AWK
Proposiciéon 3.5. Sexa {u1,...,u,} unha base do espazo vectorial real V e {at,... a"}

a sta base dual. Se 1 <k <n enton B={a/' A---ANadk |1 < ji <--- < ji, <n} € unha
base de N*(V'), e logo dim A*(V) = (}). Se k > n enton A¥(V) = 0.

Demostracion. Imos ver en primeiro lugar que o conxunto B xera /\k(V); en efecto, para

cada 1 <j1 <---<jp<nel<i <. <1 <ntense

. . 1sei1:j1,...,ik:jk,
(PN NadR) (wiyy e ug,) =
0 noutro caso.
k ~ .
Agora, se w € A"(V) e pofiemos aj,.j, = w(uj,...,u;, ), enton
g Ajpogp VN N PR (U Uy ) = Qg = W(Uiy s -, UGy,

1<j1<<gr<n
e polo tanto, pola observacion [3.2] tense

w= g @jy.ojp, PN N R
1< <gr<n

Se k > n, como w € AF(V) esta determinada pola sta actuacion sobre unha k-tupla de
elementos da base, e como algiin deles debe repetirse, pola antisimetria de w séguese que
w = 0; asi pois, A*(V) = 0.

Para probar que B é un conxunto linearmente independente consideramos (Z) nimeros
reais aj, .. j, € R, con1 < j; <---j; < n, tales que Zl§j1<~~~<jk§n Ajy ..y all A+ ANadk = 0.

Sel<i;<--- <1 <nentén

- AT A Jk . Y =
0= ( E Ajyojp VNN )(u“,...,uzk) = Qijyifys
1<j1 < <Jr<n

é dicir, a;,..;, = 0 para cada 1 <41 <--- <14 < n. O
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Corolario 3.6. Sew € /\k(V), 1<k <n, enton
w= Z Ay, LA Aok
1<i<-<jr<n
onde aj,...j, = w(Ujy, ..., uj ).

Definicion 3.7. A dlzebra exterior ou dlzebra de Grassmann sobre o espazo vectorial real

n-dimensional V' é o espazo vectorial suma directa

AV) = é ANFV) =RV o A2 (V)@ --- A™(V),
k=0

co produto exterior A(V) x A(V) 25 A(V) obtido ao estender o produto exterior
A" (V) x N*(V) — AN"T3(V) por bilinearidade, de maneira que se verifique a lei dis-
tributiva, ¢ dicir, se w = > " _jwr €=y o 15 enton

n

w/\n:Z( Z wr/\ns>.

k=0 r+s=k

3.2. Fibrados exteriores

Os exemplos mais importantes de 1-formas lineares asociadas as variedades diferencia-
bles son as diferenciais nun punto das funciéons diferenciables reais definidas na variedade

(ou soamente nunha vecinanza aberta do punto).

Definicion 3.8. Sexa M una variedade diferenciable, p € M e U unha vecinianza aberta

de p. Se f € F(U), a diferencial de f en p é a aplicacion
(df)p: Tp(M) — R
vi— (df )p(v) := v(f),

a cal é linear, ¢ dicir (df), ¢ unha forma linear de grao 1 sobre T),(M) ou unha 1-forma

linear en p (tamén chamada vector cotanzente a M en p),
(df)p € Ty (M) = AN T,(M)).

¢ 3.9. O fibrado cotanxente 75, = (T*(M),n*, M, (R")*)

Sexa M unha variedade diferenciable de dimension n e (@ = {(Uy, a)}aca un atlas
de M, onde p, = (z},... 27

) Eage

e consideramos a unién disxunta T*(M) = | |,cp, T, (M). Sexa n*: T*(M) — M a apli-

cacién que fai corresponder a cada w € T (M) o punto 7*(w) = p € M. Consideramos

). Asignamos a cada p € M o espazo cotanzente Ty (M),



3.2. FIBRADOS EXTERIORES 39

a base {r!,...,7"} de (R™)* formada polas proxeccions R" — R, dual da base canénica
{e1,...,en} de R™.

Dado a € A, se p € Uy, cada 27, ¢ unha funcién diferenciable na vecifianza aberta Uy
de p, logo (dmﬂ)p € T,;(M) e temos un isomorfismo (hy,),: (R")* — T; (M) dado por

(he)p(r?) = (dal,)y,

entén

((h5), " o (h2),) (1) = Z(gxﬂ)
=1

e, polo tanto, para cada v = Z;‘L:1 cjrd € (R™)*,

(03" 0 02 () = 3 (D (22%) Yo

Asi, a aplicacion hj,: (Ua NUg) X (R™)* — (R™)* que corresponde a hg, no corolario

estd definida por
RO IDED D cj(afc}g)p)rl = (D(ga 005" (0s0) (e1, 7+ )
j=1 i=1 j=1

en termos da base {r!,...,r"} de (R™)*, e polo tanto é diferenciable.
Como consecuencia, T*(M) ten unha tnica estrutura de variedade diferenciable tal
que é o espazo total do fibrado cotanzente Ty, = (T (M), n*, M, (R™)*), o cal é un espazo

fibrado vectorial tal que se h%: U, x (R")* — 7*~1(U,) esta dado por

P (p > er?) = 3 eildad)y,
j=1

j=1

enton {(Uy, h})}aca € un atlas fibrado vectorial. O atlas correspondente da variedade
diferenciable T*(M) (véxase a observacion onde agora 1 : (R™)* — R"™ esta definido
por ¢(rf) =ej paraj=1,...,n), é a = {(w*_l(Ua),g02) ‘ a € A} , onde

o N Uy) — @ (Uy) x R™
n
S ei(dad)y — (xh (), .. ah(p) e, en),
=1
¢ dicir, se v € T,;(M), p € Uy, entén

0n (1) = (2a()s -, 22 0), 7 (0a1) s -V (Daz) )
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e a sua aplicacién inversa estéd dada por
—1 -1
0t PalUa) X R* — 777 (Ua)

(z,c) — ch(dxé)wgl(m) .
j=1

e 3.10. O fibrado exterior A%, = (AT (M), 7% M, AF (R™))

Se M é unha variedade diferenciable de dimensién n asignamos a cada punto p € M o
espazo vectorial AF (T,(M)) das k-formas lineares sobre Tp,(M) (ou k-formas lineares en

p), e consideramos a unién disxunta

APT(M) = | | AP (T, (M),

peM

Sexa 7%: APT(M) — M a aplicacion definida por 7%(w) = p se w € AF (T,(M)) e sexa
Q= {(Ua, Pa)}aca un atlas de M, con o, = (z,...,27).

Se {r!,...,r"} ¢ a base de (R")* dual da base canénica de R” ent6n
(PPN AR 1< G < -o- < g <)

¢ unha base de AF(R"), para 1 < k < n.

Para cada oo € A e cada p € U, temos un isomorfismo
(hE)p: NER™) = AR(T,(M))
dado por
(h]oi)p(rjl ARERRA rjk) = (dxél Jp A A (dxﬂk)p7
e tense

((h5)y ™" © (ha)p) (7t A= A7)

893%} 333{;6 i i
= Z Z E(U)(aa(il)> <80'(lk) Tl/\"‘/\rk,
1< <ip, 066“1 77777 iL} 'CC,B P xﬂ p

o que da, para cada p € U, NUg, a imaxe por (hg);l o (hk), de cada elemento de AF(R):

() 0 W) (30 e Ao A

J1<<Jk

J1 Jk ' ‘
= E E 5(0') E Ci1. g aﬂ a& ’I"Zl /\,,‘/\le7
~ X . . 922 922 ik)
11 <<k o J1<-<Jk B P 5 »
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onde, para cada 1 <41 < ...17; < n, o percorre o grupo de permutacions 6{“,._%}. Asi, a
aplicacién
hbo: (Ua NUg) x AF(R™) — AF(R™),
dada por hE_(p,v) = ((h’é)ljl o (hE),)(v) para cada v € AF(R™), ¢ diferenciable. Polo
corolario NFT (M) ten unha tnica estrutura de variedade diferenciable coa que é o
espazo total dun espazo fibrado vectorial sobre M que é o fibrado exterior de grao k,
M= (/\kT(M),ﬂ'k,M, /\k(]R")), para a que {(Un, h%)}aca € un atlas fibrado vectorial,
onde
hE: Uy x AFRY) = (78)7H(U,)

esta dado por

he, (p, Z Cirju TV A 7“]’“) = Z Cir i (dXID)p Ao A (dxjak)p-
J1<-<Jk 1< <Jk

Consideramos o isomorfismo ¢ : AF(R™) — R(:) dado por

E | O N Je — (r. .
7/’( c]l---]k LA AT ) - (CJI---]k)1§j1<...<jk§n'
1<ji < <jg<n

O atlas da variedade diferenciable A*T (M) que esta definido polo atlas fibrado vectorial
{(Uas B Yaen © Qg = {((wk)*l(Ua),gp’;) lac A} , onde
ok (1) (Ua) — h(Ua) x RE)

) . &
Z Cj1...5k (da:{j )p JARERIA (dxzxk)p — (xrlx(p)v ) xa(p), (le---jk)1§j1<l..<jk§n)7
1<j1 < <gg<n

¢ dicir, se v € A¥(T,(M)), p € Uy, enton

) = (b 2h @), (((0) -+ (0,0),))

A stia aplicacién inversa é

1Sj1<~~~<jk§n>

(")ats h(Ua) x RE) — (x%)71(U)

(337 (Cj1.~-jk)j1<...<jk) — Z Cj1...jk (dfr&l)@;l(@ ARRERA (dl?gf)cp;l(w) :

1< <Jk
Obsérvese que A'T(M) = T*(M) e A}, = 73;.

Observacion 3.11. Por convencion, o fibrado exterior de grao 0 sobre M ¢é o fibrado vectorial
produto p%, = (M x R, pry, M, R) (véxase o exemplo [2.4)), ¢ dicir,

NT(M) = | J{p} xR=M xR, X}, = puf.
peEM
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e 3.12. (Suma de Whitney de espazos fibrados vectoriais)

Se{ = (E,n,M,F)e¢ = (FE' n', M, F") son dous espazos fibrados vectoriais, podemos
supoiler que tenen atlas fibrados vectoriais cos mesmos abertos de trivialidade conside-
rando un refinamento comin dos abertos de trivialidade de dous atlas de £ e £'. Sexan
{(Uasha)taca € {(Ua, h.,) }aca dous destes atlas fibrados de € e &', respectivamente.

Asignamos a cada p € M o espazo vectorial E, © E;. Se p € Uy, ténense isomorfismos

(ha)p: F = Ep e (hy)p: F' — E}, que dan lugar ao isomorfismo
(ha)p = (ha)p ® (hh)p: F&F' — E, 0 E),
e se Uy NUg # 0, a aplicacion

hoa: UaNUg) X (F&F) — FO F'

hga(ps (2,2)) = ((hg)y ' © (ha)p) (2, %)
= (((h9)3" 0 (ha)p) (2), ((Wp) " 0 (h)p) (=)
¢ diferenciable. Polo corolario na unién disxunta

EoE = | |(E,eE)
peEM

existe unha tnica estrutura de variedade diferenciable tal que se 7: E ® E' — M ¢ a
aplicacion dada por 7(y,y') = pse (y,9') € E, @ E,, enton { ¢ = (EQ B, 71, M, F& F)

é un espazo fibrado vectorial con atlas fibrado vectorial {(Us, hia)}Yaca, onde
ha: Uy x (F® F') — 7= Y(U,)
(p, (2,2)) = ha(p, (2,2) = ((ha)p(2), (ha)p(2))-

Dise que £ ® &’ ¢ a suma de Whitney dos espazos fibrados vectoriais € e &'. Se € e & tenen
rango k e k’, respectivamente, entén o fibrado vectorial £ @ £ ten rango k + k'.

Ademais, de acordo coa observacion 2.8 se @ = {(Ua, ¢a)}aca ¢ un atlas da variedade
diferenciable M tal que os seus abertos coordenados coinciden cos abertos de trivialida-
de dos atlas fibrados vectoriais considerados en & e &', e suponemos que ¥: F — RF e
Y': F' — R¥ son isomorfismos, enton un atlas da variedade diferenciable E @ E’ serfa a
familia

= { (71 Us), @a) | € A},

onde @ : 71 (Uy) = pa(Us) x RF x R¥ ¢ R+ esta dado por

Ga,y) = (0o x (¥ x ) (hg" (0,9)) = (a(), ¥ ((ha), (1), ¢ (W), (1)),
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con p=my) = 7' (y). A sta inversa ¢ ' : 9o (Us) x R¥ x R¥ — 7=1(U,) esta dada por

= halez (@), 7 (@), 0/ (d)))
= ((ho)go;l(x)(w_l(a))’ (h:x)%;l(x) (@/’/_l(a/))) €E, 1) @ Esloal(w)'

E obvio que a construcién anterior se pode xeneralizar 4 suma de Whitney dun ntimero

o (2, 0,0

finito de espazos fibrados vectoriais &1, ...,&, sobre M, de rangos ki,...,k,, respectiva-
mente. A siia suma de Whitney é un espazo fibrado vectorial & @ - - - D&, sobre M de rango

Bt o+ b

e 3.13. O fibrado alxebra exterior Ay = (AT (M), 7, M, /\(R"))
O fibrado dlzebra exterior dunha variedade diferenciable M de dimension n é a suma
de Whitney
M=, 00,0 0Ny

O seu espazo total é

AM) = NT(M) e N'T(M) @ - & N'T(M)

= (M xR)®T*(M)® N*T(M)®---® N"T(M)
e a sia fibra tipica é
ARY) = AR & A'R") & A*(R™) @ --- @ A"(R")
=Re R")* & A*R") @& A"(R").

Ay é un fibrado vectorial sobre M de rango (3) + (}) +... () = 2"

3.3. Formas diferenciais sobre variedades

Definicion 3.14. Sexa M unha variedade diferenciable de dimensién n. Unha forma de
grao k (ou k-forma) sobre M & unha aplicacién que asigna a cada punto p € M unha

k-forma linear en p, isto é, unha secciéon da la proxeccion 7" : /\kT(M ) — M,
w: M — A*T(M)
p — wp€ /\k(Tp(M)) )
En particular, unha 1-forma sobre M é unha seccién da proxecciéon do fibrado cotanxente

7 T*(M) — M,
w: M — T*(M)
p — wp €T (M).
Unha forma diferencial de grao k (ou k-forma diferencial) sobre M ¢é unha k-forma

w: M — AFT(M) que ¢ diferenciable como aplicacion entre variedades diferenciables.
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Definiciéon 3.15. Se M é unha variedade diferenciable e f € F(M), a diferencial de f é

a 1-forma sobre M dada por

df: M — T*(M)
p > (df)y € T, (M).

e 3.16. (Expresion local dunha k-forma)
Sexa (U, o) unha carta da variedade diferenciable M de dimension n, ¢ = (z!,...,z").

Parai=1,...,n e para cada p € U, 2 € F(U), temos as 1-formas lineares en p,

(dz),: T,(M) — R

v (dxi)p(v):v(xi),

e {(dz')p,...,(dz™),} € a base de T;y(M) dual da base {(a$1)p7 . (83;71)17} de T,(M).
Polo tanto, se 1 <k <n, {(dz?), A--- A (da/*), | 1 < jy < -+ < jr <n} é unha base de
/\k(Tp(M)), pola proposicién Se w é unha k-forma sobre M, para cada p € U podese

escribir

wp = > g (p) (da)y A A (dath),,

1<j1<<jr<n

e as funcions aj,...;, : U — R dise que son as comporientes de w en (U, ¢). Ademais, tense

gy gy, (p) = wp((ale )p’ R (azjk )P)

A expresion
— o J1 Jk
Wy = E aj,...j, A/t N Ndx
1<i<<jp<n

chamase a expresion local da k-forma w en (U, ¢).
Teorema 3.17. Se w € unha k-forma sobre unha variedade diferenciable M, as sequintes
condicions son equivalentes:

(1) w € unha k-forma diferencial.

(2) Para cada carta (U,p) de M, as componentes de w respecto de (U, ) son funcidns

diferenciables.

(3) Para cada punto p € M, existe unha carta (U, ), p € U, tal que as componentes de

w en (U, ) son funcions diferenciables.
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Demostracion. Como xa temos visto en cada carta (U, ¢) de M, onde p = (x!,...,2"),

define unha carta ((7*) 1(U),cp"‘“') de AT (M) tal que

P (7)) U U) — oh(U) x RG)

Yo g (@) A A (da?)g — (21(@), 7 (@), (1) ey, )
J1<<Jk

Se w é unha k-forma sobre M e a sia expresion local en (U, p) é
Wiy = Z Ay, ATV A oo A d
1< < <jgr<n
e como seccion de 7% : APT(M) — M ¢é
wiy: U — (7")7HU) € A*T(M)
g—rwg = > () (da7)g A A (dalh),.

1<j1<<jk<n
Polo tanto, a expresion local ¢ o w o ™! de w como aplicacion de U en (7*)~1(U) & C>

se, e 86 se, tamén o é a aplicacién

T € SO(U) — (ajl"'jk(90_1($)))j1<-~<jk c R(Z)7

que é o mesmo que dicir que as compofientes aj, . j, de w en (U, ) son funcions diferen-

ciables. Séguense de forma inmediata as equivalencias. O

e 3.18. (A diferencial dunha funcion)

Se f € F(M) entén a 1-forma df sobre M na definicion nunha carta (U, ) de
M, con p = (x',...,2"), é tal que (df), = Z?Zl(af/axj)p (da’), para cada p € U xa
que (df)p = X7 aj(p) (dad), onde a;(p) = (A)p(00s), = (B), (F) = (94 /09),. Logo,
a expresion local de df en (U, p) é

(df) |U—287f

e cada componente
of
OxJ

¢ diferenciable. Polo teorema df é una 1-forma diferencial sobre M

=Dj(fop )op: U —R

Proposicion 3.19 (Propiedade de extension local de formas diferenciais). Sexa M unha
variedade diferenciable, W un aberto en M, p € W, e o unha k-forma diferencial sobre W.
Enton existe unha vecinianza aberta V de p, V. C W, e existe unha forma diferencial de

grao k sobre M tal que wyy = oy .
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Demostracion. Pola propiedade de extension local de funcions diferenciables (corolario|1.11))
para a funciéon constante 1: W — R, podense atopar unha vecinanza aberta V de p tal
que V & un compacto contido en W e unha funcion f € F(M) tal que f|V =lesopfCW.

Se ponemos
w: M — NFT(M)

f(@aq se ge W,
04 se q¢ W,

q—

a k-forma w é diferenciable, por selo a sta restricion aos abertos W e M \ sop f, e ademais

wy = fyay = qy. O

e 3.20. Se M ¢ unha variedade diferenciable, denotaremos por £¥(M) o conxunto das
formas diferenciais de grao k sobre M. Se w,n € E¥(M), A € R, e h € F(M), definense as
k-formas
w41, Aw, hw: M — AFT(M)
por
(WHn)p=wpt+np, Aw)p:=2Awp, (hw)y:=h(p)wp,
ew+n Aw, hw € E¥(M). A k-forma 0: M — /\kT(M), que asigna a cada p € M
a k-forma linear nula en p, tamén é unha forma diferencial de grao k sobre M. O con-
xunto E¥(M) ten estrutura de espazo vectorial real e de F(M)-modulo. Se k > n entén
EF(M) = 0. Ademais, as seccions diferenciables da proxeccion do fibrado exterior de grao 0
(ver a observacion [3.11) A, = (A°T(M) = M x R, pry, M,R) identificanse trivialmente
coas funciéns diferenciables reais definidas en M, asi que pofiemos EY(M) = F(M).
Sewe&"(M),ne & (M), r,s > 1, o produto exterior de w e n é
wAn: M — NTT(M)
p — (WAR)p=wyAn, € N T(T,(M)).
Se w € EF(M), h,g € E°%(M) = F(M), poitemos
hAw:=hw=wAh, hANg:=hg.
Para cada r, s > 0 tense a operacion produto exterior
E'(M) x E5(M) — E™5(M)
(w,m) — WA,
que é F (M )-bilinear e verifica:
wAn=(-1)"nAw, (WA ANG=wA(nNE),

para w € (M), n € E5(M), 6 € E(M), r,s,1 > 0.
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Teorema 3.21. Unha forma diferencial w: M — NF T(M) de grao k > 1 sobre M pddese

interpretar como unha aplicacion F(M)-multilinear e antisimétrica
w: X(M) x ®) x %(M) — F(M)

a través de
WX, ., Xp) () == wp (X1)p, -5 (Xn)p) pe M.

Demostracion. Do feito de que cada w), € NF (Tp(M)) ¢ multilinear e antisimétrica séguese
inmediatamente que w: X(M) x &) x x(M) — F(M) é

(1) F(M)-multilinear:
WXty Xt g X X0 = F (X1 s Xiy oo s X)) b gw (X1, X X0),s
para Xi,...,X;, X/,..., X € X(M), (i=1,...,k), f,g € F(M),

(2) antisimétrica:

w(XU(1)7"'7XU(k)) :€(U)w(X1,...,Xk), Xl,...,XkGX(M), O'GGk,

Tamén debemos comprobar que w: X(M) x *) x X(M) —s F(M) esta ben definida, é
dicir, que se w é una k-forma diferencial e X1, ..., X} son campos de vectores diferenciables
sobre M enton w(Xy,...,X;n): M — R é una funcién diferenciable. Para isto abonda ver
que a sda restricién a un aberto coordenado calquera U de M é unha funcion diferenciable.
Consideramos unha carta (U, ) de M, con ¢ = (z!,...,2"), e supofiemos que a expresién
local de w en (U, ) é Wiy = X1<jy <oy <n Y- dzit A -+ A da’k | onde ajy...j, € F(U),
e a expresion local de cada X, 1 <r <n, é X,y = i1 AL0,s, onde cada X. € F(U).
Enton

n

W(Xl-'-‘ka)|U: ( Z Ay e, dxi /\.../\dxjk)<z )Jil axil,,..,Z)\Zk 3xzk>

1< <<jr<n i1=1 ip=1

> S o) aj g ATV XTI e FU).

1<j1<<ir<n 0e@y;,

Reciprocamente, supofiamos que w é unha aplicacion F (M )-multilinear e antisimétrica
de X(M) x *) x (M) en F(M). O punto esencial da demostracion consiste en probar
que, en cada punto p € M, a funcion w(Xy,..., Xx) depende soamente dos valores dos
campos de vectores X1q,...,X; no punto p. Para isto chega con ver que se Xi,...,Xg

son campos de vectores diferenciables sobre M tales que (X;), = 0 para algin i entén
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w(X1,...,Xk)(p) = 0, porque daquela, aplicando isto a cada X; —Y;, se (X; —Y;), =0
para todo i = 1,..., k, serfa w(X; — Y1, Xo,..., X)(p) =0, etc., e polo tanto

(*) w(Xl, ve ,Xk)(p) = w(Yi,XQ, oo ,Xk(p)) = w(Yl,n,Xg, ceey ,Xk)(p)
= . :OJ(Yl,YQ,...,Yk)(p).

Para isto probaremos en primeiro lugar:

(a) Se Xy,..., X, Y1,..., Y, son campos de vectores diferenciables sobre M que coin-
ciden nunha vecinanza aberta U de p enton w(X7, ..., X%) e w(Y1,...,Yy) coinciden en U.

E suficiente probar que se X; € X(M) se anula en U entén w(Xy,...,X;, ..., X;) =0
en U. Por simplicidade probarémolo para i = 1. Sexa ¢ € U. Polo teorema de existencia
de funcions meseta (teorema existe unha vecinanza aberta V de ¢, con clausura
compacta V C U, e existe f € F(M) tal que fjy = 1 e sop f C U, logo fiany = 0. Se
tomamos g =1 — f € F(M), tense gv =0e gpnp = 1. Enton X3 = gX; e polo tanto

w(X1,..., Xk) =w(gX1, Xoy ..., Xg) = gw(X1, ..., Xk),

do que se segue que w(X1,...,X;)(¢) = 9(¢) w(X1,...,Xk)(g) =0, xa que g(q) = 0. Isto
¢ valido para cada punto q € U, logo w(X1,..., X)y = 0.

Probaremos agora a propiedade antes anunciada e, por simplicidade, suporemos de
novo que ¢ = 1:

(b) Se X; € X(M) se anula nun punto p € M entéon w(Xy,...,X;)(p) = 0.

Sexa (U, ¢) unha carta de M, con ¢ = (x!,...,2™), e supofiamos que a expresiéon local
de XyenU e (X1)jy =20, M 9,5, onde M € F(U). Polas propiedades de extension local
de funciéns diferenciables e de campos de vectores diferenciables e , podense
atopar unha vecinanza aberta V' de p contida en U, funciéns diferenciables f; € F(M)
e campos de vectores diferenciables Z; € X(M) tales que fiyv = My e Zjiy = (Opi )|v-

Entoén

Xi =) [fiZj€ X(M)
j=1

é tal que X iIV = Xi|y. Se empregamos a propiedade (a) de enriba, séguese
n
W(Xla X27 cee >X]€)(p) = W(Xi’ X2a cee ?Xk)(p) = Z fj(p)w(ZJ7X27 ey Xk)(p) = Oa
j=1

xa que fj(p) = M (p) = 0 para todo j = 1,...,n, por ser (X;), = 0.
Como consecuencia, temos as igualdades (%), é dicir: Se (X1, ..., Xk), (Y1,...,Y%) per-
tencen a X(M) x *) x X(M) e son tales que (X;), = (Y;), para todo i = 1,...,k, enton
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w(Xi, ..., Xk)(p) =w(Y1,Ys,...,Y:)(p). Isto, xunto con [2.22] fai que estea ben definida a
k-forma
w: M — A*T(M)
p—>wp € /\k(Tp(M» )

onde, para cada p € M,

wp: Tp(M) x *) x T,(M) — R

(V1,0 0) = wp(v, .., vk) = w(X, .., Xg) (),

sendo X1,..., X} campos de vectores diferenciables sobre M tales que (X;), = v; para
cadat=1,... k.
Imos ver finalmente que w é diferenciable, para o que consideramos a expresion local

de w nunha carta (U, ) de M, con ¢ = (z!,...,2"),

wiy = E @jy.jp, dT?P A - N daTE
1<1<<jr<n
Debemos comprobar que as compofientes a;,...;, son funciéns diferenciables en U, para o
que veremos que o son nunha vecinanza aberta de cada punto p € U. Agora, por [2.22
existe unha vecinanza aberta V de p contida en U e campos de vectores diferenciables

X; € X(M) tales que XJ\V = (Oyi)|v- Enton, para todo g € V, tense

Ajy g, <Q) = WQ((aacjl)q’ R (8£tjk)q)) = W(lev <o 7Xjk)(q>7

ast aj,...jy = w(Xjy, s X5 v, e logo aj,...j, € diferenciable nunha vecifianza aberta de
cada punto de U, é dicir aj,...;, € F(U) para cada 1 < j; < --- < ji, < n e, polo tanto,
w: M — AF T (M) é unha k-forma diferencial sobre M, & que lle corresponde trivialmente

a aplicacion F (M )-multilinear e antisimétrica w de partida. O

Observacion 3.22. O conxunto das aplicacions F (M )-multilineares antisimétricas
w: X(M)x P xx(M) — F(M)

ten dun modo natural unha estrutura de espazo vectorial real e de modulo sobre F(M),
que se identifica con EF(M).

En particular, unha forma diferencial de grao 1 sobre M poédese interpretar ou ben
como unha seccion diferenciable do fibrado cotanxente w: M — T*(M), ou ben como
unha aplicacion F(M)-linear w: X(M) — F(M), e a relacion entre as duas interpretacions
esta dada por

w(X)(p) = wp(Xp), X eX(M), pe M.
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Por exemplo, se f € F(M), a diferencial de f é unha secciéon (diferenciable) do fibrado
cotanxente (ver definicion [3.15)) e como aplicacion F (M )-linear é

df : X(M) — F(M)
X s (df)(X) = X
(véxase tamén [2.23)).

e 3.23. (A dlzebra exterior das formas diferenciais sobre unha variedade diferenciable)
O produto exterior das formas diferenciais w € " (M) e n € £°(M) correspondese coa

aplicacion obtida a partir das aplicacions F (M )-multilineares antisimétricas w e n por

1
((.d N n)(Xh <o 7XT+S) = @ Z 5(0) w(Xa(l)a s >Xa(r)) U(XO'(T-"-l)? s 7Xa(r+s))
e U€6r+s
= Z E(U) W(Xa(1)7 B Xo(r)) n(Xo(r+l)a s 7Xa(r+s))7
aeBS(r,s)

onde X1,..., X, s € X(M).
Tamén poiiemos E¥(M) = 0 para todo k € Z, k < 0. Se dim M = n,

(M) =EPer) =My ' (M) EX(M) ® -+ & (M)
kEZ

ten estrutura de espazo vectorial real e de moédulo sobre F(M). Cada elemento de £*(M)

podese representar como unha suma formal
w:Zwk:wo+w1+-~-+wn, wkeé’k(M) Vk e Z,
keZ

e dise que w é unha forma diferencial sobre M. Co produto exterior A (que se estende a

E*(M) por bilinearidade) é unha alxebra graduada anticonmutativa sobre R,

EX(M) x E(M) 25 £5(M)

(w,n%—)w/\nzi( Z wr/\ns).

k=0 r+s=k

Dicimos que E*(M) € a dlzebra exterior das formas diferenciais sobre M.

Exemplo 3.24. (Formas diferenciais sobre R™)

Para calquera variedade diferenciable M de dimensién n > 1, cada espazo vectorial
EF(M), 0 < k < n, é un espazo vectorial real de dimension infinita. Como F(M)-moédulo
é localmente libre, ¢é dicir, cada punto de M ten unha vecifianza aberta U tal que £F(U) é

un F(U)-modulo libre finitamente xerado.



3.3. FORMAS DIFERENCIAIS SOBRE VARIEDADES 51

No caso M = R" o sistema de coordenadas identidade idg» = (r!,...,r™) permite

considerar no F(R")-mo6dulo

R =PEFR) =R 0 E'RY) @ R @ --- & ENR")
kEZ

a base formada polas seguintes 2" formas diferenciais
1, drf (1<i<j), drindr (1<), drtAndrdANdr® (i<j<k), ...,drt Ao Adr™
Cada w € EF¥(R™), 1 < k < n, podese escribir de modo tinico como

w= Z Wjyojp APTE Ao A drE aj,..;, € F(R"™).

1<j1<<gr<n
En particular £°(R™) e £"(R") son F(R™)-médulos unidimensionais, e tense o isomorfismo
E'R") — EM(R™)
fr— fdrt n---Adr™.

Por outra banda, se f € E9(R") = F(R"), enton df € EY(M) exprésase como

df = i:aj.drj.

e 3.25. (Imazxes reciprocas de formas e homomorfismo de dlzebras inducido)
Sexan M e N variedades diferenciables de dimensiéns m e n, respectivamente, e sexa

f: M — N unha aplicacién diferenciable.
(1) Sepe€ M, para cada k € Z, k > 1, definese f: /\ka(p) (N) — /\kTp(M), por

(f;a)(vl, RIS a(f*p(vl), A f*p(vk)) ,

para todo a € /\ka(p)(N), vi,..,v € Tp(M). Se kb =1, f: T}‘(p)(N) — T;(M) é a
aplicacion cotanzente de f en p. E inmediato que Jp € linear para cada k > 1, e que se
a € N (N) e B € ATy, (N), enton

folanB) = (fpe) A (fp8).
Tense un homomorfismo de alxebras exteriores f*: )\ﬁ, — )\?\4 determinado por

[ AFT(N) — AFT(M)
Al A ek e AR N) s (fral) A A (fra) € AR,
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(2) Para cada w € E¥(N), k > 1, definese a imaze reciproca de w por f como a k-forma
fro: M — NAFT(M)
P (fwlp = fwi)
esew=h € EYN)=F(N), definese f*h =ho f.
(3) Verificase f*(dh) = d(h o f) = d(f*h) para cada h € F(N), xa que se p € M e
v e T,(M), tense
(f*(dh)) ,(v) = fy(dh) ) (v) = (dh) ) (Fip(v) = (fip(v))(R)
= v(ho f) = d(ho Hyfv) = (d(FD)), (v),
onde usamos as definicions [I.14] e 3.8

(4) Para todo k > 0, a aplicacion imaze reciproca

frENN) — EF (M)
wr— fHw) = ffw
estd ben definida, xa que se (V,4) é unha carta de N, ¢ = (y',...,9"), e w € EF(N) é tal

que

Wiy = Z bjlmjkdy]l /\---/\dy“,
1<j1<<gkg<n

epe f~HV) entén

(Fwp=Fwpm = >, b g ) @y ) s A A Lo (dy™) gy
1<j1 < <jp<n

= > (b o HAW o Py A Ad(y o fp,

1<ji<<jg<n

de onde se segue que a k-forma f*w sobre M ¢é diferenciable e polo tanto f*w € E¥(M).

Ademais, para cada k > 0 a aplicacion f* é un homomorfismo de espazos vectoriais.
(5) Sew e &E"(N),ne & (N), r,s >0, enton f*(wAn) = (f w) A (f*n), polo que se
ten un homomorfismo de alxebras inducido
ffEY(N) — EF(M)
w = pwr— fH(w) =22 [Tk,
que conserva o grao das formas.

Se g: N — L & outra aplicacion diferenciable entre variedades diferenciable entén

(go f)* =f*og*.Se M = N e f é aidentidade na variedade M ¢ inmediato que f* é a
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identidade en £*(M). Asi, ao asignar a cada variedade diferenciable M a &lxebra £*(M)
das formas diferenciais sobre M e a cada aplicacion diferenciable f: M — N a aplicacién
imaxe reciproca f*: E*(N) — £*(M), tense o functor contravariante £* da categoria de
variedades diferenciables (e aplicacions diferenciables) na categoria de alxebras graduadas
anticonmutativas sobre R (e homomorfismos). Se f: M — N é un difeomorfismo entéon f*

é un isomorfismo de alxebras graduadas.

Exemplo 3.26. (Unha forma diferencial non nula sobre S')

A circunferencia S' é unha subvariedade regular de R? e a inclusion i: S' — R? induce
a aplicacién linear i*: EY(R?) — £1(S'), co que cada forma diferencial w = fdx + gdy
sobre R?, onde z,y son as funciéns coordenadas do sistema de coordenadas identidade
de R? e f,g € F(R?), define unha forma diferencial i*w € £*(S'). Se se fai actuar sobre o
campo Jp = (—yd, + 20,) 51 € X(S') (véxase 2.28), para cada p € S!,

(i*w)p((ae)p) = Wp(i*p((ae)p)
= (f(p)(dz)p + 9(p)(dy)p) (—y(p) (0z), + (p)(3y),)
= —f(p)y(p) + 9(p)z(p),

e ao poiler f = —y e g = x obtense a forma diferencial o = #*(—y dx + = dy) sobre S' que
é non nula en cada punto xa que a(dp) é a funciéon constante 1 sobre S!. A 1-forma « é
unha seccién do fibrado cotanxente T*(S!), asi que este fibrado, como sucede co fibrado

tanxente T'(S'), é isomorfo ao fibrado trivial S* x R.







Capitulo 4

Derivacions e antiderivacions

Imos estudar neste capitulo tres operadores lineares fundamentais no estudo das va-
riedades diferenciables: a diferencial exterior, a derivada de Lie respecto dun campo de
vectores e o produto interior ou contracciéon cun campo de vectores, e que estan ligados po-
la chamada “férmula maxica de Cartan”. Imos ver previamente propiedades comuns a estes
operadores, para o que imos a considerar as derivacions e as antiderivacions na alxebra das

formas diferenciais sobre unha variedade diferenciable.

4.1. Derivacions e antiderivacions de formas diferenciais

Sexa M unha variedade diferenciable de dimensién n e £*(M) = @, E¥(M) a alxebra

graduada das formas diferenciais sobre M.

Definiciéon 4.1. Un operador linear de £*(M) é un endomorfismo do espazo vectorial

E*(M), isto é, unha aplicacion R-linear
D: & (M) — E(M).
Un operador linear de £*(M) dise que é de grao k € Z se
D(ES(M)) c ETR(M),  s>0.
Un operador linear de £*(M) dise que é unha derivacion se é de grao par e
DwAn) =Dw)An+wAD(n),  wne& (M),
e unha antiderwacidnﬂ se é de grao impar e

D(wAn)=D(w)An+ (—1)"w A D(n), we&E (M),ne&(M).

! As propiedades caracteristicas dun operador linear de £*(M) para ser unha derivacién ou unha

antiderivacién tamén se chaman regra de Leibniz e regra anti-Leibniz, respectivamente.

95
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A proba da seguinte proposicién, sobre o conmutador de daas derivaciéns, o conmutador
dunha derivaciéon e unha antiderivaciéon, e o anticonmutador de duas antiderivaciéns, é

inmediata.

Proposicion 4.2. Sexzan D e D' derivacions de E*(M) de grao k e k', respectivamente, e

sexan A e A" antiderivacions de E*(M) de grao l e l', respectivamente. Enton
(a) [D,D')=DoD"—D'oD éunha derivacion de grao k + k',
(b) [D,A] = Do A— AoD é unha antiderivacion de grao k + 1,
(¢) Ao A"+ A’ o A € unha derivacion de grao I + 1,
(d) A%2 = Ao A ¢ unha derivacion de grao 2.

Definiciéon 4.3. Un operador linear D: £*(M) — £*(M) dise que é un operador local se

para todo subconxunto aberto U de M se verifica:
w,n € EY(M), Wy =nNu = (Dw)\U = (Dn)v,

é dicir, o comportamento de Dw nun punto p € M depende do comportamento de Dw

nunha vecinanza de p.
Proposicion 4.4. As derivacions e as antiderivacions de £*(M) son operadores locais.

Demostracion. B suficiente probar que se unha derivaciéon (ou antiderivacién) w é 0 nun
conxunto aberto U de M, logo (Dw)‘U = 0, pois por linearidade das derivaciéns e anti-
derivacions, se (w — 1)y = 0, logo (Dw)jy — (Dn)jy = (Dw — Dn)jy = 0 e teriamos o
resultado.

Sexa entéon U un aberto de M, p € U un punto de U e w unha k-forma diferencial tal
que w);y = 0. Podemos escoller unha funcién meseta f tal que fiyng =1 e f(p) = 0. Temos
enton w = fw, co que Dw = D(fw) = Df Aw+ f A Dw. Agora, tanto f como w se anulan
en p, co que (Dw), = 0 para todo p € U. O

k

Observacion 4.5. Se w!, ... w* son formas diferenciais de grao 1 sobre M, k > 2, probase

facilmente (por inducion):

Se D é unha derivacién entén
D(W'A---AWF) = (DO AWEA- AP+ A(DW) A AP+ wt AP A A (DWP).
Se D é unha antiderivacién entén

D(w'A- - -AwF) = (D) AwW?A- - AWk =W A(DWA- - AwF 4 -4 (=1)* Tl Aw? A - A (D).
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Proposicion 4.6. Se D ¢é unha derivacion (ou antiderivacion) de E*(M) enton, para
cada aberto U de M, existe unha tnica derivacion (respectivamente, antiderivacion) Dy

de £EX(U) tal que
(Dw)jy = Dy (w)

para cada w € EF(M), k > 0. Ademais, se D € de grao k entén Dy € de grao k.

Demostracion. Se D: E*(M) — £*(M) é unha derivacion ou unha antiderivacion e U un
aberto de M, definimos Dyy: £(U) — £*(U) asignando a cada a € £*(U) a aplicacion

Dya: U — AT(U) = AT(M)
p— (Dya)p, = (Dw)p, onde w € £*(M) ¢é tal que wjy = oy,
V abertoen M, peV, V C U.

Obsérvese que tal w existe pola propiedade de extension local de formas diferenciais (pro-
posicion [3.19); se dim M =n e a = Y}, o, con ay, € EF(U), enton w = > h—o Wk, onde
wr € EF(M) & tal que (wi)jv = (ag)v para todo k = 0,...,n. Ademais Dy« estd ben
definida xa que se w’ € £*(M) é tal que w"v, = ajyr onde V' & outra vecifianza aberta
de p contida en U, entén wjynyr = w(vmﬂ, e dado que as derivaciéns e as antiderivacions
de M son operadores locais (proposicion tense (Dw)jyny = (Dw')jyqyr e polo tanto
(Dw)p = (Dw')p.

E evidente que Dy é un operador linear por selo D e que se D ¢é unha derivacion
(respectivamente, unha antiderivacion) tamén o é Dy (xa que se w é una extension local
de o nunha vecinanza aberta de p € U e i é unha extension local de 5 nunha veciianza
aberta de p, os dous contidos en U, entén Aw—+un —con A\, u € R — e wAn son extensions
locais de Ao+ i 8 e a A B, respectivamente, na intersecciéon de ambas vecinanzas abertas
de p).

Da definicion de Dy ¢ inmediato que Dy (wy) = (Dw)y para cada w € £*(M). Pa-
ra probar a unicidade de Dy, suponamos que temos outra derivacién ou antiderivaciéon
Dy £5(U) — £*(U) tal que Dy (wjy) = (Dw)jy para todo w € £*(M) e vexamos que
Dy, = Dy. En efecto, se a € £*(U), p € U, e consideramos unha vecifianza aberta V de p

tal que VC U e w € (M) é tal que w|y = ay enton, por ser Dy; un operador local,

( ?JO‘)p = (ngww)p = ((Dw)w)p = (Dw)p = (Dua)y,

onde a tultima igualdade débese & definicién de Dy, o que conclie a proba da proposicion,

xa que ¢é trivial que se D é de grao k, tamén o é Dy . O
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Proposicion 4.7. Unha derivacion ou unha antiderivacion de E*(M) estd completamente
determinada pola sia actuacion sobre EO(M) = F(M) e EY(M). (De feito, dias deriva-
cions ou antiderivacions de E*(M) son iguais se coinciden sobre as funcions e sobre as
diferenciais das funcions).

Demostracion. Sexan D e D' derivacions (ou antiderivacions) de £*(M). Imos probar que

se D(f) = D'(f) e D(df) = D'(df) para cada f € F(M) entéon D = D',

para o que, se substituimos D — D’ por D, abonda probar que se D é unha derivacién ou

unha antiderivacion de £*(M) tense que
se D(f) =0e D(df) =0 para cada f € F(M) entén D = 0.

Habera que probar que Dw = 0 para todo w € EF(M), k > 1, para o que imos ver
que dado p € M, (Dw), = 0. Para isto, tomamos unha carta (U,¢) de M con p € U,
o= (x',...,2"). Temos
Wiy = Z Wy AT A oo A dT aj, ..., € F(U).
1< <<jg<n
Pola propiedade de extension local de funcions diferenciables (corolario existen unha
vecifianza aberta V de p, V' C U, funciéns fivge € F(M) para 1<j1 <---<jr<n

tales que fj1~~-jk|\/ = Gjjy )y © funcions g',...,¢g" € F(M) tales que gfv = ., para

J
|V
j=1,...,n. Entén,
n= > fiepdg Ao Ndght € EF(M)
1<ji<-<jr<n
¢ tal que ny = wyy, xa que fjl"'jk|V = @jy.jy |y © Para todo ¢ € V, e cada v € T, (M),
(dg?)q(v) = v(g?) = v(27) = (da?),4(v). Pola proposicién D & un operador local, co que
(Dw)|y = (Dn) v, e polo tanto (Dw), = (Dn), = 0, porque
Dn = > (D(fjrge) Ngh A Ndg A+ fyg, D(dg™ A AdgTt)) =0,
1<j1<-<gp<n
tendo en conta a observacién e xa que D se anula nas funcioéns diferenciables sobre M

e nas diferenciais das funcions. O

4.2. O produto interior

Teorema 4.8. Eziste unha unica aplicacion
L: X(M) x EY(M) — E*(M)

(X,w) — Lxw
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tal que para cada X € X(M), Lx: E*(M) — E*(M) é unha antiderivacion de grao —1 que
satisfai as duas sequintes propiedades para cada f € F(M):

(1) txf=0,

(2) tx(df) = (df)(X).

Ademais, Lxw = w(X) para todo w € EY(M), e se w é unha forma diferencial de grao

k > 2 enton a forma diferencial Lxw de grao k — 1 estd determinada por

(*) (LXw)(X1,...,Xk_1):w(X,Xl,...,Xk_l), X1, , Xk E%(M)

Demostracion. Como vimos na proposicion as (anti)derivacions estan determinadas
por como actiian sobre as funciéns e as diferenciais das funciéns, polo que as condiciéns
(1) e (2) garanten a unicidade de L no caso da sta existencia. Para demostrar esta, para cada
campo de vectores diferenciable X sobre M definimos Lx por Lx f = 0 para f € F(M), por
Lxw=w(X)sewe EY (M) epor (x) sew e EF(M), k > 2. Cada Lx: EF(M) — EF1(M)

estd ben definido e é R-linear, e podemos estender a £*(M) por linearidade,
Lx: EY (M) — E(M)

Zwk — bewk.

keZ keZ

Obviamente, Lx cumpre as condicions (1) e (2), e imos ver agora que é unha antiderivacion.
Para isto, sexan w € E"(M) en € E5(M). Ser =s =0 enton w = f,n =g € F(M),
fNg=fgeF(M), logo

Lx(fAg)=0=tx(f)Ag+ (-D)°f ALx(g).

Ser=0,s>1l,w=fe€FM),wAn=fAn=fn,logo tx(f An)(X,...,Xs) =
(f)(Xq,.... Xs) = f(n(Xq,..., Xs)) = f(Lxn)(Xq,..., Xs), asi que

Lx(f Am) = tx(fn) = fex(n) =0+ f Atx(n) = tx(f) An+ (=1)°f Atx(n).
Ser>1,s=0,n=g€ F(M), wAn=wg=gw, e tense

Lx(wAg)=Ltx(gw)=glx(w)=Lx(w)Ng+0=1Lx(w)ANg+ (=1)"wALlx(g)
Se r,s > 1, escribimos X7 = X, e consideramos X, ..., X, 15 € X(M). Tense

(Lx(wAn)(Xg, ..., Xogs) = (WAD(XT, ., Xpgs)

1
= @ Z €(U)w(XU(1), oo 7Xa(r))77(Xa(r+1)a ce 7Xa(r+s))'
o U€6r+s
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Pofiemos a particion 6,4, = &' UG”, onde
& ={re&, o7 (1) <}, & ={0€ &, 5o (1) >r}.

Agora, para cada 0 € &', sexa 7, a transposicion de &, que intercambia 1 e o1(1), e

identificamos &, s_1 cas permutacions de &, s que deixan fixo 1. Podemos escribir

1
@ Z S(O')W(Xg(l), ceey XU(T))T](XU(T+1), . 7Xo(r+s))

oc@
1
= @ Z 5(GTU)W(X15 XO'TO-(2)7 v 7XG'TG(T))77(XO'TU("'+1)’ s 7XO'T0-('I’+S))
o
r
- @ Z E(U,)W(le XU’(2)7 RN XO'/(’I‘))T](XO'/(T‘-Fl)? s XJ’(T—}—S))
e 0'/667‘4»571

— (LX(W) A 7)) (XQ, ce ,XrJrs)a

. . ., !
pois para cada ¢’ € &, 4 1 existen r permutacions o € & tales que o7, = ¢’. De forma
: : " c 12 . ey, . .
similar, para cada 0 € G" considérase a transposicion 7, € S, 4, que intercambia r + 1 e

o71(1), e v a permutacién de &, dada por

r+1 se 1=1,
v(ii)=<qi—1 se 2<i<r+1,

7 se 1>7r+1.

Tense que () = (—1)" e séguese

1
@ S(U)W(Xa(l)a s 7X0(r))77(X0(r+1)7 s 7X0'(7‘+S))
oc@”
= % E(UTQ)W(XUT(’,(U’ s >XUT(’,(T))77(X17 XUT(’,(T—I—Z)v s 7XJT(’,(7“+S))
cc@”
<_1)TT /
= rlg! Z e(aToy)w(XaT(’,y(Q) .- 7XO'T(;.V(T+1))77(X17 XUTAV(T+2)7 s )XUT[’,V(T-I—S))
oce@”
(_1)TT /
= TS' Z 8(0 )w(XO'I(2)’ s 7Xa’(1’+1))77(X17 XU/(T+2)’ s 7Xo"(7‘+5))
0'€G, 451

= (_1)T(W/\LX(77)) (XQ’ ceey XT+S))

co que finalmente Lx(wAn) = Lx(w)An+ (—1)"wAlx(n), como queriamos probar. [

Definicién 4.9. O operador Lx chamase produto interior por X € F(M), e a forma
diferencial Lxw dise que é o produto interior de w por X. Tamén se di que Lxw é a

contraccion de w con X.
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e 4.10. O produto interior tamén se pode interpretar como unha aplicacion
L: X(M) — End(S*(M))
Xr—Lx:E(M)— E(M)

de modo que cada Lx é un endomorfismo de grao —1 do F(M)-modulo graduado £*(M),

Xa que
Lx(w+n) = tx(w)+ tx(n),
tx(fw) =tx(f) Aw+ (1) fex(w) = fex(w),
para cada w,n € E(M), f € F(M).
Proposicion 4.11. Se X,Y € X(M), f € F(M), verificase:
(@) Lxiy =Llx +Lly, Lyx = flx,
(b) % =tLxtx =0.

Demostracion. A demostracion de (a) é inmediata. A proba de (b) séguese deseguida de que
a composicion de daas antiderivacions é unha derivacion (apartado (d) da proposicion(4.2) e
de que unha derivacion esté determinada pola sta actuacion sobre as funciéns diferenciables
e sobre as suas diferenciais (proposicion . O

Proposicion 4.12 (Expresion local do produto interior). Sexa (U, ) unha carta da va-

riedade diferenciable M, ¢ = (z*,...,z"). Se w € E¥(M) se pode escribir localmente como

Wiy = g @jy.jp, ATV N - N daTR
1<j1<<jr<n

e X € X(M) ten a expresion local en (U, p)

Xy =) N0
i=1

enton
(Lxw)u = Z (=) Niaj, g da?t Ao Adadi A A dadk
1<j1 < <jp<n,
1<i<k

Demostracion. Pola proposicion [4.6] sobre a restricion das antiderivacions, consecuencia de
que estas son operadorgs locais, (Lxw)y =t XpW|U- Observemos en primeiro lugar que
Lo, dz) = dz?(d,:) = &]. Polo tanto, por ser Lo, unha antiderivacién, da observaciéon
séguese:

(Lo, )(da" A-Nda®) = (1) Mdat A Adat A A dat,
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onde dx? indica que o termo dx’ non aparece. Por outra banda, Lx wu = b xig Wi =

Sy /\i(bamiw‘U), e polo tanto

n
LX‘UW|U = Z/\ibazi< Z gy ejp dz?t A - /\dIL’jk>

i=1 1<j1<<ji<n

= Z Z )\iajl"‘jkl’ami (dle AR da:jk)

=1 1<j1<-<jp<n

= Z (—1)i71)\jiaj1...ji...jkd:lijl A Ndzdi N -"/\dl’jk,
1< << g <n,
1<i<k

onde temos en conta que se ¢ # ji,..., ji enton Lari(da:jl A - Adaiv) = 0. O

4.3. A derivada de Lie

A derivada de Lie dunha forma diferencial con respecto a un campo de vectores dife-
renciable X vai aparecer agora como unha xeneralizacién da accién de X sobre as funciéns

diferenciables.
Teorema 4.13. FEuxiste unha unica aplicacion
L:X(M)xE(M)— E(M)
(X,w)— Lxw
que satisfai as sequintes propiedades:
(1) Lx:we & (M) — Lxw e E(M) € unha derivacion de grao 0.
(2) Se fe F(M) enton Lxf =Xf.
(3) Se f € F(M) enton Lx(df) =d(Xf).

Demostracion. A unicidade séguese inmediatamente de que, por ser unha derivacion, cada
Lx esta completamente determinada pola stia actuacion sobre as funcions en F(M) e as
stas diferenciais (proposicion .

Suporemos ao longo da demostraciéon que p é un punto arbitrario de M e que esta dado
un fluxo local {®;: U — M }4c;. de X nunha veciianza aberta U de p. Enton, para cada

k> 0ecadat € I, temos un homomorfismo de espazos vectoriais

r: EF (M) — EF(U)

wi— & (w) = djw,
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onde (®jw), = (D) (W, (p)) se k> 1 e Pjw =wo @ se k=0 (ver (3.25). Definimos

(Lxw), = lim w — lim ((I):)P(wq%@)) —Wp
P50 t t—0 t )

Para comprobar (1) consideramos en primeiro lugar £x como unha aplicacion definida
en £*(M) pero con valores en formas que non son necesariamente diferenciables, e vemos
facilmente que Lx verifica as propiedades de derivaciéon. En efecto, é trivial que Lx ¢é
R-linear; ademais, se w € E"(M) en € E5(M), r,s > 0, entén

(Lx(w An)), = lim - (9w Am)y — (@ A m)y)

= lim 1((@;‘@) Anp — ((2fw) Am)p + ((BF (@) An)p — (w Am)p)

t—0 t
= tim (95 (0 A )y — ((B) An)y) + Jim = ((@F () Ay — (0 A m)y)
= Tim (97 () A £ (®F) — n)y) + lim () — ) An)y)

=wALxn+ LxwAn.
Se f € F(M) enton

(£x )y = lim +((® £)(p) ~ F(p) = lim +((F 0 20)(p) — F(p)) = X,() = (XF)(p),

por e[2.30, o que proba (2).
Para demostrar (3) consideramos outra vez f € F(M), e por (3) de tense a seguinte
igualdade en T (M):

(Lx(df))p = }%%(@?(le))p — (df)y) = lim 7 (d(F 0 @), — (dF),).

t—0 ¢
Polo tanto, se v € T,(M), tense

t—0
= lim + (0(7 0B, )) = v(lim 1 (7o, — f))
= u(Xf) = d(X])y(v),

onde usamos, por[2-30} que (X £)(g) = X,(f) = iy o (1/8)((f o ®,)(q) — f(g)) para todo
g € U. Logo Lx(df) =d(Xf).

Para rematar a demostracién veremos que se w é unha k-forma diferencial entén a

(Lx(d))p(v) = lim = (d(F 0 0)y(0) — ([d)p(w)) = lim 1 (0(F 0 B1) — o()

k-forma Lxw é diferenciable nalgunha vecifianza aberta de cada punto p € M. Para isto
consideremos unha carta (W, ) de M tal que p € W e suponamos que a expresion local
de wen (W, p) é

wiw = Z gy ejp dz/t A A dxj’“, jijp € F(W).

1<j1<<jr<n
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Polo corolario que asegura a existencia de extensions locais de funcions diferen-
ciables, podemos encontrar unha vecifianza aberta V de p tal que V. C W, e funciéns
fj1...jk7g1a" .7gn € J_..(M> para 1 <j1 <---<jp<n tales que f]13k|V = a‘jl"'jk\V €

gljv = :va para j = 1,...,n. Enton

G= Y fhegdg Ao NdgPt € EF(M)
1<i<<jr<n
¢ tal que wyy = wyy . Polo teorema de existencia de fluxos locais, existe unha vecinanza
aberta U de p que podemos supor contida en V e existen un ntmero real € > 0 e un fluxo
local {®;: U — M }4eq. que define X;;. Por conseguinte, dado que w, = w, para todo
qeVelUCYV, temos

(Prw)q — wy Y (Prw)q — wy _ ~
T T = (LX),

=1i
(Lxw)q Py
¢ dicir, (Lxw)|y = (Lxw)|y. Agora ben, pola formula de derivacién que xa comprobamos
para Lx en (1) e tendo en conta a observacion 4.5 e as propiedades (2) e (3) xa probadas

do presente teorema, temos

k

Lx@= Y (Lx(firg) NG A NG+ fi 5> (dg A ALx (g™ )N .. Adg'™))
1< < <jk<n r=1
k

= > (X(fjrg)dg A NG fy Y (dgT AL AA(X )AL Adg)),
1< <<gr<n r=1

do que se segue que Lxw é unha k-forma diferencial sobre M, e como coincide con £xw na
vecinanza aberta U de p, tense que Lxw é diferenciable nunha vecinanza aberta de cada

un dos seus puntos; asi concluimos que £xw é unha k-forma diferencial sobre M. O

Definiciéon 4.14. O operador Lx chamase derivada de Lie con respecto a X € F(M), e
a forma diferencial Lxw dise que é a derivada de Lie da forma diferencial w con respecto

do campo de vectores X.

Proposicion 4.15. Para todo par de campos de vectores diferenciables X e Y sobre M

verificase

Lixy) = [Lx, Ly].

Demostracion. Tanto Lx y) como [Lx, Ly] son antiderivacions de grao —1 (ver [4.2)), polo
que abondara ver que toman os mesmos valores sobre as funciéns e as diferenciais das

funcions. Se f € F(M) entén Lix y)(f) = 0 e, por outra banda,

[Lx,ty](f) =Lx(ty(f)) =ty (Lx(f)) = Lx(0) — Lty (X f) = 0.
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Ademais,
[Lx,ty)(df) = Lx (Ly (df)) — Ly (Lx(df)) = Lx(df (Y)) — Ly (d(X f))
=Lx(Yf) = (dX))Y)=X(Y[f)-Y(XS)
= [X,Y]f = (d)[X,Y] = Lx y)(df).

O seguinte resultado é trivial:

Proposicion 4.16. Se X e Y son campos de vectores diferenciables sobre M e A € R,

verificase:
(1) Lx+y =Lx + Ly,
(2) Lhx =ALx.

Observacion 4.17. En xeral, Lx non coincide con fLx. En efecto, se h € F(M) entén

(Lrx(dh)), = d((fX)h)p = d((f(Xh))p = (XB)(p)(df)p + f(p)d(Xh)p,

e por outra banda
(FLx(dh)), = F(p)d(X),.

pero en xeral non podemos afirmar que (Xh)(p)(df), sexa 0, agés nalgins casos, como por

exemplo que f sexa unha funcién constante en cada compofiente conexa de M.

Proposiciéon 4.18. Se w € EFK(M) enton, para cada X, X1, ..., X} € X(M), tense

k
(Lxw) (X1, Xp) = Lx (WX, Xp)) = Y w(X1,..., LxXj, ..., X)
7j=1
k
= X (w(X1, ., Xp)) = > (X, [X X, X
j=1

Demostracion. Como consecuencia da proposicion temos que
Lx,Lx = Lxlx, — Lix x,)-
Ao componer con Ly, pola esquerda,
Lx,Ux, Lx = Ux, Lxlx, — bx,lix x,) = LxUlx,Ux, — Lix x)lx, — Lxolix xy)-

Se reiteramos o proceso,

k

(LXk .. -LXl»CX) w = (‘CXLX1 .. -LXk) w — Z(LXk .. ‘L[X,Xj} R LXl) w,
j=1
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é dicir,

(EXw)(Xl, ce ,Xk) = EX(w(Xl, ce ,Xk)) - Zw(Xl, ce ,,Cij, ceey Xk) O

j=1
Observacion 4.19. A derivada de Lie (Lxw)(X1,..., X)) da unha medida da variacion
ao longo das curvas integrais de X do valor da forma w aplicada a campos de vectores
X1,..., X} invariantes polo fluxo de X. Se a variedade é un aberto nun espazo eucli-
diano R" e w = drt A --- A dr"™ (a “forma de volume’ de R™) entén £yw mide como

cambian os volumes polo fluxo {®;} de X.

Proposicion 4.20. Se X e Y son campos de vectores diferenciables sobre M wverificase:

[Lx,Ly] = Lixy)-

Demostracion. Tanto [Lx, Ly] como L[x,y) son derivacions de grao 0, polo que abondara
ver que toman os mesmos valores sobre as funciéns diferenciables reais sobre M e sobre as
stas diferenciais para ver que son iguais. Pois ben, se f € F(M) enton, pola propiedade (2)
do teorema

Lx,Ly](f) =LxLy(f) = LyLx(f) =LxYf)—Ly(X[)
= XY f)-Y(Xf)=[X.Y|(f) = Lixy(f),
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e ademais
[Lx, Ly](df) = LxLy(df) — Eyﬁx(df) Lx(d(Y f))—Ly (d(X[))
= d(X(Y])=d(Y(X[)= d(X (V) - Y(X]))
= d([X,Y](f))= Lix,y)(df),
onde aplicamos varias veces a propiedade (3) do teorema T3] 0

4.4. A diferencial exterior

Un operador linear moi importante no estudo das variedades diferenciables ¢ a dife-
rencial exterior, que como imos ver, é unha extension da diferencial ordinaria das funciéns

diferenciables. Aqui introducimolo a partir da derivada de Lie e do produto interior.

Teorema 4.21. Sexa M wunha variedade diferenciable de dimension n. Existe un tunico

operador linear de grao +1
d: &"(M) — & (M)

tal que
(*) Lx=dolx+1lLxod

para cada campo de vectores diferenciable X sobre M.

Demostracion. Para probar a unicidade suponamos que d e d’ son operadores lineares
sobre £*(M) que satisfan (x). Probaremos que d = d’ por inducién no grao das formas.

Posto que para cada X € X(M) debe ser
dotx+tlxod=Lx=dotly+tlxod,
teremos, para cada f € F(M),
tx(d-d)(f) =d'(txf) —d(exf) =0,

por (1) do teorema [4.8] logo Lx (d(f)) = tx(d'(f)), é dicir, (d(f))(X) = (d'(f))(X) para
cada X € X(M) e por tanto d(f) = d’(f), co que d e d’ coinciden en en E%(M) = F(M).
Suponamos agora que d e d’ coinciden en E¥~1(M) e imos ver que coinciden en £¥(M). Se
w € EF(M) entén Lxw € EFY(M), e pola hipétese de inducion d(Lxw) = d'(Lxw). Polo
tanto,

0= (d - d’)LXw = Lx<d/ — d)w.

Dado que dw — d'w € EFML(M), se X1,..., X1 € X(M) enton

(dw — d'w)(Xl, N ,Xk+1) = (LXl(dw — d/w))(XQ, N ,Xk+1) = 0,
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logo dw = d'w.

Para probar a existencia procedemos tamén por inducién. Definimos d en primeiro
lugar para formas diferenciais de grao 0, de modo que coincida coa diferencial ordinaria
das funciéns,

d: E%(M) — EY(M)
fredf=df: X e X(M) — (df)(X) = X f.

Trivialmente, d é R-linear, e tense Lxf = dLx f + Lxdf, xa que Lxf = X f (por (2) do
teorema [4.13) e por ser Lx f =0 e Lxdf = (df)(X) = X f (por (1) e (2) no teorema [4.8).
Suponamos que existe d definida en £ k_l(M ) coas propiedades requiridas e imos definila
en EF(M).

Se w é unha k-forma diferencial sobre M e X1,..., Xy41 € X(M), para ter (x) pofiemos

(**) dw(Xl,...,Xk+1) = (LdeLL))(X27...,Xk+1)
= (,CXlw)(Xg, ey Xk—i—l) — (dbxlw)(Xg, ... ,Xk+1).

Vexamos que, asi definida, dw é unha (k 4 1)-forma diferencial, ¢ dicir
dw: X(M) x ®+D x (M) — F(M)

é F(M)-multilinear e antisimétrica. Agora ben, Lx,w e d(Lx,w) € EF(M) son F(M)-
multilineares e e antisimétricas, X(M) x *) x (M) — F(M), a segunda pola hipotese de
inducioén. Polo tanto, dw é F (M )-multilinear e antisimétrica con respecto aos argumentos
2,...,k+ 1. Falta ver que dw é F(M)-multilinear respecto & primeira variable X1, e que
¢ antisimétrica respecto das variables primeira e i-ésima (para cada ¢ = 2,...,k + 1),
ou equivalentemente, con respecto as variables primeira X; e segunda Xs. Vexamos en

primeiro lugar o caracter antisimétrico de dw. Tense

(£X2w)(X2, ce ,Xk+1) = LXQ([,X2W )(Xg, .. .,X]H_l)
VX3, Xper1) = (Uxy x0)0) (X35 -+, Xig1)
(Xg, ce ach—f—l) + (LXZdLXQW) (Xg, - ,X]H_l)

(X3a .. 7Xk+1)7
onde a segunda igualdade séguese da proposicion e a terceira da formula (x) no enun-
ciado, Lx, =dolx, + Lx, od, que se verifica aplicada a formas diferenciais de grao k£ — 1,

pola hipétese de induciéon. Obviamente, a ultima igualdade ¢ consecuencia de Lx,lx, = 0.

Polo tanto,

([,sz)(XQ, e ,Xk+1) = (LXQd(LXQ(,u)) <X3, e XkJrl) = (d(LX2w))(X2,X3, e XkJrl).
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Asi, da expresion (%) para dw e a anterior igualdade, séguese
(dw)(X27X27 CER) Xk+1) = LXz(dw)(XQ’ s 7Xk+1)
= (£X2w)(X2, - an—‘rl) — d(LX2(w))(X2, - 7Xk+1) =0.

Isto proba a antisimetria de dw, e como consecuencia tamén se deduce o caracter F (M )-

multilinear de dw respecto da primeira variable X3, xa que
(dw)(Xl,XQ, ‘e 7Xk+1) = —(dw)(XQ, Xl, ‘e ,Xk+1).

Evidentemente, as aplicacions d: E¥(M) — ¥ (M), que se tefien para k =0,1,...,n,
son R-lineares e esténdense por R-linearidade para dar lugar a un tnico operador linear
d: & (M) — £*(M) tal que d(EF(M)) C EFF1(M) e cumpre a ecuacion (x). O

Definicion 4.22. O operador linear d: £*(M) — £*(M) definido polo teorema [4.21] ché-
mase a diferencial exterior da alxebra exterior das formas diferenciais sobre M. A igualdade
que o define,

Lx=dolx +LlLxod, X ex(M),

é a formula de Cartan.

Da férmula de Cartan séguese inmediatamente que a diferencial das 0-formas é a dife-
rencial ordinaria das funcions e tense unha expresion sinxela para a diferencial das formas

de grao 1 que ven dada pola seguinte proposicion.

Proposicion 4.23. (a) Para as funcidons diferenciables (0-formas diferenciais sobre M ),

a diferencial exterior coincide coa diferencial ordinaria, € dicir,
(dN)(X) = (df)(X) = X(f), X eX(M), feFM).
(b) Se w € unha forma diferencial de grao 1 sobre M enton
(dw)(X,Y) = X (w(Y)) - Y (w(X)) —w([X,Y]), X, Y e X(M).
Demostracion. Se w = f € E°(M) entén
(df)(X) = tx(df) = Lx(f) = d(txf) = Lx(f) = X(f)-
Sew € EY(M) e X,Y € X(M), pola proposicion para k = 1 cmprese
(Lxw)(Y) = X(w(Y)) - w([X,Y]),
e polo tanto, da féormula de Cartan séguese

(dw)(X,Y) = (tx(dw))(Y) = (Lxw)(Y) — (d(txw))(Y)
= X(w(Y)) —w([X,Y]) - (d(w(X))(Y)
= X(w(Y)) = Y(w(X)) = w([X,Y]). O
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Temos a seguinte xeneralizacién, que proporciona unha expresion global da diferencial

exterior dunha forma diferencial de calquera grao k > 0.

Proposicion 4.24. Se w € unha k-forma diferencial sobre M entéon dw € a forma dife-

rencial de grao k + 1 dada por

k+1

(dw>(X17 v 7Xk+1) - Z(_l)l—i_lX’L(w(Xlu R 7551'7 v 7Xk+1))
i=1
+ Z (—1)i+jw([Xi,Xj],X1,...,XZ‘,...,Xj,...,Xk+1),
1<i<j<k+1
onde X1,...,Xp1 € X(M), e )/(\l indica que se omite o termo correspondente.

Demostracion. Pola proposiciéon anterior, a ecuaciéon do enunciado é valida para &k = 0 e
k = 1. Suponiemos que a ecuacioén é valida para as formas diferenciais de grao kK — 1 e
imos probala para as k-formas diferenciais. Asi, se w € £ k(M ), pola formula de Cartan, a

proposicion [4.18 e a hipotese de inducion,

(dw)(Xl, e 7Xk+1) = ([/Xl (dw))(XQ, e 7Xk+1)

= (Lx,w)(X2,..., Xpy1) — (d(Lx,w))(Xa, ..., Xpi1)
k+1
= X1 (w(XQ, PN ,Xk+1)) — ZW(XQ, ey [Xl,Xj], PN an—l—l)
=2
k+1 .
— ZXi((lew)(XZa e, X, ,Xk+1))
=2

— Z (—1)i+j(LX1w)([Xi,Xj],XQ,...,5(\1‘,...,Xj,...,XkJrl)
2<i<j<k+1
k+1 -
= X1 (w(XQ, e ,Xk+1)) - ZXZ'(U)(Xl,XQ, NN ,Xi, e ,Xk+1))
=2

k+1

= (120X, X, X, X K1)
j=2
+ > CD)M (X X)L X Xy X X X)),
2<i<y<k+1
co que se ten a igualdade no enunciado. O

Unha caracterizacion alternativa da diferencial exterior ven dada polo seguinte teorema,

que tamén afirma que d é unha antiderivacion.

Teorema 4.25. A diferencial exterior é o unico operador linear d: E*(M) — E*(M) que

satisfai as sequintes propiedades:
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(1) d € unha antiderivacion de grao +1.
(2) Para cada funcion f € E°(M), df é a diferencial (ordinaria) de f.
(3) d>=dod =0.

Demostracion. Para probar a unicidade, suponamos que d e d’ son operadores lineares nas
condiciéns do enunciado. Xa que son antiderivacions, estan determinados pola su actuaciéon
sobre os elementos de £9(M) e as stas diferenciais (proposicion . Agora ben, por (2),
df =df =d'f, e por (3), d(df) =d(df) =0=d'(d'f) = d'(df). Polo tanto, d = d’.
Imos probar que a diferencial exterior d: £(M) — &(M) definida pola formula de
Cartan verifica as propiedades do enunciado. O carécter linear xa é consecuencia do teore-
ma asi como que é de grao +1. Tamén se verifica (2), como se ve na proposiciénm

Para probar que é unha antiderivacion, veremos que se w € E"(M) e n € £5(M) enton
dlwAn)=dw)An+ (-1)"wAdn.

A féormula é valida para r+s =0, xa que nese casow = f,n =g € F(M)ewAn= fAg=

fg, e entén

d(f Ag) =d(fg) = (df)g+ f(dg) =df Ag+ (-1)°f Ady,

xa que se X € X(M), tense

d(f9)(X) = X(fg) = X(f)g + [X(9) = (df)(X)g + f(dg)(X) = ((df)g + f(dg))(X).

Supoiiemos agora que a férmula é certa para r + s = k — 1 e probarémola para r + s = k.
Sexan w € E"(M), n € £°(M). Enton, se Xi,..., Xrps+1 € X(M),

d(w A n)(Xl, e 7XT+S+1) = (Lde(Ld A n))(XQ, e 7X7"+s+1)-

Pola férmula de Cartan, e utilizando que Lx, é unha derivacién e Lx, unha antiderivacion,

Lx,dwAn) =Lx,(wAn) —dlx, (wAn)

(%) = Lx, (W) An+wA Ly, () —d(Lx, (@) A+ (=1)"(w A Lx, (0)).

Pola hipétese de inducién para d sobre formas con suma de graos r + s — 1, tense
d(Lx, () An) = d(Lx,w) An+ (=1) 7 (Lx,w) Adn = d(Lx,w) An+ (=1)"(Lx,w) Adn,
d((-1)"(w A Lx, (0)) = (=D)"(dw) ALx,(n) + (=1)"(=1)"(w A d(Lx, (1))
Polas igualdades anteriores, de (%) séguese:

Lxd(wAn) = Lx; (W) An+wA Ly, (n) = dLx,w) An+ (=1)"(Lx,w) Adny

+ (=) dw) Abx, () = (wAd(Lx, (),
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e aplicando outra vez a formula de Cartan,

Ly, dwAn) = (dtx,w)An+ (Lx,dw)An+wA(dLx,n) + wA(Lx,dn) — d(Lx,w)An
+ (1) (Lx,w0) Adn + (1)1 (dw) AL, (n) —w A d(Lx, (7))
= (Lx,dw) A+ (1) (dw)ALx, (7) +wA (Lx,dn) + (=1) (Lx,w) Adn
=tx,(dwAn)+(-1)"Ltx,(wAdn),

por ser Lx, unha antiderivacion. Polo tanto, tense

d(w VAN 77)(X]_, e ,XT+5+1) == (Lde(u) A T]))(XQ, e 7XT+8+1)
= (l’Xl (dw A ’I’]))(XQ, e 7XT+S+1) + (—1)T(LX1 ((A) AN d?’]))(XQ, ey XT+5+1)
= (dw VAN T])(Xl,XQ, ey Xr+s+1) + (—1)T(w AN d’l?)(Xl, Xo, ... ,XT+S+1),

co que queda probado (1). Agora, como consecuencia da proposicion d> =dod ¢
unha derivaciéon de grao 2, e polo tanto, estd determinada pola sda actuacién sobre as
funcions diferenciables e sobre as stias diferenciais. Abonda probar que d?(f) = 0 para
cada f € F(M), porque como df = df, entén tamén serda d?(df) = d(d%f) = 0. E, en
efecto, para cada X € X(M), pola formula de Cartan,

Lx(d°f) = txd(df) = Lx(df) —d(Lx(df)) = Lx(df) —d(X f) =0,

por (3) do teorema [4.13} Por tanto (d%2f)(X,Y) = 0 para cada X,Y € X(M), é dicir
d? =0, o que proba (3). O]

Observacion 4.26. Pola proposicion a antiderivacion d: £*(M) — £*(M) de grao +1
define, para cada aberto U en M, unha tnica antiderivacion dy: £¥(U) — £*(U), do

mesmo grao, tal que para cada w € E*(M) é
(dw)jy = duy(w|U).

E doado ver que dy ¢ a diferencial exterior da alxebra exterior das formas diferenciais
sobre U. Para isto, polo teorema abonda ver que para cada funcion f € F(U), tense
que di(f) = df (a diferencial ordinaria de f en U) e dy(df) = 0.

Sexa enton f € F(U) e p € U. Polo corolario podemos considerar unha vecinanza
aberta V de p, con V C U, e unha funciéon g € F(M) tal que giv = fjv. Pola forma de
construir na proposicion [4.6| a antiderivacién inducida tense, para cada vector tanxente
veT,(M),

(v f)p(v) = (dg)p(v) = (dg)p(v) = v(g) = v(f) = (df)p(v),
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¢ dicir, dy(f) = df. Por outra banda, de gy = fjv, séguese que (dg), = (df), para
todo ¢ € V, logo (dg)v = (df)|v, e polo tanto, tamén pola construcién da antiderivacion
inducida,

(du(du(f))), = (du(df)), = (d(dg)), = (d(d(g)), = 0.
A anterior igualdade tamén é valida para cada punto en U e para toda funcion f € F(U),
logo d% = 0 e, polo teorema dy: EY(U) — &£*(U) ¢ a diferencial exterior (que

habitualmente tamén denotamos simplemente d).

A expresion da diferencial exterior dunha k-forma diferencial na proposicién é
global, non depende do uso de coordenadas na variedade. Imos dar agora a expresiéon en

coordenadas locais.

Corolario 4.27. Sexa (U,¢) unha carta de M, onde ¢ = (z',...,2"). Se w ¢ unha k-
forma diferencial sobre M e a expresion local de w en (U, p) €
wiy = Z Wy AT A oo A datk,
1<j1<<gr<n

enton

n
. . oa;, ... ) ) ;
(dw) iy = Z daj,..j, Ndz?* A - Adat = E Zde’/\dwﬁ A Adadk
ox?
J1<<Jk << i=1
Demostracion. A primeira igualdade na expresion de (dw)|; é consecuencia inmediata de
que, pola observacion anterior, (dw)y = dy(wjy) e dy € a diferencial exterior en U e
polo tanto coincide coa diferencial ordinaria sobre as funcions aj,..;, € F(U), antlase
sobre as diferenciais das funciéns coordenadas daz/i € F(U) e é unha antiderivacion (e da

observacion . A segunda igualdade séguese da expresion local da diferencial dunha

funcion (ver [3.18)). O
Proposicion 4.28. A diferencial exterior conmuta coa derivada de Lie,
ﬁXOd:doﬁx, XG%(M)

Demostracion. Por (b) da proposicion ao ser Lx unha derivacion de grao 0 e d unha
antiderivacion de grao +1, tense que [Lx,d] = Lx od —d o Lx ¢ unha antiderivacion (de
grao +1). Abondara logo probar que [Lx,d] se anula sobre as funcions diferenciables e as
stias diferenciais. Sexan f € F(M) e X € X(M). Por (2) e (3) do teorema [4.13]

[£x,d](f) = Lx(df) = d(Lx f) = Lx(df) — d(Lx f) = d(X f) = d(X[f) =0,
e usando outra vez que Lx (df) = d(Lx f),

[Lx,d](f) = £x(d(df)) = d(Lx(df)) =0 - d(Lx(df)) = —d(d(Lxf)) =0. D
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Unha propiedade importante da diferencial exterior é que conmuta co homomorfis-
mo inducido entre alxebras graduadas de formas diferenciais (3.25) por unha aplicacion

diferenciable entre as variedades.

Proposicion 4.29 (A naturalidade da diferencial exterior). Se f: M — N € unha aplica-
cion diferenciable entre variedades diferenciables e f*: E¥(N) — E*(M) é o homomorfismo

de dalzebras inducido enton

do f*= f*od.

Demostracion. Debemos ver que, para cada k > 0, o seguinte diagrama é conmutativo:

Ek(M) gk+1 (M)
/| B
5k(N) 1 Ek+1 (N)

En primeiro lugar, se k = 0, dada h € E9(N) = F(N), temos f*(dh) = d(f*h), por (3)
en Supofiamos agora que w € E¥(N), k > 1, e imos demostrar que as (k 4 1)-formas
diferenciais d(f*w) e f*(dw) sobre M coinciden. Para isto, sexan p € M e (V1) unha carta
de N tal que f(p) € V, ¥ = (y',...,94™), e consideramos a vecifianza aberta U = f~1(V)

de p. Supotfiemos que a expresion local de w en (V1)) é

wyy = Z bjl"'jk dyjl /\'--/\dyj’“,

1<y <-<gr<n

e polo corolario [£.27]

dwy = Y dbj Ady A Ady

1<1<<gg<n

Por outra banda (véxase (4) en ,

(f*w)lU = Z (bjr“jk o f) d(yjl of) A A d(yjk o f),

1<ji<<jr<n

de onde, pola observacién [4.26| e por ser d unha antiderivacién,

(d(f*w))‘U = Z d(bjr"jk o f) A d(yjl o f) A A d(yjk o f)

1<j1 < <jk<n
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Por tanto, outra vez por
@fw), = 3 (b0 H), A (A 0 YA A (dly o P),
1<j1<<jg<n

= D b)) A Ty ) sy A A S Ay gy

1<j1<<jrp<n

= > Ay, Ay A A dy’™)) ¢

1<j1<<jr<n

= fp(dw) ) = (f*(dw))

D)

p7

o que proba que (d(f*w))p = (f*(dw))p para cada punto p € M. O]

4.5. Formas pechadas e exactas. Lema de Poincaré

Definicién 4.30. Dise que unha forma diferencial w € £¥(M) é pechada se dw = 0, e que

é evacta se existe unha forma diferencial n € E¥~1(M) tal que w = dn.

Observacion 4.31. Toda forma exacta é pechada, xa que d o d = 0, pero non toda forma
pechada é exacta, como se pode ver co seguinte exemplo clésico.
Se M =TR?\ {(0,0)} eidy = (x,y) ¢é o sistema de coordenadas identidade de M, entén

W= m(—ydm +zdy)
é unha forma diferencial pechada de grao 1 sobre M,

2 2 2 2
-y z y - y —-x
dw = d( 5= ) Ado+d( s ) Ny = s dy A+ s d A dy = 0.
w 22+ 42 T 22+ o2 Vo @tz x+(a:2+y2)2 LAy
Agora ben, w non é exacta, xa que se 1 é unha forma tal que dn = w daquela 7 debe
ser unha funcion diferenciable f: M — R tal que (0f/0z)dx + (0f/0y) dy = w, é dicir,
of _ =y of _ _x
oxr a2 +y?’ oy w2 +y?’

polo que, agés unha constante aditiva, ten que ser

f(z,y) = arctan(y/x)

para cada (z,y) € M. Pero unha funcion f tal non esté definida en todo M, asi é que
a 1-forma w non é exacta na subvariedade aberta M de R?. Observamos que a 1-forma
w serfa exacta se o seu dominio fose, por exemplo, o semiplano superior aberto de RZ.

A terminoloxia “pechada” baséase na analoxia coas cadeas na homoloxia singular que son
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ciclos, isto é, nas que se anula o operador fronteira. O termo “exacta’ para as formas
é clasico, xa que as formas diferenciais denominabanse “diferenciais”, de modo que esta
diferencial chamouse “exacta’ se era realmente a diferencial de algo. A relaciéon entre as
formas e as cadeas é ainda maior, como suxire o exemplo da forma pechada non exacta w
sobre o plano sen a orixe; en M = R?\ {(0,0)} pode atoparse tamén unha cadea pechada
(un ciclo) que non ¢ a fronteira dc de ningunha cadea ¢ sen mais que considerar unha curva
pechada que rodea a orixe. De feito, esta propiedade pode seguirse da versién da féormula
de Stokes que relaciona o operador diferencial exterior de formas diferenciais e a fronteira

de cadeas singulares (Warner, [16], p. 144]),

/n:/w, se w =dn.
dc c

O operador diferencial exterior ¢ tamén o operador (co)fronteira para unha teoria de coho-

moloxia, a cohomoloxia de De Rham.

e 4.32. O espazo vectorial real £*(M) das formas diferenciais sobre unha variedade di-
ferenciable M de dimensién n co operador diferencial exterior d define o complexo de
De Rham de M, que é o complexo de cocadeas dado pola sucesion de espazos vectoriais

coa aplicacion linear diferencial exterior en cada grao

d d d

0 — E9(M) —— EY(M) d

\Sk(M)—%--

Consideramos para cada k > 0 os subespazos vectoriais Z¥(M) e B¥(M) de E*(M) de

formas pechadas e formas exactas, respectivamente,
ZEM) ={we (M) |dw =0}, B¥WM)={we&M)|w=dnne& ).

Xa que toda forma exacta é pechada, B¥(M) é un subespazo vectorial de Z¥(M). O espazo

vectorial cociente
H*(M) = Z*M)/B*(M), k=0,1,...,n,

denominase k-ésimo grupo de cohomoloxia de De Rham de M, e mide ata que punto hai
k-formas pechadas sobre M que non son exactas. Se w € Z¥(M), dendtase con [w] a stia
clase de equivalencia, que é a clase de cohomolozia de w.

Considérase o espazo vectorial real

H*(M) =P H"(M)=H(M)® H' (M) ®---© H"(M),  n=dimM,
kEZ

Sewe (M) ene E(M), apropiedade de antiderivacion da diferencial exterior

dlwAn) =dwAn+(—1)"wAdn, wAn=(-1)"nAw,
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da lugar a un produto exterior ben definido en cohomoloxia
A H' (M) x H(M) — H"5(M)
(W], [n]) — W] A 0] = [w A,
que converte a H*(M) nunha alxebra graduada anticonmutativa.
Se N é outra variedade diferenciable e f: M — N é unha aplicaciéon diferenciable,

a naturalidade da diferencial exterior (proposicion [4.29) da lugar a unha aplicacion de

complexos de cocadeas de grao 0,

) — S R () —S R ) —— -

ety — S gy — L e

e polo tanto define unha aplicacion linear en cohomoloxia para cada k,
H*(f): H*(N) — H*(M)
[w] — H*(f)([w] = [f*(w)],

que tamén da lugar a é un homomorfismo de alxebras H*(f): H*(N) — H*(M), xa que

H*(f) (WA [n]) = B (F) (W) AH(F)([n])-

Podense considerar asi o functores contravariantes H* da categoria de variedades dife-
renciables na de espazos vectoriais reais e H* da categoria de variedades na de alxebras
graduadas anticonmutativas. En particular, se duas variedades diferenciables son difeomor-
fas enton as stias alxebras de cohomoloxia de De Rham son alxebras graduadas isomorfas,
o que fai que a cohomoloxia de De Rham sexa un invariante por difeomorfismos moi im-

portante.

Dado que non hai formas de grao —1 (xa convimos en que E71(M) = 0), logo
HO(M) = Z°(M), co que se vai ver facilmente que H°(M) é o subespazo vectorial de

F (M) das funcions constantes en cada componente conexa de M:

Proposicion 4.33. Se M ¢ unha variedade diferenciable con | componentes conexas enton
HO(M) =R
Demostracion. Sexa f un elemento de Z°(M), isto é, f € E%(M) = F(M) tal que df = 0.

Imos ver que f é constante nunha vecinanza aberta de cada punto de M. Sexa p € M e

(U, @) unha carta de M, tal que U é conexo e p € U. Se p = (z!,...,2") entén (3.18)

I

)= a—f. da? =0,
j=1
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e como dz', ..., dz" son linearmente independentes en cada punto de U tense que 9f/0z7
se anula en U para cada j = 1,...,n, co que a diferencial d(f o o~ 1): p(U) C R* — R

1 ¢ constante en ¢(U) e polo

tamén se anula no aberto conexo ¢(U) de R™, co que fop~
tanto f toma un valor constante ¢ € R na vecinanza aberta U de p. Asi, o conxunto
pechado W = f~1({q}) tamén é aberto en M e polo tanto f é constante na compoiente
conexa de p.

Dediicese que se df = 0 entén f é constante en cada componente conexa de M, asi que
se M ten [ compoifientes conexas Mi,..., M;, f estd ben determinada por un conxunto

ordenado de [ ntimeros reais, é dicir,

HY(M)=Z°(M)={fiy; =¢j | €R, j=1,....1}

~{(q1,-- @) |G ER, j=1,...,1}
= R m

Observacion 4.34. A proba da proposicion anterior pédese estender trivialmente para pro-
bar que a dimensién do espazo vectorial H(M) coincide co ntimero de compoiientes co-
nexas de M. Tense en particular que M é conexa se, e s6 se, H'(M) = R. No caso en que
a variedade diferenciable M sexa segundo numerable a familia de compofientes conexas de

M ¢é ao sumo numerable, e se non é finita enton HO(M) = RY,

Exemplo 4.35. (A cohomolozia de R)

Pola proposicion anterior, H°(R) = R. Ademais, para cada k > 1, dado que E¥(R) = 0,
tense H*(R) = 0. Soamente queda por calcular H'(R) = Z'(R)/B'(R).

Como d: EY(R) — £2(R) = 0 é cero, cada 1-forma diferencial w sobre R é pechada, é
dicir, ZY(R) = EY(R). Pois ben, se w € EY(R) entén w = fdr, onde f: M — R ¢ unha
funcion diferenciable (C*°) e r é a coordenada identidade de R, e abonda aplicar o teorema
fundamental do calculo para obter unha O-forma h sobre R tal que dh = dh = w. En efecto

se h: R — R esta definida por
h(z) = / fdt, zER,
0

enton h é diferenciable C* e h/(z) = f(z), logo dh = (0h/dr)dr = f dr = w. Polo tanto,
ZYR) = BY(R), co que H'(R) = 0. Concliese que H*(R) = H(R) ® H'(R) = R @ 0.

Na proposicion [4.33| aparece o feito de que as O-formas diferenciais pechadas non nulas
nunca son exactas e xa se veu na observacion que para k > 1 hai variedades como
R?\ {(0,0)} con formas pechadas que non son exactas. Ademais, como acabamos de ver no
anterior exemplo, é moi sinxelo calcular a cohomoloxia de R. Polo contrario o calculo da

cohomoloxia de De Rham de R™ para n > 1 non é inmediato. Para k = 1,2, 3, o primeiro
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en calcular H*(R") foi Henri Poincaré en 1887. Hoxe en dia o resultado xeral para a
cohomoloxia de R" e algunhas xeneralizaciéns conécese como lema de Poincaré.

De feito, imos considerar agora o caso onde a variedade a estudar é un aberto estrelado
U C R™ (é dicir, existe un punto a € U tal que para cada x € U o segmento que une
a e x esta contido en U), como son en particular os abertos convexos e o propio R"; o
lema de Poincaré establece que toda forma diferencial pechada de grao k > 1 sobre U
¢ exacta, isto ¢, H*(U) = 0 e, como consecuencia, que toda forma pechada en calquera
variedade diferenciable é localmente exacta. Imos ver previamente que a existencia dun
certo operador linear £(M) — £*(M) de grao —1 (unha homotopia de cadeas) garante a

anulaciéon de grupos de cohomoloxia.

Lema 4.36. Sexa M unha variedade diferenciable de dimensidn n e sexa k > 1. Se exis-
ten aplicacions lineares hy: EFYY (M) — EF(M) e hp_1: EF(M) — EF1(M) tales que
hiod +d o hg—1 =idgrrr), enton HE(M) = 0.

Demostracion.
ei=1n) —3 - gran) —9 s g1 (o)
hi_
id g
EMM I
d d

F-1(1) — S gh(M) —S— g1 (M)

Sexa w € EF(M), k > 1, unha forma pechada. Enton
w = idEk(M)((.U) = (hk od+do hk_l)(w) = d(hk_lw).

Asi, n = hp_1(w) € EF1(M) é tal que w = dn, polo que toda k-forma diferencial pechada
¢ exacta, e logo H*(M) = 0 para todo k > 1. O]

Teorema 4.37 (Lema de Poincaré). Se U C R™ é un aberto estrelado respecto a 0 e
w € EFU) con k > 1 € tal que dw = 0 entdn existe unha forma diferencial n € EF~Y(U)
tal que w = dn, isto ¢, H*(U) = 0. En particular, H*(R™) = 0 para todo k > 1.

Demostracion. Probaremos que existen aplicacions lineares hg e hi_1 nas condiciéns do
lema anterior. Consideramos o sistema de coordenadas sobre U definido pola funcién iden-
tidade, asf que idy = (z!,...,2"). Sexa w unha k-forma diferencial sobre U coa expresion
local

w= Z Wy, ATV N - A dan aj,...;, € F(U).

1<j1<<gr<n
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Observemos que se unha funcion f: [0,1] x U — R é diferenciable C* enton tamén o é a

funcién g: U — R dada por
1
@) = [ rieay

Logo, se consideramos a funcién f: [0,1] x U — R dada por f(t,z) = t*"ta;, j (tx), a

funcion gj,...;, : U — R definida por

1
k;_
gjl...jk(x)Z/O " lay, , (ta) dt

é diferenciable C*° (esta ben definida por ser U estrelado respecto ao 0). Consideramos

tamén a (k — 1)-forma diferencial 717k sobre U dada por

k
,ujl'”jk — Z(_l)rflajjrdle A ANdoir AL d:Ejk,

r=1
que permite definir a forma diferencial de grao k — 1 sobre U

@)=Y g,

1<j1<<jg<n

o que da lugar & aplicacion linear hy_1: EF(U) — E¥~1(U). Podese escribir, para cada
xeU,

1
(he-10)z = Z 91k (z) 9k = Z (/ tk_laji...jk (tz) dt) Ik,
1<j1<<jr<n 1<j1<<jp<n 0

e polo tanto

1< < <jr<n

n
i i\ .
= {Z( é;i]k>dxm“h"'j’“+93‘1..-jkd“]1'“]k}‘
1< <<jin U=l

Agora, por unha parte,

(). = ) () e

e por outra,

k
dp?t- 9k =3 (=1)" el dalt A Adair AL dads = kdat A A dat,

r=1
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Polo tanto, para cada x € U

(@oma), = 0 S (), )t e,

1<i1<-<gp<n =1
1
- k(/ t*ta;, i, (tx) dt) (dz?t A+ A dxj’“)x} .
0

Tal como esta definida hi_1 nas k-formas diferenciais sobre U, definese a aplicaciéon linear

hy,: EFH U)— & k(U ), co que dada a expresion en coordenadas da diferencial exterior de w

" Oas s . . .
dw= Z ( %)dml/\dwh/v--/\dx“,

1<j1<<gp<n =1

tense, para cada x € U,

waw), = 3 ([ (%) ),

1< < <jp<n i=1

onde p?71-Jk ¢ a k-forma diferencial sobre U dada por

k
plItIk = gt dgIt A - A da 4 Z(—l)ra:jrdxi AdzIUA - Ndzde A - A dadk
=zt da? A Ndadr — dat At
Asi, para cada x € U, tense

d hk_lw + hpdw),

ST ([ (Pt )t ma ) o[t ) (a0 )}
0

J1<-<Jgrpi=1
_]}—1<Z<]kzzl{</ (aaé;ljk> t:glt) ('dz? A+ AdaT*)y — (/0 a (aaﬁj;’]k> tﬁt> (dﬂfi/\ﬂjlmjk)w}
:1<Z:<;k{ (/ t*"1ajy, g, (1) dt) +Z</ (%“)mdoxi(g;)}(dxh /\...Adgcjk)x‘

Se pofiemos «a: t € [0,1] = a(t) = aj,._j,(tz) € U C R", onde = € U, pola regra da cadea

o) =) ai(x) (ng;;jk )tx,

i=1

e podese escribir, para cada x € U (onde na segunda e na terceira igualdade aparece
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B:te0,1] = B(t) = tha(t) € U),

(]

1 1
(dhjprw + hpdw), = {k(/ tk_la(t)dt) +/ tka’(t)dt}(dmjl/\. L Adat)
0 0

1<j1<<jr<n

_ Z {/01 5’(t)dt}(dxj1 A /\dxjk)x

1<j1<<gr<n

(]

(6(1) _ 5(0)) (dmjl A A dxjk)m
1<jii<-<jp<n

(]

aj, . () (al:vj1 A A dxj’“)x

1<j1<<gpg<n

= Wy.
Polo lema concltese que H*(U) = 0. O

Como consecuencia, dado que todo punto de calquera variedade diferenciable ten unha
vecinanza aberta difeomorfa a unha bola aberta euclidiana e pola naturalidade da diferen-

cial exterior (proposicion 4.29)), toda forma diferencial pechada é localmente exacta:

Corolario 4.38. Se M ¢ unha variedade diferenciable de dimension n e w € EX(M),
k > 1, € unha forma pechada, enton para cada p € M eziste unha vecinanza aberta U de p

e unha forma diferencial n € E¥1(U) tal que (dn)y =wu-

Observacion 4.39. A diferencial exterior d ten un papel significativo na teoria de integra-
cion en variedades. A sta importancia radica no feito de que é un operador linear que
estd definido exclusivamente pola estrutura diferenciable da variedade e é invariante por
aplicacions diferenciables, como xa vimos na proposicion [£:29] En vista desta propiedade,
e como xa vimos en [4.32] calquera aplicacién diferenciable entre variedades diferenciables
f: M — N induce un homomorfismo entre os correspondentes grupos de cohomoloxia de
De Rham, que é un isomorfismo se f é un difeomorfismo. Tamén é importante observar que,
ainda que a definicién dos grupos de cohomoloxia de De Rham dunha variedade diferen-
ciable esta ligada & stua estrutura diferenciable, en realidade s6 dependen da sta topoloxia
(é dicir, son invariantes topoloxicos, e ademais invariantes de homotopia). En efecto, se
f: M — N éun homeomorfismo, e incluso se é unha equivalencia de homotopia, f pddese
aproximar por unha aplicacion diferenciable f: M — N que induce un isomorfismo entre
os correspondentes grupos de cohomoloxia de De Rham f*: H¥(N) — H¥(M) (Lee [9, pp.
445-446|). En particular, para unha variedade diferenciable contréactil M, H¥(M) = 0 para
cada k > 1, o que xeneraliza o lema de Poincaré de abertos estrelados en R" a variedades

contractiles.
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Por outra banda, a diferencial exterior é unha extensiéon abstracta do gradiente, o
rotacional e a diverxencia do calculo vectorial, e moitas das ecuaciéns da fisica, a anéalise

e a xeometria tefien unha forma simple ao expresarse en termos de d.

Exemplo 4.40. Consideremos un subconxunto aberto U de R3, co sistema de coordena-
das identidade idy = (z,y,2). Sexan f € F(U), X = A0, + p0oy + v 0, € X(U), onde
A\, v € F(U). O gradiente de f, o rotacional de X, e a diverzencia de X definense por:

_of of of
grad f = 81:896—1— 8yay+ aZGZE%(U),
(v ow\, (A oY, (O OA
rotX = <8y 87;) Ou + <8z (%U) Oy + (837 8y> 9: € X(U),
. _OXN O Ov
dle—%—i-afy—l-@E}_(U).
Consideramos as aplicaciéons «, 8 e x dadas por:
gy < xw) 5 e, FU)=£EWU) = ()
ax «— X — Bx f — fdx ANdyANdz,

onde a e 3 fan corresponder ao campo de vectores diferenciable X = X0, + ud, + v 0.

sobre U as formas diferenciais
ax = Ndz + pdy +vdz € EYU), Bx =Ady ANdz — pdx Adz +vdx Ady € EX(U).

O seguinte diagrama conmutativo resume as relacions entre os operadores gradiente, rota-

cional, diverxencia e diferencial exterior no aberto U:

./T(U) grad :{(U) rot %(U) div JT_.(U)

| : s L
QU -4 el v) -4 &2U) L &3(U)
E dicir, se f € F(U) e X € X(U), enton
(1) df =0gradf, dax =pfwotx, dpfx = (divX)dxAdyAdz.
(11) rot grad f =0, divrot X =0.
En termos da cohomoloxia de De Rham podemos poner

HO(U) = Ker(grad), H'(U) = Ker(rot)/Im(grad), H?*(U) = Ker(div)/Im(rot).

Pola proposicion [4.33] tense que U é conexo se, e s6 se, Ker(grad) = R, e polo lema de
Poincaré (teorema e observacion , se U ¢ contractil enton H*(U) = 0 para k > 1,

logo para un aberto U contractil tense
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(111) se rot X = 0, existe unha funcion f € F(U) tal que X = grad f;

se div X = 0, existe un campo de vectores Y € X(U) tal que X =rotY.

Observacion 4.41. As formas diferenciais non s6 poden ser diferenciadas, tamén poden
ser integradas. De feito, as veces introdiicense as formas diferenciais como os integrandos
axeitados na teoria das variedades diferenciables. As stias propiedades alxébricas especiais
e as boas propiedades de invariancia fan que as formas, en contraposiciéon coas funciéns
reais, sexan os obxectos apropiados para a integraciéon en variedades. Cando se expresa na
linguaxe das formas diferenciais, un resultado clésico como o teorema de Stokes convértese
nun teorema xeral simple e elegante: Nunha variedade diferenciable n-dimensional segundo

numerable e orientada, dada unha forma diferencial w de grao n — 1 con soporte compacto

/dw:/ w.
D oD

Este teorema tamén é unha xeneralizaciéon do teorema fundamental do calculo, e dos teo-

verificase

remas clasicos de integraciéon de Green, Gauss e Stokes. Por outra banda, cabe sinalar que
amosa unha relacion significativa entre os operadores d e | ao operar sobre formas diferen-
ciais e a operacion 0 que ou ben aos dominios regulares (equivalentemente, as variedades

con bordo) ou ben as cadeas singulares lles fai corresponder o seu bordo.
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