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PRESENTACION

A transformada de Laplace é un método de gran eficiencia & hora de resolver
un certo tipo de ecuaciéns diferenciais e integrais. Ademais do interese
que pode ter desde o punto de vista puramente matematico, constitle unha
ferramenta basica na enxefaria de control moderna (ver, por exemplo, Ogata,
1998 ou Dorf e Bishop, 2005) e resulta especialmente Util a2 hora de resolver
determinados problemas de valor inicial con termos non homoxéneos de
natureza descontinua ou impulsiva. Este tipo de problemas aparece con
relativa frecuencia en enxefaria, especialmente cando se estudan sistemas
mecanicos ou eléctricos.

Esta unidade didactica esta desefiada para que, en aproximadamente
10 horas de docencia presencial, o alumnado do Grao en Enxenaria Civil se
introduza no manexo desta ferramenta matematica. Para iso partese de que
xa se tefien cofiecementos basicos de alxebra linear e de calculo diferencial e
integral (adquiridos nas materias Matematicas | e Il). Ademais, nesta materia
(Matematicas Ill) o alumno xa se familiarizou coas ecuacions diferenciais
(Unidade |) e, especialmente, coas ecuaciéns diferenciais ordinarias (EDO)
de primeira orde (Unidade II) e coas EDO lineares de orde superior (Unidade
1), que é onde o uso da transformada de Laplace ten maior aplicacion en
enxefiaria.

Asi, para motivar o estudo da transformada de Laplace, comezaremos
presentando un problema relacionado co control da pulverizacion de
tratamentos sobre cultivos. Ese problema, ligado a un oscilador harmonico
amortecido, serve de exemplo dun problema asociado a un EDO linear
de orde dous que ainda non se sabe resolver, en tanto que o termo non
homoxéneo non é unha funcién continua. Coa intencién de poder resolver
ese problema (e outros similares) introduciremos a transformada de Laplace’,
estableceremos condicions para a sua existencia, estudaremos algunhas das
suas propiedades mais importantes e veremos como se pode aplicar para
resolver un problema de valor inicial (PVI) asociado a unha EDO linear de orde
superior. Finalmente precisaremos como modelar unha funcién impulso a
través dunha delta de Dirac e veremos como a transforma de Laplace permite
resolver ese tipo de problemas de natureza impulsiva.

"Neste tema preséntase a transformada de Laplace en variable real, pensando en que os
alumnos aos que ira dirixida non posuen cofiecementos de funciéns de variable complexa. Ainda
asi, debemos sinalar que o emprego da teoria de variable complexa presenta notables vantaxes
tanto no desenvolvemento da teoria (permite establecer unha expresion xeral para a transformada
inversa), como no das suas aplicacions (nocidon de impedancia en circuitos eléctricos). Para ver
o desenvolvemento da transformada de Laplace en variable complexa o alumno interesado pode
consultar, por exemplo, o libro de LePage, 1980.
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OS OBXECTIVOS

Buscase que ao rematar a unidade didactica o alumno sexa capaz de:

Cofiecer e manexar as principais propiedades da transformada (e
transformada inversa) de Laplace.

Cofiecer a convolucion de funcidéns e as suas propiedades mais
importantes, identificando a convolucion cun produto xeneralizado.
Resolver problemas de valor inicial asociados a ecuacions diferenciais
lineares utilizando a transformada de Laplace.

Cofiecer e manexar a funcién salto.

Expresar funcidéns descontinuas como combinaciéns de funciéns salto.
Cofiecer e manexar a delta de Dirac.

Expresar funciéns impulso a partir de deltas de Dirac.

Modelar e resolver problemas da enxenaria que se poidan formular en
termos de ecuacions diferenciais lineares con termo non homoxéneo
impulsivo ou descontinuo.

OS PRINCIPIOS METODOLOXICOS

Esta unidade didactica esta prevista para ser desenvolta en 10 horas lectivas
distribuidas do seguinte xeito:

Docencia expositiva (7 horas): clases teoricas dirixidas a todo o
alumnado que constitue oficialmente un grupo. Nestas clases o profesor
presentara, coa axuda do encerado e doutros medios audiovisuais,
os contidos que se detallan na seguinte seccion. A explicacion de
cada concepto, propiedade ou método, ira acompanada dos exemplos
que axuden ao alumno a asimilalo e, posteriormente, a realizar os
exercicios propostos de xeito totalmente autbnomo. As explicacions iran
constantemente acompafiadas de preguntas que buscaran establecer
unha comunicacion fluida profesor/alumno e comprobar a correcta
asimilacion dos distintos conceptos da materia.

Seminarios (3 horas): clases dirixidas a subgrupos de aproximadamente
20 alumnos nas que o docente, ou calquera alumno orientado polo
docente, realizara alguns dos exercicios previamente propostos nas
clases tedricas e/ou recollidos nun boletin de exercicios (ver anexos).
O alumno cofiecerd, con antelacion suficiente, o grupo de exercicios do
boletin que se vai tratar en cada seminario e debera abordalos antes
de que se fagan na clase. Deste xeito, nos seminarios trataranse,
especialmente, aqueles problemas que presentan unha maior dificultade
para o alumnado.
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Como complemento a docencia presencial, habilitarase un «curso
virtual» onde o alumno podera obter material de apoio como a presente
unidade didactica, exercicios de autoavaliacién, enlaces a paxinas web de
interese,... Ademais, utilizando a ferramenta de correo electrénico e os foros
creados para tal efecto, podera resolver as dubidas que lle vaian xurdindo a
medida que vai estudando a materia.

OS CONTIDOS BASICOS

1. Motivacién: Un problema de natureza descontinua e impulsiva

Figura 1: Maquinaria para a pulverizacion de tratamentos sobre cultivos

A aplicacién que as ecuacions diferenciais lineares tefien no mundo da
enxefaria é sobradamente cofiecida. O seu estudo é especialmente
interesante cando o segundo membro desas ecuacions resulta ser de
natureza descontinua ou impulsiva. Un exemplo sinxelo desa situacion
atopase estudando un circuito de pulverizacion simple, que é a base da
magquinaria agricola destinada & pulverizacion de tratamentos sobre cultivos
(ver figura 1). Tal e como pode verse na figura 2, o circuito consta dun
depdsito, unha bomba de presién e dous tubos, un que comunica directamente
cos pulverizadores e outro que regresa ao depdsito (comunmente denominado
retorno ao depdsito). O caudal pulverizado, en lugar de regularse variando
a presion da bomba, regulase mediante unha valvula instalada no retorno
ao depdsito, de modo que, se se desexa diminuir a cantidade de liquido
pulverizado, abrese a valvula para que parte do liquido bombeado regrese
ao depdsito. Se a valvula instalada é de tipo pneumatico, como a da figura
3, estara conectada a un compresor co que se controla a sua abertura: se se
aumenta a presidn a placa baixa e a valvula pecha, se a presion diminue a
placa sobe polo efecto do resorte e a valvula abre.
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Antes de instalar a valvula no
circuito é necesario estudar cal vai ser
0 seu comportamento. Concretamente,
interesa saber canto tempo tardara
a valvula en responder as variaciéns
de presion do compresor (cal sera o
seu tempo de resposta) e como se
vera afectada polos posibles picos de
presién que poida sufrir. Nese sentido
cabe observar que, dependendo do
tratamento que se estea a aplicar,
desviaciéns importantes da pulverizacion
desexada poden provocar consecuencias
nefastas no cultivo.

Como noutras moitas situacions en —_ L
enxefiaria, o comportamento da valvula NIAYAVAVAVAVAYAVAVAN
pode modelarse a través dun sinxelo
problema de valor inicial asociado a
unha EDO linear de segunda orde con Figura2: Esquema dun circuito de
coeficientes constantes. Neste caso, pulverizacion simple
admitindo que o liquido que se esta
pulverizando é viscoso, con constante de amortecemento ¢ kg/s, da segunda
lei de Newton tense que (ver, por exemplo, Braun, 1990)

ma” (t) + ca'(t) + kx(t) = Fext(t),

(1)
z(0)=0, 2'(0)=0,

onde m (kg) é a masa efectiva da valvula, k (kg/s?) é a constante de rixidez
do resorte e z(t) mide a distancia da placa da valvula a sua posicion de
equilibrio (F..:(t) = 0) que, polo propio desefio da valvula, pode suporse
que se corresponde coa alifiacion perfecta entre a placa da valvula e a parte
superior do cano.

A resolucién do problema (1) cando a funcién F,,; € continua xa foi
estudada na Unidade Ill. Non obstante, na situacion que estamos propondo, a
forza externa F,,; vai ser unha funcién constante a trozos (pero descontinua),
se pensamos en cambios de presion instantaneos que se mantefien ao longo
do tempo, ou ben unha funcién impulso, que sera sempre constante salvo
nun instante no que tera un valor moito mais alto?. Para resolver o problema
(1) nestes casos resulta moi util introducir unha nova ferramenta matematica,
cofiecida como transformada de Laplace.

2Na seccion 6 precisarase un pouco mais que se entende por funcién impulso.
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Figura 3: Esquema d4 vélvula pneumética en estudo

2. Definicion da transformada de Laplace. Propiedades

A idea basica de calquera transformacién, desde o punto de vista matematico,
consiste en substituir unha serie de obxectos (numeros, funcions,...) por
outros novos, coa intencion de que ese cambio leve implicito unha
simplificacién dun problema que teriamos formulado sobre os primeiros.
Como un exemplo sinxelo, pero que pode servir para ilustrar a filosofia
que seguiremos neste tema, pensemos en que queremos multiplicar dous
nameros reais x,y € R, pero que non sabemos como facelo. Nese
caso, o logaritmo pode ser unha transformacion interesante, xa que, como
log(x.y) = logx + logy, para calcular o produto de z por y basta calcular
log z, logy, sumalos e calcular a continuacion o antilogaritmo dese valor. O
problema da multiplicacién de dous numeros substitiese asi polo da suma
dos seus logaritmos, ainda que para iso € necesario saber calcular logaritmos
e antilogaritmos.

No estudo das ecuaciéns diferenciais resultan de gran interese as
transformaciéns integrais. Unha transformacion integral é unha relacion da
forma

b
F(s) = / K(s,0)f(t)dt, @)

onde unha funcidon dada f(¢) transformase noutra funcidon F(s), a
través da multiplicacion por unha determinada funcion K (s,t) (nucleo da
transformacion) e da posterior integraciéon sobre a variable ¢, nun intervalo
[a,b]. Coa intencion de aplicala posteriormente, dedicamos esta seccion
a definir e presentar algunhas das propiedades dunha das transformacions
integrais mais utilizada, a transformada de Laplace.

Definicién 1 Sexa f(t) unha funcién definida en [0, +oc0). A transformada de
Laplace de f(t), a cal se denota por F(s) ou L{f(t)}(s) , € a funcién definida
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por

F(s)i= [ e, 3)
0
para todos aqueles valores de s para 0s que a integral exista e sexa finita.

Exemplo 1 Transformada de Laplace da funcién constante f(t) = 1.

o0 b _e—st t=b
/ e S'dt = lim e st dt = lim
0 t=0

b—oo Jg b—o0 S
oo Ses <0,

1
- Sses>0.
s

Co que, F(s) = é para s > 0.

Exemplo 2 Transformada de Laplace da funcién f(t) = t.

0o b
/ e dt = lim e~ St dt = blim —e~ 5t
0

b—oo J —00

Il
I‘—
g3
| —— |
%l
[\v]

|

4

5

o
7 N
® | o

+
% | =
~
| I

Il

1
Co que, F(s) = 2 para s > 0.

Exemplo 3 Transformada de Laplace da funcion f(t) = e*, onde a é unha
constante.

t=b

t=0‘|

Exemplo 4 Transformada de Laplace da funcion f(t) = cos at, onde a é unha
constante.

F(s)

b—oo J b—o0 sS—a

o) b __(a—s)t
/ ettt = lim | @9 dt = lim [e
0

1
= ——, paras > a.
s—a

F(s)

b—oo | a2 52

e o] —st
/ e *' cos(at)dt = lim [: (a sin(at) — scos(at))
0

5 ara >0
= — s )
a? + 52’ P

Exemplo 5 Transformada de Laplace da funcién salto unidade, definida por
0set<a,
H(ta){ 1set>a,
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onde a > 0 é unha constante positiva.

—as

F(s) = / e *'H(t —a)dt = / e 10 dt +/ e~stdt =
0 0 a §

, para s> 0.

Exemplo 6 Transformada de Laplace da funcién f(t) = et
/ e~stet’ dt = / =Dt que diverxe Vs € R.
0 0

Por conseguinte a transformada de Laplace de f(t) = et

ningun valor de s.

non existe para

Tal e como se mostra no ultimo exemplo, hai funciéns que non admiten
transformada de Laplace (a integral (3) non converxe para ningun valor de s).
Convén pois, antes de estudar as suas propiedades, establecer condicions
que garantan a sua existencia. Para iso, introducimos os conceptos de
continuidade por segmentos e orde exponencial.

Definicién 2 Unha funcién f(t) é continua por segmentos nun intervalo [a, b]
se é continua en todo punto dese intervalo, agas posiblemente nun nimero
finito nos que presenta unha descontinuidade de salto.

Dise que unha funcion f(t) é continua por segmentos en [a,+0) se é
continua por segmentos en [a, b], para todo b > a.

Definicion 3 Dise que unha funcién f(t) é de orde exponencial « se existen
constantes positivas T' e M de xeito que

|f(t)| < Me™*, paratodo t>T.

Unha boa parte das funcidns coas que nos atopamos a hora de
resolver ecuacions diferenciais son a vez continuas por segmentos e de
orde exponencial. Estas duas condicidons garanten a existencia da sua
transformada de Laplace para valores de s suficientemente grandes, tal e
como se recolle no seguinte resultado, que se proba a partir do criterio de
comparacion para integrais impropias (ver, por exemplo, Nagle, Saff e Snider,
2005).

Teorema 1 Se f(t) é unha funcién continua por segmentos en [0, +oo) e de
orde exponencial o, entén a sua transformada de Laplace F(s) existe para
s > «, cumprindose ademais que

lim F(s) = 0.

§—00

Vexamos agora algunha das propiedades mais elementais da
transformada de Laplace.
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2.1. Linearidade

Como consecuencia directa da linearidade da integral tense tamén a
linearidade da transformada de Laplace.

Teorema 2 Sexan f1(t) e f2(t) duas funciéns que tefien transformadas de
Laplace para s > o e sexan c1, co € R. Enton, para s > «

LA{(erfi+caf2)(t)} () = el L{f1(1)}(s) + c2aL{f2(t)}(s).
Exercicio 1 Calcular L{f(t)}(s), sendo
1. f(t) = 11 + 5e** — 6cos(2t).

-1 se2<t<7
4 set>"7

5 sel<t<?2
2. f(t) =

2.2. Translacions

Da propia definicion, mediante cambios de variable sinxelos, obtense (ver, por
exemplo, Nagle, Saff e Snider, 2005).

Teorema 3 Sexa f(t) unha funcién continua por segmentos en [0,c0) e de
orde exponencial o. Dado a € R, verificase que

i)  L{e* f(t)}(s) = F(s—a), para s > a+a.
it) Se a>0,enton L{f(t —a) H(t —a)}(s) = e **F(s), para s> .

Observacion 1 Na practica é mais comun atoparse co problema de calcular
a transformada dunha funcion expresada como ¢(t)H (t — a) que a da funcién
expresada como f(t — a)H(t — a). Para calcular L{g(t)H(t — a)} basta
identificar g(t) con f(t — a) de xeito que f(t) = g(t + a). A propiedade i)
do teorema anterior resulta agora
C{g()H(t — a)}(s) = e L{g(t + a)}(s).
Exercicio 2 Calcular L{f(t)}(s), sendo
1. f(t) = e cos(bt).

5 se0<t<3
2. f(t){ 2 set>3
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2.3. Derivadas da transformada de Laplace

Intercambiando a orde de derivacion e integracion deducese directamente o
seguinte resultado.

Teorema 4 Sexa f(t) unha funcién continua por segmentos en [0,c0) e de
orde exponencial a. Enton, para s > «, tense que

i) F'(s)=—L{t f({O)}s).

i) F™(s) = (=1)"L{t" f(1)}(s).
Exercicio 3 Calcular L{f(t)}(s), sendo
1. fA)=t",n=1,2,....
2. f(t)=t"e', n=1,2,...

2.4. Transformada de Laplace da derivada e da integral

Aplicando integracion por partes obtense a expresion para a transformada de
Laplace da derivada dunha determinada funcién (ver, por exemplo, Edwards
e Penney, 1985).

Teorema 5 Sexa f(t) unha funcién continua, de orde exponencial « e tal que
a sua primeira derivada (f'(t)) é continua por segmentos en [0,00). Enton,
f'(t) admite transformada de Laplace para s > « e esta vén dada por

L{f'(O)}(s) = sF(s) = f(0).

A aplicacion reiterada deste resultado conduce ao seguinte, de caracter
mais xeral.

Corolario 1 Sexa f(t) unha funcién definida en [0,00) de xeito que ela e
tédalas suas derivadas até a orde n — 1 son continuas e de orde exponencial
. Se a derivada de orde n (f (™ (t)) é continua por segmentos en [0, cc), entén
admite transformada de Laplace para s > «, que vén dada por

LU (OHs) = 5" Fls) = 5" (0) = 5" 2/(0) = ... — £ 2 (0) — D (0).

Estes resultados dan a clave de como pode utilizarse a transformada
de Laplace para resolver ecuacions diferenciais: utilizando a transformada
de Laplace, a operacion de derivar con respecto a t substitiese pola de
multiplicar por s, convertendo asi unha ecuacién diferencial linear nunha
ecuacion alxebraica (ver exemplo 7).

Ademais, estes resultados poden ser de gran utilidade para calcular
transformadas de Laplace a partir doutras xa cofiecidas e, en calquera caso,
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permiten obter (sen mais que utilizar o teorema 5 e o primeiro teorema
fundamental do calculo integral) a seguinte expresiéon para a transformada
da integral (ver, por exemplo, Edwards e Penney, 1985).

Teorema 6 Sexa f(t) unha funcién continua por segmentos en [0,c0) e de
orde exponencial «. Enton, para s > «, tense que

o[ ) tnf () = 3P

3. A transformada inversa. Propiedades

Efectivamente, tal e como xa dixemos, o corolario 1 indica como utilizar a
transformada de Laplace para resolver un problema de valor inicial asociado
a unha EDO linear. llustramos este feito co seguinte exemplo.

Exemplo 7 Resolver o seguinte problema de valor inicial

Yy’ —y=-cost, t>0,
, @
y(0) =0, y'(0)=1.

Aplicando a transformada nos dous membros da ecuacion diferencial e
utilizando que esta ¢ linear (teorema 2) e que cofiecemos a expresion para a
transformada das derivadas (corolario 1) obtense que

7Y (s) = sy(0) — /(0) = Y (s) = L{cost}(s),

onde, coa notacién habitual, Y (s) = L{y(t)}(s).
Substituindo agora os valores y(0) = 0, y'(0) = 1 e utilizando que
L{cost}(s) = s/(s* + 1) (exemplo 4), chégase a

S

2

de onde, despexando, resulta que

s2+s+1

Y(s)= st —1

O problema (4) transformouse en atopar unha funcion y(t) que tefia por
transformada de Laplace & funcién Y (s) dada pola expresién anterior. Ao
estudo de tal proceso dedicamos esta seccion.

O problema que nos formulamos é o seguinte: dada unha funcién
Y (s), tratase de determinar outra funcion y(t) tal que £{y(¢)} = Y (s) (a esa
funcion y(t) chamarémoslle fransformada inversa de Laplace de (Y (s)). En
certo xeito, tratase de inverter o operador transformada de Laplace e, para
iso, debemos cuestionarnos en primeiro lugar se ese operador & inxectivo.
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Preguntamonos pois se dada Y (s) pode haber, ou non, mais dunha funcion,
y(t), que tefa por transformada a Y (s). A resposta a esa cuestion vén dada
polo seguinte resultado (o alumno interesado pode consultar a demostracion
en Doetsch, 1970).

Teorema 7 (Teorema de Lerch) Sexan f e g funcions continuas por
segmentos en [0,00) e de orde exponencial «, e supbfiase que existe un
numero sg tal que

L{F)}(s) = L{g(t)}(s), paratodo s > so.

Entén f = g, excepto como moito nos puntos de descontinuidade das
funciéns. Isto é,

f)=g(t) en{t>0, tal que fe g son continuas en t}.

O feito de que as ftransformadas inversas difran como maximo
nos puntos illados de descontinuidade (o cal na practica non ten maior
importancia), lévanos a considerar que a transformada inversa de Laplace,
de existir, € esencialmente unica. Convén observar ademais que o resultado
anterior indica, en particular, que se para unha funcién dada F(s), existe
outra funcion continua f(t) verificando L{f(t)} = F(s), esta é unica. Deste
xeito, como a solucién dunha ecuacién diferencial é continua, o método da
transformada de Laplace (ver exemplo 7) serve para determinar univocamente
a sua solucion.

A segunda pregunta que nos facemos € se o operador transformada
de Laplace é sobrexectivo. A resposta, de caracter negativo, vén dada polo
teorema 1, que establece unha condiciéon necesaria para que unha funcién
sexa transformada de Laplace dalgunha outra funcién de orde exponencial.
En efecto, segundo ese resultado, para que F(s) definida en [sy,o0) sexa
transformada dalgunha funcién f(¢) de orde exponencial debe verificarse que
lims_,, F(s) = 0, co que, por exemplo, a funciéon F(s) = 1 non é transformada
de Laplace de ningunha funcién de orde exponencial.

Tendo presentes as observacions anteriores podemos establecer a
seguinte definicion.

Definicién 4 Dada unha funcién F(s) definida en (sg,00), chamamos
transformada inversa de Laplace de F'(s) a calquera funcion, f(t), continua
por segmentos en [0, o) e de orde exponencial o (para algin «), que verifique

L{f(#)}(s) = F(s)- ()

No caso de que unha desas funcions sexa continua en [0,00)
referirémonos a ela como a transformada inversa de Laplace de F(s) e
denotarémola por L~1{F(s)}. Se esa funcién continua non existe, L=*{F(s)}
denotara a unha das funciéns continuas por segmentos (se existe algunha)
que satisfaga (5).

Convén observar que, ainda que no marco da variable complexa
(que ndés non estamos a considerar) pode darse unha expresion xeral
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para a transformada inversa de Laplace, esta non adoita ser de gran
utilidade practica. O calculo elemental de transformadas inversas faise en
base ao cofiecemento de certas transformaciéns inmediatas (por exemplo
L7{1/(s —a)} (t) = e, entanto que £ {e*'} (s) = 1/(s—a)) e determinadas
manipulacions previas, realizadas en base as propiedades de £71.

As propiedades estudadas na seccién anterior para a transformada
de Laplace tefien o seu reciproco para a transformada inversa, podéndose
enunciar a inversa tédolos teoremas desa seccion. Destacamos, pola sua
importancia, o caracter linear da transformada inversa que recollemos no
seguinte resultado (reciproco do teorema 2).

Teorema 2’ Sexan Fi(s) e Fy(s) duas funcions para as que existe a
transformada inversa de Laplace e sexan ¢, c; € R. Verificase que

Lil{(chl + CQFQ)(S)} == Cl,cil{Fl(S)} + Cgﬁil{Fg(S)}.

Exercicio 4 Calcular

_ 2
ref2)
. 3
2 {20,

1 s—1
3 L {32—23—&-5}'

En moitos casos, a hora de calcular a transformada inversa dunha
funcion, resulta axeitado facer uso desta propiedade. Neses casos, con
frecuencia, é necesario previamente descompor a funcién nunha suma de
funcioéns cuxas transformadas inversas resulten cofiecidas. Para este fin, os
desenvolvementos en fraccidns parciais son, tal e como se ilustra no seguinte
exemplo, de gran utilidade.

Exemplo 8 Determinar
24+s5+1
Lo—" %
{5t
Descompondo o denominador da fraccién en produto de factores
irredutibeis, temos

S2+S+1_ A1 + Bl +018+D1
st—1  s—1 s+1 s2+1
onde, calculando os coeficientes, resulta A, = 3/4, B = —-1/4,C; = —1/2 e

D, = 0. Utilizando agora a linearidade do operador L~ e os exemplos 3 e 4,
temos que

)
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Exercicio 5 Calcular

2 -1 252 + 10s
’ (s2—2s+5)(s+1) )"

4. Convolucioén

Introducimos agora un concepto de gran importancia en si mesmo,
que permite ademais simplificar o calculo de transformadas inversas en
determinadas situaciéns. Comezamos cun exemplo.

Exemplo 9 Consideremos o problema de valor inicial

y"(t) +y(t) = cos(t), y(0) = 0, y'(0) = 0. (6)
Se aplicamos a transformada de Laplace nos dous membros da ecuacion e
temos en conta as condiciéns iniciais, resulta

s2Y (s) + Y (s) = L{cos(t)}(s),

de onde,

Y(s) = %_H,C{cos(t)}(s) = L{sin(t)}(s) L{cos(t)}(s).

En ocasions, tal e como acabamos de ver no exemplo anterior, € posible
identificar Y (s), transformada de Laplace dunha certa funcion descofiecida
y(t), como o produto de duas transformadas F'(s) e G(s), correspondentes
a funciéns cofiecidas f(t) e g(t). Desgraciadamente, dese feito non pode
deducirse que y(t) sexa o produto de f(t) por g(t) pero, ainda asi , suxirenos
que deberia haber unha forma de combinar f e g para obter y. Efectivamente
esa operacion existe (ver teorema 9) e recibe o nome de convolucion.

Definicién 5 Sexan f(t) e ¢(t) continuas por segmentos en [0,+0c). A
convolucion de f(t) e g(t), denotada por f « g, definese do seguinte xeito

(f*9)(t) ::/0 f(t —u)g(u)du.
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A convolucion considérase as veces un «produto xeneralizado» e, de
feito, posue algunhas propiedades analogas ao produto ordinario. Recollemos
estas no seguinte resultado, cuxa proba é un sinxelo exercicio de cambio de
variable.

Teorema 8 Sexan f(t), g(t) e h(t) continuas por segmentos en [0,+o0).
Entén,

i) fxg=gx*f.

i) fx(g+h)=(f*g)+(fxh)

i) (f+g)*xh=fx(g=*h).

iv) fx0=0.

Ademais, como xa adiantamos, temos un resultado que establece a
relaciéon entre a transformada da convolucién de duas funciéns e o produto
das suas transformadas. Para a sia demostracion utilizase o cambio de orde
na integracion e a propiedade do desprazamento (ver, por exemplo, Nagle,
Saff e Snider, 2005).

Teorema 9 (Teorema de convolucién) Sexan f(t) e g(t) funciéns continuas
por segmentos en [0,+occ) e de orde exponencial a, e sexan F(s) e G(s) as
suas transformadas de Laplace. Entén

L{(f * 9)(D)}(s) = F(s)G(5),

ou, de forma equivalente,

LTHEF(s)G(s)}(t) = (f *9)(1).

As integrais de convolucién utilizanse no célculo de transformadas
inversas e, de feito, se utilizamos o resultado anterior no exemplo 9 obtemos
directamente que a solucién do problema (6) vén dada por y(t) = sin(t)*cos(t).

Ademais de no calculo de transformadas inversas, as integrais de
convolucién tefien importantes aplicacidons na resolucion de determinadas
ecuacions integrais e ecuacions integro-diferenciais, que xorden asociadas
a situaciéns nas cales o comportamento do sistema no instante ¢ non
s6 depende do seu estado nese instante, sendn tamén da sua historia
pasada. Este tipo de sistemas (&s veces denominados sistemas hereditarios)
aparecen, por exemplo, na dinamica de poboaciéns (ver Boyce e DiPrima,
2003 ou Nagle, Saff e Snider, 2005).

A convolucién é tamén unha ferramenta imprescindible en enxefiaria de
control, cando se utiliza a transformada de Laplace para definir e manexar
a «funcion de transferencia» e a «resposta ao impulso unitario» . O alumno
interesado neste tema pode consultar, por exemplo,o texto de Ogata, 1998 ou
o libro de Dorf e Bishop, 2005.
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5. Método da transformada de Laplace para resolver un PVI

Presentamos agora o método da transformada de Laplace para resolver
problemas de valor inicial asociados a ecuacions diferenciais lineares con
coeficientes constantes, que xa foi introducido no exemplo 7.

Consideremos o problema de valor inicial

any(n) (t) + an—ly(nil)(t) + 4+ (Z()y(t) = f(t) (7)
_ ’ . (n—1) _ ,n—1
Y(0) =0, ¥ (0) =yo -,y (0) =y, (8)
onde a; (k=0,...,n), yo, yg (j=1,...,n—1), son constantes e f(¢) € unha

funcién dada.

Os pasos a seguir para resolver este problema son os seguintes:

Paso 1: Aplicar a transformada de Laplace nos dous membros da ecuacion
diferencial (7) e utilizar a linearidade (teorema 2) e a expresién que temos
para a transformada das derivadas (corolario 1). Substituir entén as
condicions iniciais (8) e obter asi unha ecuacion para Y (s) (transformada
da solucion).

Paso 2: Resolver a ecuacion e obter o valor de Y (s).

Paso 3: Calcular a transformada inversa de Y(s), funcién y(t) =
L71{Y(s)} (), que resulta ser a solucién do problema (7)-(8).

A aplicacién do método a un caso particular pode verse nos exemplos 7
e 8 nos que se resolve completamente o problema (4). Os pasos 1 e 2 Iévanse
a cabo no exemplo 7, onde se obtén a transformada da solucién Y (s). O paso
3 realizase no exemplo 8, obténdose finalmente que a solucién do problema
(4) vén dada por

Como resumo do que acabamos de ver podemos mencionar que o
método da transformada de Laplace converte o problema de valor inicial (7)-(8)
nun problema alxebraico no que se incorporan automaticamente as condiciéns
iniciais, proporcionando a solucién de modo directo, sen necesidade de atopar
previamente a solucién xeral. O método da transformada de Laplace é
especialmente Gtil cando a funcion de segundo membro en (7) non é continua.

Exercicio 6 Resolver o problema de valor inicial

y' +4y = f(t), t>0,
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sendo f(t) a funcién dada por

1 se0<t<,
fe)=< —1 sel<t<2,
0 set>2.

No ultimo apartado deste tema mostraremos a resolucién dun problema,
xa presentado na seccion 1, no que o segundo membro e de natureza
impulsiva. Previamente debemos precisar algo mais sobre que se entende
por funciéns impulso.

6. Funcién impulso. Delta de Dirac

En determinadas aplicacions fisicas € habitual atoparnos funciéons que nun
intervalo moi pequeno alcanzan un valor moi alto. Un pau que golpea unha
pelota (o impacto é case instantdneo), o aumento de voltaxe dun circuito
eléctrico debido & descarga dun raio, unha carga pesada concentrada nun
determinado punto dunha viga ou unha valvula pneumatica conectada a un
compresor que sofre un pico de presion, son exemplos de situacidons nas que
aparecen ese tipo de funciéns que, con frecuencia, reciben o nome de funciéns
impulso.

Tomemos como exemplo unha forza, f(t), que actda durante unintervalo
de tempo moi pequeno [a,b], de modo que o valor de f(t) & grande nese
intervalo e é cero féra del. En tal situacion, a miudo ocorre que o principal
efecto da forza sé depende do valor da integral

Iz/Zf(t)dt=[lbf(t)dt,

que recibe o nome de impulso total da forza. Se iso é asi, non necesitamos
cofiecer de forma precisa a funcion f(t) nin o lapso exacto durante o que actua
(o cal resulta moi afortunado posto que na maioria das situaciéns, pensemos
nun pau que golpea a unha pelota, poderase estimar o impulso da forza e o
instante ao redor do cal actua, pero é pouco probable que se tefia informacion
mais detallada sobre esa forza impulsiva). Supofiamos entén que a nosa forza
ten un impulso de 1 e que actia durante un pequeno intervalo de tempo ao
redor do instante ¢ = ¢3. Entdn, podemos seleccionar = > 0 de modo que 27
aproxime a duracion do lapso e substituir f(¢) pola funcion especifica

QL sete (to—1,to+7),
fto,’T(t) = T (9)

0 noutro caso,

cuxo impulso total é 1, para calquera valor de 7 > 0

R to+T
I(T):/ fto,'r(t)dt:/ —dt=1 parat>0. (10)
oo ]

ot 2T

22- UNIDADE DIDACTICA IV. A transformada de Laplace



Dado que o lapso preciso durante o cal actia a forza € moi pequeno, pero
non parece ser importante, resulta tentador pensar nunha forza que ocorra
precisamente ent = t; e que tefia impulso total igual a 1. Buscando un modelo
para esa forza poderiamos pensar, nun primeiro momento, en tomar limites
cando = — 0 e definir a funcién impulso unitario en t, (6;,) como o limite
puntual das funciéns f:, -(t). Con respecto a isto, debemos observar que:

1. O limite puntual das funcions f:, -(t) vén dado por

0 set+#ty,
oo set=ty.

6t0(ﬁ) = 11_% fto,T(t) = { (11)

2. Nos queremos que o noso impulso unitario d,, verifique ademais que

/°° 5o (8)dt = 1, (12)

algo que, por outra banda, conseguiriase se en (10) puidésemos

intercambiar o limite coa integral.

As condiciéns (11) e (12) foron consideradas inicialmente como as
caracterizacions dunha determinada «funcién», denominada delta de Dirac,
utilizada para representar ese impulso unitario. Evidentemente, non existe
ningunha funcién (en sentido usual) que satisfaga simultaneamente (11) e
(12), polo que esa caracterizacion, introducida a principios do século XX, foi
moi cuestionada polos matematicos. Este problema solucionouse a finais da
década de 1940, cando se logrou situar a delta de Dirac sobre un fundamento
matematico firme: o espazo das distribucions.

A teoria das distribucions é unha ferramenta complexa, pero
actualmente imprescindibel en distintos campos da matematica aplicada. En
calquera caso, esa teoria escapase dos contidos desta materia e o alumno
interesado debe consultar bibliografia especifica (ver, por exemplo, Zemanian,
1987). Neste curso aceptaremos sen proba o seguinte resultado.

Teorema 10
L {6} (s) = e 5to,
En particular, cando t, = 0, tense que L {} (s) = 1.
Ademais, a transformada de Laplace dunha distribucion verifica
propiedades similares as xa estudadas para funciéns (ver, por exemplo,
Doetsch, 1970) de tal modo que o método visto na seccién 5 resulta

igualmente valido no marco das distribuciéons e, consecuentemente, pode
aplicarse tamén cando no segundo membro aparecen deltas de Dirac.

Exemplo 10 Resolver o seguinte problema

ay’ + by’ +cy = do
(13)
y(0) =yo, ¥'(0) =y).
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Procedendo como no exemplo 7, e tendo en conta que L {0y} (s) = 1
(teorema 10), resulta que

a (sY(s) —yos —y) +b(sY(s) — yo) + c¥ (s) = 1,

onde, coa notacién habitual, Y(s) = L{y(t)}(s). Despexando Y (s) na
expresion anterior obtense que

1 a(syo +y1) + byo
as? +bs+c as? +bs+c

Y(s) =

e a solucién do problema (13) é a transformada inversa dese cociente de
polinomios.

7. Aplicacions

Consideremos o problema exposto na seccion 1. Supofiamos, en primeiro
lugar, que queremos simular o comportamento da valvula nunha situacién
na que temos presion manométrica Py kgem~!s~2 durante os ¢, primeiros
segundos, P; kgem~!s~2 durante os (t; — t) seguintes e P, kgecm~!s™2 no
resto. Neste caso, a funcién F.,; vira dada por

Py A se t < iy,
Fext(t) = P A se to <t <1y, (14)
P A set>t,

onde A (cm?) é a area efectiva da valvula. Se definimos agora

k P; A
2b:£a (L2:*, Fj: . ) j:17273a
m m m

a transformada de Laplace da solucién ao problema (1) con segundo membro
(14) vén dada por

_ Fy+ (Fy — Fy)e ™% + (Fp — Fy)e "®
N 5 (82 +2bs + a?) '
A partir desta, a solucion obtense aplicando a propiedade do

desprazamento e o método das fraccions simples. De modo condensado pode
expresarse como

X(s)

x(t) = Fof(t) + (F1 — Fo) f(t —to)H(t —to) + (Fo — F1) f(t — t1)H(t — t1),

onde, se admitimos que a® > b®> (movemento subamortecido) e definimos
a =+/a? —b?, § = arctan(b/«), a funcién f(t) vén dada por
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f@t) = % (1 - ge*bt cos (at — 9)) (15)

Observamos pois que cada variacion de presion AP se traduce, despois

dun certo tempo (tempo de resposta), nun desprazamento (AP A)/k da

valvula. Durante ese tempo, e para alcanzar a nova posicion, a valvula

sofre un movemento oscilatorio amortecido, cuxa amplitude decrece de xeito

exponencial con b = ¢/2m e onde a frecuencia natural (terminoloxia utilizada
en Simmons, 2002) vén dada por

1 1 [dmk —c?
frecuencia = T= 9. ypa
Nesta situacion, o comportamento dunha valvula con m = 2.7kg, A =
104cm? e k = 20kgs~2 , pode verse na figura 4. Esta foi obtida co software
MATLAB, considerando que a constante de amortecemento do liquido era
¢ = 3kg/s e que a presion manométrica & que estaba sometida a valvula
era 0 os dous primeiros segundos, 0.4 kgecm~!s~2 os dezaoito seguintes e
0.1 kgem~'s~2 o resto.

08
]

Figura 4: Comportamento da valvula ante cambios bruscos de presion

Supofiamos agora que a nosa intenciéon é observar o comportamento
da valvula cando, estando sometida a unha presion constante, pofiamos
P. kgem~'s72, nun instante t, sofre un pico de presion de AP kgem™'s™1.
Nese caso a forza externa debe expresarse mediante unha Delta de Dirac,
concretamente,

Fon(t) = P A + AP AS(t —t,). (16)

A transformada da solucion neste caso vén dada por
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P. A 1 APA e~ sta

X =
() m 8(82+2b8+a2)+ m  s2+2bs+ a2’

€O que a solucién ao problema resulta

P.A AP A
= 2R f(h) + et
m am

x(t)

sin(a(t — t2)) H(t — t,).

A resposta da valvula ao pico de presién consiste unicamente nun
movemento oscilatorio amortecido, de modo que, transcorrido o tempo de
resposta, a valvula recupera a slUa posicion orixinal. Se consideramos a
valvula anterior sometida a unha presion constante P. = 0.1 kgem™'s™2 e
supomos que aos 10 segundos sofre un pico de AP = 0.3 kgem~!s™!, 0 seu
comportamento ilustrase na figura 5 (grafica obtida con MATLAB).

Figura 5: Comportamento da valvula ante un pico de presion

AVALIACION

Non esta previsto realizar unha avaliacion especifica desta unidade
didactica senén unha avaliacién global (e continuada) de toda a materia da
que forma parte. A avaliacion da materia farase a partir dunha serie de
probas escritas que consistiran na realizacion de exercicios completamente
similares aos incluidos nos boletins propostos (eventualmente eses boletins
incluirdn pequenas cuestiéns tedricas para analizar o grao de asimilacion
dos conceptos estudados). Obviamente, os exercicios relacionados con
esta unidade didactica que se incluan nesas probas de avaliacién buscaran
determinar se se alcanzaron os obxectivos propostos que xa foron detallados
na segunda seccién desta guia.
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ANEXOS

Taboa de transformadas de Laplace

Funcion f(¢) Transformada F(s) = L{f(t)}(s)

1
1 -, >0
S
et , 8>a
s —
n!
t”,’I’L:1,2,... ﬁ,8>0
b
sen (bt) 2 5>0
S
COS(bt) m, s>0
n!
et n=1,2,... e a)n+1,s>a
at b
€7"'sen (bt) m7 s>a
e cos (bt) %, s>a
Ss—a
efst()
H(t—ty), to >0 L s>0
5t0» to >0 e~ sto
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Exercicios propostos

1. Calcula a transformada de Laplace das seguintes funciéns
(@) f(t) =11 + et — 6sin(2t).
Sol.: L{f(t)}(s) = L + 55 — 325
(b) f(t) =tsin(2t).
Sol.: L{f(¥)}(s) = (524%’4)2.
(c) f(t) = 3t% — %,
Sol.: L{f(t)}(s) =5 — 5.
(d) f(t) = t3sin(bt).
Sol.: L{f(t)}(s) = L2
(e) f(t) = sin’t.
Sol.: L{f(H)}(s) = 5(* — )

2 se0<t<5h,
) ft) = 0 seb<t<10,
et set>10.
Sol.: L{f(t)}(s) = o 42 _ 2p75s,

0 se 0 <t <m,
(9) f(1) = { 3cos(t) set>m.
Sol.: L{f(t)}(s) = s;i’_sl e TS,
1-t sel0<t<1,

(h) f(t) = 1 sel<t<2,
t—2 set>2.
Sol.: L{f(1)}(s) = (1 + F)e" + 1 — & — (L — H)e ™

2. Calcula a transformada inversa de Laplace das seguintes funcions
(@) F(s) = 5.
o) S(zl.): Lfi;{F(s)}(t) =2
b) F(s) = >=.
5249
© Sczl.): E‘l{Fl(s)}(t) = sin(3t).
€) F's) = 55s55-
Sol.: ﬁ’z{F(s)g(t) = etco?)s(Zt).
(d) F(s) = 725 — 49 T 32 F8sF10"
Sol.: L7H{F(s)}(t) = 5e5 — 6cos(3t) + 3/2e~%!sint.
(e) F(s) = (ng)i-
Sol.: LilgF(Qs)}(t) =5/6e" 243,
(f) F(s) = 52+321-+10_
Sol.: L71{F(s)}(t) = 3e " cos(3t) — 1/3e 'sin(3t).
(@) F(s) = s 35iTo7s- [
Sol.: L~ 1{F( JHt) = —4e™t + 15e72t — 11e7 3%
s2+4+9s+2
() £l = m t t 3t
Sol.: L {F( V}H(t) = 2" + 3ett — e,
(i) Fs) = %
Sol.: L7 F(s)}(t) = 3ef cos(2t) + de'sin(2t) — et
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i) F(s) = 5.
Sol.: ﬁ’l{ll*"(s)}(t) = th.

(k) F(s) = mrazrs-
Sol.: E‘l{l*:(s)}(t) = Je?'sin(2t).
() F(s) = oot

Sol.: L71{F(s)}(t) = bet + e*'2cos(3t) — He2sin(3t).
2
(M) F(s) = oz se)
Sol.: L7HF(s)}(t)=—2+4 3¢ "+ fte?t — B3t

3. Resolve o0s seguintes problemas de valor inicial utilizando a

transformada de Laplace.
@) y' —2y +5y=—8e"t, y(0)=2, y (0)=12.
Sol.: y(t) = —e~t + 3e’ cos(2t) + 4e’sin(2t).
(b) ' (t) —y(t) =1, y(0) = 0.
Sol.: y(t) =e' — 1.
©) vy —2y +5y=—-8"1 yx)=2, 9 (7) =12.
Sol.: y(t) = e~ =™ 4 3e(t=™) cos(2t) + delt~sin(2t).
. Consideremos un tanque con alimentadores controlados mediante
valvulas que inicialmente contén 1000 litros de agua con 300 kg de sal
disolvido. Nun determinado instante abrese a valvula A que verte auga
salgada ao tanque a razén de 6 litros por minuto e cunha concentracion
de 4 kg por litro. Aos 10 minutos péchase esa valvula e abrese unha
valvula B que verte auga salgada a razon de 6 litros por minuto cunha
concentracién de 2 kg por litro. A valvula de saida C baleira o tanque a
razén de 6 litros por minuto, polo que o volume do tanque permanece
constante. Se a solucién se mantén ben mesturada, calcula a cantidade
de sal (en kg) que hai no depdsito despois de 15 minutos de abrir a
primeira valvula.
Sol.: A cantidade de sal z(t) despois de ¢t minutos vén dada pola
expresion
o . —3t/500 _ 1-— B_S(t_lo)/SOO, set > 10,
z(t) = 4000 — 3700e 2000{ 0 ol 10
Polo tanto, despois de 15 minutos, z(15) = 559, 34 kg de sal.
. Una masa unida a un resorte libérase dende o repouso 1 metro por
debaixo da sua posicion de equilibrio e comeza a vibrar. Despois
de 7 segundos, golpéase a masa cun martelo que exerce un impulso
sobre ela. Se z(t) denota a distancia da masa respecto da posicion de
equilibrio, tendo en conta a masa e as propiedades do resorte, despois
de ¢t segundos de soltala, z(t) € solucién do problema

z’ (t) + 9x(t) = 36(t — ),
z(0) =1,

’

z (0)=0.

Calcula z(t).
Sol.: x(t) =cos(3t) — H (t — ) sin (3¢).
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6. Coa intencién de cofiecer a resposta dun circuito a variaciéns bruscas
do potencial, consideremos un circuito eléctrico que consta dun xerador,
unha resistencia, un inductor e un condensador en serie (ver figura 6),
cofecido como circuito do tipo RLC en serie.

’_,:L

Figura 6: Esquema dun circuito RLC en serie

A intensidade de corrente (I(t)) no circuito en cada instante de tempo ¢
obtense resolvendo o problema de valor inicial

LI"(t)+ RI'(t) + %I(t) =e(t), (17

1(0) =0, I'(0) =0,

onde L é a inductancia, R a resistencia , C' a capacitancia e e(t) é,
dalgun xeito, a derivada da forza electromotriz (E£(t)) proporcionada polo
xerador. Supofiamos que se activa o conmutador do circuito no instante
t = 0 de xeito que durante os cinco primeiros segundos se aplica unha
forza electromotriz de 1V que pasa a ser de 2V a partir do instante ¢ = 5.
Neste caso a forza electromotriz vén dada por

0 set<O,
Et)=< 1 se0<t<5, (18)
2 set>5,

e a funcion e(t) resulta ser e(t) = dp + 5. Supondo que L = 2H, R = 1Q

e C' = 0.5F, calcula I(t).

Sol.:

I(t) = Fze~"*sin (@t) H(t)+ e~ (=5)/4sin (@(t - 5)) H(t—5).
7. Consideremos un circuito RLC en serie con datos R = 1102, L = 1H,

C = 0.001F e unha bateria que proporciona unha forza electromotriz

E = 90V. Se o circuito esta inicialmente inactivo (sen corrente nin carga)

e no instante ¢t = 0 ponse o conmutador en on e en ¢t = 1 pasase a

posicion off, calcula a corrente resultante no circuito.

Sol.: I(t) — e—lOt _ e—lOOt - H (t _ 1) (610—1Ot _ elOO—lOOt)
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