S C FACULTADE DE MATEMATICAS

UNIVERSIDADE

DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA

Traballo Fin de Grao

Un recorrido por el tltimo teorema de
Fermat

Lucas Lopez Roman

Curso 2024/2025

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






GRADO DE MATEMATICAS

Traballo Fin de Grao

Un recorrido por el altimo teorema de
Fermat

Lucas Lopez Roman

Junio, 2025

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






Trabajo propuesto

Area de Conocimiento: Algebra

Titulo: Un recorrido por el iltimo teorema de Fermat

Breve descripcién del contenido

Este TFG pretende hacer una aproximacion a algunas de las ideas que se desarrollaron du-
rante la exploracion y posterior demostraciéon del ultimo teorema de Fermat. Comenzando
por los casos n = 3 y n = 4, se trabajardn algunos aspectos relativos a la aritmética de
los cuerpos de ntmeros y a los ideales de Dedekind. En la parte final, realizaremos una
breve aproximacion a algunas de las ideas desarrolladas en el S.XX en torno al concepto de
modularidad, que permitirian la demostracion del resultado realizada por Andrew Wiles

en los anos 90.

Recomendaciones

Otras observaciones

111






Indice

Resumen
Introduccién

1. El teorema de Fermat para exponentes bajos
1.1. Las ternas pitagéricas yelcason =2. . . . . . . . . . .. .. ... ... ...
1.2. El método del descenso y el cason =4 . . . . . . . . . .. .. . ... ... ...,

1.3. Los enteros de Eisenstein y el cason=3 . . . . . ... ... .. ... ... ...,

2. Teoria algebraica de ntiimeros
2.1. Cuerpos de numeros y anillos de enteros . . . . . . . .. .. ... ... ... ..
2.2. Elgrupodeclases . . . . . . . . . .

2.3. Cuerpos ciclotdmicos . . . . . . . ..o

3. El teorema de Fermat para primos regulares
3.1, Lemas previos . . . . . . ..o
3.2. Demostracion del caso I . . . . . . . . . ...

3.3. Demostraciéon del caso IT . . . . . . . . . . . . ...

4. Curvas elipticas y formas modulares
4.1. Desarrollo historico . . . . . . . . ...

4.2. Curvaselipticas . . . . . . . . . . .

VIII

XI

13

13

14

15

17

17

19

24

31



VI

4.3. Formas modulares . . . . . . . ... 35
5. El altimo teorema de Fermat: idea de la demostraciéon 39
5.1. La nocién de modularidad . . . . . . . . ... 39
5.2. Lacurvaelipticade Frey . . . . . . . . . . . .. . 41
5.3. Andrew Wiles y Richard Taylor . . . . . . .. ... ... .. ... .. ....... 42

Bibliografia 45






VIII




Resumen

Este trabajo realiza una aproximacién a algunas de las ideas que se desarrollaron durante la
exploraciéon y posterior demostracién del dltimo teorema de Fermat. Comenzando por los casos
n =3 yn = 4, se trabajaran algunos aspectos relativos a la aritmética de los cuerpos de niimeros.
La parte central de la memoria se dedica al estudio de la demostraciéon del teorema de Fermat
para primos regulares. Finalmente, realizamos un breve acercamiento a algunas de las ideas
desarrolladas en el S.XX en torno al concepto de modularidad, que permitirfan la demostracion

del resultado realizada por Andrew Wiles en los afios 90.

Abstract

This work presents an approach to some of the ideas that were developed during the explo-
ration and eventual proof of Fermat’s Last Theorem. Starting with the cases n = 3 and n = 4,
we will explore certain aspects related to the arithmetic of number fields. The central part of
the report focuses on the study of the proof of Fermat’s Theorem for regular primes. Finally, we
offer a brief overview of some of the ideas developed in the 20th century around the concept of

modularity, which ultimately led to Andrew Wiles’ proof of the result in the 1990s.
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Introduccion

Este trabajo se centrara en la demostracion del teorema de Fermat, que afirma lo siguiente:
la ecuacién dada por z'™ + y™ = 2™ no admite ninguna solucién distinta de la trivial para
exponentes enteros mayores o iguales que 3, donde z, y y z son nimeros enteros. Se trata de uno
de los resultados més conocidos de las matematicas, que ha obsesionado a toda la comunidad

durante més de tres siglos.

Este teorema fue enunciado por primera vez en el siglo XVII, cuando el jurista y matematico
aficionado francés, Pierre de Fermat, dejé por escrito el siguiente parrafo en un margen de la
Arithmetica de Diofanto: Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos quadrato-
quadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem in duos eiusdem nominis
fas est dividere cuius rei demonstrationem mirabilem sane detexi, hanc marginis exiguitas non

caperet.

Comenzaremos por estudiar las soluciones para la expresion anterior cuando n = 2, pues
en este caso si que podemos encontrar alguna no trivial. Esto se corresponde con el problema
de obtener las ternas pitagoéricas, mucho més antiguo que el propio enunciado del teorema de
Fermat. Y es que, ya en la civilizacion babilonica (1800 a.C.), se conocian algunas soluciones

2 encontradas en la famosa tablilla Plimpton 322.

particulares para la ecuacion z? + %> = z
Posteriormente, fue en la Grecia Antigua cuando se formaliz6 esto con el teorema de Pitagoras,
en el seno de la escuela pitagérica. Para este problema, probaremos que cualquier soluciéon se

puede escribir como
(2,9, 2) = (A0 = ¢*), 2200, Ap° + ¢°)),

donde p, g € Z son enteros positivos de distinta paridad con p > g y coprimos entre si, y A es un

entero positivo.

Una vez hecho esto, probaremos el resultado para los exponentes tres y cuatro, centrandonos
asi en dos casos concretos. El primero, correspondiente a n = 4 y ya estudiado por Fermat,
hace uso de la llamada técnica del descenso, que es un método clasico que aparece en diferentes
problemas de teorfa de ntimeros. Se basa en suponer la existencia de una solucién para la ecuacion

x4y = 24, para luego comprobar que debe haber otra solucién menor, pues entonces tendriamos

XI
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una sucesion infinita decreciente de enteros positivos, siendo esto imposible. Por su parte, el caso

3 empleando la raiz tercera (primitiva) de la

n = 3 requiere facorizar la ecuacion z3 + y3 = z
. 14— . . L. . . .

unidad w = %3 Estudiaremos la aritmética del anillo Z[w] y utilizaremos sus propiedades

para, supuesta una solucién para la ecuacion sin factores comunes, encontrar otra menor que

contradiga lo anterior.

A continuacién, echaremos mano de algunas ideas relativas a la aritmética de los cuerpos de
ntmeros y de los dominios de Dedekind para demostrar el teorema para los denominados primos
regulares. En ese sentido, el capitulo 2 sirve para presentar nociones mas o menos elementales
de teoria algebraica de nimeros, especialmente el cuerpo de clases, que desempenara un papel
crucial en el siguiente capitulo. Mas concretamente, el grupo de clases mide cémo de lejos esta el
anillo de enteros de un cuerpo de ntimeros de ser un dominio de ideales principales. En concreto,
para la extensiéon ciclotémica p-ésima, si dicho grupo de clases tiene cardinal coprimo con p, se
dice que el primo p es regular. En esos casos, podremos concluir que, si la potencia p-ésima de un
ideal, aP, es principal, entonces a también lo debe ser, lo cual nos permite realizar la demostraciéon
del dltimo teorema de Fermat. Para eso, en cualquier caso, distinguiremos dos situaciones: una
primera, en la que supondremos que p { xyz, y una segunda, en la que relajaremos esa condicion.

En esta dltima, la conclusién requiere de un resultado de Kummer de caracter mas técnico.

Las ideas empleadas en la demostracion del iltimo teorema de Fermat para primos regulares,
desarrolladas por la escuela francesa a lo largo del siglo XIX, tienen su motivacioén en la aritmética
clasica. Sin embargo, en lugar de trabajar en el anillo de los enteros Z, se trabaja en el anillo
Z[C], siendo ¢ una raiz primitiva p-ésima de la unidad. En ese contexto, no tenemos en general
factorizacién unica, pero si tenemos factorizaciéon tnica de cualquier ideal en producto de ideales
primos (teorema de Dedekind). Esto nos permite desarrollar diferentes argumentos aritméticos
y realizar una demostracién que es valida para un gran ntimero de primos. De hecho, el primer

primo irregular es el 37 (si bien es cierto que existen infinitos primos irregulares).

En particular, la idea de demostracién empleada para el caso de los primos regulares no se
pudo extender al caso general, lo que llevo a una bisqueda de un nuevo enfoque que permitiera
abordar la prueba para los casos restantes. Asi, en el capitulo 4, presentaremos la teoria de curvas
elipticas y formas modulares, dos objetos de naturaleza aparentemente distinta, cuya interacciéon
permiti6 a Andrew Wiles demostrar el tltimo teorema de Fermat en el siglo XX. Discutiremos
sus definiciones y presentaremos sus propiedades basicas, siempre orientadas a las aplicaciones

al teorema.

Por ultimo, en el capitulo 5, realizaremos una introduccién a la nocién de modularidad y
enunciaremos la famosa conjetura de Taniyama—Shimura, el resultado que permitié asociar a
cada curva eliptica una forma modular. Concluiremos anadiendo la construccion de la curva

eliptica de Frey (o de Frey—Hellegouarch), para luego efectuar una pequena aproximacion a la
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demostracion del dltimo teorema de Fermat a partir de la anterior conjetura, relaciéon que fue

establecida por Gerhard Frey y Ken Ribet.
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Capitulo 1

El teorema de Fermat para exponentes

bajos

En este capitulo, nos centraremos en encontrar las distintas soluciones enteras para la ecuacién

de Fermat

2"+t =2", x,y,2€,

cuando n = 2. Esto ir4 seguido de la demostraciéon del teorema para dos casos particulares,
como son n = 4 y n = 3. Lo haremos en ese orden atendiendo a la complejidad de sendas
demostraciones. En particular, los casos n = 2 y n = 4 se pueden tratar empleando técnicas de
aritmética elemental, mientras que el caso n = 3 requiere trabajar con los llamados enteros de

Fisenstein.

1.1. Las ternas pitagoricas y el caso n = 2

Es algo ya conocido que la ecuaciéon dada por
2?4 y? = 22 (1.1)

tiene infinitas soluciones en el conjunto de los ntimeros enteros. Sin embargo, surge la duda de
si es posible encontrar una expresion general para dichas soluciones. Por tanto, en esta seccion,

nos centraremos en buscarla, tomando como inspiracion las referencias [6] y [5].

Definicién 1.1. Una terna es un punto (2o, %o, z0) del espacio tridimensional R?. En este tra-
bajo buscaremos tinicamente soluciones de niimeros enteros, por lo que, en adelante, las ternas

consideradas se referiran a puntos del espacio Z?3.
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Observacion 1.2. En esta seccién veremos que existen distintas ternas que son soluciones de la
ecuacion 22 + 32 = 22. Podemos considerar, por ejemplo, (0,0,0), que es la llamada soluciéon
trivial, (3,4,5) o (5,12, 13).
Definicién 1.3. Una terna se dice pitagdrica si es solucion de la ecuacion 22 + y? = 22.

Sea (z,y, z) una terna pitagorica de enteros positivos. Si los tres nimeros tuvieran un factor
comun d, entonces (z/d,y/d, z/d) también seria una terna pitagorica. Ademas, si dos de ellos
tuviesen un factor comiin, entonces el tercero también lo tendria. Por tanto, podemos suponer

que x, y v z son primos relativos. En ese caso, decimos que la terna pitagorica es primitiva.

Observacion 1.4. Por lo anterior, z, y y z no pueden ser los tres pares, ni siquiera dos de ellos.
Tampoco pueden ser los tres impares, pues en tal caso tendriamos que la suma de dos nimeros
impares nos proporcionaria otro impar, lo cual es imposible. Con esto, deducimos que uno es par

y los otros dos impares.

Proposicion 1.5. La suma de dos cuadrados de nimeros impares no puede ser un cuadrado

perfecto.

Demostracion. Supongamos que fuese cierto. Entonces, tendremos que existen enteros n,m € 7Z
conz=2m+1,y=2n+1yz?+y? =22 Sustituyendo z e y y elevando al cuadrado, tenemos

que:
2Em+1)2 4+ 2n+1)2 =4dm? +4m +1+4n +4n + 1
= 2(2m? +2m + 2n® + 2n + 1)
:ZQ.

Asi, z debe ser par, y supongamos que z = 2q, con q € Z. Ahora, tenemos:
2(2m? + 2m + 2n% + 2n + 1) = (29)? = 44>
Despejando, se obtiene que
1=2¢%>—2m? — 2m — 2n% — 2n,

lo cual es imposible, porque 2 1 1. O

De este modo, hemos visto que z no puede ser par. Supondremos entonces, sin pérdida de

generalidad, que x lo es. Continuemos escribiendo la ecuacion 1.1 de la siguiente forma:

=2 =y =(z+y)(z—y), (1.2)

donde (2 +y) y (2 — y) son pares. Por tanto, existen u,v,w € Z* con x = 2u, z +y = 2v,

z —y = 2w. Ademaés, por como estan definidos, w y v son coprimos. Asi, tenemos:

u? = vw. (1.3)
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Proposicion 1.6. Si el producto de dos enteros positivos que son primos relativos es igual a un

cuadrado, entonces dichos enteros son cuadrados.

Demostracion. Supongamos entonces que ab = z2, donde a y b son coprimos y a,b,z € Z.
Entonces, a y b no tienen factores comunes, por lo que la factorizacion de x? resultara de la

yuxtaposiciéon de las factorizaciones de a y b. Esto es:

Ji, J2

i1 12 Ji, J2 2 i1 .02 Tyl ”yjm
m

i jm . oy i
a=2aVzy--xr, b=yl'y -yl a2t =ab=al'ay -y

Por otro lado, la factorizacion de x? debe tener todos los exponentes pares (pues estos seran
los de la factorizacion de x multiplicados por dos), por lo que los exponentes en las respectivas

factorizaciones de a y b también deberén ser pares. O

De este modo, existiran p,q € Z* de modo que v = p? y w = ¢* (y también son primos
relativos). Ahora, como z+y = 2v, z—y = 2w, se sigue que z = v+w = p>+¢%, y = v—w = p*—¢>.

Ademas, p > q (y > 0) y p y ¢ tienen distinta paridad (y, z son impares). Por altimo,
2’ =22y = (0P + %)’ = 0° — )’ = W’ = (2p9)*,
de donde = = 2pq.

El siguiente resultado, que expresa la forma general de las ternas pitagoricas primitivas (sin

factores en comin), es inmediato a partir de la discusion anterior.
Teorema 1.7. Las ternas pitagdricas primitivas son de la forma
2 2 .2, 2
(2pg.p” — ¢, 0" + @),

donde p,q € Z son enteros coprimos, de paridad distinta y tales que p > q.

1.2. El método del descenso y el caso n =4

Llegados a este punto y empleando lo demostrado en la seccién anterior, ya podemos probar

el caso n = 4 del teorema de Fermat. De nuevo, seguiremos las referencias [6] y [5].

Teorema 1.8. No existe ninguna solucion distinta de la trivial para la ecuacion

ot oyt =21 (1.4)

Demostracion. Para demostrarlo, emplearemos el método del descenso infinito, una forma de

reduccion al absurdo.
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Supongamos, por el contrario, que si existen z,y,z € Z" tales que son una solucién para la
ecuacion 1.4. Ademas, supongamos que son primos relativos (en otro caso, dos de ellos tendrian
un factor comun y, al verificarse la ecuacion 1.4, el tercero también lo tendria, por lo que bastaria
con tomar la terna resultante de eliminar los factores comunes). De este modo, (22,42, %) es una

2

terna pitagoérica y, por el teorema 1.7, suponiendo que z“ es par, tenemos que:

?=2pq, y=p"-¢ F=p+,
donde los enteros p y ¢ son primos relativos con distinta paridad y 0 < ¢ < p.

Despejando ahora en la segunda de las igualdades: y? + ¢%> = p?, de donde y, g y p conforman
otra terna pitagoérica primitiva. Como y es impar y por las deducciones de la seccién anterior,
tendremos que g es par y p es impar. Aplicamos entonces el teorema 1.7 nuevamente:

g=2ab, y=a%>—-0b% p=da®+1?
donde a y b son enteros positivos con paridades opuestas, primos relativos y tales que 0 < b < a.
Aqui, podemos escribir:
2% = 2pq = 4ab(a® + b?),

de donde se deduce que ab(a? + b?) es un cuadrado. Ademés, ab y (a®+ b?) son primos relativos,
pues si un primo k divide a ab, entonces también divide a a o a b, pero no a ambos (a y b son
primos relativos). De esto, se sigue que ab y (a? + b?) también deben ser cuadrados, de donde a

y b también lo son.

2

Supongamos, por tanto, que a = m? y b = n?, con m,n € Z. Entonces:

mrtant=d?+ 0P =p<p’+ P =< =+t
Realizando este procedimiento de forma recursiva, obtenemos una sucesion infinita de enteros

positivos decreciente, lo cual es imposible. Hemos llegado, por tanto, a una contradiccién, por lo

que no puede existir ninguna solucién distinta de la trivial para la ecuacion 1.4.

OJ
1.3. Los enteros de Eisenstein y el caso n =3
En esta seccién, nos centraremos en demostrar que la ecuacion
3yt =27 (1.5)

no tiene soluciones en Z? distintas de la trivial, (0,0,0). Para ello, nos guiaremos empleando la

referencia [6].
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14+v/-3

Sea w = —5 una raiz ciibica primitiva de la unidad.

Definiciéon 1.9. Los enteros de Eisenstein, Z[w], se definen como
Zw] ={a+bw | a,be Z}.

Observacion 1.10. Esta definicién viene motivada por la factorizacion del polinomio:

3

? +y? = (2 +y)(2® — 2y + ),

pues desarrollando la segunda parte de la expresion anterior cuando y # 0 se tiene:

2 2 2
7 —xy + T x
x2—:cy+y2=y2<‘g y>=y2 <> - T4,
y v) Y

Tomando ahora v = x/y y resolviendo la ecuaciéon de segundo grado correspondiente, podemos

reescribir la igualdad anterior:

()

?—azy+y =y (P —v+1) =y (’y

y deshaciendo el cambio de variable realizado:

2’ +y’ = (z+y)y’ (i—m> <$—1_\/j3)

2 Y 2
1++v-3 1—-+v-3
=@+y |le—y—— ) |lz—y—F5— |-
2 2
Observacion 1.11. Notese que w = _1%‘/_73 es una raiz ctibica primitiva de la unidad (w? = 1).

Tal y como se desarrolla en [6, Cap. 1|, se tiene que Z[w] es un dominio euclideo con la norma
dada por

N(a + bw) = (a + bw)(a + b@) = a® — ab + b°.
Ademaés, por ser dominio euclideo, también es DIP (dominio de ideales principales) y DFU

(dominio de factorizacion tnica).

Para encontrar las unidades de Z[w], imponemos la condicion necesaria de que N (a+bw) = 1,

esto es, a®> — ab + b? = 1; alternativamente,
3(a —b)? + (a+b)? = 4.

De aqui, un analisis caso a caso muestra que los elementos que verifican tal condicién son 1, —1,

w, —w, w? y —w?, donde hemos usado que w? = —1 — w. Por tltimo, basta ver que cada uno de

ellos tiene inverso (que es otro de ellos):

= 1 es su propio inverso, al igual que —1.
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n ww? =w(—1—-w)=—w-—w?=1, luego w y w? son inversos.

2

» —w(—w?) = —w(l+w)=—w—w?=1, de donde —w y —w? son inversos.

Observacion 1.12. Noétese que wwo =1y w+w = —1.

De este modo, bastara con probar que la ecuacion 1.5 no tiene soluciones en Z|w|. Ademas, de
existir una solucién, podemos suponer que dos cualesquiera de los ntimeros que la componen no
tienen factores comunes (en caso de tenerlos, también estarian en el tercero y podriamos obtener

otra solucion eliminandolos).

Proposicion 1.13. Sea p =1 — w. Entonces, tendremos que
2l /pZl) = 232,

por lo que a +bw = —1,0,1 (méd p).

Demostracion. Como bien hemos dicho, sea p = 1 — w. Entonces, tenemos que
N(p)=N(1-w)=(1-w)(l-w) =3,
por lo que 3 es multiplo de p. Ademaés, recordemos que para el cociente Zw]/pZ[w]:

o] = [8] & a — 8 € pLlul.

Dado entonces a + bw € Z[w], sean a’ y V' los enteros entre 0 y 2 tales que a = a’ (mdd 3) y
b=V (mdd 3). Tendremos, por tanto, nueve opciones distintas de clases de equivalencia modulo
3en Z[wl]: 0,1,2,w,1 +w,2+w,2w,2w + 1y 2w + 2.

Ahora, como p = 1 —w, entonces 1 —w =0 (méd p), y tendremos las siguientes congruencias:

1 =w (méd p),

2=w+1 (mdd p),

0=w-1=w+2 (méd p) (recordemos que, como 3 es multiplo de p, las congruencias

modulo 3 también son ciertas),

s 2=2w (mdd p),

0=2w+1 (mdd p),

1 =2w+2 (méd p).
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De este modo, hemos visto que todas las posibles clases de equivalencia en Z[w] planteadas
anteriormente se pueden reducir a las clases [0],[1] y [2] cuando el modulo es p, por lo que es

claro el isomorfismo entre Z[w|/pZ|w] y Z/37Z.

O

Lema 1.14. Sea o = a + bw de modo que o = +1 (méd p). Entonces, tenemos que o = +1
(méd pt).

Demostracion. Centrémonos en el caso en que a@ = 1 (méd p). Queremos ver que o =

3

1
(méd p*) o, lo que es lo mismo, que o® — 1 =0 (méd p*). Bastara entonces con ver que o — 1

es multiplo de p*. Tenemos:
P —1=(a-1)(a?+a+1)=(a—1)(a-w)(a—u?).

Ahora, veamos para cada uno de los factores anteriores:

» a =1 (mdd p) por hipotesis, de donde @ —1 =0 (méd p);

» 1 =w (mdd p) por la proposicion anterior, luego « = w (méd p) y o —w =0 (méd p);

s wW=w=-1-w=2+2w=1 (mdd p), por lo que a —w? =0 (méd p).
De este modo, tenemos que los tres factores son miltiplos de p. Veamos ahora que los tres tienen
restos distintos con modulo p?. Para ello, veremos que no puede darse que dos de los restos con

dicho modulo coincidan. Entonces:

s a—1=a—w (méd p?), luego 1 —w = p =0 (mdd p?), lo cual es imposible;
s a—1=a-w? (mdd p?), luego 1 — w? = 0 (méd p?). Como 1 —w? = (1 +w)(l —w) y
1 +w =2 (mdd p) es invertible, nos queda que p =0 (méd p?), lo cual es imposible;

2

s a—w=a—w? (méd p?), luego w — w? = w(l —w) = pw = 0 (méd p?), pero 1 = w

(méd p), por lo que p =0 (méd p?), lo cual es imposible.
Observamos ahora que Z[w]/p?Z[w] es un anillo con 9 elementos en el que exactamente 3 de
ellos son multiplos de p. En efecto,
2 _ 2_ 2 _ _
pr=1l-wr=w"-2w+l=—-1-w-2w+1=—-3w,
por lo que, multiplicando por —w?, tenemos que 3 =0 (méd p?).

Esto quiere decir que un conjunto de representantes de Z[w]/p?Z[w] viene dado por los ele-

mentos a + bw, con a,b € {0,1,2}, donde tnicamente 0, 1 4+ 2w y 2 + w son multiplos de p. Por
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2 son multiplos de p, y cada uno de ellos es con-

lo tanto, los tres factores o« — 1, a —wy a —w
gruente con uno de los tres factores diferentes modulo p? que son multiplos de p; en particular,
exactamente uno de ellos sera congruente con 0, lo que quiere decir que uno (y solo uno) sera

miltiplo también de p?.
Alternativamente, lo que hemos visto es que tenemos un isomorfismo de anillos

ZIw)/pBlw) = Tlw]/3Zlw] = F3[X]/(X2).

Proposicion 1.15. Ezxactamente uno entre x, y y z es maltiplo de p.

Demostracion. Supongamos que ninguno de los tres niimeros es multiplo de p. Tendremos tres

casos distintos, y, aplicando el lema anterior, podemos concluir lo siguiente:

» 2,y =1 (méd p): Asi, 23,92 =1 (méd pt) y 22 =23+ =1+ 1 = —1 (mdd p), con
22 = —1 (méd p*). Por tanto, despejando, tendriamos que 3 = 0 (méd p?), pero 3 = pp,

por lo que es imposible.

» 2,y =—1 (méd p): En este caso, 23,3 = —1 (méd p*) y 22 =23 +¢yd=-1-1=-2=1

(méd p), con 23 =1 (méd p*). De nuevo, despejando, tendriamos que 3 = 0 (méd p*), lo

cual es imposible.

» 2 =1 (méd p), y = —1 (méd p): Ahora, 2> = 1 (méd p?), y? = —1 (méd p?) y 23 =

234+ 9y3=1-1=0 (méd p), contradiciendo que z no es miiltiplo de p.

Por tanto, como en todos los casos llegamos a una contradiccién, tenemos que alguno tiene que
ser miltiplo de p. Por otro lado, si 2,y = 0 (méd p), entonces 23 = 23 + 4> = 0 (méd p), y 2
también seria multiplo, contradiciendo que los niimeros de la solucién no tienen factores comunes.

Asi, es claro que uno, y solo uno, es multiplo de p. O

Proposicién 1.16. Supongamos que p|z. Entonces p?|z.

Demostracion. Como solo uno entre x, y y z es miltiplo de p y p|z por hipétesis, entonces y = —1
(méd p) yz =1 (méd p) (oalrevés: y =1 (méd p) y x = —1 (méd p)). Asi, y> = —1 (méd p?)
y 23 =1 (méd p*), de donde 23 = 23 + y3 = 0 (méd p?). Si 2 fuese miltiplo de p, pero no de

2

p~, entonces 23

serfa multiplo de p3, pero no de p?, contradiciendo lo anterior. Por lo tanto, z

debe ser multiplo de p?.
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De aqui en adelante, trabajaremos suponiendo que p|z. En caso de que no se tuviera esa

condicion, bastaria reescribir la ecuacion 1.5 como sigue:
3_.3_.3 3_.3
By =B (g =,

en caso de que p|z. El caso en que p|y seria idéntico. Después, los resultados posteriores serian

analogos.

Como bien hemos visto en la observacion 1.10 y desarrollando la ecuacién 1.5, tenemos que:

3

2yt = (2 +y)(@® —ay+y°) = (2 +y) (@ +yw) (@ + yw?),

y como w? = 1, podemos llegar a que:
(@ +y) (2 + yw) (@ + yo?) = (z + y) (2w + yo?) (20® + yw).
Sea, ahora, k > 2 el menor entero para el que se cumple que pk]z, pero pFtl 1z

Proposicién 1.17. Los factores x +7, zw +yw? y rw? +yw son congruentes modulo p. Ademds,

la suma de los tres es 0.
Demostracion. Veamos las congruencias dos a dos.

» Consideremos los dos primeros factores. Ver que = +y = 2w + yw? (méd p) equivale a ver

que z +y — 2w — yw? =0 (mdd p). Reescribiendo:
sty —rw—yw? = r(1-w)+y(1—w?) = (1—-w)z+y(1+w)] = plzt+y(1+w) =0 (méd p).

» Sean ahora el primer y el tercer factor. Ver que = + y = 2w? + yw (méd p) equivale a ver

que z +y — zw? —yw =0 (méd p). Ahora:
r4y—zw’—yw = 2(1-w?)+y(1-w) = (1-w)[z(14+w)+y] = plz(1+w)+y] =0 (mdd p).

2 =

= Por ultimo, tomemos los dos ultimos factores. Ver que zw + yw rw? 4 yw (méd p)

equivale a ver que zw + yw? — 2w? — yw =0 (Mdd p). Veamos:

zw + yw? — 2w? — yw = z(w — w?) + YWw? —w) = 2wl —w) — yw(l — w)

=(1—-w)(zw —yw) = plaw —yw) =0 (mdd p).
Para demostrar que su suma vale cero, tenemos que:

rty+tawtyl fro’+yw=204+wt+w)+yl+w+w?)=2-0+y-0=0.
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Como p|z, entonces p3|23 = (z+y)(vw+yw?)(rw? +yw). De este modo, como los tres factores

son congruentes con médulo p, cada uno de ellos es divisible por p.

Lema 1.18. En las condiciones anteriores, se cumplen las siguientes afirmaciones:

» Fl factor x +y es coprimo con x + y(1 + w).
» Fl factor x +y es coprimo con x(1 +w) + y.

= El factor xw? + yw es coprimo con ww — yw.

Demostracion. Veamos cada caso por separado, aunque siguiendo una misma idea:

= Si no fueran coprimos, entonces existirfa un primo p tal que plx +y y plx + y(1 + w). Asi,
tendriamos que p|z + y(1 + w) — (r + y) = yw, y como w es una unidad en Z[w], entonces
tendriamos que p|y. Sin embargo, p|(x + y) — y = z, contradiciendo que x e y no tienen

factores comunes.

» Si no fueran coprimos, entonces existiria un primo p tal que plx +y y plz(1 +w) + y. Asi,
tendriamos que plz(1 +w) +y — (x + y) = zw, y como w es una unidad en Z|w]|, entonces
tendriamos que p|z. Sin embargo, p|(z + y) — = y, contradiciendo que x e y no tienen

factores comunes.
Si f i t istiri i tal 2 — L
= Si no fueran coprimos, entonces existiria un primo p tal que p|rw® + yw y plzw — yw. La

primera, como w es una unidad, se puede escribir: p|lzw + y. Asi, tendriamos que p|rw +

2

y— (2w —yw) = y(1 + w). Como 1+ w = —w? es una unidad del anillo, tenemos que ply,

por lo que también divide a x, contradiciendo que x e y no tienen factores comunes.

O

Proposicion 1.19. Dados los tres factores de la proposicion 1.17, p es su mdzimo comun divisor.

Demostracion. Veamoslo para los factores dos a dos:

» Sea d = ged(x + y, 2w + yw?). Entonces, tenemos que d|z + y v d|zw + yw?, luego:
dl(z +y) — (2w + g0?) = plz + y(1 +w)).

Como d|z+y y x 4+ y es coprimo con x + y(1 + w), entonces d t (z + y(1 +w)), por lo que

d|p. Por otro lado, como p es divisor de cada uno de los factores, p|d, y asi d = p.
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» Sea d = ged(x + y, 2w? + yw). Entonces, tenemos que d|z + y v d|zw? + yw, luego:
dl(z +y) — (2w? + yw) = p(z(1 + w) +y).

Como d|z+y y x + y es coprimo con z(1 + w) + y, entonces d 1 (z(1 + w) + y), por lo que

d|p. Por otro lado, como p es divisor de cada uno de los factores, p|d, y asi d = p.
» Sea d = ged(rw? + yw, Tw + yw?). Entonces, tenemos que d|rw? + yw vy d|zw + yw?, luego:
(0 + o?) — (2 + yw) = plaw — o).

Como d|zw? + yw y zw? + yw es coprimo con zw — yw, entonces d { (zw — yw), por lo que

d|p. Por otro lado, como p es divisor de cada uno de los factores, p|d, y asi d = p.

Con todo esto, ahora podremos reescribir los factores anteriores como:
T +y=Ap, 2w+ yw? = Bp, zw?+yw = Cp.

Ademas, por los resultados anteriores, tendremos que A + B + C = 0, donde A, B y C son

3

coprimos dos a dos. También se cumple que 2% = p3ABC, por lo que cada uno sera, salvo

unidad, un cubo. Podemos escribir, por tanto:
A=a® B=pp’, C=1€,
donde «, 8 y 7 son unidades de Zlw] y (,n y £ son coprimos.

Como pF|z v k es el mayor exponente que lo verifica, entonces es claro que p*~1|(z/p) y
p* 1 (2/p). Con esto, ABC = (z/p)? es divisible por p?*=1),

Como bien hemos visto en la proposiciéon 1.16, p*|23, de donde se sigue que p|(z/p)® = ABC.
Asi, es claro que uno entre ¢, 1y £ es divisible por p, y supondremos, sin pérdida de generalidad,
que es £. También, por ser unidades, tendremos que a3y = £1, dado que 1 y —1 son las tnicas

unidades que son cubos en Z[w].

Ahora, como £3|ABC = (z/p)3, tendremos que pF~1[¢ y p¥ { €. Por otro lado, al ser copri-
mos con &, podemos garantizar que 17,¢ = +1 (méd p), de donde 73, ¢3 = +£1 (mdd p?*) por el

lema 1.14. En concreto, también se cumple que 73, (3 = +1 (méd p?).

Proposiciéon 1.20. En estas condiciones, « = +3 (méd p3).

Demostracion. Como A+B+C = 0, tenemos que A+B+C =0 (méd p3). Por otra parte, como
p|&, podemos escribir que C = v£3 =0 (mdd p?), con lo que A+ B =0 (méd p?). Desarrollando
ahora la expresion anterior: a¢® = —pn? (méd p?), y como 73,3 = +1 (mdd p?), entonces

tenemos que o = +3 (méd p3). O
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Como « y 3 son unidades en Z[w], llegamos a que la tinica forma de tener a = +4 (méd p?)
es que a = £4.

2

Observacion 1.21. Recordemos que las unidades en Z[w] son 1, —1,w, —w, w?, —w?, cuyas dife-

rencias no son miltiplos de p:

» 1 —(—1) =2 no es multiplo de p,

1 —w = p no es miltiplo de p?,

» 1 — (—w) =1+ w no es multiplo de p,

» 1 —w?=(1+w)(1—w)no es miltiplo de p?...

Con esto, la igualdad a8y = +1 se puede reescribir como +a?y = +1, y multiplicando por
a a ambos lados: aa?y = v = +a.

Hemos llegado, con todo, a que se cumple:

al® + a773 + ag® =0,
y como « es una unidad, es claro que
SEXAESSE

que serfa otra solucion para la ecuacion 1.5 para la que pF~1|¢, pero p* § £ Esto contradice la
eleccion de la solucion inicial, pues habiamos pedido de hipétesis que no tuviera factores comunes

y fuese lo mas simplificada posible. Por tanto, no existira tal solucién y solo existe la trivial.



Capitulo 2
Teoria algebraica de niimeros

Llegados a este punto, hemos encontrado una forma general para las soluciones de la ecuacion
con n = 2. También hemos comprobado que el teorema se cumple para los exponentes 3 y 4 (y,
por lo tanto, para todos sus multiplos). Sin embargo, ante la imposibilidad de hacer una prueba

para cada primo, debemos intentar dar una demostracién que abarque més casos.

Con esto, nos centraremos ahora en los denominados primos regulares. Para ello, y antes de
dar la definicién de dicho concepto, necesitamos introducir previamente algunas nociones sobre

cuerpos de numeros y anillos de enteros. En este caso, utilizaremos principalmente las referencias

(71, [9] y [10]

2.1. Cuerpos de ntmeros y anillos de enteros

Definicion 2.1. Un cuerpo de ntmeros es una extension de cuerpos de Q de orden finito.

Definiciéon 2.2. Dado K|Q un cuerpo de ntmeros, se define su anillo de enteros, O, como
Orx ={a € K| existen a,_1,...,a9 € Z con & +a,_ 10" +...4+a9 = 0, con n el grado de a}.

Ejemplo 2.3. Vamos a ilustrar la definicién anterior con los siguientes ejemplos:

» Si K =Q(i), entonces Ok = Z[i].
» Si K =Q(+v/—3), entonces O = Z[w] = Z[fHT*/TS] es el anillo de los enteros de Eisenstein,

con el que hemos trabajado en el capitulo anterior.

Ademas, sobre el anillo de enteros de un cuerpo de ntimeros se tienen las siguientes propie-
dades, que nos resultaran de gran utilidad. La primera de ellas, de hecho, justifica el porqué del

nombre escogido.

13
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Proposicion 2.4. Se tiene que Ok es un anillo.

Demostracion. Véase en la referencia |7, Cap.2,3|. O

Observacion 2.5. Notese que Ok no tiene por qué ser un dominio de factorizacion tnica (DFU)
y, en particular, tampoco un dominio de ideales principales (DIP). Basta considerar, por ejemplo,

el anillo Z[v/—5], en el que se tiene la siguiente igualdad:
6=2-3=(14++v-5)(1—-+v-5),
donde los factores 2, 3 y 1 £ /5 son irreducibles todos ellos.

El siguiente resultado, que sera una de las claves para el préoximo capitulo, afirma que, si
bien Ok no tiene por qué ser un dominio de factorizaciéon tnica, si se cumple que todo ideal no
nulo se puede escribir de forma tnica como producto de ideales primos no nulos. Es decir, los

resultados sobre factorizacién tienen que trabajarse a nivel de ideales, y no elemento a elemento.
Proposicion 2.6 (Dedekind). En Og, todo ideal no nulo se puede escribir de forma unica como

producto de ideales primos.

Demostracion. Demostracion disponible en [9, Cap. 3]. O

2.2. El grupo de clases

Vamos a introducir en esta secciéon la nociéon de grupo de clases, que desempenard un papel

crucial en la demostracion del teorema de Fermat para primos regulares.

Definicion 2.7. Sea K un cuerpo de nimeros. Se dice que I es un ideal fraccionario de Ok si

es un Og-submoédulo de K para el que existe a € Ok de modo que al C Ok.
Definicion 2.8. En las condiciones anteriores, un ideal principal J de O es un Og-submodulo

de K que esta generado por un elemento, es decir, J = («).

r man n S i raccionarios no nu m nir un racion
Ahora, tomando en O los ideales fraccionarios no nulos, podemos defi a operacion de
grupo con la multiplicacion. Asi, los ideales principales forman un subgrupo y podemos considerar

la siguiente relacion de equivalencia.

Definicion 2.9. Definimos una relacion de equivalencia de la siguiente forma: dados dos ideales

I, J, diremos que I ~ J si existen o, 8 € Ok verificando que (ad) = (5J).

Esta definicién da sentido a la siguiente:
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Definicion 2.10. El grupo de clases de un cuerpo de ntimeros es el cociente:
Cl(K) = {ideales fraccionarios no nulos}/{ideales principales no nulos}

Teorema 2.11 (Dirichlet, Minkowski). Sea K un cuerpo de nimeros. Se tiene que C1(K) es un

grupo finito.
Demostracion. Esta probado en |7, Cap. 2,3|. O
Ahora, nos interesa definir el concepto de primo regular, en torno al cual se construira la

demostracion del capitulo siguiente.

Definicion 2.12. Dado p un ntimero primo, se dice que es regular si se verifica que

P11 CHQ(G))]-

Ejemplo 2.13. Veamos algunos ejemplos para entender las definiciones previas:

» Sin =2, tenemos que (o = e2™/2 = ™ = —1, luego Q(¢2) = Q. Por tanto, O = Z, todos
los ideales son fraccionarios y principales (estamos en un DIP), de donde | C1(Q((p))| = 1.

Es evidente que 21 1, por lo que 2 es un primo regular.

» En particular, como en el caso anterior, si Q((p) es un DIP, entonces tendremos que todos
los ideales fraccionarios seran principales. Asi, | CI(Q((p))| = 1, en cuyo caso, es claro que

p11y pesun primo regular.

Observacion 2.14. Todos los primos menores que 100 son regulares, salvo los nimeros 37 (pues
| CLQ(¢s7))| = 37), 59 (ya que | CL(Q(Cs0))| = 359233) y 67 (porque | CHQ(Ce7))| = 6712739).

Ademas, hay infinitos primos no regulares y se conjetura que existen también infinitos primos

regulares.

2.3. Cuerpos ciclotémicos

Por ultimo, para poder trabajar con los primos regulares, también introduciremos la nocién

de cuerpo ciclotémico y algunas de sus propiedades.

Definicion 2.15. Dado n un nimero entero, denotamos por (, = e » a la raiz n-ésima de

la unidad. Entonces, la extension ciclotémica n-ésima se define como la extension finita de Q,
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Proposicion 2.16. El grupo de Galois de las extensiones ciclotomicas es tal que

Gal (Q(¢n)IQ) = (2/nZ)*,

donde este ultimo es el grupo de unidades enteras modulo n.
Demostracion. Disponible en [7, Cap. 2]. O

Ahora, centrandonos en el caso que nos concierne, supongamos que n = p es un nimero

primo. Esto nos permite obtener el siguiente resultado:

Proposicion 2.17. Sean p un primo, ¢, una raiz p-ésima de la unidad y K = Q((p). Entonces,

se tiene que O = Z[(p).

Demostracion. Véase la referencia [9, Cap. 6]. O



Capitulo 3

El teorema de Fermat para primos

regulares

Una vez discutido el teorema de Fermat para n = 3 y n = 4, pasamos ahora a tratar un caso

més general. Para esta parte, hemos seguido principalmente [1].

3.1. Lemas previos

En este capitulo vamos a realizar la demostraciéon del tltimo teorema de Fermat para primos

regulares. Consideraremos, por tanto, la ecuacion
P +yP = 2P, (3.1)

donde p es un primo regular. Dividiremos la prueba en dos casos:

= Caso I: ninguno de los enteros z,y, z es multiplo de p.

= Caso II: exactamente uno de los enteros z,y, z es multiplo de p.
Observamos que eso es suficiente: si los tres fuesen divisibles por p, entonces, dividiendo por la
mayor potencia de p que divide a los tres, podemos llegar a que al menos uno de ellos no es

miltiplo de p; si exactamente dos son multiplos de p, a partir de la ecuaciéon dada tenemos que

el tercero también lo seria.

De ahora en adelante, denotaremos (¢ := (, cuando no quepa lugar a confusion, por simplici-

dad. Veamos un par de lemas que utilizaremos mas adelante en este capitulo.

17
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Lema 3.1. En el anillo Z[(] se verifican:

1. 1-=01-¢)=---=1-¢"Y y1+ es una unidad.

2. (1 =) es el unico ideal primo que divide a p. Ademds, p = u(1—¢)P~!, con u una unidad.
Demostracion. Recordemos que estamos trabajando en el anillo Z[(].

1. Veamos que cada uno de los ideales (1 — ¢7) coincide con el ideal (1 — ¢):
Por unlado, 1 —=¢/ = (1 = )1+ ¢+ -+ 7).
Por otro lado, dado j € {1,...,p— 1}, sabemos que existe k de modo que jk =1 (méd p).
Entonces, en Z[(], tenemos que ¢! = ¢7%. Asi, basta ver que:
1— ¢k
1—¢I

De este modo, como (1 — () es multiplo de (1 —¢7) y viceversa, los ideales que generan son

:1_|_Cj_|_..._|_<(k*1)j_

el mismo.
Para comprobar que 1+ ( es una unidad, basta tener en cuenta que 1 —¢? = (1—¢)(1+¢).

De aqui, como (1 —¢) = (1 — ¢?), es claro que 1+ ¢ debe ser una unidad.

2. Consideramos el polinomio:

p—1
XP-1=(X-D)X" "+ +X+1) =X -1 [[(X-¢).
=1

Sustituyendo X = 1 en el segundo factor, tenemos que

p—1

p=]J0-¢),

i=1
por lo que se cumple que (p) = (1 — ¢)(1 —¢?)...(1 — ¢P~1) como producto de ideales.

Ahora, por el apartado anterior, podemos reescribir (p) = (1 — ¢)P~ 1.

Sabiendo que (7! = —(P~2 — ... — ¢ — 1, podemos tomar el siguiente anillo:
Z[C]/(p) = {ao +a1{+---+ ap,gcp_2,con ag,...,ap—2 € {0,1,...,p— 1}} ,

cuyo cardinal es pP~ L.

Por otro lado, en el anillo Z[(]/(1 — ¢) se tiene que 1 = ( y p = 0, luego se verifica que:
ap+arC+-+alt=ag+ay+---+a, (méd1—).

Como (p) = (1—¢)P~ 1, entonces el anillo Z[¢]/(1—¢) tiene p elementos, de donde deducimos
que es un cuerpo. Esto, a su vez, implica que (1 —() es un ideal maximal y, en consecuencia

es primo, como querfamos demostrar.
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O

Observacion 3.2. La demostraciéon anterior se hace considerando que las raices 1,¢, ..., (P~2 son
linealmente independientes tanto sobre Q como sobre Z/pZ. Sin embargo, esto no es trivial, por

lo que lo probaremos en el siguiente resultado.

Proposicién 3.3. Las raices 1,(,...,(P~2 son linealmente independientes en el anillo Z./pZ.

Demostracion. Para probar este resultado, hay que tener en cuenta el siguiente isomorfismo:
Z[¢] = Z[X]/ 2y (X),

donde como de costumbre ®,(X) denota el polinomio ciclotomico. Ademaés, también es impor-

tante notar que ®,(X) = ))((p__ll ())((—_11)P

= (X —1)P7! (méd p). De este modo, por la definicion

de cociente, tenemos que:

ZIc)/p = ZIX]/ (p, ®p(X)) = (Z[X]/p)/(®p(X)) = Fp[X]/(X = 1)P7".

De esto tltimo se deduce que los elementos 1,¢, ..., (P2 son linealmente independientes sobre

el cuerpo [Fp. O

Lema 3.4. Sea v € Z[(]*. Entonces, v/T es una raiz de la unidad.

Demostracion. Véase la referencia [14, Cap. 1]. O

3.2. Demostracion del caso I

Inicialmente, veamos un ejemplo de como se puede abordar el problema.

Ejemplo 3.5. Aunque ya estd demostrado, volvamos a considerar el caso de n = p = 3, con
su correspondiente ecuacion z3 + y3 = 23. En concreto, de haber una solucién, se tiene que
23 + 93 = 22 (mdd 9). Ademas, supongamos que 3 { xyz, por lo que 3 { z. Entonces, x podra

tomar el conjunto de valores {1,2,4,5,7,8}. Trabajando mddulo nueve, tenemos que

3

luego x> es congruente con 8 o 1 en estas condiciones. De modo anélogo, se tiene lo mismo para

y3. Asi, podemos encontrarnos en los siguientes casos:

s 2393 =1 (méd 9), de donde 23 =2 (méd 9).

= 2393 =8 (méd 9), de donde 23 =7 (méd 9).
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» 23 =8, 92 =1 (mdd 9) o viceversa, de donde 2> = 0 (méd 9), contradiciendo que z no es
miltiplo de 3.

3

Hemos llegado a que z° es congruente con 2 o 7 modulo 9. Sin embargo, no hay ningtin cubo de

un numero entero que verifique esto, por lo que no puede existir la solucion a la ecuacion inicial.

Observacion 3.6. Tomando ahora el nimero primo 5, el procedimiento seguido en el ejemplo
anterior también nos lleva, aunque con célculos algo mas tediosos, a que tampoco hay soluciones

para la ecuacion z° 4 y° = 2°. No obstante, el método ya no funciona para el exponente 7.

Al comprobar que trabajar con los ntimeros enteros no es suficiente, lo que haremos seré
emplear las extensiones ciclotomicas de la forma K = Q((), cuyos anillos de enteros son (por un
resultado visto en el capitulo anterior) Ox = Z[(]. Por tanto, en lo que sigue y salvo que se diga

lo contrario, trabajaremos en Z[(].

Entonces, dado p un primo regular, supongamos que se verifica la ecuaciéon
P +yP = 2P, (3.2)
con z,y, z enteros y coprimos entre si. Ademés, como hemos dicho, asumamos que p t zyz.

Inicialmente, de forma anéloga a lo realizado en el capitulo 1 para el caso p = 3, desarrollamos

la anterior ecuacion:

w5 ) e ((5) (5) - (045)

p—1

=@+a)Cy+a) (Cy+a)... (P ly+a)=][(Ty+a)

J=0
A continuacion, veremos que estos factores son todos primos relativos entre ellos.

Proposicién 3.7. Los factores (x + (7y), con j € {0,1,...,p — 1}, son coprimos entre si.

Demostracion. Supongamos que no fuese cierto, es decir, que existen j, k € {0,1,...,p— 1} con
j # ky q de modo que:
j k
glz + 7y, qlz + ¢y

Entonces, también tendremos que q|(z 4+ (y) — (z 4 ¢Fy) = y(¢F — ¢*¥). Como q 1y (si ¢ly, como
q|(z + ¢7y), se cumpliria que g|z, contradiciendo que x,y no tienen factores comunes), tiene que
darse que ¢|¢/ — ¢*. Tomando, sin pérdida de generalidad, k& = j + 3, podemos reescribir lo

anterior de la siguiente manera:

g =P =g - =1 -¢P).
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Como ¢7 es una unidad, deducimos que ¢|1 — ¢%. De aqui, por el lema 3.1, se sigue que g|1 — ¢
y, por tanto, ¢ = 1 — {. Por otro lado, como ¢|z + (Jy y = + (Jy|aP + yP = 2P, tenemos que
g =1 —(|zP. Ahora, al ser p primo entero y verificarse que ¢ = 1 — (|p y ¢|2P, esto implica que

zP. lo cual es una contradiccion con que TYZ. O
)

De este modo, teniendo en cuenta la ecuacion 3.3 y que los factores del producto son todos

coprimos por la proposiciéon anterior, podremos escribir

(x+Cy) =a?,

para algin ideal a. Ademas, de esto se deduce que a es un ideal principal en Z[(]. Asi, en el
grupo de clases, a” coincidira con el ideal neutro (1). Por otro lado, el orden de a en C1(Q((p))

tendra que ser 1 o p, pero como p es primo regular, este tltimo no es posible.

Hemos llegado entonces a que a serda un ideal de orden 1 en el grupo de clases, por lo que
también seré el elemento neutro y, en consecuencia, un ideal principal. Entonces podremos escribir
a = (t), con t € Z[(], de donde se sigue que (z + (y) = aP = (t)? = (t). Mas concretamente,

podemos tomar u unidad en Z[(] tal que

z + Cy = utP.

Ahora, desarrollemos la expresion de ¢ en Z[(]:
t=1bo+bil+-+by_olP 2 conby,...,by_2 € Z.
A continuacion, elevando a p y trabajando médulo p:
2 = (bg)? + (D1Q)P + -+ 4 (bp—aCP 2P =g+ by + -+ by (méd p).

Observacion 3.8. Notese que las congruencias anteriores son consecuencia del binomio de Newton,
el pequefio teorema de Fermat (a? = a (méd p)) y de que ¢/ es una unidad y raiz p-ésima de 1

para cualquier j € {1,...,p — 2}

De este modo, trabajando modulo p, como by, ...,b,—2 € Z, tenemos que t¥ = t*. Ademas,
por el lema 3.4, vemos que u/% = +(¢’ para alguna j € {0,1,...,p — 1}, pues es una raiz de la
unidad en ZI[(].

Fijemos un valor de j y un signo, esto es, u/u = ¢/. Entonces, se cumple

o+ Cy=ut? = Jut? = Jut’ = utP = Jx+ {y = (x+Cy) (méd p).

Teniendo en cuenta que ¢ = ¢~!, podemos reescribir la expresién anterior como

z4+Cy—CFoe—F ly=0 (méd p).
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Analogamente, en el caso de fijar u/@ = —(/, llegamos a que

r+Cy+ P+ ly=0 (méd p).

Sera suficiente, por tanto, probar que ninguna de estas congruencias tiene solucién para los
distintos valores de j € {0,1,...,p — 1} cuando z,y son enteros coprimos entre si y con p para

alcanzar una contradiccion.

Ya hemos visto en la proposicién 3.3 que las raices 1,¢, ..., (P2 son linealmente indepen-
dientes. Por tanto, para los valores de j distintos de 0,1,2,p — 1, es imposible encontrar una

combinacién de las raices congruente con 0, llegando asi a la contradiccién deseada.

Ahora, solo falta ver qué ocurre en los cuatro casos concretos determinados por dichos valores
de j. Por comodidad, ademas, supondremos que el primo regular p considerado es tal que p > 5,

pues ya hemos probado que para 3 no hay soluciones, tanto en el ejemplo 3.5 como en el capitulo 1.
Proposicién 3.9. En Z[(], para j = p — 1, la congruencia x + Cy — Yz — (ly = 0 (méd p)

no tiene soluciones en los enteros.

Demostracion. De tenerla, teniendo presente que 14+(+- - -+(P~24+¢P~! = 0, podemos desarrollar

el lado izquierdo de la siguiente forma:

e+ Cy—Fe— I ly=2(1-¢") +y¢-¢"?)
=a(l = (-1=( = = ")) +y(¢ = ")
=2+ (@ +y)(+ 2+ + P )+ (2 —y)P =0 (mdd p).

Sin embargo, de ser z, y no nulos, esto contradiria la independencia lineal de las raices 1, ¢, . .., (P72,

por lo que no hay soluciones no triviales. O

Observacion 3.10. En caso de considerar la otra congruencia, x + Cy + (/2 + ¢~y =0 (mdd p),

con el procedimiento de antes llegamos a que
T+ Cy+ P+l =(y—a)C—a( P+ (y - 2)PTP =0 (méd p),
obteniendo a la misma contradiccion (basta fijarse en el coeficiente de, por ejemplo, ¢?).

Proposicién 3.11. En Z[(], para j = 0, la congruencia x + (y — Yz — 1y = 0 (méd p) no

tiene soluciones en los enteros.

Demostracion. De tenerla, podemos desarrollar el lado izquierdo de la siguiente forma:

z+Cy—Co—Tly=a(1-1)+y( - =y(-¢)=0 (mddp),
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y multiplicando por ¢ en ambos lados, se sigue que

y(¢2—1)=0 (mdd p).

A continuacién, como y no es miiltiplo de p, tendriamos que (¢2—1) = 0 (mdd p), contradiciendo

la independencia lineal de 1 y ¢2. O

Observacion 3.12. En caso de considerar la otra congruencia, = + (y + (V2 + ¢~y = 0 (méd p),

llegariamos a que
v+ Cy+ T+ Ty =20+ (C+ Ty =0 (mdd p),

y multiplicando por ¢ veriamos que 2x¢ + y¢(?> +y = 0 (méd p), obteniendo de nuevo una

contradiccion.
Proposiciéon 3.13. En Z[(], para j = 2, la congruencia x + (y — Yz — (?"ly = 0 (méd p) no

tiene soluciones en los enteros.

Demostracion. De tenerla, podemos desarrollar el lado izquierdo de la siguiente forma:

vy = o=y =a(1- ) +y(( - ) =2(1-¢*)=0 (médp).

A continuacién, como z no es miltiplo de p, tendriamos que (1—¢?) = 0 (mdéd p), contradiciendo

la independencia lineal de 1y ¢2. O

Observacidn 3.14. En caso de considerar la otra congruencia, x + Cy + 7z +¢?~ty = 0 (mdd p),

llegariamos a que
r+Cy+Fr+F ly=201+3)+29¢(=0 (méd p),
obteniendo otra contradicciéon con la independencia lineal de 1, ¢, ¢?.
Proposicién 3.15. En Z[(], para j = 1, la congruencia x + (y — Yz — (~ly = 0 (méd p) no

tiene soluctones en los enteros.

Demostracion. De tenerla, podemos desarrollar el lado izquierdo de la siguiente forma:
ey —Fr—Cly=21-O+y((-1)=01-@—y) =0 (méd p).

Ahora, por la primera parte del lema 3.1, podemos escribir p = u(1—¢)P~!, por lo que se cumple
que (1 —¢)(x —y) es multiplo de (1 —¢)P~!, de donde (x —y) es multiplo de (1 —¢)P~2, o lo que

es lo mismo, z =y (mdd (1 — ¢)P~2).

Por otro lado, como p > 3, se tiene que p — 2 > 1. Ademés, al ser x,y enteros, esto fuerza

a que x = y (méd p). También podemos hacer toda la demostracion de forma anéloga tras
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intercambiar y por —z, obteniendo de igual modo que z = —z (mdéd p). Entonces, con todo esto,
deberia cumplirse que

0=aP +y? — 2P =32P (mdd p).
Sin embargo, como 31 p y x es coprimo por hipdtesis con p, llegamos a una contradiccion. [

Observacion 3.16. En caso de considerar la otra congruencia, x + Cy + 7z +¢?~ty = 0 (mdd p),

llegariamos a que
v+ e+ Ty =21+ +y1+ ) =(z+y)(1+) =0 (mddp).
Por el lema 3.1, 1 4+ ¢ es una unidad, luego tendra inverso y
z+y=0 (médp).

De esto se seguiria que 2P = 2P + y? = (x + y)? = 0 (méd p), por lo que p dividiria a z,

contradiciendo nuestra hipétesis inicial.

Con todo esto, ya hemos probado que, para cualquier valor de j € {0,1,...,p—1}, no existen
soluciones para las congruencias planteadas anteriormente en Z[(], por lo que tampoco existiran
en Z. Asi, por reduccion al absurdo, podemos concluir que no existen ternas de ntumeros enteros
no nulas verificando la ecuacién 3.2, siempre que ninguno de esos enteros sea divisible por p,

siendo p un primo regular.

3.3. Demostracion del caso I1

Tras probar que, para un primo regular p, no existen soluciones para la ecuacion 3.2 si p f xyz,
ahora nos falta ver qué ocurre en el caso contrario. Supondremos, por tanto, que existe una
solucién no nula de enteros verificando la ecuacion y tal que p|xyz. Por supuesto, sin pérdida
de generalidad, podremos suponer nuevamente que p solo divide a uno de dichos enteros (en
caso contrario, dividiria a los tres y podriamos dividir entre p, obteniendo una nueva terna). En
concreto, tomaremos como hipotesis que p|z (de no ser asi, basta despejar y hacer un cambio de
variable para tenerlo). Escribiremos, por tanto, z = p”zy, donde 2y es coprimo con p y r > 1.

Asi, la ecuacion 3.2 se puede reescribir
2P + P +w(l — )PPk — g, (3.4)

con w una unidad en Z[(] y p { xyzo. En particular, como (1 — ¢) es el tnico primo dividiendo a

p por el lema 3.1, se cumple que (1 — () 1 xyzp.

Para afrontar nuestro problema, buscaremos demostrar el siguiente resultado:
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Teorema 3.17. La ecuacion general
of 4+ B8P +e(1— ()PP =0 (3.5)

no tiene soluciones no nulas en Z[C], con ¢ € Z[¢]*, n > 1 y (1 — () t afy. En consecuencia,

tampoco existen soluciones enteras en el caso particular de la ecuacion 3.4.

Teniendo en cuenta el desarrollo de o + P segtn se hizo en la ecuacion 3.3, llegamos a la

ecuacion de ideales dada por

p—1
[T+ B =1 —maHy. (3.6)
§=0

Como ~ es no nulo, es evidente que los factores o+ 3, + (B, . .., a4+ (P~ 3 también lo son. Una

primera observacion es que todos los factores del producto anterior son multiplos de 1 — (.

Proposicién 3.18. Los factores a+ B,a+ (B, ..., a+ (P13 son todos mailtiplos de (1 — ).

Demostracion. Inicialmente, comprobemos que todos los factores son congruentes modulo (1—():
atf=a+fefl-C)=F01-O0+C+ -+ =0 (moéd (1-0)),
a+("B=a+?B e A=) = BE(CMT-1) = BE(C-D(ETT T4+ 1) =0 (méd (1-0)).

Ademés, por la ecuaciéon 3.6, sabemos que alguno de los factores del lado izquierdo es divisible

por (1 — (). Asi, visto lo anterior, todos lo son. O

Sin embargo, a partir del resultado anterior podemos observar algo mas general:

ged(a + B, a+ ¢78) = ged(¢/B — B,a + ) = ged(B(¢? — 1), a + B)
= ged(B(1 = )¢+ 4+ 1), a4 ) = ged(B(1 = (), a + f)
= (1 - C)ng(/Baa+/3) = (1 - C)ng(ﬁva)

Esta observaciéon se puede abstraer de la siguiente forma.

Proposicién 3.19. Se tiene que ged(a + C¥B,a + ¢78) = (1 — ¢) ged(a, B).

Demostracion. Emulando el cilculo anterior, se tiene lo siguiente:

ged(a + ¢FB, o+ (I B) = ged(¢I8 — ¢FB, o+ ¢FB) = ged(B(¢7 — ¢F),a + ¢FB)
= ged(BCH(¢TTF = 1), 0+ ¢FB) = ged(B¢F(1 = (), + ()
= ged(B(1 = ¢),a +¢"8) = (1 = ¢) ged(8, a + ¢*B)
= (1—=¢) ged(a, B).
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Finalmente, recordemos que, por el desarrollo de la demostracion del lema 3.1, Z[¢] /(1 —() ~
Z/pZ. De igual modo, también se cumple que Z[¢]/(1 — ¢)? ~ (Z/pZ)[X]/(1 — X)2.

Proposicién 3.20. Entre los factores o+ B, + (B, ..., o+ (P13 uno, y solo uno de ellos, es
también mailtiplo de (1 — ().

Demostracion. Hemos visto anteriormente que todo los factores son multiplos de (1—(). Ademas,
como hay exactamente p restos posibles moédulo (1 — ()2, en caso de no ser uno de ellos miltiplo
de (1 —¢)?, habra algiin resto que se deberfa repetir, es decir, al menos dos de ellos deberfan ser

congruentes con dicho médulo. Para ello, observamos que si
atdf=a+F (mod (1-)%),

entonces

BT =) =81 - "7) =01 -¢"Y) =0 (méd (1-¢)%).

De este modo, como (1 —¢*~7) coincide con (1 —¢) salvo una unidad, esto forzaria que 3 fuese
divisible por (1 — (), lo que contradice nuestra hipotesis. Asi, es evidente que todos los restos
deben ser distintos, y exactamente uno de los factores sera multiplo de (1 — ¢)2. Los divisores
comunes calculados anteriormente también ponen de manifiesto que no puede haber dos factores

en estas condiciones (pues ninguno contiene al factor (1 — ¢) mas de una vez). O

Visto esto y volviendo a la ecuacién 3.6, queda claro que n > 2, y existe un factor tal que
a+ 3 =0 (méd (1 — ¢)?). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que dicho factor es

a + (. Ademas, si escribimos a = ged(a, (), tendremos que:
(a+B) = (1—¢)" P Vacf,

(a+¢B) = (1= Qadl.

Observacion 3.21. Estas expresiones se tienen fijandonos en que ged(a, ) tiene que aparecer p
veces y solo divide a (o + ) una vez. También, los términos ¢; denotan la parte resultante de

sacar los factores (1 — {) y a, y deben ser potencias de exponente p.

Por otro lado, tenemos que los ideales de la forma (C(Xifgég ) son principales, pues son el cociente

de dos ideales principales (en el grupo de clases, estan en el neutro, por lo que su cociente también

esté en el neutro). En concreto,

(a+<ﬂ'6)_<a+<ﬂﬂ
(a+B) \ a+p

) = - o

de donde se sigue que c?cap es un ideal principal. Como el orden de (¢j¢;") en CI(Q((p)) tendra

que ser 1 o p, y p es primo regular, llegamos entonces a que (cjc, 1) serd un ideal de orden 1,
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por lo que también sera el neutro y, en consecuencia, un ideal principal. Asi, podemos escribir

¢jcgt = (t), 0 ¢; = tjc, donde t; € Q(¢) y es coprimo con 1 — (.
Podemos escribir entonces la ecuaciéon de ideales
(a+¢B)(a+p)"t = ()P (1 — )Y,
que se traduce en la ecuaciéon de elementos, donde ¢ € Z[¢]™, dada por

at+dB &l
atpf (1D

Por otro lado, consideremos ahora la identidad en Z[¢] dada por

C(a+CB)+ (a+¢B)— 1+ (a+5) =0.

Como (¢ es una raiz p-ésima de la unidad, se cumple que ¢ = (P71, asi que esta igualdad se
cumple para cualesquiera valores de a y 3, por lo que también es cierta para los que satisfacian

el teorema.

Dividiendo ahora la identidad por (« + ) (que es no nulo por la existencia de una solucién
no trivial que hemos supuesto), llegamos a que
(lat+¢P18)  a+(pB

a+ B +a+ﬁ_(1+o:0’

y sustituyendo segtn la expresion obtenida en la igualdad 3.7, se sigue que

4 by
<5p71tp_1 €1t1

(= QpeD T (1 (pl

—(1+¢)=0.
Tomando denominador comun y limpiando los denominadores, tenemos que

Cepath | +eath — (1+ )1 - P =o0. (3.8)

Ahora, para cada j, podemos escribir t; = z;/y;, con z;,y; € Z[C]. Al ser t; coprimo con el
factor (1—(), entonces podemos suponer que x; e y; también lo son (de no serlo, serfan divisibles
por la misma potencia de (1 — () y podriamos eliminar dichas potencias). Introduciendo esto en

la ecuacion 3.8, obtenemos la siguiente igualdad:

ﬂS‘pil gjp
(ep1—p— +e1—5 — 1+ Q)1 =PV =0.
yp—l yl

De nuevo, sin més que tomar denominadores comunes, obtenemos

Cep1(zp191)? + e1(z1yp—1)’ — (1 + (1 — P (y1y,-1)P = 0. (3.9)
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Por comodidad, denotaremos ¢,—1 = Tp—1y1, ¢1 = T1Yp—1 Y co = Y1Yp—1. Dividiendo la expresion

anterior por la unidad que acompana a cgfl, llegamos a

€1 1+¢
1t & -
p-l Cep—1 ! Cep—1

Esta tltima ecuacién es notablemente similar a la descrita en el enunciado del teorema 3.17,

cambiando n por n — 1. Ademés, cabe destacar que el término Ci:i es una unidad en Z[(].

(1 - ¢)P=bed =o. (3.10)

También se tiene que ¢,—1,c¢1 y co son coprimos con (1 — ().

Para poder eliminar el coeficiente que acompartia a ¢!, necesitamos comprobar que este tltimo
es una potencia p-ésima, de modo que podriamos meterla dentro de la potencia. De ser asi,
habriamos llegado a la misma ecuacién planteada en el enunciado del terorema, salvo el cambio

de n an—1 en el exponente de (1 — ().

Introducimos ahora un lema que nos sera de gran utilidad para poder concluir este razona-

miento.

Lema 3.22 (Kummer). Dados p un primo regular y u una unidad en Z[(], si hay un m € Z tal

que uw =m (méd p) en Z[(], entonces u es una potencia p-ésima de una unidad en Z[(].

Demostracion. Disponible en |14, Cap. 1]. O

15
§%il
Para ello, consideraremos la igualdad 3.10 modulo p:

Aplicando el lema, veamos que el coeficiente es una potencia p-ésima de una unidad.

Ao+ 6710110 =0 (méd p) en Z[(].
P Cepfl
Podemos escribir ¢; y ¢,—1 en términos de la base de Z[(] tal y como sigue:
¢ =ag+arl+ -+ ap_o(P?,
Cpo1 = bo + b1+ -+ by_oCP2,
y desarrollando sus potencias p-ésimas médulo p tenemos
d=ag+ai+---+a) y=ata+---+apa (médp),

cgilEbg—i—b]f—l—--‘—l—bgizEbo—{—bl—i-'”—l-bp_z (méd p).

De este modo, como ¢} y cz_l son congruentes con enteros modulo p y ¢; es coprimo con (1 — (),

podemos invertirlo y llegar a que

=— = un namero entero (méd p).
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Llegados a este punto, sin mas que recurrir al lema de Kummer, queda probado que =

€S una
Cep—1

potencia p-ésima.

Hemos probado, por tanto, que si se cumple la ecuacién 3.17, también debe cumplirse si
cambiamos n por n — 1, por lo que tenemos una especie de descenso infinito en el grado de la
potencia (1 — ¢) de tal ecuaciéon. Sin embargo, como al inicio de la secciéon habiamos visto que

necesariamente n > 2, esto supone una contradiccioén, pues la ecuaciéon no se cumple para n = 1.

Asi, hemos demostrado el teorema planteado al principio de la seccién, poniendo en manifiesto

que la ecuacién 3.2 no tiene soluciones enteras no triviales.
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Capitulo 4
Curvas elipticas y formas modulares

El objetivo de este capitulo es doble. Por una parte, vamos a contextualizar histéricamente
los resultados presentados en capitulos anteriores, enfatizando las limitaciones de los mismos. A
partir de ahi, explicaremos cémo los avances en torno a la demostraciéon del teorema motivaron
el estudio de la interaccién entre dos objetos que ya habian sido introducidos previamente por
los matemaéticos, pero que en apariencia eran muy distintos: las curvas elipticas y las formas

modulares. Las referencias principales de este capitulo son [2], [8], [12] y [13].

4.1. Desarrollo histoérico

Los primeros acercamientos al teorema de Fermat se produjeron durante el desarrollo de las
matematicas griegas del siglo V a.C. con las ternas pitagoricas. Aunque parece que otras culturas,
como la babilénica, ya conocifan algunos ejemplos, se atribuye su descubrimiento y estudio a la
escuela pitagorica, al estar relacionadas con el conocido teorema de Pitagoras. Posteriormente,
otros matemaéticos, como Euclides o Diofanto, lograron deducir férmulas que permitieron obtener
las distintas ternas existentes, como la que se ha desarrollado en el primer capitulo. A pesar de
todo esto, no fue hasta el siglo XVII que Fermat escribi6 el enunciado de su teorema en el margen
del libro Arithmetica de Diofanto, acompanado de la demostracién para el caso de n = 4 que

encontramos el capitulo 1 de este trabajo.

Mas adelante, muchos matematicos emprendieron el desafio de probar el resultado para el
resto de exponentes mayores o iguales que tres. La mayoria de ellos fracasé. Algunos consiguieron
probar casos particulares, como es el caso de Euler y Gauss, que desarrollaron una elaborada
demostracion para el caso n = 3. El primero, aunque su prueba estd incompleta, consiguié
transformar la ecuacién haciendo uso de los enteros de Eisenstein. El segundo, por su parte, se

dedico a desarrollar la aritmética modular.

31
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Sin embargo, fue fundamentalmente el trabajo de los matematicos franceses y alemanes que
desarrollaron la teoria algebraica de nimeros en el siglo XIX el que condujo a la prueba del
teorema para los primos regulares. Entre ellos, debemos destacar las contribuciones de Lamé,
Dirichlet y, sobre todo, Kummer. El primero de ellos, extendi6é la factorizaciéon del caso n=3
empleando los enteros ciclotémicos, pero fallé al pensar que en todos estos anillos se tendria un
dominio de factorizacién tnica. Dirichlet, por su parte, traté6 de corregir los vacios y errores de
Lamé, a parte de desarrollar la teoria de las extensiones ciclotomicas. Finalmente, fue Kummer el
que definio los primos regulares y consiguié formalizar la prueba del teorema de Fermat para estos
casos. Posteriormente, se adentré en el intento de desarrollar la teoria de niimeros empleando

ideales para tratar los casos de los primos irregulares, aunque sin éxito.

Tras publicarse esta demostracion del teorema de Fermat para los primos regulares, hubo un
largo periodo de tiempo en el que distintos matematicos intentaron seguir las lineas de esa prueba
para descifrar los casos restantes, siempre sin éxito alguno. El problema reside en que, en los
primos irregulares, no encontramos un objeto que nos permita trabajar con ciertas propiedades
de factorizacién, como era el anillo de enteros para el caso ya probado. Asi, durante mas de un

siglo, no hubo avances y se dio por imposible encontrar una solucion.

Hacia mediados del siglo XX, en un contexto totalmente independiente de la demostracién
del teorema de Fermat, dos mateméticos japoneses trabajaban con las curvas elipticas. Estos
eran Taniyama y Shimura, que acabaron enunciando un resultado que revolucionaria todas las
matematicas. El primero, trabajando con una curva concreta y su funcién L, se percat6 de que
esta tltima coincidia con la correspondiente funcién asociada a una forma modular. Esto le llevo
a preguntarse si ocurriria lo mismo para el resto de curvas elipticas. Aunque, inicialmente, su
teoria fue considerada vaga o especulativa, acab6 formalizando con Shimura la conjetura a la que
dan nombre. Esto supuso un enorme impacto, al asociar dos objetos supuestamente tan distintos:

las curvas elipticas, de naturaleza geométrica, y las formas modulares, de un area més analitica.

En las siguientes dos secciones introduciremos las nociones de curva eliptica y forma modular,
y en el siguiente capitulo explicaremos cémo la conexién entre ambas llegd a poder demostrar,

finalmente, el Gltimo teorema de Fermat.

4.2. Curvas elipticas

Antes de introducir propiamente las curvas elipticas, vamos a incidir en el hecho de que
estas son curvas planas proyectivas, es decir, son curvas que estan en un espacio proyectivo de
dimension dos. Sin embargo, de cara a su estudio, se acostumbra a trabajar en el espacio afin.
Esto es porque en la definiciéon impondremos que tengan un punto sobre el cuerpo, y se puede

demostrar que, de hecho, tienen un punto de inflexién. En ese caso, se puede escoger un sistema
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de coordenadas en el que la curva tiene un tinico punto en la recta del infinito, que es precisamente

el inico punto de inflexién.

Observacion 4.1. Para esta secciéon, nos seré de utilidad tener una idea de lo que es una curva
no singular. Informalmente, esta propiedad hace referencia al hecho de que la curva no se auto-
interseca (no tiene nodos) y que no puede tener “picos” o cuspides. Para las definiciones precisas,

véase [4, Cap. 3].

Definicion 4.2. Sea K un cuerpo. Una curva eliptica sobre K es una curva plana proyectiva no
singular E/K, de grado 3 y con un punto base O € E(K), siendo E(K) los puntos de la curva

eliptica ¥ con coeficientes en K.

Como anticipamos, se puede probar que E tiene un punto de inflexién. Tomandolo en la recta

del infinito, es posible llegar a una ecuacién afin de la forma
y? +y =2 +ax® +bx+c
Es decir, en coordenadas proyectivas la curva se escribe como
Y2Z+YZ?= X3+ aX?*Z +bX 7%+ 75

En la recta del infinito, que corresponde a Z = 0, hay un tnico punto, que en coordenadas
proyectivas se escribe como [0 : 1 : 0]. Si la caracteristica del cuerpo K es distinta de 2 o de 3,

podemos llegar a una ecuaciéon reducida de la forma
y? =23 + Az + B,

en la que la condicién de que sea no singular se escribe como 443 + 2782 # 0. Para mas detalles,

véanse [13] y [2].

Proposicion 4.3. Dada una curva eliptica E, consideramos dos puntos en ella, P y Q. Entonces,

la recta que pasa por tales puntos interseca a la curva E en un tercer punto, P x Q).
Demostracion. Véase en [13, Cap. 1]. O

Cabe destacar que, en este tipo de curvas, podemos definir una operacién que las dota de

una estructura de grupo. Para ello, consideramos nuevamente el “punto en el infinito”, O.

Si tomamos P y () puntos de una curva eliptica E, consideramos el punto que se encuentra
en la misma recta como indica la proposiciéon anterior, P *x @Q. Si P = @, la recta P x () se define
como la tangente a la curva eliptica por el punto P. En cualquier caso, definimos la suma de los

dos puntos, P + ) como el punto simétrico a P * () respecto del eje horizontal.
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Observacion 4.4. La operacion consistente en tomar el punto simétrico con respecto al eje ho-
rizontal se corresponde con considerar la interseccién de la curva con respecto a la recta que

también pasa por el punto del infinito O. Por lo tanto, tenemos que

P+Q=0x(PxQ).

Para dotar a la curva eliptica de una estructura de grupo, necesitamos también fijar un
elemento neutro y definir el inverso de cualquier elemento. Para el neutro se toma el punto del

infinito, ya que

P+O=0x%(P*x0)=P,

y analogamente O 4+ P = P. Ademas, dado que gréaficamente estamos entendiendo que una recta
que pasa por un punto P y por O es una recta vertical por P, tenemos que el elemento inverso

para cualquier punto se obtiene mediante la simetria por el eje horizontal.

Cabe destacar también que se cumplen las propiedades de conmutatividad y asociatividad,

lo que resulta en el siguiente resultado.

Proposicion 4.5. El conjunto de puntos de una curva eliptica, E(K), con la operacion que

hemos definido, es un grupo abeliano.

De cara al estudio posterior de las curvas elipticas nos interesa estudiar sus propiedades sobre
un cuerpo finito, que por simplicidad vamos a suponer que es [Fj,, para algin primo p. El ntimero

de soluciones de una ecuacion (afin) de la forma

v =23 +axr+b
esta acotado por 2p: para cada uno de los p valores de z, y puede tomar a lo sumo dos valores,
dado que sobre un cuerpo cualquiera un elemento tiene a lo sumo dos raices cuadradas. A esos

2p puntos hay que sumar el punto del infinito.

Sin embargo, el siguiente teorema asegura que la cota de 2p + 1 se puede mejorar y que el

numero de puntos es, aproximadamente, p + 1.

Teorema 4.6 (Hasse). Si E es una curva eliptica definida sobre el cuerpo finito F),, entonces el
niumero de puntos de E con coordenadas en ), viene dado por p+1—a,, donde a, es un término

de error satisfaciendo que |ap| < 2,/p.

Demostracion. Para la demostracion, se puede consultar la referencia [13, Cap. 4]. O
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4.3. Formas modulares

En esta ultima secciéon del capitulo vamos a introducir el concepto de forma modular, que
resulta esencial para entender la demostraciéon del dltimo teorema de Fermat. Para ello, veamos

unas nociones necesarias, usando principalmente [3] y [8].

Definicién 4.7. El semiplano de Poincaré (o semiplano positivo), se define como el subconjunto
de Cdadopor H={z€ C:3(2) >0} ={x+iy:z,y € R,y > 0}.

Definiciéon 4.8. El grupo lineal general, GL2(R), consiste en el grupo de las matrices de dimen-
sién 2 x 2, con coeficientes reales, que son invertibles. Se denota por GL;r (R) al subgrupo de

matrices con determinante positivo:

GL} (R) = {A - <“ 2) € Ma(R) : ad — be > 0}.

C

Escribiremos SL2(R) para referirnos al subgrupo de GL2(R) formado por las matrices cuyo

determinante es 1.

Observacion 4.9. Podemos construir una accién ¢: GLJ (R) x H — H como sigue. Si v =

b
(a d), con v € GLF (R), entonces

c
a b az+b
(7, 2) = ( d)-z.— =

Es un sencillo ejercicio ver que esta bien definida. Como v € GL3 (R), sabemos que ad — bc > 0.

De este modo, vemos que (v - z) > 0:

S az+b _ 5 (az +b)(cz + d)
cz+d lcz + dJ?

~ S(aclz* + adz 4 bez + bd)
N lez + dJ?

~ (ad — bc)S(2)

ez +d)?

En base a lo anterior, tiene sentido realizar la siguiente definicion.

Definicién 4.10. Se define el factor de automorfia como la aplicacién j: GL3 (R) x H — C,

b
j(w,z)—j((a ),z)—cz—i—dec,
c d

b
d)’ v € GLF (R).

dada por

a
donde v = (
c
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Con estos conceptos previos, ya estamos en condiciones de introducir las siguientes nociones

relativas a las formas modulares.

Definicion 4.11. Una funcién holomorfa f : H — C se dice débilmente modular de peso k € Z

a b

en SLy(Z) si, para todo v € SLa(Z), con v = ( d) se cumple lo siguiente:

Cc

az+b
cz+d

F(r2) = f ( ) ezt d) (), Vr € HL

11
Ejemplo 4.12. En la definicién anterior, si tomamos v = (0 1) , resulta que

fW(y,2)) = f(z+1) = f(2).

Con esto, podemos ver que esta es una funciéon peridédica. También veremos que admite una

expansion de Fourier de la forma

f(Z)Z i an€27rinz'

n=—oo

Definicion 4.13. Una funcién es holomorfa en el infinito si admite el desarrollo anterior con los

coeficientes a,, iguales a cero para n < 0, esto es,

[
f(Z) — Zane%rznz.
n=0

Decimos que la funcién se anula en el infinito si, ademéas de lo anterior, ag = 0.

Definicion 4.14. Una forma modular de peso k € Z se define como una aplicacion f : H — C

que verifica las siguientes condiciones:

1. Es holomorfa.
2. Es débilmente modular.

3. Es holomorfa en el infinito.
Si ademas ag = 0 decimos que se trata de una forma modular cuspidal.

A continuacién, hablaremos brevemente de los subgrupos de congruencia, y de como se puede

extender el concepto de funcién modular a ellos.
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Definicion 4.15. El subgrupo de congruencia principal de nivel N es el conjunto

I(N) = {’ye SLo(Z) : v = ((1) ?) (méd N)}

El subgrupo de congruencia de nivel I'g(N) se define como
x %
To(N) = {’y € SLa(Z) v = (O > (méd N)} ,
*

donde * denota un entero arbitrario.

Aunque el ejemplo méas importante que consideraremos nosotros de cara a las aplicaciones a
la teoria de curvas elipticas es el de I'g(IV), esta nocion se puede generalizar a un contexto mas

arbitrario.

Definiciéon 4.16. De forma méas general, un subgrupo I' C SLy(Z) se dice subgrupo de con-
gruencia si existe un N > 1 tal que I'(IV) C I' C SLy(Z). Ademas, se llama nivel del subgrupo

de congruencia al menor N verificando que I'(N) C T'.

Observacion 4.17. Es importante destacar el hecho de que toda forma modular admite una
N
expansion en serie de Fourier, ya que siempre existira algin N para el cual la matriz (0 )

pertenezca al subgrupo de congruencia.

A modo de notacién, para una matriz a € SLy(Z), definimos el operador barra de peso k,

flra, como

b
siendo o = (a ) )
c d

Definiciéon 4.18. Una funcién f : H — C es una forma modular de peso k € Z sobre un

(flke)(z) = (cz +d) 7" f(a-2),

subgrupo de congruencia I si:

1. f es holomorfa en H.

2. flgy = f para todo v € T.

3. f|rko es holomorfa en el infinito para cada a € SLa(Z).

Si f|ra se anula en el infinito para cada a € SLa(Z), decimos que la forma modular es

cuspidal. Para mas comodidad, el conjunto de formas modulares cuspidales de peso k para el

subgrupo I'g(IV) se denota por S (V).
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Observacion 4.19. La tercera condicion de la definicion, en el caso en el que a € T', simplemente

indica que f es holomorfa en infinito.

Uno de los aspectos importantes de los espacios de formas modulares es que estan equipados
de una coleccién de aplicaciones lineales, llamadas operadores de Hecke, cuya teoria espectral
proporciona resultados importantes sobre la estructura de estos espacios. En particular, estas
aplicaciones lineales son hermiticas con respecto al llamado producto de Petersson y conmutan
entre si, por lo que existe una base en la que todos los operadores de Hecke diagonalizan a
la vez. Los autovectores de estas aplicaciones lineales se llaman formas propias o autoformas y

desempenan un papel importante en la conexiéon de las formas modulares con las curvas elipticas.



Capitulo 5

El altimo teorema de Fermat: idea de la

demostracion

En este ultimo capitulo de la memoria, explicaremos la idea de algunos de los ingredientes
esenciales para la demostraciéon del ultimo teorema de Fermat, dando también una perspectiva

historica y explicando como se llegd a la prueba.

5.1. La nocién de modularidad

Una nocién clave de cara a comparar las curvas elipticas y las formas modulares es la de
funcion L o serie L. Se puede entender como una generalizacion de la funcion zeta de Riemann,
y se puede asociar tanto a una curva eliptica como a una forma modular. Sin embargo, veremos
que la funcién L asociada a una forma modular tiene, a priori, mejores propiedades analiticas

que la de una curva eliptica. Para ello, volveremos a apoyarnos en las referencias 2], [8] y [13].

Sea E//Q una curva eliptica con una ecuacion afin de la forma
v =a4+ar+b, 4a®+270% £0,
y supongamos también que a,b € Z.

Definiciéon 5.1. Se define la funcién L de la curva eliptica E/Q como

L(E,s) = H(l —app~*® +p1_28)_1 H(l - app_s)_la
ptN pIN

donde s € C es la variable compleja, N es el conductor de la curva y los a, son los términos de

error introducidos en el teorema de Hasse.

39
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Conviene observar que la definiciéon anterior consta de un producto (infinito) con dos partes:
la primera tiene un nimero infinito de factores, por lo que es la responsable de controlar la
convergencia o no del producto. La siguiente se corresponde con un ntmero finito de primos,
correspondiente a los factores de mala reduccién. De hecho, se pueden encontrar expresiones
explicitas para los a, dependiendo del tipo de reduccion que tienen sobre IF,, (es decir, dependiendo

de si es un nodo o una cuspide).

Por otro lado, el teorema de Hasse permite demostrar que L(E, s) converge para R(s) > 3/2.

Para una discusion mas detallada, véase |2, §1.4].

Sea ahora f € S3(N) una forma modular cuspidal de nivel N (y peso k = 2). Consideramos

la expansion de Fourier de f, que es de la forma
o .
fl) =) ang", gq=e€""
n=1
Definicion 5.2. Se define la funciéon L de dicha forma modular f como

L(f, 3) = Zannis = H(l — appfs —|—p1725>*1 H(l _ appfs)fl’
n=1

pIN pIN
donde s € C es la variable compleja y, en este caso, los a, son los coeficientes de su expansion

de Fourier.

Para esta serie L asociada a una forma modular, se cumplen algunas propiedades que resultan

de gran utilidad:
» Convergencia. Se cumple que f converge absolutamente (si f € S2(N)) para cualquier s
verificando que R(s) > k/2+ 1 =2.
= Es posible extender la funcién L de forma analitica a todo C.
= La funcién L, asi como su extension compleja, satisfacen la siguiente ecuacion funcional:
A(f,s) = £NIA(f,2 — s),
donde el término anterior es A(f,s) := (2m)~*I'(s)L(f, s), siendo I'(s) la funcion Gamma.
Se pueden consultar estas propiedades mas extendidamente con sus respectivas pruebas en [8]. En
todos los casos, las demostraciones son de tipo analitico y se basan en representaciones integrales.

Tras establecer estos conceptos, nos interesa ver si es posible establecer alguna relaciéon entre
las series L de una curva eliptica y una forma modular. Dicha relacién podria también dotar a

las series de las curvas elipticas de estas propiedades que acabamos de detallar.
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Teorema 5.3 (Taniyama-Shimura). Dada E/Q una curva eliptica, existe una forma modular
cuspidal f € So(N) de modo que L(E,s) = L(f,s), donde N es el conductor de la curva.

Observacion 5.4. Esto se traduce en que los coeficientes a, asociados a la serie L de la forma
modular f (obtenidos a partir de la expansion de Fourier) coinciden con los coeficientes asociados

a la funciéon L de la curva eliptica (que son los términos de error).

Observacion 5.5. El conductor de una curva eliptica E/Q es un entero positivo que proporciona
una medida sobre las malas reducciones de la curva con moédulo los distintos primos. Entendere-

mos que una reduccién de la curva E médulo p es mala si presenta nodos o cispides.

5.2. La curva eliptica de Frey

El anterior resultado, en el momento de su formulacién, no fue probado, por lo que no dejaba
de ser una conjetura. Esta habia surgido hacia mediados del siglo XX, cuando el mateméatico
japonés Taniyama, se fij6 detenidamente en los primeros términos de la serie L de una forma
modular concreta. Fue entonces cuando se dio cuenta de que estos coincidian exactamente con los
de la funcién L de una curva eliptica conocida. Tras calcular los siguientes términos y probar con
otras formas modulares, se percat6é de que esto seguia ocurriendo. Esto, junto con su trabajo con
el también japonés Shimura (que lo respald6 y prosiguié con sus investigaciones tras su suicidio),

le llevo a formalizar la conjetura.

Esto supuso una revoluciéon en las matemaéticas, y se empezaron a publicar multitud de
articulos en los que se resolvian problemas suponiendo que el resultado era cierto. Asi, se fue
construyendo una abundancia de resultados que dependian de la certeza de la conjetura, volviendo

totalmente necesario probarla.

Mas adelante, en el afio 1984, Gerhard Frey afirmé que probar Taniyama—Shimura era su-
ficiente para demostrar el teorema de Fermat. Para ello, introdujo la famosa curva eliptica de

Frey, como detallaremos a continuacion:

Definicién 5.6. Dado p > 2, sea una solucién para la ecuaciéon xP + yP = 2P, esto es, una terna
(a,b,c) verificando que a? + bP = ¢P. Entonces, se define la curva eliptica de Frey como aquella

que tiene ecuacion afin dada por
2
y° = x(x — aP)(x + bP).
Observacion 5.7. La curva de Frey cumple las siguientes propiedades:
= Se trata de una curva eliptica imaginaria, pues nace a partir de una soluciéon a la ecuaciéon

del teorema de Fermat, que puede no existir (y, de hecho, hoy en dia sabemos que no

existe).
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= Ksta expresion se obtiene a partir de la ecuacion original de Fermat y la hipotética solucion,

tras una serie de tediosas manipulaciones.

» La curva es eliptica (es decir, no singular).

Ademas, Frey afirmé que esta curva tiene unas “extranas propiedades” (malas reducciones
para muchos primos...) que no permiten asociarla con ninguna forma modular, contradiciendo asi
la conjetura de Taniyama—Shimura. Sin embargo, su prueba de que tal curva no era modular no
estaba completa y, tras muchos meses de investigacion, fue Ken Ribet quien lo acabé demostrando

correctamente con su idea de bajar el nivel.

El argumento de Frey también se puede enunciar al revés:

= Si se cumple Taniyama—Shimura, entonces toda curva eliptica debe ser modular.
= Como la curva de Frey no se asocia a ninguna forma modular, entonces no debe existir.

= En consecuencia, no puede existir una solucién no trivial para la ecuacién de Fermat, por

lo que el teorema es cierto.

5.3. Andrew Wiles y Richard Taylor

Hacia finales del siglo XX, Andrew Wiles era un matematico que ejercia como profesor en
la Universidad de Princeton (Nueva Jersey, Estados Unidos) y uno de los mayores expertos del
mundo en el campo de las curvas elipticas. Habia mostrado interés en el teorema de Fermat y
acab6 asumiendo el reto de demostrarlo. Asi, la prueba realizada por Ribet lo llevd a centrarse

en la conjetura de Taniyama—Shimura.

Decidi6 dejar de lado los congresos y todas las actividades que no estuvieran directamente
relacionadas con su objetivo, para poder concentrarse en el problema, aunque tuvo que mantener
sus tutorias y seminarios en la universidad. Entonces, Wiles se dedico a estudiar y familiarizarse
con los resultados relativos a las curvas elipticas y a las formas modulares, asi como con las
matematicas construidas a partir de ellos. Terminé recluyéndose y trabajando en secreto en el

atico de su casa.

Parte de la dificultad que presentaba abordar una demostracién de la conjetura radicaba en la
existencia de infinitas curvas elipticas y formas modulares, que no son faciles de contar, y mucho
menos de ordenar. Por ello, todos los intentos previos de realizar una demostracién por inducciéon
habian fracasado. Se intentaba probar que los infinitos términos de las series L coincidian para
una curva eliptica y una forma modular concretas, pero era dificil entender con qué ecuaciones

seguir el argumento.
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Wiles, por su parte, y tras muchos meses de reflexion, intenté llevar a cabo el proceso de
induccién de una forma diferente: procurdé demostrar que, para toda curva eliptica, cada término
de la serie L coincidia con el correspondiente de una forma modular. Esto le permitia establecer
un orden natural para la demostracién: primero tomaria el primer término y, después, lo probaria

para uno arbitrario, suponiendo que los anteriores cumplian el resultado por hipodtesis.

El caso n = 1, es decir, la prueba para el primer término de la serie, lo realizé inspirandose
en resultados clasicos de la teoria de Galois. Posteriormente, para abordar el caso general, volvio
a asistir regularmente a congresos y buscod resultados recientes que le permitieran atacar el
problema. Fue entonces cuando conoci6 el llamado método de Kolygavin—Flach y comenzé a
estudiarlo y adaptarlo a su trabajo. Descubri6 un modo de clasificar las curvas elipticas en
distintas familias y extendié dicho método de diversas formas, con el fin de poder demostrar el
resultado dentro de cada familia. Asi, tras siete anos de trabajo, anuncié en una conferencia que
habia demostrado la conjetura de Taniyama—Shimura y, en consecuencia, el tltimo teorema de

Fermat.

Tras dicho anuncio, los expertos en el campo comenzaron a revisar la demostracion de Wiles
minuciosamente, en busca de algin error que la dejase incompleta o que supusiera una contra-
dicciéon. En efecto, tal error aparecid, y fue entonces cuando el propio Andrew Wiles, trabajando
junto con Richard Taylor (quien anteriormente habia sido su alumno), lo corrigio, concluyendo
asi la demostracion correcta del resultado. Dicha prueba definitiva aparecié en 1995 en dos ar-
ticulos publicados en la revista Annals of Mathematics [15], [11]: el primero (y més extenso),
firmado en solitario, y el segundo, en colaboracion con Richard Taylor, en el que explican cémo

solventaron el problema que habia surgido durante el primer proceso de revision.
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