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Resumo

A Teoria do Caos é a rama das matemadticas que estuda o comportamento e evolucién de
sistemas dindmicos cadticos, nos cales resulta moi complicado predecir o comportamento
futuro do sistema.

Ao longo deste traballo presentaremos as definiciéns basicas e veremos alguns dos re-
sultados mais relevantes no referente ao caos, asi como veremos algtins exemplos clasicos
de caos: a funcién loxistica e o atractor de Hénon (sistemas discretos) e os atractores de
Lorenz e de Rossler (sistemas continuos).

Abstract

Chaos theory is the branch of mathematics that studies the behaviour and evolution of
chaotic dynamical systems, in which it is very difficult to predict the future behaviour of the
system.

Throughout this dissertation we will present the basic definitions and we will see some
of the most relevant results concerning chaos, as well as some classical examples of chaos:
the logistic function and the Hénon attractor (discrete systems) and the Lorenz and Rossler
attractors (continuous systems).






1. Introducion

Un sistema dindmico consiste basicamente nun sistema cuxo estado evoluciona co paso
do tempo. Esta evolucién pode ser realizada de forma discreta ou continua, dando lugar aos
sistemas dindmicos discretos e os continuos.

O estudo de sistemas dindmicos leva sendo un campo de vasto interese matematico
dende finais do século XVII, cando Isaac Newton tratou por primeira vez de modelar o mo-
vemento de sistemas fisicos mediante o uso de ecuaciéns diferenciais. Recollendo a estela
deixada por el, as seguintes xeraciéons de matematicos encargaronse de dar condiciéns su-
ficientes e necesarias para a existencia de soluciéns asi como métodos para o seu célculo.
Cando estes sistemas podian ser resoltos, a solucién describia un movemento moi regular.

A finais do século XIX, o matematico francés Henri Poincaré comezou a estudar o cofie-
cido como “problema dos tres corpos”, tratando de predicir a posicién e traxectoria de tres
planetas sometidos ds stias propias forzas gravitacionais. Concluiu que as soluciéns podian
resultar extremadamente complexas, e cos seus estudos sentou as bases do que hoxe en dia
¢ cofiecido como teoria do caos.

Finalmente, no ano 1963, Lorenz sorprendeu a toda a comunidade matematica co seu
artigo “Deterministic nonperiodic flow” [[14], onde se presentaba o primeiro exemplo no
mundo dun atractor cadtico ao tratar de dar un modelo meteoroléxico axeitado, do cal
podemos ver unha representacién na Figura[l.1]

Fig. 1.1. Atractor de Lorenz.

A forma da Figura[l.1]asi como unha conferencia impartida por Lorenz no ano 1972 no
MIT co titulo “Predictability, Does the Flap of a Butterfly’s wings in Brazil Set Off a Tornado
in Texas?” [[15] son a orixe do concepto de efecto bolboreta, amplamente cofiecido incluso
féra do mundo matematico.



E neste contexto no que presentamos este traballo, onde faremos unha revisién dalgtins
exemplos clasicos de caos asi como dos resultados mdis inmediatos. Como veremos nos
seguintes capitulos, moitas definicidns e resultados non sempre poden ser aplicados de xeito
analitico tendo que conformarnos en algunhas ocasidns con aproximacions e afirmacidns de
cardcter numérico.

Os contidos do traballo estan divididos en dous grandes capitulos, facendo a divisiéon
entre sistemas dinamicos discretos e continuos. Finalmente, farase unha revision da biblio-
grafia empregada.

Na seccién presentamos os sistemas dinamicos discretos e damos uns primeiros
exemplos sinxelos do seu comportamento. A continuacidn, nas seccions e damos as
primeiras definiciéns e métodos para o estudo de ditos sistemas. Logo diso, introducimos
a familia de funcidns loxisticas na secciéon como primeiro exemplo de caos visto neste
traballo, afondando tamén no Teorema de Sharkovsky e diversos corolarios sobre el. Tras
isto, nas seccions e introducimos novos conceptos usados no estudo de sistemas
discretos, a derivada Schwarziana e o expofiente de Lyapunov, coa intenciéon de poder afir-
mar resultados sobre a cantidade e comportamento das érbitas. Na seccion explicamos
brevemente a existencia de certas constantes universais para todos estes sistemas cadticos.
Para rematar o capitulo, xeneralizamos moitos destes conceptos ao caso multidimensional
na seccién[2.8] antes de poder empregalos na seccién [2.9) para estudar o atractor de Hénon.

No capitulo (3| comezamos na seccién definindo os conceptos e dando algtins resul-
tados para sistemas continuos que serdn de utilidade ao longo do capitulo. Na seccién
vemos os resultados necesarios para demostrar o Teorema de Poincaré-Bendixson asi como
unha demostracion deste, pois este resultado inflie na posibilidade de existencia de caos en
sistemas continuos. Logo disto, na seccién daremos a extensién do expofiente de Lya-
punov presentado anteriormente a sistemas continuos. Finalmente, concluiremos o capitulo
revisando os atractores de Lorenz (seccion[3.4) e de Rossler (seccién[3.5) asi como algunhas
das suas propiedades.

O caos ao que nos referiremos a partir de agora en todo o traballo serd determinista.
Isto significa que o comportamento irregular é debido & propia natureza do sistema e non 4
presencia de azares ou probabilidades mdis propios da estatistica.



2. Sistemas dinamicos discretos

Con este capitulo da comezo o noso traballo e, como xa mencionamos, estard centrado
nos sistemas dindmicos discretos. Na secci6n [2.1] explicaremos por que estes sistemas son
ideais para comezar revisando a teoria do caos e daremos uns primeiros exemplos. A con-
tinuacién, nas seguintes seccidons desenrolaremos as definicidns e resultados basicos para
traballar con estes sistemas ao mesmo tempo que os aplicaremos a exemplos concretos, pri-
meiro no caso unidimensional (a funcién loxistica) e despois no bidimensional (a funcién
de Hénon).

2.1. Introducidn e primeiros exemplos

Comecemos por dar unha nocién do que cofiecemos por sistema dindmico discreto. Co-
mo xa dixemos, un sistema dinamico € basicamente un sistema cuxo estado evoluciona co
tempo. A diferencia dos sistemas continuos, onde o tempo € continuo, nos sistemas discre-
tos o tempo é medido en pequenos intres. Na préctica, isto modélase mediante relacions
de recorrencia da forma x,,.; = f(x,), onde os saltos discretos no tempo vefien dados pola
variable n mentres que x é a variable que cambia con este. Estes modelos son en xeral mdis
sinxelos que os continuos, mais van a servirnos como unha primeira achega ao caos e aos
seus principais elementos.

Como veremos madis adiante, polo Teorema [3.13} nos sistemas continuos non pode ha-
ber caos nun sistema plano, isto é, en R?. Este resultado depende de maneira crucial da
dimension 2 do plano, de xeito que xa non serve en sistemas de dimensién maior (n > 3),
nos cales poden acontecer novos comportamentos das drbitas como o cadtico no que esta-
mos interesados. Pola contra, en sistemas dinamicos discretos vainos abondar cunha funcién
f :R — R para ver o primeiro exemplo de caos, motivo polo cal son idéneos para comezar
a afondar no seu estudo. Aqui, e para o que resta de capitulo, R vai denotar a recta real.
Un dos ambitos onde mais usados son estes modelos discretos é na bioloxia, e mais con-
cretamente nos cultivos de bacterias. Asi, x, denota a poboacién dun cultivo de bacterias
no instante de tempo n e x,,; = f(x,) denotaria a poboacién do mesmo cultivo unha hora
despois. Para maior comprension, consideremos os seguintes exemplos.

Exemplo 2.1. Sexa f(x) := 2x Vx € R, onde R denotara para o que resta de capitulo a
recta real. Esta relacion de recorrencia dinos que o tamafio da poboacién se duplica cada
hora. Por tratarse dun sistema discreto, a evolucion do sistema vén dada pola composiciéon
da funcién f, de forma que f2(x) = f(f(x)) e, de forma xeral, definiremos f*(x) como
a composiciéon de f un numero k de veces, onde k representa o tempo e x; = f(x;_;) a
poboacién no tempo k. E claro ver que para un valor inicial x, > 0 este sistema crece sen
limite. Este tipo de crecemento é cofiecido como crecemento exponencial. Non obstante, este
sistema non ¢ realista no sentido de que no mundo real a poboacién non pode crecer de
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forma infinita ao existir un limite de recursos.

Exemplo 2.2. Para tratar de describir de maneira madis realista o crecemento dunha poboa-
cién definimos g,(x) := ax(1 — x), con a > 0 a taxa de crecemento da poboacién. Esta
funcién é cofiecida como funcién loxistica no eido dos sistemas dindmicos. Para valores de
x préoximos a 0, 1 —x ~ 1, e a funcién g, ten un grafo moi similar ao da funcién f definida
no Exemplo[2.1] Pola contra, para valores préximos a 1 de x o factor 1—x ~ 0 vai a limitar o
crecemento da poboacion. Isto é o que cofiecemos como crecemento loxistico. Afondaremos
mdis na seccién[2.4]neste exemplo, pois segundo o valor de a atopamos unha gran variedade
de comportamentos, alguns deles cadticos.

2 2
—2 2 —2 2
—2 | _
(a) Grafo de f(x)=2x. (b) Grafo de g,(x) =ax(1—x).

Fig. 2.1. Grafos de f e g respectivamente.

Na Figura [2.1] podemos ver os grafos das funcions descritas nos exemplos. A partir de
agora e para todo o que resta de capitulo, salvo indicacién expresa do contrario, conside-
raremos g, como a funcién descrita no Exemplo Interesaranos o seu comportamento
para x, > 0.

2.2. Diagramas de araneira

Comecemos por dar algunhas definiciéns e resultados que precisaremos de cara ao es-
tudo dos exemplos anteriormente expostos.

Definicion 2.3. Sexa f : R — R e x € R. Chamaremos drbita de x baixo f ao conxunto
{x, f(x), f2(x),...} = {f"(x)},en:» onde N* denota ao conxunto dos ntimeros naturais mais
o cero, é dicir, N* = {0,1,2,3,...}. O valor de x no cal comeza a oérbita serd chamado
valor inicial da érbita. Ademais, diremos que un punto p é un punto fixo da aplicacién f se

f(p)=p.
Para aplicaciéns de R en R , podemos representar érbitas mediante os chamados diagra-
mas de arafieira ou de Verthulst. O procedemento consiste en:
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= Representar a diagonal y = x.

= Representar a funcién y = f(x) (os puntos fixos de f(x) serdn a intersecciéon deste
grafo co grafo de y = x).

» Partir dun valor inicial (x,,0) e o valor de f (x,) serd a interseccién da curva y = f(x)
coa recta vertical pasando por (x,,0).

» Partir de (x,, f(x,)) e para obter f?(x,) proxectar paralelamente ao eixo OX o punto
obtido ata a intersecciéon con y = x e despois proceder como no paso anterior, esta
vez para o valor (f (x,), f ().

Fig. 2.2. Diagrama de arafieira da funcion f (x) = 2x para o valor inicial x, = 0,2.

Procedendo de forma recorrente, para a funcién f(x) = 2x obtemos un diagrama como o
da Figura Se despexamos a ecuacion f(x) = x vemos que o tnico punto fixo de f é
x = 0. Ademais, para x, > 0 a 6rbita crece de xeito exponencial, tal e como se pode compro-
bar na Figura E razoable pensar que o diagrama dunha funcién mais complexa, como
pode ser g,, terd un comportamento moito mais interesante, como podemos comprobar na

Figura

Neste caso, un sinxelo calculo dinos que os puntos fixos de g, son x € {0, %}. O diagrama
da Figura suxire que para un valor inicial de x, > 0 a érbita converxerd ao punto fixo
X = % Neste sentido, é de utilidade dar as seguintes definicions.

Definicidn 2.4. Sexa € > 0 e R a recta real. Definimos a e-vecifianza dun punto p € R como
N.(p):={xeR:|x—p|<e}.

Definicion 2.5. Sexa f : R — R e sexa p € R un punto fixo de f. Diremos que p é un pozo

ou punto fixo atractor do sistema dinamico discreto dado por x,.; = f(x,) se existe € > 0

tal que para todo x, € N.(p), lim x, = lim f"(x,) = p. Pola contra, se existe un N.(p)
n—>o0 n—>oo

tal que todo x € N.(p) \ {p} eventualmente sae féra de N.(p), entén diremos que p € unha

fonte.

Coas Definiciéns[2.4]e estamos en condiciéns de enunciar o seguinte teorema, cuxa
demostracion foi tomada de [[1].
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1 .
0,8 |
0,6 |

0,4 |

0,2 |

I \

—0,4—0, 0.2 04 06 08 1

74 T

Fig. 2.3. Diagrama de arafieira da funcion g,(x) = 2x(1—x) para o valor inicial x4 = 0,1.

Teorema 2.6. Sexa f : R — R unha funcidn suave (existen as derivadas de calquera orde e
son continuas) e sexa p € R un punto fixo de f.
(1) Se |f’(p)| < 1, entdén p € un pozo.

(2) Se |f’(p)| > 1, entdn p € unha fonte.

., . _ 1+f')l
Demostracién. (1) Sexa a € (|f'(p)|,1). En particular podemos coller a = —5-*!. Como

o FE)—F )
m--—

x=p  |x—pl|

=1f'(p),

enton para algtn € > 0 existe N_(p) de maneira que

lf () —f ()l
—<a
|x —pl
para x € N_(p)\ {p}. E dicir, f(x) estd mais préximo a p que x, polo menos por un factor de

a. Esto implica duas cousas. Primeiro, se x € N.(p), entén tamén f(x) € N.(p) e seguindo
o razoamento tamén o van a estar f%(x), f3(x),... Segundo, séguese que

[FC) = F5 )l = If“(x) = pl < a*|x —p|
para todo k > 1. Como a < 1, a¥|x — p| 2 0. Polo tanto, p é un pozo.

A demostracion de (2) faise facendo uso dos mesmos argumentos. [ |

Para o Exemplo temos que Vx € R, f'(x) = 2, logo o punto fixo x = 0 é unha
fonte e para calquera valor inicial x, € N.(0) \ {0}, x, eventualmente sae féra da propia e-
vecifianza. No caso do Exemplo|2.2(para a = 2, g,(x) = 2—4x e temos entén que g,(0) =2
e g;(%) = 0, logo x = 0 sera unha fonte e x = % un pozo, que atraerd as oOrbitas que se
afasten da fonte de x = 0.
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2.3. Puntos periddicos

Na anterior seccidn introducimos os conceptos de drbita, asi como os de pozo e fonte
para facer distincién entre puntos fixos. No caso da funcién g, temos que g/ (x) = a —2ax,
logo hai valores de a para os que os puntos fixos x =0ex =1— % son ambos fontes. Isto
suxire a seguinte pregunta: Se ningin punto fixo atrae as dorbitas do seu arredor, a onde van
estas? Introducimos agora a seguinte definicién para tratar de dar resposta a dita pregunta.

Definicién 2.7. Sexa f : R — R. Diremos que p é un punto periédico de periodo k se f*(p) =
p e k é o menor enteiro positivo para o que se cumpre isto. A 6rbita con valor inicial p
(consistente en k puntos) chamarémoslle dérbita periddica de periodo k. Referirémonos a
estes conceptos de xeito abreviado como punto k-periédico e 6rbita k-periddica.

Na Figura podemos ver o diagrama de arafieira para a funcion g5 ; no cal se aprecia
a formacién dunha érbita 2-periddica.

2,,

1,5 |

0,5 15 2

Fig. 2.4. Diagrama de arafieira da funcion gs3(x) = 3,3x(1 — x) para o valor inicial
Xxo = 0,2 onde se pode apreciar a drbita 2-periédica que se forma.

Xorde agora de maneira natural a pregunta de que pasa coa estabilidade das drbitas
k-periddicas. A clave para resolver esta pregunta reside no feito de que se p é un punto
k-periédico de f entén p é un punto fixo da aplicacién f*, logo bastanos con aplicar o
Teorema [2.6/a f*.

Definicion 2.8. Sexa f unha aplicacién e p un punto k-periédico. Diremos que a érbita
k-periédica de p é un pozo periddico se p é un pozo para a aplicacién f*. De igual maneira,
a 6rbita k-periédica de p serd unha fonte periédica se p é unha fonte para a aplicacién f*.

Observacion 2.9. E de utilidade ter en conta a regra da cadea para o célculo da derivada da
composicion de funciéns:

(f 08)(x) = f'(8(x))g'(x).
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Estamos especialmente interesados no caso en que g = f, tendo entén que (f2)(x) =
F'(f(x))f'(x) e se x é un punto 2-periddico de f a regra da cadea dinos que a derivada
de f2 nun punto dunha 6érbita 2-periédica é basicamente o produto das derivadas de f nos
dous puntos da érbita. En particular, a derivada de f2 serd a mesma sexa cal sexa o punto
da érbita no que avaliemos a funcion.

Isto que acabamos de desenrolar para un exemplo sinxelo dunha érbita 2-periddica,

podémolo estender para unha érbita de periodo arbitrario k > 2. Denotemos por {p, ..., Pi}
a orbita k-periddica dunha funcién arbitraria h. A regra da cadea dinos que
(R*Y (p1) = (h(H*)) (1) = K'(R* ()WY (p1) = -+ = W (PN (D) - - W (1)

Grazas ao Teorema [2.6|e ao visto da regra da cadea proporciénase o seguinte Corolario.

Corolario 2.10. Unha érbita k-periddica {p,,..., Py} dunha funcién h serd un pozo periédico
se

IW (PR (pr—1) - R (pl < 1

e serd unha fonte periddica se
W' (PR (Pi—1) - .. H' (P > 1.

Estamos agora en condicidns de verificar estes resultados para o exemplo da funcién
loxistica mencionado ao comezo da seccidon. Vamos a probar que para todo a > 3, a funcién
loxistica ten unha drbita 2-periddica. Isto é equivalente a que existan dous puntos p e g
tales que g,(p) = q e g,(q) = p e de igual xeito tamén equivale a que p e g sexan puntos
fixos da funcion gﬁ(x) = g,(g.(x)). Para atopar os puntos fixos p e q necesitamos resolver
a ecuacion de grao catro gﬁ(x) = x, da cal xa sabemos que x =0ex =1— % son raices,
logo todo se reduce ao célculo dunha ecuacién de segundo grao. Despexando obtemos que:

_ a+1x+/(a—3)(a+1)

2a

5

de xeito que ambos son reais para a > 3. Asi, queda probada a existencia da 6rbita 2-
periédica. Esta 6rbita é estable para 3 < a < 1+ +/6 = 3,449.... Para velo basta ter en
conta o Corolario Denotemos A = g/ (p)g.(q). Tras calcular a derivada e substituir
p e q obtemos que A = —a? + 2a + 4, co cal a 6rbita 2- periddica serd estable se |A| =
| —a’+2a+4|<1,istoé, para3 <a<1++v6=3,449...

2.4. A familia de funcions loxisticas

Nesta seccion vamos a dedicarnos ao estudo da familia de funciéns loxisticas, g,(x) =
ax(1—x), das cales xa vimos algunhas propiedades ao longo das seccions anteriores. Vamos
a considerar a € [0,4] de xeito que g, leva o intervalo 0 < x < 1 en si mesmo. Vexamos o
comportamento das drbitas en funcién do valor de a (a taxa de crecemento da poboacién)
facendo uso de series de tempo de x, fronte a n, onde x, denota a n-ésima iteracién da



2. Sistemas dinamicos discretos 9

relaciéon de recorrencia x,, = g,(x,_;). Para isto, vamos a representar os puntos da forma
(n, x,). En todos os casos usaremos de valor inicial x, = 0,1.

Para a € [0, 1], temos que x,, —— 0, ou dito doutra forma, para taxas de crecemento
n—-,oo

pequenas a poboacién eventualmente extinguirase. Para a € (1,3) a poboacién crece e
eventualmente alcanzard un estado estable e distinto de 0, que vén dado polo pozo x =
1— % Agora, para a > 3 o comportamento complicase considerablemente. Como vimos na
seccién para 3 < a < 1+ +/6, as érbitas asentan nun pozo 2-periédico. As tres primeiras
series de tempo da Figura [2.5avalan os resultados ata agora expostos.

Xn)
°
&

X(n)
°
&

(a) Serie de tempo para a =0,5. (b) Serie de tempo para a = 2,8.
(c) Serie de tempo para a = 3,3. (d) Serie de tempo para a = 3,5.

1

05

xn)

(e) Serie de tempo para a = 3,9.
Fig. 2.5. Series de tempo para distintos valores de a.

Para a = 3,5, unha vista rdpida 4 stia serie de tempo amosa que x, semella asentar nunha
orbita 4-periddica. A proba disto realizariase de xeito andlogo ao visto anteriormente coa
orbita 2-periddica. Conforme aumentamos o valor de a € [3, 4] ocorre o que se cofiece como
fenémeno de duplicado do periodo. Asi, se denotamos como a,, o valor de a para o cal aparece
por primeira vez unha érbita 2"-periddica, diversos experimentos numéricos amosaron que
o valor limite de a, cando n — 00 é a., = 3,569946... E natural entén preguntarse que
ocorre para a > d.,. Pois ben, para alguns valores de a, a sucesion {x,}, € N semella non
asentar nunca en ningtn pozo, xa sexa punto fixo ou érbita periddica. Isto pode observarse
na Figura[2.5|(e) onde calquera esforzo por topar algun tipo de patrén semella indtil.

Acabamos de chegar ao primeiro exemplo de comportamento cadtico que pretendiamos
estudar ao introducir a familia de funciéns loxisticas. Tamén podemos ver que para a = 3,9
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o diagrama de arafieira de g, é extraordinariamente complexo en contraposicién cos ata
agora vistos, como se aprecia na Figura [2.6]

1+
) X7
06 |
04 |
02 |
03 —94f o1 03 05 07 09 \1”’1
Zo0,7 !

Fig. 2.6. Diagrama de arafieira de g3 o(x) = 3,9x(1 — x) para o valor inicial x, = 0,1.

Agora ben, é natural non conformarse co diagrama de arafieira para un valor concreto e
querer saber como varia este comportamento ao longo de todo o intervalo [0, 4] de valores
que pode tomar a. Para isto imos facer uso do diagrama que xorde mediante o seguinte
algoritmo:

= Tomamos un valor para a, comezando por a = 1.
= Escollemos de xeito aleatorio un valor inicial x, € [0, 1].
= Calculamos a 6rbita {g/(x,)},en- ata n = 1000.

= Ignoramos as primeiras 300 iteracions e debuxamos a érbita comezando con n = 301
ata n = 1000.

= Incrementamos o valor de a e volvemos a proceder.

Procedendo deste xeito, o diagrama obtido é cofiecido como diagrama de orbitas (ou
diagrama de bifurcacion) o cal se pode observar na Figura e que se converteu co paso
do tempo nun emblema do estudo de sistemas dindmicos cadticos. O cédigo necesario para
representar este diagrama en Maxima, asi como o das series de tempo antes mencionadas
recOllese en [[18].

Este diagrama resume o comportamento das érbitas para todos os valores de a. Esta
presente o fendmeno de duplicado de periodo antes mencionado e é a partires de a >
a., que as orbitas se volven cadticas. Porén, o caos non continta de xeito indefinido. E
importante notar a existencia de rexiéns de caos (rexions verticais onde semella haber unha
infinidade de puntos) que dan lugar de maneira repentina a zonas con comportamento
periddico, que se coflecen como ventds periddicas. Por exemplo, para a ~ 3,83 aparece unha
ventd de periodo 3 e para a ~ 3,64 temos unha ventd de periodo 6.
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r

Fig. 2.7. Diagrama de drbitas da funcién loxistica.

Resulta que existe un patrén na secuencia na que estas ventds periddicas aparecen. Para
explicalo primeiro debemos definir a forma de ordenar os nimeros naturais cofiecida como
orde de Sharkovsky, que se denota como:

§>5>7>..;>\2~3>2-5>2-7>...>gz~3>22~5>22-7>..;>

B Vv v Vv
impares 2-impares 22.impares

>2%.3>2°.5>22.7> > 22225251
23~i1;1;ares potencias d;g decrecentes

E dicir, primeiro listanse todos os niimeros impares menos o 1, seguidos dos seus do-
bres, cuddruplos, etc. e finalmente as potencias de 2 en orde decrecente ata rematar co 1.
Sharkovsky observou que as drbitas periddicas no diagrama de bifurcacién da funcién loxis-
tica aparecian ordenadas ao revés que na orde de Sharkovsky: primeiro a érbita de periodo
1 (punto fixo), a continuaciéon unha érbita 2-periddica, despois 4-periddica, etc., seguindo
asi ata chegar finalmente & orbita 3-periddica, que € a ultima en aparecer. Tense entén o
seguinte resultado.

Teorema 2.11 (de Sharkovsky). Sexa J C R un intervalo, f : J — J continua e cun punto
k-periddico. Se k > 1, entdn f ten un punto l-periddico.

Non daremos aqui a demostracién do Teorema por resultar demasiado extensa, pero
unha demostracion directa do resultado pode atoparse en [4]] sendo moito madis clara e
concisa que a orixinal publicada en ruso por Sharkovsky. Debido precisamente & lingua de
publicacién, este resultado mantivose descofiecido en Europa durante anos ata que Tien-
Yien Li e James A. Yorke publicaron o seu famoso artigo “Period three implies chaos” [[13]
no cal probaban un resultado que resultou ser un corolario directo do Teorema Para
o que resta de seccion, J vai denotar un intervalo da recta real.

Corolario 2.12 (Periodo tres implica caos). Sexa f : J — J continua. Supofiamos que
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existe un punto a € J para o cal os puntos b = f(a), c = f%(a) e d = f3(a) satisfdn
d<a<b<c(oud>=a>b>c).

Enton para todo k € N existe un punto periédico en J de periodo k.

Para a demostracion deste resultado imos a necesitar certas definicions e lemas previos.
As probas destes resultados foron tomadas de [[13]], o artigo orixinal.

Definicion 2.13. Sexa f : R — R unha funcién suave. Diremos que unha érbita {x;, x,, ...}
é asintoticamente periddica se converxe a unha érbita periédica cando n — ©0, isto é, se
existe unha orbita periddica {y;, y,,..., yi} tal que lim |x,—y,|=0

n—>oo

Lema 2.14. Sexa I C Runintervaloe G : I — R continua. Tense enton que para cada intervalo
compacto I; € G(I) existe un intervalo compacto Q C I tal que G(Q) = I,.

Demostracion. Sexa I; = [G(p),G(q)], con p,q € I. Se p < q, sexa r o ultimo punto de
[p,q] verificando que G(r) = G(p) e sexa s o primeiro punto despois de r verificando que
G(s) = G(q). Podemos afirmar que estes puntos existen porque a imaxe inversa dun cerrado
por unha aplicacién continua é un cerrado, un cerrado contido nun compacto é compacto
e un compacto en R contén aos seus supremo e infimo. Entén, G([r,s]) =I;. Sep > q o
razoamento é andlogo. [ |

Lema 2.15. Sexa f : J — J continua e sexa {I,},en- Unha sucesion de intervalos compactos

satisfacendo que I, C J e I, C f(I,) para todo n € N. Entén existe unha sucesion {Q,,},exn-

de intervalos compactos tal que Q,,; C Q, C I, e f*(Q,) = I, para n € N*. Para calquera
(e.e]

xeQ= ﬂnzl Q,, tense que f"(x) € I,, para todo n.

Demostracién. Definamos primeiro Q, = I,,. Se Q,,_; ¢ definido de forma que f"(Q,_;) =
I, entén I, C f(I,_;) = f"(Q,—;). Polo Lema aplicado a G = f", en Q,_; existe
entoén un intervalo compacto Q, C Q,_; tal que f"(Q,) =I,,. Esto completa a demostraciéon
indutiva. |

Lema 2.16. Sexa G : J — R continua e I C J un intervalo compacto. Supofiamos que I C G(I).
Enton existe un punto p €1 tal que G(p) = p.

Demostracion. Sexa I =[f3, 3;]. Escollemos a;, i € {0,1}, en I de maneira que G(a;) = f3;.
De aqui dedtcese que a; — G(a,) = 0 e a; — G(a;) < 0 e por continuidade tense que
G(p)—p =0 paraalginp €. [ |

Estamos agora, grazas aos Lemas|2.14} [2.15|e[2.16} en condiciéns de demostrar o resul-
tado de Li e Yorke.

Demostracién do Corolario 2,121 Supofiamos que d < a < b < ¢ (a proba para o caso d >
a> b > c é analoga). Sexan K =[a,b] e L =[b,c].

Sexa k un enteiro positivo. Para k > 1, sexa {I,,},: @ sucesion de intervalos I, = L para
n=0,...,k—2el,_; =K, edefinamos I, para que sexa indutivamente periddica, I,,,, = I,
paran € N*. Se k =1, sexa I,, = L para todo n.
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Sexan Q,, os conxuntos da demostracién do Lema Temos entén que Q;, C Q, e
F*Q1) = Q, e asi, polo Lema G = f* ten un punto fixo p, € Q,. Resulta claro entén que
p; non pode ter periodo menor que k para f, pois de telo necesitariamos que f*(p,) = b,
contradicindo que f**(p,) € L. Polo tanto, o punto p; é un punto k-periédico para f. M

Observacion 2.17. E importante notar que se existe un punto 3-periédico, entén satisfanse
trivialmente as hipétesis do Corolario.

2.5. A derivada Schwarziana

Nesta seccion imos a describir unha nova ferramenta que foi introducida para o estudo
dos sistemas dindmicos unidimensionais no ano 1978 polo matematico estadounidense Isa-
dore Singer [|6], a derivada Schwargiana. Ademais, tamén mostraremos como pode ser usada
para establecer un limite superior ao nimero de pozos peridédicos que unha determinada
funcion pode ter.

Definicidon 2.18. Sexa f : R — R unha funcién suave. Definimos a derivada Schwarziana
de f en x como

S(F)0x) = f(x) 3 (f“(x))z_

frx) 2\ f(x)
Este operador era empregado orixinalmente en andlise complexa, onde é usado como
criterio para ver se unha funcién complexa é unha transformacidn fraccional linear (tamén

chamada transformacion de Mobius), pois estas transformacions tefien todas derivada Sch-
warziana cero.

Temos que para a funcién loxistica
—6
S(g)(x) = —F—=;,
§a (1—2x)2
logo S(g,)(x) < 0 para calquera valor de x € R.
A nosa atencidn vai agora a centrarse nas funciéns con derivada Schwarziana negativa,
para as que temos os seguintes resultados.

Proposicion 2.19. Sexan f e g funcions verificando que S(f),S(g) < 0. Entén, S(f og) < 0.

Demostracion. Usando a regra da cadea, deducimos que

(f 0g)"(x) = f"(g(x))- (8'(x))* + f'(g(x)) - " (),

e que

(f o g)"(x)=f"(g(x))- (g'(x))* +3f"(g(x)) - g"(x) - &'(x) + f(g(x)) - g (%)

Concluimos entén que

S(f o g)(x) =S(f(g(x))) - (g'(x))* +S(g)(x),
de maneira que S(f o g)(x) <O. [ |



14 2.5. A derivada Schwargiana

Como consecuencia inmediata deste resultado temos que se S(f) < 0, entén S(f") <0
para todo n € N. O Teorema que daremos a continuacién limita a cantidade de pozos perio-
dicos que pode ter unha funcién, baseandose unicamente na cantidade de puntos criticos
que presente a funcidon (sempre e cando tefia derivada Schwarziana negativa). Este resul-
tado resulta sorprendente, pois este operador foi orixinalmente definido cunha finalidade
completamente distinta e ainda asi permitenos cofiecer moita informacion dos sistemas di-
namicos discretos.

Teorema 2.20. Sexa f unha funcién verificando que S(f) < 0. Supofiamos que f ten n puntos
criticos (p € un punto critico de f <= f’(p) = 0). Entén f ten como moito n + 2 pozos
periddicos.

Observacion 2.21. E importante notar que este Teorema sé da un limite superior & cantidade
de pozos periddicos que pode presentar un sistema dindmico, mais non trata nada sobre a
sda existencia.

Para demostrar este Teorema imos a necesitar primeiro certos resultados previos. Todos
os enunciados e demostracions foron tomados de [|6].

Lema 2.22. Se S(f) < 0, entdn f'(x) non pode ter un minimo local positivo nin un mdximo
local negativo.

Demostracién. Supofiamos que x, é un punto critico de f’. é dicir, f”(x,) = 0. Como

S(f)(xy) < 0, temos que ’;/:/(EC’;O)) < 0 co cal f"”(x,) e f'(x,) tefien distinto signo, de onde

se segue o resultado. [ |

Lema 2.23. Se f ten un numero finito de puntos criticos, enton tamén f" ten un niimero finito
deles.

Demostracién. Para calquera c, f '(c) é un conxunto finito de puntos, dado que entre dous
puntos que son preimaxe de c arbitrarios, debe haber polo menos un punto critico de f.
Deducimos entén que f ™(c):={x € R | f™(x) =c} é tamén un conxunto finito.

Supoiiamos agora que (f™)'(x) = 0. Pola regra da cadea temos que
m—1 ‘
Yo = £ i)
i=0

Polo tanto, f(x) é un punto critico de f para algtin i, 0 < i < m— 1. Consecuentemente, o
conxunto de puntos criticos de f™ vén dado pola unién das imaxes inversas de orde menor
ca m do conxunto de puntos criticos de f xunto coas sdas o6rbitas. Polo antes mencionado,
este conxunto de puntos € finito. |

Lema 2.24. Se f ten un numero finito de puntos criticos e S(f) < 0, enton f ten soamente un
numero finito de puntos m-periddicos para calquera enteiro m.

Demostracion. Sexa g = f™, de maneira que os puntos m-periédicos de f son puntos fixos
de g. Pola Proposicion [2.19} S(g) < O.
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Supofiamos que g ten infinitos puntos fixos. Polo Teorema do Valor Medio, existen infi-
nitos puntos nos cales g’ = 1. Entre tres puntos sucesivos calquera verificando que g’ =1,
debe haber un punto para o cal g’ < 1. Temos que g’(x) # 1 en todo un intervalo, pois
entén teriamos que S(g) = 0, contradicindo a hipétese de que S(g) < 0. Ademais, polo
Lema[2.22] g’ non podo ter un minimo local positivo entre eses tres puntos. Asi, debe haber
puntos para os cales g’ < 0. Consecuentemente, debe haber puntos para os que g’ = 0, pero
este feito implica que g ten infinitos puntos criticos. Esto contradi o Lema [2.23| e completa
a proba. [ |

Grazas a estes tres lemas podemos agora dar a demostracién do Teorema antes enuncia-
do.

Demostracién do Teorema[2.201 Sexa p un pozo periédico de periodo m para a funcién f.
Chamemos W(p) & compoiiente conexa do conxunto {x € R | f™(x) — p} que contén
jooo

a p. W(p) é un intervalo aberto e cimprese que f™(W(p)) c W(p).

Supoiiamos polo de agora que p é un punto fixo. W(p) é un intervalo da forma (I, r),
(—o0,r), (I,00) ou (—o0, 00). Dado que f(W(p)) c W(p) e W(p) é maximal, para o caso
da forma (I, r) temos tres posibilidades:

1) fO=lef(r)=r.
@) fD=ref(r)=L
@) f)=f(r).

Se f(I)=1e f(r) =r, entén existen a, b satisfacendoque l <a<p <b <re f'(a) =
f’(b) = 1. Dado que f’(p) < 1 e como f’ non pode ter un minimo local positivo (polo
Lema[2.22)), dedticese que existe un punto critico no intervalo (a, b). O segundo caso razéase
analogamente considerando f 2. No terceiro caso, f debe ter un minimo ou un méximo entre
[ e r, co cal hai un punto critico en W(p). No caso de que sexan [ e/ou r iguais a 0o, esta
proba falla, pero ainda asi, este caso engade como moito dous puntos fixos estables.

Se p ten periodo m, entén os mesmo argumentos dan lugar a un punto critico para f™
en W(p). Un punto na 6rbita deste punto critico debe ser un punto critico para f pola regra
da cadea. |

Como Corolario do Teorema [2.20, podemos dar o seguinte resultado sobre a funcién
loxistica.

Corolario 2.25. Sexa g,(x) = ax(1 —x) a funcion loxistica. Entén, g, ten como moito unha
orbita que sexa un pozo periddico.

Demostracion. Como xa comentamos anteriormente, S(g,) < 0 logo estamos nas condicions
do Teorema A funcién loxistica g, ten derivada g’ (x) = a(1 —2x), de maneira que o
unico punto critico é x = % e consecuentemente polo Teorema , vai ter como moito tres
pozos periddicos.
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Por outro lado, se x < 0 ou x > 1 entén g — —o0 cando n — o0. En efecto, se x <0
entén ax(1 —x) < x, e consecuentemente, g7(x) é unha sucesién decrecente de puntos.
Esta sucesion non pode converxer a ningun punto, logo temos que g, — —o0. Se x > 1,
entén tamén se cumpre que ax(1—x) <0 logo g!' — —oo de igual maneira. |

2.6. O expoiiente de Lyapunov

Como xa vimos, a funcién loxistica pode exhibir un comportamento carente de calque-
ra tipo de periodicidade para certos valores de a, mais ainda non demos unha definicién
exacta de que entendemos por caos. Para que un sistema poida ser chamado cadtico ten
que presentar sensibilidade respecto das condicidns iniciais, no senso de que 6rbitas partindo
de condicidns iniciais préximas, dado un nimero suficiente de iteracions eventualmente se
afasten tanto como desexemos.

Definicidn 2.26. Sexa f : R — R. Diremos que un punto X, presenta sensibilidade respecto
das condicidns iniciais se existe d > 0 tal que calquera vecifianza de x,, N,.(x,), contén un
punto x tal que |f*(x)— f*(x,)| > d para k enteiro non negativo.

Como xa vimos no Teorema|2.6} a estabilidade esta influenciada pola derivada da funcién
que define o sistema. Asi, se temos que x € un punto fixo dunha funcién f e f'(x)=d > 1,
entén a orbita dun punto x préximo a X, vai a separarse de x en d unidades por iteraciéon. O
numero de Lyapunov foi introducido para cuantificar este ratio multiplicativo de separacion
entre condicions iniciais proximas. Asi, un numero de Lyapunov de 2 para a orbita de x
expresa que a distancia entre a 6rbita de x e a érbita dun punto x préximo a x se duplica
en cada iteracién. A importancia deste concepto radica en que tamén pode ser asignado a
orbitas non periddicas. Asi, damos a seguinte definicion.

Definicidon 2.27. Sexa f : R — R. Chamaremos nimero de Lyapunov da drbita {x,, x5, X3,...}
a

LGx) = lim (1f Gepl -+ 1f Cea)D7,

se dito limite existe. Chamaremos exporfiente de Lyapunov da orbita {x;, x5, x3,...} a
/g ]' / / /g ]' C /
h(x;) = lim —(In|f'(x))[+--- +1In|f'(x,)]) = lim — E In|f"(x;)l,
n—oo n n—oo n =

se dito limite existe.

Observacion 2.28. Noétese que h vai existir se e s6 se L existe e é distinto de cero, en cuxo
caso InL = h.

Séguese da Definicién que o numero de Lyapunov dun punto fixo x para unha
funcién f é L(x) = |f'(Xx)| e, equivalentemente, o seu expoiiente de Lyapunov é h(x) =
In|f’(x)|. Se x; é un punto k-periddico, entén o seu expoifiente de Lyapunov é

In|f"Gx)l 4+ Inff Gl

h(x,) = K
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Grazas as Definicions e podemos enunciar o seguinte resultado, cuxa demos-
tracion foi tomada de [[1].

Teorema 2.29. Sexa f : R — R. Se a érbita {x;, x,, ...} satisfai que f'(x;) # 0 para todo i e
ademais € asintoticamente periédica de xeito que converxe d érbita {y;, ¥, ...}, entén as dias
drbitas tefien o mesmo expofiente de Lyapunov, asumindo que ambos os dous existen.

Demostracion. Imos facer uso do feito de que a media aritmética dunha sucesién conver-
xente (media de Cesaro) converxe tamén ao limite da sucesion, é dicir, se (s,),ey € unha
sucesién cumprindo lim s, =s, entén cumprese que

n—oo

n

, 1
lim — ) s; =s.
n—oo N 4 1

1=

Vexamos primeiro o caso k = 1, de maneira que y; é un punto fixo. Como nllglo X, =Y, que

a derivada f’ sexa unha funcién continua implica que
Tim £/(x,) = f'(lim x,)=f'(y,).
Ademais, como In |x| é unha funcién continua para x > 0,
Tim In|f(x,) = In| lim £/x,) =Inlf ().

Esta ecuacion danos o limite dunha sucesién. Usando o feito da converxencia da media antes
mencionado, tense que

AGe) = Tim = S I |FGe)l = Inlf ()l = h(n).
e I

Agora supofiamos k > 1, de xeito que y; xa non é necesariamente un punto fixo de f,
mais si vai ser un punto fixo para a funcién f*, e a érbita de x, baixo f* é asintoticamente
periddica 4 Orbita de y;. Polo que probamos antes, o expofiente de Lypaunov da drbita de
x; baixo f* & In|(f*)'(y,)|. Polo tanto, o expofiente de Lyapunov da érbita de x; baixo f é

(YO = RO

Grazas a este Teorema, ampliamos o rango de nimeros e expoiientes de Lyapunov que
somos capaces de calcular. Ademais dos casos dos puntos fixos e das érbitas periddicas, in-
cliense agora tamén as drbitas asintoticamente periddicas. Para o caso no que a érbita a
tratar non € asintoticamente peridédica e o expofiente de Lyapunov é positivo, damos por
primeira vez unha definicién do que entendemos por caos, sendo esta unha das moitas defi-
nicidns que se tefien de dito concepto. Para outra definiciéon pode consultarse [|6, Definition
8.5].

Definicion 2.30. Sexa f : R — R e {x;, X,,...} unha orbita limitada de f. Diremos que a
orbita é cadtica se



18 2.6. O expofiente de Lyapunov

(1) {xy,x5,...} non é asintoticamente periddica.

(2) O expoiiente de Lyapunov é maior que cero, é dicir, h(x;) > 0.

A primeira condicién esixe que a érbita considerada non asente nunca en calquera ou-
tra Orbita periddica, o cal resulta razoable segundo o que entendemos intuitivamente por
caos. Por outro lado, como xa mencionamos antes, o expoilente de Lyapunov mide o ratio
multiplicativo de separaciéon entre condiciéns iniciais préximas. A segunda condicién de que
este expoflente sexa maior ca cero implica entén que condicidns iniciais tan préximas como
queiramos eventualmente se afastaran realizadas as suficientes iteracions, é dicir, os puntos
da orbita presentan sensibilidade respecto das condicions iniciais. Finalmente tamén é ne-
cesario pedir que a Orbita sexa limitada, pois de non facelo funcidons como f (x) = 2x tamén
verificarian as condicidns para ser denominadas cadticas.

A interpretacion entén do que entenderemos por 6rbita cadtica é aquela drbita contida
nunha rexién limitada do espazo a cal fagamos a cantidade de iteraciéons que queiramos
non presentard ningun tipo de periodicidade, ademais de presentar sensibilidade respecto
das condicions iniciais.

Exemplo 2.31. Consideremos a funcion sobre o intervalo [0, 1] definida como

rx, se 0<Z
T, (x) = X
2

r(l—x), se
con 0 < r < 2. Esta funcidn é cofiecida como a funcién tenda (traducién do inglés “tent
map”), da cal podemos ver o grafo na Figura Esta funcién non é diferenciable para

x = %, logo vamos a considerar érbitas que non contefian dito valor de x. Verificase que
|f’(x)| = r para todo x € [0, 1], logo resulta sinxelo calcular o expofiente de Lyapunov

1< 1<
lim = » In|f'(x;))|]= lim = ) Inr=Inr.
mn; £/ (x)] Mon;

Polo tanto, para r > 1, calquera orbita limitada {x;, x,,...} que non sexa asintoticamente
periddica nin contefia ao punto x = % vai a ser caodtica, pois teremos que Inr > 0.

En xeral, non se pode calcular de maneira analitica o expofiente de Lyapunov para a
maioria de orbitas e van a ser necesarios métodos numéricos. Para a funcidn loxistica, un
algoritmo numérico para calcular o seu expofiente de Lyapunov poderia ser o seguinte:

= Fixar un valor para a.

» Partindo dunha condicién inicial aleatoria, iterar unha cantidade suficiente de veces
(por exemplo, 300) para que as orbitas se estabilicen.

= Computar un gran numero das seguintes iteraciéns (10000 por exemplo).
= Computar In|f’(x,)| =In|a — 2ax,| para cada n e sumalos.

= Dividir o resultado obtido pola cantidade de iteraciéns computadas (10000 no noso
caso). Este numero € o expofiente de Lyapunov desexado.
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Fig. 2.8. Grafo da funcién tenda para r = 1,8.

= Fixar outro valor de a distinto e repetir o proceso.

Este algoritmo amosa un resultado como o que se pode observar na Figura que foi to-
mada de [[24]. Neste grafico observamos que para a < a., ~ 3,57 o expofiente de Lyapunov
da funcién permanece negativo e aproximase a cero onde comezan as bifurcacions que dan
lugar ao fendmeno de duplicado de periodo. Os picos negativos correspdndense coas drbitas
2"-periddicas. Para a > a., o expofiente de Lyapunov en xeral aumenta o seu valor, a ex-
cepcién dos picos causados polas zonas coas ventds periddicas anteriormente mencionadas.

1-0
A0 ﬂ i } |

- YY |
1-0F
1 1
- 32 3-4 6
r

t
1
3-0 - 3- 3-8 4-0

Fig. 2.9. Grdfico que amosa o valor do expofiente de Lyapunov para a funcion loxistica en
funcidn do valor de r.

2.7. Universalidade e constante de Feigenbaum

Nesta seccién comprobaremos que os resultados ata agora vistos para a funcidn loxistica,
e que un poderia pensar que son intrinsecos de dita funcién, se poden estender a unha
familia moito mais grande de funcioéns.

Feigenbaum [|7]] comezou estudando o fenémeno de duplicado do periodo para a funcién
loxistica, mediante un algoritmo desefiado por el para predicir a,, o valor de a para o que
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aparece por primeira vez unha 6rbita 2"-periddica. Este proceso era computacionalmente
moi complexo para os ordenadores da época, co cal o avance produciuse de forma realmente
lenta ata que Feigenbaum se decatou de que presentaba unha converxencia xeométrica, de
xeito que a distancia entre sucesivos a, se acurtaba por un factor de aproximadamente
4,669. E dicir, tense que

5= lim "1 = 4669, ..

=0 dpy —ay

A Figura ilustra de xeito esquematico o significado de 6. Se denotamos por A, =
a,—a,_,, entén temos que A,/A,,; — 6 cando n — oo. Por outro lado, se denotamos por
X,, a0 maximo da funcién e por d, 4 distancia de x,, ao punto mdis préximo nunha 6rbita
2™"-periddica, entén cando n — oo verificase que

d
L —»a=-2,5029...
dn+1

\

xm
/ dun

A

n+1

Fig. 2.10. Esquema dos significados de a e .

Consideremos agora a funciéon dada pola relacién de recorrencia x,,; = asen(mx,)
para0 <a <1e0 < x <1, cofiecida como funcién seno no dmbito dos sistemas dindmicos.
Unha ollada ao seu grafo na Figura|2.11|amosa que é moi parecido ao da familia de funciéns
loxisticas.

O diagrama de érbitas para a funcién seno que podemos ver na Figura [2.12] amosa un
comportamento moi parecido ao da funcidn loxistica. Podemos apreciar como se produce
tamén o fenémeno de duplicado do periodo que conduce ao caos.

Feigenbaum probou que a e 6 son universais, no sentido de que os mesmo ratios de
converxencia van aparecer sexa cal sexa a funcién (verificando previamente unhas certas
condiciéns) que defina o sistema. Son polo tanto novas constantes matematicas, ligadas
aos sistemas dindmicos discretos do mesmo xeito que o estd 7 aos circulos. Para probar
tan importante resultado, Feigenbaum fixo uso da teoria da renormalizacién e dos resul-
tados previos aportados por Metropolis en [[16] para finalmente concluir que bastaba con
que a funcién que define a relacién de recorrencia x,.; = Af(x,) verificase as seguintes
condicidns:



2. Sistemas dinamicos discretos 21

0,5 |

g

0.5 1

Fig. 2.11. Grafo da funcién seno para a = 0,8.

f esté ben definida, é continua, de clase €' en [0, 1], estritamente positiva en (0, 1)

e f(0)=f(1)=0.

= f ten un tGnico maximo en X, de xeito que f(x) < 1. Para x < X, f € estritamente
crecente e para x > X, f € estritamente decrecente.

= A derivada en f(x) existe e é igual a cero.

= Denotemos A, = 1/f(x). Entén existe A, de xeito que, para Ay < A < A, Af (x)
ten s6 dous puntos fixos sendo un deles a orixe, ambos os dous fontes.

= No intervalo no que |f'(x)| <1, f é concava.

Asi, temos que calquera relacion de recorrencia definida por unha funcién f verificando
as condiciéns anteriores presentard as constantes 6 e a. En concreto, tamén a funcién seno
vai a presentar os mesmos ratios de converxencia que a funcién loxistica e que unha fa-
milia moito mdis grande de funciéns, comunmente cofiecidas como funcions unimodais. As
condicidns que debe verificar a funcién que define a relacién de recorrencia foron sacadas
do artigo orixinal [|7], mais co paso do tempo estas condicions recibiron moitas revisiéons e
reformulaciéns. Por exemplo, en [|5]], o cal foi publicado tan sé dous anos despois, a univer-
salidade de 6 é formulada como o seguinte Teorema.

Teorema 2.32. Para familias de funciéns f : [0,1] — [0, 1] suficientemente suaves, & non
depende en xeral da familia en cuestion.

2.8. Xeneralizacions a dimension m > 2

Antes de poder afondar no seguinte exemplo de comportamento cadtico presente en
sistemas dindmicos discretos é preciso dar a extensiéon a funciéns de R™ con m > 2 dalgtins
dos resultados e conceptos que xa mencionamos ao longo do traballo.
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Fig. 2.12. Diagrama de drbitas da funcién seno.

2.8.1. Estabilidade en dimension m > 2

Centrarémonos sé no comportamento e resultados a nivel local, coa excepcién da Defi-
nicién [2.40] pois seranos de utilidade na seguinte seccién.

Definicion 2.33. Sexa f : R™ — R™. Diremos que p € R™ é un punto fixo do sistema
dinamico discreto dado por x,; = f(x,) se f(p) =p

Definicidn 2.34. Sexa f : R™ — R™, sexa p € R™ un punto fixo de f e x, € R™. Diremos
que p é:

= globalmente (asintoticamente) estable se

lim x, = l1m f (xo) =p Vx, €R™,

n—,oo

» localmente (asintoticamente) estable se

de>0: lim x, = lim f"(x,) =p Vx, € B.(p),
n—o0 n—soo

onde x, € a condicion inicial e B.(p) := {x € R™ : |x; —p;| < € Vi = 1,2,3,...,n} é a
xeneralizacién do concepto de e-vecifianza, N.(p), a dimensién m.

Para o estudo analitico dos sistemas dindmicos faise uso da linearizacién do sistema me-
diante a expansion en serie de Taylor de cada unha das compoifientes da funcién f nunha ve-
cifianza do punto fixo p. Para un desenvolvemento mais extenso de este procedemento pode
consultarse [8]. Asi, se denotamos f = (f},..., f), X, = (X115, X)) €0 = (P1,-- -, Pm)
o sistema non linear é aproximado localmente nunha vecifianza dos puntos fixos por un
sistema linear

Xp41 =AXx, +B,
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onde _ _
() A . 3AK)
0x1n 0x9p OXmn
Hp KM . D)
A — ax.l,n 3X.z,n ‘ ax-m,n = @f (p)
@) Bfu®) . fu)
| Ox1n 0xgp OXmpn

¢ a matriz xacobiana de f avaliada en p, mentres que

BAOEWS aaf;@)
)= 3T, ),

B= ]lax

m 5fm(p)
| fn(P)— Z] o
€ un vector columna constante.

Asi, temos que o comportamento local do sistema dindmico en vecifianzas dos puntos
fixos vird dado polo comportamento do sistema linear asociado, e consecuentemente, polos
autovalores da matriz xacobiana 2 f (p). Nese sentido, é necesario dar a seguinte Definicién.

Definicion 2.35. Sexa f : R™ — R™ unha funcién ben definida e suave, sexa p € R™ un
punto fixo de f e sexa 2f (p) a matriz xacobiana de f avaliada en p.

» Chamaremos autoespazo estable, E(p), do punto fixo p a

E¢(p) = ({autovectores de 2f (p) cuxos autovalores tefien médulo < 1}).

» Chamaremos autoespazo inestable, E'(p), do punto fixo p a

E'(p) = ({autovectores de Zf (p) cuxos autovalores tefien médulo > 1}).

» Chamaremos autoespazo central, E°(p), do punto fixo p a

E¢(p) = ({autovectores de 2f (p) cuxos autovalores tefien médulo = 1}).

Aqui, a notacién (-) denota 4 envoltura lineal, sendo entén cada un dos autoespazos o subes-

pazo de R™ xerado polos autovectores que cumpren a condicidon sobre o médulo imposta
en cada definicién.

Dado que os m autovectores de Zf (p) xeran todo R™, entdn tense o seguinte resultado,
cuxa demostracién resulta trivial grazas ao aqui mencionado.

Lema 2.36. Sexa 2f(p) a matriz xacobiana de f avaliada no punto fixo p. Ciumprese que
dim E¢(p) + dimE'(p) + dim E°(p) = m
Definicion 2.37. Sexa f : R™ — R™, sexa p € R™ e sexa Z2f(p) a matriz xacobiana de

f avaliada en p. Diremos p é un punto fixo hiperbélico se Zf(p) non ten autovalores de
modulo 1.



24 2.8. Xeneralizacions a dimensién m > 2

A partir de agora, asumiremos sempre (salvo indicacién expresa do contrario) que o pun-
to fixo considerado é hiperbdlico, sendo asi E°(p) = ). Con estes resultados estamos xa en
condiciéns de definir as variedades estables ou inestables localmente, as cales son a contra-
parte non linear dos autoespazos estables ou inestables definidos en [2.35] Primeiro, demos
unha definicién do que entendemos por variedade, que non deixa de ser a xeneralizacién a
dimensién arbitraria dos conceptos de curva (1-variedade) e superficie (2-variedade).

Definicion 2.38. Chamaremos variedade n-dimensional M C R™ ao conxunto de puntos tal
que Yx € M existe unha vecifianza U para a cal existe un difeomorfismo ¢ : R" — U (para
n <m).

Definicidn 2.39. Sexa f : R™ — R™ a funcién definindo a relacién de recorrencia x,; =
f(x,) e sexa p € R™ un punto fixo de f.

» Chamaremos variedade localmente estable, W/ (p), do punto fixo p a

We

loc

(p)={x €U| lim f"(x)=p e f"(x) €U YneN}.

» Chamaremos variedade localmente inestable, WZ’OC

(p), do punto fixo p a

Wi

L (p)={xeUllim f"(x)=pef"(x)€U YneN}.

sendo U = B.(p) e onde f"(x) denota a n-ésima iteracion da relaciéon de recorrencia e
f(x) denota a n-ésima iteracion cara atrds da relacion de recorrencia no caso de que
exista.

Asi, a variedade localmente estable é o lugar xeométrico de todos os vectores x € B.(p)
que se aproximan asintoticamente a p conforme o nimero de iteracions destes vectores
pola funcidén f tende a infinito. De xeito similar, a variedade localmente inestable € o lugar
xeométrico de todos os vectores x € B.(p) que se aproximan asintoticamente a p segundo
o numero de iteracions de f cara atrds tende a infinito.

Definicidn 2.40. Sexa f : R™ — R™ a funcién definindo a relacién de recorrencia x,.; =
f(x,) e sexa p € R™ un punto fixo de f.

» Chamaremos variedade globalmente estable, W*(p), do punto fixo p a

we(p) = [ J{F "W (o)}

neN

» Chamaremos variedade globalmente inestable, Wi(p), do punto fixo p a

wip) = [JU W (o)}

neN

E dicir, a variedade globalmente estable non é outra cousa que a unién de todas as
iteracions cara atrds da funcién f sobre a variedade localmente estable. Analogamente, a
variedade globalmente inestable resulta da unién de todas as iteraciéns cara adiante da
funcién f sobre a variedade localmente inestable.
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O Teorema da Variedade Estable que daremos a continuacion establece a relaciéon entre
autoespazos (estables ou inestables) e variedades (estables ou inestables), nas proximidades
dun punto fixo p. A demostracién pode consultarse en [20].

Teorema 2.41 (da Variedade Estable). Sexa f : R™ — R™ un difeomorfismo de clase €' (f
e f ! son diferenciables) e p € Dom(f) un punto fixo de f. Entén existen variedades localmen-
te estables e inestables, W (p) e Wlioc(p), que son tanxentes aos autoespazos E¢(p) e E'(p),
respectivamente. Mdis ainda, tense que

dim Wy (p) = dim E*(p),
dimW, _(p) = dimE'(p).

E*(p) Wi (p)

Wlf)c (p )

Fig. 2.13. Esquema das variedades estables e inestables e a stia relacion cos autoespazos
correspondentes.

A Figura |2.13| esquematiza o resultado establecido polo Teorema para o caso 2-
dimensional nunha vecifianza dun punto fixo p que é un punto de sela. O seguinte resultado
séguese do Teorema [2.41

Teorema 2.42 (Condicion suficiente para a estabilidade local). Sexa f : R™ — R™ un
difeomorfismo de clase €' cun punto fixo hiperbdlico p € Dom(f). Entdn, p é localmente
(asintoticamente) estable se e so se o modulo de todos os autovalores da matriz xacobiana de
fenp, 2f(p), € menor ca 1.

2.8.2. O expoiiente de Lyapunov en dimension m > 2

Como indicamos na Seccion o expofiente de Lyapunov mide o ratio de separacién
por iteracién entre duas condicidns iniciais. No caso unidimensional resulta sinxelo pois s
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poden separarse nunha direcciéon, mais para o caso m-dimensional pode ocorrer que daas
condicidns iniciais proximas se afasten nunha direccién mentres que noutra se acerquen.
Polo tanto, en lugar de definir un tinico nimero como o expoilente de Lyapunov, vamos a
medir o ratio de separacion entre as condicions iniciais ao longo de m direcciéns ortogonais
Tyees T

A primeira direccién serd aquela ao longo da cal a separaciéon entre condicions iniciais
proximas sexa maxima e denotarémola por r,. A segunda serd escollida como a que maximi-
ce tamén a separacidn de entre as direcciéns que son ortogonais a ry, e denotarémola r,. A
terceira, denotada por rs, serd escollida como a que maximice a separacion e sexa ortogonal
ar; er,, e asi sucesivamente ata ter construidos os m vectores necesarios.

Se consideramos unha esfera m-dimensional de radio un e centro na condicién inicial x,
e iteramos a funcion f sobre os puntos da esfera, tras n iteracions rematamos por obter que
a esfera se transformou nunha figura elipsoidal. Os cambios por iteracién de cada eixo van
ser os numeros de Lyapunov de x,. A Figura ilustra este concepto graficamente para
unha funcién f : R? —» R

fn

/\

Fig. 2.14. Esquema da evolucién dun disco nun elipsoide baixo as iteracions de f, onde x,
¢ denotado por v,. Tomado de [1|].

Para a definicién formal, vamos a substituir a funcién f polo seu xacobiano en x,,
21 (x,), pois estamos interesados no comportamento infinitesimal cerca de x,. Se deno-
tamos J, = 2f"(x,), entén os r{,...,r" antes mencionados son as raices cadradas positivas
dos autovalores de J,,J!, pois os autovalores expresan o factor de escala no que unha lonxi-
tude é expandida ou contraida. Con estes razoamentos estamos xa en condicions de definir
o expofiente de Lyapunov no caso multidimensional.

Definicion 2.43. Sexa f : R™ — R™ unha funcién suave e J, = 2f"(x,). Se denotamos
porr, con k € {1,2,...,m}, & lonxitude do k-ésimo eixo ortogonal mdis largo do elipsoide
{2f™(xy)(X) | Xx € S™} entdn:

(1) O k-ésimo numero de Lyapunov vén dado por

£x) = lim ()¢

-

no caso de que dito limite exista.
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(2) O k-ésimo expoiiente de Lyapunov vén dado por

hy(xo) = Int;(xo),
no caso de que dito limite exista.

Proposicion 2.44. Sexa f : R™ — R™ unha funcion suave con numeros de Lyapunov {£,...,¢,,}.
Enton a contraccion ou expansion media da drea vén dada por

A= ][]

A demostracién deste resultado séguese directamente da Definicién Grazas tamén
a esta Definicién podemos agora estender de maneira sinxela o concepto de érbita cadtica
a funcions de maior dimension.

Definicidon 2.45. Sexa f : R™ — R™ e {x,, x4, ...} unha orbita limitada de f. Diremos que
a Orbita é cadtica se

(1) {xg,xq,...} non é asintoticamente periddica.
(2) Ninguin numero de Lyapunov é exactamente igual a 1.

(3) £,(xg) > 1 (ou equivalentemente, h;(x,) > 0).

Como vemos, unha vez definidos os nimeros e expoiflientes de Lyapunov, a extensioén
da definicion de érbita cadtica resulta andloga ao caso unidimensional, salvo pola segun-
da condicion. Esta, engadida por Yorke, ten a intencién de excluir os casos que presentan
cuasiperiodicidade. Pédese consultar a ese respecto [|1]], concretamente o Exemplo 5.5 da
paxina 199.

2.9. A funcion de Hénon

Nesta seccion imos a ver o seguinte exemplo de sistema caético discreto, e empregaremos
as xeneralizacions antes feitas para afirmar algunhas propiedades do mesmo.

Comecemos por definir os conceptos de atractor e atractor estrafio, pois serannos de
utilidade madis adiante. Estes conceptos son complicados de definir dun xeito rigoroso, e
ainda a dia de hoxe hai certo debate sobre cal deberia ser a definicidon exacta destes termos
[24].

Definicion 2.46. Chamaremos atractor a un conxunto cerrado A verificando as seguintes
propiedades:

(1) A é invariante: calquera dérbita que comeza en A permanece en A.

(2) A atrae un conxunto aberto de condiciéns iniciais: existe U D A, U aberto, tal que se
a condicién inicial x, € U, entén a distancia de x,, a A tende a cero cando n — ©0. O
maior conxunto U verificando esta condicion chamase cunca de atraccion de A.
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(3) A é minimo: non existe A’ C A verificando as condiciéns 1 e 2.

Definicién 2.47. Chamaremos atractor estrafio a un atractor que presenta sensibilidade
respecto das condicidéns iniciais.

A orixe do nome de “atractor estrafio” débese a que estes atractores adoitan ser conxun-
tos fractais. Os termos atractor cadtico e atractor fractal son usados tamén dependendo de
que aspecto do atractor se queira salientar [[24]].

Hénon foi un matemadtico e astrénomo francés que estaba interesado no atractor estra-
flo presente no sistema de Lorenz, no que afondaremos madis adiante na seccién Este
sistema vifia dado polo seguinte sistema de ecuacidns diferenciais:

x'=o(y—x),
y =rx—y—xz, (2.1)
7' = xy — bz.

Hénon mostrou que algunhas das propiedades do atractor de Lorenz podian ser vistas
nunha funcién tan simple como a definida na ecuacién (2.2)), facendo os célculos numéricos
considerablemente madis rapidos e precisos.

(xn+1’.yn+1):(yn+1_ax,21> bxn) (22)

Comecemos explicando que ferramentas empregou Hénon para simplificar o sistema de
Lorenz. En primeiro lugar, en vez de considerar todas as érbitas en R®, considerou sé as
suas intersecciéns cunha superficie 2-dimensional S. Definimos unha funcién T : S — S
da seguinte forma: dado un punto A € S seguimos a traxectoria que se orixina desde A
hasta que interseca novamente a S, punto que chamamos T (A). Asi definida, esta aplicacion
cofiécese co nome de aplicacion de Poincaré. Asi, temos que unha orbita é substituida por un
conxunto infinito de puntos de S e o problema orixinal é reducido ao estudo dunha funcién
f :R* > R2

En segundo lugar, substituimos o sistema de ecuacidns diferenciais por unha funcién
dada por ecuaciéns explicitas, de maneira que se A é cofiecido entén podemos calcular a
sia imaxe de maneira directa, simplificando considerablemente o custo computacional.

Finalmente, s6 queda especificar a funcién concreta dada por Hénon. Este baseouse nos
resultados numéricos de Pomeau [|11] sobre o sistema de Lorenz, que amosaban a forma
na que un volume era deformado. Para simular isto, considerou a seguinte cadea de fun-
ciéns de R? en si mesmo. Consideremos unha rexién de R? alargada ao longo do eixo OX.
Comezamos o proceso de deformacién con

Tl(xz.y) = (Xz.y +1 _aXZ)’

onde a é un parametro que controla o pregado. Agora pregamos madis a rexion mediante
unha contraccién do eixo OX dada por

Tz(X,J’) = (bx; y):
con —1 < b < 1. Finalmente, reorientamos a figura ao longo do eixo OX con

TB(xz.y) = (}’:X)-
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(a) (b) (©) d)

Fig. 2.15. Esquema de como as funciéns Ty, Ty e T3 actilan sobre un rectdngulo arbitrario.
Tomado de [24].

Nas diversas imaxes da Figura podemos ver de maneira esquematica como actian
as funcidns antes definidas. A imaxe baséase no esquema orixinal realizado por Hénon [[11]].

A funcién de Hénon é definida como T (x, y) = T5(T,(T;(x,y))). Se denotamos a (x, y)
por (x,,y,) e a T(x,y) por (X411, Yns1), €0NtON a funcion resultante vén dada pola ecua-
cién (2.2).

Se consideramos T : R? — R? como a definida anteriormente entén tense tamén que:

TGy =| T o= 19T =—b Ve e

A interpretacion deste resultado é sinxela: T; conserva as dreas, T; tamén conserva as
areas pero cambiando o signo e finalmente T, contrae a drea multiplicindoa polo factor
b. Esta propiedade non deixa de ser a contraparte natural de que o sistema de Lorenz ten
diverxencia negativa e constante.

Hénon escolleu os valores a = 1,4 e b = 0,3, pois son para os que o comportamento dos
puntos é o desexado. Hénon xustifica a eleccién de ditos pardmetros basedndose sobre todo
na intuicién e na experimentacion variando os parametros. O principal motivo da escolla
radica en que, a diferencia do atractor de Lorenz, non todos os puntos converxen ao atractor
senon que alguns se van a infinito. Asi, para algtns valores de a semella non haber atractor
de ningun tipo, para outros o atractor é un conxunto de puntos e para outros finalmente
temos o atractor estrafio buscado, o cal podemos observar na Figura realizada en
Matlab. Unha explicacion mais extensa pode ser atopada en [|11]].

Na Figura|2.16] somos capaces de distinguir a condicién inicial (x,, y,) = (0, 0) asi como
as primeiras iteraciéns (x;, y;) = (1,0) e (x,, y,) = (—0,4,0,3) pero o resto de iteracidons xa
se perden dentro do atractor.

No artigo orixinal de Hénon, a maioria das afirmaciéns que este realiza son baseadas
unicamente no calculo numérico. Mediante o aumento do nimero de iteracidons asi como
ampliando a grafica en diversas zonas do atractor en cuestion, Hénon conclte que o atractor
consiste nun conxunto de curvas dentro das cales os puntos se distribiuen densamente, sen-
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Fig. 2.16. Representacion dos primeiros 10000 puntos da funcion de Hénon para a condi-
cién inicial (xg, yo) = (0,0).

do cada curva unha variedade unidimensional. Ademais, tamén proba a existencia dunha
rexion invariante (A é invariante por f se f(A) C A) dentro da cal estd contida o atractor.
Para isto, considerou o paralelogramo de vértices:

A=(—1,33,0,42), B =(1,32,0,133),
C= (1)2457 _0314)) D= (_1JO6J _035)

A imaxe de ABCD é unha rexién limitada por catro arcos de parabola, cumprindo entén
que T(ABCD) C ABCD. Isto podemos observalo na Figura|2.17}, onde R denota ao paralelo-
gramo ABCD.

0.6

0.4_

02 \

—02

—04 -

-15 -1 -05 0 0.5 1 1.5

Fig. 2.17. Rexion invariante da funcién de Hénon. Tomado de [24|].

Para os valores a = 1,4 e b = 0,3, podemos comprobar numericamente que a funcién
de Hénon presenta sensibilidade respecto das condiciéns iniciais. Para iso, partimos das
condicidns iniciais (x,, y,) = (0,0) e (xo + €,y,) = (107%,0) e comezamos a iterar. Como
podemos observar na Figura [2.18] as primeiras iteraciéns son practicamente idénticas, pero
conforme aumenta o niumero delas mais se afasta unha érbita da outra.
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Fig. 2.18. Sensibilidade respecto das condicions iniciais da funcién de Hénon: en azul, as
iteracions con condicion inicial (x, yo) e en vermello, as iteracions con condicion inicial

(XO + 6,}’0)

A funcién de Hénon ten dous puntos fixos dados polas ecuaciéns x = y +1 —ax? e
y = bx. Se resolvemos este sistema temos que

(=B -bPT4a

2a
y = bx.

Substituindo polos valores de a e b antes mencionados temos entén

0,7 = 4/6,09
X=—-"

) = 0’3 5
2.8 Y X

que nos dan aproximadamente os puntos (0,63, 0,19) e (—1,13,—0,34). Este primeiro punto
fixo (ao que a partires de agora chamaremos p) é especialmente interesante pois semella
pertencer ao atractor, como podemos ver na Figura[2.19]
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Fig. 2.19. Localizacién do punto fixo p ~ (0,63, 0,19) dentro do atractor.

Se realizamos os correspondentes cédlculos obtemos que, se denotamos aos autovalores
de 2T(p) como A, e A,, entén |A,| > 1 > |A,|. Polo tanto, o punto fixo hiperbdlico p é
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un punto de sela. Polo tanto, e polo Teorema [2.41] vai haber un conxunto de puntos que
diverxa do punto p (a variedade localmente inestable, W}, (p)) e outro conxunto de puntos
que converxa a p (a variedade localmente estable, W (p)).

Se denotamos por #¢ ao atractor de Hénon, resultados numéricos posteriores ao artigo
orixinal de Hénon semellan indicar que
Wi(p) = .

Ao respecto desta hipotese tense o seguinte resultado para uns determinados valores de a e
b, do que omitimos a proba por ser excesivamente extensa e requirir de moitos resultados
previos. De querer consultala, remitimonos ao artigo orixinal [3]].

Teorema 2.48. Sexa Wi(p) a variedade globalmente inestable de T en p. Entén para todo
¢ < In2 existe un b, > 0 tal que para todo b € (0, b,) existe un conxunto unidimensional E(b)
con medida de Lebesgue positiva verificando para todo a € E(b) que:

(1) Existe un conxunto aberto U = U(a, b) tal que para todo (x,y) € U,
d(T"(x, ), Wi(p)) —=> 0.

(2) Existe un punto (x,,y,) € Wi(p) tal que

a) {T"(xg,¥0)}2, € denso en W'(p).
b) 2T (xg, ¥0)(0,1)[| = €.

Aqui, e para o resto do traballo, || - || denota 4 norma matricial, a cal é unha extension
do concepto de norma vectorial a matrices. E dicir, se consideramos o corpo R e o espazo
vectorial das matrices de m filas e n columnas con entradas en R, R™", entén a norma
matricial || - || € unha norma vectorial en R™" e como tal verifica as propiedades:

= ||A]|>0seA#0c¢e||A]|=0sees6ése A=0.
= ||aA|| = |al - ||A]| para todo a € R e todas as matrices A € R™*".

= ||A+ B|| < ||A|]| + ||B|| para todas as matrices A, B € R™".

Finalmente, imos a concluir a nosa revisién do atractor de Hénon cos seus expofiente de
Lypaunov e, consecuentemente veremos que o atractor de Hénon presenta érbitas cadticas.
Os resultados numéricos foron tomados de [[19], onde se pode ver unha disertacion mais ex-
tensa sobre a computacién numérica dos nimeros e expofientes de Lyapunov. Temos ent6n
que para calquera 6rbita que converxa ao atractor:

0, ~1,52, €, ~0,197.

Polo tanto, o atractor de Hénon contrae as distancias nunha direccién e expadndeas na outra.
Basedndonos na Definicién [2.45| calquera 6rbita limitada e que non sexa asintoticamente
periddica vai ser unha érbita cadtica do atractor de Hénon.

Por tltimo, e polo visto na Proposicion [2.44] temos que a area se contrae por un factor
de
A=£1 'KZNO,BZ b,

coincidindo este resultado co anteriormente mencionado.
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Este segundo capitulo do noso traballo tratard sobre os sistemas dindmicos continuos, os
cales nos resultan mais familiares ao ter tratado con eles ao longo de diversas materias do
grado. Comezaremos proporcionando os resultados e definiciéns coas que traballaremos ao
longo do capitulo e despois veremos o Teorema de Poincaré-Bendixson e a sda relacion co
caos. Finalmente, aplicaremos o visto nas seccions previas aos sistemas de Lorenz e Rossler.

3.1. Conceptos previos

Como xa dixemos, en primeiro lugar imos a dar os conceptos e resultados necesarios
para poder seguir revisando alguns dos exemplos cldsicos da teoria do caos. Ao servir es-
tes simplemente de ponte cara os resultados que queremos tratar darémolos de maneira
esquematica e resumida.

Como xa comentamos na seccién |2.1, nos sistemas dindmicos continuos a evolucién
do sistema vén dada por un tempo continuo. Na préctica, isto vaise formular mediante
ecuacions diferenciais, mais en moitos casos estaremos mais interesados en estudar o com-
portamento das solucions e poder facer afirmacidns sobre elas que en calcular a solucién
explicitamente, pois para sistemas non lineares esta tarefa pode chegar a resultar extrema-
damente complicada.

As ecuacions diferenciais son moi usadas na fisica, cando se trata de modelar sistemas
fisicos como poden ser o movemento dun resorte ou a traxectoria de varios planetas some-
tidos 4s stas propias forzas gravitacionais (cofiecido como o problema dos n corpos). Para o
caso concreto de n = 3, tense o famoso problema dos tres corpos.

Imos a restrinxirnos a sistemas auténomos (independentes da variable dependente), pois
podese probar que todo sistema non auténomo se pode transformar noutro auténomo equi-
valente convertendo a variable independente noutra dependente mais. Por iso, os sistemas
que imos a considerar seran da forma

x"= f(x), (3.1
onde salvo indicacién expresa do contrario, f € ¢ (A, R"), k e N*, n>1eAc R" aberto.

Definicidon 3.1. Sexa A C R" aberto, f : A— R" e I C R un intervalo. Diremos que ¢ : [ —
R™ é unha solucién do sistema [3.1] se:

(1) o) cA
(2) ¢ é diferenciable en I,

() ¢'(t)=f(¢(t)) paratodo t €1.



34 3.1. Conceptos previos

As solucions do sistema reciben tamén o nome de curvas integrais. Unha curva integral dise
maximal se o seu intervalo de definicién non se pode estender.

Definicion 3.2. Sexa ¢ unha curva integral de Chamaremos 6rbita de ¢ a 0(¢) :
¢ (I), érbita positiva de ¢ a 0.(¢) := ¢(I N[0, 00)) e drbita negativa de ¢ a O_(¢) :=
¢ (I N (—0o0,0]).

Teorema 3.3 (de Picard-Lipschitz). Sexa A C R" aberto, f € € (A,R") localmente lips-
chitziana, x € A, t € R. Entdn existe unha tnica solucion maximal ¢, : I, — R" pasando por

(t,x).

Grazas a este Teorema, cuxa demostracion pode ser consultada en [25[], podemos definir
o0 seguinte concepto.

Definicion 3.4. Nas condiciéns do Teorema chamamos fluxo de f a
W —A, (t,x) = ¢p(t,x) = ¢, (1),

onde W := UIX x {x} CR xAe ¢(t,x) denota a curva integral maximal pasando por x
X€A

no instante t.

Vamos a describir agora os conxuntos limite e algunhas das stias propiedades, asi como
a clasificar drbitas en funcién destes conxuntos (en lugar da clésica clasificacion segundo
os autovalores) pois serannos de utilidade de cara ao Teorema Omitiremos as probas
dos resultados, pero poden ser consultados en [[12] ou [25]].

Definicidon 3.5. Sexa x € A verificando que [0, 00) C I,.. Diremos que y € R" é un w-limite
de x se existe (t,),ey — 00 tal que lim ¢, (t,) = y. O conxunto de todos os w-limites de
n—0oo

x imos a denotalo por w(x).
Sexa € A cumprindo que (—o00,0] C I.. Diremos que y € R" é un a-limite de x se existe
(t)pey — —oo tal que lim ¢, (t,) = y. O conxunto de todos os a-limites de x imos a
n——oo
denotalo por a(x).

Observacion 3.6. Dado que se pode probar que os a-limites das érbitas de x” = f (x) son os
w-limites das 6rbitas de x’ = —f (x) e viceversa, todo o que enunciemos a partires de agora
serd para w-limites, sendo tamén vdlido para a-limites.

Definicidon 3.7. Sexa x € A e ¢, unha solucién asociado ao fluxo ¢ pasando por (0, x).
Diremos que (¢, ) é

» un punto de equilibrio, singularidade ou punto critico se 0(¢, ) = {x} e un punto regular
en caso contrario. Ademais, x tamén se di

* un atractor ou pozo se existe unha vecifianza U de x (chamada cunca de atraccion)
tal que w(y) = {x} para todo y € U;

* un repulsor ou fonte se existe unha vecifianza U de x tal que a(y) = {x} para
todo y € U,

* un punto de sela se existe unha vecifianza U de x tal que para todo y € U,
a(y) ={x} ou w(y) = {x}, habendo polo menos un punto en cada caso;
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= unha Jrbita periddica se ¢, é periddica non constante.
» unha drbita homoclinica se a(x) = w(x) ={L}, L # x.
= unha drbita heteroclinica se a(x) = {L,}, w(x)={L,}, L, # L,.

Definicion 3.8. Sexa x* € R" un punto de equilibrio do sistema x’ = f (x). Diremos que x*
é estable se para toda vecifianza V de x* existe outra vecifianza U C V de maneira que toda
solucién ¢ (t) con condicién inicial en U esta definida e permanece en V para todo t > O.
Se U pode ser escollido de forma que ademais de verificar o anterior tamén cumpre que
lim,_, o, ¢ (t) = x* entdn diremos que x* € asintoticamente estable. Se un punto de equilibrio
Xx* non é estable diremos que é inestable.

Definicion 3.9. Sexa ¢, unha solucién asociada ao fluxo ¢ pasando por (0, x). Diremos que
un conxunto U C A é positivamente invariante se 0,(¢,) C U paratodo x € U, negativamente
invariante se 0_(¢,) C U para todo x € U e invariante se 0(¢,) C U para todo x € U.

Proposicion 3.10.

(1) w(x) € cerrado.
(2) w(x) € invariante.
(3) Se x,y € A pertencen d mesma 6rbita, entén w(x) = w(y).

(4) Se U C A é cerrado e positivamente invariante enton w(x) C U para todo x € U (ana-
logamente, se U C A € cerrado e positivamente invariante entén a(x) C U para todo
x eU).

Proposicion 3.11. Sexa x € A. Se ¢,.([0, 00)) (resp. ¢, ((—o0,0])) estd contido nun conxun-
to compacto, enton w(x) (resp. a(x)) é non vacio, compacto e conexo.

3.2. O teorema de Poincaré-Bendixson

Nesta seccion vamos a restrinxir o noso estudo dos sistemas dindmicos ao caso de siste-
mas no plano. Polo tanto, consideraremos A C R? aberto e f € €'(A, R?).

Deste xeito, daremos o enunciado e demostracién do Teorema de Poincaré-Bendixson
e veremos que como consecuencia, non pode haber caos en dimensién m < 2. Imos a pre-
cisar o seguinte resultado, do cal omitimos a demostracién, ainda que tanto esta como a
da version xeneralizada do Teorema de Poincaré-Bendixson que enunciaremos poden ser
consultadas en [25]].

Proposicién 3.12. Sexa 0,.(¢,) C w(y) C K compacto para algiin x € A verificando que
w(x) ten polo menos un punto regular. Enton 0(¢,) € periédica e w(y) = 0(¢, ).

Teorema 3.13 (Poincaré-Bendixson). Sexa A € R? aberto e f € 6'(A,R?). Fixado x € A
supofiamos que w(x) # @ é compacto, conexo e contén unha cantidade finita de puntos de
equilibrio. Enton:
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(1) Se w(x) non contén puntos de equilibrio, entén w(x) é unha orbita periédica.
(2) Se w(x) contén so puntos de equilibrio, enton w(x) € un punto de equilibrio.

(3) Se w(x) contén polo menos un punto de equilibrio e un punto regular, enton w(x) consiste
en puntos de equilibrio e drbitas que os unen.

Demostracion.

(1) Sexa z € w(x) un punto regular. Como w(x) € invariante, entéon 0(¢,) C w(x).
Agora, temos que pola Proposici(')n w(z) Cc 0(¢,) C w(x) C w(x) e como w(x)
sé contén puntos regulares por hipétese e w(z) # @, pola Proposicion [3.12] entén
O(¢,) é periddica e O(¢,) = w(x).

(2) Se w(x) sé contén puntos de equilibrio, temos pola Proposicién que w(x)#0é
conexo. Como € finito por hipdtese, entén é un sé punto.

(3) Sexa z € w(x) un punto regular. Como w(x) é invariante, entén 0(¢,) C w(x). Que-
remos probar que w(z) consiste nun punto fixo, co cal basta con probar que non con-
tén puntos regulares. Se w(z) contén un punto regular, entén pola Proposicién [3.12]
O0(¢,) é periddica e 0(¢,) = w(x), o cal é imposible pois w(x) non conteria puntos de
equilibrio. Polo tanto, necesariamente w(z) s6 contén puntos de equilibrio e razoando
igual que antes, como w(z) # 0 e é conexo, entén w(z) é exactamente un punto de
equilibrio.

O Teorema de Poincaré-Bendixson en esencia determina os posibles comportamentos
dunha drbita limitada no plano. Poden ser puntos de equilibrio, 6rbitas periddicas, ou érbitas
conectando puntos de equilibrio, pero nada mais complexo ca iso é posible, estando isto moi
afastado do concepto que temos de caos.

Este teorema s6 é valido no plano, pois s6 en R? ten validez o Teorema da curva cerrada
de Jordan, necesario para demostrar a Proposicion[3.12] Este Teorema dinos que toda curva
cerrada simple y divide ao plano en duas compofientes conexas disxuntas. Polo tanto, para
sistemas continuos imos precisar de dimensién n > 3 para atopar o primeiro exemplo de
caos, que veremos na seccién [3.4

3.3. O expoiiente de Lyapunov en sistemas continuos

Nesta seccion, estenderemos aos sistemas continuos os conceptos de nimero e expo-
fiente de Lyapunov introducidos na seccién para asi poder dar unha definiciéon de que
entendemos por érbita cadtica no eido dos sistemas continuos.

Ao igual que cando o xeneralizamos a dimensién arbitraria m > 2 o comportamento
local do sistema pode variar ao longo das diversas direcciéons do espazo. Para exemplificar
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isto considerabamos unha esfera e viamos como evolucionaba nun elipsoide conforme rea-
lizabamos iteracidons da funcién. Para sistemas continuos a idea xeral é a mesma, sé que
substituindo as iteraciéns da funcién polo fluxo.

Definicion 3.14. Sexa x’ = f(x) un sistema continuo e ¢ o fluxo asociado. Os niimeros de
Lyapunov (respectivamente, expofientes de Lyapunov) do fluxo ¢(t,x) son definidos como
os numeros de Lyapunov (respectivamente, expofientes de Lyapunov) da funcién ¢ (1, x)
asociada.

O calculo destes numeros resulta dificil pois, en xeral, o valor explicito de 2¢(1,x) é
descofiecido. Temos que

d¢(t,x)

3 = f(¢(t,x)),

e pola regra da cadea

29¢(t,x)
ot
a cal é cofiecida como ecuacion variacional. Pola definicién de fluxo, entén 2¢ (0, x) debe

ser a matriz identidade xa que ¢(0,x) = x. Asi, podemos resolver a ecuacién (3.2)) para
unha érbita dada e asi calcular finalmente os seus nimeros e expofientes de Lyapunov.

=92f(¢(t,x))- 2¢(t,x), (3.2)

Temos entdn a seguinte definicién de érbita cadtica, analoga ao caso discreto.

Definicion 3.15. Sexa x’ = f(x) un sistema continuo e sexa ¢, (t) unha solucién do siste-
ma. Diremos que a sta 6rbita é cadtica se:

(1) E limitada.
2 Eaperiédica.

(3) Ten polo menos un expofiente de Lyapunov positivo.

Que a Orbita sexa aperiddica implica que a drbita non tende a ningin punto de equilibrio
(o infinito queda excluido por tratarse dunha o6rbita limitada) ou 6rbita peridédica cando
t — oo. En termos de w-limites, é equivalente a dicir que este non pode ser unha solucién
periddica, consistir en unicamente puntos de equilibrio ou en puntos de equilibrio unidos
mediante 6rbitas (como no Teorema|3.13)).

Por outro lado, que haxa polo menos un expofiente de Lyapunov positivo implica que
en polo menos unha direccién ddas érbitas con condicidns iniciais proximas eventualmente
se separen tanto como desexemos. E dicir, presenta sensibilidade respecto das condicions
iniciais.

3.4. O sistema de Lorenz

Nesta secciéon imos a estudar o sistema de Lorenz, o cal xa definimos na seccién de
maneira esquematica. Este é, sen lugar a dubida, o mais famoso de todos os exemplos de
comportamento caotico.
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Corria o ano 1963 cando o matemadtico estadounidense E. N. Lorenz formulou por pri-
meira vez o seu sistema, sendo unha drastica simplificaciéon do modelo das correntes de
conveccién na atmosfera formulado previamente por Rayleigh e Saltzman [14]]. Para rea-
lizar os cdlculos computacionais, fixo uso dun procedemento de dobre aproximacion. Os
detalles do procedemento poden ser consultados no artigo orixinal [|14]]. En dito artigo, Lo-
renz explica que estaba especialmente interesado nas soluciéns non periddicas do sistema

x'=o(y—x),
Y =rx—y-—xz, (3.3)
2’ =xy — bz,

derivado do sistema orixinal de 12 variables, mediante a expansién das soluciéns en serie
de Fourier asi como a supresién de variables intranscendentes. o, cofiecido como o nimero
de Prandtl, r, cofiecido como o niimero de Rayleigh, e b son pardmetros do sistema. Ambos
os tres van ser considerados positivos e verificando o > b+ 1, pois neste caso e para valores
de r suficientemente grandes é onde aparece a inestabilidade buscada. Lorenz escolleu no
seu artigo o = 10, b = 8/3 e r = 28 como valores para os parametros, mais nds probaremos
tamén certos resultados en funcién do valor destes pardmetros.

Coa eleccién feita por Lorenz para os pardmetros podemos debuxar as solucidons con
condiciéns iniciais (0,1,0) e (0,—1,0) e que podemos observar na Figura realizada
en Matlab grazas ao cédigo de [27]. Estes debuxos, amplamente cofiecidos incluso fora do
mundo matemadtico, foron o primeiro exemplo no mundo de atractor caotico.

(a) Solucién con cond. inicial (0, 1,0). (b) Solucién con cond. inicial (0,—1,0).

Fig. 3.1. O atractor de Lorenz.

3.4.1. Propiedades do sistema de Lorenz

De xeito similar a como realizamos na seccién trataremos agora algunhas propie-
dades relativas a este sistema. Denotaremos ao sistema (3.3)) por X’ = L(X).

Antes de comezar, é importante notar que este sistema presenta unha simetria natural
dada por (x,y,z) = (—x,—y,2), é dicir, se temos que (x(t), y(t),z(t)) é unha solucién do
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sistema ((3.3]), entén tamén o vai ser (—x(t),—y(t),z(t)). Ademais, tamén se cumpre que o
eixo OZ é invariante: se x =y = 0 entén x’ = y’ = 0.

Como € usual ao tratar con sistemas de ecuacions diferenciais, un bo punto de partida
pasa por buscar os puntos de equilibrio resolvendo o sistema de ecuaciéns L(X) = 0, do cal
obtemos como resultado que os puntos de equilibrio son a orixe (0,0, 0) asi como os puntos
Q.= (£+/b(r—1),£4/b(r—1),r —1) os cales soamente van existir cando r > 1.

Temos que
—-o o 0
9L(x,y,2)=|r—z -1 —x
y x —b

e, consecuentemente, na orixe os autovalores da matriz son

A, =—b, Aoy = %(—(a +1) £ /(o +1)2—40(1—1)).

Para 0 < r < 1 todos os autovalores son negativos, e polo tanto, a orixe € un pozo. Temos
o seguinte resultado.

Proposicion 3.16. Sexa r € [0, 1). Entdn todas as soluciéns do sistema tenden ao punto
de equilibrio (0,0, 0).

Para demostrar este resultado, primeiro é preciso definir o concepto de funcién de Lya-
punov estrita asi como dar o seguinte resultado, de gran importancia pois pode ser aplicado
sen a necesidade de resolver o sistema. A demostraciéon pode ser atopada en [[12].

Teorema 3.17 (de estabilidade de Lyapunov). Sexa x* un punto de equilibrio do sistema
x' = f(x). Sexa L : U — R unha funcidn diferenciable definida nunha vecifianza aberta U de
x*. Supofiamos que se cumpre que

» L(x*)=0e L(x)> 0paratodo x € U\ {x*},

s L:=9L(x)-f(x)<0paratodo x €U\ {x*}.
Enton, x* € estable. Se ademais L satisfai

» [ <0paratodo x €U\ x*

enton x* € asintoticamente estable.

Chamaremos funcion de Lyapunov para x* a unha funcién L satisfacendo os dous primei-
ros puntos. Se ademais tamén se cumpre o terceiro punto, entén diremos que a funcion L é
unha funcidén de Lyapunov estrita.

Demostracion da Proposicion A proba consiste na construcion dunha funcién de Lya-
punov estrita en todo R®. Sexa

L(x,y,2) =x*+o(y*+22).
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Temos entén que

L==20(x*+y*—(1+r)xy)—20bz%
Polo tanto L. < 0 sempre e cando probemos que g(x,y) = x>+ y?>— (1 +r)xy > 0 para
(x,y) #(0,0). Para o eixo OY resulta trivial, mentres que para as rectas da forma y = mux,

glx,mx)=x*(m*—(1+r)m+1),

pero o termo m? — (1 + r)m + 1 é positivo para todo m sempre e cando r < 1 o cal se ten
por hipétese. Asi, g(x,y) > 0 para (x,y) # (0,0) e tense o resultado. [ |

Agora o natural é preguntarse que ocorre segundo crece o pardmetro r por encima de
1. En primeiro lugar, un dos autovalores do xacobiano na orixe pasa a ser positivo, co cal a
orixe pasa a ser un punto de sela. En segundo lugar, os dous puntos de equilibrio P, aparecen
na orixe cando r = 1 e afdstanse del segundo r crece. Temos o seguinte resultado.

Proposicion 3.18. Os puntos de equilibrio Q. son pozos sempre e cando

( (0+b+3))
rell,o| ———|].
o—b—1

Demostracion. Os autovalores de 2L en Q, satisfan
p,(A)=2+1+b+0)A*+b(oc +r)A+2bo(r—1)=0.

Se r = 1 entdn p, ten tres raices: 0, —b e —o — 1. Dado que o > b + 1 todas as raices son
distintas. Polo tanto, para r préximo a 1, p, ten tres raices reais préximas a estes valores.
Por outro lado, p,(A) > 0 para A >0 e r > 1, co cal para polo menos r préximo a 1, as tres
raices de p, deben ser reais e negativas.

Agora, deixamos crecer r e buscamos o valor mdis pequeno para o cal p, ten unha raiz
complexa con parte real cero. Esta raiz debe ser da forma %iw con w # 0 pois p, non ten
raices iguais a cero para r > 1. Resolvendo p,(iw) = 0 igualando as partes real e imaxinaria
a cero tense entén o resultado. |

Para a eleccion realizada por Lorenz de o = 10 e b = 8/3 temos que os puntos de
equilibrio Q, son pozos (e polo tanto estables) para 1 <r < 41—75? ~ 24,74,

E posible realizar un estudo moito mdis extenso do sistema en funcién do valor do pa-
rametro r. Para valores grandes de r, Lorenz comprobou que aparecian orbitas periddicas
estables. Ainda mdis, tamén se produce o fendmeno de duplicado de periodo que xa obser-
vamos na seccion Sorprendentemente, tamén aparece a constante de Feigenbaum, 6.
De querer ler mais ao respecto remitimonos a [23]], onde se tratan en detalle este e outros
aspectos do sistema de Lorenz, mais nés conformarémonos con ver este fenémeno para o
atractor de Rossler na seguinte seccion.

Consideremos agora V(x, y,z) = rx?>+ o y?+ o(z —2r)>. E sinxelo ver que V(x, y,2z) =
v > 0 con v constante define un elipsoide de tres dimensions centrado no punto (0,0, 2r).
Grazas ao resultado que acabamos de probar resulta obvio que para r > 1 deixa de ser certo
que todas as soluciéns do sistema tendan & orixe, pero tense o seguinte resultado, que
nos da informacién sobre o comportamento das soluciéns.
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Proposicion 3.19. Existe v* tal que calquera solucion comezando fora do elipsoide V (x, y,z) =
v* entra eventualmente no elipsoide e permanece dentro del para todo t futuro, é dicir, ¢ unha
rexion positivamente invariante.

Demostracion. Temos que
V=—20(rx*+y*+b(z*—2rz)) = —20(rx*+ y*+ b(z—r)*—br?).
A ecuacion
rx’+y*+bz—r)’=u

define tamén un elipsoide se u > 0. Se ademais u < br2, entén V < 0. Asi, se escollemos v*
o suficientemente grande de maneira que o elipsoide V(x, y,z) = ¥* contén ao elipsoide

rx*+y%+b(z—r)* = br?

no seu interior, entén V < 0 para todo v > v, ]

Por dltimo, vexamos que o sistema (3.3 contrae os volumes. Para iso consideremos D
unha rexion con fronteira suave e sexa D(t) := ¢(t, D) a imaxe de D polo fluxo. Sexa V(t)
o volume de D(t). Entén tense polo Teorema de Liouville que

av .
— = divL(x,y,z)dx dy dz
at D(0)
€, COmOo Xa comentaramos na seccién o sistema de Lorenz ten diverxencia constante

igual a —(o + 1 + b). Polo tanto,

ov
—_— = 1+b)V
Ep (c+1+b)

e integrando temos que V(t) = V(0)e (@+1+2)¢ o cal calquera volume se contraerd a unha
velocidade exponencial a cero.

3.4.2. O atractor de Lorenz

Nesta subseccidn trataremos cos valores para os pardmetros usados por Lorenz: o = 10,
b =8/3 e r = 28. Deste xeito, o sistema presentara un atractor estrafio.

En primeiro lugar, demos unha definicién de atractor para sistemas continuos, sendo esta
andloga 4 dada na seccién[2.9] Como xa comentamos, non hai concordancia na comunidade
matematica sobre cal é a definicién exacta, asi que guiarémonos polo explicado en [|12].

Definicion 3.20. Sexa x’ = f(x) un sistema de ecuaciéns diferenciais en R". Diremos que
un conxunto A é un atractor se

(1) A é compacto e invariante.

(2) Existe un conxunto aberto U D A tal que para cada x € U, ¢(t,x)eUe (| ¢(t,U) =
£20
A.
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(3) (Transitividade) Dados dous puntos x;, x, € A e daas vecifianzas abertas U; de x; en
U, i € {1,2}, enton existe unha curva integral que comeza en U, e pasa a través de
U,.

A propiedade da transitividade, que a primeira vista pode resultar estrafia, é equivalente
4 terceira propiedade da Definicién de atractor da seccién 2.9} pois esta propiedade garan-
tenos que chamemos atractor ao minimo conxunto verificando as outras duias propiedades.
Esta propiedade adoita ser sinxelamente verificable para sistemas no plano, mentres que
para dimensiéon maior pode chegar a resultar extremadamente complexa de probar.

Na Figura [3.1]é importante notar como ainda que as soluciéns tefien un comportamento
inicial moi distinto, eventualmente ambas rematan por comportarse de maneira parecida,
oscilando arredor de dous puntos e permanecendo contidas nunha rexién do espazo, tal e
como proba a Proposicién[3.19} Este debuxo que realizan as soluciéns e ao que parecen estar
todas atraidas € o que se cofiece como atractor de Lorenz. Na Figura [3.2] podemos observar
diversas vistas do atractor proxectado sobre os planos XY, XZ e Y Z, respectivamente.
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(c) Proxeccion no plano Y Z.

Fig. 3.2. Diversos puntos de vista do atractor de Lorenz para a condicién inicial (1,1, 1).
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Cos valores dos parametros antes mencionados, o sistema especifico é:

x'=10(y —x),
y =28x—8y—xz, (3.4)
2’ =xy—=z.

Y73

e grazas ao xa visto, os puntos de equilibrio son a orixe e Q, = (£6+/2,£6+/2,27).

Na orixe, os autovalores son

11:—§, 1232—2:&‘/1201,
3 ’ 2 2

O comportamento nas proximidades da orixe vén dado polo sistema linearizado

A 0 0
Y=|0 A, 0|V
0 0 A

Na Figura[3.3|podemos ver o retrato de fases de dita linearizacién. Nel podemos apreciar
como todas as solucidns que tenden & orixe o fan de forma tanxencial ao eixo OZ, mentres
que o eixo OY é inestable.

Fig. 3.3. Esquema da linearizacion do sistema de Lorenz na orixe. Tomado de [12|].

Para Q., o cdlculo dos autovalores mdstranos que hai un autovalor real negativo e un
par de autovalores complexos conxugados con parte real positiva. A Figura mostra es-
quematicamente o comportamento dunhas curvas integrais partindo das proximidades da
orixe. Na parte dereita, a curva aproximase a Q_ (o punto que estd no centro das espirais
da parte esquerda) e despois afastase do punto en espiral. Por reflexién co eixo OZ, a parte
esquerda comportase igual co punto Q.. Este movemento en espiral arredor dos puntos Q..
podese comprobar observando a proxeccion da solucién sobre o plano XZ na Figura (3.2
Asi, vemos como a solucién xira en espiral arredor dun dos puntos ata que unha vez che-
gada a unha certa distancia del esta se afasta rapidamente en direccién ao outro punto de
equilibrio, repetindose este proceso indefinidamente e creando asi o caos buscado.
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Fig. 3.4. As curvas integrais movéndose arredor dos puntos de equilibrio Q.. Tomado

de .

3.4.3. O expoiiente de Lyapunov do sistema de Lorenz

E sinxelo comprobar numericamente como o sistema de Lorenz presenta sensibilidade
respecto das condiciéns iniciais dun xeito andlogo ao que fixemos co atractor de Hénon. Para
tal fin, se consideramos as condiciéns iniciais (0,2,0) e (0,2 + 107%,0) e representamos a
coordenada x nunha serie de tempo (¢, x(t)), obtemos un gréfico como o da Figura|[3.5] Nel
podemos observar como ainda estando as condicions iniciais moi proximas, eventualmente
afastanse conforme t crece.

20 T T T T

15 .

10 - 1

X(t)

-10

.15 + 4

_20 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500

t

Fig. 3.5. Sensibilidade respecto das condicidns iniciais no sistema de Lorenz: en azul, a
solucién x(t) con condicién inicial (0,2,0) e en vermello, a solucién x(t) con condicién
inicial (0,24 107%,0).

Para o sistema de Lorenz, cdlculos numéricos tomados de [[10]] amosan que os expofientes
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de Lyapunov son
h, ~ 0,905, h,~1,5-107°, h, ~ —14,57.

para os valores clasicos dos parametros. Con isto e pola Definicion [3.15] temos entén que
as orbitas do sistema de Lorenz van ser cadticas.

De xeito similar ao atractor de Hénon, o atractor de Lorenz contrae as distancias nunha
direccion e expandeas en outra. O expofiente h, € moi préximo a cero mais polo seguinte
resultado sabemos que debe ser exactamente igual a cero e que ese valor se debe a erros de
redondeo asi como numéricos.

Proposicién 3.21. Dado un sistema auténomo x’ = f(x), toda érbita limitada debe ter un
numero de Lyapunov igual a cero ou en caso contrario deberd ter un punto de equilibrio no seu
w-limite.

Demostracién. Sexa x’ = f(x) un sistema auténomo e ¢ o fluxo. Dada unha condicién
inicial x € R", se temos que w(x) non contén ninguin punto de equilibrio, entén f (¢ (t, x)) #
0 para t > 0. Temos tamén que f (¢ (t,x)) esta limitada para todo t > 0, logo van a existir
b,B > 0 tales que

0<b<|lf(e(t,x)ll<B

para todo t > 0, onde novamente || - || denota a norma matricial. Se agora denotamos por
r(n) a expansion na direccién de f(x) tras n unidades de tempo entén temos que

0< lim 1lan lim 1lnr(n)S lim 1lnBSO.

n—oo n n—oo n n—oo n

Polo tanto, o expofiente de Lyapunov na direccion tanxente & drbita é cero. [ |

Analogamente ao feito para o atractor de Hénon é posible comprobar cos expofientes
de Lyapunov que o valor de e ™2*hs & jgual 4 velocidade 4 que se contrae un volume dado,
calculada na subsecciéon Temos entén que

ehithoths o1 15662 -107°, e (0 5 1,16049 - 107°.

3.4.4. Un modelo do atractor de Lorenz

Madis ald dos resultados numéricos proporcionados por Lorenz, habia unha carencia de
probas matematicas rigorosas sobre o atractor. Neste contexto, os matematicos estadouni-
denses John Guckenheimer e Robert Williams formularon un modelo xeométrico para o
atractor de Lorenz, o cal describiremos de xeito esquemadtico. De querer consultalo en deta-
lle, remitimonos ao artigo orixinal [|9]].

Partindo da superficie T que pode ser observada na Figura[3.6] describiron T en termos
do seguinte sistema linear de ecuaciéons diferenciais:

x' = ax,
g’ =—cz,
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Fig. 3.6. Superficie T de partida. Tomado de [9]].

onde a, b, ¢ son escollidos de xeito que 0 < ¢ < a < b. A continuacién, denotaron por
S ao cadrado superior de T, dado por 2 =1 e x,y € [—1/2,1/2], e con condicién inicial
(X0, Yo, 1) en S resolveron o sistema [3.5| obtendo a solucién

—_ at
x = xqe,
Y =y ™,
gz =¢ °t,

O tridngulo de T que podemos observar & dereita na Figura|3.6/alcdnzase no plano x =1,
de xeito que a orbita interseca este plano cando
x=1,
_ bl 1
Y =YoXy = YoXp O<X0§§;
c/a

J— J— S
Z2=X, =Xp O0<s<1l<u.

onde as ecuacions para o caso x, € [—1/2,0) son andlogas.

A continuacién a 6rbita mévese de xeito que leva o tridngulo nun subconxunto de S,
como podemos ver na Figura (3.7

Fig. 3.7. Esquema da evolucién de T polo fluxo. Tomado de [|9)].

Tras isto, impofien que a aplicacion de Poincaré F : S — S sexa da forma

F(xo,Y0) = (f (x0), H(x¢, ¥0)),
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. e 1 -1
onde a funcién H verifica que H(x,,y,) > 7 se xo > 0 e H(xq,Yo) < ” se xo <0,ea

funcién f satisfai:

(1) f(0")=—-1/2e f(07)=1/2.
(2) f'(x)> V2 paratodo x €[—1/2,1/2].
3) f(x)e(—1/2,1/2) paratodo x € [—1/2,1/2].

Asi, esta aplicacion describe un fluxo que presenta un atractor de Lorenz.

Dun xeito semellante a como realizou Hilbert a comezos do século XIX, no ano 1998
o matemadtico estadounidense Stephen Smale publicou un artigo onde se recollian os que
el cria que serian os problemas matematicos do seguinte século [22]]. Entre os problemas
propostos recollense alguns dos famosos “problemas do milenio”: a hip6tese de Riemann, a
conxectura de Poincaré, a ecuacion de Navier-Stokes...

O problema numero 14 desta lista involucra ao atractor de Lorenz, e Smale enunciouno
como segue (a pesares de non estar Yorke involucrado na creacién do atractor xeométrico):

“E a dindmica das ecuaciéns diferencias de Lorenz a mesma que a do atractor
xeométrico de Lorenz enunciado por Williams, Guckenheimer e Yorke?”

A resposta a esta pregunta non tardou demasiados anos en ser dada, pois no ano 2002
o matemadtico australiano Warwick Tucker probou a sda veracidade, nun artigo extenso e
cuxa demostracion fai uso da aritmética de intervalos. Antes de dar o enunciado formulado
por Tucker é preciso dar a definicién de medida SRB. Foi tomada de [|17]], no cal tamén é
mencionado o atractor xeométrico de Lorenz.

Definicidon 3.22. Sexa (X, ) un espazo medible e sexa f : X — X unha funciéon medible.
Diremos que unha medida u en (X, X)) é invariante por f se para todo conxunto medible
ACY,

u(f ~1(A) = u(A).

Definicion 3.23. Sexa M unha variedade e f : M — M. Diremos que a medida invariante
por f, u, € unha medida SRB se existe un conxunto B C M de medida de Lebesgue positiva
tal que para todo x € B

RN
lim —Zso(f(x))=f pdp
n—oo n = v
para todo ¢ : M — R continua. O conxunto B é chamado cunca de atraccion de u.

Para un fluxo ¢ : M — M a definicién é

1

T
lim —f h(qb(t,x))dt:Jhd,u
T—oo T o

para todo h : M — R continua.

Con esta Definicién, xa podemos enunciar o resultado probado por Tucker en [26]].
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Teorema 3.24. Para os valores cldsicos dos pardmetros, as ecuacions de Lorenz admiten un
atractor estrafio robusto, .«/. Ademais, o fluxo admite unha tnica medida SRB, u,, tal que

sop(p,) = ..

3.5. O atractor de Rossler

O atractor de Lorenz leva desde o seu descubrimento sendo amplamente estudado, des-
cubrindose resultados sobre el incluso nos tultimos anos. Porén, na época do seu descubri-
mento os estudos sobre o atractor de Lorenz eran complicados de realizar debido 4 im-
posibilidade de computar unha aplicacién de Poincaré para este sistema. Neste contexto
puxose de manifesto a necesidade de proporcionar sistemas mais simples que, a pesares
desta maior simpleza, retivesen certas propiedades do atractor de Lorenz. Algunhas destas
simplificaciéns son o atractor de Hénon estudado na seccién[2.9ou o modelo xeométrico de
Guckenheimer mencionado na subseccion Outro exemplo foi dado polo bioquimico
alemdn Otto Rossler no ano 1976.

Rossler explica en [21]] que o que el buscaba reter do atractor de Lorenz era o movemen-
to en espiral das Orbitas arredor dos puntos de equilibrio e ao mesmo tempo simplificalo
basedndose na simetria do sistema. Asi, proporcionou o sistema

x'=—(y +2),
Y =x+ay, (3.6)
2’ =b+z(x—c),

onde os parametros do sistema foron escollidos como a = b = 0,2 e c = 5,7. A diferencia do
sistema de Lorenz, este sistema presenta un s6 termo non linear, zx, mentres que o sistema
de Lorenz presenta dous, xz e xy. Tamén € importante resaltar que este sistema non modela
ningtin proceso fisico como si trataba de facer o de Lorenz. E, en palabras de Rossler, “un
modelo dun modelo".

De igual xeito que co atractor de Lorenz, na Figura podemos ver unha solucién do
sistema de Rossler para a condicién inicial (0,0,0) e a elecciéon de parametros feita por
Rossler, asi como as proxeccions de dita solucién nos planos XY, XZ e YZ.

Podemos observar como en lugar da oscilacién arredor dos dous puntos fixos Q. do
atractor de Lorenz aqui a solucién semella formar unha especie de banda de Maobius [[21]].
Asi, a soluciéon mdévese en espiral cara féra sobre o plano XY seguido por un movemento na
direccién do eixo OZ e rematando cunha reinsercién no plano XY.

3.5.1. Comportamento do atractor de Rossler

Os sistema de Réssler ten dous puntos de equilibrio para ¢? > 4ab dados por P, =
(—ap1,p1,—p1) € P, = (—apy, ps, —p,) sendo

—c—+/c2—4ab » _ —c++vc2—4ab
2a ’ 2T 2a )

P1=
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y(t) 0 -0 () -10 5 0 5 10 15
(1)

(b) Proxeccién no plano XY
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(c) Proxeccién no plano X Z. (d) Proxeccién no plano YZ.

Fig. 3.8. Diversos puntos de vista do atractor de Rossler para a condicién inicial (0, 0, 0).

Se c? = 4ab entén o sistema ten un s6 punto de equilibrio.

Con respecto 4 estabilidade destes puntos tense o seguinte resultado, do cal omitiremos
a proba por estar féra do dominio deste traballo, pero pode ser consultada en [[2]].

Proposicion 3.25. O punto P, é sempre inestable e P, é estable se e s se 0s pardmetros a e ¢
pertencen a S; = {(a,c)la < 1,c > 2a} oua S, = {(a,c)la € (1,v2),c € (2a,2a/(a®>—1))},
e o pardmetro b satisfai que

by(a,c) < b < bg(a,c),

sendo
o2
b.(a,c):=—,
fae) ="
a(2—a*+ca®+2a*—ca+c?+(c—a)va® —4a* + 2ca® — 4a? + c2)
by(a,c) := .

2(az +1)2

En lugar de afondar mais nas propiedades do sistema como fixemos para o de Lorenz,
conformarémonos con comprender o comportamento do sistema de Rossler centrando a
nosa atencién no plano XY, tal e como se realizou en [[1]]. Asi, para valores de z préximos
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a cero temos que a solucidn se afasta da orixe en espiral e permanece cerca do plano XY
mentres X sexa menor ca ¢, pois a terceira ecuacion ten un coeficiente negativo para z.
Cando x crece por enriba de c, entdn z pasa a ter valores positivos grandes o cal interrompe o
crecemento de x debido ao termo z negativo na primeira ecuacion do sistema. Esta dindmica
entre as variables x e z é a que produce que a drbita se mantefia limitada no espazo, tal e
como vemos na Figura|3.8

3.5.2. Fendémeno de duplicado do periodo

A Figura [3.9/ amosa as proxecciéns no plano XY do atractor para diversos valores de ¢
(estando a = b = 0,2 fixados). Para ¢ = 2,5 o atractor consiste nunha drbita periddica. Se
aumentamos o valor de c¢ ata 3,5, agora a érbita da duas voltas antes de volver ao punto
de partida, de xeito que o periodo agora é aproximadamente o dobre ca antes. Para ¢ = 4,
a 6rbita agora dd 4 voltas e en consecuencia, o periodo é agora de aproximadamente 4
veces o periodo orixinal. Deste xeito é como se produce o fendmeno de duplicado de periodo
en sistemas continuos. Tras mais duplicados de periodo segundo aumentamos o valor de ¢
chegamos finalmente ao atractor estrafio que podemos observar para ¢ = 5.

14 +14a

—14 —14
—14 x +14 —14 + +14
+14 +14
c =4 1 c =5
= = 1
4
+
—14 —14
—14 ~ +14 —14 x +14

Fig. 3.9. Atractor de Réssler para diversos valores do pardmetro c. Tomado de [24].

E posible facer un diagrama de 6rbitas para o sistema de Rossler, de xeito semellante ao
realizado para sistemas discretos. Asi, para cada valor de ¢ no eixo horizontal representamos
os maximos locais da variable x da solucién. Asi, unha drbita de periodo T terd un s6 maximo
local mentres que unha érbita de periodo aproximado 2T terd dous maximos locais, etc. O
atractor cadtico presentard enton infinitos maximos locais debido a sda estrutura fractal.

Na Figura podemos observar o diagrama de érbitas mencionado previamente e
comprobamos que ten unha estrutura semellante aos diagramas xa vistos ao longo do tra-
ballo. E importante notar como tamén aparece a venté periédica de periodo tres antes de
dar paso ao caos, como xa vimos polo Corolario [2.12]
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Fig. 3.10. Diagrama de drbitas do sistema de Rossler para a = b = 0,1. Tomado de






4. Bibliografia empregada

Para rematar, comentaremos brevemente a bibliografia que foi empregada na elabora-
cién deste traballo.

A maioria de definicions e resultados foron tomados de [[1,/6,/12,24,25]], por seren refe-
rencias moi amplas e que abranguen moitos temas relativos 4 teoria do caos e o estudo de
sistemas dindmicos, dos cales tamén foron tomadas en ocasiéns imaxes e esquemas cunha
finalidade ilustrativa.

Por outro lado, algtin resultado puntual foi tomado do artigo orixinal onde este era
probado, como € o caso de [2-4,7,13,/16,/17,26].

En ocasidns, remitimonos aos artigos orixinais dos autores onde se facia a presentacion
do atractor cadtico en cuestion, como son [[11,(14,21].

As referencias [[18,27] foron usadas para desefiar os cdigos necesarios para representar
imaxes e grdficas usadas ao longo do traballo, as cales son na stia maioria de realizacién
propia. Entre os programas usados para este fin estiveron Maxima, Matlab e Geogebra.
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