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Prefacio

Este traballo correspondese cos apuntes da materia “Matematicas e Estatistica I1” do
Grao de Farmacia da Universidade de Santiago de Compostela. A versién mais actualizada
pode atoparse en lina na direccion

http://xtsunxet.usc.es/carlos/matematicas2/

Estas notas estan parcialmente baseadas nos apuntes da materia elaborados polos
profesores Enrique Macias Virgds e Antonio Mariano Gémez Tato. O libro de referencia
¢ [1]. Os exercicios estan na sia meirande parte adaptados de [1] e de [2].
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Capitulo 1

Preliminares

A Estatistica é a rama das Matematicas que estuda e interpreta os procesos aleatorios,
para permitir deducir propiedades dunha poboacion a partir dun subconxunto pequeno
da mesma. Ademais de ter un corpo formal como parte das Matematicas, a estatistica
¢ a mitdo empregada noutras ciencias co obxectivo de permitir establecer correlacions e
dependencias entre diversos fendémenos fisicos ou naturais.

1.1. Estatistica descriptiva

A estatistica descriptiva é a técnica matemédtica que organiza e describe un conxunto
de datos co proposito de poder entendelos con méis facilidade. A continuacién presentamos
algins conceptos relevantes na estatistica descriptiva.

1.1.1. Tipos de datos

Os datos poden ter diversa natureza:

= Datos nominais, que son etiquetas para distinguir a uns de outros, como as pro-
vincias de nacemento.

= Escalas ordinais, nas que se asigna unha orde, pero na que o ntimero en si non
ten relevancia, como a posiciéon dun competidor nunha liga.

= Escalas de intervalo, que son medicions cuantitativas nas que se mide a diferencia
entre ddas variables, como a temperatura en graos Celsius.

= Escalas de razon, que son escalas de intervalo cun cero absoluto, como a tempe-
ratura en graos Kelvin.

1.1.2. Precision

A precisién entenderémola como o numero de cifras representativas empregadas para
expresar unha medida. Ainda que neste curso non faremos especial fincapé neste tema,
convén ter en conta que os erros de precision nos nimeros se van propagando a medida
que imos facendo operaciéns aritméticas. Para certos calculos (p. ex. o coeficiente de
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Problema

\/

Plantexamento do problema
(obxectivos e medios)

\/

Modelo estatistico
(calculo de probabilidades)

\/

Recollida de informacién mostral
(técnicas de mostraxe, desefio de experimentos)

\/

Depuracion dos datos
(analise de datos)

\/

Estimacién dos parametros
(teoria da estimacién)

\/

Contrastes de simplificacién
(contraste de hipoteses)

\/

Critica e diagnosis do modelo
(andlise de datos)

\/

non . .
¢E o0 modelo axeitado?
* si
Cofiecemento cientifico
Previsions Decisions

Figura 1.1: Diagrama de fluxo do método estatistico

correlacién (Subseccién 6.1.2)) é necesario empregar unha cantidade suficiente de decimais
para non chegar a resultados absurdos.

1.1.3. Medidas de tendencia central

= Moda: valor mais frecuente.

= Mediana: valor Md tal que, unha vez ordeados os datos, divide a estes pola metade.



Estatistica descriptiva 3

= Media: é unha medida para datos obtidos como escalas de intervalo ou de razon, e
que vén definida do seguinte xeito:

RS L
i=1

n n

Observacion 1.1. A media e a mediana dan lugar a medidas similares en variables que se
distribiien de xeito aproximadamente normal, como as alturas e os pesos dos seres vivos
dunha determinada especie, ou os erros de mediciéon. Para outro tipo de variables poden
dar resultados moi distintos. Ainda que a media goza de méis popularidade e é sinxela de
entender, hai ocasions en que a mediana resulta moito maéis informativa e veraz.

capita

. . renta
mediana media

Por exemplo, en términos econémicos, a media soe dar informaciéon moi distinta a4 me-
diana. Unha medida habitual da economia é o producto interior bruto, ou a renta per
capita. Esta tltima, que vén a ser unha media das rentas das persoas dun pais, esta ses-
gada cara as élites dos ricos. Se por exemplo o 90% da xente perde poder adquisitivo,
pero o 10% dos ricos se convirten en moito mais ricos, é perfectamente posible que a
renta per capita aumente, dando impresion de que a economia mellora, a pesar de que
6 90% da poboacién lle vai peor. Non obstante, a mediana reflicte moito mellor a eco-
nomia da maioria da xente, xa que nos da a renta que divide & poboacion en dias metades
do mesmo tamano: a metade da poboacion ten unha renta inferior a esa cifra, e a outra
metade, superior. No caso anterior, a mediana da renta disminuiria, xa que a maior parte
da xente perde poder adquisitivo. Con esta medida quedaria mais claro que é o que lle
pasa 4 meirande parte da poboacién.

1.1.4. Medidas de posicién

» Cuartis: andlogo 4 mediana, pero dividindo a distribucién en cuartos @1, @5 e Q3.

= Percentis: andlogo 4 mediana e 6s cuartis, pero dividindo a distribucién en cen
partes.

1.1.5. Medidas de dispersion

= Rango: diferencia entre o méaximo e o minimo.



4 Preliminares

Amplitude intercuartil: diferencia entre Q3 e ).

Desviacién mediana: mediana de | X — Md)|.

Varianza:

> (X - X)? ZX2 X’

3\'—

Desviacion tipica: raiz cadrada da varianza.

Cuasi-varianza:

Cuasi-desviacion tipica: raiz cadrada da cuasi-varianza.

Salvo que se especifique o contrario, neste curso asumiremos que s denota a cuasi-

desviacion tipica, e s? a cuasi-varianza.

Proposicién 1.2. Séquese das formulas anteriores:

» A wvarianza, a cuasi-varianza, a desviacion tipica e a cuasi-desviacion tipica non
poden ser negativas.

» Son cero se e so se tédolos datos son iguais ¢ media.

1.1.6. Transformacion de datos

Se Y = aX + b entdn,
Y =aX 40,
2
Sn,Y =a Sn,X7
Spy = |alsy, x-

A mitdo se empregan cambios para modifica-la media e a varianza:

» Puntuaciéns desviadas: z = X — X. Asi, 7=0¢ s,,, = s, x-

» Puntuaciéns tipificadas: z = - 1X (X —X). Asiz=0es,,=1

1.2. Variables aleatorias

Unha variable aletoria pode describirse informalmente como unha variable que mide
unha determinada caracteristica numérica dunha poboacién, de xeito que os seus valores
dependen do resultado dun experimento aleatorio. o) longo desta seccién suporemos que
X ¢é unha wvariable aleatoria absolutamente continua, o que vén a querer dicir que dita
variable toma os seus valores nun intervalo.

Toda variable aleatoria ten asociada unha funcién de distribucién que vén dada
por F(x) = P(X < x), é dicir, F(x) é a probabilidade de que a variable aleatoria X tome
un valor menor ou igual ca z.
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A funcién de densidade dunha variable aleatoria absolutamente continua é a deri-
vada da stia funcién de distribucion, f(z) = F'(x).

A 4rea baixo a grafica da funcién da densidade nun determinado intervalo [a, b] expresa
a seguinte probabilidade:

Pla< X <b)= /abf(x)dx.

En particular, P(X < b) = F(b) = [°. f(z)dz.

Neste curso calcularanse moitas veces probabilidades do estilo
P(X > x) :/ f(z)dx.

A funcién P(X > z) = 1 — F(z) tamén se lle chama funcién de supervivencia da variable
aleatoria X.
A media ou esperanza de X definese como

+oo

E(X) :/ xf(z)de.

A media ou esperanza da distribucién dendtase por .
A varianza de X definese como

+oo
VX) = [ (e - pPf@)de = B(X?) - B(X)*
—0o0
A varianza dunha distribucién denétase por o2, e o denotara a sta desviacion tipica.

O seguinte teorema da unha idea de como se concentra a probabilidade dunha variable
aleatoria arredor da media, sexa cal sexa a sua distribucién.

Teorema 1.3. (Desigualdade de Chebyshev) Para unha variable aleatoria X satis-
faise

1
PX =l > ko) < o5
Por exemplo, poniendo k& = 2 na desigualdade de Chebyshev, obtemos P(|X — u| >
20) < 1/4, é dicir, que polo menos tres cuartas partes da probabilidade dunha variable
aleatoria arredor da media estdn contidas entre (u — 20, + 20).

1.2.1. Distribucién normal

O exemplo mais cofiecido e mais util de variable aleatoria continua vén dado pola
distribucion normal ou campéd de Gauss de media p e desviaciéon tipica o. Dendtase por
N(p,0) e esta definida mediante a funcién de densidade

1 _ (u)z
x) = e s ).
fz) = —%

A funcién de densidade da distribuciéon normal esta definida e é positiva en toda a
recta real. Ademais, é simétrica respecto da suia media.

A distribucién normal apareceu como un xeito de estima-las desviaciéns debidas a
erros de medida. Tal propiedade esta xustificada matematicamente polo teorema central
do limite:

=
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Figura 1.2: Distribucién normal estandar

Teorema 1.4. (Teorema central do limite) O promedio de moitas variables alea-
torias arbitrarias independentes e coa mesma distribucion ten, aproximadamente, unha
distribucion normal.



Capitulo 2

Introducion a inferencia estadistica.
Estimacion

2.1. Poboacion e mostra

A poboacién é o conxunto de individuos ou obxectos que queremos estudar.

A nosa hipdtese de partida é que a nosa poboacion ten unha caracteristica que pre-
tendemos estudar (por exemplo, estatura, peso, etc.) que segue unha distribucién da que
conecemos a sta forma xeral (modelo) pero da que desconecemos os seus parametros. Por
exemplo, sdbese que a estatura segue (aproximadamente) unha distribucién normal, pero
non cofiecemos nin a media nin a desviacion tipica dunha poboacién dada.

Unha mostra aleatoria é un experimento consistente en tomar n individuos da poboa-
cién. Suporemos que a mostra aleatoria se consigue extraendo individuos de xeito inde-
pendente, de modo que tdédolos individuos tenan a mesma probabilidade de ser elexidos en
cada momento. Por tanto, construimos asi n variables aleatorias X1, ..., X,, independentes
e coa mesma distribucién de probabilidade ca da poboacién. Nétese que despois de face-lo
experimento teremos uns valores concretos zq, ..., x,, pero mentres desenamo-lo experi-
mento eses resultados son desconecidos e por iso son tratados como wariables aleatorias
en vez de como ntimeros; en efecto, antes de realiza-lo experimento estamos extraendo un
individuo desconecido da poboacién, e por tanto, a caracteristica que lle estudamos ten a
mesma distribucion cd da poboacién. Dise que n é o tamano mostral, e que X4, ..., X,
¢ unha mostra aleatoria simple.

E imposible, sen empregar teoria da probabilidade, decidir de xeito cientifico o tamano
mostral. Por iso diremos que este é n, e mais adiante intentaremos decidir como se calcula
de xeito concreto este valor.

Un estatistico é unha funciéon dunha mostra aleatoria simple que expresa unha de-
terminada caracteristica da mostra. Son exemplos de estatisticos a media, a varianza, a
cuasivarianza e outras medidas que definimos con anterioridade.

Un estimador puntual é un estatistico que toma valores no espazo de parametros. A
sta mision sera a de aproximar un parametro. Un estatistico que ten como mision estimar
un parametro # denotase 4. Por exemplo, se a poboacion segue unha distribuciéon normal
N(p,0), i serd un estimador puntual da media, e & un estimador puntual da desviacién
tipica.

Existen varios xeitos de escoller estimadores puntuais. Neste curso non enfatizarémo-la
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Poboacion Mostra Estimador

stia construccion, pero si que prestaremos atencién a estimadores insesgados (aqueles para
os que a stia media coincide co valor do pardmetro que se pretende estimar) e consistentes
(aqueles para os que o erro de medida se aproxima a cero cando o tamano da mostra
tende a infinito).

Cando temos uns datos para unha mostra concreta, un estimador puntual ddnos unha
aproximacion do parametro que pretendemos estimar. O problema dun estimador puntual
¢é que non temos idea de se o valor obtido esta preto ou lonxe do valor real. Seria interesante
ter unha idea do erro cometido coa estimacion e acotar probabilisticamente ese erro. Para
iso empréganse os chamados intervalos de confianza.

Chamase intervalo de confianza a un par de estatiticos 17 e 15, entre os cales se
estima que estara certo parametro desconecido 6 dunha distribucién, cunha certa proba-
bilidade de acerto determinada pola condicion

P<T1(X17 aXTL) S 0 S TQ(Xb aXTL)) Z 11— «,

ou ben,

P<9 € [Tl(Xl,... LX), To(X, ... ,Xn)D >1—a,

onde X, ..., X,, é unha mostra aleatoria simple. A probabilidade de éxito na estimacion
1 — o denominase nivel de confianza. Nestas circunstancias, « é o erro aleatorio ou
nivel de significacion.

Na descripcién dun intervalo de confianza falase de que a probabilidade de que un
parametro estea entre dous estatisticos sexa 1 — «a. Esta ¢ a formulacién correcta do
problema e o xeito de construi-lo intervalo a nivel tedrico. Para datos concretos dunha
mostra, os estatisticos transférmanse en dous valores entre os que se cre que o parametro
buscado esta con confianza 1 — «. Insistimos en que para valores concretos se fala de
confianza, non de probabilidade. Se por exemplo o = 0,1, temos unha confianza do 90 %
de que o valor real se atope no intervalo calculado, é dicir, que en 90 de cada 100 mostras
o intervalo contera o valor real. Non se pode falar de probabilidade con datos concretos,
xa que non hai variables aleatorias e todolos valores son xa conecidos.
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2.2. Estimaciéon da media poboacional

O problema que tratamos de resolver nesta seccion é o de estima-la media dunha
poboacién que sabemos que segue unha distribuciéon normal de media p e desviacion
tipica o (que en principio son o que queremos estimar). Para iso extraemos unha mostra

aleatoria simple X1, ..., X,.
2.2.1. Estimacion puntual

Un xeito obvio de estima-la media da poboacion é emprega-la media da mostraxe.

Definicién 2.1. A media da mostraxe é o estimador puntual i = X, onde

— 12
Como Xj, ..., X,, tefien a mesma distribucién N (u, o) e son independentes, temos
- — 0’2
BX) =p, V(X)) ="

Debido a estas duas propiedades, a media mostral é un estimador insesgado e consistente.

2.2.2. Estimacién por intervalos: conecida a varianza poboacio-
nal

Suponiamos que a distribucién poboacional segue unha distribucién normal N (u, o)
onde a varianza o2 é conecida.

Definicion 2.2. Se Xy, ..., X,, € unha mostra aleatoria simple, entén tomamo-lo estatistico
X —p
a/v/n

que segue unha distribucién normal estandar Z = N(0, 1).

Z

Fixemos agora un nivel de significacién o (ou un nivel de confianza 1 — «).

Como a distribuciéon normal é simétrica respecto da media, o noso intervalo de confian-
za tomarémolo da forma [7 —e, X + 6} ,onde € é o erro arredor da media que permitimos
cometer. Asi pois necesitamos

PpelX—eX+¢)=1—a.

Tomamo-lo valor Z, s para o que P(Z > Z,/5) = a/2.
Asi pois témo-la cadea de igualdades
1—04:P(|7—,u\§ e)
€ X —pu €
= P(— < <
( o/vyn — o/y/n U/\/ﬁ>

:1—2P(Z> 0/6\/5)’
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a2 a2

~Za2 Zaj2

Figura 2.1: Valor para determina-lo intervalo
de confianza

de onde se deduce Z,/» = —~. Despexando ¢, témo-lo intervalo de confianza
/2= o/vn

{X oo, X+ Zosa

i vl

Observacion 2.3. Equivalentemente, resulta mais sinxelo recordar que a partir do estatisti-
co o intervalo de confianza se obtén despexando p da inecuacién

X —p
o/vn

S Za/Q;

ou ben,

< Za/g.

°/2 = /f

Outro xeito de escribi-lo intervalo de confianza ante-
rior (aproveitando a simetrfa do mesmo) é mediante a

expresion
X+ Za/zi- Regras para manipular
inecuacidns
Problema 2.4. Desexamos estima-lo niimero medio de la- Sexan z, y niimeros.
texos por minuto para unha certa poboacién. Para iso | Supoiiamos x < 3.
elixense aleatoriamente 15 individuos e obténiense os se- | Para calquera a,
guintes resultados: r+a<y+a.
Se a > 0, entén ar < ay.
8 95 70 97 81 Se a < 0, entén ax > ay.
8 102 75 78 85
115 80 98 101 92

Suponendo que a distribuciéon da poboacién é normal
con desviacion tipica de 10 latexos por minuto, calcula-lo
intervalo de confianza do 99 % para a media poboacional
de nimero de latexos por minuto.
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Solucion. Consideramo-la variable aleatoria X=“nimero de latexos por minuto”. Temos
que X ten distribucién N (u, 10), con p descotiecido.
En primeiro lugar organizamo-los calculos para calcula-la media mostral.

X
78
95
70
97
81
85
102
5
78
85
115
80
98
101
92
2 1332

Tamafio mostral n = 15. Estimacién puntual da media X = 1332/15 = 88,8 latexos.

Nivel de significacién: o = 0,01. Buscamo-lo valor Z go5 tal que P(Z > Zj g05) = 0,005.
Aproximadamente, Zj o5 = 2,576.

O intervalo de confianza buscado é entén

88,8 & 2,576 - = 88,8 £ 6,65,

Q' ‘ —_
|l | I @)
Ut

que resulta ser [82,1,95,5].
Conclusion: cunha confianza do 99 %, o niimero medio de latexos por minuto da po-
boacion estudada atopase entre 82.1 e 95.5. O

Observacion 2.5. En ocasiéns queremos limita-lo erro de estimaciéon para que non sobre-
pase certo limite. En tal caso hai que tomar unha mostra suficientemente grande. Como
o erro vén dado por Z, /2 0/4/n, se queremos que sexa menor ca €, entén, despexando,

obtemos )

n > (Za/20> .

€

Observacion 2.6. En caso de que a distribuciéon da poboacién non se poida garantir que
sexa normal, se o tamano da mostra é grande, o teorema central do limite (Teorema 1.4)
dinos que podemos supoiie-la normalidade de X, e por tanto, os métodos desta seccién
seguen sendo aproximadamente validos. Nos apartados seguintes, se a distribucién po-
boacional non é normal, non se aplica o teorema central do limite ainda que o tamano da
mostra sexa grande, asi que neses casos haberia que empregar outras técnicas que estan
mais alé dos obxectivos deste curso.
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2.2.3. Estimacion por intervalos: desconecida a varianza poboa-
cional
Suponiamos agora que a distribucién poboacional segue unha distribuciéon normal

N(u,0) onde a varianza o2 é desconecida (o cal é o habitual). Sexa Xj,..., X,, é unha
mostra aleatoria simple.

Figura 2.2: Funciéons de densidade da t-
Student comparadas coa normal estandar

Recordemos que a cuasi-varianza ou varianza mostral (en contraposicién a “varianza
poboacional”) vén definida mediante

1 & —
2 — XZ—Xz
Sn—l n-l;( )
1 n _
_ PP CR—
n—1:= n—1

Asi, a cuasi-desviacion tipica ou desviacion tipica mostral, s,_1, é a raiz cadrada da cuasi-
varianza. Neste curso s denotara, salvo que se diga o contrario, a cuasi-desviaciéon tipica

Sn—1-
Definicion 2.7. Para estima-la media cando a varianza poboacional non ¢ cofiecida témase

o estatistico o
X —p

Sn—1/v/n

Este estatistico resulta seguir unha distribucién ¢t-Student de n—1 graos de liberdade.

~ 1.

Definicion 2.8. A distribucién ¢-Student é unha nova distribucién que ten como funciéon
de densidade

2 \2
) =61+ 55)
sendo ¢,_1 unha constante que non especificaremos.
Notese que esta distribucién depende dun pardmetro n, chamado graos de liberdade da

distribucion, e que habera que ter en consideracién cando mirémo-los valores nas taboas.

Proposicién 2.9. Algunhas propiedades da t-Student:
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w E(t,)=0eV(t,) =n/(n—2).

E simétrica respecto da media.

Ten unha forma parecida d da normal, pero ten cuantiles mdis grandes (por tanto
produce intervalos de confianza mdis grandes).

Se n > 100, t, pode aproximarse por unha N(0,1).

a2

- tal? tm’?

Figura 2.3: Valor para determina-lo intervalo
de confianza

Para o cédlculo dun intervalo de confianza, o razoamento seria similar 6 do anterior
apartado. Para un nivel de significacion «a, o intervalo de confianza para a media vén
determinado pola férmula

~ Spn—1 =5 Sp—1
X - tn—l,a/277 X +tn—1,a/27

NG N
ou ben,
Y:l: tn—l,a/QMJ
n

NG

sendo t,_1, /2 0 valor tal que P(t,—1 > ty_1,a/2) = /2.

Observacion 2.10. Igual ca no caso anterior, recordar estas formulas non resulta sinxelo.
Non obstante, conecido o estatistico necesario para resolve-lo problema, s6 temos que
lembrar que hai que considera-la inecuacién

— [
_tn— @ S - = S tn— /2
1,a/2 Snfl/\/ﬁ 1, /2

e despexar o valor de p.

Problema 2.11. Os pesos 6 nacer (en gramos) de 10 nenos, elexidos aleatoriamente nun
hospital, son:

2750 3316 3969 2211 2806
4195 3061 3827 3572 3430
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Supofiendo que a poboacion segue unha distribuciéon normal, calcular un intervalo de
confianza do 95 % para a media do peso 6 nacer dos nenos dese hospital.

Solucion. Consideramo-la variable aleatoria X=""peso 6 nacer”. Temos que X ten distri-
bucién N(p, o), con p e o desconecidos.
En primeiro lugar, organizamo-los célculos para a media e cuasi-varianza mostrais.

X X?
2750 7562500
3316 10995856
3969 15752961
2211 4888521
2806 7873636
4195 17598025
3061 9369721
3827 14645929
3572 12759184
3430 11764900

Y 33137 113211233

Tamafio mostral n = 10. Estimacién puntual da media X = 33137/10 = 3313,7. A
cuasi-varianza calculase como

o 113211233

” 10
) 10
$h1 = 5 40516 = 378351,

s —3313,7% = 340516,

Extraendo a raiz cadrada obtemos s,_; = 615,10.

Nivel de significacion: a = 0,05. Buscamo-lo valor tg 025 tal que P(ty > t90,025) =
0,025. Aproximadamente, £ 025 = 2,262.

O intervalo de confianza buscado é enton

615,10

3313,7 + 2,262 -
V10

= 3313,7 + 440,02,

ou explicitamente, [2873,68,3753,72].
Conclusion: cunha confianza do 95 %, o peso medio é nacer dos nenos do hospital
estudado atopase entre 2873.68 e 3753.72 gramos. O

2.3. Estimacion da varianza poboacional

Nesta seccion o problema serda o de estima-la varianza dunha poboacién que segue
unha distribuciéon normal. Tomamos unha mostra aleatoria simple Xy, ..., X,,.

2.3.1. Estimacién puntual

Se a media da poboacion é cofiecida, tomamo-lo seguinte estimador puntual
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Definicion 2.12. Definimos

Entén, tense

7 . . 2 7 .
¢ dicir, que sy, é insesgado.

Se a media da poboacion é desconecida, o cal é o que sucede habitualmente, caberia
pensar que un estimador para a varianza poderfa ser s> = £ " (X; — X)2. Isto resulta
i
non se-la mellor idea pois

¢ dicir, que este estimador non ¢ insesgado (ten tendencia a infraestima-la varianza.)
Un xeito méis correcto de estima-la varianza da poboacion é emprega-la cuasi-varianza.

Definicion 2.13. A cuasi-varianza da mostraxe ou varianza mostral definese como

Neste caso,
A cuasi-varianza mostral é un estimador insesgado.

2.3.2. Estimacion por intervalos: conecida a media poboacional

Figura 2.4: Funciéns de densidade da y? de
Pearson para distintos graos de liberdade

Supofiemos, ainda que normalmente non sucede, que a media poboacional p é cofiecida.
E preferible, por tanto, emprega-lo estimador s, en lugar da cuasi-varianza mostral, xa
que o parametro p é conecido exactamente e non cémpre ser aproximado. En realidade
esta é unha situacion tedrica, pois a media poboacional non é conecida na practica, pero
serve para ir introducindo unha nova distribucién que empregaremos mais adiante.



16 Introducién & inferencia estadistica. Estimacion

Definicion 2.14. Para estima-la varianza poboacional dunha poboaciéon normal con media

conecida toma-lo estatistico )
ns,

2
o2 ~ Xn>
que segue unha distribuciéon y-cadrado de Pearson con n graos de liberdade.

Definicién 2.15. A distribucién y? de Pearson ten como funcién de densidade de proba-
bilidade
f(z) =cpa™* e ™2 x>0,

onde ¢,, é unha constante.
A distribucién x? de Pearson, 6 igual que sucedia coa distribucién ¢ de Student, de-
pende dun pardmetro que se coniece como o numero de graos de liberdade da distribucion.

Proposicién 2.16. Algunhas propiedades da x? de Pearson:
= E(xq) =neV(xp)=2n.
= S0 estd definida para valores positivos e non é simétrica.

» Sen > 30, X2 pode aproximarse por unha normal N(n,+/2n); unha aproximacion

ainda mellor é \/2x%2 — v/2n — 1 = N(0,1).

/ \

2 2
X1-ar2 Xarz

a2

Figura 2.5: Valores para determina-lo inter-
valo de confianza

Dado que a distribucién y? de Pearson non é simétrica, o intervalo de confianza que
construimos tampouco o sera. Fixado un nivel de significacion a, buscamos dous extremos
de intervalo a e b de xeito que & esquerda de a e & dereita de b quede probabilidade /2.
E dicir, buscamo-los valores a = Xo1 o €0 = Xp o tales que P(X2 > X0 o) =
1—a/2e P(X; 2 X} o) = /2.

Nestas condicions, o intervalo de confianza para a varianza poboacional buscado vén

dado pola férmula

2 2
TLS# nsu

2 N2 :
Xn, /2 Xn, 1-a/2
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Observacion 2.17. Como sempre, resulta méais sinxelo, cofiecido o estatistico necesario para
estima-la varianza poboacional, calcula-lo intervalo de confianza a partir de despexar o2

da inecuacién

ns?

2 M 2
Xn,lfa/2 < o2 < Xn,a/27

2.3.3. Estimacién por intervalos: desconecida a media poboacio-
nal

O procedemento é similar 6 caso anterior, pero agora temos que emprega-la cuasi-
varianza mostral.

Definicion 2.18. Para estima-la varianza poboacional dunha poboaciéon normal con media
desconiecida tomamo-lo estatistico
2
(n—1)sp_, o2
0_2 anlv
que segue unha distribucién y? de Pearson con n — 1 graos de liberdade.

Observacion 2.19. O procedemento para atopar un intervalo de confianza é similar a casos
anteriores. De feito, o intervalo de confianza buscado, para unha nivel de significacion «,

¢ determinado por
(n—D)sa_y <2

2
Xn—1,1-a/2 < n—1, /2

o
Despexando o2 obtemos:

(n— 1)*931—1 (n— 1)331—1

2 )
Xn—1,a/2 Xn—1,1-a/2

Problema 2.20. Obtense unha mostra aleatoria de 100 adultos aparentemente sans co fin
de establecer un patréon con respecto 6 que se considerara unha lectura normal de calcio.
Extraese unha mostra de sangue de cada adulto. A variable estudada é X=%“contido de
calcio en mg/dl de sangue”, que se sup6n que presenta unha distribucion aproximadamente
normal. Obtivose unha media mostral de 9.5mg/dl e unha varianza s? = 0,2475. Calcular
intervalos de confianza do 99 % para a media e a desviacion tipica da poboacion.

Solucion. Consideramo-la variable aleatoria X'=*"contido de calcio en mg/dl de sangue”.
Os datos que temos no enunciado son o tamano da mostra n = 100, a media mostral
X =95 ¢ a varianza s2 = 0,2475. A cuasi-varianza ¢ s2_; = 0. 0,2475 = 0,25; logo
Sn—1 = 0,5. O nivel de significacion é a = 0,01.
Para o calculo dun intervalo de confianza para a media buscamo-lo valor g9 o005 = 2,63.
Asi un intervalo para a media é

0,5
9,5 42,63 —— =95+ 0,13,
V100

ou ben, [9,37,9,63].
A continuacién pasamos 4 varianza. Temos que buscar dous valores da x*: X290 005 =
138,99 € X329 9995 = 66,51. O intervalo de confianza para a varianza é

99-0,25 99-0,25
138,99 ' 66,51

= [0,18,0,37].
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Simplemente extraendo raices cadradas temos un intervalo de confianza para a desviacion
tipica: [0,42,0,61].

Conclusidn: cunha confianza do 99 %, o contido en calcio en sangue medido en mg/dl
na poboacion estudada ten unha media que esta comprendida entre 9.37 e 9.63, e unha
desviacién tipica entre 0.42 e 0.61. O

2.4. Estimaciéon dunha proporcion

Suponamos que temos unha variable con dous posibles valores. Temos unha poboa-
cién na que queremos estima-la proporcion p de individuos que tefien un deses valores.
Unha mostra individual desa poboacién seguird pois unha distribucion de Bernoulli de
parametro p, mentres que a poboacién segue unha distribucién binomial de parametros
N (ndmero de elementos) e p.

=

Figura 2.6: Funcién de masas dunha binomial
(30, 0.35)

Recordemos que a distribuciéon binomial de parametros N e p é unha distribucion
discreta con funcién de masa

PX = k) = (J,f )pku N

A sta media e a stia varianza son

E(X) = Np, V(X)=Np(l-p).

2.4.1. Estimacion puntual

Queremos construir un estimador p de p. Para iso definimo-la variable aleatoria X que
lle asigna 1 6 valor que queremos medir, e 0 6 outro. Escollemos unha mostra aleatoria
simple X1, ..., X,,.

Definicion 2.21. Para estimar unha proporcién é razoable toma-lo estimador puntual
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que aproxima a proporcion da caracteristica que queremos medir cos datos da mostra
escollida.

Figura 2.7: A anterior distribucién binomial
comparada cunha normal da mesma media e
varianza

Temos que np = > ; X; segue unha distribucién binomial de parametros n e p. No
caso de que a mostra sexa grande (con np,n(1—p) > 5 acostuma ser suficiente), podemos
aproxima-la binomial por unha normal.

Co obxectivo de estandariza-los calculos e facer mais inmediato o emprego das taboas
realizaremos o procedemento tipico de tipifica-la variable.

Definicion 2.22. Por tanto, habitualmente consideraremos que a distribuciéon na mostraxe
para estimar unha proporcion vén dada por

p—pr 7
p(1=p)
n
que segue (aproximadamente) unha N (0, 1).
Satisfaise que
. s _pd—p
BG) =p, Vip) =2

e por tanto, dise que p é un estimador insesgado e consistente de p.

2.4.2. Estimacién por intervalos

O procedemento para atopar un intervalo de confianza ¢é similar 6 explicado para a
media, ainda que hai algunha dificultade que presentamos a continuaciéon. Sexa « o nivel
de significacion. Tomamos Z,/, tal que P(z > Z,/2) = «/2. En principio o calculo dun
intervalo de confianza viria expresado despexando p na férmula

pP—0p
p(1-p)

n

> Za/2-

O problema é que o denominador /p(1 — p)/n depende de p, que é xusto o que queremos

estimar. En consecuencia, aproximaremos /p(1 — p)/n por /p(1 — p)/n.
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Observacion 2.23. Asi un intervalo de confianza para a proporcién vén dado pola expresion

p—0p
p(1—p)

—Laf2 < < Za/Q'

Despexando p obtemos.
. [p(1 —=p) . [p(L —p
lp—Zam (n);P‘i‘Zam (71)17

-5

ou ben,
p\ + Za/2

Problema 2.24. Un laboratorio desexa averigua-la proporcion de capsulas defectuosas que
produce dun determinado medicamento. Para iso selecciona e proba 2000 unidades e des-
cubre un total de 200 unidades defectuosas. Estima-la proporcién de capsulas defectuosas
na producién. Calcular un intervalo de confianza 6 95 % para a proporcién.

Solucion. Consideramo-la variable aleatoria X que asigna o valor 1 as capsulas defectuosas
e 0 as correctas.

Tamano mostral n = 2000. Estimacién puntual da proporcién p = 200/2000 = 0,1 =
10 %.

Nivel de significacién: o = 0,05. Buscamo-lo valor Z go5 tal que P(Z > Zj g25) = 0,025.
Aproximadamente, Zj 25 = 1,96.

O intervalo de confianza buscado é entén

0,1(1—0,1)
2000
que explicitamente, en termos de porcentaxes, é [8,69 %, 11,31 %].

Conclusion: cunha confianza do 95 %, a porcentaxe de cdpsulas defectuosas na pro-
duccion do laboratorio sittiase entre o 8.96 % e o 11.31 %. O

0,1 £1,96 =0,140,0131,

Observacion 2.25. Determinacion do tamaiio da mostra

En vista do intervalo de confianza construido para a proporciéon, o erro cometido
6 tomar p en lugar do valor verdadeiro p estimase que é

L, =)
/2 n ’

que depende do tamano mostral n, do nivel de confianza «, e de y/p(1 — p). Se cofiecemos
(ou podemos estimar con precision) o valor de p, bastaria imponer que a anterior férmula
é < € e despexar n.

Cando o valor de p non é conecido pode estimarse o tamano da mostra necesario para
limita-lo erro, se ben o valor obtido serd mais grande que cando p é conecido. No intervalo

[0, 1] pode verse, empregando as técnicas do calculo, que o méximo de /x(1 — z) estd en
r = 1/2, de xeito que teremos sempre

0,5(1 —0,5)

S Zap\| =

P
Zup p(1—p)
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Se queremos que o0 erro sexa menor ca €, basta entén impone-la condicién

0,5(1 —=0,5
2 [OP0205)
n

de onde resulta
ZQ

/2

4e2
Problema 2.26. Para toma-la decision de someter ou non a referendo unha lei, o goberno
dun certo pais necesita encargar un estudo sobre a porcentaxe de votantes que a apoiaria.
Dada a importancia politica da mesma e a polémica xurdida, necesita unha estimacion
do voto cun erro menor do 1%. jCal seria o tamafno mostral minimo requerido para un
nivel de confianza do 99 %?

n >

Solucion. Consideramo-la variable aleatoria X ="“intencién de voto”.
Para estima-lo tamafio da mostra para unha proporciéon (Observacion 2.25), em-
pregamo-lo estatistico
p—p
p(i-p)’

n

que segue unha distribuciéon normal estandar. Despexando p da desigualdade

pP—0p
M=
obtense a formula
. p(l—p
p + Za/2 ( )
n
A estimacién do erro é
1— 5
Zup p(1—p)
n

Neste caso non temos unha estimacion da proporcion p. E sinxelo ver que a funcién
x +— y/z(l — ) alcanza o seu maximo no intervalo [0, 1] no punto z = 1/2. Por tanto,

necesitamos despexar n da desigualdade Z,/21/ %_0’5) < ¢, onde € é o valor fixado polo

, Zosa\2
problema. Asi, obtense n > (2—5/2 .

O nivel de significaciéon é o = 0,01. Calculamos Zj o5 = 2,5758. Neste caso € = 0,01.

o , 2,5758 2
Substituindo na férmula, n > (2’.0 01) = 16587,2415.
Conclusion: para que a diferencia entre a proporcion mostral e a proporciéon poboa-
cional de intencién de voto sexa como moito de 0,01 % cun nivel de confianza do 99,0 %,

teriamos que tomar unha mostra de polo menos 16588 persoas. O

2.5. Resumo de estimadores

Taboa resumo cos resultados explicados neste capitulo.
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Estimacion da media poboacional

Varianza poboacional conecida

n

Estimador puntual X = - X;
i=1
e X —p
Distribucién na mostraxe ~ Z =N(0,1)
ag/v/n
Inecuacion X < Z,
Rt 2 a2
P oy =
o
Intervalo de confianza {X Zojp—=r> X + Zojp—= ]
Valores en taboa P(N(O, 1) > ZQ/Q) =5
Varianza poboacional desconecida
_ 127
Estimador puntual X = - Z X;
i=1
Distribucién na mostraxe X—p

—— ~
sna/yn

. — i
Inecuaciéon ~thtar < ———= <th_1a
1’/2_Sn1/\/__ 1,0/2
. Sn Sp—1
Intervalo de confianza [X —thta2——1 X +tn-1,a2—— }
/ \/_ O{ \/_
Valores en taboa P(tn_1 > tnfl,a/2> =3
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Estimacion da varianza poboacional

Media poboacional conecida

Estimador puntual
Distribucién na mostraxe

Inecuacion

Intervalo de confianza

[ ns? nsi }

Xi,a/z X?z,lfa/Q
2 _ ¢
P(Xn Z Xn,a/Q) - 9
1

Valores en taboa o
P(Xi > Xn,lfa/2> =1 5
Media poboacional desconecida
1 L —
Estimador puntual s2 = 1 d (X —X)?
n—1;3
C1)e2
Distribucién na mostraxe (n 12)8”—1 ~x2
o
Inecuacién Xi—m—a/z < (n—1)s_y <X o/2
n—1)s? n—1)s?
Intervalo de confianza {( Jsn-1 ) "1]
Xn—l,oz/Q Xn— 1-a/2

Valores en taboa

Estimador puntual
Distribucién na mostraxe
Inecuacion

Intervalo de confianza

Valores en taboa







Capitulo 3

Contraste de hipoéteses

A finalidade do contraste de hipdteses é decidir se unha determinada hipdtese ou
afirmacion sobre a distribucion da poboacién pode ser invalidada estatisticamente a partir
das observacions contidas nunha mostra.

A hipétese sobre a distribuciéon da poboacién denominase xenericamente hipétese
nula e designase por Hy. Esta pretende contrastarse fronte a unha segunda hipdtese
chamada hipétese alternativa H;, que agrupa a tddalas posibles poboaciéns nas que
Hy non é certa.

O contraste de hipdéteses non ten normalmente un comportamento imparcial fronte
a Hy e Hy, xa que o problema consiste, non en decidir cal das duas suposiciéns é mais
verosimil en vista dos datos, senén en decidir se a mostra proporciona ou non evidencia
suficiente para descartar Hy en favor de Hj.

Nun problema de contraste de hipoteses os dous unicos resultados posibles consisten
en rezeitar Hy ou non rexeitar (ou aceptar) Hy. En xeral, o obxectivo cando se fai un
contraste de hipdteses é tratar de rexeitar Hy, ¢ dicir, de intentar dar evidencia estatistica
suficiente para concluir que a hipotese alternativa H; é certa. Por exemplo, se queremos
probar estatisticamente que un determinado medicamento é til para curar unha enfer-
midade, a nosa hipdtese nula Hy sera formular matematicamente que o medicamento non
¢é util, e a nosa hipdtese alternativa, que si que o é. Se conseguimos rexeitar Hy teremos
probado estatisticamente que o medicamento ¢é util. En caso contrario, aceptaremos Hy e
concluiremos que non hai evidencia de que o medicamento en cuestion sirva para cura-la
enfermidade.

A decision de rexeitar ou non Hy debera facerse en vista dos valores obtidos nunha mos-
tra dalgtin estatistico que ten unha distribucién de probabilidade que, baixo a presuncion
de que Hj é certa, é conecido. Este estatistico denominase estatistico de contraste.

Por tanto, un contraste de hipdteses consiste en dividi-lo espazo mostral en duias re-
xions disxuntas. Unha dela chamase rexion critica ou de rexeitamento, e se a mostra
pertence a ela, rexéitase Hy para inclinarse por H;. A outra chamase rexién de acep-
tacion, na que H, é aceptada en caso de que a mostra pertenza a ela.

Tal e como esta presentado o problema existen duas disxuntivas: a veracidade ou
falsedade da hipdtese nula, e aceptar ou rexeitar esta. Asi, temos a seguinte casuistica:

‘ Hy é certa H, ¢ falsa
rexeitar Hy | erro de tipo I decisién correcta
aceptar H | decision correcta erro de tipo II

25
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Observacion 3.1. Para o contraste de hipdteses resulta as veces interesante facer un simil
co sistema xuridico americano. O veredicto dun xurado con respecto a un crime ten
dias posibles decisions: “culpable” ou “non culpable”. Nunca se dictamina que alguén
é “inocente”: a inocencia presuponse (hipotese nula Hy) e non é necesario probala. O que
si é necesario probar é a culpabilidade (hip6tese alternativa H;). Neste sistema intenta
minimizase que os inocentes sexan condenados (erro de tipo I), ainda a costa de que haxa
culpables que queden impunes (erro de tipo II).

Como en xeral é imposible minimizar simultaneamente os tipos de erro I e II, o criterio
tradicional na teoria de contrastes consiste en:

1. Fixar un limite para a probabilidade de cometer un erro de tipo I, chamado nivel
de significacion
a = P(rexeitar Hy | Hy ¢é certa).

A 1 — o chdmaselle nivel de confianza.

2. Rexeitar todos aqueles tests que imponen que a probabilidade de rexeitar Hy cando
sexa certa non supere o valor o do nivel de significacion.

3. Entre todolos test non excluidos anteriormente, tratar de minimiza-la probabilidade
de erro de tipo II. Chamase potencia & probabilidade de detectar que unha hipotese
é falsa,
B = P(rexeitar Hy | Hy ¢ falsa)
= 1 — P(erro de tipo II),

e por tanto preténdese maximiza-la potencia do método.

Tal procedemento outorga, en principio, prioridade a rebaixa-lo risco de erro de tipo I
por debaixo do nivel de significacion. De ai que o tratamento que reciben ambas hipoteses
sexa asimétrico e estas non sexan intercambiables. De feito, no contraste de hipoteses
considérase que Hj é a hipotese establecida, que ten presuncion de veracidade, e contra a
cal é necesario esgrimir unha grande evidencia para poder invalidala. Asi, emprégase un
caracter conservador a favor da hipotese Hy: o nivel de significacién que se fixa intenta
garantir que sexa moi infrecuente rexeita-la hipotese correcta. A preocupacion por dei-
xar vixente unha hipé6tese nula falsa (erro de tipo II) é menor, polo que pode aceptarse
nese caso un risco mais alto. En consecuencia, se o resultado dun contraste de hipoteses
é acepta-la hipotese nula, debe interpretarse que as observaciéns non aportaron suficiente
evidencia para descartala. Pola contra, se se rexeita é porque se esta razoablemente seguro
de que Hj ¢ falsa e H; é verdadeira.

O rango de valores a debe estar adaptado & importancia ou trascendencia do problema.
A eleccion do nivel de significacién é unha cuestion delicada e importante & que se lle debe
prestar atencion. Fixémonos cal é a razén de chamarlle a o “nivel de significacion”. Cando
rexeitamos a hipdtese nula, é porque obtivemos unha mostra que da evidencia clara de que
esta é falsa. Ainda caberia a posibilidade de que a mostra elixida fose “mala”, no sentido
de que non representa realmente a poboaciéon. Non obstante, a probabilidade de que iso
sucedese é menor ca «, e por tanto considérase moi improbable: é dificil que tal mostra
aporte eses datos como consecuencia razoable das fluctuacions aleatorias debidas & sua
eleccién. En consecuencia, decidese que a mostra é significativa, e rexéitase a hipotese
nula.
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Nos problemas estatisticos paramétricos nos que a distribucién da poboacion pertence
a unha familia con pardmetros nun conxunto ©, tanto a hipotese nula como a alternativa
seran especificadas mediante subconxuntos disxuntos Oy e O; tales que Oy U ©; = O.
Deste xeito o contraste de hipdteses escribese como

H()l 96@0,
Hll 96@1.

Habitualmente os contrastes de hipoteses estudados correspéndense con dias posi-
bles situacions: os contrastes bilaterais que noés tomaremos da forma Hy: 6 = 6,
Hy: 6 # 6y, e os contrastes unilaterais Hy: 0 < 6y, H;: 6 > 6, (ou coas desigualdades
invertidas).

Os métodos estatisticos para o deseno de tests de hipoteses son complicados e estan féra
dos obxectivos deste curso. Non obstante presentaremos os procedementos para realizar
contrastes de hipéteses para poboacions normais nos que se contrastan as caracteristicas
mais habituais.

3.1. Contraste de hip6teses para a media da poboa-
cion

Suponamos que temos unha determinada poboacién que se rixe por unha distribu-
cion de probabilidade normal. Temos unha certa suposicion sobre a media e queremos
contrasta-la sua veracidade. Para iso tomamos unha mostra aleatoria simple Xy, ..., X,,.

3.1.1. Contrastes bilaterais

Empezamos co caso en que contrastamos un determinado valor da media. Asi,

Ho: p=po, Hi:p# po.

Suponendo que Hj fose certa, tomamo-lo estatistico de contraste

X — o
Sn—l/\/ﬁ

que ten, como vimos na seccién dedicada 6 calculo de intervalos de confianza para a media
con varianza desconecida (Definicién 2.7), unha distribucién ¢-Student (Definicién 2.8)
con n — 1 graos de liberdade. (En caso de que a varianza poboacional ¢ fose conecida

tomariamo-lo estatistico ff \/ﬁo ~ 7, que ten distribucion Z = N(0,1), como consta na

~ tp_1

seccion dedicada 6 calculo de intervalos de confianza para a media con varianza conecida
(Definiciéon 2.2).)
Tomamos un nivel de significacién a.

» A rexién critica é (—00, —tn_1,a/2) U (tn—1,a/2, +00), é dicir, cando

X — o

Sn1/v/n

> tnfl, a/2-
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rexion de
aceptacién

Texidn critica

- tal? talQ

Figura 3.1: Rexién de aceptacién para un
contraste bilateral

= A rexion de aceptacion é por tanto [—t,—1,a/2; tn-1,a/2]-

(En caso de que a varianza sexa cofiecida, a rexion critica é (=00, —Z,/2)U(Za/2, +00),
e a rexion de aceptacion é [—Z, /2, Za2].)

Cando o valor obtido na mostra esta dentro do intervalo de aceptacion, aceptamos
H,. Cando esta na rexion critica, é dicir, fora do intervalo de aceptacion, rexeitamos Hy.
Neste caso sempre existe a pequena posibilidade o de que a mostra tomada non sexa
representativa da poboacién e cometamos un erro de tipo I (rexeitar un modelo correcto);
non obstante, a probabilidade disto é pequena, e en vista dos datos deberemos de rexeita-la
hipotese nula.

Problema 3.2. Estudamo-lo crecemento anual dos abetos. Cremos que o valor medio desta
variable é pg = 7,25 Non obstante, nunha mostra de 50 arbores obtivose o valor X = 7,27
e sp,—1 = 0,03. (E este resultado compatible coa nosa suposicion cun nivel de confianza
do 95 %?

Solucion. Estudamo-la variable aleatoria X =“crecemento anual dos abetos”.
Neste caso témo-lo contraste de hipoteses

Hy: p="725 Hy:p+#17,25.

O nivel de significacién é a = 0,05. Dannos como datos n = 50, X = 7,27, Sp—1 = 0,03.

Xa que a varianza da poboacién non é conecida, empregamos un estatistico SX :/“\% ~
-

tn—1 que ten distribucion ¢-Student, e obtemos t49 025 = 2,01. Como

7,27 — 7,25
0,03/+/50

o valor obtido esta fora do intervalo de aceptacion.
Conclusion: rexeitamos Hy e deducimos que hai evidencia significativa, polo menos do
95 %, de que o valor medio de crecemento anual dos abetos non é py = 7,25 metros. [

= 4,71 ¢ [-2,01, 2,01],
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3.1.2. Contrastes unilaterais

Neste caso a hipdtese nula establece un limite superior ou inferior para a media.
Asi escribiremos

Ho:p < po, Hi:pp> po,

que é un contraste unilateral dereito, ou ben,

Ho: ppo > po, Hyi:p < po,

para un contraste unilateral esquerdo.

rexion de
aceptacion

rexion critica

tq

Figura 3.2: Rexién de aceptacién para un
contraste unilateral dereito

De novo, tomamo-lo estatistico
X — po
Sn_l/\/ﬁ

que ten, unha distribucién t-Student con n — 1 graos de liberdade (Definicién 2.8).
Tomamos un nivel de significacién a.

~ t?’Lfl?

» A rexién critica é (t,-1,4, +00) para un contraste unilateral dereito, e (—00, —t,—1 o)
para un contraste unilateral esquerdo.

» A rexion de aceptacién é por tanto (—oo, t,,—1 o] para un contraste unilateral dereito,
e [—tn—1,a, +00) para un contraste unilateral esquerdo.

(En caso de que a varianza poboacional o fose conecida (Definicién 2.2) tomaridmo-

lo estatistico % ~ Z, que ten distribucién normal Z = N(0,1). A rexién critica

¢ (Zy, +00) para o contraste unilateral dereito, e (—oo, —Z,) para o contraste unilateral
esquerdo. As rexiéns de aceptacién son, respectivamente, (—o00, Z,| € [—Z4, +00).)

Igual ca no caso anterior, cando o valor obtido na mostra esta dentro do intervalo
de aceptacion, aceptamos Hy. Cando esta na rexion critica, ¢ dicir, féra do intervalo de
aceptacion, rexeitamos Hy.
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Problema 3.3. A conselleria de pesca considera que non se deben extraer ameixas se
o numero medio de bacterias por centimetro ctibico na auga sobrepasa 70. Como norma
xeral, as rias galegas estan por debaixo dese nivel de concentracion. Fixose unha mostraxe
en 9 lugares da ria e obtivose un reconto X = 71,7, con s,,_; = 2,3. ;Que decisién deben
toma-los inspectores con nivel de confianza 99 %?

Solucion. Considérase a variable aleatoria X =“ntmero medio de bacterias por centimetro
cubico na auga”.
O contraste de hipéteses a considerar é

Hy: p <70, Hy:p>T70.

O nivel de significacion ¢ a = 0,01, e temos pg = 70, n =9, X =717, 5,1 = 2,3.

Empregamo-lo estatistico S)f 7\%, que ten distribucién t-Student, e obtemos g1 =

2,896. Como

71,7 — 70
2,3//9

o valor obtido esta dentro do intervalo de aceptaciéon. Asi, este niimero anormalmente alto
non é significativo e probablemente se deba & eleccién da mostra.

Conclusion: aceptamos Hy, o cal quere dicir que non hai evidencia significativa, polo
menos do 99 %, de que o niimero medio de bacterias por centimetro ctibico de auga é menor
ou igual ca 70. En consecuencia as ameixas son aptas para o consumo. m

=222 € (—o0, 2,896],

Para a eleccién dunha hipotese nula nun contraste unilateral debe considerarse aquela
desigualdade para a que se desexe minimiza-la probabilidade de erro de tipo I (rexeitar
Hj sendo certa). E dicir, que Hy é a hipotese contra a que hai que esgrimir unha eviden-
cia contundente para rexeitala. Recordemos que nun contraste de hipdteses aquilo que
queremos probar debe estar contido na hipotese nula.

Problema 3.4. A normativa cambia e a conselleria de pesca require evidencia significativa
de que o numero medio de bacterias por centimetro cibico na auga sexa menor ca 70
para permiti-la extracion de ameixas; é fundamental asegurarse de que tal ntimero non
é sobrepasado. Coa mostra de 9 lugares da ria obtida de X = 71,7, e s,_; = 2,3, jque
decisién deben toma-los inspectores con nivel de confianza 99 %? (E se fose X = 68,77

Sn. A vari . . g . .
Solucion. A variable aleatoria considerada segue sendo X=“numero medio de bacterias
por centimetro cubico na auga”.

Como agora ¢ importante non sobrepasa-lo valor 70, e compre dar evidencia concluinte
diso, o contraste de hipdteses a considerar é

H()I/LZ?O, H1:,u<70.

Igual ca antes, o nivel de significacién é a = 0,01, e temos py = 70, n =9, X = 71,7,
Sp_1 = 2,3. B

Empregamo-lo estatistico - i :/“\O/ﬁ, que ten distribucién ¢-Student, e obtemos ts _o 01 =
2,896. Como

71,7 — 70

0T 999 € [-2.896, 4+00),
2379 | )
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o valor obtido esta dentro do intervalo de aceptacién.

Conclusion: aceptamos Hy, co que non hai evidencia significativa cunha confianza do
99 % de que o nimero medio de bacterias por centimetro cibico da auga sexa menor ou
igual ca 70. Por tanto, hai que prohibi-la extraccion de ameiza.

Nota: en realidade resulta superfluo facer un contraste de hipéteses para este caso, xa
que a mostra non dé evidencia en contra da hipétese nula (satisfai X < ug = 70). Non
obstante, vemos que os calculos claramente confirman esta afirmacion.

Para X = 68,7 teriamos

68,7 —70
23/V0

co que ainda neste caso aceptamos Hy.
Conclusion: aceptamos Hy, co que non hai evidencia significativa cunha confianza do
99 % de que o ntimero medio de bacterias por centimetro ctibico da auga sexa menor ou
igual ca 70. Por tanto, tamén neste caso haberia que prohibi-la extraccion de ameiza.
Notese que neste caso é importante que o nivel medio de bacterias sexa menor ca 70,
e por tanto é necesario asegurarse que un valor medio pequeno na mostra non ¢ froito do
azar 6 escollela. O

—1,696 € [~2,896, +00),

3.1.3. O valor P ou valor critico

Intuitivamente o valor P é un niimero que da o grao de sorpresa que un experimento
causaria nun partidario da hipétese nula.

Definicion 3.5. Para un contraste unilateral dereito correspéondese coa area baixo a curva
da funcion de densidade dunha variable aleatoria X cara & dereita do valor observado
polo estatistico de contraste, é dicir,

P = P(X > valor no estatistico).

Para un contraste unilateral esquerdo o valor P é a area baixo a curva da funcién de
densidade cara & esquerda do valor observado polo estatistico de contraste.

Por tanto, cando fagamos un contraste de hipdteses rexeitaremos Hy cando creamos
que o valor P é demasiado pequeno para terse producido razoablemente polo azar.

Problema 3.6. Un estudo dun ecosistema dun bosque de folla caduca indica que o pro-
medio neto de transformacions de nitroxeno en nitrato presenta un incremento de 2Kg
por hectarea e ano. Os enxeneiros de montes cren que unha desfoliacion da maleza do
bosque conduciria a un descenso dese valor. Arrancase a maleza nun area de 15 hectareas
dun bosque experimental. Limpase a area para impedi-lo crecemento. Despois dun ano
determinouse o cambio de nitréxeno a nitrato, por hectarea, analizando a auga da chuvia
en 15 puntos dentro do bosque. Obtivéronse os seguintes resultados: X = —3, 5,1 = 7,5.
. Proba isto que arranca-la maleza do bosque provoca un descenso no cambio medio neto
de nitréoxeno a nitrato por hectarea e ano?

Solucion. A variable aleatoria a considerar é X="“cambio neto de nitréoxeno a nitrato por
hectarea e ano™.



32 Contraste de hipoteses

O contraste a considerar é
Hy:p>2, Hi:p<2.

Temos como datos g =2, n =15, X = =3, $p—1 =T7,5.

Empregamo-lo estatistico de contraste s)f :;’;O/ﬁ, que ten distribucion ¢-Student.

Substituindo,

-3 -2

= 2582
7,5/V/15

-2.682

Figura 3.3: valor P

Resulta entén que o P-valor é P = P(tiy < —2,582). Buscando nas tdboas (hai
que emprega-la simetria da ¢-Student e mira-lo valor & dereita de 2.582) obsérvase que
0,01 < P < 0,025. Empregando software informéatico tense, de feito, P = 0,011.

Conclusion: como o valor P obtido é pequeno, rezeitamos Hy e concluimos que hai
evidencia significativa, polo menos do 97.5 %, de que a retirada de maleza do bosque deu
como resultado un incremento inferior a 2Kg por hectarea e ano da concentracién media
de nitréoxeno en forma de nitratos.

(Nétese que, se no enunciado do problema nos tivesen pedido un nivel de confianza
do 99 %, teriamos que ter aceptado a hipdtese nula, mentres que se o nivel de confianza
fose do 97.5 % teriamos que tela rexeitado. Como o valor P se aproxima bastante 6 1%, e
cometer un erro de tipo I non parece que vaia ocasionar problemas graves, decidimos que
o valor obtido é suficiente para rexeita-la hipdtese nula.)

Cémpre enfatizar que como resultado da resolucién deste problema, acabamos de
probar que o incremento de transformacion de nitroxeno en nitrato é menor ca 2Kg.
Non estamos probando que diminte a transformacién de nitréxeno en nitrato (a pesar de
que iso é o que pasa na mostra). Se quixeramos probar isto dltimo, teriamos que face-lo
contraste de hipoteses

Hy:p>0, Hy:p<O.

Neste caso, o valor no estatistico resulta
-3-0
7,5/v/15

e ovalor P é P = P(ty < —1,549) = 0,0718, que é un valor relativamente grande.
Por tanto, para este problema teriamos que aceptar Hy, e concluiriamos que non haberia

1,549,
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evidencia significativa de que a as transformaciéns medias de nitroxeno en nitrato por
hectarea e ano diminuisen. O]

Cando facemos contrastes bilaterais o procedemento mais comin para un estatistico
simétrico é considerar un valor P de duas colas como dtas veces o valor P dunha cola.
Non obstante, non existe consenso para calcula-lo valor nestes casos, especialmente se o
estatistico non é simétrico.

3.2. Contraste de hipdteses para a varianza

Neste caso tratase de facer un contraste de hipétese sobre a varianza dunha poboacion
normal despois de ter elixido unha mostra aleatoria simple Xy, ..., X,,.

3.2.1. Contrastes bilaterais
O contraste de hipéteses é neste caso
Hy: 0® =03, Hy:o0” # op.

Suposto que Hj fose certa, tomamo-lo estatistico de contraste

que, como vimos na secciéon dedicada 6 calculo de intervalos de confianza para a varianza
(Definicién 2.18), ten unha distribucién x? con n — 1 graos de liberdade (Definicién 2.15).
Para un nivel de significacion « temos:

» Rexién critica: [0, X%—a/Q) U (Xi/w +00).
= Rexion de aceptacion: [X%_a/m Xi/z]-

Se a media é conecida empregése o estatitico nsi /o e procédese de xeito andlogo.

3.2.2. Contrastes unilaterais

Suponemos agora que facemos un contraste unilateral dereito. Tamén suporemos que
a media é desconiecida. Se non fose asi tomariamo-lo estatistico ns’./og e procederiamos
similarmente. O contraste é entén

Hy: 0® <03, Hy:0®> o0},

Toméamo-lo mesmo estatistico de contraste ca no caso anterior, co que para un nivel
de significacion « temos:

» Rexién critica: (x2_, ,, +00).

» Rexién de aceptacion é [0, x2_, .



34 Contraste de hipoteses

Notese que como esta distribucién non é simétrica, para o contraste unilateral esquerdo
habera que tomar:

» Rexioén critica: [0, x2_; 1_,)-
» Rexién de aceptacion: [x2_; ;_,,, +00).

o) igual que sucedia co contraste de hipoteses unilateral para a media, unha alter-
nativa para aceptar ou rexeita-la hipétese nula é calcula-lo valor P (Subseccién 3.1.3) e
comprobar se este nimero é pequeno ou non.

3.3. Contraste de hip6teses para unha proporcion

Temos unha poboacion na que unha determinada propiedade se da con probabilidade
p, tomamos unha mostra aleatoria simple Xy,...,X,,, e denotamos por p & proporciéon
desa propiedade que se da na mostra.

3.3.1. Contrastes bilaterais
O contraste de hipdéteses é neste caso
Hy:p=po, Hi:p# po.
Suposto que Hj fose certa, tomamo-lo estatistico de contraste
P — Po

po(1—po)
n

~ 7,

que, como vimos na seccién dedicada 6 calculo de intervalos de confianza para a proporcion
(Definicién 2.21), pode suponerse que ten unha distribucién normal N(0,1) se o tamatio
da mostra n ¢é suficientemente grande.

Para un nivel de significaciéon « temos:

» Rexibn critica: (—o00, —Zyj2) U (Zaja, +00), é dicir, cando \/% > Zo -
Pol1—PQ

» Rexién de aceptacion: [—Za /2, Za/2]-

3.3.2. Contrastes unilaterais

Suporiemos agora que facemos un contraste unilateral dereito (para un contraste uni-
lateral esquerdo procederiase de xeito analogo) da forma

Hy:p<py, Hi:p> po.

Toméamo-lo mesmo estatistico de contraste ca no caso anterior, co que para un nivel
de significacion a temos:

» Rexién critica: (Z,, +00).
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= Rexién de aceptacion: (—oo, Z,].

O igual ca noutros casos, unha alternativa para aceptar ou rexeita-la hipotese nula
é calcula-lo valor P (Subseccién 3.1.3) e comprobar se este nimero é pequeno ou non.

Problema 3.7. Unha empresa farmacéutica quere comercializar un medicamento que cura
certa doenza. Sabese que 0 40 % dos doentes se curan sen toma-lo medicamento. A empresa
debe probar que o seu medicamento é eficaz, e para iso administrao a 100 doentes, dos
cales se curan 50. (;E realmente eficaz o medicamento?

Solucion. A variable aletoria a estudar é X, doentes que se curan despois de tomar certo
medicamento.

A cuestion é se o medicamento cura mais ca non tomar nada. Para iso necesitarase
evidencia concluinte de que na mostra se obtiveron resultados positivos. Por tanto, o
contraste sobre proporciéns é

Hoi P < 0,4, H1: p > 0,4
Temos pg = 0,4, n = 100, e tomamo-lo estatistico de contraste \/%. Substituindo
pot—Po

os datos:
0,5—0,4

0,4(1—0,4)
100

O valor P é por tanto P = P(z > 2,04) = 0,0206. De feito, 0,01 < P < 0,025. En
consecuencia, o resultado ¢ significativo ¢ 2.5 %, pero non 6 1%.

Conclusion: é dubidoso, pero como o nivel critico é bastante pequeno, poderiamos
rezxeita-la hipdtese nula e aceptar que existe evidencia significativa, polo menos do 97.5 %,
de que a proporcion de curacions entre as persoas que toman o medicamento é maior

c6 40 %. O

= 2,04.

Observacion 3.8. Unha cuestion que pode ser interesante é ternos preguntado, con ante-
rioridade a ve-los resultados da mostraxe, polo nimero de casos que satisfan a propiedade
buscada para que haxa que rexeita-la hipotese nula.

Ponamos, por exemplo, que témo-lo contraste de hipoteses unilateral esquerdo Hy: p >
Do, Hi: p < po. Suponamos que o tamano mostral é n, e que o nivel de significacion é «.
Temos que calcula-lo nimero maximo k de individuos para os que poderiamos rexeita-la
hipotese nula Hy.

Calculamos en primeiro lugar o valor Z,. Asi, para rexeitar H,, necesitamos que o
valor no estatistico estea na rexién critica (—oo, —Z7,), é dicir,

k

n Do

po(1—po)
n

< —Z,g.

Despexando k na anterior inecuacion obtemos

k< n(po — Lo PolL = po) _p0)>.

n
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Problema 3.9. Para analiza-lo risco de sufrir un aborto espontdaneo nos embarazos de
mulleres hipertensas tratadas con inhibidores de enzima convertidora de angiotensina
(IECA) durante o primeiro trimestre do embarazo, estudaronse 329 casos nos que se
observaron 47 abortos espontaneos. Se a taxa de abortos espontaneos na poboacion fose
do 10 %,

1. (Poderiase afirmar que o tratamento con IECA no primeiro trimestre de embarazo
incrementa a porcentaxe de abortos espontaneos?

2. ;Cantos casos de abortos espontaneos terian que terse observado na mostra ante-
rior para poder afirmar, cun nivel de significacion do 0.05, que a taxa de abortos
espontaneos en mulleres hipertensas sometidas a tratamento con IECA no primeiro
trimestre de embarazo supera o 20 %7

Solucion. Sexa X a variable aleatoria “abortos espontaneos en mulleres hipertensas so-
metidas a tratamento con IECA no primeiro trimestre de embarazo”.
Para a primeira parte do problema debemos face-lo contraste de proporcions

HO:pSO,l, H1:p>0,1.

Os datos do problema dinnos que py = 0,1, n = 329 e p = 47/329 = 0,143. Substituindo
no estatistico de contraste obtemos
0,143 — 0,1

0,1(1—0,1)
329

= 2,59.

O valor P é P = P(Z > 259) = 0,0048, que é menor ¢6 0.5 %.

Conclusion: rexeitamo-la hipdtese nula e concluimos que hai evidencia significativa,
polo menos do 99.5 %, de que o tratamento con IECA no primeiro trimestre de embarazo
provoca que a porcentaxe de abortos espontaneos sexa maior ¢6 10 %.

Para a segunda parte do problema témo-lo novo contraste de hipoteses

Hy:p<0,2, Hy:p>0,2.

O nivel de significacién é a = 0,05. Asi, Z, = 1,6449. Por tanto necesitamos atopar k na

inecuacion .

s — 0,2
329 > 1,6449.

0,2(1-0,2)

329
Despexando obtemos k& > 77,73.
Conclusion: necesitariamos ter rexistrado polo menos 78 casos de abortos espontaneos

nunha mostra de 329 mulleres para ter evidencia significativa, polo menos do 95 %, de que
a taxa de abortos espontaneos en mulleres hipertensas sometidas a tratamento on IECA

no primeiro trimestre de embarazo supera o 20 %. 0

3.4. Resumo de contrastes de hip6teses para unha
poboacién

A continuacién preséntase unha taboa resumo cos resultados deste capitulo.



Resumo de contrastes de hipéteses para unha poboacion

Contrastes para a media

X — 1o ~
Sn_l/\/ﬁ "

Distribucién na mostraxe

Ho: p=po, Hi: p# po

Rexion critica (—oo, _tn_]_7a/2> U (tn_l,a/g, +oo)
Rexion de aceptacion {—tnq,a/m tnfl,a/Q—‘
Ho: p < po, Hi: p> po.
Rexion critica (tn_1,a, —1—00)
Rexion de aceptacion (—oo, tn—l,a—‘

Contrastes para a varianza

Distribucién na mostraxe % ~x2
94
Hy: 02:08, Hy: 027&08.
Rexion critica [0, Xi—1,1—a/2) U (Xi—l,a/% —I—oo)
Rexién de aceptacion {Xi_u_a/% X?L—l,a/2—‘
Hy: o*<o5, Hy: o> o0,
Rexioén critica (Xiq,m —l—oo)
Rexién de aceptacion [O, X?@—La]
Hy: o*>o5, Hy: o> <og.
Rexion critica {O, X72171,17a)
Rexién de aceptacion (Xi,L 1—as —l—oo)

Contrastes para a proporcion

Distribucién na mostraxe % ~ N(0,1)
Hy: p=po, Hi: p# po.
Rexién critica (—oo, —Za/2> U (Za/z, —l—oo)
Rexion de aceptacion [—Za /2 La /gw
Ho: p<po, Hi: p> po.
Rexién critica (Za, +oo)
Rexion de aceptacion <—oo, Za]







Capitulo 4

Comparacion de duas poboacions

Neste capitulo centrarémosnos no problema de comparar duas poboaciéns. A situa-
cion xeral é que temos duas poboacions de interese, e en ambas se trata de estuda-la
mesma, caracteristica. A cuestién é que as duas poboacions se atopan, por asi dicilo, en
circunstancias distintas, e interesa comparalas para saber como afectan esas circunstancias
particulares & medida da caracteristica que se estuda. Colleremos unha mostra aleatoria
simple en cada unha desas poboaciéns, e a partir delas, trataremos de tomar unha decision
sobre a caracteristica que estamos estudando.

En principio preséntanse dias posibilidades para as mostras: que sexan independentes,
ou que estean emparelladas.

Se as mostras son independentes, enton temos diias poboaciéns para as cales estudamos
respectivamente duas variables aleatorias X e Y independentes cunhas distribucions de
probabilidade que pertencen 4 mesma familia.

Extraemos unha mostra aleatorias simple X7, ..., X,,, da primeira poboacién, e Y3, ..., Y,,
da segunda. Supoiiemos que as dias mostras son independentes, é dicir, que os obxectos ou
individuos da mostra da primeira poboaciéon non tefien relaciéon algunha cos da segunda.
Notese que os tamartios mostrais ny e ne non tefien por que ser iguais.

Cando as mostras estan emparelladas, o procedemento é distinto e tratarase mais
adiante neste capitulo.

4.1. Comparacion das medias de duas poboaciéns con
mostras independentes

Suponiamos que X e Y seguen as dias unha distribucién normal, N (11, 01) € N (2, 09),
respectivamente. Un xeito de compara-las medias poboacionais é restalas e compara-la sia
diferencia. (Ainda que as distribuciéns non sexan normais, se a mostra ¢ suficientemente
grande recordemos que podemos asumi-los resultados que seguen en virtude do teorema
central do limite.)

En primeiro lugar centramonos na estimacion puntual.

Definicion 4.1. Se as medias mostrais son X e Y respectivamente, entén estd claro que
. . . . 7’ _ N X7
un estimador para a diferencia das medias é pu; — s = X —Y.

Para o resto de consideracions desta seccidon temos varios casos.

39
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4.1.1. Conecidas as varianzas poboacionais

Definicion 4.2. Se o, e 0y son conecidas, cousa que habitualmente non sucede, entéon o
estatistico L
X-V) () _,

~Y 5
2 2
‘L1+‘L2
ni n2

ten unha distribucién normal estandar.

Conecido tal estatistico podemos tanto calcular intervalos de confianza (seguindo o
mesmo procedemento estudado no capitulo dedicado a intervalos de confianza (Capitu-
lo 2)), como facer contrastes de hipdtese (seguindo o procedemento do capitulo dedicado
a contrastes de hip6teses (Capitulo 3)).

Intervalos de confianza

Observacion 4.3. Por exemplo, un intervalo de confianza de nivel de significacién a para
a diferencia de medias vén determinado pola expresién

(X -Y) - (m? — 1) Zuja
Ji+d
Por tanto, tal intervalo é da forma
o o2 o2 . _ o2 g2
l(X—Y)—Za/Q L r 2 (X -Y) + Zupe 1+21.
nq N9 ni Up;
ou ben,

o} o3

(X =Y)+ Zyppy| L+ 2

1 N2

Contraste de hipdoteses
Para un contraste bilateral
Ho: pin — pig = (1 — piz)o, Hitpn — pa # (1 — p2)o,
con nivel de significacion «, temos:
» Rexién critica: (—o0, —Zy/2) U (Za/2, +00).
= Rexion de aceptacion: [—Za /2, Zaj2)-
Para un contraste unilateral
Ho: pn — po < (1 — p2)o, Hitpn — pr2 > (1 — p2)o,
con nivel de significacién «, temos:
» Rexion critica: (Z,, +00).
» Rexién de aceptacion: (—oo, Z,].

Para un contraste unilateral esquerdo procederiase de xeito analogo.
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4.1.2. Desconecidas as varianzas poboacionais pero supostas iguais

Supofiamos agora que 0 = g7 = 03 é a varianza (coincidente) das dias poboacions.

Non obstante, o é desconecida.

En primeiro lugar temos que estima-la varianza. Para iso temos dous estimadores da
mesma cantidade, s} := %, _; € 55 := sy.,,,_, obtidos a partir das dias mostras. Para
uni-la informacién obtida por ambos, calculdmo-la cuasi-varianza mostral conxunta.

Definicion 4.4. A cuasi-varianza mostral conzunta definese como

2 (- 1)st + (n2 — 1)sj

p

Y

n1+n2—2

que é a media ponderada das cuasi-varianzas das mostras.
Agora podemos considera-lo estatistico para resolve-los problemas.

Definicion 4.5. O estatistico

(X =Y) = (1 — )

1 41
Sp ni + na

~ tnl +no—29

ten unha distribucion ¢-Student con nq, + ny — 2 graos de liberdade.

Observacion 4.6. Para determinar se podemos considera-la varianzas de dias poboaciéns
iguais ou non, unha posibilidade é empregar un test de hipoteses sobre a varianza, tal e
como se describe na seccién dedicada & comparacién das varianzas de duas poboaciéns
con mostras independentes (Seccién 4.2).

Outra posibilidade empregada habitualmente consiste en aceptar que o; = g5 cando
se ten

[

S
<5 <2

DO | —
w
[\e] )

é dicir, cando ningunha das cuasi-varianzas é mais do doble da outra.

Intervalos de confianza

Observacion 4.7. Agora un intervalo de confianza de nivel de significacion « para a dife-
rencia de medias vén determinado pola expresion

(X —Y) = (11— p2)
T T < tn1+n2—2,a/2-

Sp ni ng

Por tanto, tal intervalo é da forma (omitimo-los graos de liberdade)

_ 1 1 — 1 1
X V) —tapsp|— + — (X =Y) + tajpspy|— + — |,
( ) = tas2 Sp n1+n2 ( )+ tas2 Sp n1+n2]
_ 1 1
X-Y)+tt, 4 —.
( ) /2510\/”1"‘”2

ou ben,
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Contraste de hipdteses

Para un contraste bilateral
Hy: pn — po = (1 — p2)o, Hi:pn — pr2 # (1 — 112)o,
con nivel de significacién «, temos:

» Rexién critica: (—oo, —ta/2) U (ta/2, +00).

= Rexion de aceptacion: [—tq /2, ta/a).

Para un contraste unilateral

Hy: g — po < (pa — p2)o, Hitopn — po > (1 — pa)o,
con nivel de significacién «, temos:

» Rexién critica: (t,, +00).

» Rexion de aceptacion: (—oo, t,].

En lugar de fixar un nivel de significacion poderiamos ter calculado o valor P.
Para un contraste unilateral esquerdo procederiase de xeito analogo.

4.1.3. Desconecidas as varianzas poboacionais

Se 02 e o3 son descofiecidas e non poden ser supostas iguais, entén non hai solucién

exacta para o problema de determina-la distribucién na mostraxe de X — Y, o cal obriga
a adoptar solucions aproximadas.
Cando os tamafios das mostraxes son grandes, cabe argumentar que s? e s3 son boas
aproximacions de o7 e 3. Asf,
(X —Y) = (11 — pa)

9

sty 5

ni no

tera unha distribucién aproximadamente normal.
Non obstante, neste curso empregarémo-lo feito de que o estatistico anterior estd mellor

aproximado por unha ¢-Student cuns certos graos de liberdade.

Definicion 4.8. A aproximacién debida a Welch-Smith-Satterthwaite define a cantidade
~ de graos de liberdade, como
(42
ni ng

<5§/n1)2 i (55/712)2'

ni—1 no—1

’}/N

Como v ten que ser enteiro, tomarase como valor a parte enteira do valor obtido no
calculo.

Definicion 4.9. Asi, o estatistico que empregaremos
(X —Y) = (11— o)

Y

2 2
51 52
ny ng

tera, aproximadamente, unha distribucion ¢ de Student con v graos de liberdade, onde
estd definido mediante a féormula de Welch.
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Intervalos de confianza

Observacion 4.10. No caso mais xeral, un intervalo de confianza de nivel de significacion
« para a diferencia de medias vén determinado pola expresion

(X —Y) = (11— )
l 2 2 St'y,oz/}
514 52
ni no
Por tanto, tal intervalo é da forma
— s7 83— — 52 83
X—Y)—tyap =+ 2 (X=Y)+ty 0|+ + 2|,
T -T) o S 2 X T) ty4 2
ou ben,
- 2 &2
(X =) £tyap—+—
na

Contraste de hipéteses

Para un contraste bilateral

Ho: py — po = (i — pi2)o, Hi: pa — po # (1 — pi2)o,
con nivel de significacién «, temos:
» Rexién critica: (—o0o, =t a/2) U (ty,a/2, +00).
= Rexion de aceptacion: [—t, a2, ty, a/2)-

Para un contraste unilateral

Ho: piy — pg < (pn — p2)o,  Hutpn — o > (p1 — p2)o,
con nivel de significacién «, temos:
» Rexion critica: (¢, q, +00).
» Rexion de aceptacién: (—oo, £, 4.
En troques de fixar un nivel de significaciéon poderiamos ter calculado o valor P como

P = P(t, > valor no estatistico),

e decidir, se tal valor é moi pequeno, que rexeitdmo-la hipétese nula; de non ser asi,
aceptamola.

Para un contraste unilateral esquerdo procederiase de xeito analogo.

Problema 4.11. Un is6topo radioactivo (Sr-90) acumilase nos ésos por medio do leite de

vaca consumido. Quérese conecer se o nivel de isétopo nos nenos € distinto ca nos adultos.
Para iso tomase:
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= unha mostra aleatoria de 121 nenos; obtense unha concentracién media de 2.6 pico-
curios/g, cunha cuasi-desviacion tipica de 1.2.

= outra mostra de 61 adultos; para estes tense como media 0.4 e cuasi-desviaciéon tipica
0.11.

Solucion. Denotemos por X & variable aleatoria que mide o nivel de is6topo nos nenos, e
por Y & dos adultos. Asumimo-las notaciéns que vimos empregando nesta seccion. Tratase
pois dun problema de contraste de hipéteses bilateral, é dicir,

Ho: pn = pa, Hi:pa # po.

Equivalentemente, miramos se a diferencia p; — o é nula.

O problema dédnos como datos: n; = 121, X = 2,6, s1 = 1,2, ny = 61, Y = 04,
s9 = 0,11.

Xa que non hai coniecemento das varianzas, e s1/sy = 1,2/0,11 = 10,9 > 2, empregamo-

la férmula de Welch, co que substituindo:
2
1,22 0,112
<121 + a1 )

(1,22/121) ’ N (0,112/61>

120 60

~y o~ _ = 123,965,

Asi que tomamos v = 123. Realmente a distribucion ¢193 € moi parecida 4 normal estandar.
Substituindo no estatistico obtemos:
(2,6 —0,4)—0

122 | 0,112
121 T 61

= 20,001.

Este valor esta féra de intervalos da forma [—t193 o /25 t123,a /2] para valores moito menores
a o = 0,1%. (Por exemplo, ¢123 00005 = 3,371.) O célculo do valor P (Subseccion 3.1.3) con
software informético daria (nétese que é un contraste bilateral cun estatistico simétrico)
P = 2P(t193 > 20,001) = 0,2- 1073, que é un valor moi pequeno.

Conclusion: rexeitdmo-la hipotese nula e concluimos que hai evidencia significativa,
cunha confianza de mais do 99.9 %, de que o nivel de is6topo en nenos é distinto 6 dos
adultos. O

Problema 4.12. En vista dos resultados obtidos no problema anterior, preguntamonos
agora se hai evidencia significativa de que a media obtida para os nenos sexa maior ca dos
adultos. {E maior ca 2 picocurios/g?

Solucion. As variables aleatorias a considerar son as mesmas cd no problema anterior.
Como necesitamos evidencia concluinte de que a dos nenos é significativamente maior,
temos que estuda-lo contraste:

Ho: py < poy Hy:opg > plo.

Neste caso calculdmo-lo valor P substituindo no estatistico:

p_ P<t123 - (2,6 — 0,4) — 0)

122 | 042
21 T 61

= P(t193 > 20,001) = 0,9 - 10~*.
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Conclusion: rexeitdmo-la hipotese nula e concluimos que hai evidencia significativa,
cun nivel de confianza moi alto, de que o nivel de is6topo en nenos é superior 6 dos
adultos.

A dltima pregunta correspéndese a un contraste de hipoteses

Ho:py —po <2, Hy:pig — pg > 2.

Procédese igual, pero agora o valor no estatistico é

(2,6 —0,4) — 2
122 | 0,112
Tor T e
co cal, o valor P é P = P(t193 > 1,818) = 0,0357.
Agora 0,025 < P < 0,05, asi que parece que podemos rexeita-la hipétese nula con
nivel de confianza do 95 %, pero non do 97.5 %.
Conlusion: rexeitamo-la hipdtese nula e por tanto concluimos que hai evidencia sig-
nificativa, polo menos 6 95%, de que a diferencia de concentraciéon de isétopo Sr-90 en
nenos é superior a 2 picocurios/g con respecto & dos adultos. O

= 1,818,

4.2. Comparaciéon das varianzas de duas poboacions
con mostras independentes

Na seccién anterior vimos que é mais sinxelo, e que non hai que facer aproximacions,
para estima-la diferencia de medias se supofiemos que as varianzas poboacionais son iguais
(Subseccién 4.1.2). A utilidade desta seccién é precisamente dar un test de hipdteses para
contrastar se as varianzas poboacionais son iguais.

De novo suporemos que X e Y seguen distribuciéns normais, N(u1,01) e N (2, 02),

respectivamente. Extraemos duas mostras independentes de cada poboacién, Xi, ..., X,
eYr,....,Yn,.
Como anteriormente, denotamos por s? e s3 as cuasi-varianzas das mostras anteriores.

Para comparar o7 e 02, non ¢ conveniente considera-lo estatistico s — s3. Por varias razons

é preferible emprega-lo cociente.

Definicion 4.13. Para compara-las varianzas de dias poboaciéns normais a partir de mos-
tras independentes emprégase o estatistico

2 2
s1/07

B P ~ Fn1—1,n2—17
$5/07%

que segue unha distribucién F' de Fisher-Snedecor con (n; — 1, ny — 1) graos de
liberdade.

Definicion 4.14. A distribucién de probabilidade da F,, ,, ten como funciéon de densidade
unha funcién da forma

sendo ¢, , unha determinada constante.
A distribucién F' de Snedecor depende de dous parametros, tamén chamados graos de
liberdade, que habera que considerar & hora de buscar valores nas taboas.
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Proposicién 4.15. Algunhas propiedades da F de Snedecor:

» B(Fn) = "5 sen > 2.

= S0 estd definida para valores positivos e non é simétrica.
w Se Fyyna € 0 wvalor para o que P(F, > Fina) = @, enton

1

Fn,m,a = F .

m,n,l—«a
Observacion 4.16. Notese que nas taboas da F' de Snedecor empregadas neste curso, o
primeiro indice é o das columnas.

Contraste de hipdoteses

Estamos interesados no contraste de hipoteses
.22 .2 2
Hy: 0y =05, Hy:of # 0;.
Como por hipétese, 02 = 02, o estatistico anterior simplificase e temos que empregar
s1/s3 que, como vimos, ten distribucién F,, _; n,—1. En consecuencia, para un nivel de
significacién a temos:

= Rexion critica: (O +> U (Fm_Lm_La/Q, —i—oo).

’ Fn2—1,n1—1,a/2

= Rexién de aceptacion: [F%, o1 np—1 a/Q}.
ng—1,n1—1,a/2 ’ )

Problema 4.17. Realizouse un estudo sobre as necesidades enerxéticas para o crecemento
e mantemento dun nino de aviéns en Perthshire, Escocia. Obtivéronse os seguintes resul-
tados para as observacions de dias mostras independentes da variable normal “ntimero
de kilocalorias por gramo e hora que se requiren por paxaro”.

Adultos incubando  Adultos precriando

ny = 57 N9 = 12
X = 0,0167 Y =0,0144
s1 = 0,0042 s9 = 0,0024

JIndican estes datos que o numero de kilocalorias requerido por adultos que estan
incubando é maior ¢ requerido polos adultos que estan precriando? Razoalo empregando
o valor P. (Facer un contraste de hipéteses para determina-la igualdade das varianzas
empregando para iso o = 0,1.)

Solucion. Sexa X a variable aleatoria que mide o nimero de kilocalorias por gramo e
hora que se requiren por paxaro en adultos incubando, e Y a que mide o mesmo valor en
adultos precriando.

Tratase dun problema de contraste de hipdteses da media de duas poboacions, que
coa notacion que vimos empregando, se escribe como

Ho: py < pro, Hy:pg > pio.
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En primeiro lugar teremos que decidir se podemos supoinier que as varianzas poboa-
cionais son ou non iguais. Isto require un contraste de hipéteses previo:

L2 2 . 2 2
HO. Ul 70'2’ Hl. 02 #0-2.

Substituindo no estatistico s?/s3 obtemos 0,00422/0,0024%> = 3,0625. Por outro la-
do, para a = 0,1 temos Fsg 11,005 = 2,4960 e Fip11,005 = 0,5091. Claramente 3,0625 ¢
[0,5091, 2,4960], co que debemos rexeita-la ultima hipdtese, e por tanto non podemos
supofler que g; € 0y sexan iguais.

Temos que empregar entén a aproximacion de Welch. Primeiro calculamo-los graos de

liberdade: )
0,00422 + 0,00242
57 12

(0.00422/57)2 | (0,0024%/12)? = 27,51,
57—1 12-1
asi que tomamos v = 27.
Substituimos agora no estatistico:
0,0167 — 0,0144) — 0
(©, 7 ) = 2,5809.

0,00422 | 0,00242
\/ 57 T 12
Entén o valor P é P = P(ty; > 2,589) = 0,0077, é dicir, 0,005 < P < 0,01.
Conclusion: rexeitamo-la hipdtese nula e concluimos que existe evidencia significativa,
polo menos do 99 %, de que o ntimero de kilocalorias requerido por adultos incubando
é maior c¢6 requerido polos adultos que estan precriando. O

Problema 4.18. Nun estudo sobre habitos de alimentacién de morcegos, marcanse 25 fe-
mias e 11 machos e rastréanse por radio. A variable de interese é “distancia que percorren
voando en busca de alimento”. O experimento proporciona a seguinte informacion:

Femias  Machos
ny = 25 ng = 11

X =205 Y =135
s1 =100 s5,=95

Calcular un intervalo de confianza para a diferencia de medias cun nivel de confianza

do 90 %.

Solucion. Sexa X a variable aleatoria que mide a distancia que percorre un morcego femia
voando en busca de alimento, e Y a que mide a mesma distancia para morcegos macho.
Para calcula-lo intervalo de confianza pedido, primeiro temos que decidir que estatisti-
co empregamos. Por tanto, hai que determinar se podemos supofier que as varianzas
poboacionais poden ser consideradas iguais ou non.
Asi, investigdmo-lo contraste de hipdteses

L2 2 .22 2
Ho.O'l—UQ, H]_.O—Q#O-Q-

Subsituindo no estatistico s?/s2 obtemos 100?/95? = 1,108. Por outro lado, para a =
0,1, Fba100,05 = 2,737 € Fas 100,95 = 0,4435. Dado que o valor no estatistico cae entre os
dous, aceptamos que as dias varianzas poboacionais son iguais.
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Podemos, por tanto, toma-la varianza conxunta

» (15—1)-100% 4 (11 — 1) - 952
= = 9713,24.
°p 25+ 11— 2 !

Dado que t34,0,05 = 1,691 o intervalo de confianza buscado é

(205 — 135) +1,691/9713,24 \/ — =70+ 60,30,

que despois de face-los célculos resulta [9,70, 130,30].

Conclusion: cun nivel de confianza do 90 %, a dlferenma entre a distancia media per-
corrida por un morcego femia e un morcego macho en busca de comida sittiase entre 9.70
e 130.30 metros.

Fixémonos que os resultados obtidos suponendo que as varianzas poboacionais son
iguais non é moi distinto do que se obteria se empregaramo-lo método xeral. Para o
método xeral o nimero de graos de liberdade estimase por

<1002 N 952)2
25 11
(1002/25)2 | (952/12)2 20,13,

25—1 11-1

de xeito que tomamos v = 20.
A continuacién calculamos o0 0,05 = 1,72472. Por tanto, o intervalo calctlase como

1002~ 952
_l’_

205 — 135) £1,72472 —_—
( ) ’ 25 11’

e facendo os célculos resulta [9,75,130,25], que é moi similar 6 obtido anteriormente. [

4.3. Comparacion de proporciéns de dias poboaciéns
con mostras independentes

Suponamos que hai dias poboaciéns, nas que unha determinada propiedade se da con
probabilidades p; e ps, respectivamente. Tomamos diias mostras aleatorias simples X1, ..., X,,
e Yq,...,Y,, de cada poboacién.

De novo, o estimador puntual é o esperado:

1

Definicion 4.19. Para estima-la diferencia de proporciéns emprégase a diferencia das pro-

L —

porcions das mostras: p; — pa = pP1 — Po.
Definicion 4.20. Témase o estatistico

—

(p1 —p2) — (p1 — p2) N
\/ﬁl(l—ﬁl) + p2(1—p2) ’

ni n2

que ten distribucién normal N (0, 1).
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4.3.1. Intervalos de confianza

Observacion 4.21. Para un nivel de significaciéon «, un intervalo de confianza para a
diferencia de proporciéns vén determinado pola expresion

(Pl —Pz) - (]91 - P2)
\/ﬁl(l—ﬁl) + p2(1—p2)

ni ng

< Za/g.

Por tanto, un intervalo de confianza sera da formas:

— p1(l—p pa(1 —p
(51 —pg)ﬂ:Za/z\/pl( p1) +P2( p2).
nq N9

4.3.2. Contraste de hipoteses

Chamamos valor nulo 6 valor frente 6 que contrastamo-la hipétese (o que en analoxia
con outros casos chamariamos (p; — p2)o). Dependendo de se este valor é cero ou non,
podemos facer unha pequena simplificacién. En particular, se o valor nulo é cero, non
tomarémo-lo mesmo estatistico que para o calculo dun intervalo de confianza.

Valor nulo distinto de cero
Para un contraste bilateral
Hy: p1—p2 = (p1 —p2)o, Hi:pr—p2# (1 — p2)o,
con (p; — p2)o # 0, e nivel de significacién «, temos:
» Rexién critica: (—o00, —Z4/2) U (Za/2, +00).
= Rexion de aceptacion: [—Zq /2, Za/2)-
Para un contraste unilateral
Hy: p1—p2 < (p1 —p2)o, Hi:pr—p2> (p1— p2)o,
con (p; — P2)o # 0 e nivel de significacién «, temos:
» Rexién critica: (Z,, +00).
» Rexién de aceptacion: (—oo, Z,].

En troques de fixar un nivel de significacién poderiamos calcula-lo valor P como temos
feito en exemplos anteriores.
Para un contraste unilateral esquerdo procederiase de xeito analogo.
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Valor nulo cero

Nun contraste bilateral escribimos
Hy:pr —p2=0, Hi:p—py #0,

Como por hipdtese as proporcions reais son as mesmas, p; € ps estiman a mesma cantidade.
Asi, facemos como que as diias mostras provenen dunha mesma poboacién con proporcion
desconecida p, e tomamo-la media ponderada das proporciéns estimadas en cada mostra.

Definicion 4.22. A media ponderada das proporciéns para un contraste de hipdteses con

valor nulo cero definese como R R
p= nip1 + NP2
n1 + Ng

Definicion 4.23. O estatistico de contraste neste caso simplificase un pouco e tomamos

A A

D1 — P2
" N 1
\/p(l —p)<m + nz)

que tamén segue unha distribucién normal estandar.

~ 7

Y

O resto das cuestiéns son analogas 6 caso anterior.

Problema 4.24. Entre marzo e agosto de 1998 fixose en Baltimore un ensaio clinico aleatori-
zado e doble cego para comproba-la eficacia do paracetamol como analxésico para trata-la
migrana. Un grupo de voluntarios da zona dividiuse aleatoriamente en dous grupos. A
un deles subministrouselle paracetamol e 6 outro un placebo. Entre os 147 pacientes que
recibiron o paracetamol, 85 notaron disminucién de dor 4s dias horas de tomalo, frente a
56 de 142 no caso do grupo de control (o que tomou o placebo). A partir dos resultados
deste estudo clinico, jhay evidencia suficiente, con nivel de confianza 99 %, para afirmar
que o paracetamol é un analxésico tutil & hora de trata-los sintomas da migrana? LE a
diferencia de efectividade maior 6 10 %?

Solucion. Sexa X a variable aleatoria que mide a eficacia do paracetamol como analxésico
para trata-la migrana, Y a do placebo.
Tratese dun problema de contraste de hipdteses:

Hy:pr—p2 <0, Hi:pr—p2 >0,

que por tanto ten valor nulo cero.
Témo-los datos: ny = 147, p; = 85/147 = 57,8 %, ny = 142, ps = 56/142 = 39,4 %.
Asi, a media ponderada das proporcions é:

147-0,578 + 142 - 0,394

p = = (.488.
p 147 + 142 !
Substituindo no estatistico de contraste:
0,578 — 0,394 — 3,196,

\/0,49481 (1— 0,49481) (1317 + 1;)
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Por outra banda, P = P(Z > 3,126) = 0,000886 < 0,01 é un valor méis pequeno ca
a.

Conclusion: rexéitase a hipotese nula, e concluimos que existe evidencia significativa,
polo menos do 99 %, de que o paracetamol é til no tratamento da migrana.

Con respecto & segunda pregunta, agora témo-lo contraste de hipoteses

Ho:p1r—p2<0,1, Hi:pr—p2>0,L
Como o valor nulo non é cero, substituimos no estatistico xeral para obter

(0,578 — 0,394) — 0,1

\/0,578(1—0,578) | 0:394(1-0,394)
147 142

= 1,4509

Agora P = P(Z > 1,4509) = 0,0734 > 0,01, é dicir, P > 0,01. Non podemos rexeita-la
hipotese nula para o nivel de significacion dado.

Conclusion: aceptamo-la hipotese nula e concluimos que non hai evidencia significativa
de que a proporcién de enfermos de migrana que melloran as 2 horas de tomar paracetamol
supere no 10 % 6s que tomaron o placebo.

En consecuencia, hai evidencias de que, ante un ataque de migrana, ¢ mellor tomar
paracetamol que non tomar nada. Non obstante, a diferencia de proporciéns entre enfer-
mos que toman paracetamol e que non toman nada, e melloran as 2 horas, non supera o

10 %. [l

Observacion 4.25. Determinacion do tamaiio da mostra

Podemos facer un argumento similar a cando estimamo-lo tamano da mostra para
unha proporcién (Observacion 2.25), e asi, se facemos n < ny,ny, para un erro maximo €
obtemos (vendo que o méximo de x(1 — x) estd en z = 1/2)

pi(1—p po(1 — D 1 1
Za/g\/pl( p) +p2( P2) < Zojoy| — + — <ee.
ni N dn  4n

zZ2 .
Despexando, n > =22, En consecuencia, teremos que tomar
) %€ )
2
Za/2
ni,Ne 2 ——
2¢

4.4. Comparacion da media con mostras emparella-
das

Nesta seccion estudamos un caso que se presenta con bastante frecuencia. 1D aquel
no que as dias mostras estan emparelladas, é dicir, que para cada individuo dunha lle
corresponde un da outra, asociado de xeito natural ou a propédsito. Isto dase por exemplo
cando se estuda o comportamento de dous xemelgos, nais e fillas, ou o comportamento
dunha persoa antes e despois de tomar un medicamento. Nestes casos faise un tinico sorteo
e a segunda mostra dedicese da primeira.

Os métodos das seccions anteriores mon son aplicables xa que, para calcula-los es-
tatisticos correspondentes, faciase uso da independencia entre mostras.
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Temos, por tanto, didas poboaciéns nas que medimos unha mesma caracteristica, e
denotamos por X e Y as variables aleatorias de cada unha. Tomamos X, ..., X,, unha
mostra aletoria simple, que estda emparellada con Y7, ..., Y,,, non independente da anterior,
e do mesmo tamarfio. Consideramo-la variable aleatoria D = X — Y, que suponemos que
estda normalmente distribuida. Asi, temos unha mostra das diferencias Dy, ..., D,,, onde

En consecuencia, acabamos de reduci-lo problema de dias mostras a facer inferencia
sobre a sua diferencia. No caso da diferencia de medias temos que estudar entén pp =
(1 — 2. Como vimos, o estatistico necesario para estuda-la media é

b—#DNt )
SD/\/E n—1_i

que segue unha distribucion t-Student con n — 1 graos de liberdade.

O procedemento para obter intervalos de confianza e facer contrastes de hipéteses é,
por tanto, o mesmo cé discutido para o calculo de intervalos de confianza para a media
(Subseccién 2.2.3), e contraste de hipdteses para a media (Seccién 3.1), respectivamente.

Observacion 4.26. Cabe resaltar que, se ben pup = p; — s ¢ D = X =Y, pola contra s% #
s? + s2. En consecuencia, a varianza da diferencia non pode ser deducida das varianzas
das dias variables.

Problema 4.27. Realizase un estudo para investiga-lo efecto do exercicio no nivel de coles-
terol no sangue (mg/dl). Tomaronse mostras de sangue nos participantes. Despois some-
teuse 6s individuos a un programa de exercicios, e volvéronse tomar mostras de sangue.
Obtivéronse os seguintes datos:

Persoa Nivel previo Nivel posterior

1 182 198
2 232 210
3 191 194
4 200 220
5 148 138
6 249 220
7 276 219
8 213 161
9 241 210
10 480 313
11 262 226

Construir un intervalo de confianza para a diferencia de medias con nivel de confianza

do 90 %.

Solucion. En primeiro lugar organizamo-los calculos para a diferencia, o cadrado das
diferencias, e sumamo-los resultados. Denotamos por X & variable aleatoria que mide o
nivel de colesterol en sangue antes do exercicio, e Y o nivel despois do exercicio. Tomamo-
la diferencia D = X — Y.
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Persoa X Y D D?

1 182 198 -16 256
2 232 210 22 484
3 191 194 -3 9
4 200 220 -20 400
5 148 138 10 100
6 249 220 29 841
7T 2716 219 57 3249
8 213 161 52 2704
9 241 210 31 961
10 480 313 167 27889
11 262 226 36 1296
by 2674 2309 365 38189
En vista da tdboa temos
— 1 365
D = - ;Dl =97 = 33,182,

1
n—1

o 3189 11
> D = D" = T — 533,182% = 2607,76.
i n=

2 _
Sp =

Ademais, t10,0,05 = 1,812. Asi, o intervalo de confianza vén dado por

2607,76

33,18 + 1,81 :
V11

o que, facendo os célculos resulta [5,28, 61,09].
Conclusion: cun nivel de confianza do 90 %, a diferencia media de nivel de colesterol
entre a xente que fai exercicio e a que non sittiase entre 5.28 e 61.09. 0

4.5. Resumo de contrastes de hip6teses para dias po-
boaciéns

A continuacién preséntase unha taboa resumo cos resultados deste capitulo ata agora.
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Comparacion da media de diias poboaciéns

Varianzas poboacionais descoiiecidas pero iguais

Estatistico

Cuasi-varianza conxunta

(X —Y) — (1 — po)
Sp\/ar T s
2 (1 — 1)s] + (ng — 1)s3

B ny+ny — 2

~ tn1+n2—2

p
Intervalos de confianza

(X —Y) = (1 — o)

Inecuacién s \/ﬂ < oy tns—20/2
Férmula (X = Y) £t ins2.a/25 /i + 1
ni o Mo
Hy: py — po = (p1 — p2)o, Hi: o py — po 7 (pa — pi2)o.
Rexion critica (—oo, —tm+n2_27a/2) U (tn1+n2—2,a/27 —|—oo)
Ho: pn —po < (pn — p2)o, Hioopn — pro > (pn — p12)o-

Rexién critica

(tn1+n2_27 a +OO>

Varianzas poboacionais desconecidas

Estatistico

Graos de liberdade

(X =Y) = (11 — po)

Nt,y

’}/N

<5§/n1)2 n (53/712)2

ny—1 no—1

Intervalos de confianza

X—V)— ()] _,
Inecuacion = 2 S Uy a2
1 2
ni " ong
, - - s?  s3
Férmula (X —Y)+ty a0 i
T %)
Ho: pin— po = (p1 — p2)o, Hit pa — po # (1 — p2)o.
Rexion critica (—oo, —t, a/Q) U (75%06/27 —1—00)
Ho: py = po < (g — p)o, Hito pn — pg > (1 — pi2)o.

Rexién critica

(t%a, —I—oo)

Comparacion da varianza

de duas poboacions

Estatistico

si/o7

s3/03

~ L'pi—1,no—1

Hoi

2 2 .2 2
o) =05, Hy: o] # 0;.

Rexién critica

I
0, ———— ) U (Frit,no1,0/25
(0 e V(e +)
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Comparacion de proporcions de diias poboaciéns

(251 - ]52) - (pl - pz)

Estatistico \/ﬁl(lfﬁl) O 4
ni n9
Intervalos de confianza
Inecuacién (b A_(lp%) )_ (2?1(1_ pz)) < Zaj2
\/pl p) 4 p2(1=p>
ni no
, p(1—p1)  pa(1—p
Férmula (b1 — po) £ Za/Q\/pl( P1) X Pa( D2)
ny o
Hy: p1r—p2=(p1 —p2)o#0, Hi: pr—p2# (p1 — p2)o.
Rexion critica (—oo, —Za/Q) U (Za/g, —|—oo>
Ho: p1—p2 < (p1 —p2)o #0, Hi: pr—p2 > (p1 — p2)o.
Rexion critica (Za, _1-00)
Valor nulo cero
N P1— P2 "7
statistico R R
Jo-a (% + L)
Proporcion ponderada p= Py + N2p:
ni + no
Hy: p1r=ps, Hy: p1 # po.
Rexién critica (—oo, —Za/z) U (Za/27 +oo)
Hy: p1 <p2, Hi: p1>po.

Rexién critica

(e )







Capitulo 5

A proba chi-cadrado

A proba chi-cadrado, ou proba 2, é un contraste de hipéteses introducido por Pear-
son para determinar se a discrepancia entre as frecuencias esperadas e as frecuencias
observadas nunha tdaboa de continxencia é estatisticamente significativa.

Neste capitulo, as variables estatisticas son discretas: s6 toman un ntmero finito de
valores, dividos en categorias. Distinguiremos dous tipos de tests, que computacionalmente
son practicamente iguais, pero que conceptualmente son un pouco distintos.

5.1. Contrastes de independencia para datos categori-
cos

Suponiamos que nunha poboacién estamos interesados en observar dias caracteristicas
X e Y que se corresponden con datos categoricos, é dicir, que son datos nominais que
soamente poden tomar valores concretos, chamados categorias. Cada valor est4 nunha, e
s6 nunha, categoria (é dicir, as categorias son disxuntas). Ponamos que X pode tomar f
valores distintos Ay, ..., Ay, e que Y pode tomar c valores By, ..., B.. O problema ¢ que
nos enfrentamos agora é o de determinar se as duas caracteristicas X e Y son ou non
independentes. De feito, o que queremos ¢é ver se hai (ou non) evidencia significativa de
que as duas caracteristicas non son independentes.

Tomamos unha mostra aleatoria simple bidimensional (é dicir, medindo as duas ca-
racteristicas) na poboacion, (X1,Y7),...,(X,,Y,). Denotamos por n;; 6 nimero de ob-
servacions na mostra de tal xeito que o valor de X se atopa en A; e o valor de Y en
B;. Os valores poden por tanto disponierse nunha tdboa de continzencia, que consiste en
organiza-los datos do seguinte xeito:

X\Y| B, By, .. B %
Al ni Ny ... Nie | N1.

A2 Nnoy Noo ... Noe | Na.

Af nNgr MNypao ... Nfe | Ny.

Xl nig ng ... N n

o7
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Nesta taboa empregouse a notacion:
Mg = N1 + Ny + -+ + Nye,
N.j = Nij + Noj + -+ + Ny,

que son os numeros totais de observaciéns que se atopan nos conxuntos A; e B; respecti-
vamente. Obviamente, ny. + - +nyp =n.g + - + N = n.
As probabilidades reais da poboaciéon son denotadas como

Dij = P((X € Az) N (Y c Bj)),
e asl, por se-las categorias disxuntas,
pi. = P(X € A;) = pir + piz + -+ + Dic,
D.j = P(Y € Bj) =p1; +Dp2; + -+ Dyy-

Isto poderia organizarse tamén nunha taboa de probabilidades:

X \ Y| By By .. B, >
Ay P11 P12 -~ Pic | P1-

A, P21 P22 ... P2 | D2

Ar | ppr pra oo DPge | Dy

| p1 po . P 1

En caso de que as duas caracteristicas fosen realmente independentes, teriamos
pij = P((X € A)N(Y € By)) = P(X € A)P(Y € B;)) = pi.p,

para calquera para ¢, j. En consecuencia, o contraste de hipoteses que pretendemos estudar
é:
Hoi pij:p’i-p-j7 VZE {1,...,f},Vj€ {1,...,6}.
Por tanto, o que resta por facer ¢ estima-las probabilidades p;; e atopar un estatistico
convinte que nos permita decidir se cos valores da mostra podemos ou non descartar Hy.
A partir da mostra, os estimadores obvios das probabilidades son
n;. n.;

— Ds;=—2.
n’ Y n

— ng; -
bij = — Pi =
n

Por outra banda, baixo a hipdtese de independencia, o valor da celda (7, 5) da taboa
de continxencia deberia ser
Ei; = npi; = np;. p.;,

que por tanto se estima por
= — n;. n.j
Eij = N p;. p.j = n .

—

Para determinar se os n;; estan suficientemente proximos a E;;, empregamo-lo es-
tatistico -
S BF e
= f=1)(c-1)»
A O ’
que segue aproximadamente unha distribucién x? de Pearson con (f — 1)(c — 1) graos de
liberdade cando a mostra é suficientemente grande.

Este contraste é unilateral dereito, asi que para un nivel de significacion «, temos
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= Rexion critica: (X{;_1)_1),a» 0©)-

, o)
= Rexién de aceptacion: [O7X%f—1)(c—1),a]‘
Obviamente, tamén se poderia calcula-lo valor P e rexeita-la hipétese nula cando este
valor sexa moi pequeno.

Problema 5.1. Realizase un estudo para investiga-la asociacién entre a cor e a fragancia
das azaleas silvestres. Obsérvanse 200 prantas floridas seleccionadas aleatoriamente, e
clasificase cada unha delas segundo a cor e a presencia de fragancia.

fragancia \ cor ‘ branca rosa naranxa
si 12 60 58
non 50 10 10

. Hai probas significativas de asociacién entre a cor das flores e a sta fragancia?

Solucion. Denotemos por X a fragancia dunha azalea, e por Y a sta cor. En primeiro
lugar construimo-la taboa de continxencia:

fragancia \ cor | branca rosa naranxa | X
si 12 60 58 | 130

non 50 10 10 | 70

x 62 70 68 | 200

O problema consiste en facer un contraste de hipéteses de independencia para datos
categoricos, € dicir,

Vi e {1,2}, Vj € {1,2,3}.

Veremos mais adiante que a razon de que este sexa un contraste de independencia
é que o investigador simplemente clasifica os datos do total da mostra en dias categorias
(neste caso, fragancia e cor das azaleas).

Para resolve-lo problema, calculamo-los valores esperados, no suposto de que houbese
independencia das variables, mediante a férmula (en verde), e tamén os valores

(n; — E\J)Q/E\j (en vermello), obtendo:

Hy: Dij = Pi-P-j,

fragancia \ cor branca rosa naranxa |
12 60 58
si 130
19.87 4.62 4.31
50 10 10
non 70
36.91 8.58 8.00
X 62 70 68 | 200

Finalmente aprovéitanse todos estes calculos para determina-lo valor no estatistico,

(que consiste en suma-los valores vermellos), para obter 82.29.

O estatistico segue unha distribucién x? con (2 — 1)(3 — 1) = 2 graos de liberdade.
Xa que non nos dan un nivel de significacién, calculdmo-lo valor P como P = P(x3 >
82,29) < 0,001. (Utilizando software informéatico obtense P = 1,35 - 1071%.)

Conclusion: rexeitamo-la hipdtese nula, e concluimos que si hai evidencia significativa,
cun nivel de confianza moi alto (maior c¢6 99.9%), de que existe relacién entre a cor da

flor e a sua fragancia.

O
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5.2. Contrastes de homoxeneidade para datos categori-
cos

Este contraste é bastante parecido 6 da seccién anterior, polo menos no que a calculos
se refire, anque o obxectivo é bastante distinto.

Supofniamos que temos f poboaciéns nas que se observa unha determinada caracteristi-
ca que pode tomar un valor de entre ¢ valores distintos Ay, ..., A.. O problema 6 que nos
enfrentamos é o de determinar se a distribucién de probabilidade desa caracteristica ¢é a
mesma en todas esas poboacions, ou se polo contrario, ditas poboaciéns son heteroxéneas
con distintas distribucions de probabilidade.

Tomamos unha mostra aleatoria simple en cada unha das poboaciéns, con tamanos
ni, ..., nyg, respectivamente. Denotamos por n;; o nimero de observaciéns na mostra i que
se atopa en A;. Os datos poden dispofierse nunha tdboa de continzencia, organizada do
seguinte xeito:

Mostra | A; Ay ... A, | tamano
1 niyiy N1z ... Nie ny

2 No1  MNoo ... Noe N9

f N MNypa ... Nyge ny

X1 nig Na ... Ne n

De novo empregouse a notacion:
n.j = nlj + ngj + -4 nfj,

que son os numeros totais de observaciéns que se atopan nos conxuntos A;. Ademais,
n =mn; + - +ny ¢ o tamaino que se obtén 6 xuntar tédalas mostras.

A hipétese de homoxeneidade significa que cada conxunto A; ten unha probabilidade
p; independente da poboacién i. Por tanto, se p;; é a probabilidade de A; na poboacién
7, a hipotese nula é

Ho: pij=pay = =pyp(=p;), Vjie{l, ...ch
As probabilidades p; poden estimarse mediante

n.;
_ g
pj=—.
7 on

Baixo a hipétese de homoxeneidade, a frecuencia teérica de A; na poboacién 7 é

Eij = nip;,
que por tanto se estima mediante
n

Para determinar se os n;; estan suficientemente préximos a F;; empregdmo-lo estatisti-
co

> sy — By)” X(r-1)(e-1)

i3
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que segue aproximadamente unha distribucién x? de Pearson con (f — 1)(c — 1) graos de
liberdade.

Este contraste é unilateral dereito, asi que para un nivel de significacion «, temos

= Rexién critica: (X{;_1)_1),a» 0©)-

» Rexién de aceptacion: [O’X%f—l)(c—l),a]’

O contraste de independencia e o contraste de homoxeneidade son moi similares en
canto a céalculos e interpretacion. A diferencia fundamental estd no xeito de selecciona-las
mostras, xa que no contraste de homoxeneidade, o tamano das mostras (é dicir, o total
das filas) estd fixado polo experimentador, mentres que no contraste de independencia
é arbitrario.

Problema 5.2. Para probar unha nova vacina contra a hepatite, tomanse 549 voluntarios
6s que se lles administra a vacina, e 534 6s que non. O cabo dun tempo obsérvanse os
seguinte casos de enfermidade:

mostra ten hepatite tamano
vacinado 11 549
non vacinado 70 534

JE a vacina eficaz?

Solucion. Para ver se a vacina ¢ eficaz temos que dar evidencia significativa de que a
proporcion de enfermos de hepatite é menor na poboacion dos vacinados. Por tanto, é un
contraste de hipdteses sobre homoxeneidade no que pretendemos refuta-la hipotese nula
de que a distribucién de probabilidade do ntimero de enfermos de hepatite é a mesma
para as duas poboacions.

En primeiro lugar completamo-la tdboa de continxencia:

hepatite si hepatite non | tamano

vacinado 11 538 549

non vacinado 70 464 534
by 81 1002 1083

Temos que facer un contraste de hipoteses de homoxeneidade para datos categoricos:

Hy: p11 = p21, P12 = paa.

A continuacién calculdmo-los valores esperados no suposto de que houbese homoxe-
neidade nas poboaciéns mediante a féormula (en verde), e tamén os valores

(n; — EZ)Q/EZ (en vermello), obtendo:

vacinado \ hepatite s non | tamano
11 538
si 549
22.01 1.78
70 464
non 534
22.63 1.83
by 81 1002 1083
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Finalmente aprovéitanse todas estes contas para calcula-lo valor no estatistico, (que
consiste en suma-los valores vermellos), para obter 48.24.

O estatistico segue unha distribucién x? con (2 —1)(2 — 1) = 1 grao de liberdade.
Xa que non nos dan un nivel de significacién, calculdmo-lo valor P como P = P(x? >
48,24) < 0,001. (Empregando software informdtico obtense P = 3,7 - 10712.)

Conclusion: rexeitdmo-la hipdtese nula, e concluimos que hai evidencia significativa,
cun nivel de confianza superior 6 99.9%, de que a proporcién de enfermos de hepati-
te ¢ distinta dependendo de se estamos na poboaciéon de individuos vacinados ou non
vacinados.

En realidade, este contraste de hipéteses non serve para determinar se o medicamento
é eficar ou non. Non obstante, tendo en conta os datos da taboa, onde se observa que
a proporcién de enfermos de hepatite na poboacién dos individuos vacinados é menor
ca esperada, podemos concluir que a vacina é eficaz. O

Os contrastes de independencia e homoxeneidade son bastante populares e empréganse
a miudo como estudos preliminares para ver se hai relacion entre diias ou mais variables.
Notese non obstante, que estes contrastes non nos din cal é a relacion entre as variables,
alnda que mirando os valores da taboa podemos sacar algunha conclusién. Para atopar
unha relaciéon que explique como se relaciona unha variable con outra necesitanse outras
técnicas estatisticas como a regresion.

E moi tipico que, por erro, desconecemento, ou por tratar de influencia-la opinién da
xente, se extraian dun test deste estilo conclusiéns distintas (ainda que aparentemente
relacionadas) s que en realidade se fan no estudo. Tamén ¢é tipico extrapolar causalidade
(un suceso implica outro), cando sé hai correlacién (dous sucesos pasan 6 mesmo tempo).

Problema 5.3. Realizase un estudo de mercado consistente en clasifica-la poboacion de
acordo co seu poder adquisitivo en nivel alto, medio e baixo. Témase unha mostra de 50
persoas de cada clase social e mirase se postien un reloxio de marca Rolex. Constatase
que da clase alta tefien un 30 persoas, 14 de clase media, e 5 de clase baixa.

= Realiza-lo correspondente contraste de hipoteses para ver se existe relacion entre a
clase social e ser posuidor dun Rolex.

= ;Podemos afirmar que hai evidencia estatistica de que mercar un Rolex aumenta o
poder adquisitivo?

Solucion. Temos 3 poboaciéns, dependendo do “poder adquisitivo”, e a variable aleatoria
Y =“ter un Rolex".
En primeiro lugar construimo-la tdboa de continxencia:

renta \ Rolex | si non | tamano
alta | 30 20 50

media | 14 36 50

baixa | 5 45 50

¥ 149 101 150

Temos que face-lo contraste de hipoteses:

Hy: pi1 = p21 = P31, P12 = P22 = Paa.
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Este é un contraste de hipoteses para homoxeneidade de datos categéricos (Sec-
cién 5.2), xa que o tamano da mostra en cada poboacion é fixado polo investigador.
Para iso empregamo-lo estatistico

,J

que segue unha distribuciéon x? de Pearson con (f — 1)(c — 1) graos de liberdade.
O numero de graos de liberdade da distribucién é (3 —1)(2 —1) = 2.
A continuacién calculdmo-las frecuencias esperadas, no suposto de que a hipétese nula

sexa certa, mediante a formula E;; = e
renta \ Rolex si  non | tamano
alta | 16.33 33.67 50
media | 16.33 33.67 50
baixa | 16.33 33.67 50
z 49 101 150

Agora calculamo-los valores intermedios do estatistico (n;; — E;)?/ EZ

renta \ Rolex si  non by
alta | 11.435 5.548

media | 0.333 0.162

baixa | 7.864 3.815

by 29.157

A suma dos valores intermedios, que coincide co valor no estatistico, é 29.157.
Calculamo-lo valor P como P = P(x3 > 29,157) = 0,5-107%, que ¢ un valor pequeno.
Conclusion: Rexeitamos Hy, e concluimos que hai evidencia significativa, cun nivel de
confianza moi elevado, de que ter un Rolex depende do poder adquisitivo da persoa.
Non obstante, os datos que se dan neste exercicio non estan encaminados a responde-la
segunda pregunta. Podemos deducir que hai relacién entre “ter poder adquisitivo alto”
e “ter un Rolex”, pero non podemos dicir nada con respecto & relaciéon entre “mercar
un Rolex” e “aumenta-lo poder adquisitivo”. Ainda que a léxica indica a pensar que a
resposta & segunda pregunta é negativa, os datos do problema non o confirman nin o
refutan. O]

5.3. Bondade do axuste

Ata agora os contrastes de hipdteses foron empregados para decidi-la veracidade dunha
hipdtese sobre os parametros dunha distribucion. En ocasiéns, non obstante, é necesario
emitir un xuizo sobre a distribucion poboacional no seu conxunto. O problema da bonda-
de do axuste consiste en decidir, & vista dos datos dunha mostra aleatoria simple dunha
poboacion, se pode admitirse que a distribuciéon poboacional coincide cunha certa distri-
bucién dada (no noso caso unha N(0,1)). Notese que este ¢ un problema non paramétrico.

Suponamos que queremos averiguar se a distribucion F' dunha poboacion se axusta a
unha distribuciéon normal N(u, ). Suponiemos que temos unha mostra aleatoria simple
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X1, ..., X,. O noso contraste é por tanto
Hy: F:N(M,O), Hy: F% N(/L,O’)

En primeiro lugar teremos que estima-los valores dos parametros. Empregaremos para
iso os estimadores insesgados i = X ¢ & = s5,,_1.

O segundo paso deste contraste consiste en agrupa-los datos en intervalos. Para iso
realizase o seguinte procedemento:

= Busca-los valores mais pequeno e mais grande. Tomar valores “redondos” un pouco
mais pequenos cé mais pequeno, e un pouco mais grande c6 mais grande tendo en
conta a precision dos datos.

= Decidir cantos intervalos se van empregar. Dividiranse os datos en intervalos do
mesmo tamafnio (preferentemente os extremos deberfan ser enteiros, ou numeros
“redondos”). Hai varias regras para decidir este nimero. Unha posibilidade é tomar
aproximadamente /7 intervalos. E conveniente que cada intervalo resultante tefia
polo menos 5 valores. O ntimero de tales intervalos denotamolo por r.

s Calcula-los limites dos intervalos tendo en conta os datos anteriores.
s Face-lo reconto de valores en cada intervalo.

Unha vez que témo-los datos divididos en intervalos, podemos calcula-la frecuencia
observada o; destes en cada intervalo. Este datos comparanse coa probabilidade de que a
distribuciéon N (u, o) estea entre cada un dos valores dos intervalos, multiplicada por n.
Isto é o que se chama a frecuencia tedrica e;. Utilizase para iso a estimacion de p e o.

Para decidir se as discrepancias entre as frecuencias mostrais e as tedricas son signifi-
cativas, emprégase a proba x? de Pearson. Tomamos por tanto o estatistico

r (Oi _ €i)2
)

i—1 i

que segue unha distribucién x? de Pearson con r — k — 1 graos de liberdade, onde k é o
nimero de pardmetros que tivemos que estimar para precisa-la distribucién tedrica (se
son p e o, entén k = 2).

O estatistico anterior isase para facer un contraste unilateral dereito.

Problema 5.4. Unha maquina produce pezas cunha determinada lonxitude, a cal se quere
saber se segue unha distribuciéon normal. Obtense a seguinte mostra:

10.39 10.66 10.12 10.32 10.25 1091 10.52 10.83 10.72 10.28
10.35 10.46 10.54 10.72 10.23 10.18 10.62 10.49 10.32 10.61
10.64 10.23 10.29 10.78 10.81 10.39 10.34 10.62 10.75 10.34
10.41 10.81 10.64 10.53 10.31 10.46 10.47 10.43 10.57 10.74

Deséxase saber se esta mostra avala a hipotese de que a maquina produce pezas cunha
lonxitude que efectivamente é normal.
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Solucion. Sexa X a variable aleatoria “lonxitude das pezas que produce a maquina”.
Vemos que temos n = 40 datos. En primeiro lugar estimamos puntualmente a media
e a desviacion tipica. Para iso obtemos X = 10,502 e s,,_; = 0,205.
Tratase por tanto do contraste de hipdteses

Hol F= N(Y, Sn_1)7 Hli F 7é N(Y, Sn—l),

pero agora non contrastamos ou estimamo-lo valor dos parametros, se non o feito de que
a distribucién sexa ou non normal.

Para face-lo contraste de x? de bondade de axuste, primeiramente temos que dividi-lo
percorrido dos valores en intervalos. Como hai 40 datos, dividimos en 7 intervalos, o que
é aproximadamente /40. O minimo é 10,12 e o maximo 10,91. Podemos tomar como
rango [10, 11] e dividilo en 7. Isto d4 (11 — 10)/7 = 0,1428, asi que redondeamos a 0,15 e
repartimo-lo exceso 0,157 — 1 = 0,05 a cada lado. Asi, os intervalos serian:

(9.975, 10.125]  (10.125, 10.275]  (10.275, 10.425]
(10.425, 10.575]  (10.575, 10.725]  (10.725, 10.875]
(10.875, 11.025]

A continuacién contdmo-lo niimero de elementos en cada subintervalo:

ok
a

=}
T

Figura 5.1: Gréfico de barras de frecuencias

Intervalo
(9.975, 10.125]
(10.125, 10.275]
(10.275, 10.425]
(10.425, 10.575]
(10.575, 10.725]
( ]
( ]

L

= O 00 © K = |

—_

10.725, 10.875
10.875, 11.025

Temos r = 7. Ademais, co propédsito de comparar coa distribucion teérica, que é unha
normal N (10,502, 0,205), temos que toma-las colas ata —oo e +00. Completamo-la tltima
columna cos valores tedricos e;, que corresponden coa probabilidade de que a distribucion
estea no intervalo, multiplicada por n.
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Intervalo o e;
(—00,10,125] 1  1.3223
(10,125,10,275] 4 4.04803
(10,275,10,425] 11 8.77801
(10,425,10,575] 9 11.4123
(10,575,10,725] 8 8.89851
(10,725,10,875] 6 4.16001
(10,875,00] 1 1.38084

Y 40 40.

Unha vez temos tédolos datos, s6 queda substituir no estatistico de contraste con
k = 2, r = 7. Este estatistico segue unha distribucién x? con r — k — 1 = 4 graos de
liberdade. Asi ,
> (0 —er)” = 2,16109,

i=1 €

e obtemos P(x3 > 2,16109) = 0,706158, que ¢ un valor moi alto.
Conclusion: aceptamo-la hipotese de que a lonxitude das pezas da maquina segue unha
distribucion normal. O]



Capitulo 6

Regresiéon e correlacion

O obxectivo deste capitulo é tratar de establece-la dependencia dunhas variables alea-
torias con outras. En principio asumiremos que un determinado efecto se pode explicar
mediante unhas causas e un erro. Asumiremos que temos duas variables aleatorias X e Y.
O obxectivo é atopar unha funcién f tal que Y = f(X) +e. Asi, a Y chamaselle resposta,
a [ a explicacion, e € é o erro.

O seguinte grafico amosa tres nubes de puntos distintas obtidas despois de tomar unha
mostra aleatoria de diias variables X e Y. No primeiro caso é evidente que non existe moita
relacién entre as dias variables. No segundo caso parece que as variables estan bastante
relacionadas, e salvo un pequeno erro, da a impresion de que Y se explica como dependente
de X a través dunha ecuacién polindmica. Finalmente, a terceira nube de puntos semella
que se axusta a unha recta, ainda que o erro cometido é considerablemente mais grande
ca no segundo exemplo.

Nos dous tltimos debuxos anteriores, é claro que existe unha dependencia (méis ou
menos forte) entre X e Y. O obxectivo dun modelo de regresién é:

= Conecer de que xeito a variable Y depende de X. Isto é o que se chama construir
un modelo de regresion.

» Unha vez construido o modelo de regresion, empregar este para determina-lo valor
de Y cando o valor de X é conecido.

Neste capitulo consideraremos soamente o caso do modelo de regresion linear simple,
que é aquel no que as variables X e Y son unidimensionais (como habitualmente), e que

67
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Regresion e correlacion
Y se explica a partir de X mediante a ecuaciéon dunha recta (coma no terceiro debuxo).
Tamén se trataran outros modelos que se reducen facilmente do de regresion linear.

6.1. Regresion linear

Sexan X e Y duas variables aleatorias. O modelo de regresion linear consiste en atopa-
la recta y = a + S que minimiza

E|(Y = (a+ BX))’],

onde o que se trata ¢ de atopar a e . Non é dificil ver que estes dous valores se poden

calcular simplemente derivando a anterior expresion con respecto de v e de 3 e igualando
a cero. (Analogamente a como se fai para calcula-lo minimo dunha funcién, pero con dias
variables.) Esta recta chdmase a recta de regresiéon minimo-cuadratica, porque na practica
se obtén despois de minimiza-la distancia cuadratica media dos puntos dunha mostra a
dita recta.

Despois de face-los calculos resulta que a ecuacion da recta buscada é

Y—,LLYZO—XTY

(X_MX) + €,
Ox
onde

» ux = E[X] é a media de X,

» py = E[Y] é amedia de Y,

2

» 0% = E[(X — pux)? é a varianza de X,
| ] O'Y —=

E[(Y — uy)?] é a varianza de Y/,

» oxy = E[(X — pux)(Y — uy)] = E[XY] — E[X]|E[Y] é a covarianza entre X e Y,
= ¢ é unha variable aleatoria que representa o erro cometido.
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E consecuencia da construcién do modelo que o erro ten media cero p. = Ele] =0, e
que a stia varianza o2 = V[e] ¢ minima.

e —

Definese o coeficiente de correlacion de Pearson coma o cociente

%5'e'

UXUY’

que satisfai —1 < p < 1, e d4 unha idea do bo que é o axuste.

6.1.1. Estimacion dos valores

G v:)

lyi~tax;+b)|

Figura 6.1: Distancia vertical entre a recta de
regresion e un punto da mostra

Na practica as variables aleatorias X e Y non son conecidas e son estimadas por
valores concretos (x1,41), ..., (Tn, Yn) dunha mostra. Por iso, o modelo de regresion linear
estimase como

———(X —7) +¢,
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onde agora

o1&

x_ﬁ;xu

N

y—;;yz,

53 :li(:c-—x)Qlen:xz—xQ
* n ni5 ’
53 ZEi(y-—?)gzliyz—yz
v n= nim" 7

1 n
SXY:%ZCE —l‘)( szyz Ty

N
Il
N

Unha estimacién equivalente para a recta de regresion é:

Y =a+0bX +¢,
onde - sxy
b=pf= "5
Sx

a=a=7y—bT.

Notese que esta recta de regresién sempre pasa por (Z,7).

6.1.2. Covarianza e correlacion

A covarianza é a forma mais comun de medi-la relacién linear entre duas variables.
Para datos concretos recordemos que se estima por

n

> (i Yi —7)

=1

SXy =
n

>z —TY.

=1

3\%4 3\**

A covarianza non se ve afectada por cambios de posicion, pero si de escala. De feito,

SaX+b,cY+d — ACSXY .

Para obter unha medida da relacion linear entre duas variables que non dependa
da escala introduciuse o coeficiente de correlacion, que para datos concretos se estima

mediante
SXy

SxSy
Unha version equivalente, pero mais estable numericamente, é

o (§) (E0)

=1

n

ny a? - (éxl) niz:;yf - éyi)Q



Regresion linear 71

Proposicién 6.1. O coeficiente de correlacion satisfai as sequintes propiedades:
s O coeficiente de correlacion ten o mesmo signo cd pendente da recta de regresion.

» —1 <r <1;wvalores proximos a 0 indican que o azxuste é malo, valores prézimos a 1
indican que o azxuste € bo e que a relacion é crecente, mentres que valores prorimos
a —1 indican que o azxuste é bo e que a relacion € decrecente.

Un rango de valores para a bondade do axuste en funcion de r pode se-lo seguinte:

8
23
B 38 B
oy g oy
2 .2 9
[e] 3 [e]
. moderado l feble [ feble l moderado .
1 -09 -0.5 0 0.5 09 1
pendente negativa pendente positiva

Algins exemplos de coeficientes de correlacion poden verse na tdboa adxunta (Figu-
ra 6.2).

Problema 6.2. Os seguintes datos correspéndense co tempo transcorrido e a velocidade de
caida dun obxecto:

tempo velocidade

1 20.52
2 29.14
3 36.76
4 47.80
5 28.72

Calcula-la recta de regresiéon e dar unha aproximacién da aceleraciéon da gravidade.
.,Como de bo é o axuste?

Solucion. Temos duas variables que chamaremos ¢ (tempo) e v (velocidade). En primeiro
lugar disponémo-los calculos:

t v t? tv v?
1. 20.52 1. 20.52 421.07
2. 29.14 4. 58.28 849.14
3. 36.76 9. 110.28 1351.30
4. 47.80 16. 191.20 2284.84
5. 58.72 25. 293.60 3448.04

> 15, 19294 55. 673.88 8354.39
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r=0.522477 r=0.980371

20 20

r==0.503377 r=-=0.984428

30p 30p

Entén
_ 15 -
- 5 - LA
192,94
g 1929 = 38,59,
5
55.
S?:?—32:2,0,
4
52 = 835—539 — 38,59% = 181,84,
Sty = &588 —3-38,59 = 19,01,

co que, substituindo na férmula, obtémo-la recta de regresion v — 38,59 = %i(t —3), ou
ben, como b = 19,01/2,0 = 9,51 e a = 38,59 — 9,51 - 3,0 = 10,07, que

v =10,07+9,51¢,

de onde ademais se deduce que, en vista do resultado conecido de fisica v = vy + gt, que
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g = 9,51 é unha aproximacion da aceleracién da gravidade.

Figura 6.3: Os puntos e a stia recta de regre-
sion

Finalmente calculdmo-lo coeficiente de correlacion:

19,01 0.997
r= = ) )
v/2,/181,84
o cal quere dicir que o axuste é bo. O

6.1.3. Regresion exponencial

O procedemento para calcular unha regresion linear pode ser empregado tamén noutros
contextos simplemente facendo un pequeno cambio de variable. Por exemplo, suponamos
que temos duas variables aleatorias Z e T, e cremos que Z se explica a partir de T a
través dunha formula exponencial:

Z =zpe M,
onde zy e k son os parametros que queremos determinar. Entén, tomando logaritmos
(neperianos)
log Z = log (zoe_kT) =logzy — kT.
Chamando Y =logZ, X =T, b = —k, a = log 2y, estamos exactamente na situacion

Y =a+bX do principio. Por tanto, este tipo de axuste exponencial rediicese a un axuste
linear, que xa sabemos resolver.

Problema 6.3. Inxectamos por via intravenosa 125mg dun medicamento. Témo-las seguin-
tes concentraciéns plasmaticas a medida que pasa o tempo:

tempo concentracion

1 5.0
2 3.0
3 2.0
4 1.5

Queremos estima-la curva exponencial da concentracion de medicamento en sangue.
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Solucién. E sabido que a evolucion da concentracion teérica C' dun medicamento en san-
gue 6 longo do tempo t segue unha curva exponencial C = c¢ye~*. Despois de tomar
logaritmos neperianos temos log C' = log ¢y — kt, asi que para calcula-la recta de regresion
destes datos organizamo-los calculos do seguinte xeito:

X=t C Y=logC XZ XY VY?

1. 5.0 1.61 1. 1.61 1.59
2. 3.0 1.10 4.0 220 1.21
3. 20 0.69 9.0 208 0.48
4. 1.5 0.41 16.0 1.62 0.16
by 10. 11.5 3.81 30.0 7.51 4.44

Figura 6.4: Os puntos e a sia regresion ex-

ponencial
Entén 10

X=""=25
4 b

— 3,81

Y = ~—— =0,95,
30,0

5% = 4’ —2.5%=1,25,

. 4,44 9

Sy = 1 —0,95° = 0,20,
7,51

SXxy = 7 - 2,5 : 0,95 = —0,50,

co que, substituindo na férmula, obtémo-la recta de regresion:

0,50

Yy — =
0,95 1,25

(X - 2,5).

Equivalentemente, obtense b = —0,50/1,25 = —0,40, a = 0,95+ 0,40 - 2,5 = 1,96, de onde
se deduce Y = 1,96 — 0,40X, ou logC' = 1,96 — 0,40¢. Desfacendo o cambio de variable
obtemos

C = 7,07 %40,
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Poédese ver ademais que o coeficiente de correlacion é
—0,50
= ———— =-0,992,
" /125,020

o que, ademais dun bo axuste, indica que a variable Y (ou a concentracién C') decrece en
funcién do tempo. O]

6.1.4. Regresion potencial

A regresion potencial é un caso bastante parecido 6 da regresion exponencial. Neste
caso hai duas variables P e A que estan relacionadas mediante a féormula

P =aA”.
Para resolver isto, tomamos coma na seccion anterior logaritmos e obtemos
log P = log(aAﬁ) = loga + [log A.

Asi, chamando Y = log P e X = log A volvemos estar nun caso de axuste linear, que xa
vimos como se resolve.

6.2. Analise da varianza

O obxectivo desta seccion é estudar con mais profundidade se o modelo de regresién
construido é correcto e util. Para iso imos empregar un método conecido como ANOVA
(analysis of variance).

En primeiro lugar recordamos que Y = a+ X +¢, onde Y = a+ X serd a estimacion
dada pola recta de regresiéon, e e =Y — Y é o erro. Un célculo non trivial amosa que as
varianzas estan relacionadas mediante

2 2 2
oy =0y + o,
Isto significa que a variabilidade da variable dependente Y, 0%, se descompén como

s A wvariabilidade explicada, 052% que é aquela que se pode explicar en base 6 modelo
de regresién. De feito, como Y = a + 8X, entén 0% = [Po%.

» A wariabilidade residual, 0%, que é a que non explica o modelo de regresion.

Chamase coeficiente de determinacion a proporcion entre a variabilidade explicada
e a variabilidade da variable dependente. Por tanto,
2 2 2 2
oy _ Blox IXxy 2

2 T T 2 T 3 2 — P
Oy Oy 0x0y

que ¢ o cadrado do coeficiente de correlacién. Por tanto, 0 < p? < 1.

Como xa sucedia co coeficiente de correlacién, se p* = 1 (é dicir, se p = £1) entén o
axuste é perfecto. Valores de p? préximos a 1 significan que o axuste é bo, mentres que
valores proximos a 0 indican un axuste malo.

Ademais, das férmulas anteriores temos que

2 _ 2 2
Oy =P Oy,
2 _ 2 2 _ 2 2 2 _ 2\ 2
o; =0y —0y =0y —poy=(1-p)oy.
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6.2.1. ANOVA

En realidade, os calculos da secciéon anterior son tedricos, porque en xeral as distribu-
ciéns X e Y non son cofiecidas. Na practica tomase unha mostra e utilizanse as estimaciéns
escritas con anterioridade.

Xy

Figura 6.5: Y | X = z; estd normalmente
distribuida

Para continuar suponamos que estamos traballando con n valores especificos x4, ..., z,,.
Por tanto, os valores da variable explicativa estan fixados polo experimentador e non son
aleatorios. S6 é aleatorio o erro, e en consecuencia a variable resposta. Unha mostra resul-
tante deste tipo de experimento (chamado de deseno fixo), é do tipo (x1, Y1), ..., (zn, Yn).
Asumimos que as variables aleatorias Y | X = z1,...,Y | X = x, seguen distribuciéns
normais independentes coa mesma varianza o2. Se a regresion linear é valida, as medias
destas variables estan xustamente en a + bx;, é dicir, (Y | X = 2;) ~ N(a + bx;,0).

O valor Y; serd o valor predecido pola estimaciéon do modelo, é dicir, Vi = a + ba,.
Noétese en particular que Y =Y = a + b7.

Asi, despois de multiplicar por n, a variabilidade é estimada mediante

n n n
A

NV -Y)P=Y (Y -Y) + (v, - V)%

=1 =1 =1
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Se agora denotamos

entén, a expresion anterior pode escribirse como

SSY = SSR + SSE

(variabilidade total) (variabilidade debida & regresién) (variabilidade non explicada)

As formulas anteriores refirense as “sumas de cadrados”. Se en lugar diso querémo-las
varianzas, simplemente hai que dividir polo tamano mostral n:

1 1 1
2 2 2
=-S5 =-S5 = —-SSg.
Sy n Y, SR n R, SE n E

Estas cantidades son unha estimaciéon das varianzas teéricas obtidas no apartado anterior.
Por outra banda, o coeficiente de determinacién estimase mediante 72, de xeito que temos
o $h_ SSn

52Y S Sy

Asi, a estimacién do coeficiente de determinacién r? interprétase como a proporciéon da,
variabilidade da variable aleatoria Y que é explicada por X mediante o modelo de regre-
sion.

Esta técnica de analise da varianza utilizase para comprobar se unha lina recta mostra
unha cantidade significativa de variabilidade observada de Y. Se o suposto é que a regre-
sion é valida, enton o que terd que suceder é que a maior parte da variabilidade tera que
ser explicada por SSg, sendo a parte non explicada pequena.

Obsérvese agora a equivalencia das seguintes condicions

B=0&p=0,

é dicir, toda a variabilidade é aleatoria (non explicada), e por tanto non hai regresién
linear. Asi pois, o test que temos que facer para comproba-la validez do modelo é

H()Z p:O’ Hll p7é0

Baixo as hipoteses anteriores, este contraste emprega dous estatisticos que pasamos a
describir a continuacion. En primeiro lugar, para SSy hai n datos e un valor estimado,
Y, o que deixa n — 1 graos de liberdade.

» Para SSg hai n datos, pero dous valores estimados, a e b, o que nos deixa n — 2
graos de liberdade. Asi, empregamos como estatistico o cadrado medio do erro:

MSp = 558
n—2
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= [so significa que para SSk queda un s6 grao de liberdade. O estatistico empregado
SSk

é pois o cadrado medio da regresion: MSg = 1

No suposto de que a hipétese nula sexa certa, o estatistico

M n (V- Y)?
SR _ 7,—1( ‘ ) ~ Fl,n—Q

MSp o1, (Y; = Y2/ (n — 2)

segue unha distribucién F' de Snedecor con (1,n — 2) graos de liberdade.
Se a hipotese nula é certa, o valor observado no estatistico estara préximo a 1. Noutro
caso sera moito maior e rexeitarase a hipotese nula se o valor é demasiado grande. Tratase

por tanto de facer un contraste unilateral dereito.
Os cdlculos necesarios para empregar ANOVA & hora de contrastar Hy: p = 0 (non
hai regresion linear), dispénense nunha tdboa como a seguinte:

variabilidade g.l. SS MS cociente
o M
regresion 1 SSr = Z(Yz Y)Y =nr?s3  MSr= S—fR Fipo= Mgz

i=1

- - SS
erro n—2 SSE:Z(K—}Q)2:7L(1—T2)S%/ MSE:n_E2

i=1

total n—1 SSy = Z(Yl -Y)? =ns}

i=1

Cando, despois de face-lo anterior contraste de hipdteses, cheguemos & conclusion de
que se rexeita a hipdtese nula Hy, iso querera dicir que unha parte significativa da varia-
bilidade de Y se pode explicar mediante o modelo de regresion linear. Iso non quere dicir
que o modelo linear sexa o mellor para explicar dita variabilidade, senén que é razoable
emprega-lo modelo para explicala.

Problema 6.4. Realizase un experimento para estuda-la relacion entre a altura e a lonxi-
tude da concha de Patelloida pygmaea (en mm). Téniense os seguinte datos:

altura lonxitude altura lonxitude altura lonxitude altura lonxitude

0.9 3.1 1.9 5.0 2.1 5.6 2.3 5.8
1.5 3.6 1.9 5.3 2.1 5.7 2.3 6.2
1.6 4.3 1.9 5.7 2.1 5.8 2.3 6.3
1.7 4.7 2.0 4.4 2.2 5.2 2.3 6.4
1.7 9.5 2.0 5.2 2.2 5.3 2.4 6.4
1.8 2.7 2.0 5.3 2.2 5.6 2.4 6.3
1.8 5.2 2.1 5.4 2.2 5.8 2.7 6.3

Estima-la recta de regresion da lonxitude como funcién da altura. Calcula-lo coeficiente
de determinacion e interpreta-lo seu valor. jHay evidencia estatistica de que o modelo de
regresion linear é valido?

Solucion. Chamemos X & altura e Y 4 lonxitude. Organizamo-los calculos nunha taboa.
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X Y X? XY Y?
0.90 3.10 0.81 2.79 9.61
1.50 3.60 2.25 540  12.96
1.60 4.30 2.56 6.88  18.49
1.70 4.70 2.89 7.99  22.09
1.70 5.50 2.89 9.35 30.25
1.80 5.70 3.24 10.26 32.49
1.80 5.20 3.24 9.36  27.04
1.90 5.00 3.61 9.50  25.00
1.90 5.30 3.61 10.07  28.09
1.90 5.70 3.61 10.83 32.49
2.00 4.40 4.00 8.80 19.36
2.00 5.20 4.00 10.40 27.04
2.00 5.30 4.00 10.60  28.09
2.10 5.40 441 11.34 29.16
2.10 5.60 441 11.76  31.36
2.10 5.70 441 11.97 3249
2.10 5.80 441 12.18 33.64
2.20 5.20 4.84 11.44 27.04
2.20 5.30 4.84 11.66  28.09
2.20 5.60 484 12.32 31.36
2.20 5.80 484 12.76 33.64
2.30 5.80 529 13.34 33.64
2.30 6.20 5.29 14.26 38.44
2.30 6.30 5.29 1449  39.69
2.30 6.40 5.29 14.72  40.96
2.40 6.40 5.76  15.36  40.96
2.40 6.30 5.76  15.12  39.69
2.70 6.30 7.29 17.01  39.69

> 56.60 151.10 117.68 311.96 832.85
Entén temos n = 28 datos e
X = 56,6 = 2,021,
151,10

Y = 1127868 = 5,396,

2 ) 2
sy = 8322885 — 2,021 = 0,117,

2 3 2

sy = 53 5,396° = 0,623,

Sxy = 3121;396 — 2,021 - 5,396 = 0,233.

Obtemos b = 0,233/0,117 = 1,996 e a = 5,396 — 1,996 - 2,020 = 1,361 co que a ecuacién

da recta de regresion é

ou ben,

y — 5,396 = 1,996(z — 2,0214),

y = 1,361 + 1,996z.
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Figura 6.6: Os puntos e a stia recta de regre-
sion

A estimacién do coeficiente de correlacion é

r= 0,233 = 00,8638,
V0,117 0,623
de xeito que a calidade da aproximacién parece moderada.
A estimacién do coeficiente de determinacion é 72 = 0,746. Isto interprétase do seguinte
xeito: o 74.6 % da variabilidade da variable Y estd explicada polo modelo de regresion.
Para asegurarnos, intentaremos dar evidencia significativa de que o modelo de regresion
é valido. Isto significa face-lo contraste de hipdteses

Hy: p=0, Hy: p#0.

Empregamos pois a técnica de analise da varianza, ANOVA. Os datos necesarios estan
recollidos na seguinte taboa:

variabilidade g.l. SS MS  cociente
regresion 1SS = 28-0,8642 - 0,623 = 13,02 MSg = 13,02 76,42
erro 26 SSp=28(1—0,8642)0,623 = 4,43 MSp =42 =017
total 27 SSy = 280,623 = 17,45

Como P = P(F) 9 > 76,42) < 0,01 é un ntimero moi pequeno (de feito, empregando
software estatistico temos P = 3,2-107?), rexeitdmo-la hip6tese nula. Concluimos que hai
evidencia significativa de que o modelo de regresion linear é valido. O

6.2.2. Intervalos de estimacion

Por completitude incluimos nesta seccion a estimacion por intervalos de diversos va-
lores que apareceron no noso modelo de regresion linear.
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En primeiro lugar podese ver que unha estimaciéon puntual da desviacion tipica do

erro o2 vén dada por

— MSp= 22 ] > (Yi—a—bx)?,

n—2 mn—-2=

tendo o estatistico
(n — 2)62
o2

unha distribucién x? con n — 2 graos de liberdade.
Tomemos un nivel de significacion a.

i 1
a=a :l:tn—Q,a/Q ﬁz

» Pendente da recta de regresion:

» Ordenada na orixe:

vVMSE

=btt, o4
B 20/2 g
= Resposta media para un valor de X dado:
(z —2)°
MY\Xx—Yitnza/Q\/MSE :

= Intervalo de prediccion da resposta individual para un valor de X dado:

A 1 .T—T2
N

X







Capitulo 7

Problemas para as clases interactivas

7.1.

1.

Intervalos de confianza

Nunha mostra de tamano 30 mediuse a porcentaxe de aumento de alcohol en sangue
tras beber catro cervexas. Obtivose X = 41,2 (media) e s = 2,1 (cuasi-desviacién
tipica).

a) Calcular un intervalo de confianza do 90 % para a porcentaxe media de aumento
en todalas persoas que beben catro cervexas;

b) Se se calcula un intervalo de confianza do 95 % para p, jserd mais ou menos
amplo c6 anterior?

[Milton 6.3.7]

. As granxas de patos contaminan a agua debido ¢ nitroxeno en forma de “acido

urico”. A seguinte é unha mostra aleatoria de nove observacions da variable X,
numero de kilos de nitréxeno producidos por granxa e dia.

49 58 59
6.5 55 5.0
5.6 6.0 5.7

Suponendo que X é normal, construir un intervalo de confianza do 99 % para a
media poboacional .

[Milton 6.3.9]

. A calor parece afecta-la mobilidade dos caracois. En 20 caracois sometidos a unha

temperatura de 29°C observamos unha distancia media percorrida de X = 4,855cm,
con s,_1 = 0,7178. Dar un intervalo de confianza (o = 5 %) para a distancia media
percorrida por un caracol.

[Milton 6.3.6 p. 222]

Estas son as alturas (en metros) de vinte pifieiros da especie “Pinus strobus”. Estima-
la media desa especie de pifieiros cun nivel de confianza do 95 %.

83
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10.

11.

17.16 22.00 10.08 15.00
7.02 10.67 11.16 10.92
11.10  4.05 1593 7.22
8.19 16.45 7.38 10.00
14.10 10.26 11.96 10.00

[Milton 6.3.1]

Queremos estima-lo peso medio 6 nacer (en Kg) de fillos de mulleres adictas & he-
roina. Nun estudio previo obtivose que o = 2,5. Queremos desena-lo experimento de
modo que o nivel de confianza sexa do 95 %, e que o erro de estimacién non supere
1Kg. /Que tamano de mostra necesitamos?

[Milton 6.6.1 p. 236]

. No rio Mississippi estudouse en 61 lugares a variable X, anchura de terreno inunda-

ble, obténdose X = 3400 metros e s,,_; = 100 metros. Dar un intervalo de estimacién
para a desviacion tipica de X cun nivel de confianza do 90 %.

[Milton 7.1.7 p. 253]

Nun reconto no microscopio contabilizaronse 200 leucocitos, dos cales 125 eran
neutréfilos. Dar un intervalo de confianza do 90 % para a proporcién de neutréfilos
en sangue.

[Milton 8.2.3 p. 266]

. Nun estudo sobre obesidade infantil averiguase que a idade media de inicio da en-

fermidade dunha mostra de 26 nenos é de 4 anos, cunha desviacion tipica mostral
de 1.5 anos. Determinar un intervalo de confianza do 95 % para a desviacién tipica
da poboacién.

[Milton Exemplo 7.1.6]

. Que tamano de mostra faria falla para estima-la proporcién de mortes debidas a un
problema cardiaco, se traballamos cun nivel de significacién do 5 %, e non queremos
que o erro de estimacién supere o 2 %?

[Milton 8.3.2 p. 270]

Un investigador médico quere estima-lo nivel medio de colesterol en homes de idade
avanzada. A estimacion debe ter unha precisién de 6mg/dl ou menos, cun 95 % de
confianza. Ademais, o investigador cre, por estudos previos, que a desviacion tipica
do colesterol na poboacién ronda os 40mg/dl. ;Que tamano de mostra debe tomar?

[Samuels 6.4.2]
Nun estudo atopouse que 40 de 400 estudantes eran zurdos. Construir un intervalo
de confianza do 90 % para a proporcién de estudantes zurdos na poboacion.

[Samuels 9.3.1]
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12. Unha bodega produce 720000 botellas de vino cada ano e desexa estima-la propor-

7.2.

1.

cién de botellas que tefnien o corcho defectuoso (o vino estropéase se hai un fallo no
corcho). Nun estudo previo calctilase que esta proporcién ronda o 4 %, pero agora
queremos, cun nivel de confianza do 90 %, que o erro de estimacién non supere o
1%. ;jCantas botellas de vifio debemos comprobar?

[Samuels 9.5.6]

Contrastes de hipoteses

Sospéitase que o insecticida DDT provoca diminucién no grosor das cascaras dos
ovos dos paxaros. Para combrobar isto, alimentouse a 16 gabidns cunha mistura que
contina 15ppm de DDT, e atopouse unha diminucién do grosor do 8 %. A desviacién
tipica mostral foi de s = 0,05. Contrasta-la hipétese de que houbo unha diminucién
no grosor en toda a poboacién (nivel de confianza do 95 %).

[Milton 6.5.4 p. 233]

. Realizouse un experimento para estuda-lo efecto do exercicio fisico no nivel de co-

lesterol de pacientes obesos. En 80 pacientes sometidos a un réxime especifico de
actividade, observouse unha diminucién media do nivel de colesterol de X = 27 pun-
tos. A desviacion estandar foi de s = 18. jPode afirmarse, cun nivel de confianza do
90 %, que ese réxime provoca, en media, unha diminucién superior a 25 puntos?

[Milton 6.5.7 p. 234]

. A concentracién media de diéxido de carbono no aire é do 0.035%. Preténdese

demostrar que inmediatamente por riba da superficie do chan dita concentracion
¢ maior. Analizaronse 144 mostras de aire seleccionado aleatoriamente e tomadas
4 distancia de 30cm do chan. Resultou unha media mostral do 0.09 % e unha cuasi-
desviacion tipica mostral do 0.25%. {Cal é o valor P do contraste? ;Comprobouse
estatisticamente o argumento establecido?

[Milton 6.5.5 p. 233]

En certa especie de vagalumes, a luz que producen consta dun escintileo curto se-
guido dun periodo de repouso. Quérese probar que o periodo de repouso ten unha
duracion media de menos de catro segundos. Nunha mostra de 16 insectos obtive-
mos unha media de 3.77 segundos, con s = 0,30 segundos. Por outro lado, damonos
conta de que un erro de tipo I non ten consecuencias fatais, asi que fixamos un
a = 10 % bastante alto. jApoian os datos experimentais a nosa suposiciéon sobre o
escintileo?

[Milton 6.5.7 p. 232]

O estuda-lo crecemento de abetos, sabese que a varianza poboacional acostuma ser
1,56cm?. Non obstante, en 50 arbores crecidos en condiciéns de seca observamos
unha cuasi-desviacién tipica de 0,375cm. jAfectou a seca 6 parametro ¢? Dar un
intervalo de confianza do 95 % para a desviacién tipica da poboacion.

[Milton 7.2.4 p. 256]
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10.

11.

7.3.

1.

. A concentracién sanguinea de calcio nos mamiferos acostuma ser 6mg/100ml. A

desviacion tipica debe ser de 1mg/100ml, xa que unha variabilidade maior ocasiona
trastornos de coagulacion. Nunha serie de nove probas realizadas a un paciente,
atopouse unha concentraciéon media de 6.2 e unha cuasi-desviacion tipica de 2. To-
mando un nivel de significacion o = 0,05, ;hai evidencia de que a desviacion tipica
sexa maior da normal?

[Milton 7.2.2 p. 256]

Estimase xeralmente que o 90 % dos enfermos de cancro de pulmén morren no prazo
de 3 anos. Nun estudo recente no que se proban uns novos tratamentos, atopouse
que 128 pacientes morreron dun total de 150 enfermos. ; Pode dicirse que hai probas
suficientes de que o emprego dos novos métodos de tratamento reduciron a taxa de
falecementos?

[Milton 8.4.4 p. 273]

. Un 20 % dos enfermos de corazén tratados cronicamente con digoxina sofre unha

reaccion adversa. Para evitalo, a 30 pacientes asociduselles outro medicamento, e
conseguiuse que sé tres tivesen a reaccion. ;Pode afirmarse que o tratamento é eficaz
cun nivel de confianza do 99 %?

[Milton 9.7]

O método habitual para trata-la leucemia mieloblastica aguda consiste en somete-lo
paciente a quimioterapia intensiva no momento do diagnostico. Historicamente, isto
produciu unha taxa de remisién do 70 %. Estudando un novo método de tratamento
utilizaronse 50 voluntarios. ;Cantos dos pacientes deberian ter remitido para que
os investigadores puidesen afirmar, con nivel de significaciéon o = 0,025, que o novo
método produce remisions mais altas c6 antigo?

Os votos en contra da construcion dunha presa nunha mostra de 500 persoas foi de
270. Estima-la proporcion de persoas que estan en contra en toda a poboaciéon, cun
nivel de confianza do 95 %.

[Milton Exemplo 8.4.1]

Estase probando a eficacia dun tipo de exercicio para mellora-los sintomas da artrite
reumatoide. O grupo no que se proba dito tratamento é de 160 pacientes. Para un
nivel de significacién do 2,5%, jcantos pacientes terian que mellorar para que se
poida afirmar que a porcentaxe de pacientes que melloran é superior 6 50 %?

Contrastes de hipoteses para dias poboaciéns

Comprobouse o peso de ovos de tartaruga en duas illas diferentes. Suponse que
a variable é normal. A vista dos datos obtidos en didas mostras aleatorias, ;hai
evidencia de que os ovos na illa “Malabar” son mais pesados c6s da illa “Grande-
Terre” cun nivel de significacién do 1 %?

Datos da illa “Grande-Terre”: Tamafio da mostra n; = 31; peso medio X; = 64,0g;
cuasi-desviacion tipica s; = 6,5g.
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Datos da illa “Malabar”: Tamafio da mostra n, = 148; peso medio X, = 82,7g;
cuasi-desviacion tipica s; = 3,6g.
(Facer un contraste de hipdteses para a igualdade das varianzas para poder deter-

minar se podemos asumir que ambas sexan iguais.)

[Milton 9.4.3 p. 311]

2. O estuda-la velocidade de voo de dias especies de paxaros, obtivémo-los seguintes
datos:

» (Haematopus palliatus): ny = 9, X1 = 26,05, s1 = 6,34;
» (Pelecanus occidentalis): ny = 12, Xy = 30,19, sy = 3,20;

Face-lo contraste necesario para saber se as varianzas poboacionais se poden supofer
iguais. jHai evidencia de que a velocidade de voo das diias especies de paxaros sexa
diferente? (Para todo o problema, tomar un nivel de confianza do 95 %.)

[Milton 9.2.1 p. 298]

3. Estudouse nunha mostra de n; = 33 homes novos fumadores a idade media & que
empezan a fumar, obténdose X; = 11,3 anos. A cuasi-varianza mostral foi de 4
anos. O mesmo estudo en mozas deu lugar s seguintes datos: ny = 14, X, = 12,6,
s2 = 3,5. Pidese, cun nivel de significacién o = 5 %:

a) Facer unha proba F para concluir que podemos supoier 0% = 03;

b) Dar un intervalo de estimacion para a diferencia de medias poboacionais entre
mMozos e mozas.

[Milton 9.3.11 p. 309

4. Un laboratorio quere compara-los efectos secundarios dun medicamento novo cos do
producto da competencia. Usaremos un nivel de significaciéon do 1%. Obtivéronse
os seguintes datos sobre a porcentaxe de persoas que presentaban diarrea:

Laboratorio Competencia
Numero de suxeitos 465 195
Numero de casos de diarrea 9 1

a) (Podemos afirmar que as porcentaxes son significativamente diferentes?

b) Dar un intervalo de confianza para a diferencia de porcentaxes.

[Milton 8.6.6 p. 285]

5. En 1970 fixéronse 759 analises de sangue e atoparonse 46 casos de infeccion. En 1975
outro estudo semellante descubriu 109 infecciéns en 838 andlises. Basedndose nestas
dias mostras, jpodemos estar seguros de que a proporcién de casos de infeccion
aumentou en mais de 6 puntos porcentuais neses cinco anos? (Usar nivel de confianza

do 90 %.)
[Milton 8.6.4]
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7.4.

6. A partir dos corenta anos, o cancro de mama pode detectarse a través dunha mamo-

grafia. Comprobamos que en 31 mulleres novas afectadas (idade 40-49 anos) houbo
6 casos descubertos a través de mamografia. Por outra parte, nun grupo de 101
mulleres de mais idade, a mamografia foi eficaz en 38 casos. Cun nivel de confianza
do 95 %, ;podemos afirmar que a mamografia ¢ menos eficaz nas mulleres novas?

[Milton 8.6.3 p. 285]

. Para ver se un medidor portatil de glucosa é 1til para os diabéticos, mediuse para

cada paciente o nivel de glucosa en sangue antes de aprender a usalo, e unhas
semanas despois. Nunha mostra aleatoria de 36 individuos atopouse unha diferencia
de 2.78mmol/1 entre “antes” e “despois”, con cuasi-desviacién tipica das diferencias
igual a 6.05. ;Quere dicir isto que o medidor é efectivo para axudar a reduci-los
niveis de glucosa?

[Milton 9.5.3 p. 319]

. Os datos de temperatura en 1000 estacions meteoroléxicas en todo o mundo deron

unha temperatura media de 57 graos Farenheit en 1950, e de 57.6 en 1988, con
sp = 4,1. ; Quere isto dicir que a temperatura media do globo aumentou? (Emprega-
lo valor P.) Dar un intervalo para o aumento global medio (para un nivel de confianza
do 90 %).

[Milton 9.5.5 p. 320]

Problemas de repaso de estimacion e contraste
de hipéteses

1. Para que un peixe sobreviva, a cantidade de osixeno disolto na auga non debe ter

unha desviacién tipica maior ca 1.2 partes por millon. Tomamos mostras de auga en
25 lugares aleatoriamente escollidos dun lago e obtemos s = 1,7ppm. ;Evidencia isto
que a variabilidade do osixeno aumentou por riba do parametro aceptable o = 1,27

[Milton 7.2.3 p. 256]

. Nun estudo sobre rexeneracion de células nerviosas en monos rhesus mediuse o

contido en creatinina fosfato na parte esquerda e na parte dereita da espina dorsal
(medido en mg de CF por cada 100g de tecido). Para un nivel de significacién do
10 %, jexiste evidencia significativa dunha diferencia na cantidade de CF entre os
dous datos? Os datos son os seguintes:

Animal 1 2 3 4 5 6 7 8
Lado dereito 16.3 4.8 10.9 14.2 16.3 9.9 29.2 224
Lado esquerdo 11.5 3.6 125 6.3 152 81 16.6 13.1

[Samuels p. 333]

. Crese que a maioria dos fumadores empezan a fumar despois dos 18 anos. Nunha

mostraxe con 60 individuos, atopouse que o 49 % empezou a fumar despois desa
idade.
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a) Decidir se hai evidencia de que na poboacién a proporcién de fumadores que
empeza despois dos 18 é menor ¢6 50 % (cun nivel de significaciéon do 1 %).

b) Explica-las consecuencias econémicas e sanitarias de cometer un erro de tipo I
ou un erro de tipo II.

[Milton 6.4.6 p. 226]

4. Existe a teoria de que a vitamina C é beneficiosa no tratamento do cancro. Os
que a defenden din que hai unha melloria superior 6 4% de casos. Fixemos dous
grupos independentes de 75 individuos cada un. Os primeiros démoslle 10g diarios
de vitamina C; 6s outros, nada. O cabo de catro semanas, no primeiro grupo 47
pacientes presentaron algunha melloria, mentres que este ntimero foi soamente de
43 no segundo grupo. Pidese face-lo contraste Hy: p; — po < 0,04 e interpreta-lo
resultado (emprega-lo valor P).

[Milton 8.6.1 p. 280 e 8.6.2 p. 281]

5. Estase probando a eficacia de dous tipos de exercicio para mellora-los sintomas
da artrite reumatoide. O primeiro tratamento (T1) foi probado en 150 pacientes
con esta enfermidade obtenendo que 87 deles melloran tras un mes de practica.
O segundo tratamento (T2) foi probado en 160 pacientes dos que 72 melloraron
tras un mes de practica. ;Podemos asegurar que hai evidencia significativa de que
a proporciéon de pacientes que melloran co tratamiento T1 é superior 4 do T27?
Realiza-lo correspondente contraste de hipoteses.

7.5. Probas de homoxeneidade e independencia

1. Investigase a eficacia dunha nova vacina contra a gripe. Elixese unha mostra de 900
persoas, e clasificanse segundo que foran ou non vacinadas, e segundo contraeran a
gripe durante o ultimo ano ou non. Pidese, cun nivel de confianza do 95 %, decidir
se hai asociacion ou non entre as dias variables.

Vacinado \ gripe | si non
si | 150 200
non | 300 250

[Milton 12.1.2 p. 449]

2. Cremos que existe relacién entre o nimero de cloroplastos das follas das arbores e
o nivel de SO; no aire. Selecciénanse 60 arbores, e clasificanse en funciéon do nivel
de diéxido de azufre da sta zona e o nivel de cloroplastos das stas follas. Obténense
os seguintes datos:

SO, \ Cloroplastos ‘ alto normal baixo
alto 5 4 13

normal 5) 10 )

baixo 7 9 2




90

Problemas para as clases interactivas

7.6.

a) Tratase dunha proba de independencia ou de homoxeneidade?

b) {Que conclusions poden sacarse dos datos? Enuncia a hipdtese nula apropiada
e razoa en funcion do valor P obtido.

[Milton 12.2.6 p. 457

. Co obxectivo de provoca-la unién dos 6ésos en fracturas, aplicanse campos electro-

magnéticos pulsantes. Nunha mostra de 62 fracturas de tibia, 26 de htimero, e 18
de fémur, observouse que o tratamento s6 tivo éxito en 34, 16, e 10 delas, respecti-
vamente.

s Construi-la tdboa de continxencia axeitada.

= A vista dos resultados obtidos na mostra, jpddese concluir que o éxito do
tratamento depende do tipo de 6so que se esta tratando?

. Realizase un pequeno estudo piloto para determinar se hai asociacion entre a apa-

ricién de leucemia e os antecedentes de alerxia. Seleccidnase unha mostra de 19
pacientes con leucemia e outro grupo de control de 17 persoas, e determinase se hai
antecedentes de alerxia ou non.

grupo \ antecedentes | si non
paciente | 17 2
control | 5 12

Calcula-la frecuencia esperada para cada celda e contrastar se a distribucion de
casos de alerxia é homoxénea nos dous grupos. Explica-la resposta baseandose no
valor P do contraste.

[Milton 12.1.5 p. 449]

. Nun estudo sobre quimioterapia no cancro de pulmén administraronse simultanea-

mente catro medicamentos a 16 pacientes, mentres que a outro grupo de 11 pacientes
déronselle os medicamentos de xeito secuencial. Observouse unha resposta positiva
6 tratamento en 11 pacientes do primeiro grupo, e en 3 dos tratados secuencialmen-
te. ;Proporcionan estes datos evidencia de que unha forma de tratamento é superior
& outra?

[Samuels 10.2.10]

Regresion linear e ANOVA

1. Realizase un estudo para estima-la relaciéon entre o indice de obesidade X e a taxa

metabdlica en repouso Y. A partir dos datos de 43 individuos obtemos

X = 1482,5; SY = 10719;
Y X2 =53515,25; Y2 =2736063; XY = 379207,5.

a) {Que taxa metabdlica corresponderia a un indice de obesidade X = 407
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b) Calcular e interpreta-lo coeficiente de determinacién.

c¢) Contrasta-lo modelo de regresion linear.

[Milton 11.3.4 p. 414]

2. A seguinte tédboa recolle os datos de presiéns sistélicas (P) de cinco individuos en
funcién da sta idade (t):

t idade (anos) 20 30 40 50 60
P presi6on (mm Hg) 125 128 131 133 138

a) {Que ecuacién linear nos permite estimar P para un individuo de 25 anos?
b) Calcula-lo coeficiente de determinacion e interpreta-lo resultado.

c¢) Contrasta-lo modelo de regresion linear.

3. Realizouse un experimento para estima-la concentracion plasmatica Y dunha subs-
tancia a partir da sta concentraciéon X na saliva. Os datos experimentais foron:

X 74 75 85 9.0 11.0 130 14.0 145 16.0 17.0
Y 300 25.0 31.5 275 40.2 48.0 52.0 54.0 56.5 58.0

Calcula-la recta de regresion e contrasta-lo modelo de regresion linear (ANOVA).

4. A cantidade de arsénico no arroz (variable Y, en pg/kg) parece estar relacionada coa
de silicio na palla de arroz (variable X, en g/kg). O estudar 32 plantas obtémo-los
seguintes datos:

X = 29,85, sx = 10,04, Y = 122,25 sy = 44,50, r = —0,556.

a) {Que cantidade de arsénico estimamos cando X = 127

b) Calcula-la varianza residual dos erros de estimacion.

¢) {Que proporcién de varianza da concentracién de arsénico estd explicada pola
relacion linear co contido de silicio?

[Samuels p. 505]

5. Aplicaronse dous cuestionarios a 670 persoas: un media o nivel de estrés 6 que esti-
veran sometidas X, e o outro detectaba posibles trastornos de satde Y. O calcula-lo
coeficiente de correlacién de Pearson obtivose r = 0,24. g)E compatible este resultado
coa hipétese p = 07 (tomar o = 5%)

6. Déronse distintas doses dunha substancia velenosa a sete grupos de 26 ratos, e
observaronse os seguintes resultados:

X doses (mg) 4 6 8 10 12 14 16
Y ntmerodemortes 1 3 6 & 14 16 20

a) Calcula-la ecuacién da recta de minimos cadrados axustada a estes datos.
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b) Estima-lo ntimero de mortes nun grupo de 26 ratos que recibiron unha dose de
Tmg deste veleno.

c¢) Contrasta-lo modelo de regresién linear.

7. Lévase a cabo un estudo sobre as caracteristicas corporais e o modo de actuar de
levantadores de peso olimpicos. Estiidanse as variables X, peso corporal, e Y, mellor
levantamento, obtendo:

X 134 138 154 178 176 190 190 205 205 206
Y 185 238 260 290 312 336 339 341 358 359

a) Debuxa-la nube de puntos. Basedndose nela, ;pddese esperar que b sexa positivo
ou negativo?

b) Calcular e interpreta-lo coeficiente de determinacién.

c¢) Comproba-la idoneidade do modelo de regresion linear. Se é axeitado calcula-la
lina de regresion de X sobre Y, estima-lo mellor levantamento dun atleta que
pesa 200 libras.

[Milton 11.4.1]



Capitulo 8

Exames resoltos

8.1. Exame 1

Problema 8.1. O estuda-la coagulacion do sangue utilizase a variable normal X, tempo
parcial activado en segundos da tromboplastina. Os valores seguintes representan unha
mostra aleatoria de 10 observaciéns sobre X para un determinado paciente:

45 40 47 46 42 50 47 48 49 49.

1. Construir un intervalo para o tempo parcial medio da tromboplastina para ese pa-
ciente, cun nivel de confianza do 99 %.

2. Se a varianza poboacional é 9, jcal ten que se-lo tamano da mostra para que a
diferenza entre a media mostral e a media poboacional sexa como moito de +1
segundo, cun nivel de confianza do 99 %7

Solucion. Sexa pois X="tempo parcial activado en segundos da tromboplastina”.
Para o primeiro apartado temos que calcular un intervalo de confianza para a media
(Subseccion 2.2.3) empregando o estatistico

X —p

Su-1/V/n’

que segue unha distribucion ¢, _;. Despexando p da inecuacion

SR
Sn-1/v/10

< tn—l,a/2

obtense a férmula B s
X+t 1 02—
n

NG

Temos n = 10. Organizamo-los calculos para calcula-la media e cuasi-varianza mostral:

93
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X X?
45 2025
40 1600
47 2209
46 2116
42 1764
20 2500
47 2209
48 2304
49 2401
49 2401
> 463 21529

De aqui obtemos X = 463/10 = 46,3, s2 = 21529/10 — 46,3 = 9,21, e asi, s,_; =
V29,21 = 3,20.
Nivel de significacién a = 0,01. Buscdmo-lo valor 9 ¢ 005 = 3,25 nas taboas. Aplicando

a formula
3,20

V10
de onde se deduce o intervalo [43,01, 49,59].
Conclusion: cun nivel de confianza do 99 %, o tempo parcial activado medio da trom-
boplastina atépase entre 43.01 e 49.59 segundos.
Para o segundo apartado témo-lo dato 02 = 9. Como a varianza poboacional é cofiecida,
(Subseccién 2.2.2), empregamo-lo estatistico

46,3 & 3,25

= 46,3 + 3,29,

X —p
o/vn’

que ten distribuciéon normal estandar. Despexando i da inecuacion

obtémo-la férmula

A estimacion do erro (Observacién 2.5) é Za/gﬁ, e queremos Za/gﬁ < €, onde € é o
valor fixado polo problema. Despexando n obtense n > (Z, /2 0/€)?.

O nivel de confianza é o = 0,01. Mirando as tdboas obtemos Z oo5 = 2,58. Neste caso
¢ = 1. Substituindo na férmula n > (2,58 - 3/1)* = 59,7.

Conclusion: para que a diferenza entre a media mostral e a media poboacional no
tempo parcial activado en segundos da tromboplastina sexa como moito de +1 segun-
do cun nivel de confianza do 99 %, teriamos que tomar unha mostra de polo menos 60
elementos. O]

Problema 8.2. Estase a probar un antibiotico chamado DOXICICLINA para previr a
“diarrea do viaxeiro”. O farmaco foi probado sobre 64 voluntarios que foron a Kenya. A
unha metade déuselle doxiciclina e & outra un placebo. Dos que recibiron doxiciclina, 24
libraronse do trastorno, mentres que s6 16 dos do outro grupo se libraron.
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1. Construir un intervalo de confianza do 95% para a diferenza entre as porcentaxes
de proteccion entre aqueles que utilizaron doxiciclina e os que non a utilizaron.
Interpreta-lo intervalo.

2. ;Podese asegurar que a doxiciclina contribiie a proporcionar protecciéon contra a
diarrea do viaxeiro? Explicalo sobre a base do valor P.

Solucion. As variables aleatorias a considerar son X, non ter diarrea do viaxeiro entre
voluntarios que tomaron doxiciclina, e Y, non ter diarrea do viaxeiro entre voluntarios
que tomaron placebo.
Para o primeiro apartado temos que calcular un intervalo de confianza para a diferencia
de porcentaxes (Seccion 4.3) empregando o estatistico
—
(P — p2) — (p1 — p2)
\/ﬁl(lfﬁl) _|_ﬁ2(1*ﬁ2) ’

ni ng

que segue unha distribucion normal estandar. Nétese que as poboacions non estan empa-
relladas. O intervalo de confianza pedido obtense despexando p; — py da desigualdade

(PAl —2/95) - (Pl —p2)
\/131(1—151) + p2(1—p2)

ni n2

< Za/27

de onde se obtén a férmula

DU p1(1—p po(l —p
(p1—p2) £ Za/z\/pl( P + Po( p2)-
ni ng

Temos como datos ny = 32, p; = 24/32 = 0,75, ny = 32, p» = 16/32 = 0,5.
Nivel de significacion a = 0,05. Buscamos na tdboa Zjgs = 1,96. Substituindo na
férmulas:

0,75(1—0,75) | 0.5(1 - 0,)
32 32

de onde se obtén o intervalo [0,021, 0,479].

Conclusion: cun nivel de confianza do 95 %, a diferencia de proporcién de viaxantes
a Kenya que non tiveron a diarrea do viaxeiro entre os que tomaron doxiciclina e os que
tomaron placebo sittiase entre 0 2.1 % e 0 47.9%.

Para a segunda cuestion temos que face-lo contraste de hipoteses

(0,75 — 0,5) + 1,96\/ — 0,25 4 0,229,

Hy:p1 < p2, Hi:pi > po.

Este contraste ten cero como valor nulo (Seccién 4.3). En consecuencia, agora temos
que emprega-lo estatistico
P1— D2

o9 (% + L)

que tamén segue unha distribucién normal estandar, e onde

Y

nip1 + nepo

b= niy + No
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Substituindo temos, en primeiro lugar

320,75 +32-0.,5
p 32 + 32 049,

o cal nos da o valor no estatistico

0,75 — 0,5
\/0,625(1 —0,625) (& + )

Calculamos agora o valor P (Subseccion 3.1.3) mirando a taboa da distribucién normal:
P = P(z>2,07) =0,01923. Temos que 1% < P < 2,5%.

Conclusion: rexeitamo-la hipdtese nula e concluimos que existe evidencia significativa,
polo menos do 97.5%, de que a doxiciclina aumenta a proporcién de viaxantes a Kenya
que non tefien diarrea do viaxeiro fronte a aqueles que tomaron placebo. Por tanto, a
doxiciclina contribtie a proporcionar proteccion contra a diarrea do viaxeiro. O

=2,07.

Problema 8.3. A seguinte taboa representa as presiéns sanguineas sistélicas (mm Hg) de
10 individuos alcohdlicos rehabilitados, antes e despois de deixa-la bebida

Individuo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Antes 140 165 160 160 175 190 170 175 155 160
Despois 145 150 150 155 170 175 160 165 145 170

Suponendo que as poboacions estan distribuidas normalmente,

1. Estimar mediante un intervalo de confianza do 95% o cambio da presién sistdlica
que produce o abandono do alcohol. Interpretar o devandito intervalo.

2. ;Hai evidencias suficientes, cun nivel de significaciéon do 5 %, para dicir que a presién
sanguinea sistolica diminte despois de deixa-la bebida?

Solucion. As variables aleatorias a considerar son X, presién sanguinea sistOlica dun
alcoholico antes de deixa-la bebida, e Y, presion sanguinea sistélica dun alcohélico despois
de deixa-la bebida. Obviamente tratase dun problema de comparacién de dias poboaciéns
con mostras emparelladas (Seccion 4.4), asi que debemos toma-la variable diferencia D =
X-Y. -

O estatistico que temos que tomar ¢é s[; _/‘\‘/DE, que segue unha distribucion ¢, ;. O pri-

meiro que facemos é dispone-los datos para calcula-los elementos da férmula:

X Y D D?
140 145 -5 25
165 150 15 225
160 150 10 100
160 155 3 25
175 170 3 25
190 175 15 225
170 160 10 100
175 165 10 100
155 145 10 100
160 170 -10 100

Y 1650 1585 65 1025




Exame 1 97

Temos n = 10. Por tanto, D = 65/10 = 6,5, s5 , = 1025/10 — 6,5* = 60,25, e
Sp—1,D = ,/% 60,25 = §8,18.

Como no primeiro apartado temos que calcular un intervalo de confianza, despexamos
ip da desigualdade o
D — UD

sp/vn

S tn—La/?;

de onde obtemos D + tn—l,a/zsj%-
Nivel de significaciéon a = 0,05. Mirdmo-lo valor g ¢ 925 = 2,2622 nas taboas. Substi-
tuindo na férmula anterior obtemos

8,18

6,5 + 2,26
V10

= 6,5+ 5,85,

o que nos dé un intervalo [0,64, 12,35].

Conclusion: cun nivel de confianza do 95 %, a diferencia media das presions sanguineas
sitélicas dun alcohdlico rehabilitado entre antes e despois de deixa-la bebida sitiase entre
0.6 e 12.3mm Hg.

Para a segunda parte do exercicio, temos que face-lo seguinte contraste de hipdteses:

Hy: pp <0, Hy:pp >0.

Como xa calculdmo-los datos, substituimos no estatistico

65—0
8,18/1/10

Pero agora necesitamos mirar na taboa tg 905 = 1,83, que ¢ menor ca 2.51.

Conclusion: rexeitamos Hy e concluimos que hai evidencia significativa, 6 95 % de
confianza, de que a presion sanguinea sistolica dun alcohdlico rehabilitado diminte despois
de deixa-la bebida. O

2,51.

Problema 8.4. Desenouse un estudo para analiza-la posible relacion entre o medio no que
viven e a incidencia de trastorno depresivo das persoas no paro. Seleccionaronse suxeitos
pertencentes a medios rurais, semiurbanos e urbanos. De cada medio seleccionouse unha
mostra aleatoria de 100 suxeitos no paro, obtendo que 12 do rural, 16 do semiurbano e
32 do urbano presentaban trastorno depresivo.

1. Construi-la tdboa de continxencia axeitada. ; Tratase dunha proba de independencia
ou de homoxeneidade?

2. (Pode afirmarse, cun 1% de nivel de significacién, que na poboacién de desemprega-
dos existe relacion entre o tipo de medio no que se vive e padecer ou non trastorno
depresivo?

Solucion. Temos tres poboacions dependendo do medio no que viven, e a variable alea-
toria Y="“incidencia de trastorno depresivo”. En primeiro lugar construimo-la taboa de
continxencia:
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medio \ trastorno | si non | tamano
rural | 12 88 100

semiurbano | 16 84 100
urbano | 32 68 100

| 60 240 300

O tamano da mostra en cada medio estd fixado polo investigador, tratase dunha proba
de homoxeneidade para datos categoéricos (Seccion 5.2). Por tanto, temos que face-lo
contraste de hipdteses:

Hy: pi1 = p21 = P31, pi2 = P22 = P3a.

A continuacién calculdmo-los valores esperados no suposto de que houbese homoxe-
neidade nas poboaciéns mediante a féormula (en verde), e tamén os valores

(ni; — Ey;)?/E;; (en vermello), obtendo:

medio \ trastorno si non | X
12 88
rural 100
3.2 0.8
16 84
semiurbano 100
0.8 0.2
32 68
urbano 100
7.2 1.8
by 60 240 | 300

Finalmente aprovéitanse todas estes contas para calcula-lo valor no estatistico, (que
consiste en suma-los valores vermellos), para obter 14.

O estatistico segue unha distribucién x? con (3 —1)(2 — 1) = 2 graos de liberdade.
Dannos un nivel de significaciéon a = 0,01, asi que indonos as tdboas obtemos X%,om =
9,21, que é menor ca 14.

Conclusion: rexeitamo-la hipotese nula, e concluimos que hai evidencia significativa,
cun nivel de confianza do 99 %, de que a incidencia de trastorno depresivo nas persoas en
paro é distinto dependendo de se o medio no que viven é rural, semiurbano ou urbano. [J

Problema 8.5. Os seguintes datos corresponden a idade (X en anos) e a conduta agresiva
(Y medida nunha escala de 0 a 10) dun grupo de 10 nenos, de entre 6 e 9 anos, elexidos
6 azar

S X =75,2Y =49, > X?=570,72, > Y? =313, . XY = 345,2.
1. Estima-la recta de regresion que permita predicir o valor da conduta agresiva en
funcion da idade do neno.

2

2. Calcula-lo coeficiente de determinacion r* e interpreta-lo seu resultado.

3. Contrasta-lo modelo de regresion lineal.
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Solucion. Estamos chamando X & idade en anos, e Y & conducta agresiva dos nenos.
Temos que calcula-la recta de regresién (Subseccién 6.1.1) de Y sobre X.
Entéon temos n = 10 datos e

75
X=—=175
10 7
49
Y =-—=49
10 1<
570,72
5% = 1(’) —7,5% = 0,82,
313
2 =TT 492=-7929
SY 10 ) M )
3452
Sxy — 107 —7,5'4,9:—2,23.

Temos b = —2,23/0,82 = =271 e a = 4,9 + 2,71 - 7,5 = 25,25 co que a ecuacién da recta
de regresion é
y=2525—27Tlx.

A estimacién do coeficiente de correlacién (Subseccién 6.1.2) é

A E—Y
V0,82 - 729
de xeito que a calidade da aproximacién parece bastante boa.

A estimacién do coeficiente de determinacién (Seccién 6.2) é 72 = 0,830. Isto in-
terprétase do seguinte xeito: o 83 % da variabilidade da variable Y esta explicada polo
modelo de regresion.

Para contrasta-lo modelo de regresion linear temos que facer

H()I pZO, Hli p#O

Empregamos pois a técnica de andlise da varianza, ANOVA (Subsecciéon 6.2.1). Os
datos necesarios estan recollidos na seguinte taboa:

variabilidade g.l. SS MS  cociente
regresion 1 SSr=10-0,83-7,29 = 60,50 MSgr = 60,50 39,02
erro 8 SSgp=10(1-0,83)7,29=1240 MSg= Lgm =1,55
total 9 SSy =10-7,29 =729

Como P = P(F;g > 39,02) < 0,01 é un ntimero moi pequeno (de feito, empregando
software estatistico temos P = 0,00025), rexeitdmo-la hipdtese nula. Concluimos que hai
evidencia significativa de que o modelo de regresion linear é valido. O]

8.2. Exame de xuno de 2019

Problema 8.6. Moi recentemente, o xornal THE SUN publicou os resultados dun estudo
sobre o peso dos paquetes de patacas fritas que as distintas cadeas de comida rapida
serven en Inglaterra. O estudo consistiu en comprar tres paquetes de patacas de cada
cadea en diferentes establecementos da mesma. En particular, para unha das cadeas, os
resultados obtidos foron: 106g, 102g e 108g.
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1. A partir da mostra, calcula un intervalo de confianza, cun nivel de confianza do
95 %, para o peso medio dos paquetes de patacas na devandita cadea.

2. Poédese afirmar, desde o punto de vista estatistico, que o peso medio real dos paquetes
de patacas fritas nesa cadea ¢é inferior a 108g?

Solucion. Consideramo-la variable aleatoria X =“peso dun paquete de patacas fritas”.
Organizamo-los calculos para obte-la media e cuasi-varianza mostral:

X X?

106 11236

102 10404

108 11664

Y 316 33304

De aqui obtemos n = 3, X = 218 = 105,333, s2 = 3334 — 105,3332 = 6,222, e asi,

Sn1 = /26,222 = 3,055,

Calculamos un intervalo de confianza para unha media (Subseccion 2.2.3) empregando

o estatistico o
X —p
Sp—1 / \/ﬁ ’
que segue unha distribucion ¢, ;. Despexando p da desigualdade

SR
Sn-1/v/n

< tn—l,a/Qa

obtense a férmula 5
Xty 1 ap—r—.
1,0/2 Jn
O nivel de significaciéon ¢ a = 0,05. Calculamos 3 925 = 4,303. Substituindo na

férmula
3,055

V3
de onde se obtén o intervalo [97,744, 112,922].
Conclusion: cun nivel de confianza do 95.0 %, a media do peso dun paquete de patacas

fritas atopase entre 97.744 e 112.922.
Agora facémo-lo contraste de hipéteses

105,333 £ 4,303 - = 105,333 £ 7,589,

Hy: p>108, Hyp:p < 108.

Este é un contraste de hipdteses para unha media (Seccién 3.1). Para iso empregamo-lo
estatistico

X —p

Sn_l/\/ﬁ7
que segue unha distribucion t,_;.

O valor no estatistico ¢é
105,333 — 108

= —1,512.
3,055/v/3
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Calculdmo-lo valor P como P = P(ty < —1,512) = 0,1349, que é un valor relativamente
grande.

Conclusion: Aceptamos Hy, e concluimos que non hai evidencia significativa, ata un
nivel de confianza do 86.5 %, de que a media de peso dun paquete de patacas fritas sexa
menor ca 108. O

Problema 8.7. Para saber se o olor a lavanda na sala de espera dos dentistas diminte
a ansiedade dos pacientes, un equipo de investigadores seleccionou a 597 pacientes que
dividiu aleatoriamente en dous grupos. Os do primeiro grupo (310 pacientes), que cha-
maremos “grupo de control”; esperaron en salas sen aroma especial, mentres que os do
segundo grupo (287 pacientes), que chamaremos “grupo de tratamento”, esperaron en
salas con aroma a lavanda. Para determina-lo nivel de ansiedade, todolos pacientes se
someteron a diferentes test psicoléxicos que permiten medilo. Se nos test de ansiedade a
media do grupo de control foi de 15.40 cunha cuasi-desviacién tipica de 4.18, e no grupo
de tratamento a media mostral foi 11.74 cunha cuasi-desviacién tipica de 4.10, ;podemos
afirmar que o aroma de lavanda nas salas de espera dos dentistas axuda a reduci-lo nivel
de ansiedade nos pacientes? NOTA: suponede que as varianzas poboacionais son iguais.

Solucion. Consideramo-las variables aleatorias X="nivel de ansiedade no grupo de con-
trol” e Y="nivel de ansiedade no grupo de tratamento”.

Temos n; = 310, X = 15,4, s; = 4,18 e ny = 287, Y = 11,74, 55 = 4,1.

Asumimos que as varianzas das dias poboaciéns son iguais.

Facémo-lo contraste de hipdteses

Ho: pg —po <0, Hy:pg — pp > 0.

Este é un contraste de hipdteses para unha diferencia de medias (Subseccién 4.1.2).
Para iso empregamo-lo estatistico

que segue unha distribucion t,,, 1,,—2.
Aqui consideramo-la cuasi-varianza ponderada, que se define como

2 (- 1)si + (n2 — 1)s3
2 .

n1+n2—2

Substituindo na férmula da cuasi-varianza ponderada obtemos

\/(310 —1)-4,182 + (287 — 1) - 4,12
S =

) = 4,142.
310 + 287 — 2

O valor no estatistico é
(15,4 — 11,74) — 0

1 1
4,142\ /355 + 557

= 10,788.

Calculdmo-lo valor P como P = P(t595 > 10,788) = 0,3-10~24, que é un valor pequeno.
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Conclusion: Rexeitamos Hy, e concluimos que hai evidencia significativa, cun nivel de
confianza do 99.9 %, de que, en media, o nivel de ansiedade no grupo de control é maior
¢6 nivel de ansiedade no grupo de tratamento.

Por tanto, o aroma a lavanda na sala de espera dos dentiastas axuda a reduci-lo nivel
de ansiedade nos pacientes. O

Problema 8.8. Para analiza-lo risco de sufrir un aborto espontdneo nos embarazos de
mulleres hipertensas tratadas con inhibidores da encima convertidora de anxiotensina
(IECA) durante o primeiro trimestre do embarazo, estudaronse 329 casos nos que se
observaron 47 abortos espontaneos.

1. Se a taxa de abortos espontdneos na poboacién fose do 10 %, poderiase afirmar que
o tratamento con IECA no primeiro trimestre de embarazo incrementa a porcentaxe
de abortos espontaneos?

2. Cal teria que se-lo tamano mostral minimo para poder estimar, a un nivel de con-
fianza do 95.5 %, a proporcién de abortos espontdneos na poboacién cun erro inferior
6 2%7

Solucion. Consideramo-la variable aleatoria X="abortos espontaneos de mulleres hiper-
tensas tratadas con IECA durante o primeiro trimestre do embarazo”.

Temos n = 329, e p = 0,143.

Facémo-lo contraste de hipéteses

HO:pSO,l, H1:p>0,1.

Este é un contraste de hipéteses para unha proporcion (Seccién 3.3). Para iso em-
pregamo-lo estatistico
p—p
p(-p)’
n

que segue unha distribuciéon normal estandar.

O valor no estatistico ¢é
0,143 — 0,1
0,1(1-0,1)
329

— 2,591.

Calculdmo-lo valor P como P = P(Z > 2,591) = 0,0048, que é un valor pequeno.

Conclusion: Rexeitamos Hy, e concluimos que hai evidencia significativa, cun nivel de
confianza do 99.5 %, de que a proporcién de abortos espontdneos de mulleres hipertensas
tratadas con IECA durante o primeiro trimestre do embarazo é maior ca 10.0 %.

Para estima-lo tamafio da mostra para unha proporciéon (Observacion 2.25), em-
pregamo-lo estatistico

p—p
p(i—p)’

n

que ten distribuciéon normal estdndar. Despexando p da desigualdade

p—p

< Za/27
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obtémo-la férmula
p(1—p)

ﬁ + Za/2
n

. s , p(1—p
A estimacién do erro é Z, ), %.

Neste case non temos unha estimacion da proporcién p. E sinxelo ver que a funcion
z + (/xz(l — ) alzanza o seu maximo no intervalo [0, 1] no punto z = 1/2. Por tanto,

necesitamos despexar n da desigualdade Z,/21/ M < €, onde € é o valor fixado polo

2
Za/2
2e

O nivel de significacién é a = 0,045. Mirando as tdboas obtemos Zj 9225 = 2,005. Neste

2
caso € = 0,02. Substituindo na férmula n > (22.’8%52) = 2511,65.

Conclusion: para que a diferenza entre a proporcion mostral e a proporcion poboacio-
nal de abortos espontaneos de mulleres hipertensas tratadas con IECA durante o primeiro
trimestre do embarazo sexa como moito de 40.02 cun nivel de confianza do 95.5 %, teria-
mos que tomar unha mostra de polo menos 2512 elementos. O]

problema. Asi, obtense n > <

Problema 8.9. Co obxectivo de estuda-la relacion entre a aparicion de depresion post-
parto e o nivel de seguridade alimentaria, observaronse 325 casos de mulleres seleccionadas
aleatoriamente en centros de saiide no oeste da cidade de Teheran (Iran). Clasificouse, de
acordo coa seguridade alimentaria, 6s fogares das devanditas mulleres en tres niveles: Al:
Alimentacion asegurada, A2: Alimentacién non asegurada pero sen fame, A3: Alimenta-
cién non asegurada e con fame moderada ou severa. Dos 325 casos, 214 eran de fogares
do tipo Al, 56 do tipo A2, e 55 do tipo A3. Dos 115 casos de depresién post-parto, 51
eran en mulleres con fogares de nivel Al, e 24 en mulleres con fogares de nivel A2.

1. Constrie a taboa de continxencia e realiza o test estatistico adecuado para com-
probar se hai relacion entre a seguridade alimentaria no fogar e o feito de sufrir de
depresion post-parto entre as mulleres da cidade de Teheran.

2. O test anterior, ;é unha proba de independencia ou é unha proba de homoxeneidade?
Razoa a resposta.

Solucion. Temos tres poboaciéns dependendendo da seguridade alimentaria e a variable
aleatoria Y ="depresién postparto”. En primeiro lugar construimo-la taboa de continxen-
cia:

Alimentacion \ depresién | si non | X
Al ] 51 163|214

A2 24 32| 56

A3 40 15| 55

¥ | 115 210 | 325

Como o tamano da mostra estd determinado en toda a poboacién, e o investigador
simplemente clasifica os datos en duias categorias, tratase dun contraste de independencia
para datos categdricos (Seccién 5.1). Por tanto, temos que face-lo contraste de hipéteses:

Hy: pij = pipy, 1 €{1,2,3}, j € {1,2}.
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A continuacion calculdmo-las frecuencias esperadas, no suposto de que a hipétese nula
sexa certa, mediante a férmula (en verde), e tamén os valores intermedios do

estatistico (n;; — E;;)?/E;; (en vermello), obtendo:

Alimentacién \ depresién si non | X
51 163
Al 214
8.07 4.42
24 32
A2 56
0.88 0.48
40 15
A3 55
21.67 11.87
2 115 210 | 325

Calculase o valor no estatistico, que consiste en suma-los valores vermellos. O resultado
é 47.4.

O estatistico 3, ; ("]];# segue unha distribucién y? con (3 —1)(2 — 1) = 2 graos de

ij

liberdade. Calculando o valor P temos P = P(x3 > 47,4) = 0,5-1071°.
Conlusion: rexeitamo-la hipétese nula, e por tanto, temos evidencia significativa, de
que hai relaciéon entre as dias variables. O

Problema 8.10. Co obxectivo de facer un modelo linear para predici-la altura dunha per-
soa a partir da lonxitude da sta tibia, nunha mostra aleatoria de 20 persoas medironse
en centimetros tanto a sua tibia dereita (variable X), como a sta altura (variable Y)
obténdose os seguintes valores:

S X = 72,27 SY = 322.48:;
X2 =262,29: XY = 1168,05: Y2 = 5206,53.

1. Calcula a recta de regresion.
2. Calcula o coeficiente de determinacién r? e interpreta o seu resultado.

3. Contrasta o modelo de regresion.

Nota: tomar 4 dixitos de precisién nos calculos.

b

Solucion. Consideramo-las seguintes variables aleatorias X ="“lonxitude da tibia dereita
e Y="altura”
Organizamo-los calculos nunha taboa.

X Y X? XY Y?
7227 32248 262.29 1168.05 5206.53
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Temos n = 20 datos e

72,27

X = = 3,613
20 U
— 3224
y - 32248 _ 16,124,
20
262,29
sx% = 26 —3,613% = 0,057,
5206,53
s = 20’ — 16,124 = 0,343,
1168,05
Sxy = 20’ —3,613-16,124 = 0,138.

De aqui obtemos b = 0,138/0,057 = 2,424 e a = 16,124 — 2,424 - 3,613 = 7,367, co que a
ecuacion da recta de regresion é

y = 7,367 + 2,424x.

A estimacién do coeficiente de correlacion é

0,138
"= Joosr03as P
A calidade da aproximacién é forte.
O coeficiente de determinacién vén dado por r? = 0,978. Isto interprétase do seguinte
xeito: 0 97.8 % da variabilidade da variable Y esta explicada polo modelo de regresion.
Contrastamo-la validez do modelo de regresiéon linear. Para iso facémo-lo contraste de
hipoteses

Hy: p=0, Hy: p#0.

Empregamos pois a técnica de analise da varianza, ANOVA. Os datos necesarios estan
recollidos na seguinte taboa:

variabilidade g.lL SS MS  cociente
regresion 1 SSr=20-0,978-0,343 = 6,71 MSr =06,71 789,789
erro 18 SSp=20-(1-0,978)-0,343 = 0,153 MSg = % = 0,008
total 19 SSy =20-0,343 = 6,862

Como P = P(Fy 15 > 789,789) = 0,3 - 107! é un valor pequeno, rexeitdmo-la hipotese
nula. Concluimos que hai evidencia significativa de que o modelo de regresiéon linear
é valido.

[]

8.3. Exame de maio de 2021

Problema 8.11. Crese que as mellores condicions de vida e a desapariciéon de moitas enfer-
midades infecciosas levaron a unha aceleracién do crecemento das poboaciéns dos paises
desenvolvidos. Para contrastalo, valorouse a altura X en cms de 127 adultos (homes) da
poboacién espanola en 2004 e compararonse os resultados con estudos realizados antes de
1990, nos que a media poboacional era de 174,6cms. Obtivose unha media X = 177,33 e
unha cuasi-desviacion tipica s = 3,26.
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1. ;Apoia este estudo a idea de que a altura da poboacién aumentou significativamente
entre 1990 e 20047 Razoa o resultado usando o valor p.

2. D4 un intervalo de estimacion para a media en 2004, cun nivel de confianza do 95 %.

3. Se imos facer outro estudo e suponiemos que o = 3, 26cms, ;que tamano de mostra
necesitamos para que o erro de estimacién da media sexa inferior a lem? Usar

a=5%.

Solucion. Consideramo-la variable aleatoria X="“altura de adultos espanois”.

Temos n = 127, X = 177,33, e s,_1 = 3,26.
Facémo-lo contraste de hipoteses

Hy: p <1746, Hy:p > 174,6.

Este é un contraste de hipdteses para unha media (Seccién 3.1). Para iso empregamo-lo
estatistico o
X —p
Snfl/\/ﬁ’
que segue unha distribucién ¢-Student con n — 1 graos de liberdade.

O valor no estatistico ¢é
177,33 — 174,6

3,26/\/127

Mirdmo-lo valor P na tdboa para obter P = P(t196 > 9,437) < 0,0005 (De feito,
P = P(ty56 > 9,437) = 0,1 - 1071%), que é un valor moi pequeno.

Conclusion: Rexeitamos Hy, e concluimos que hai evidencia significativa, cun nivel de
confianza do 99,95 %, de que a media de altura de adultos espanois é maior ca 174,6.

Agora calculamos un intervalo de confianza para unha media (Subseccién 2.2.3) em-
pregando o estatistico

= 0,437.

X —p

Sn-1/v/1’

que segue unha distribucién ¢-Student con n — 1 graos de liberdade. Despexando p da
desigualdade

< tn—l,a/?a

X—p
Sn—l/\/ﬁ
obtense a férmula

~ Sp—1
X £ tn—l,a/27'
vn
O nivel de significaciéon é o = 0,05. O valor en tdboa mais proximo € t109,0,025 = 1,984.
Nesta solucion, para da-lo resultado mais correcto posible, empregarémo-lo valor mais
exacto t196,0025 = 1,979, pero o resultado é practicamente o mesmo. Substituimos na

féormula
3,26

V127

Por tanto obtense o intervalo [176,758, 177,902].
Conclusion: cun nivel de confianza do 95,0 %, a media de altura de adultos espanois
atopase entre 176,758 e 177,902.

177,33 &£ 1,979 - = 177,33 £ 0,572.
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Para estima-lo tamano da mostra para unha media (Observacién 2.5), empregamo-lo
estatistico

X—p
o/yn’

que segue unha distribucién normal estandar. Neste caso a varianza poboacional é coneci-
da. Despexando p da desigualdade

>

— p
< ZQ )
o/vn|~ /2
obtense a formula -
X+27Z,0——.
/2 \/ﬁ
A estimacién do erro é -

Lojg—m—-
/Qﬁ
Queremos 7, /2% < ¢, onde € é o valor fixado polo problema. Despexando obtense
2
n > (Za/20/6> .
O nivel de significacién é a = 0,05. Calculamos Zj 5 = 1,96. Neste caso € = 1.
Substituindo na férmula, n > (1,96 - 3,26/1)” = 40,825.
Conclusion: para que a diferencia entre a media mostral e a media poboacional de
altura de adultos espanois sexa como moito de 1 cun nivel de confianza do 95,0 %,
teriamos que tomar unha mostra de polo menos 41 elementos. O]

Problema 8.12. No mesmo estudo anterior, atopouse en 129 mulleres adultas que a altura
media era de 163, 96cms, con s = 3, 96cms. ;Pdodese afirmar que a altura media dos homes
¢ maior c4 das mulleres, cun nivel de significaciéon de 10 %?

Solucion. Consideramo-las variables aleatorias X =“altura de homes espanois” e Y ="altura
de mulleres espanolas”.

Temos n; = 127, X = 177,33, s, = 3,26, np = 129, Y = 163,96, s3 = 3,96.

Asumimos que as varianzas das dias poboaciéns son iguais.

Facémo-lo contraste de hipdteses

Ho: py < po, Hy:opg > pio.

Este é un contraste de hipdteses para unha diferencia de medias (Subseccion 4.1.2).
Para iso empregamo-lo estatistico

(Y - ?) — (1 — p2)

que segue unha distribucién ¢-Student con nq + ny — 2 graos de liberdade.
Aqui a cuasi-varianza mostral conxunta é

2 (m—1)si+(n2—1)s;

p

n1+n2—2
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Substituindo na férmula da cuasi-varianza mostral conxunta:

, (127 —1)3,26 + (129 — 1) 3,962
_ — 13.174
% 127 + 129 — 2 %

polo que s, = 3,63.
O valor no estatistico é

(177,33 — 163,96) — 0
3,631/ 1% + 135

= 29 467.

O nivel de significaciéon ¢ o = 0,1. O valor en tdboa mais préximo ¢ tag90,1 = 1,286.
Con software informatico obtense un valor un pouco madis exacto: tos401 = 1,285. En
calquera caso, 29,467 ¢ (—oo, 1,285].

Conclusion: Rexeitamos Hy, e concluimos que hai evidencia significativa, cun nivel de
confianza do 90,0 %, de que a altura media de homes espanois é maior c4 das mulleres. [

Problema 8.13. Sabese que o uso prolongado de antibidticos pode causar toxicidade neu-
roloxica. Cando 10000 persoas recibiron metronidazol, 11 delas sufriron ataxia (movemen-
to muscular non coordinado).

1. jPddese dicir que este medicamento causa ataxia en mais dun caso por cada 1000
pacientes?

2. Indica un intervalo de estimacion da frecuencia de apariciéon de sintomas de ataxia.

Solucion. Consideramo-la variable aleatoria X="“casos de ataxia en persoas que recibiron
metronidazol”.

Temos n = 10000, p = 0,0011.

Facémo-lo contraste de hipoteses

Hy: p<0,001, Hy:p> 0,00l

Este é un contraste de hipéteses para unha proporcion (Seccién 3.3). Para iso em-
pregamo-lo estatistico
p—p
p(i—p)’

n

que segue unha distribucion normal estandar.
O valor no estatistico é

0,0011 — 0,001
’ ’ = 0,3164.
0,001(1—0,001)
10000
Calculdmo-lo valor P (aproximadamente), mirando na tdboa, como P = P(Z >

0,32) = 0,374, que é un valor relativamente grande.
Conclusion: Aceptamos Hy, e concluimos que non hai evidencia significativa de que a
proporcién de casos de ataxia en persoas que recibiron metronidazol sexa maior ¢6 0,1 %.
Calculamos agora un intervalo de confianza para unha proporcién (Seccién 2.4) em-
pregando o estatistico
p—p
p(i—p)’

n
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que segue unha distribuciéon normal estandar. Despexando p da desigualdade

p—p
| < Zy2,
oi—p | = 7o
obtense a férmula
. p(l—p
P + Za/2 7( ) .

O nivel de significaciéon é a = 0,1. Calculamos Zj g5 = 1,6449. Substituimos na férmula

0,0011 (1 — 0,0011)
10000

0,0011 + 1,6449\/ = 0,0011 £ 0,0005.
Por tanto obtense o intervalo [0,0006, 0,0016].

Conclusion: cun nivel de confianza do 90,0 %, a proporcién de casos de ataxia en
persoas que recibiron metronidazol atépase entre 0,06 % e 0,16 %. ]

Problema 8.14. En 1977 levouse a cabo un experimento para conece-la incidencia de efectos
secundarios asociados 6 uso de minociclina, un antibiético prescrito para trata-lo acné.
Foron incluidos 45 pacientes no grupo de tratamento, e 44 pacientes no grupo placebo.
Dos pacientes do grupo de tratamento, 33 presentaron sintomas vestibulares (sensacién de
vertixe), en comparacién con 4 persoas que tiveron sintomas no grupo placebo. Elabora
a tdboa de continxencia axeitada e determina se existe unha asociacion entre ter seguido
o tratamento e sufrir sintomas vestibulares.

Solucion. Temos 2 poboacions, dependendo do “grupo” (paciente ou placebo), e a variable
aleatoria Y ="sintomas”.
En primeiro lugar construimo-la taboa de continxencia:

grupo \ sintomas | si non | tamafio
paciente | 33 12 45

placebo | 4 40 44

|37 52 89

Temos que face-lo contraste de hipoteses:

Hy: p11 = pa1, P12 = pa2.

Este é un contraste de hipdteses para homoxeneidade de datos categéricos (Sec-
cién 5.2), xa que o tamano da mostra en cada poboaciéon é fixado polo investigador.
Para iso empregamo-lo estatistico

(- F2)

que segue unha distribuciéon x? de Pearson con (f — 1)(c — 1) graos de liberdade.
O numero de graos de liberdade da distribucién é (2 —1)(2 —-1) = 1.
A continuacién calculdmo-las frecuencias esperadas, no suposto de que a hipétese nula

. , o n;.N.j
sexa certa, mediante a formula F;; = =~
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grupo \ sintomas si  non | tamano
paciente | 18.71 26.29 45

placebo | 18.29 25.71 44

by 37 52 89

Agora calculamo-los valores intermedios do estatistico (n;; — E;)?/ EZ

grupo \ sintomas si  non )Y
paciente | 10.919 7.769

placebo | 11.167 7.946

) 37.8

A suma dos valores intermedios, que coincide co valor no estatistico, é 37.8.

Calculamo-lo valor P mirando as tdboas para obter P = P(x? > 37,8) < 0,001. En
realidade, con software informdtico obtense P = P(x? > 37,8) = 0,8 - 107, que en todo
caso é un valor moi pequeno.

Conclusion: Rexeitamos Hy, e concluimos que hai evidencia significativa, cun nivel de
confianza do 99,9 %, de que hai relacién entre ter seguido o tratamento e sufrir sintomas
vestibulares. O]

Problema 8.15. A ataxia cerebelosa caracterizase por dificultades no equilibrio. Estase a
desenvolver unha aplicacion para teléfono mébil capaz de medir, mediante un acelerador
situado & altura do esterno, o equilibrio estatico e dindmico en pacientes con esa enfermi-
dade. Para estima-la validez da aplicacion, as mediciéons Y obtidas con ela relacionaronse
co “indice de estabilidade postural estatica” X obtido mediante unha plataforma colocada
no chan. En 6 pacientes obtivéronse os seguintes resultados:

X 450 61.7 129.0 392.0 285.5 209.6
Y 376 4.04 434 448 480 4.12

Pidese:

1. Estima-la puntuacion Y que obteria na nova aplicacién un paciente con X = 515,0.

2. Calcular e interpreta-lo coeficiente de determinacién r2.

3. Realiza-lo contraste ANOVA para a regresion lineal.

Solucion. Consideramo-las variables aleatorias X="indice de estabilidade postural estati-
ca” e Y="equilibrio estatico e dindmico en pacientes con ataxia”.
Organizamo-los calculos nunha téaboa.

X Y X? XY Y?

45.0  3.76 2025.0 169.2 14.138

61.7 4.04 3806.89 249.268 16.322

129.0 4.34 16641.0 559.86 18.836
392.0 4.48 153664.0 1756.16  20.07
285.5 4.8 81510.25 13704  23.04
209.6 4.12 43932.16 863.552 16.974

2 11228 25.54 301579.3 4968.44 109.38
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3.6 100.0 200.0 300.0 400.0
Figura 8.1: Os puntos e a sta recta de regre-

sidn

Temos n = 6 datos e

1122,8

X = = 187,133,
Y = 25é54 = 4,257,
s% = 301579.3 _ 187,133% = 15244,332,
s = 109,38 _ 4,257* = 0,111,
Sxy = 968,44 _ 187,133 - 4,257 = 31,500.

De aqui obtemos
b= 31,509 /15244,332 = 0,002,
a = 4,257 — 0,002 - 187,133 = 3,87,

co que a ecuacion da recta de regresion é
y = 3,87+ 0,002 .

Avaliando na recta de regresiéon, para “indice de estabilidade postural estatica” x =
515,0 estimase o “equilibrio estatico e dinamico en pacientes con ataxia”

= 3,87+ 0,002 - 515,0 = 4,934.

A estimacién do coeficiente de correlacion é

31,509
r =
V15244,332 - 0,111

= 0,767.

A calidade da aproximacion é moderada.
O coeficiente de determinacién vén dado por r? = 0,588. Isto interprétase do seguinte
xeito: o 58,8 % da variabilidade da variable Y estd explicada polo modelo de regresion.



112 Exames resoltos

Comprobamo-la validez do modelo de regresiéon linear.
Facémo-lo contraste de hipoteses

Hoip:(), Hlpsé()

Este é un contraste de hip6teses para a validez do modelo de regresion linear (Subsec-
ci6én 6.2.1). Para iso empregamo-lo estatistico que se obtén despois de dispoiie-los célculos
nunha tdboa ANOVA e que segue unha distribuciéon F' de Snedecor con (1,n — 2) graos
de liberdade.

gl SS MS  cociente
regresion 1 SSr=6-0,588-0,111 = 0,391 MSr =10,391 5,714
erro 4 SSp=6-(1-0,588)-0,111 =0,274 MSg= %474 = 0,068
total 5 SSy =6-0,111 = 0,664

Temos que mirar en ddas taboas da F' de Snedecor para estima-lo valor P e chegar a
que, se P = P(Fy4 > 5,714), entén 0,05 < P < 0,1. Calculando o valor P con software
estatistico obtense P = P(Fy 4 > 5,714) = 0,0751, que é un valor relativamente pequeno.

Conclusion: Rexeitamos Hy, e concluimos que hai evidencia significativa, cun nivel de
confianza do 90 %, de que o modelo de regresion linear é véalido. Non obstante existen
dubidas, xa que cun nivel de confianza do 95 % non teriamos evidencia estatistica da sua
validez. O]



Capitulo 9

Taboas estatisticas

Taboas estatisticas que se empregan neste curso.

Taboa da distribucién normal

Taboa da distribucién ¢ de Student

Taboas da distribucién x? de Pearson

Téaboas da distribucién F' de Fisher-Snedecor

e
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Distribucién normal tipificada

Area de cola dereita
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Distribucion ¢t de Student

Abscisas t,, o que deixan & sta dereita un area «
nunha ¢-Student con n graos de liberdade
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