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Trabajo propuesto

Area de conocimiento: Anélisis Matematico

Titulo: Modelos de epidemias usando ecuaciones diferenciales ordi-

narias

Breve descripcion del contenido

Los modelos de compartimentos SIR en epidemiologia dividen la po-
blacién en Susceptibles, Infectados y Recuperados. Se trata de un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias y sirven para estudiar
c6mo evoluciona una epidemia usando modelos sencillos. Se aplicara

a un caso real y concreto.
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Resumen

El estudio de las epidemias es una disciplina crucial, que se ocupa de comprender la propa-
gacion de enfermedades infecciosas y su impacto en las poblaciones. Estudiar las epidemias es
fundamental para comprender como se propagan las enfermedades, identificar factores de riesgo,
desarrollar estrategias de control y tomar decisiones informadas en salud publica. En este trabajo
se abordaran los modelos de epidemias utilizando ecuaciones diferenciales ordinarias, centran-
dose en el modelo SIR. Se proporciona una contextualizacion histérica, se realiza un analisis
mateméatico completo del modelo, se presentan ejemplos de aplicacién y se discuten tendencias

futuras como los gemelos digitales.

Abstract

The study of epidemics is a crucial discipline within epidemiology, which deals with unders-
tanding the spread of infectious diseases and their impact on populations. Studying epidemics is
essential for understanding how diseases spread, identifying risk factors, developing control stra-
tegies, and making informed decisions in public health. This work will address epidemic models
using ordinary differential equations, focusing on the SIR model. It provides a historical context,
conducts a comprehensive mathematical analysis of the model, presents application examples,

and discusses future trends such as digital twins.
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Introduccion

Las epidemias han sido un desafio para la humanidad a lo largo de la historia, y comprender
su comportamiento es crucial para garantizar la salud y el bienestar de las sociedades. En este
sentido, los modelos matematicos se han convertido en una herramienta invaluable para analizar
y predecir el curso de las epidemias. Estos modelos nos permiten visualizar como se propagan
las enfermedades, evaluar el impacto de diferentes intervenciones y tomar decisiones informadas

para controlar su avance.

Primeramente, en el capitulo 1, se contextualizara el tema de los modelos matematicos apli-
cados a la epidemiologia. Se hara un breve recorrido por la historia de esta rama de la medicina
y se arrojara algo de luz respecto a cuando, como y por qué surgen los primeros modelos epi-
demiol6gicos. Ademaés, se incluyen nociones bésicas respecto a la conocida funcion de Lambert,

que serd de gran ayuda para resolver cuestiones del capitulo siguiente.

Principalmente, en esta memoria se explorara el modelo clasico més sencillo: el modelo SIR.
En el capitulo 2, la construccién del sistema de ecuaciones diferenciales que representa el modelo
quedaré totalmente determinada. Asi mismo, se probara la existencia y unicidad de solucién de
dicho sistema y, a pesar de no obtener una expresion explicita de esta, obtendremos informacién

acerca de su diferenciabilidad, analiticidad y otras caracteristicas interesantes.

Uno de los objetivos de modelar una epidemia es conocer su gravedad, respondiendo a pre-
guntas como cuéntos individuos se veran afectados y necesitaran un tratamiento o cudal seré el
méaximo nimero de individuos infectados que requeriran atencién en un mismo instante. Se llama
brote de una enfermedad al periodo de tiempo en el que el ntimero de infectados crece hasta llegar
a un punto critico para luego decrecer. En el momento en el que se alcanza el méximo es cuando
pueden darse las situaciones mas criticas de la epidemia por falta de recursos, colapso de centros
sanitarios, etc. En este mismo capitulo calcularemos dénde se producira el pico de infectados y
la cifra de infectados en ese instante. El capitulo terminara con el cédlculo del niimero final de
susceptibles, un dato muy interesante a nivel epidemioldgico, ya que muestra la expansiéon de

una epidemia y la porcién de poblaciéon que nunca llegd a contagiarse.

En el capitulo 3 se propondréan ejemplos, tanto reales como ficticios, con la finalidad de

XI



XTI INTRODUCCION

entender el funcionamiento del modelo y ver su aplicaciéon en la vida real. Y finalmente, los
dltimos péarrafos de la memoria estaran dedicados a conocer otras posibilidades y tendencias

como son los gemelos digitales, que tienen una aplicaciéon directa a los modelos epidemiolégicos.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Historia de la epidemiologia

Una epidemia es una enfermedad que ataca a un gran nimero de individuos en el mismo
periodo de tiempo, afectando a una proporcion excesivamente grande de la poblaciéon. Asi mismo,
la epidemiologia es la rama de la medicina cuyo objetivo es determinar los factores que intervienen
en la aparicion y propagacion de las epidemias [I]. Una epidemia puede darse en pequena escala
por un virus gastrointestinal que se extiende con gran rapidez a todos los miembros de una
familia. Pero a lo largo de la historia, la sociedad ha vivido grandes crisis debidas a epidemias

que se han extendido por numerosos paises de los cinco continentes.

Haciendo un recorrido en el tiempo [I], Hipocrates fue el primero en clasificar las enfermedades
en agudas, crénicas, endémicas y epidémicas. El libro De contagione et contagiosis morbis asentd
las bases de la epidemiologia, pues, en él, Girolamo Fracastoro (1478-1553) proponia la existencia
de pequenos cuerpos invisibles capaces de autorreplicarse y pasar de un individuo a otro y,
por tanto, causantes de enfermedades y de su contagio. No fue posible comprobar esta teoria
hasta que los avances tecnolégicos lo permitieron. Con la invenciéon del microscopio, Anton van
Leeuwenhoek (1632- 1723) logré ver esos cuerpos, hasta ahora invisibles. Louis Pasteur (1822-
1895) y Robert Koch (1843- 1910) confirman esta teoria y promueven la higiene como método

de prevenciéon de enfermedades, lo que fue una aportacién muy significativa en ese momento.

Pero no es hasta el siglo XIX, a raiz de la epidemia del célera, cuando las matemaéticas dejan
de desempenar un papel tnicamente estadistico en este &mbito. Aqui es cuando da comienzo la
etapa de la epidemiologia moderna, con la implementaciéon de métodos mateméaticos nuevos. Los
modelos matematicos desempefnian un papel esencial en la epidemiologia al permitir comprender y

predecir el proceso de propagacion de enfermedades. Estos modelos son sistemas dindmicos E] que

1Un sistema dindmico es un concepto fisico y mateméatico que describe la evolucién en el tiempo de un sistema



2 1. Preliminares

simulan el flujo entre grupos poblacionales teniendo en cuenta factores como la transmisibilidad

del patégeno, el tamano y estructura de la poblacién, y las interacciones entre individuos.

El modelo matemético de la malaria de Ross (1857-1932) [2] fue el primer modelo epidemio-
logico, publicado en el 1915. En él se consideraba una poblacién de tamano P y consistia en 12

ecuaciones que involucraban, entre otros, los siguientes pardmetros:

= n, m, i y e, denotando las tasas de natalidad, mortalidad, inmigracién y emigracién de la

poblaciéon afectada por la enfermedad
= v, la suma de las anteriores
= N, M, I y E, las mismas pero para la poblacion no afectada
= V, la suma de las anteriores
= 1, la proporcién de la poblacién afectada que se recupera por unidad de tiempo

= ¢, la tasa de infeccién

Uno de los primeros modelos epidemiologicos compartimentales fue el desarrollado por Ker-
mack (1898-1970) y McKendrick (1876-1943) en el 1927, ver [2]. Este modelo divide la poblacién
en Susceptibles, Infectados y Recuperados y, a partir de la asunciéon de una tasa de contagio y
otra de recuperacion, determina el flujo entre estos tres grupos. Kermack y McKendrick explican
en sus articulos la existencia de un umbral a partir del cual la enfermedad se propaga y desarro-
llan una férmula para predecir la dimensiéon de la epidemia. Un caso particular de este modelo

se conoce actualmente como modelo SIR y lo estudiaremos en profundidad en el capitulo 2.

1.2. Ecuaciones diferenciales

Una ecuacion diferencial [3] es una relacion que involucra una «funciéon incognitay y cierto
numero de sus derivadas. En particular, si la funcién incégnita es una funciéon de una sola variable,
entonces se trata de una ecuacion diferencial ordinaria. El orden de la ecuacion se refiere al de
la derivada de mayor orden que en ella aparece. La forma general de una ecuaciéon diferencial

ordinaria de primer orden es:

F(t,z,2") =0 (1.1)

m



1.2. Ecuaciones diferenciales 3

donde t € R es la variable temporal y € R la variable espacial. Gracias al teorema de la funcion
implicita, bajo hip6tesis muy generales que se cumpliran en la gran mayoria de las aplicaciones

précticas, tendremos garantizado que [1.1] se puede escribir en forma normal:

2'(t) = f(t, z). (1.2)

En general, se supondra que f: R?> — R es una funcién continua en un subconjunto abierto
D de R2.

Una solucion de la ecuacion es una funcion x(t) que cumple:

» (t,z(t)) € D para todot € I

» 2/(t) = f(t,z) para todo t € I

Las ecuaciones diferenciales pueden ser lineales, si son de la forma z(t) = a(t)z + b(t), o
no lineales. Para las tltimas, generalmente no es posible dar una solucién explicita, por lo que

recurrimos a resultados tedricos para obtener informacién a cerca de esta.

De la misma manera que hemos considerado ecuaciones individuales, podemos considerar
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Esta vez, el sistema fisico o proceso que queremos
describir esté descrito por n variables, y la variacién de cada x; dependera de t, de z; y del resto

de variables. Un sistema de EDOs tendra la siguiente forma:

G ()
dzy _
2 = folt, 21, ey ) (1.3)

% = fn(t,xl, ,{L‘n)

De esta manera, una solucion de serd una n-upla de funciones {x1(t),z2(t),...,zn(t)}

definidas en un cierto I de R cumpliendo:

d.%'i
dt

(t) = fi(t,x1(t), x2(t), ..., zn(t)) i=1,...,m Vtel

Por dltimo, llamamos problema de valor inicial al ejercicio de encontrar una solucién de la
EDO o sistema de EDOs que cumpla una cierta condicion inicial del tipo x(ty) = x¢ o, escrito

de otra forma,

x1(to) = x(f, xa(ty) = xg, vy Tp(to) = :1:9Z
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donde IL‘? son valores conocidos.

En conocimiento de estos conceptos bésicos acerca de las ecuaciones diferenciales, hablemos
de los casos que se contemplarédn en esta investigacién. Durante todo el trabajo se presentaran
situaciones en las que la tasa de transferencia no depende del tamano de los compartimentos
en el pasado y en el instante de la transferencia [4]. Por esto se usaran ecuaciones diferenciales
ordinarias en la construccién de los modelos y no otro tipo de ecuaciones como ecuaciones en
diferencias o integrales. Ademas, veremos que estas ecuaciones van a ser no lineales por la forma

en que interacttian el nimero de infectados y el nimero de susceptibles.

En la primera seccién aparecio el término de enfermedad endémica. Al contrario que en una
epidemia, en una enfermedad endémica existe un flujo en la poblacién de susceptibles por diversos
factores, ya sea natalidad, mortalidad, inmigracion,... [4]. En este trabajo no contemplaremos tal
flujo. Supondremos que la poblacién total permanece constante y veremos que la porcion que

ocupan los infectados tendera a 0 por el caracter decreciente del grupo de susceptibles.

Ademas del SIR existen otros modelos que contemplan méas grupos poblacionales como la
poblacién portadora, los expuestos a la enfermedad, los hospitalizados u otras que surgen al
contemplar variantes como la vacunaciéon imperfecta o la inmunidad temporal [I]. Asi pues, el
modelo SIR es el modelo més sencillo y, por ende, no es el mas realista. No obstante, se han
detectado comportamientos muy similares de modelos mas complejos, y por eso su estudio es de

gran interés.

1.3. Funciéon de Lambert

Lo tratado en esta seccién sera de utilidad para desarrollar las secciones 2.7y

La funcion de Lambert [5], cuya grafica podemos ver en la Figura se define como la
inversa de la funcion ¢(x) = ze® (Figura y se denota por W. Analizando la derivada de ¢,

o'(x) =" +xe” = (1+2)e”

vemos que se anula en z = —1 y, ademaés, ¢(—1) = —%. Es decir, ¢ tiene un minimo en z = —1,

1 0) con

donde vale —%. De este modo, la funcion de Lambert estard definida en el intervalo [~

dos ramas:

= Wy(z) > —1, definida en [—1,00) y creciente.

= W_1(x) > —1, definida en (—21,00) y decreciente.

e



1.3. Funcién de Lambert

Por otro lado, a la izquierda del punto critico, la funcién ¢ crece asintéticamente hacia 0.

De este modo, la funcién de Lambert tendra dos valores en el intervalo [—%, 0) y solo uno en el

intervalo [0, 00).

Figura 1.2: W(z2)
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Capitulo 2

Modelo SIR

Este capitulo contiene la parte fundamental de esta memoria y todo lo demas girara entorno
a lo que aqui se explica, que es el modelo clasico SIR. Primeramente, se construira el sistema de 3
ecuaciones diferenciales ordinarias asociado al modelo y, seguidamente, se probara la existencia y
unicidad de solucién del mismo. A continuacién se predecird el momento en el que se produce el
pico de infectados y el nimero maximo de estos. En el estudio analitico del modelo demostraremos
el cumplimiento de algunas propiedades interesantes del mismo. Para conocer la evolucién de la
epidemia estimaremos los pardmetros que la rigen. Llegando al final, veremos que el nimero de
Susceptibles puede expresarse en funciéon de los Infectados, al igual que al contrario, y por ultimo

conoceremos la forma de comprobar la expansion que tuvo una epidemia.

2.1. Formulaciéon

Uno de los primeros triunfos de las matematicas en la epidemiologia fue la formulacion de
un modelo simple por Kermack y McKendrick, ver capitulo 2 del libro [4]. Un caso particular
de este es el modelo compartimental determinista més sencillo al que ahora conocemos como
modelo SIR. Este divide la poblacién en tres grupos:

= Susceptibles, aquellos individuos que pueden contraer la enfermedad.

= Infectados, aquellos que han contraido la enfermedad.

= Recuperados, aquellos que se han recuperado y que, por tanto, han adquirido la inmunidad

permanente o, de lo contrario, que han fallecido.

El flujo entre ellos es de direccion y sentido tinicos como se puede ver en el diagrama de la

7



8 2. Modelo SIR

Figura 2.1: Flujo

figura

Con el fin de formular este modelo debemos hacer ciertas suposiciones a cerca de los paréa-
metros que rigen el flujo entre los compartimentos. En nuestro caso, buscaremos una tasa de

contagio y otra de recuperacion.

En [4] se explica que el valor méas usado para la transmision de la enfermedad es el indice
de accion de masas . Se supone que en una poblacién de tamano N, un individuo provoca
BN contactos suficientes para transmitir la enfermedad por unidad de tiempo, entendiendo por
contacto aquel que por darse entre un infectado y un susceptible ya supone el contagio del
susceptible. Si la probabilidad de que un contacto aleatorio se produzca con un susceptible es
%, entonces se produciran (SN )% contagios por infectado y unidad de tiempo, o lo que es lo
mismo, 551 contagios por unidad de tiempo. De esta manera obtenemos la primera ecuacion:

S' = —BSI

Por otro lado, es muy comtn asumir que una cantidad « de infectados se recuperan o fallecen
por unidad de tiempo. De este modo, los individuos abandonarian la clase de Infectados a una
tasa constante de a. Pero una tasa de recuperaciéon proporcional al nimero de infectados carece

de sentido epidemiolégico y requiere de una explicacién matemética méas completa.

Consideremos, como en [4], un conjunto de individuos que se contagian a la vez y denotemos
por u(s) a aquellos que siguen enfermos tras s unidades de tiempo. Supongamos entonces que
una fracciéon « de estos, dejan el estado infeccioso por unidad de tiempo. Esto mateméticamente

se escribe como sigue,

Esta es una ecuaciéon diferencial elemental que resolvemos de la siguiente manera:

u u
:—a:/du:—/ads:lnu:—as+C:>u:e_aSC
u

u

Imponiendo la condicién inicial C' = u(0) queda,



2.1. Formulacion 9

De este modo la fraccién de los individuos infectados que abandonan esta clase s unidades

%y por esto, la duracién del periodo infeccioso se distri-

de tiempo después de infectarse es e~
. . o — : 2 :
buye exponencialmente con media e~ *ds = 1. que es la hipotesis que realmente estamos
0 a’

asumiendo. En conclusion, la segunda ecuaciéon del sistema es:

R =al

Del mismo modo que obtuvimos las dos ecuaciones anteriores, obtendremos la ecuacién para
los Infectados I’ = BST — al y, en conjunto, el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de

primer orden:

S’ = —BSI (2.1)
I' = BSI — al (2.2)
R =al (2.3)

A lo largo de esta memoria sera de crucial importancia conocer el término de numero repro-
ductivo bdsico, definido por Rg = gN y que surge de la siguiente forma. En [4] se explica que
I serd una cantidad positiva en cualquier instante, ya que estamos hablando en términos pobla-
cionales. Vemos entonces que I’ > 0 si gS > 1, es decir, la poblacién de Infectados aumentara
mientras se cumpla que gS > 1. Supongamos que en una poblacién de tamano N aparece un
pequenio numero de infectados Ij. Inicialmente es tan pequefio E| que el nimero de susceptibles

podria aproximarse por el total de la poblaciéon: Sy = N.

Teniendo en cuenta lo anterior, la cantidad gN determina si estos infectados daran lugar a
una epidemia, y esto es precisamente el numero reproductivo bdsico Rg. De este modo, si Rg < 1
la infeccion no proliferara dado que I’ < 0. En otras palabras, el numero reproductivo basico
puede verse como el nimero de segundos infectados producidos por un solo infectado en una

poblacion completamente susceptible.

El modelo SIR no es muy realista dada su sencillez. A pesar de esto, se han detectado

comportamientos muy similares de modelos mas complejos, y por eso nos interesa su estudio.

!Este namero inicial de infectados no tiene por qué ser pequefio, pero es a menudo el caso al comienzo de una

epidemia en una ciudad, por ejemlo, si es un viajero quien trae la infeccion.



10 2. Modelo SIR

2.2. Existencia y unicidad de soluciéon

Queremos saber si, desde el punto de vista matematico y dadas unas condiciones iniciales, el

sistema tiene solucién y si esta es tnica. Dadas las siguientes condiciones iniciales

S(0) =Sy, I(0)=1I,, R(0)= Ry

probemos la existencia y unicidad de solucion.

En general estamos considerando el problema de valor inicial:

{ = f(t,x) zeR"

x(ty) = xo
donde f: U C R x R® — R" y U es un abierto de R**1.

Teorema 2.1 (Existencia y unicidad de solucion [6]). Sea f(t,z) una funcion continua y local-
mente lipschitziana en un conjunto abierto U € R x R™ y sea (tg, zo) un punto de U. Entonces,
existe € > 0 tal que el problema de valor inicial tiene solucion en el intervalo [ty — €,to + €],

Y es unica.

En nuestro caso, x = (S,I,R) y f(t,z) = (=8SI,5S] —al,al), vemos que f es continua en
todo el espacio R*. Para ver que la funcion es Lipschitziana, es suficiente comprobar que existe
la derivada de f con respecto a x y que esta es continua en R™. Consideremos, por tanto, la

jacobiana de f:

-6 —pBS 0
B BS—a O
0 « 0

Claramente, todos los elementos de la matriz jacobiana son continuos, que es a donde que-

rfamos llegar. En consecuencia, hemos probado que el sistema tiene una tinica solucién.

2.3. Pico de infectados

Cuando medimos el niimero de casos de una patologia respecto al tiempo podemos dibujar
un grafico al que llamamos curva epidemiologica [2.2] Esta es de gran utilidad para la deteccion

precoz y el control de los brotes en una epidemia. El objetivo serd evitar que la curva crezca
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centros sanitarios, por ejemplo.

de forma brusca e intentar “aplanarla” todo lo posible para, de esa forma, evitar colapsos en los

Ligado a esto, surge un nuevo objetivo: conocer el momento en el que se producira el pico

de infectados. Queremos calcular el tiempo t en el que I(¢) alcanza su méaximo, es decir, donde

altima condicion.

I'(t) = 0. Recordemos que I'(t) = BSI—al, que sera Osiy solosi S = . En el siguiente desarrollo

del articulo [7] se calcula una expresion del tiempo en funciéon de S para poder introducir esta

A partir de la ecuacion 2.1 calculamos la derivada segunda de S:

Aqui podemos despejar I,

: d0)
y sustituyendo I(t) por 550

(¢
t)

casos diares ()

tiempo desde el primer caso (1)

Figura 2.2: Curva epidemioldgica

S"(t) = =B [S'(OI(t) + S()I'(1)]

I = _B;(ﬂ [S"(t) + BS' (H)I(1)]

(ecuacion i , obtenemos

i - (56)]

I = —;
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Teniendo en cuenta la expresion [2.5] y las ecuaciones [2.1] y

i s — as (SO (5@
3@ 570+ 51010] =350 (~555) = (-5
o equivalentemente
St (WY, SO e
S() <s<t>> Ty =0 (26)

Ahora consideramos el cambio de variable S’(t) = % Asi tendremos

_do_dgds _dg1

=3 T das dt T dS¢
y también
mpy o 1. 1do

Con este cambio de variable podemos hacer operaciones sobre la ecuacion [2.6]

S//

S B

SN S P A 1dop &

ASHAC

o
para obtener, finalmente, una ecuacion diferencial ordinaria de Bernoulli:

do ¢ 2 _

Para resolver la ecuacion diferencial de Bernoulli comenzamos por considerar el cambio z =

= S’ para transformar la ecuaciéon en una de tipo lineal. Por un lado,

=

1 /
:—:Slégz—z’

¢ ¢?

Por otro lado, la ecuacion diferencial es equivalente a

/
1
(252—1_57(25—’_68_04:0

donde, sustituyendo por lo anterior, obtenemos la ecuaciéon diferencial lieal:



2.3. Pico de infectados 13

—z'+%+55—a=0

Para resolver esta altima consideremos z(s) = u(s)v(s) = 2/(s) = u/(s)v(s) + u(s)v'(s) y susti-

tuyamos en la ED lineal,
/ ;. uv _ / v / _
—u'v — uv +§+BS—Q—O:—uv+u(§—v)+BS—a—0

A continuacion calcularemos la funciéon v(s) de manera que g —v" = 0. Es una ecuacion diferencial

de variables separadas. Su resolucién es la siguiente:

/ /
gzvljz:;j/z:/;:IDUZIHS-FCl:U(S):C?S

De este modo la ecuacién queda

—u/CoS+BS—a=0=u = C%_& = [u/dS = C% J(B—%)dS = u(S) C% (BS —alnS+C)

Por tanto, en la expresion de z, las constantes Cs se cancela y nos queda:

1 1
2(S) = S(BS —alnS+C) = P ¢(S) = S(8S — aln(S) + C)

Para determinar la constante tenemos que

1 1

9(5) = G0} = 59038 = aln(Se) £ )’

empleando la ecuacion [2.1

BSo — aln(Sy) + C = = —BI(0)

y entonces

C = —pIy — BSo + aIn(Sp)
Hemos obtenido la sigueinte expresion de ¢:

1
S(B(S =TI — So) — aln(£))

¢(5) =
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Ahora bien, notemos que

e integrando se tiene

S'(t)

1dt = dt
/to /to SH(B(S(t) — Io — So) — aln(51))

que implica

S ds
o — d
tto /s (B —To— 50) —aln(2) "

Para tg = 0 esto es

s ds
= /So s(B(s —Inp— So) — Oélﬂ(s%))dt

Finalmente, el tiempo en el que ocurre el pico de infectados es cuando S = % como ya

habiamos dicho. En ese caso,

wlR

b = / ds dt
P Jsy 8(B(s —Ip — So) — aln(g))
2.4. Estudio analitico

En la seccién2.2]se prueba la existencia de solucién para el sistema de ecuaciones diferenciales.
Por lo general, un sistema de ecuaciones no lineales no puede resolverse de forma explicita, pero
podemos realizar un estudio analitico para conocer algunos de los aspectos de esta solucién. El

siguiente desarrollo se encuentra recogido en [7].

Si consideramos las ecuaciones 2.1] y [2.2] del sistema, podemos escribir

R(t) = —% (ig;) . (2.7)

Al integrar esta expresion respecto al tiempo:
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%lnS(t) =—R(t)+C=ISt) = BR(t) +C = 5(t) =Cexp <—§R(t)>

(0%

Imponiendo las condiciones iniciales S(0) = Sy y R(0) = 0:

S(0) = Cexp <—§R(O)> = C =5

En resumen, integrando la ecuacion hemos obtenido

S(t) = Spexp <—§R(t)> . (2.8)

Derivando esta ultima expresion de S(t) dos veces nos queda

S'(t) = —SogR’(t) exp (—iR(t)) (2.9)
y
S"(t) = —SogR”(t) exp (—iR(t)) + Sof;R’(t)2 exp (—iR(t)) (2.10)

y derivando la expresion de R'(t) de la que partimos, obtenemos:

a " QI (4)2

Ahora vamos a sustituir las ultimas expresiones obtenidas 2.9 , en la

ecuacion con lo que llegaremos a una ecuacion diferencial de segundo orden para R(t)

R'(t) = SpBexp <—§R(t)> R (t) — aR/(t). (2.12)

Ahora introduzcamos el cambio de variable

u(t) = exp (—%R(t)) (2.13)

para sustituirlo en la EDO anterior y obtener

u(t)u” (t) — [/ (£)]* + [b — Soau(t)]u(t)u’(t) = 0. (2.14)
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Si resolviésemos esta ecuaciéon diferencial ordinaria no lineal con la condicién inicial B.7] ten-

driamos la expresion de S(t):

S(t) = Sou(t) (2.15)
A partir de esta podemos sacar las otras dos ya que, por un lado

aS'(t) au'(t)

R(t)=al(t) = “550) ~ Bul (2.16)
y por tanto
R(t) = —% In(u(t)) (2.17)
y finalmente,
I(t) = N — S(t) — R(t) = N — Sou(t) + %ln(u(t)) (2.18)

2.4.1. Propiedades de la solucién

A pesar de no poder proporcionar una soluciéon explicita del problema, podemos probar que

cumple ciertas propiedades. Estas vienen recogidas en [2].

» La poblacién se mantiene constante e igual a N.

En efecto, S'(t)+ I'(t) + R'(t) = 0 y por tanto, como S(0)+I1(0)+ R(0) = N, S(t)+I(t)+
R(t) = N constante.

= S(t), I(t) y R(t) son no negativas, puesto que hablamos en términos de poblaciones.

» Cuando t tiende a infinito, S(t) decrece al limite Soo > 0, I(t) tiende a 0 y R(t) crece

convergiendo a Ry, < N.

Como solo nos interesan las soluciones positivas y para t > 0, si S(0) = 0 entonces S(t) =0
para todo ¢t > 0; mientras que si S(0) > 0, S(¢t) < N y la solucién esta acotada y se puede
prolongar para todo t > 0.

A la vista de la ecuacién S(t) es decreciente. Teniendo en cuenta que esté acotada
inferiormente, S(t) > 0, deducimos que S(t) tiene limite cuando t tiende a infinito, el cual

denotaremos por Ss. Fijandonos ahora en la ecuacion vemos que R(t) es creciente.
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Ademas, esté acotada superiormente por Ny, por lo tanto, R(t) tiene limite cuando t tiende
a infinito y lo denotaremos por R Por tltimo, I(t) = N — S(t) — R(¢) por lo que también
tendra limite cuando t tiende a infinito. Ademaés, este limite es necesariamente 0. Veamos

esto ultimo.

Consideremos el caso Ry < 1. Esto significa que S(0) < 3 ¥ que, por tanto, I decrece en
el instante inicial pues su derivada es I'(0) < 0. Teniendo en cuenta el caracter decreciente
de S, 5(t) < § para todo t > 0y entonces, I(t) serd decreciente para todo ¢ > 0. Como

ademés esta acotado inferiormente por 0, podemos asegurar que existe el limite

lim I(t) = I, > 0.

t—o0

A continuacién demostraremos que I, = 0 por reducciéon al absurdo, asi que suponemos
que I, > 0. A partir de[2.3]sabemos que R'(0) = al(0) > als > 0y R'(t) > al, por lo

que lim;_,o R(t) = o0, lo cual es una contradiccion.

Ahora consideremos el caso contrario al anterior: Rg > 1. Esto es S(0) > % y I'(0) > 0,

por lo que el nimero de infectados crece en el instante inical. Podemos probar que existira

un cierto instante t* en el cual S valga exactamente la cantidad % y de ese modo, aplicando
6]

el caracter decreciente de S se tendra que S(t) < 5 a partir de ese instante y volveremos

a las circunstancias del caso anterior.

Si la condicién S(t) > § se cumpliese para todo t > 0, I(t) crecerfa en todo t > 0. Pero
teniendo en cuenta R/(t) seria creciente y R = 00, lo cual es una contradiccion.
Asi, existird un t* tal que S(t*) = % y I'(t*) = 0. Nuevamente, y como anunciamos
antes, usamos el caracter decreciente de S para afirmar que S(t) < % para todo t > t* y
consecuentemente, I(t) sera decreciente para t > t*. Razonando como en el primer caso, el

limite de I(¢) cuando t tiende a infinito existe y es 0.

2.4.2. Diferenciabilidad, clase y analiticidad de la solucién

Finalmente, podemos dar algunas pinceladas més acerca de las caracteristicas de la solucioén,

basandonos en el teorema de la funcion implicita [§].
Teorema 2.2 (Teorema de la funcion implicita). Sea 2 C R™ x R™ un abierto, (Z,y) € Q y
F: Q — R™ una aplicacion tal que

= Fect

= F(z,5) =0

» detD,F(Z,y) #0
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Entonces existen respectivas bolas B[Z, a| y Bly, 8] de R™ y R™ y una aplicacion f: B[z, a] —

By, ] continua en B[Z,a] y de clase 1 en B(Z,«) cumpliendo:

= f(@) =9
» F(z, f(z)) =0, para todo x € B[z, a]

» Los tnicos puntos del conjunto B[z,a] x Bly, 5] que satisfacen la expresion F(x,y) = 0

son los de la grdfica de f

» Df(x) se puede obtener aplicando la regla de la cadena sobre la aplicacion idénticamente

nula
B(z,a) — R™

x o Fz, f(2))
Ast, Df(z) = —(DyF(z, f(z))) "' o D F(z, f(x)).

Ademds, si F' es de clase p en Q, entonces f es de clase p en B(Z, )

En nuestro caso, f(t,x) = (—=BSI, ST — al,al) claramente es de clase CP(R x R™,R") para
cualquier p > 1, por lo tanto, podemos afirmar que la solucion del sistema es de clase C*™ vy,
consecuentemente, diferenciable. Ademas, el teorema asegura que si f(z,t) es analitica, también
lo sera la solucion z(t), y lo primero se cumple dado que f es diferenciable. En resumen, la

solucion del sistema es diferenciable, de clase infinito y analitica.

2.5. Estimacion de parametros

Es importante estimar los pardmetros que rigen la evolucién de la epidemia para poder deter-
minarla. En esta seccién desarrollaremos una expresion que relacionara el nimero de Susceptibles
final e inicial junto con el nudmero reproductivo bdsico, y que se conoce como relacion del tama-
no final. Gracias a esta relacion podremos estimar los parametros del modelo y veremos cé6mo

hacerlo en un ejemplo concreto.

La ecuacién podemos reescribirla como —% (InS) = BI. Integrando entre t =0y t = oo

se tiene la siguiente igualdad

InS0) —InSe = B/OO I(t)dt.
0

Por otro lado, la ecuacion puede reescribirse como % = —% — al. Volviendo a integrar

como antes y teniendo en cuenta que I, = 0 se tiene
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Combinando las dos ecuaciones anteriores obtenemos

lnS(O)B— InSo _ 1(0) + S;O) =90 L 1y §(0) — In S = g(I(O) +5(0) = Sao) =
S0) B B Soo
50 = 2V = 5 = Ro(1 - 52) (2.19)

Esta expresion implicita de Sy, se conoce como relacion del tamano final. La podemos encon-
trar en [2] y a continuacién se explicara una de sus aplicaciones: la estimacion de los parametros

del modelo.

La férmula nos da una relaciéon entre el nimero reproductivo béasico y las cantidades
So ¥ Seo. Estas ultimas pueden estimarse mediante estudios serologicos antes y después de una
epidemia, pero la estimacién que hiciésemos de Rg empleando estos datos seria retrospectiva y
solo podria obtenerse una vez que la epidemia ya hubiese ocurrido. Por eso también nos interesa

buscar otra manera de estimar estos pardmetros.

Si inicialmente Sy & N, la ecuacion de I puede aproximarse por I’ = (BN — «)I. Es decir, el
numero de infectados crece exponencialmente con una tasa de crecimiento inicial r = BN — o =
a(Rp—1). Esta tasa r puede estimarse a partir de los datos de incidencia al inicio de la epidemia.

Como podemos medir N y «, 8 puede calcularse como

T+ «
N

8=

No obstante, esta aproximacioén no es muy exacta debido a la falta de datos e informacion
insuficiente de los casos, sobre todo cuando la enfermedad es desconocida. A continuacién veremos

un ejemplo tomado de [4] y que nos ayudaré a clarificar el problema de estimacion de parametros.

Ejemplo 2.3 (Epidemia de peste en Eyam). Se trata de la epidemia de peste que se desarrolld
en el pueblo inglés de Eyam durante los anos 1665 y 1666. La poblacién inicial de esta localidad

era de 350 habitantes, de los cuales solo sobrevivieron 83.

Esta epidemia tuvo dos brotes, pero el primero fue relativamente leve. Sin contar este primer
brote, este caso cumple perfectamente las hipétesis del modelo, por lo que podemos estudiar la
epidemia desde mediados de mayo hasta mediados de octubre del 66 aplicando el modelo SIR,

partiendo de una poblacién inicial compuesta por 254 susceptibles, Sy = 254; y 7 infectados,



20 2. Modelo SIR

Iy = 7. Como ya se dijo, la peste dejé 83 supervivientes, por lo que Sy, = 83. Podemos ver los

datos recogidos en este periodo de tiempo en el Cuadro [[.1]

Aplicando la férmula podemos despejar % como se ve a continuacion:

« N — S«

B InSp—1nSe

y sustituyendo los datos obtenemos:

a 254+ 7-83

S T 2 150,142
5~ 254 —Insg ~ 1291420

Para acabar de estimar el valor de 8 y «, sabemos que el periodo de infeccién es de 11 dias, o
lo que es lo mismo, 0,3667 meses. Por esto, sabemos que a = = 2,7273 y, consecuentemente,

B = t5apg ~ 0,01715.

_1
0,3667

2.6. Numero maximo de infectados

De acuerdo con la seccién la epidemia alcanzara el pico de infectados cuando S = %
El objetivo de esta seccion sera expresar I en funcién de S para calcular el nimero méaximo de
infectados, introduciendo ese valor de S. Dado que S + I + R = N, podemos calcular R una
vez conocidas S e I, por lo que podemos prescindir de una de las ecuaciones y quedarnos con el

sistema auténomo:

oS
P 39T
ot BS
oI

= BSI—al
5 BS o

con condiciones iniciales
S(0) = So, 1(0) =Ioy So+ o= N.

Para escribir I en funcién de S resolvamos el sistema.

g_ﬂSIfoJ_afﬁS
ds  -pBSI S

« a [dS «
= | dl = —ldS:/—/ldS:>I:lnS—S+C
/ BS gJ S 3

La integral primera del sistema es entonces F'(S,1) = I + 5 — §In(S), definida en (0, 00) x R.

Imponiendo las condiciones iniciales obtendremos
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I0) +8(0) = $InS(0) =C = N — $In S = C

Y, por tanto, la solucién serd I = N — S + %lnS — % In Sy o equivalentemente,

a, S
I=N-S8+—-In—. 2.20

Esta expresion describe las 6rbitas de las soluciones del problema de valor inicial en el plano
(S,I). Retomemos el ejemplo de la peste de Eyam para dibujar la 6rbita de soluciones. Recordemos
que Sog =254, Ip =7, N =261y % =~ 159. Asi, la expresion anterior quedaria: I = 261 — S +

1591n %, cuya grafica se muestra en la figura

20 T T T T T T T T y
| / . 1
\\
/ \
20 / ", ]
\,
/ \
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/ ",

A »
— 45t / \ J

f AY
N,
| ',
! hY
10 i N -
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*,
A"
A
\.
\.
5r b
a { 1 1 1 1 1 1 1 1 Al
f:[u] 100 120 140 160 180 200 220 240 260

s

Figura 2.3: Orbita de soluciones en el plano (S,I)

Como el valor méaximo de I se alcanza cuando su derivada es nula y esto ocurre cuando
S = %, sustituyendo en la ecuacién obtenemos el nimero maximo de infectados que viene dado

por:

Imazzso—i-fo—%-i-%ln%—%lnso (2.21)
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2.7. S en funcion de I

En la secciéon anterior vimos que I puede expresarse en términos de S, y puede surgir la duda
de si es cierto el reciproco. Para ver esto de forma més sencilla consideremos el teorema de la

funcion implicita para una variable [9]

Teorema 2.4 (Teorema de la funciéon implicita, caso de una variable). Supongamos una relacion
implicita del tipo F(x1,x2,...,xy) = c. Esta ecuacion define implicitamente a xy como funcion

de las demds variables en un entorno de un punto a = (a1, az,...,a,) st y solo si:

» F(ay,az,...,ay) =0, es decir, el punto verifica la relacion implicita dada.

» La funcion F y sus n parciales gTF son continuas en un entorno de a
oF
" gug(a) #0

Ademds, de cumplirse estas hipdtesis, la derivada parcial de xy, respecto a cualquier x; se calcula

mediante: oF
axk (a) _ Tm(a)
oz, 97 (a)

La ecuacion [2.20] nos da una relacion entre el ntimero de susceptibles y el de infectados que

podemos escribir como F(I,S) = 0 definiendo

a, S
FI,8)=I+S—N-—-In— =0,

donde F es continua y diferenciable para todo I > 0y S > 0, y cuyas derivadas parciales también

son continuas. Observemos que

oF

y entonces, por el teorema de la funcién implicita, sabemos que I puede ser expresado en términos
de S, como en la ecuaciéon para cualquier punto (I,.S) que verifique la relacion implicita.

Ademas, se tiene que

05— 9E BS

Ahora nos preguntamos si S puede ser expresada como funcion de I, es decir, cudndo es

distinta de 0 la derivada parcial de F' respecto de S. Vemos que
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or _,_al_
oS BS
si y solo si
e
S=-.
g

que es donde se alcanza el pico de infectados y se anula la derivada de I. De este modo podremos

aplicar el teorema de la funcién implicita cuando S # % y, para este caso, se tendré:

oF
95 _ or _ _—1
- oOF 1
or ~ oL 1-al

A continuacién daremos una expresion de S en funcién de I para valores de S distintos de %,

y para ello utilizaremos la funcién de Lambert, introducida en la seccién del capitulo anterior.

Partimos de la expresion implicita F'(I,S) =0

a, S
F(I,S)=I+S—-N—-2m2 =o.
(1,9) M5,

Desglosando el logaritmo de la divisiéon en la diferencia de logaritmos se tiene

« (6%
I+S—N—-——-InS+—-1InSy =0,
3 ge

B

y multiplicando por £ y asilando los términos con S quedara

g

—S—InS =
o

g(N—I)—lnSO.

A continiuaciéon cambiamos el signo de la ecuacién y sumamos lng a ambos lados,

lné—l—lnS—éS:é(I—N)—I—lnSO—G—lné,
a a e a

y agrupamos la suma de logaritmos en el logaritmo del producto,

mPs-Ps_ P nysmPs,.
«Q (6% (6% (6%

Finalmente aplicamos la exponencial y obtenemos

B B B
_ése—gs — —eaU=N)+In TS0
«
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B(r— B ., . .
Asi, para w = —fS y 2z = —ea =N+ G50 g expresion anterior es precisamente we® = z, que
., Br— B
podemos resolver utilizando la funcién de Lambert. De este modo, S = —% (—ea(I N)+ln 50,

Anteriormente advertimos la existencia de dos posibles soluciones siempre que —% < z<0.

£(1-N)

B . .
En este caso, z = —e Hn g <0 para todo I'y z > —% si y solo si

g

_Lu-mmlsy o b fa-mmlson g é([ —N)+In=Sp+1<0
(0%

e (07

Es decir, tendremos dos soluciones reales si y solo si

B

g(I—N)—G—ln

Prestando atencién a la derivada de esta expresion como funciéon de I se tiene,

g0 =20

o
para todo I. Esto quiere decir que £ es mondtona creciente en todo I por lo que alcanzara su

mAaximo en I,,45, cuya expresion era[2.21] De acuerdo con esto,

S(Imax)zﬁ(soﬁLIo g gln%—%ln&)* )+1n§50,

teniendo en cuenta que Sy + Ip — N =—Ry =0

i(—g—i-ﬂlnﬁ—ﬂlnSo)—i-lnﬁSo —1+lng—lnSo+ln§So

Y aplicando las propiedades del logaritmo,

Bs

0 « I3 ap
EUmaz) = A4 ime = 4 m Sy mZ =1+l =
( ) B So 15} a b«

En definitiva, para 0 < I < L4, se tendran dos soluciones dadas por

S — _%WO(_eg(IfN)+lngSD)
S = _%W_l(_eg(ffN)+ln§SQ)

y cuando se alcanza el pico de infectados, S = —%W(—e‘l), que es en efecto, %
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2.8. Calculo de S

El célculo de S es un problema muy importante desde el punto de vista epidemiologico y su
obtencion es otra de las aplicaciones de la funciéon W de Lambert. En esta seccién veremos que
podemos obtener una expresiéon del tipo we® = z donde el término w involucre S5, de manera

que se pueda despejar una vez aplicada la funcién W.

Para esto, primero expresaremos S en funicon de R combinando las ecuaciones y e

integrando entre 0 y ¢:

50 = ~8501) = ~ps() 0
)

e integrando,

InS(t) —In Sy = —g[R(t) Rl
De esta expresion podemos despejar S(t) y obtenemoss
S(t) = eln o= [RO—Rol — g o~ FIR(O)—Fol,

Como queremos conocer el valor de S, tomamos limites cuando ¢ tiende a oo en la expresion

anterior

See = Spe o [Reo R0l

Para continuar, el objetivo serd obtener una expresion del tipo we¥ = z y de este modo
poder aplicar la funcién W. Para ello, reescribiremos la ecuacién anterior teniendo en cuenta que
I =0y portanto Soo = N — Ioo — Roo = N — Ry

N — Ry = Spe~ a oo Fo]

equivalentemente,

N - ROO == Soeig[RooiA/:’»NiRo] = Soeig[RooiN]efg[NfRO]
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B

multiplicando por —¢,

é[ROO — N = _ﬁsoefﬁ[RorN]efg[N—Ro]
I}
y finalmente:
o «

Ahora podemos aplicar la funciéon de Lambert y quedara

i~ ) = w( Ly 2

y finalmente,

Soe_g[N_RO])_



Capitulo 3
Ejemplos y aspectos novedosos

En este capitulo veremos dos ejemplos que apoyaran los resultados obtenidos hasta ahora y
que permitirin comprender la aplicacion real del modelo SIR. En la tltima seccién se expone,
de forma introductoria, el tema de los gemelos digitales para conocer su aplicacion a los modelos

de epidemias, concretamente al modelo SIR.

3.1. Ejemplos

3.1.1. Caso ficticio

En esta primera secciéon veremos un caso ficticio que facilite la comprensién del modelo y
la interpretacion de las graficas que se obtengan. En primer lugar, consideremos las variables
poblacionales como fracciones del total. De este modo, N serd igual a 1y S, I y R, cantidades

entre 0 y 1.

En el capitulo anterior ya se ha visto que, para ciertas condiciones iniciales, i.e., S(0) = Sy >
0, 1(0) = Iy > 0y R(0) = Ry > 0, el modelo SIR tiene una tunica soluciéon de manera que
S(t)+ I(t) + R(t) = 1 para todo t > 0. Supongamos los siguientes valores iniciales:

Sp = 0,99
I = 0,01
Ry =0

Ademas, supongamos que el periodo infeccioso de la enfermedad son 3 dias, por lo que la tasa
de recuperacion es a = 1/3. Y por ultimo, a la tasa de contagio le daremos el valor § = 1/2. Asi

se tendréa el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

27
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S =181
1 1
1

R,: g_[

Usando MATLAB es posible calcular la solucién del sistema de forma numérica y represen-
tarla graficamente como se ve en la Figura Ahi se muestra la evolucion de los tres grupos
poblacionales: Los Susceptibles en azul, los Infectados en rojo y los Recuperados en amarillo.
Vemos que, de acuerdo a lo dicho en el capitulo anterior, el nimero de Infectados tiende a 0, y

las poblaciones de Susceptibles y Recuperados se estabilizan en algiin valor entre 0 y 1.

Ejermple 1
= T T T T T T
—
L ™~ ]
09 <
AN
R
08 N 4
o7 | s
\'\
\\
Y

06 \ -
o e
—os| S .
w ..

04 — B

03 g

0z E

01 -

0 = 1 1 1 L — 1
0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 3.1: Solucién numérica

También se aprecia el pico de infectados, que en este caso es

2 2 2 2
Imax:0799+0,01—*+*h1*—*11’10,99:

3 3 3 3

1 2 200
—+=—(In— | =
3t3 < n 297> 0,0697

Recordemos que es posible escribir I en funcién de S como vimos al desarrollar la ecuacion
La siguiente expresion describe la 6rbita de soluciones del problema en el plano (S, 1),

representada en la Figura |3.2

2 S

Pero a su vez, también es posible escribir S en funciéon de I, como vimos en la seccion [2.7]
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gracias a la funcion de Lambert. Las dos ramas de la grafica de esa expresion (ver [3.3) vienen

dadas por las ecuaciones siguientes:

S — _EWO(_eg(I—l)Hn%)

S = _7W_1(_e%(1—1)+1n %)
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Figura 3.3: S en funcién de I
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3.1.2. COVID-19 en la zona sanitaria de A Coruna y Cee

En esta ocasion se tratarda un caso real y de tremenda actualidad: la pandemia del Covid-
19. Cuando una enfermedad se extiende por una porcién especialmente grande de la poblacién,
adquiere la calidad de epidemia; y el fenémeno en el que una epidemia se extiende por numerosos
paises de los 5 continentes, adquiriendo gran relevancia a nivel mundial, se conoce como pandemia.
Esto es lo que ha sucedido en los tultimos anos con el virus SARS-CoV-2. Los primeros casos
se detectan en diciembre de 2019 en la ciudad de Wuhan, China. Al virus le llevd muy poco
tiempo extenderse por la poblacién china y, no mucho mas, aparecer en otros paises hasta que,

finalmente, el 4 de marzo de 2020 se confirma el primer caso en Galicia.

Para el anéalisis se usara la base de datos del SERGAS [10] y se tomaran los datos de los meses
desde marzo de 2020 hasta marzo del 2021. Nuestro estudio comenzaré el dia 15 de marzo de 2020,
donde los datos recogen la cifra de 65 infectados, por lo que Iy = 65. El namero de habitantes en
la zona sanitaria de A Corufia es 546977, y sabemos que Ry = 0 y por tanto Iy + .Sy = N. Por
ultimo conocemos el ntimero de casos acumulados hasta marzo de 2021, Ro, = 24288, por lo que
también conocemos Sy = N — Rso. En resumen, N = 546977, Sy = 546912, I =65, Ry =0y
Soo = 522689.

Estimemos los pardmetros como se hizo en la seccion [2.5] a partir de la relacion del tamano

final

le} N — Sy 546977 — 522689
— = = = 536143.9
B InSy—InSy, 1nb546912 — In 522689 ’

Respecto al periodo infeccioso de la enfermedad, hay opiniones variadas que se mueven en
el intervalo de 10 y 14 dias. Suponiendo que el periodo infeccioso es de 10 dias, « = 0,1 y

= 1,87 x 10~7. Finalmente, obtenemos el siguiente sistema:

S'=—-187x1077-SI
I'=187%x10"7-SI—0,1-1
R =01-1

con condiciones iniciales Sy = 546912, Iy = 65, Ry = 0.

La solucién numérica se ve en la Figura [3:4] En la figura [3.5] se muestra con mas detalle la
curva de la poblacion de Infectados en funcién del tiempo y puede apreciarse el pico de infectados,

que en este caso es:

Inae = 546912 + 65 — 536143,9 + 536143,9 In (536143,9) — 536143,9In (546912) ~ 171,7087
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3.2. Gemelos digitales

Actualmente, vivimos en un contexto de transformacion digital donde la tecnologia esta

integrada en muchas &reas de conocimiento y procesos industriales. En este dltimo capitulo

se introducira el tema de gemelos digitales (Digital Twins, DT) y su aplicacion a los modelos

de epidemias, basandonos en el estudio realizado por Ivan Area, Juan J. Nieto y F. Adrian

Fernandez, recogido en el articulo [11].
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En esencia, un gemelo digital es una copia de un objeto fisico o proceso real que existe en el
ordenador y que ayuda a entender y optimizar el comportamiento del objeto real. La principal
diferencia entre un DT y un modelo matemaético clasico son las interacciones bilaterales a tiempo
real entre el avatar y el objeto real. De este modo, un DT nos permite obtener un modelo méas
preciso para comprender y predecir mejor el comportamiento del sistema y asi configurar el

objeto real de forma adecuada y obtener procesos mas eficientes.

Ahora bien, jde qué manera se pueden aplicar los gemelos digitales en el estudio de las epi-
demias? En un modelo matemético clasico, las derivadas se pueden sustituir por derivadas de
Stieltjes. Este enfoque es de gran utilidad cuando el sistema de ecuaciones diferenciales tiene
impulsos o periodos de latencia, que es precisamente el caso cuando se trata de modelos epide-
miolégicos. A medida que avanza una epidemia, los parametros van cambiando y los impulsos
de los que hablamos pueden entenderse como las correcciones que se hacen en el modelo original

para considerar los nuevos datos.

De este modo, el modelo digital de un modelo SIR se puede construir de la siguiente manera:

95 (t,t5) = —B(ts)S(t,ts)I(t,ts),
%(t, ts) = ﬁ(ts)s(tv ts)l(ta ts) - O‘(ts)l(tv ts)a
9B (t,ts) = alts)I(tts),

donde t y ts son respectivamente el tiempo del sistema y otra variable que podemos llamar
“tiempo lento”. Podemos considerar esta nueva variable temporal como una mucho mas lenta que
t a través de la cual se ven reflejados los ciclos de la epidemia. De esta forma, los cambios que

sufran los pardmetros a y 3, que ahora dependen de tg, se veran reflejados en el modelo.



Anexo 1

Tabla de datos de la peste en Eyam

Mes (1666) S I
Julio 3/4 235 14.4
Julio 19 201 22

Agosto 3/4 153.5 29
Agosto 19 121 21

Septiembre 3/4 108 8

Septiembre 19 97 8
Octubre 3/4 | desconocido | desconocido
Octubre 19 83 0

Cuadro I.1: Datos epidemia en Eyam
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