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Resumo

Neste traballo abordaremos o estudo de métodos numéricos para o célculo aproximado da
integral definida a través de diversas féormulas de cuadratura. En primeiro lugar, falaremos das
formulas de cuadratura de tipo interpolatorio polinémico (de tipo i.p.) e daremos unhas pince-
ladas comins a todas elas. Estudaremos en profundidade dous casos importantes das féormulas
de tipo i.p.: as formulas de Newton-Cotes e as formulas de Gauss. Por tltimo, estudaremos as
formulas de cuadratura compostas, que tratan de obter mellores resultados.

Veremos como obter os coeficientes de cada respectiva formula, e para as gaussianas tamén os
nodos de cuadratura. En cada caso falaremos do erro de cuadratura e daremos algin que outro

resultado acerca da converxencia.

Abstract

In this paper we will address the study of numerical methods for the approximate calculation
of the definite integral through various quadrature formulas. First of all, we will talk about poly-
nomial interpolatory quadrature formulas and we will offer a common glimpse to all of them.
We will study in depth two important cases of the polynomial interpolatory quadrature formu-
las: the Newton-Cotes formulae and the Gaussian quadrature. Finally we will study composite
quadrature formulae, which try to obtain better results.

We will see how to obtain the coefficients of each respective formula and, for Gaussians, also the
quadrature nodes. In each case we will talk about the quadrature error and give several results

about convergence.

IX






Introducion

Historicamente, coniécese como cuadratura ao calculo aproximado de integrais. Esta necesi-
dade de calcular aproximaciéns, en lugar do valor exacto da integral, pode vir motivada por

diversos motivos, como poden ser:

= O desconecemento dunha primitiva da funcién que se integra.
= O célculo dunha primitiva do integrando é complexo ou incluso impreciso.

= SO conecemos o valor da funcién a integrar nunha cantidade finita de puntos.

O labor recollido neste traballo consistira entéon en desenvolver métodos numeéricos para
aproximar o valor da integral definida a través dunha combinacién lineal dos valores tomados
polo integrando nunha serie de nodos ou puntos, que como veremos se traducird na eleccién

apropiada dos nodos e coeficientes de cuadratura.

Estudaremos formulas de cuadratura que resultan de aproximar o valor da integral definida

a través de ,
/ pn(z)dz, (1)

sendo p,, o polinomio de interpolacién de f relativo aos puntos x1, ..., z,. Estas férmulas coniece-

rémolas co nome de formulas de tipo interpolatorio polinémico (de tipo i.p.).

Comezaremos falando das formulas simples, que se basean na idea de integrar o polinomio de
interpolacion de Lagrange en todo o intervalo [a, b]. Incltense neste grupo algunhas formulas ben
coniecidas, como son a formula do trapecio, a féormula de Simpson ou a férmula do punto medio
ou de Poncelet. Trataremos tamén importantes consideraciéns acerca do erro destas féormulas e
diversas propiedades.

Destacaremos dentro das féormulas simples as féormulas de Newton-Cotes, que estudaremos en
profundidade no Capitulo [3]
Posteriormente, no Capitulo o] fixarémonos nas limitacions de ditas férmulas, que non escaparon

& vista de autores como Carl Runge e George Pélya, e que nos levaran a introducir un segundo

XI



Introducién

caso importante de féormulas simples: as formulas de Gauss. Falaremos delas no Capitulo [6]
prestando certa atencién ao caso particular das féormulas de Gauss-Legendre.

Chegaremos neste capitulo a recotiecer a mellora de precision destas formulas fronte as de Newton-
Cotes.

Finalmente, no Capitulo [7] falaremos das formulas compostas, que tratan de dar forma 4 idea
de obter unha precisién razoable sobre un intervalo grande. Basearanse na divisiéon do intervalo
de integraciéon en subintervalos para logo aplicar en cada un unha férmula de baixo grado.
Estudaremos algins exemplos importantes, como a férmula do trapecio composta ou a férmula
de Simpson composta.

Recolleremos, por ultimo, un resultado que proba a converxencia destas férmulas.



Capitulo 1

Concepto de féormula de cuadratura.

Nocibéns previas

Neste capitulo comezaremos introducindo unha serie de definiciéns e de conceptos basicos
sobre os que mais tarde desenvolveremos os métodos para a aproximacion das integrais definidas.

Podemos ver os conceptos tratados neste capitulo en [10] (paxs. 106-110).

1.1. Fo6rmula de cuadratura

O noso obxectivo serd estudar diversos métodos numéricos para o calculo aproximado de

integrais definidas
b
1= [ f@) d (1.1)

sendo (a, b) un intervalo real, limitado e non baleiro.

A idea xeral dos métodos numéricos que consideraremos seré, conecidos os valores exactos do
integrando nun namero finito de puntos, f(x;), i = 1,...,n, aproximar o valor de (1.1) a través

dunha combinacion lineal dos mesmos, que recibe o nome de formula de cuadratura:
n
Qu(f) = Aif(x). (1.2)
i=1

Os puntos x; son os puntos ou nodos de cuadratura, que suponiemos ordenados de menor a maior,

e 0os A; son os pesos ou coeficientes de cuadratura, que teremos que calcular.



2 1. Concepto de formula de cuadratura. Nocidns previas

1.2. Erro de cuadratura e grao de precisiéon

Definimos o erro de cuadratura ou truncamento como a diferenza entre o valor exacto da

integral I(f), e o seu valor aproximado, Q,(f):

I(f) = Qn(f) + En(f), (1.3)

onde o simbolo FE,(f) representa o erro de cuadratura. Notemos que E,, é unha funcién lineal.

Este erro pode ser arbitrariamente alto para calquera formula dada ainda que a funcién que
consideremos no integrando sexa moi regular. Vexdmolo cun exemplo: consideremos a funcion

fe(z) = [T, (x — x;)%, con x € (a,b) e para un certo ¢ € R, entén:
b n b
I(f.) = c/ H(a: — 2;)%de = c/ (x —x1)% - (z — zp)2d. (1.4)
a ;4 a

Probaremos que {I(f;)}cer = R:

Por ser (z —x1)% - (x —x,)% > 0, para todo x € (a,b), sendo (a, b) un intervalo real calquera,

tense f;(x —x1)% - (7 — 2,)2%dx > 0.

O contido hacia a dereita é inmediato, vexamos agora o outro contido. Por hipotese, a integral

¢ non nula, existe e toma un valor real. Por tanto, para cada k € R podemos tomar ¢ =

k
f:(mfxl)z---(:pfzn)de

€ R, para obter I(f.) = k, o que remata a proba.

Por outra banda:
n n n
Qn(fe) = ZAifc(17i) = Z(Aic 1_[(:3Z —x)?) =0. (1.5)
i=1 i=1 i=1
Por tanto, {Qn(fc)}cer = {0}, 0 que implica que o erro cometido na aproximacion pode ser tan

grande como queiramos ao escollermos a constante c.

E importante tamén notar que para calquera ¢ € R é posible calcular T (fc) con tanta precision

como se queira, elixindo unha cuadratura adecuada, como veremos nos proximos capitulos.

Logo, o problema de integraciéon numérica seré elixir os nodos e coeficientes para conseguir
unha boa aproximacion Q,(f) de I(f) para moitas clases de funcions, é dicir, o problema bésico

de integracion numeérica é minimizar o erro de cuadratura E,(f) para moitas clases de funcions.
Para cuantificar o erro dunha férmula de cuadratura empregaremos o concepto de erro ou
grao de precision.

Definicién 1.1. Dise que unha férmula de cuadratura é de orde m ou que ten grao de precision
m, conm € N | se
E,(zF) =0 para k=0,1,...m (1.6)

e E,(z™h) £ 0. (1.7)



1.2. Erro de cuadratura e grao de precisiéon 3

Logo unha férmula de orde m non integra exactamente ningtin polinomio de grao m + 1.

Que unha férmula de cuadratura sexa de orde m non significa que non calcule exactamente
a integral para ningin polinomio de grao s con s > m + 2, pero si implica que habera algtin

polinomio dese grao que non integre de forma exacta.

Vexamos esto ultimo: supofiemos que unha férmula de orde m integra exactamente os po-
linomios de grao s, con s > m + 2, entén cumpririase que E,(z° + 2™t1) e E,(z*) son 0

simultaneamente, pero isto non pode ser, xa que daquela:
En(2® + 2™ — B, (2°) = B, (2™) =0, (1.8)

chegando asi a unha contradiccion, xa que por definiciéon de férmula de orde m ctmprese que

Ey(z™*h) # 0.

Atopamos entén un numero infinito de polinomios de grao s > m + 2 que a férmula non

integra exactamente.

Observacion 1.2. Denotamos, para cada m € NU{0}, P,,, como o espazo dos polinomios de grao
menor ou igual ca m. Se unha férmula de cuadratura é de orde m, entén é exacta en P,,, é dicir,
uhna férmula de cuadratura é de orde m se, e so se, m é o maior enteiro tal que a férmula é

exacta en P,,.

Observacion 1.3. Se na Definiciéon ([1.1) se cumpre s6 a condicion ((1.6)), é dicir, E,,(z¥) = 0, para

k=0,1,..,m, dicimos que a férmula serd polo menos de orde m.

Un exemplo de que unha férmula de cuadratura de orde m pode integrar de forma exacta

k

polinomios de orde m + 2 témolo ao aproximar as integrais dos monomios x”, con k impar coa

formula do trapecio, que veremos mais adiante que ten orde 1. Na seguinte figura vese claramente
que, dados os monomios , x> e 2° e un intervalo (—a,a), a formula do trapecio aproxima as 3
2

integrais por [¢ xdz = # =0.

08 ) W

06

04t

0.2

02

04

-06

08|
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Capitulo 2

Foérmulas de cuadratura de tipo

interpolatorio polinémico

Introduciremos en primeiro lugar o concepto de polinomio de interpolaciéon (ver por exemplo
[8], paxs. 38-40):
Sexan n puntos distintos,

1 < To < oo < Ty, (2.1)

nos cales f esté definida e pode ser avaliada. Chamamos polinomio de interpolacion de f relativo

aos puntos 1, ..., Tp, ¢ denotamolo por p,(x), ao tnico polinomio de grao < n — 1 tal que

pn(zi) = f(x;) para i=1,..,n. (2.2)

Empregando a féormula de Lagrange, o polinomio de interpolaciéon p,(z) toma a seguinte expre-
sion:

pu(x) = Z Fla)li(z), (2.3)

onde os [;, con i € {1,...,n}, son os polinomios fundamentais de Lagrange relativos aos puntos

L1yL2yeey Tyt
n
T —x;
li(z) = e 2.4
i(@) 41_[,.3)1'_-%']' 24)
i=1,j#i
E dicir, [;(x) é o tinico polinomio de grao < n — 1 tal que l;(z;) = &;; para j = 1, ..., n.
As formulas de cuadratura obtidas ao aproximar a integral definida fab f(x)dx por ff pn(x)dz

son as que se cofiecen como formulas de cuadratura de tipo interpolatorio polindmico. De agora

en diante, denotarémolas por féormulas de tipo i.p.

As formulas de cuadratura de tipo i.p. que estudaremos en primeiro lugar conécense como

5



6 2. Formulas de cuadratura de tipo interpolatorio polinémico

formulas simples, e basearanse na integraciéon do polinomio de interpolacién de Lagrange en todo

o intervalo.

. — .
Vexamos en primeiro lugar que a expresion fa pn(z)dzx representa unha formula de cuadratu-

ra. Para isto, basta substituir o polinomio de interpolacién p,, pola féormula dada por Lagrange:

/abpn(xi)d;c _ /bif(acZ dz Y i T / x)da @ Zf i) Ay, (2.5)

@ =1

onde en (1) empregamos que a suma ¢ finita para podela intercambiar coa integral, e en (2)

o que proba que f pn(x)dz & unha formula de cuadratura.

empregamos a seguinte igualdade:

Disto deducimos en primeiro lugar que as férmulas de tipo i.p. son exactamente as férmulas
de cuadratura nas que os coeficientes venien dados por (2.6)). Esta caracterizacion das formulas
de tipo i.p. danos un primeiro método para calcular os coeficientes de cuadratura. Vexamolo cun

exemplo:

Exemplo 2.1. Imos obter os coeficientes de cuadratura A; e As da seguinte formula:

b
[ @~ a15(@) + s£ ). (2.7)
Calculamos en primeiro lugar os l;(x) empregando a formula ([2.4)):
x—b x—a
ll(ﬂ?) = m, ZQ(x) = b—a . (28)
Empregando o método dado pola formula ([2.6)):
b b
b— b—
A1 = / ll(ll,‘)dl' = 5 a, A2 :/ lQ(ZL‘)dIL‘ = 9 a. (2.9)
Obtemos asi a cofiecida como férmula do trapecio:
b a
[ t@de = 250 @) + ) (2:10)

Veremos mais adiante que esta férmula é de orde 1.

Teorema 2.2. [De caracterizacion das formulas de tipo i.p.]. Unha formula de cuadratura

de n nodos, > | Aif(x;), € de tipo i.p. se, e so se, € polo menos de orde n — 1.

Demostracion. Probaremos en primeiro lugar a implicacién cara & dereita. Suponemos que a
formula > | A; f(x;) e de tipo i.p., é dicir:

b
Ai = / lz(:v)dx, 1= 1, ceey T, (2.11)



e queremos ver que integra exactamente polinomios de grao < n — 1.

Sexa p € P,_1:

n

/abp(x)da: @ /abizi;p(mi)li(x)dx,: Zp(xl)/

i=1 a

b n
Li(z)dr =) p(z;)A; (2.12)
i=1

onde en (1) empregamos que p é o seu propio polinomio de interpolacion de Lagrange. Isto
séguese de que p é un polinomio de grao < n — 1 e o polinomio de interpolacién de Lagrange
coincide con p nos nodos e é tamén de grao < n — 1. Concluimos entén que cando a integral a

aproximar é a dun polinomio de grao < n — 1, a férmula é exacta.
. . ., T b
Probaremos agora a outra implicacion, ¢ dicir, queremos ver que A; = [’ l;(x)dx.

Como a formula é exacta para polinomios de grao < n — 1, é exacta para os polinomios

fundamentais de Lagrange:
b n n
a j=1 j=1

Como o anterior se cumpre para todo ¢ = 1, ..., n, concluimos a proba. O

Definiciéon 2.3. Cando unha férmula de cuadratura de tipo i.p. de n puntos é de orde maior

que n — 1, dirase que a formula é superezacta.

O Teorema [2.2] proporciénanos outro método para calcular os coeficientes das formulas de
tipo i.p., xa que ao seren estas polo menos de orde n — 1, é dicir, exactas en IP,,_1, equivale a que

integraran exactamente os monomios da forma z*, con k= 0,1,....,n — 1:

n b
> Ak = / aFdz. (2.14)
i=1 a

Se desenvolvemos o lado dereito da igualdade calculando a integral do monomio:

b ! b PRl _ gkl
/axkda::k+1a— e (2.15)
Entoén obtemos a seguinte férmula:
zn:A-x’?:M k=0,1,...,n—1 (2.16)
2 iT; P I P , .
que nos proporciona o sistema:
A1 +As+ ...+ A, =b—a
Aixy + Aszo + ...+ Az, = %
) (2.17)

b"—a™
n

Ay p Aga 4 L A =



8 2. Formulas de cuadratura de tipo interpolatorio polinémico

Esta forma de calcular os coeficientes de cuadratura conécese como método dos coeficientes in-

determinados.

Exemplo 2.4. A continuacién, imos obter os coeficientes de cuadratura A; e Ay da féormula do
trapecio (Exemplo [2.1)) empregando o método dos coeficientes indeterminados, e comprobaremos

que obtemos os mesmos resultados que calculandoos coa formula (2.6]).

Polo método dos coeficientes indeterminados, temos o seguinte sistema:

A1+ A =b—a,
P L (2.18)
Aja+ Asb = b%a,
do que obtemos as soluciéns:
h—
A=Ay = ¢ (2.19)

e acadamos igualmente a formula do trapecio. Esta formula é por construcion de orde 1 (polo
Teoremal|2.2), e ademais é exactamente de orde 1 xa que non integra exactamente f(x) = z2 € Py,

por exemplo, no intervalo (1,2).

2 32
5 T 7
der = =—| = —. 2.20
/1 vide = - T3 (2.20)
Pero, se empregamos a formula do trapecio:
b—a. o9 5 5
b2l = = 2.21
et =, (221)

co que probamos que esta féormula é exactamente de orde 1.

Exemplo 2.5. Imos calcular agora un valor aproximado de ff 2%dx empregando a formula de
tipo i.p. asociada aos nodos de cuadratura z1 = 0,9 = 1,3 = 2,24 = 3 a través da resolucién

do sistema para calcular os coeficientes.

A continuacién presentamos un programa de M AT LAB chamado coef.m que implementa o
célculo dos coeficientes da férmula de cuadratura simple de tipo i.p. asociada a uns determinados

nodos, conecidos a funcién f e o intervalo [a, b].

function[Al=coef(a,b,x)
%Leemos os datos do exemplo 2.4
data
n = length(x);
%Creamos en primeiro lugar a matriz de coeficientes:
M = zeros(n);
for i = 1:n
M (i,1:n) = x.7(i-1);

end



#Creamos agora o vector do segundo membro, o termo independente:
sm = arrayfun(@(k) (b."k - a."k)./k, 1:n);

JFinalmente calculamos os coeficientes de cuadratura:

fprintf ('\n\n*x Coeficientes de cuadratura:');

A = M\transpose (sm)

end
Cos datos do Exemplo [2.5] este programa proporciénanos a seguinte saida de MATLAB:
* Coeficientes de cuadratura:

A:

-1/24
13/24
13/24
-1/24

Asi chegamos & seguinte formula de cuadratura de tipo i.p.:

2
[ f@yde ~ =37 (70)+ F63) + 55(7(1) + £, (2.22)
Por tanto,
2
/1 2xdx%—21—4(1+23)+£(2+22):2§3. (2.23)

Observacion 2.6. O sistema do método dos coeficientes indeterminados ten solucién tnica, xa
que a forma deste sistema ven dada pola ecuacion , é dicir, cumpre que integra exactamente
os monomios da forma z*, k = 0,1,..,n — 1, ou o que é o mesmo, é polo menos de orde n — 1.
Por tanto, en virtude do Teorema [2.2] é unha formula de tipo i.p., o que equivale a que os seus

coeficientes veian univocamente determinados por (2.6)).

Observacion 2.7. Notese que da primeira ecuacion do sistema obtemos que > - ; A; =b—a, ¢
dicir, para que unha férmula de tipo i.p. sexa polo menos de orde 0, a suma dos coeficientes debe

ser igual & lonxitude do intervalo (a,b).

Esta regla deixa de ser valida se, como se fara no Capitulo[d] a integral que se aproxima é da
forma ff f(z)w(xz)dz, sendo w(z) unha funcion peso. Neste caso debe cumprirse que Y ;" | A; =
f; w(z)dx.

Observacion 2.8. A matriz asociada ao sistema do método dos coeficientes indeterminados volvese
mal condicionada a medida que o nimero de nodos aumenta, facendo que a precisiéon do método

perda valor.
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2.1. O erro das féormulas de cuadratura de tipo i.p.

Introducimos en primeiro lugar un teorema que nos permita estudar o erro de interpolacion

polinémica cando a funcién dada cumpra unhas determinadas caracteristicas.

Teorema 2.9. [Erro da interpolacion polinémica de Lagrange| Suponamos que 1, ..., Ty,
son n puntos distintos, e sexa x € R. Suporiamos que f € unha funcion continua en [ay, Bz] e n

veces derivable en (o, By), sendo
oy =min{zy,...,xn,z} e [y =mix{xy,...,Tn, T} (2.24)

Sexa py, 0 polinomio de interpolacion de f relativo aos nodos x1, ..., x,. Enton, existe &, € (ay, Bz)

tal que

(), (2.25)

con mp(x) = (x —x1) = (T — xp).

Tendo en conta que a expresiéon do erro das féormulas de tipo i.p. vén dado por

b
Eu(f) = / ((z) - pala))dz, (2.26)

deducimos do teorema precedente que o erro dunha formula de cuadratura de tipo i.p. é a inte-

gral do erro de interpolaciéon, é dicir:

En(f) = /ab " (f’”)wn(x). (2.27)

n

Porén, a expresion do erro dada en (2.27) non é practica, no sentido de que non nos achega
informacién acerca do grao de precisiéon da féormula. Por iso, estamos méis interesados en repre-

sentacions do erro da forma
En(f) = Kf™(©), fe ™ (e,d) (2.28)

para certo £ € (¢,d) onde K é unha constante non nula e [¢,d] é o menor intervalo pechado que
contén a [a,b] e aos nodos de interpolacion. Deste xeito, seria claro que a formula teria grao de

precision m, xa que E,(z¥) =0, para k = 0,1,...,m e E,(z™") # 0.

Ademais, unha expresion do erro como a de (2.28) permitirianos calcular de forma exacta
a integral de polinomios de grao m + 1 sen mais que sumar o erro ao valor aproximado pola

formula.

A continuacion, daremos unha expresion da forma (2.28)) para cando (a,b)N{x1,...,x,} = &.
Neste caso estaremos en posicién de aplicar o teorema do valor medio do calculo integral, na
version dada en [9] (Capitulo 6, exercicio 28, paxina 281), que refina o resultado afirmando que

o punto £ pode ser tomado no intervalo aberto.
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Teorema 2.10. [Teorema do valor medio do cdlculo integrall Sexa (a,b) C R un intervalo
limitado e non baleiro. Sexa u unha funcion continua en [a,b] e sexa g unha funcion de L'(a,b)

que non cambia de signo esencialmente en [a,b]. Enton, existe & € (a,b) tal que

b b
/u(m)g(w)dm—u(ﬁ)/ g(x)dx. (2.29)

Teorema 2.11. Sexan n puntos distintos, x1 < - < X, e consideramos a sua féormula de

cuadratura de tipo i.p. correspondente:
b n
/ e =3 Aif (). (2.30)
a i=1

Suporiamos que
m(z) = (x —x1) - (x — xp) (2.31)
non cambia de signo en [a,b] e que f € C™([c,d]), sendo ¢ = min{a,z1} e d = méx{b, z, }. Enton

existe n € (c,d) tal que

n) b

Ea(f) =L 5") / o(2)dz. (2.32)
n!  J,

Demostracion. Cando (a,b)N{z1,...,xn} = &, m,(x) non cambia de signo en [a, b], o que equivale

a dicir que todos os nodos x; estan fora de (a,b) (notemos que non estamos excluindo que algin

dos nodos poida tomar os valores a ou b). De (2.26) temos que

b b
x) — pn(x
Eu(f) = [ (@) = putaio = [ B 0y, (2.33)
e en virtude do teorema do valor medio do calculo integral, existe £ € (a,b) tal que

- b
En(f) = W / o (2)da (2.34)

E importante ter en conta que o uso do Teorema ¢é admisible ainda que algin dos nodos, x;,
tome algtin dos valores a ou b, xa que a continuidade da funcién u (nas notaciéns do Teorema
2.10) queda garantida coa existencia en R do limite

on @) = (@) @ f'(0) — (i)
T—T4 Tn (1‘) 7T;1 (.731>
——

£0

(2.35)

Resulta tamén esencial que £ poida tomarse no aberto (a, b), xa que asi aseguramos que 7, (&) # 0.

Empregando agora o Teorema , podemos afirmar a existencia dun n € (¢, d) tal que

F(€) = pa(&) _ () (2.36)

7 (§) n!
Tendo en conta ([2.34)), esta ultima igualdade remata a proba. O
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Este resultado é débil, xa que a suposiciéon de que os nodos x; estén fora do interior do

intervalo de integraciéon resulta moi restritiva e non permite abarcar moitos casos.

Observacion 2.12. Nas condiciéns do Teorema bastaria con pedir f continua en [c,d] e n

veces diferenciable en (¢, d).

Observacion 2.13. O feito de pedir que todos os nodos z; estén fora do interior do intervalo implica
que 7y (x) é un polinomio que non cambia de signo en [a,b], polo tanto f; mn(z)dz # 0. Deste
feito e da formula ([2.32)) deducimos que as formulas de cuadratura de tipo i.p. que tenen todos

os seus nodos fora de (a,b) son exactamente de orde n — 1, é dicir, non poden ser superexactas.

Exemplo 2.14. Obtenamos o erro para a féormula do trapecio:

b —a
[ rade = 22 @) + 10, (2.37)

Neste caso, os nodos de cuadratura son 1 = a e x9 = b, sendo n = 2. Por tanto, me(x) =
(x —a)(x —b), c =a e d="b. Polo Teorema sabemos que, se f € C?([a,b]), entén existird
n € (a,b) tal que

" b "
B =50 [w-aw-ni = L Lo 0 = —rme-ap, @)

2! 2 6

de onde deducimos que a formula do trapecio é de orde 1, xa que para f(x) = 1 e para f(z) = z,

Es(z) = 0, pero se tomamos f(x) = 22, f"(x) = 2 e entén
By(a?) = ——(b—a)’ £0, (2.39)
o que concorda co obtido no Exemplo [2:4]

Exercicio 2.15. Continuamos traballando nas condicions do Exemplo [2.5 Recordamos que a
formula que obtiveramos, asociada aos nodos x1 = 0,29 = 1,3 = 2 e x4 = 3 para aprorimar a
integral ff 2%dx vina dada por

13

2
[ Hade = =51 (£0) + 13) + 351 + 7). (240)

que nos achega a sequinte aprorimacion da integral definida

13

2
1
2dy ~ —— (1 + 23
/1 v+ 20+ 5

23
(2+2%) = T = 2875, (2.41)
Dado que (1,2) N {0,1,2,3} = @, se se cumpre que f € C*([0,3]), estaremos en condicions de
aplicar o Teorema (2.11): Existird n € (0,3) tal que

_ ) )11

2
BN =132 [Cata - -2 -3 = 0 (2.42)
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e sabendo que f¥(x) = 2% 1n(2)*, para algin n € (0,3)

271n(2)* 11

E4(2%) = 54 30" (2.43)
Posto que n € (0,3), podemos acotar o erro como seque
201;;2)4;) = 0,003526647... < E4(2%) < 0,02821317... = W;(l) (2.44)
Agora ben, podemos calcular o valor exacto da integral:
2 2
/1 2%dx = L2 2,885390... (2.45)

Logo, por , E4(2%) = 0,01039..., en consonancia con .

Observacion 2.16. En casos nos que non sexa aplicable o Teorema [2.11] a seguinte acotacién sera

sempre valida para calquera férmula de tipo i.p.:

B < oy (il | () (2.46)

n! z€[c,d]

E habitual que haxa nodos de cuadratura no interior do intervalo de integracion, polo que
nestes casos a formula dada polo Teorema [2.11] non seré valida. Tentaremos atopar unha férmula

similar que sexa util de forma xeral.

Sexan r — 1 > 0 nodos de cuadratura no intervalo aberto (a,b), tal que
T < <2 L a<Tigp] << Bigr—1 < b < Tigy < -+ < Tp. (2.47)

Agora a formula do erro dada pola ecuacion ([2.26) podémola reescribir como segue

b b o) .
B0 = [ @ =~ pateide = | (f(@) = pula))

a ﬂ-n(x)

:/Ii+1 Wﬂn(x)dx R /b Wﬂn(m)dl’
i . ra o) (2.48)

(_)(f(gl)_pn(él)) xi“ﬂ 2\ 4 - (f(&) —pn(&r)) o () d
SR e SRR [ e

@fn)(m) /Ii+1 Wn(x)dl‘—l-"'-l-fn)(m)/b ™ (2)dz,

! !
n! n! 1

T (2)dz

i4+r—1

onde en (1) empregamos, en cada unha das r integrais, o Teorema con
& € (a,2i41), 1 & € (Titr—1,b) (2.49)

e en (2) o Teorema [2.9) con
-5 MNr € ('rlwxn)' (250)
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Introducimos a continuacién a notacién seguinte:

G =a,
(e =Tijvk, k=1,..,r—1ce (2.51)

G =b.

Denotemos tamén "
Cp = /gk_l mn(x)de, k=1,2,...,r. (2.52)

Observacion 2.17. Notemos que en cada intervalo [(,—1,(,], a cantidade 7, (z) non cambia de

signo, pero necesariamente os signos en [(,—1, (] e en [(., (,4+1] son opostos.

Se temos que a derivada n-ésima de f é continua en [z1,z,], polo visto en (2.48)), teremos

que
En(f) =Y =1 (mi)- (2.53)
Ademais, pola Observacion [2.17] sabemos que as constantes Cj, alternan de signo, é dicir,
signo(Cy_1) = signo(—C}) = signo(Cg41). (2.54)
Por tanto, o erro pode ser escrito en forma de duas sumas:
En(f) = %{le") (m) + Csf™ (n3) + -} + %{szn) (2) + Caf™ (na) + - }. (2.55)
Para simplificar ainda méis esta ultima expresion, empregaremos o lema seguinte.

Lema 2.18. Seza g unha funcion continua en [a,b] e sexan oy, ag, ..., ap un conzunto de nimeros

tales que ou ben todos eles son non negativos, ou ben todos eles son non positivos cumprindo
n
> ap=A (2.56)
k=1

Enton, para cada conzunto de n puntos {xy}i_, C [a,b], existe un & € [a,b] tal que
> agrg(ar) = Ag(8). (2.57)
k=1

Demostracion. O caso A = 0 é trivial. Suponamos entén que A # 0.

Por ser g continua nun intervalo pechado, sabemos que a funcién acadard maximo (M) e minimo
(m) en [a,b] (podemos ver este resultado en [5], Capitulo 2, Teorema 4.3, pax. 51). Asi mesmo,
polo Teorema dos valores intermedios ([5], Capitulo 2, Teorema 4.4, pax. 52), sabemos que g

acadara todos os valores entre m e M. E obvio que

m<g(zy) <M, k=12,..,n, (2.58)
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e, se 0s (i son non negativos (en consecuencia A > 0), isto implica que
agpm < agg(zr) < arpM, (2.59)

Se sumamos en cada caso para k= 1,2,...,n,

n n n
> am <> arglar) <Y oM,
k=1 k=1 k=1

Am < arg(a) < AM, (2.60)
k=1

1 n
m < A};akg(xk) < M.

Por tanto, para algtn & € [a,b], Y p_; arg(zr) = Ag(E).

Agora ben, se 0s aj son non positivos (A < 0),
apm > apg(xg) > apM, (2.61)

sumando en cada caso para k =1,2,...,n,

n n n
Zakm > Z arg(rg) > ZO%M,
k=1 k=1 k=1

Am > Zakg(a:k) > AM, (2.62)
k=1

1 n
m < A;akg(xk) <M,

e chegamos igualmente ao resultado buscado. O

Observacion 2.19. Observemos que o lema anterior é analogo ao teorema do valor medio para

integrais, e por tanto as probas de ambos aseméllanse tamén.

Volvendo agora & expresion ([2.55]), por unha aplicacién directa do Lema temos que

Ea(f) = AR () + Ky ™ (), (263)

onde os subindices i (impar) e p (par) fan notar que en K; se suman os Cj, con k impar e en K,
os C} con k par:
Ki,=Ci+Cs5+ -, Kp:CQ+C4+"' (2.64)

e con x1 <1y, N < Ty (2.65)

No caso de que os nodos de interpolacién sexan equidistantes, os resultados anteriores poden

ser modificados para exponer a dependencia do erro do parametro h.
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Recordemos que estamos no caso en que pode haber nodos dentro e féra do intervalo de

integracion, é dicir,

I I I I I I I
x
Il T2 €Ty Ti+1 oo Ljdr—1 Ti4r In (2 66)

con z; < a < Tiy1 € Tiyr—1 < b < z;41. Introduzamos o cambio de variable de x a t tal que
x = x1 + (t — 1)h. Ademais temos o polinomio de grao n en t, w,(t) = (¢t — 1) (t — n), que

podemos relacionar co polinomio en x, m,(z) a través do cambio de variable como segue
T(x1+(t—1h)=(x1+(t—1)h—21)(z1 4+t —1)h—21—(n—1)h) =

=h"(t—1)(t —n) = h"w,(t). (2.67)

Obtemos entén a seguinte relacién entre os polinomios
Tn(x) = h"wp(t), se v =x1+ (t — 1)h. (2.68)

As integrais Cj poden ser tamén reescritas en funciéon de h e t:

Ch i+k i+k
Cr = / T () dr = / A" hawy, (t)dt = A" / wy, (t)dt = K" By, (2.69)
Ck—1 i+k—1 i+k—1
N——————
By,

sendo a definicién de By, = f;:kk,l wy,(t)dt valida para k = 2, ...,r—1, segin a notacion introducida

en (2.51). No caso dos extremos a = &y e b = &, sexan t, e tj as distancias de a e b a x1 medidas

en numero de nodos, respectivamente, é dicir,

a— b—xq
e

ty = ty = . 2.70
- b (2.70)

Entén, os casos extremos escribimolos como

i+1 tp
By = / wa(t)dt ¢ B, = / wn (t)dt. (2.71)
ta i+r—1

Cumprirase que i < t, <i+lei+r—1<t, <i+r, e como tomamos x € (a,b), sobre os
intervalos [;r—1, Titr|, equivalente aos da forma [i + r — 1,7 + 7], w,(t) non cambia de signo.

Logo, nos intervalos [tq,7 + 1] e [i + 7 — 1, 3], wy,(t) non cambia de signo. Polo tanto

i+1 itr
B < / wn(t)dt‘ e B < / wn(t)dt'. (2.72)
i i+r—1
Empregando o resultado obtido en (2.63) chegamos a que
hn-i—l n) )
En(f) = A Lif™ ) + Lpf™ )}, (2.73)

onde 1 <mp, i <axpeL; =By +Bsg— -, L,=DBys+ Bs+ .



2.2. Transformacions afins sobre os coeficientes dunha férmula de cuadratura 17

Temos demostrado en xeral que se f™ & continua no intervalo [, d] (menor intervalo contendo
aos nodos de cuadratura, a a e a b), enton a formula de cuadratura de tipo i.p. que usa n nodos

equidistantes ten un erro da forma (2.63), e ademais,
n+1

tp
Ea(f) <™ i [£(€)] [ (0t (2.74)

nl geled
Esta tltima estimaciéon é valida independentemente da localizacién dos nodos respecto do inter-

valo de integracion.

No caso de que (a,b) N {zy, - ,z,} = &, a formula analoga & do Teorema seria

E(f) = ) / “wa(t)dt, €€ (ab). (2.75)

2.2. Transformacions afins sobre os coeficientes dunha formula de

cuadratura

Suponamos conecida unha férmula de cuadratura asociada aos nodos t1, ta, ..., t, para integrar

no intervalo (a, b):

b n
[ st =" gt + B(o). (2.76)
a i=1

-, . , b . ..
O noso obxectivo é construir unha féormula de cuadratura para fa f(z)dz a partir da xa conecida,

sendo (@, b) un novo intervalo.
Consideraremos que ambos intervalos, (a,b) e (a,b), son limitados e non baleiros.

Tomamos en primeiro lugar unha transformacion afin da forma ¢(t) = mt 4+ ¢, que nos

relacione ambos intervalos, de xeito que ¢(a) = a@ e p(b) = b.
Resulta natural entén empregar o cambio de variable x = ¢(t), valido para calquera funcién
de L'(a,b):
b b b
[ t@ide =0 [ setna=m [ st (277)

Se aproximamos agora a integral definida en (a,b) da funcion g = f o ¢ coa formula ([2.76))

chegamos a que:

b b n n
/ f(x)d:c:m/ fle(t))dt =m ZAif<90(ti))+E(f((P>)] =Y Aif(x:) + E(f), (2.78)

i=1

onde na ultima igualdade engadimos a notacién seguinte:
x; = @(t;) Vi=1,..,n,
A, =mA; VYi=1,..,n, (2.79)
E(f) =mE(f o p).
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Definiciéon 2.20. Sexan >, A;g(t;) e S0, A; f(;) férmulas de cuadratura en (a,b) e (a,b)
respectivamente, e sexa ¢(t) = mt + ¢ o cambio de variable que relaciona ambos intervalos tal
que p(a) = a e p(b) = b. Se se cumpren as ecuaciéns de (2.79), entén diremos que as formulas

descritas son formulas homdlogas.

Observacion 2.21. A ltima ecuacion de (2.79)) evidencia que daas férmulas homoélogas tenen o

mesma orde ou grao de precision.

Disto altimo e do Teorema dedicese doadamente a seguinte proposicion.
Proposicion 2.22. Dias formulas homdlogas son de tipo i.p. se, e s se, o € unha delas.

Proposicion 2.23. Os coeficientes dunha férmula de cuadratura son invariantes por transla-

cions.

Esta tultima proposicién ten unha sinxela explicacién tendo en conta que ¢ é unha translacién

se, e s6 se, m = 1. A igualdade dos coeficientes € inmediata entén sen mais que observar a segunda

ecuacion de (2.79)).

Esta ultima proposiciéon permite calcular de forma maéis sinxela os coeficientes, considerando

a translacion con a = 0.

2.3. Propiedades dos coeficientes das formulas de cuadratura de

tipo i.p.

Un caso de especial interese para as férmulas de cuadratura de tipo i.p. é cando os nodos de
cuadratura estan simetricamente distribuidos respecto do punto medio do intervalo de integra-

cion.

Proposicion 2.24. Suporiamos que os nodos dunha formula de cuadratura de tipo i.p.
Yoy Aif(x;) estdn simetricamente distribuidos respecto do punto medio do intervalo de integra-

cion, € dicir:

a-+b a+b
—21_ — X = Tp_it1 — _2‘_ , parai=1,..,n—1 (2.80)
aTer — T Tp—itl — GTH)
f f } f f
a X atb Tn—i+1 b

Enton A; = A,—jy1, parai =1,...,n.
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Corolario 2.25. Unha formula de cuadratura

n

b
[ t@dox 3 Aif) (2.81)

i=1
€ exacta en P,_1, € dicir, € de tipo i.p., se se cumpren as 3 propiedades sequintes de forma

stmultdnea:

1. A férmula é exacta para os monomios ¥, 0 < k <n—1, k par,

a+b _ atb -
2. 5 — Ty = Tp—i+1 — 5 1= ].,...,n B

3. Aj=Ap_ir1, parai=1,... n.

Demostracion. E suficiente con demostrar que a féormula integra exactamente o polinomio (¢ —

x)™, para calquera m € N impar, onde ¢ é o punto medio do intervalo, ¢ = aT‘H’:

b n
/ (c—2)mdz =Y Ailc—x;)™ =0, (2.82)
a i=1

onde a ultima igualdade vén dada do feito de que ao ser m impar, ¢ — x; = Tp_i41 — C €

A; = Ay, —i1+1 para todo i = 1, ...,n, os sumandos vanse anulando 2 a 2. O

Exemplo 2.26. Vexamos como, aproveitando a simetria dos nodos, obtemos o mesmo resultado

que no Exemplo onde calculamos os coeficientes de cuadratura cun programa de MATLAB.

Polo método dos coeficientes indeterminados, o sistema vén dado por:

Al +As+ A3+ A4 =1
Ay +2A3 + 3A =3
S 2 (2.83)
A2 + 4A3 + 9A4 = %
\AQ + 843 + 2744 = %
Os nodos de cuadratura, xr1 = 0,20 = 1,23 = 2,24 = 3 estan simetricamente distribuidos

respecto do punto medio do intervalo, “T*'b = % Por tanto, pola Proposicion cumprirase que
As = Az e A1 = A4. Ademais, polo Corolario sabemos que as ecuacions que proceden de

impofier exactitude para os monomios ¥, con k impar seran redundantes, é dicir, para k =1 e
k=3:
3 3
para k=1: / rlde = 5= Ag +2A3+ 3A4, a segunda ecuacion (2.84)
0
e
3. 15
para k=3 / r’dr = il Ay +8A3 +27A4, a cuarta ecuacién (2.85)
0

resultaran redundantes.
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O sistema simplificado sera:
2A3 =+ 2A4 =

5A3 +94, =

(2.86)

[SVIEN =

)

que ten como solucions A; = A4 = —i e Ay = A3 = 5—3, como no Exemplo

2.4. Foérmulas de cuadratura con coeficientes non negativos

Na préctica sera dificil dispor dos valores exactos de f(z;), o que se traducird en erros de

redondeo & hora de aproximar f(z;), sendo o valor realmente empregado

f@i) = f(xi) + pi, (2.87)

onde p; é o erro local de redondeo. Daquela, o erro cometido realmente na aproximacién seré
~ b n _ b n n
Bu(f) = [ F@)de=3" Af(e) = [ f@)do= Aif @)=Y Aipi = EalF)~Fulf): (289
a i=1 a i=1 i=1

En (259),
Ra(f) =) Aipi. (2.89)
i=1
é o erro de redondeo acumulado.

Ponidmonos agora na situacion de que os erros locais de redondeo estan limitados, é dicir, |p;| < p

para ¢ = 1,...,n, entén

|Ra(H) < p > |Adl, (2.90)
i=1

cota que se acada cando p; = p signo(4;) (p signo(A;)A; = p|A;|). Suporemos ademais que a
formula ten orde > 0, ¢é dicir, que integra de forma exacta as constantes, enton » " | A; =b—a
(polo que os A; non poden ser todos non positivos).

No caso de que todos os A; sexan non negativos,
Rl < 93" 1A = 93" A = plb—a), 2.91)
i=1 i=1
e en caso contrario
zn:|A2| >§:Ai:(b—a):>p§n:\fli| > p(b—a), (2.92)
i=1 i=1 i=1

de maneira que no caso de que os coeficientes poidan ser negativos, o valor maximo que pode
tomar R, (f) serd maior que no caso de que todos os A; sexan non negativos. Isto implica que

sera vantaxoso o uso de férmulas nas que todos os A; > 0, sobre todo se |E,(f)| < |Rn(f)|-



Capitulo 3
Formulas de Newton-Cotes

Dentro das férmulas de tipo i.p., falaremos nesta seccién das denominadas formulas de
Newton-Cotes. Estas caracterizanse pola escolla dos nodos de cuadratura: x1, - , x,, distribuidos
de xeito equidistante no intervalo [a, b], e separados uns dos outros por un paso, h, de xeito que
x; =21+ (i — 1)h, para ¢ = 1,...,n. Débese cumprir, ademais, que a = x; — kh e b = x,, + kh,

sendo k = 0 ou k = 1 en ambos casos.

Escribirémolas de forma xeral como segue

b zn+kh n
[ t@do= [ pade =Y Aif @+ (- DR + B, (3.1)
@ r i=1

1—kh

onde

A = / () = / ), (3.2)

1—kh
Na notaciéon que acabamos de definir para os extremos do intervalo, segundo tenamos k = 1 ou

k = 0, falaremos de formulas de Newton-Cotes abertas ou pechadas.

Definicién 3.1. Se k = 0, e en consecuencia a = 1 e b = x,, falaremos de formulas de Newton-
Cotes pechadas, que se caracterizan porque os extremos do intervalo de integraciéon se inclien
como nodos de cuadratura. Adaptamos a notacién do xeito seguinte:

ri=z1+ (i—1)h=a+ (i—1)h, para i=1,..,n,

b—a=x,—x1=(n—1)h,

_ b—a
h = n—1

Definicién 3.2. Se kK = 1, e en consecuencia a = x1 — h e b = x,, + h, falaremos de formulas
de Newton-Cotes abertas, nas que os extremos do intervalo de integraciéon non se inclien como
nodos de cuadratura. A notacién quedaria como segue:

r;=x1+ (i—1)h=a+1ih, para i=1,..,n,

21
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b—a=z,—x1=(n+1)h,
h=214.
Observacion 3.3. De forma xenérica, podemos empregar a notacion seguinte con k € {0, 1}
ri=a+ (i—1+k)h, para i=1,..,n,

b—a=(n—(=1)"h,

3.1. Obtencién dos coeficientes de cuadratura.

Obtefiamos en primeiro lugar unha férmula para calcular os coeficientes mais explicita, em-

pregando a definiciéon dos A; a partir dos polinomios fundamentais de Lagrange. Recordamos

que
T — T
li(z) = Rl B 3.3
(@) .7H  Ti — Tj (3:3)
J=Li#j
Se agora definimos
wp(t) =t —1)- (t —n), (3.4)

e tendo en conta que z; = 1 + (i — 1)h para i = 1,...,n, para x = x1 + (t — 1)h:
Tzt (t—Dh— (21 + (- 1)h) rot—g

Lz + (- Dh) = [] : : = I —

Pleyare. + (i —1)h—(x1+ (G —1)h) ity

empregando na tultima igualdade a notaciéon do Binomio de Newton. Por tanto, parai=1,...,n

Tn+kh n—1+k -1 n—i n—1+k
A; :/ li(w)dx (é’/ li(z1 + (t — 1)h)hdt = H( " )h/ wnll) gy

1—kh —k n! 1—1 —k t—1
(3.6)

onde en (1) empregamos o cambio de variable z = 1 + (¢t — 1)h.

Introducindo a notacién seguinte

aik) = (_m_i( ' ) / R (3.7)

n! i—1) J_& t—i

Podemos escribir os coeficientes de cuadratura como segue

A; = hai(k). (3.8)
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Observacion 3.4. A vantaxe de escribir os coeficientes de cuadratura como en é que os
coeficientes «;(k) dependen s6 de n, i e k, non de h. Isto pode resultar de grande utilidade tendo
en conta que os «; (k) son os coeficientes da formula de Newton-Cotes cando h = 1, é dicir, cando
o intervalo de integracion é [—k,n — 1 + k], polo que podemos calcular os A; nun determinado
[a, b] calculando primeiro os coeficientes no intervalo de referencia [—k,n — 1 + k| e aplicar logo
. Ademais, grazas & distribucion simétrica dos nodos, basta con calcular os coeficientes para

. n+1
1< 5

A pesar de dispor dunha formula para calcular os coeficientes de forma explicita, na practica
resulta méis sinxelo empregar o método dos coeficientes indeterminados. Grazas & invarianza por
translacions, resultara atil suponier ¢ = 0 ou 1 = 0, asi como aproveitar a simetria dos nodos

para reducir o sistema 4 metade, como vimos na Proposicién

Vexamos algtins exemplos importantes de férmulas de Newton-Cotes.

Exemplo 3.5. [Férmula de Newton-Cotes pechada de 2 puntos: formula do trapecio|
Como a férmula debe ser pechada, os extremos do intervalo de integraciéon seran nodos, e como
s6 inclte 2 puntos, n = 2, x1 = a, l'szeh:%:b*a.

Como os coeficientes son invariantes por translaciéns, podemos supor que a = 0e b = h, e

grazas & simetria dos nodos, temos que Ay = Ay = b_Ta = % Por tanto,

b h
[ f@de = 550+ 1) (39)

que ¢é a formula do trapecio.

Exemplo 3.6. [Formula de Newton-Cotes pechada de 3 puntos: formula de Simpson|
Como no exemplo anterior, n =3, a =x1, 2o =a+h, b=2x3 =a+2heh = b_7"“. Podemos
suponer novamente que z1 = 0, xo = h e x3 = 2h. Ademais, pola simetria dos nodos, teremos

k

que Ay = As, e que a ecuacion do sistema procedente de imponer exactitude para x”* con k impar

resultard redundante. Por tanto, o sistema quedard como segue:

241+ Ay =2h

(3.10)
4A1+ Ay = §h,

e, por tanto,

h 4
A1 = g = A3 € AQ = gh, (311)

co que a féormula resultante sera

b
[ $@de = 550 + 47() + flas)) (312)
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Exemplo 3.7 (Férmula de Newton-Cotes aberta de 1 punto: formula de Poncelet).
Neste caso, como a férmula é aberta e s6 inclie 1 punto, n =1, x1 = GTH’ eh= ZFTG. Por tanto,

a ecuacion que debe cumprirse é A1 = b — a = 2h, e a férmula resulta ser

b
/ f(z)dz = 2hf(x1). (3.13)

3.2. Erro das formulas de Newton-Cotes.

A expresion do erro dada no Teorema non sera valida para as féormulas de Newton-Cotes,

xa que non sendo na férmula do trapecio, non se cumpre que (a,b) N {z1,...,z,} = 2.

Para estudar o erro introduciremos novamente o cambio de variable x = z1 + (t — 1)h, a
expresion de
m(z) = (x —x1) - (x — xp) (3.14)
e a ecuacion (2.68): m,(x) = h™wy(t) se x = 21 + (t — 1)k, para t € [1,n).

Introduzamos a notacion seguinte, que podemos ver en [4]:

Q(z) = /w’ Tn(s)ds, n=1,2,.., (3.15)

e asi mesmo alguns conceptos das diferenzas divididas, que poden consultarse tamén en [4].
Partindo de n puntos (1, .., x,) podemos escribir o polinomio de interpolacion de Lagrange da

forma

1. progresiva (de 1 an —1):
pn(x) = flz1]+ flo1, xo)(x —x1) + -+ flx1, 22, ..., xp|(x —21) (T —22) -+ (x — 1), (3.16)

ou
2. regresiva (de n a 2):

pn(@) = flan] + flon, tna](@ = 20) + -+ flon, tno1, s 21](@ — 20) (@ = Tn1) - (2 — 22),
(3.17)

onde os termos f[x1], flz1,...,x;] con i = 2,...,n denotan as diferenzas divididas.

Definiciéon 3.8. |Diferenzas divididas| Sexan n puntos, z;, e as stias imaxes, f(z;) con i =

1,...,n, definense as diferenzas divididas como segue:

flzk] = f(zr), k=1,..n,
flersa] — flak]

flzk, vry1] = , k=1,...n—1,
 oken zir] — Flow zen
Th4+1, Tk42| — J [Tky Th+1
flTr, Thy1, Trgo] = AR Thdas adin , k=1,...n,
Tp42 — Tk
T ey Thti| — floe, oo, Thoaie .
f[xkyxk+17 ---axk+i] _ f[ k415 k+l] f[ ko ooy Lk4i 1]7 k= 1’ s

Th+i — Tk
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Tendo en conta que podemos escribir o polinomio de interpolaciéon de Lagrange, p, da forma
(3.16)) e a definicion anterior, obtemos unha forma de expresar o erro de interpolacién polinomica

en funcién das diferenzas divididas
f(@) = pn(x) = mn(2) fl1, 22, oy Ty 2] (3.18)
Para esta seccidon precisaremos o seguinte resultado:

Teorema 3.9. Sexan x,x1, ,x, k+1 puntos distintos e sexa f(y) unha funcién continuamente

diferenciable ata orde k no intervalo
min(x, z1, - ,xk) < y < max(z, x1, -, Tk). (3.19)

Enton, para un certo & = &, nese intervalo

_ M

flz1, o xp, 2] = x

(3.20)

Comezaremos en primeiro lugar coas formulas de Newton-Cotes pechadas cun ntimero impar

de nodos, é dicir, con n impar.

Introduciremos uns lemas que nos seran precisos neste caso.

Lema 3.10. Coa notacion introducida, x(ni1y2 = aTer denota o centro do intervalo [a,b] e

cumprese que
Tn(Z(nt1)/2 + €) = (=1)"Tn(T(011) /2 — €)- (3:21)
Lema 3.11. Sendo € # xj, con j = 1,...,n, para a < € +h < 2, 41)/2 tense que [mp(e + h)| <

[T ()]

Lema 3.12. Para n impar

1. Qp(a) = Q,(b) =0,

2. Qu(x) >0,a<z<b.

Demostracion. 1:
Pola propia definicion de Q,(z), (3.15]), é obvio que Q,(a) = 0. Agora ben,

T(nt1)/2 b (1) [En+n/2 T(nt1)/2
Qn(b) = / Tn(s)ds +/ Tn(s)ds = / Tn(s)ds / mn(s)ds =0,

(n+1)/2
(3.22)
onde en (1) aplicamos o Lema
Para o apartado 2 do Lema, proporcionamos unha idea intuitiva de demostracién a través da

Figura onde representamos as graficas de m, e {2, para n impar (n = 7). Na grafica da
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esquerda vemos a antisimetria de m, para n impar (como deduciamos do Lema € vemos
tamén que entre a e x9 crece mais do que decrece entre xo e 3, e asi sucesivamente ata o punto
medio, x4 (como deducimos do Lema, e ao contrario dende x4 a b (novamente Lema .
Tendo en conta que ), (z) = m,(x), polo teorema fundamental do célculo, permitenos deducir o
grafico de §2,, & dereita, sempre positivo.

Esta idea da demostracion poderia formalizarse, como podemos consultar en [4]. O

Grafico de pi7(x) Grafico de 0mega7(x)

100

60

80
50 -
60

40} 1 a0
20} 2 w0l
%» 0 /\V/\ %h

2ok \/ 5 20

40 1 10l J

o I (A

e0f 1 :
-1000 2 4 6 8 -100 2 4 6 8

Figura 3.1: Positividade de Q7(z) = [ m7(s)ds. con z; =i, para i =1,...,7 ¢ [a,b] = [1,7]

Agora ben, se asumimos que f ten n + 1 derivadas continuas, empregamos integraciéon por

partes e o lema previo, o erro virda dado por:

b xT) — T b T
Bu) = [ )R [Py,

T () dx (323
b 3.23
=Qn(x) flz1, .., Tnr, x]\z - / Qn(x)if[xl, vy Ty x]d.

dx

0

Adaptando un resultado que podemos ver en [4], (Capitulo 6, exercicio 7, pax. 255),

d
flzi, oy xn, z x] = dzf[azl,...,xn,x], (3.24)

e por un resultado mencionado tamén en [4], (Capitulo 6, exercicio 6, pax. 255) sabemos que

d

%f[ajl, <oy T, ] € continua para x € [a,b] se os puntos z1, ..., x, son distintos. Tendo en conta
que 2, non cambia de signo en [a,b], estamos en posicion de aplicar o teorema do valor medio
do célculo integral (Teorema [2.10f), obtendo asi que

b b
_/ Qn(x)f[xla ...,xn,x,x]d:r: = _f[xlv "'7xn7£7£]/ Qn(x)d$ (325)
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Empregando agora o Teorema [3.9] obtemos

E 0 b 3.26
) ==y [ s, a<n<i, (3.26)
e integrando por partes
b b d b
/ 1Qn(ac)d:n::x(2n(x)|2—/ xQn(:U)dx:—/ x7n(x)de, (3.27)
a N—_—— a dx a
0

de onde sabemos que — f(f x7p(z)dz > 0, xa que Q,(x) > 0, para todo x € (a,b).
Obtemos entén o resultado seguinte:

Teorema 3.13. [Representacion do erro para as formulas de Newton-Cotes pecha-
das con n impar| Neste caso consideramos unha particion do intervalo [a,b] orizinada por un

nimero impar de nodos. Se f € C"([a,b]), existe n € (a,b) tal que

n+1) b
B,(f) = m / . (3.28)

A continuacion, vexamos que ocorre no caso das féormulas de Newton-Cotes pechadas cun

nimero par de nodos (n par).

Recordemos que 7, non cambia de signo en [b — h, b, polo tanto,

b=h x) — x b x) — pnlx
E,.(f) —/ ﬂn(x)‘%dx+/bh7rn(w)%dm— (3.29)
b—h n) (el b
:/ Wn(x)f[wl,...,xn,m]dx+Jf?f§x)/ 7 (x)dz, (3.30)
a : b—h

onde para a segunda integral seguimos o mesmo procedemento que en ([2.48]) . Para a primeira

integral, escribimos 7, (2) = Tn—1(z) (@ — ) e Qu_1(x) = [ mp_1(s)ds.

Por como definimos as diferenzas divididas en (3.8)), teremos que

b—h b—h
/ () flz1, ey Ty, T]dx :/ W(f[xl,...,xn_l,x] — flx1, oy mp])dz. (3.31)

Agora n — 1 é impar, e por tanto, polo Lemam Qp_1(a) = Qp—1(b—h) =0, de onde

b= a0, 1 ()
do — 3.32
/a dz z2=0, (3:32)

por Barrow. Polo tanto a parte da integral na que multiplica & constante f[z1,..,x,] serd nula,

e aplicando ao restante integraciéon por partes e os Teoremas e[3.9) chegamos ao seguinte

n!

b—h n) (¢t b—h
/ () flT1, ey Ty, T]d = _fED / Qp_1(z)dx, a< &’ <b. (3.33)
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Deste xeito, obtemos que

1
n!

b—h b
En(f) = —f™ (") / Q-1 (z)dz + f")(fl)l/b 7o (z)dz. (3.34)

n! —h

B 4

Agora ben, como n é par, m,(x) > 0 para x > x, = b, por tanto m,(x) <O parab—h <x <b, e
en consecuencia A > 0 en [b — h,b]. No referido a B, por ser n — 1 impar, deducimos facilmente
do Lema que B > 0.

Daquela, se f™ é continua en [a, b], aplicando o Lema temos que existira un & € [¢/,&"]
tal que
En(f) = ~(A+B) ™ (6). (3.35)

dQd,—
Ademais, tendo en conta que m,(z) = ndl(gc)(x —b) e aplicando integracioén por partes:
x

b—h b—h T b—h
/ () = / m’;xl()(x —b)dx = Q1 (x)(x - b)[2" -~ / Qn_1(z)dz, (3.36)
0

é dicir ,
A+ B= —/ mn(z)dz, (3.37)
obtemos finalmente o resultado seguinte:

Teorema 3.14. [Representacion do erro para as formulas de Newton-Cotes pechadas
con n par| Neste caso consideramos unha particion do intervalo [a,b] orizinada por un nimero

par de nodos. Se f € C™(|a, b)), existe n € (a,b) tal que

n) b
B (f) = 1O / o (2)d. (3.38)

n!

Observacion 3.15. Dos Teoremas [3.13] e deducimos que as férmulas cun nimero impar de
nodos (n impar) son de orde n e por tanto superexactas. Porén, as formulas con n par son de
orde n — 1. E por isto que na préactica seran preferibles as formulas cun nimero impar de nodos,

e no caso de aumentar n, convén facelo de dous en dous.

Podemos modificar os resultados dos Teoremas e para notar a dependencia do erro

do parametro h. Baixo as hipéteses dos devanditos teoremas:

My
(n+1)!
En(f) = (3.39)

M n
Wh"“f”)(&“), M), = [["wy(t)dt <0 se n par

A2 rAb(€), My, = [["tw,(t)dt <0 se n impar
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n impar n par
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Figura 3.2: [Férmulas de N-C pechadas| Vemos como a parte da grafica que esta por debaixo

do eixo de abscisas ten maior peso que a que estd por enriba. Por iso M,, e M/ son negativos.

Na Figura ilustramos as funciéns tw,(t) para n = 3 impar e wy,(t) para n = 4 par no caso

das férmulas de N-C pechadas:

Estudemos o erro para as formulas de Newton-Cotes abertas, distinguindo novamente os casos

segundo n sexa par ou impar.

En ambos casos consideraremos n nodos en (a, b), nos que non estaran incluidos os extremos

do intervalo de integracion, é dicir a = zg € b = p41.

Teorema 3.16. [Representacion do erro para as formulas de Newton-Cotes abertas
con n impar| Sezan n impar e f € C"*1([a,b]). Existe n € (a,b) tal que

n+1) b
B,(f) = M / o (2)d, (3.40)
onde K, = /b xmp(x)dx > 0. (3.41)

Teorema 3.17. [Representacion do erro para as formulas de Newton-Cotes abertas

con n par| Sexan n par e f € C"[a,b]). Existe n € (a,b) tal que

n!

n) b
Ea(f) = 12 | @y (3.42)

b
onde K :/ mn(z)dx > 0. (3.43)

De forma analoga aos casos das formulas de Newton-Cotes pechadas, podemos tamén expresar
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os resultados en termos de h. Enton, baixo as hipoteses dos Teoremas e

K, . .
mhn-ﬁﬁfn-l-l)(g)’ K, = fo +1 twn()dt >0 se n impar

En(f) = (3.44)

!/

ﬁh”“f")(f), K| = SH_I wy(t)dt >0 se n par

[ustramos na Figura (3.3]) as funcions tw,(t), para n impar e w,(t) para n par no caso das

formulas de N-C abertas.
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Figura 3.3: [Férmulas de N-C abertas| Neste caso a parte da grafica que esta por enriba do

eixo de abscisas ten maior peso que a que esta por debaixo. Por iso K, e K/, son positivos.

Observacion 3.18. Outra opcién para calcular os coeficientes M,,, M|, K, e K, consiste en avaliar
0 erro que se comete coa formula ao integrar z¥, sendo k o menor enteiro tal que En(:vk) #£0

nun intervalo calquera. Isto é, Kk =n 4+ 1 se n impar e k = n se n par.

Exemplo 3.19 (Erro para a Formula de Simpson). A férmula calculada no Exemplo
vén dada pola expresiéon

b
[ #a)de = G50 + f(e2) + 1)) (3.45)

é dicir, temos: n =3, a =z, xa =a+ h,xr3=b=a+2he h = b_T“. Polo Teorema se
f € C4([a,b]), existird un & € (a,b) tal que

_ M

Es(f) I

R f(€), sendo (3.46)

3 3
Mg:/1 twg(t)dt:/l t(t—1)(t—2)(t—3)dt=—%. (3.47)
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Outra forma de calcular Mg, seguindo o descrito na Observaciéon seria calculando directa-
mente o erro cometido ao aproximar a integral de z¥, con k = 4 nun intervalo calquera. Tomamos,
por exemplo o intervalo [1,3], con z; =a=1,290=2, 23 =b=3 e h=1:

3 3
Es(zt) = /1 atdr — g(f(xl) +A4f(z9) + flx3)) = /1 xtdx — %(1 + 424 3% = —1%, (3.48)

agora ben,

4! 4
Bs(zt) = IMg,15 =Mz =—. (3.49)
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Capitulo 4

Aproximacion de integrais da forma

f; f(x)w(x)dx.

Nesta seccién o problema a estudar & unha versién maéis xeral do que xa cofiecemos. Anali-

zaremos formulas de tipo i.p. para aproximar a integral

b
/ f(z)w(x)dz, (4.1)

sendo w(x) unha funcion peso, e permitindo nalguns casos ao intervalo (a,b) ser non limitado.

Definicion 4.1. [Funcién peso| Sexa I = (a, b) un intervalo real, aberto e non baleiro, limitado
ou non. Definimos unha funcidén peso en I como unha funcién w : I — R cumprindo as seguintes

caracteristicas:

1. w é medible e w > 0 en c.t.p. de I,
2. f;’ z"w(z)dx € R, Yn € NU {0},
3. f:w(x)daﬁ > 0.
Observacion 4.2. Na definicion anterior seria equivalente cambiar a condicién 3 por
m(A) >0, onde A = {x € I:w(zx) >0}, (4.2)
ou tamén substituila por
b
{p polinomio tal que p > 0 e / p(z)w(z) = O} = p=0. (4.3)
a

Vexamos esta tltima implicaciéon:

33
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Por ser w unha funcién peso, w > 0 en c.t.p. de I, por tanto p(z)w(x) > 0 en c.t.p. de L
Engadindo a condicién f;p(:v)w(x)d:c = 0, deducimos que enton p(z)w(z) =0 en c.t.p. de I, é
dicir, se B ={x € I : p(z)w(x) # 0}, m(B) = 0. En consecuencia, p(z)w(z) =0 Vz € I \ B.

Definimos agora A = {x € I : w(z) > 0}. Por ser w funcion peso, m(A) > 0, e por tanto

teremos que p(x)w(z) = 0 para todo x € A\ B. Deducimos entén que
p(z) =0 Vo € A\ B, (4.4)

pero daquela A\ B seria precisamente o conxunto de raices dun polinomio non nulo, que ao ser
este finito, teria medida nula, pero m(A\ B) = m(A) —m(AN B) = m(A) > 0. Chegamos entén

a unha contradiccién con suponer que p era un polinomio non nulo e concluimos que p = 0.

Observacion 4.3. A condicion 2 da Definicion implica que fabp(x)w(x)dx € R para todo
polinomio p. Isto permite empregar formulas de tipo i.p. ainda cando o intervalo (a,b) sexa non

limitado.

Observacion 4.4. Se w é continua en (a, b), sera automaticamente unha funcién medible en (a, b).
Sumado ao feito de que w(z) > 0, V& € (a,b), obtemos que ffw(:c)dm > 0 se a integral é finita.

En consecuencia, w serd unha funcién peso se cumpre a condicién 2 da Definicion 4.1

Observacion 4.5. Se na Deﬁnici()n (a,b) € un intervalo limitado, =™ sera unha funcion limitada

en [a, b], logo poderiamos debilitar a condicion 2 pedindo s6 que fabw(x)dx < 0.

Todas estas observaciéns poden ser resumidas na seguinte proposicion.

Proposicion 4.6. Se (a,b) é un intervalo limitado e w é unha funcion continua e positiva en

(a,b) tal que f; w(x)dr < oo, enton w € unha funcion peso en (a,b).

Exemplo 4.7. Se tomamos w(x) = 1, é doado probar que sera unha funcién peso en calquera

intervalo limitado (a,b), xa que cumpre que

1. w(z) =1 é continua en (a, b),
2. w(z) >0, Vz € (a,b),
3. fabw(x)da: = f; ldz =b—a < cc.

Pola Proposicién temos que w(z) = 1 é unha funcién peso, que se cofiece como peso de

Legendre.

Os resultados vistos para o caso w = 1 pdédense xeneralizar ao caso de calquera funcién peso,

w, por tanto de agora en diante chamaremos férmulas de cuadratura de tipo i.p. s aproximacions

b b
/ F@)w(@)de ~ / pu (@) () dz, (4.5)
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sendo py(x) o polinomio de interpolacion de Lagrange de f relativo aos nodos z1 < -+ < x,.
Teriamos que
b n
/ pn(z)w(x)de = ZAif(:ci), (4.6)
a i=1
onde )
A; :/ li(x)w(x)dx, para i=1,..,n, (4.7)
a
empregando a notacion /;(z) para referirnos aos polinomios fundamentais de Lagrange.

O erro de cuadratura definese de xeito evidente como
b n
En(f) = / f@)w(x)de — > Aif(z), (4.8)
a i=1

e as nocions de orde e exactitude en P, adectianse propiamente.

Escribimos a adaptacion do Teorema [2.2] que nos sera de utilidade nos capitulos seguintes.

Teorema 4.8. [Caracterizacion das formulas de tipo i.p.| Unha formula de cuadratura de

n nodos, Y i Aif(xz;), € de tipo i.p. se, e sd se, € polo menos de orde n — 1.

Para o céalculo dos A;, empregamos o método dos coeficientes indeterminados, que agora

consistira na resolucién do sistema con ecuaciéns
n b
ZAZ-:EéC = / dfw(x)de, k=0,1,..,n—1. (4.9)
i=1 @

Para os resultados sobre invariancia dos coeficientes por translacions (Seccion [2.2]) e sobre pro-
piedades dos coeficientes das formulas de cuadratura de tipo i.p. con nodos simetricamente dis-
tribuidos respecto do punto medio (Seccién , os resultados adaptanse de forma anéloga a
como fixemos co Teorema 2.2} De igual xeito, para a aproximacion de integrais con funciéon peso
w # 1, temos os resultados anélogos ao Teorema m (erro para as formulas de tipo i.p. cando

(a,b) N{z1, ,z,} = D) e & Observacion [2.16] (acotacion do erro para calquera formula de tipo
i.p.).
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4. Aproximacion de integrais da forma f; f(@)w(z)dz.




Capitulo 5

Converxencia das formulas de

cuadratura

O obxectivo principal das férmulas de cuadratura é que sexan exactas para integrandos dunha
clase determinada.
Sexa (a,b) un intervalo limitado e non baleiro, sexa w unha funciéon peso en (a,b) e f unha
funcion calquera definida en [a, b]. Nesta seccién empregaremos a notacion seguinte para definir

as formulas de cuadratura:

Qn(f) = Anif(wn), (5.1)
i=1

con xn; € [a,b], para todo i = 1,...,n e para todo n. Con esta notacion tratamos de evidenciar
que os nodos van cambiando cando o fai n.
Consideramos enton unha sucesion de formulas de cuadratura con nodos en [a,b], {Qn(f)}, tal

que para cada n, Q,(f) é unha aproximacion de f; f@)w(z)dz.

Definicién 5.1. Diremos que as férmulas de cuadratura {Q,,(f)} son converxentes para a funcion

f se se cumpre a igualdade

b
1 Qu(h = [ f@pulz)ds (5.2)

Cando n — oo, as formulas de Newton-Cotes diverxen, incluso para moitas funciéns anali-
ticas. O fallo destas férmulas para valores elevados de n fixose evidente a partir da publicacién
de Carl Runge sobre interpolacion polinomica, [7]. Neste artigo amosase o que agora cofiecemos
como fendmeno de Runge, é dicir, como o uso de polinomios de grao elevado para axustar unha
funcion pode conducir a oscilaciéns e erros.

A conclusién fixose ainda mais rigurosa grazas a George Polya, co resultado seguinte, que pode-

mos ver en [6]:

37
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Teorema 5.2. [Teorema de Polya/ Sexan (a,b) un intervalo limitado e non baleiro e w unha

funcion peso en (a,b). Suponamos que todos os nodos x,,; estin en [a,b]. Enton equivalen:

(a) Para toda funcion f € C([a,b]), nl;n;an(f) = f;f(x)w x)dx
(b) Cumprense:

(i) Para todo polinomio p, hrn Qn f p(x

(ii) Ewxiste unha constante M > 0 tal que Y ;" |An,i| < M para todo n.

Antes de ver a proba, veremos un resultado necesario para construila, que é un corolario do

teorema de Banach-Steinhaus.

Proposicion 5.3. Sexan E e F dous espazos de Banach, D un subespazo vectorial denso en E,
{Lyn} unha sucesion de aplicacions lineais e continuas de E en F e L unha aplicacion lineal e

continua de E en F. Para ter a igualdade

lim L,x = Lz, Vx € E, (5.3)

n—o0

€ mecesario e suficiente que se cumpran:

(i) lim L,z = Lz, para todo x € D,
n—oo

(i1) Eziste M > 0, constante, tal que ||Ly|| < M para todo n.
A continuacion, presentamos a demostracion do Teorema [5.2}

Demostracion. Vexamos que se cumpren as hipoteses da proposiciéon anterior nas condiciéons do
Teorema Consideramos E = C([a,b]), o espazo das funcions continuas en [a,b] dotado da

norma:

171l = méx |F(@)]; (5.4)

[a7b

e F' =R coa norma usual do valor absoluto. Sexa a aplicacién

L:feC(ab) / F@)w(@)ds € R, (5.5)

que é claramente lineal.

Podemos afirmar que L é tamén continua, xa que

< ([ bw(:c)) 1Al (56)

—_——
€R
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Sexa Ly, = (Qn)|c((a,b)), ¢ dicir,
Ly: f€C(la,b]) — ZAmf Tni) € R. (5.7)
Como todos os z,; estan en [a, b],

n,if(xn,i

Ln(f)l =
=1

)| < <Z|An,i|> /1], (5.8)
=1

polo que L,, tamén é lineal e continua, e tomando f € C([a,b]) tal que ||f|| <1,

ZAnzf xnz

ILull = méx |Lu(f) € mix
feC([a,b]) feC([a,b])

<Z|Anz| maX ||f||<Z|Anl| (5.9)

Ademais, se f(xy,;) = signo(A,.;):

ZAnz&gno i) Z |Ap il (5.10)

e por tanto
n
Lall = [Anl- (5.11)
i=1

Sexa D = {p|[a7b] : p polinomio}. Polo teorema de aproximacion de Weierstrass, sabemos que D

¢ denso en E = C(]a, b)), o que finaliza a demostracion aplicando a proposicion anterior. O

Corolario 5.4. Nas mesmas hipdteses que as do Teorema se todos os coeficientes Ay ; son
non negativos, as formulas de cuadratura converzen para toda f € C([a,b]) se, e s6 se, converzen

para todo polinomio.

Demostracion. Se converxe para toda funcion f € C([a,b]), en particular converxe para todo

polinomio. Agora ben, se converxe para todo polinomio, escollemos o polinomio p = 1, entén

n b
lim Q,(p) = lim Api= / w(x)dx € R, (5.12)

n—oo n—oo i—1 a
por tanto a sucesion y ;- [Ayi| = D0 Ay < f z)dzx esta limitada. Finalmente aplicando
o Teorema [5.2] obtemos o resultado. O

Dado que as férmulas de cuadratura de tipo i.p. proceden de efectuar a aproximacion

b
/f d:nw/ Pn(x)w(z)de, (5.13)
tense que

b n
[ ol@yota)ds = 3" Anif ) = Qulh) (5.14)

=1
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onde

b
Ani :/ lni(z)w(x)de, para i=1,..,n (5.15)

e l,,; é o polinomio fundamental de Lagrange.
Por tanto, no caso das féormulas de cuadratura de tipo i.p., o Teorema [5.2] e o Corolario [5.4]

reescribense no resultado seguinte:
Proposicion 5.5. Nas hipoteses do Teorema|5.4, cimprense:

1. Para toda funcion f € C([a,b]), lim Qn(f) = ffpn(x)w(a:)d:ﬂ se, e s0 se, existe unha
n o
constante M > 0, independente de n, tal que

n n b
S Al =Y / s (2)w(z)dz| < M. (5.16)
i=1 i=17a

2. As formulas de cuadratura de tipo i.p. e coeficientes mon megativos converzen para toda

f € C([a,b]).

No relativo as formulas de Newton-Cotes, podese probar que a sucesion {Y ;" A, ;} non
esta limitada, e por tanto as féormulas de Newton-Cotes non converxen cando n — oo para toda

feC(a,b]).

A continuacién falaremos das formulas de Gauss, que son de tipo i.p. e con coeficientes non

negativos, e por tanto converxentes para as funciéns continuas en compactos.



Capitulo 6
Formulas de Gauss

Sexa (a,b) non baleiro, limitado ou non.
Vimos no Teorema que unha férmula de tipo i.p. con n puntos para aproximar unha integral

da forma ,
/f(a:)w(x)dac, w funcidn peso, (6.1)

é polo menos de orde n— 1, que pode aumentar a orde n no caso de que (a, b) sexa limitado, w = 1
e n impar considerando a féormula de N-C aberta ou pechada correspondente (ver Observacion
3.15)).

Plantexamos entén a pregunta seguinte:

Cal € 0o mdzimo valor de m > n tal que ao escoller de forma especifica 0s nodos x1, ..., %y, @
formula de tipo i.p. correspondente sexa exacta en Py, ?

O teorema seguinte d4 unha resposta parcial & pregunta exposta.

Teorema 6.1. Unha formula de cuadratura de n puntos non pode ter orde de exactitude superior
a?2n—1.

Demostracion. Sexa , .
/ f@)w(x)de =~ > A;f(zi) (6.2)

a i=1
unha férmula de cuadratura de n puntos. Basta con atopar un polinomio p de grao 2n para o

que a férmula non sexa exacta. Consideramos:

n 2
p(z) = (H(m - xl)> . (6.3)

=1

O grao do polinomio é 2n e posto que p > 0 e p # 0, necesariamente
b
/ p(z)w(x)dz > 0, (6.4)
a
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(ver proba de (4.3)). Por outra parte,

n
> Aip(z:) =0, (6.5)
i=1
polo que a férmula non é exacta para p. O

Veremos que a orde 2n — 1 s6 se pode alcanzar se os n nodos e os n coeficientes se escollen
de forma 6ptima. As féormulas de n puntos que son exactas en Py, 1 reciben o nome de formulas

de Gauss.

As férmulas de cuadratura de Gauss baséanse na teoria dos polinomios ortogonais, pola

analoxia entre o calculo dos nodos de cuadratura e os ceros de ditos polinomios.

6.1. Polinomios ortogonais

As nocions recollidas nesta seccién podense atopar en [I] e en [§].
Sexa (a,b) C R un intervalo non baleiro, limitado ou non, e sexa w unha funcién peso en (a,b).
Sexa [P o espazo de todos os polinomios con coeficientes en R.

Po6dese probar que a forma bilineal

b
{n@epxp—wnmw:/pmmmmmeeR (6.6)

define un produto escalar en IP.

A norma asociada a este produto escalar vén dada por:

1/2

Hmw=¢m@w=([mw%m0 . (6.7)

Definicién 6.2. Sexan p,q € P. Dirase que p e ¢ son ortogonais respecto de w se se cumpre

(P, @)w = 0, (6.8)
e dendtase como p L, q.

Definicion 6.3. Sexa X un subconxunto non baleiro de IP. Dirase que un polinomio p é ortogonal

a X respecto de w, se p L, q, para todo ¢ € X. Denotarase como p 1,, X.

Definicién 6.4. Sexa X un subconxunto non baleiro de P. Dirase que X é un conzunto ortogonal

respecto de w se
plwg VpgeX, p#q (6.9)

Se ademais, ||p||w = 1 para todo p € X, o conxunto X dirase ortonormal respecto de w.
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Definicion 6.5. Unha sucesion de polinomios {1, }7°, dirase que é unha sucesion de polinomios

ortogonais se o conxunto {1, }5°, é ortogonal.

E posible ortogonalizar a sucesion de polinomios {1,2,2%, ...} respecto do produto escalar
(.7 ')w«
Teorema 6.6. FEziste polo menos unha sucesion (e por tanto existen infinitas) de polinomios
ortogonais {¢n}o2 tal que 1y # 0 e

grao(yn) = n, Vn, (6.10)

Definicion 6.7. Dada unha sucesion como a que se describe no Teorema diremos que v, é

o polinomio ortogonal de grao n.
Para unha sucesion como a do Teorema [6.6] cimprese que:

(i) Para cada n € NU {0}, o conxunto {#o, 91, ..., %, } € unha base ortogonal de P,,.
(ii) Para todo n, ¥p+1 Ly Pp.

Teorema 6.8. Sexan € NeS={pecP,:p Ly, P,_1} o ortogonal de P,,_1 en P,. Sep € S,
enton ou ben p = 0, ou ben grao(p) = n. Ademais dim(S) =1 (€ dicir, o ortogonal de P,,—1 en

P,, ten dimension 1).

Teorema 6.9. Se {¢n}02 e {¢,}52, son dias sucesions coma as do Teorema[6.6, enton para

cada n existe un a, # 0 real tal que

Corolario 6.10. Eziste unha unica sucesion {1, }5>, de polinomios ménicos (€ dicir, con coe-

ficiente principal igual a 1) ortogonais tal que grao(p) = n para todo n.

Corolario 6.11. Eziste como moito unha sucesion {{n}°2, de polinomios estandarizados (é

dicir, ¥n(1) = 1, Vn) ortogonais tal que grao(,) = n, Vn.

A sucesion descrita no Corolario [6.10] existe sempre. Agora ben, a sucesion da que se fala no
Corolario [6.11] existira se, e s6 se, para unha sucesiéon como a descrita no Teorema se ten que
Y (1) # 0 para todo n.

O teorema seguinte (que podemos ver en [8], pax 151-152) explica como se constriie por recu-

rrencia dita sucesion.

Teorema 6.12. A sucesion de polinomios definida por

Yo(z) = 1, (6.12)
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Pi(x) =z —ay
¢n(x) = (‘T - an)wn—l(x) - bnwn—2(x)a n > 2,
o (-1, Y1)
~ @X%n—1,Yn-1)w
n = (wn—lywn—l)w e =1
e

bn _ ($¢n—17¢n—2)w _ (¢n—1,¢n_1)w

(¢n—27 wn—Q)w (wn—Z; wn—Q)w ’

€ a unica sucesion de polinomios monicos ortogonais tal que

grao(y,) =n, ¥Yn € NU{0}.

Observacion 6.13. Os polinomios

U
¥nllw’

forman unha base ortonormal do espazo de polinomios.

0,1, ...

en>2

Y

(6.13)
(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)

A continuacién presentamos un resultado que serd de gran importancia para desenvolver

as formulas de Gauss, cuxa demostracién podemos consultar por exemplo en [4] (Capitulo 5,

teorema 4).

Teorema 6.14. Sexa {1, }°°, unha sucesion como a descrita no Teorema . Para cada n € N,

as n raices do polinomio ortogonal de grao n, vy, son reais, distintas e estdn situadas no interior

de (a,b).

Observacion 6.15. Polo Teorema [6.9] sabemos ademais que as raices do polinomio ortogonal de

grao n, i, estdn univocamente definidas.

6.2. Problema de Gauss

Chamamos Problema de Gauss ao plantexado pola pregunta seguinte:

Existe unha forma dptima de escoller os nodos x1,...,xn, para que a formula de tipo i.p.

correspondente sexa exacta en Pop_1?

O teorema que presentamos a continuacién proporciona resposta & pregunta exposta ante-

riormente. Podemos consultalo en [I0] (Capitulo 3.8, Teoremas 1 e 4).

Teorema 6.16 (Caracterizacion dos nodos das formulas de Gauss). Seza {1, }7°, unha

sucesion como a descrita no Teorema[6.0, Enton a férmula de cuadratura

b n
[ t@uin =y Aifia),
a =1

(6.19)
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con ,
A; :/ li(x)w(x)dx, i=1,..,n, (6.20)

é exacta en Poy,_1 se, € s0 se, x1,..., Ty SO as raices de Yy, (polinomio ortogonal de grao n).

Demostracion. “ =" Suponamos primeiramente que a féormula é exacta en Py,_1, é dicir, que
b n
/ p(r)w(x)dr = ZAip(a:i), Vp € Pop_q. (6.21)
a -

Queremos ver que [["(z — z;) L, P,_1, xa que entén teriamos dous polinomios de grao n
ortogonais a Pp_1: ¢, e [[_(z — x;). Polo Teorema (dinos que o ortogonal a P,,_; en P,

ten dimension 1), existird k, # 0 (coeficiente principal de 1),) tal que
n
= kn | [ (& — 2a), (6.22)
i=1

chegando asi a que os nodos x1, ..., T, son as raices de ,. Daquela, sexa q € P,_1: claramente

q(x) [Ty (x — ;) € Pap—1, € pola exactitude da formula para estes polinomios,

/ ﬁ (x — z)w(z)dr = ZA]q (x5) ﬁ — ;) =0, (6.23)
i=1 j=1 i=1

por tanto,
n

H(.T - xz) Ly Pp, (6.24)
=1

como queriamos ver.
“ < 7 Supofiamos agora que 1, ..., Ly son as raices de 1,. Do Teorema sabemos que son
todas distintas e que pertencen ao aberto (a,b), polo que poderian ser os nodos dunha férmula

de cuadratura de n puntos. Sexan A; os coeficientes dados por ([6.20)), entén
b n
/ p(z)w(z)dr = Z Aip(x;), Vp € Pp_y, (6.25)

por ser a féormula de tipo i.p. e con n nodos.
Sexa agora p € Py,_1, con grao(p) > n. Se facemos a division euclidiana de p entre 1), podemos

atopar dous polinomios ¢, € P,_1 (2n — 1 — (n) = n — 1) tales que

p(@) = Yn(x)q(z) + r(2). (6.26)

Por tanto, como ¥, L, P,_1

b b b
(s @)y = / o (2)q(@)w(@)dz = 0 = / p(@)w(z)ds = / () (2)dz, (6.27)
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e como a formula é exacta en P,,_1

b n
/ r(@)w(z)de = Air(;). (6.28)
a i=1

Por dltimo,

p(xi) = Yn(i)q(x;) + r(x;) = r(xy), i=1,..,n, (6.29)
0
co cal , .
/ p(eyw(z)dz = 3 Aip(a:), (6.30)
a i=1
é dicir, a férmula é exacta en Po,_1. O

Observacion 6.17. Fixados o intervalo (a,b), a funcién peso w e o enteiro n, existe unha unica
formula de cuadratura con n nodos exacta en Py,_1, que necesariamente sera de tipo i.p. e que
é a formula de Gauss. Isto débese a que ao seren os nodos as raices de 1, e os coeficientes dados

por (|6.20]), ambos estan univocamente determinados.

Definicion 6.18. Os coeficientes A; das formulas de Gauss chamanse nimeros de Chistoffel, son

positivos e venien dados por

A = (wn(ici))Q /ab <;f”_(2>2w(m)dx, i=1,..n, (6.31)

onde ¥, é o polinomio ortogonal de grao n.

Podemos consultar a proba da positividade dos ntimeros de Christoffel en [I0] (capitulo 3,
Teorema 4, pax. 138-139).

Vimos no Capitulo [f] que as formulas de Newton-Cotes non converxen ao valor verdadeiro da
integral cando n — oco. Vexamos agora que ocorre no caso das formulas de Gauss. Empregaremos

para este resultado novamente a notacién introducida en dita seccién:
b n
[ t@u@ds =Y Anif (o). (6.32)
@ i=1

Teorema 6.19. Dada unha sucesion de formulas de Gauss en [a,b] limitado,

b n
/ Fayw@)de =3 Anif@ns) + Balf). (6.33)

i=1
Se f(x) é continua en |a,b], entdn esta sucesion de formulas converzen ao valor verdadeiro da

integral.

A proba deste teorema séguese do visto no Capitulo [5] sobre converxencia das férmulas de

cuadratura, concretamente na Proposicion [5.5]
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6.3. Expresion do erro para as formulas de Gauss

O teorema que presentamos a continuacion podese atopar en [§], se ben formulado dun xeito

lixeiramente distinto.

Teorema 6.20 (Erro para as formulas de Gauss). Sexa w unha funcion peso en (a,b), con
(a,b) limitado e non baleiro, e sexa Y w1 Aif(z;) a formula de cuadratura de Gauss de n puntos

relativa ao peso w. Se f € C**([a,b]), enton existe & € (a,b) tal que

b 2n)
_ / F(@)u d:c—ZA =1 (f) / (n(2)2w(z)de,  (6.34)

sendo Y, o polinomio monico ortogonal de grao n.

Comparando as férmulas de Newton-Cotes coa integracién gaussiana, esta tltima produce
resultados mais precisos, e temos que ao aumentar o nimero de nodos, o erro diminie. Ademais,
é sinxelo calcular os nodos e coeficientes das féormulas de Gauss, ainda para un ntmero elevado

de puntos, como se pode ver en [2].

6.4. Formulas de Gauss-Legendre en (—1,1)

A formula de Gauss-Legendre de n puntos en (—1,1) é a formula de Gauss que resulta de

tomar o intervalo de integracion (a,b) = (—1,1) e como funcién peso o peso de Legendre:
w(z) =1, Vze(-1,1). (6.35)

Sera por tanto a tnica formula de cuadratura de orde 2n — 1 dada por

1 n
/ e~ Y Af ) (6.36)
- =1

Para obter a férmula calcularemos primeiramente os nodos, x1,...,Z,, resolvendo a ecuacién
L,(xz) = 0, onde L,, é o polinomio de Legendre, que podemos ver en [4] (5.3.4, ecuacion 29) e

vén dado pola expresion
L ((@*=1)"), n>1 (6.37)
onnl dan =t '

A continuacion os coeficientes A;, ¢ = 1,...,n, empregando o método dos coeficientes indeter-

L,(x) =

minados (dado polo Teorema [2.2)). Introducimos tamén algunhas propiedades que nos seran de

axuda & hora de realizar os calculos, como por exemplo

L,(—x) = (—1)"Lp(x) = i = p—it1, 1=1,..,n, (6.38)
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e pola Proposicién
Ai = An—i—f—la 1= 1, ey N (639)

Para as formulas de Gauss-Legendre en (—1,1), a formula do erro vén dada pola expresion

seguinte (podémola ver en [3], 4.3.3):

B 22n+1 (n])4 f2n) (é-)

E.(f)= . 6.40
(7) [(2n)!]3 2n+1 ( )
Calculamos a modo de exemplo a férmula de Gauss-Legendre para n = 1.
Exemplo 6.21 (Férmula de Gauss-Legendre para n =1).
1
/ f(x)dx = A1 f(xq). (6.41)
-1
O nodo 21 serd a rafz de Lt (z) = (a2 — 1) =
odo xy serd arafz de Ln(z) = 5 =z
Li(z) =2=0<=2=0=x2,=0. (6.42)

Polo método dos coeficientes indeterminados, A; resulta de imponer exactitude para P,,_1 = Py,

1
Azl = / lde =2 = A; = 2. (6.43)
-1

Polo tanto a formula de Gauss-Legendre para n = 1, que serd exacta en Py, 1 = P; ven dada

por:
1
/_1 f(z)dx =~ 2f(0), (6.44)

que como vemos coincide coa formula de Poncelet en (a,b) = (—1,1). Esta ¢ a tnica féormula
que pertence simultaneamente as férmulas de Newton-Cotes e a formulas de Gauss, xa que as
formulas de Newton-Cotes de n puntos son como moito de orde n, orde 1 neste caso, e as féormulas

de Gauss son de orde 2n — 1, tamén orde 1 neste caso. Calculemos por iltimo o erro cometido
empregando a formula (6.40)):

_ 22Dt o) _ 1)

(6.45)

que naturalmente coincide co da férmula de Poncelet para h = 1.

E posible calcular “a man” os nodos e coeficientes das formulas de Gauss-Legendre para
n < 5. Para n maior é preciso calculalos numericamente, ainda que os nodos e os coeficientes das

formulas de Gauss-Legendre en (—1,1) estan tabulados.

Antes de falar da converxencia das formulas de Gauss-Legendre, daremos algunhas nociéns

de sumas de Riemann que podemos consultar en [10] e que nos seran de utilidade.



6.4. Formulas de Gauss-Legendre en (—1,1) 49

Sexa [a,b] un intervalo limitado e non baleiro e f unha funcién definida para todo = € [a,b].
Sexan
a=86 <& << <€pa1=0b (6.46)

unha particion de n + 1 puntos en [a, b] que orixina n subintervalos da forma [;, & +1]. Collemos

en cada un dos n subintervalos un punto, x;, i =1, ..., n.

Definicién 6.22. Definimos a suma de Riemann para f basada nos puntos &;,i=1,....n+1e

i, ¢ = 1,...,mn como segue
n

Sulf) =D (ix1 — &) f (@) (6.47)

i=1
Definimos tamén a lonxitude méaxima dos subintervalos como

Ln(f) = méx (&1 — &) (6.48)

1<i<n
Definiciéon 6.23. Se asumimos que li)m L,(f) =0 e se cumpre que o limite
n—oo

n

lim S, (f) = Jim (Civ1 — &) f(z4) (6.49)

n—00 ¢
=1

existe e é independente da elecciéon dos puntos &; e x; que definen S,,, entén definimos

n—oo

b
lim S, (f) :/ f(z)dz. (6.50)

A continuacion exponemos un resultado cuxa demostracion podemos ver en [10] e que nos
permitird deducir informacion acerca da converxencia das formulas de Gauss-Legendre en (—1,1)

cando n — oo.

Teorema 6.24. A formula de Gauss-Legendre de n puntos,
1 n
/ fl@) =) Aif(x), (6.51)
-1 i=1
€ unha suma de Riemann.

Como consecuancia inmediata do teorema e da definicién de integral definida como limite
de sumas de Riemann (Definicion , temos que dada unha sucesion de férmulas de Gauss-
Legendre, se facemos que n tenda a infinito, esta sucesiéon converxe ao verdadeiro valor da integral
sempre que esta exista. Notemos que o resultado non require que a funcién f sexa continua para

que converxa ao valor da integral, basta con que a integral exista.

Por tltimo, se consideramos un intervalo (a,b) C R limitado e non baleiro, considerando a

transformacién afin ¢ : R — R tal que

b—at+a+b
2 2

p:te[-1,1] = p(t) = € [a,b], (6.52)
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podemos deducir de ([6.36) a formula de Gauss-Legendre en (a,b) sen méis que aplicar o cambio
de variable x = ¢(t).

Aseguramos que é a férmula de Gauss xa que as formulas homoélogas tefien a mesma orde.



Capitulo 7
Foérmulas compostas

Ate agora as formulas empregadas eran de tipo i.p. Aproximabamos o valor de ff f(z) pola
integral dun polinomio que aproximaba & funcién f en todo o intervalo de integracion [a,b]. E
dicir, ate agora empregabamos s6 formulas de cuadratura simples.

Para obter unha precisién razoable sobre un intervalo de integracién grande, non chega cunha
aproximacion polinémica de baixo grao, e como xa vimos no Capitulo 5], aumentando a orde das
formulas de tipo i.p. con nodos equidistantes non chegabamos a resultados satisfactorios (feno-
meno de Runge e coeficientes de signos alternos que incrementan o erro de redondeo).

Porén, é posible construir formulas de cuadratura con nodos e coeficientes sinxelos que propor-
cionen, en moitos casos, boas aproximacions. Seran as chamadas férmulas compostas, e a idea
béasica detras delas sera dividir o intervalo de integracion en subintervalos (da mesma lonxitude
normalmente), e aplicar en cada un unha férmula de baixo grao de precision. As aproximacions
seran mellores porque a lonxitude dos subintervalos é pequena. Veremos algunhas das férmulas

mais usuais. Podemos atopar os contidos desta seccion en [4].

Sexa a integral a aproximar
b
/ f(@)de, (7.1)
a

onde (a,b) é un intervalo limitado. Dividimos [a,b] en m subintervalos de igual lonxitude, H,

sendo

(7.2)

Sexan ademais

yy=a+((—1)H, j=1..,m+1 (7.3)

os puntos que orixinan a particiéon en m subintervalos, sendo y; = a € ym+1 = b, e de xeito que

o1
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cada subintervalo sera da forma [y;,y;41], j = 1,...,m, enton

/a " fayde = i / Ty (7.4)

7.1. Foérmulas de Newton-Cotes pechadas compostas

H ,
Sexa n un enteiro e h = — En cada [y;, yj+1], aproximamos fyyj?“ f(z)dz cunha férmula

de Newton-Cotes pechada de n puntos, é dicir,

/ym z)dx = ZA (i —1)h) + EY) (), (7.5)

Yj

onde os coeficientes AZ(] ) son independentes de j, xa que vimos na Proposicién que eran
invariantes por translacions. De feito, por (3.8)) sabemos que podemos escribir os coeficientes das

formulas de cuadratura de Newton-Cotes como
AY) = hay, (7.6)

onde «; depende unicamente de n e de i, non de j (isto implica que os coeficientes en cada

subintervalo para un mesmo n e i son iguais), por tanto,

b +1 m .
/f /y P =SS anfly + (- DB + 3 ED(f)
a j=

7j=11:i=1
(7.7)

=hY a3 > flyi+ @ —1h) s+ > EP(S)
i=1 J=1

=1

Agora ben, dado que y;+1 = y; + (n — 1)h, os valores f(y;+1) para j =1,...,m — 1 aparecen na

suma diias veces, por tanto escribiremos

m—1
/ F(@)dw =h { a1 f(y1) + anf @) + (01 + ) 3 Fly1)
j=1

(7.8)
Zaz Zf yj + Z_l ) +E7(7%,)n(f)7
onde Ey(,{)n( =" EY )( f). Como neste caso empregamos a mesma formula de Newton-

Cotes pechada en todos os subintervalos, podemos obter unha expresiéon maéis sinxela para o
erro. Recordamos as expresions do erro para a formula de Newton-Cotes pechada en [y;, yj41]

segundo a paridade de n:
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- Sen ¢ impar e f € C""([y;,yj11]), existe & € (y;,yj+1) tal que

ED(f) = mh””M M, = /n twy (t)dt < 0. (7.9)
1

- Sen épare feC"(yj,yj+1]), existe & € (yj,yj+1) tal que

_ M)

n!

M, M, :/ wy(t)dt < 0. (7.10)
1

Recordamos tamén a expresion de wy(t) = (t — 1) -+ (t — n).
Conseideramos primeiramente o caso no que n impar e f € C"1([a,b]) e desenvolvemos a

formula do erro:

Z E(J

Z ), (7.11)

Agora ben, como f € C"1([a,d]), 1) é continua en [a,b] e os puntos &; € (a,b), para todo j,

por tanto polo teorema dos valores intermedios, existe n € (a, b) tal que

> () = mf ), (7.12)
j=1
xa que
1 m
min ”+1) — ”+1) ) < méx ") (). 7.13
wG[&Lém] m EZ: f me[&vém]f (@) (7.13)
Logo, .
Emn(f) = A2 Mm Y (). 7.14
o) = G M) (714)
b— H b—
Ademais, sabemos que H = a e h= 1 por tanto hm = a, e entén
n— n—
h—
Enn(f)= —h”“M n+) 7.15
ou ben en funcién de H,
b—a M, "
Emn(f) = HrHL gD Mn:/ twy, (f)dt 1
o) = G ), (e <o (7.16)
obtemos a férmula para o erro no caso de n impar e f € C"1([a,b]).
De forma anéloga,
b—a M, "
Emn = H" n) ’ Mn = n ’ 1
o) = Pt e B ) JRT (717)

seria a formula para o erro no caso de n par e f € C"([a,b]).
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Esta forma de escribir a féormula do erro fai notar que para un n fixado e unha f sufi-
cientemente regular, podemos facer o erro tan pequeno como queiramos facendo H — 0 (mais
subintervalos). Deste xeito, deducimos que as férmulas de cuadratura compostas poden ser moi
precisas ainda cando a funcién f do integrando non tena derivadas de alta orde.

Vexamos a continuacion algunhas das formulas de cuadratura mais usuales, como son a férmula

do trapecio composta (n = 2) e a formula de Simpson (n = 3).

7.1.1. Férmula do trapecio composta

Tendo en conta a férmula obtida no Exemplo considerando un intervalo [z1,x2] con
h = x9 — x1 e coa expresion do erro obtida no Exemplo para f € C2([x1,z2]) a formula do

trapecio simple vén dada por :

T2 3
| #@)s = S5 + fla) - 51O, €€ @ria). (7.18)

h 1
Notemos que A; = Ay = o> por tanto por 1} ap=o0p=g. Consideremos agora un intervalo
la, b] dividido en m subintervalos [y;,y;+1], 7 = 1, ..., m de igual lonxitude H. Obtemos a féormula
do trapecio composta aplicando a cada subintervalo [y;,y;+1] a formula do trapecio simple.

Facemos uso entén da formula (|7.8)):

b m—1
1 1
[ @) =n{ 5@+ 356+ 3 ) p+ ) (719)
a j=1
e aplicando agora a féormula do erro para n par ([7.29)),
b—a M 1 b—a
Ena(f) = 5 15 H () = =5 Mah?f"(n), 0 € (a.b), (7.20)
onde en (1) empregamos que neste caso h = H. Tendo en conta agora que
2 1
My = / (t = 1)t 2)dt = (7.21)
1
entén, como h = H, podemos escribir y;11 = a + jh, e finalmente:
b 1 1 ol b—a
[ @) =nd 5@+ 350+ 3 fak iy g - T ). (7.2
a J:1

7.1.2. Férmula de Simpson composta

Recordamos que a formula de Simpson simple nun intervalo [z, z3], con punto medio xg,

para unha funcién f € C*4([z1,x3]) vifia dada por

[ H@)de = 70 + 4f(e2) + fa) - GohrE), (7.23)
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T3 — T
para un certo § € (x1,x3) e h = 3 1, como vimos nos Exemplos el3.19

2
h
Notemos que neste caso A1 = Ag = 3 e Ay = §h’ por tanto o = ag = 3 e (g = 3
Para construir a formula de Simpson composta, tenamos en conta que
H b—a .
n=3, hz;zﬁ, e Yj+1 =y; +2h =a+2jh, (7.24)
por tanto aplicando ([7.8]):
/f =2 @)+ 50 +2nyj+1 FAS Sy S Bas(r). (729)
7j=1
Empregando a formula do erro para n impar ((7.16]):
b—a M3 b—a Ms
Ens(f) = HAO () = == h' Y (), (7.26)
4! 41 2
e tendo en conta que
3
4
Ms = / = 1) =2t~ B)dt = (7.27)
1
o erro virad dado por
b—a
B e R &) 2
malf) = A ) (7.25)

para certo 1 € (a,b) e f € C*([a,b]). Por tanto,

ba4

b m
| t@do =33 s+ 1o +2Zfa+2.m> Y flat (- 1m) ¢~ = H I ),
a 7j=1

(7.29)

7.2. Converxencia das féormulas compostas

Sexa (a,b) un intervalo limitado e non baleiro e sexa para cada m € N unha particion en
[a,b] da forma

a=y1 <y2 < <Ym <Ymt1 =b. (7.30)

Para j = 1,...,m, sexa a lonxitude de cada subintervalo
Hj =yjr1 —y; (7.31)

e suponamos que lim ( max H; ) = 0 (a0 aumentar o nimero de subintervalos a lonxitude de
m—oo \ 1<5<m

todos diminte).

Fixado n € N, sexa

=1
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a formula de cuadratura de n puntos en [0, 1], onde os puntos §;, i = 1,...,n, representan unha
particion en [0,1] e Am son os coeficientes da férmula de cuadratura no intervalo de referencia
[0,1] (o).

En cada intervalo [y;, y;+1] consideramos a férmula de cuadratura homoéloga de aplicar & formula

(7.32)) a transformacion afin
wj(s) = Hjs +yj, (7.33)

tal que se s = 0, ¢;(0) = y; ese s =1, ¢;(1) = y; + hj = yj41. Teriamos por tanto en cada

subintervalo [y, yj4+1] a formula de cuadratura

) f) = ZAng(xEJ))7 (7.34)
i=1
sendo
AN =HijAy e o =gi(5), i=1,..n. (7.35)

Consideramos agora en [a,b] a formula de cuadratura composta

Qumn(f) = QY(f ZZA(J 2 (7.36)

7=1 7j=1 =1

Neste caso n esta fixado e indica que a particion no intervalo de referencia [0, 1] ten n nodos.
A pregunta que nos facemos agora ¢ baixo que condicions sobre a formula ((7.32) e sobre f se

cumpre ,
PNGE / f(x)dz. (7.37)

Coa notacion que acabamos de introducir, temos o seguinte resultado que resolve a pregunta

proposta.

Teorema 7.1. Suponamos que a formula de cuadratura € exacta en Py e ten todos os
nodos en [0,1] (8; € [a,b], i = 1,...,n). Enton, cimprese para toda f € R([a,b]), onde
R([a,b]) denota o conzunto de funcidns Riemann-integrables en [a,b].

/)

Demostracion. Coa notacién introducida temos que Affi = H;A, ;, e por tanto
K

Qun(f —ZZHAmf v ZAMZHf (@9, (7.38)

7j=11i=1

Notemos agora que Z;nzl ij(zl(j)) ¢ unha suma de Riemann para f en [a,b] por ser H; =
yir1 =y e 7)) € [yl
Por definicién de suma de Riemann (Definicion [6.22)), temos que

m ] b
i Y560 = [ fad. (7.39)
j=1 a
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Entoén,

n b b
n}gnoon,n = z; Api /a f(z)dz = /a f(x)dx, (7.40)
onde a ultima igualdade séguese de que, por ser a formula 1) exacta en Pg, D1, An,i =1 0O

Deste resultado deducimos a converxencia das féormulas de Newton-Cotes compostas e das

formulas de Gauss-Legendre compostas.



58

7. Formulas compostas




Bibliografia

1]

2]

3]

4]

[5]

(6]

7]

18]

9]

[10]

Borwein, P. e Erdelyi, T. (1995) Polynomials and Polynomial Inequalities, 1st ed., Springer
New York, New York.

Gil, A., Segura, J. e Temme, N. M. Fast and reliable high-accuracy computation of
Gauss—Jacobi quadrature, Numerical Algorithms, 87(4) (2021), pp. 1391-1419.

Hammerlin, G., Hoffmann, K.-H. (1991) Numerical Mathematics, 1sd ed., Springer-Verlag,
New York.

Isaacson, E. e Keller, H. B. (1994). Analysis of numerical methods, Dover Publications, New
York.

Lang, S. (1990). Introduccion al andlisis matemdtico, Addison-Wesley Iberoamericana, Ar-

gentina.

Polya, G. Ber die Konvergenz von Quadraturverfahren, Mathematische Zeitschrift, 37 (1933),
pp- 264-286.

Runge, C. Uber empirische funktionen und die interpolation zwischen dquidistanten ordina-
ten, Z. Math. Phys., 46 (1901), pp. 224-243.

Stoer, J. e Bulirsch, R. (1993). Introduction to numerical analysis, 2nd ed., Springer-Verlag,
New York.

Stromberg, K. (1996). An Introduction to classical real analysis, 1st ed., Chapman and Hall,

London.

Stroud, A.H. (1974). Numerical quadrature and solution of ordinary differential equations,

Springer-Verlag, New York.

99



	Resumo
	Introdución
	Concepto de fórmula de cuadratura. Nocións previas
	Fórmula de cuadratura
	Erro de cuadratura e grao de precisión

	Fórmulas de cuadratura de tipo interpolatorio polinómico
	O erro das fórmulas de cuadratura de tipo i.p.
	Transformacións afíns sobre os coeficientes dunha fórmula de cuadratura
	Propiedades dos coeficientes das fórmulas de cuadratura de tipo i.p.
	Fórmulas de cuadratura con coeficientes non negativos

	Fórmulas de Newton-Cotes
	Obtención dos coeficientes de cuadratura.
	Erro das fórmulas de Newton-Cotes.

	Aproximación de integrais da forma ab f(x)w(x) dx.
	Converxencia das fórmulas de cuadratura
	Fórmulas de Gauss
	Polinomios ortogonais
	Problema de Gauss
	Expresión do erro para as fórmulas de Gauss
	Fórmulas de Gauss-Legendre en (-1,1)

	Fórmulas compostas
	Fórmulas de Newton-Cotes pechadas compostas
	Fórmula do trapecio composta
	Fórmula de Simpson composta

	Converxencia das fórmulas compostas

	Bibliografía

