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Traballo proposto

Area de Conecemento: Estatistica e Investigacion Operativa

Titulo: Métodos de Clasificacion e Ensamblado de Clasifica-

dores en Aprendizaxe Supervisada

Breve descricién do contido

Dentro da aprendizaxe supervisada, a clasificacion é unha das técni-
cas mais empregadas para predicir a clase ou etiqueta dun obxecto a
partir das stias caracteristicas. Nos dltimos anos, a investigacién en
clasificacién centrouse no desenvolvemento de métodos de ensambla-
do de clasificadores, que buscan mellorar a exactitude das prediciéns
combinando a saida de varios clasificadores. Existen diferentes meto-
doloxias para levar a cabo a combinacién de prediciéns de clasificado-
res base, dende métodos de ponderacién e votaciéon ata os chamados
métodos de meta-aprendizaxe nos que, en lugar de combinar directa-
mente as prediciéns de clasificadores base, utilizanse ditas prediciéns
como entradas para outro clasificador, chamado meta-clasificador. O
obxectivo deste TFG ¢é facer unha revision dos principais métodos
de clasificacién e ensamblado e discutir os enfoques méis recentes no

desenio de métodos de ensamblado.

Recomendacions

Outras observacions
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Resumo

Neste traballo analizanse diversas técnicas de ensamblado en aprendizaxe supervisada, enfo-
candose en bagging, bosques aleatorios e adaBoost. Inicialmente, explicanse os fundamentos da
clasificaciéon estatistica e da aprendizaxe supervisada. Seguidamente, examinanse as diferentes
estratexias para combinar saidas de clasificadores cando estas consisten en prediciéns e valores
continuos. Finalmente, detallanse os métodos de ensamblado, sublinando as caracteristicas que

os diferencian.

Abstract

In this work, various ensemble techniques in supervised learning are analyzed, focusing on
bagging, random forests, and adaBoost. Initially, the fundamentals of statistical classification and
supervised learning are explained. Then, the different strategies for combining classifier outputs,
consisting of predictions and continuous values, are examined. Finally, the ensemble methods are

detailed, highlighting the characteristics that differentiate them.
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Introducion

A necesidade de clasificar obxectos estd presente en numerosos campos. Por exemplo, os
xestores de correo electréonico clasifican as mensaxes entrantes en “spam” ou “non spam’, os
médicos clasifican as células cancerixenas en “benignas” ou “malignas” e os xestores de risco

clasifican as operacions financeiras en “fraude” ou “non fraude”.

Deste xeito, no campo da aprendizaxe automaética, un problema de clasificaciéon consiste en
asignar etiquetas a obxectos descritos mediante caracteristicas. Os obxectos poden ser mensaxes
de correo electronico, células cancerixenas ou operaciéns financeiras, entre outros. As caracte-
risticas poden ser o contido do correo electrénico, as caracteristicas das células ou os datos da

operacion financeira, respectivamente.

A aprendizaxe supervisada é unha subdisciplica da aprendizaxe automatica que adoita ser o
enfoque predominante para abordar problemas de clasificacién. Neste paradigma, adéstrase un
modelo utilizando un conxunto de datos etiquetado, onde cada obxecto vén acompanado da sia
respectiva etiqueta. O obxectivo do modelo é aprender a xeralizar a partir deste conxunto de
datos, de modo que poida predicir con exactitude as etiquetas de novos obxectos. Con outras
palabras, a aprendizaxe supervisada busca descubrir a relacién subxacente entre as caracteristicas

presentes no conxunto de datos e as etiquetas de saida a través dun proceso de adestramento.

Durante o século XX, propuxéronse diversos métodos de clasificacion que hoxe en dia seguen
a utilizarse en problemas de clasificacién e que son a base doutros métodos mais complexos. Son
exemplos a andlise discriminante linear, proposta por Fisher en 1936, o método dos k vecinos
mais proximos, proposto por Fix e Hodges en 1951, o perceptrén, proposto por Rosenblatt en

1958, e as arbores de decision, propostas por Quinlan en 1986.

A finais do século XX, propuxéronse os primeiros métodos de ensamblado. O obxectivo des-
tes métodos é combinar as prediciéns de multiples modelos de clasificacién base para mellorar a
precision e a robustez do modelo final. En 1996, Leo Breiman propuxo o método de ensamblado
denominado Bootstrap Aggregating (bagging). Nese mesmo ano, Yoav Freund e Robert Schapire
propuxeron o método Adaptive Bosting (adaBoost). Posteriormente, en 2001, Leo Breiman pre-

sentou o método bosques aleatorios, que é un caso particular do método bagging, onde se utilizan

XI



Introducién

arbores de decisiéon como clasificadores base.

A hora de desefiar un ensemble, hai diversas cuestiéns que afectan ao seu rendemento. Unha
das méis importantes é a forma na que se combinan as saidas dos clasificadores base. Alguns
métodos de combinacién son intuitivos e amplamente utilizados, como o voto por maiorfa. Outros
métodos son mais complexos e requiren o calculo de parametros especificos, chegando ao punto
de que o propio método de combinacién se converte nun clasificador adicional. Desta maneira,
neste traballo estudaranse os distintos métodos de combinacion de saidas de clasificadores e

presentaranse tres métodos de ensamblado: bagging, bosques aleatorios e AdaBoost.

A continuaciéon preséntase a estrutura do traballo. No Capitulo [1| presentaranse os conceptos
bésicos necesarios para a comprension dos métodos de combinacion de saidas de clasificadores.
Introdtcense os conceptos bésicos da aprendizaxe supervisada, a definicién de clasificador, a

definicién de erro de clasificacién e, por tltimo, preséntase o clasificador de Bayes.

Os Capitulos [2] e [3] tefien unha estrutura similar e describen os métodos existentes para
combinar as saidas dos clasificadores que forman parte dun ensemble cando estes consisten en

prediciéns e en valores continuos, respectivamente.

No Capitulo[f] preséntanse tres métodos de ensamblado: bagging, bosques aleatorios e adaBo-
ost e describirase o seu funcionamento. Por tltimo, no Capitulo [5| presentaranse as conclusions

do traballo. Tanto a estrutura como o contido dos capitulos seguen a referencia [§].

Adicionalmente, no Apéndice [A] preséntase un exemplo que ilustra a optimalidade dos méto-

dos de combinacién de prediciéns abordados no Capitulo



Capitulo 1

Preliminares

Ao longo deste capitulo introdicense algiins conceptos bésicos necesarios para a comprension
dos métodos de ensamblado, que se utilizaran recorrentemente nos seguintes capitulos. En parti-
cular, presentaranse os conceptos basicos da aprendizaxe supervisada, a definicién de clasificador,

a definicién de erro de clasificacion e, por tltimo, preséntase o clasificador de Bayes.

1.1. Conceptos basicos: clase, caracteristicas, conxunto de datos

Cada obxecto ten asociada unha etiqueta. Se dous obxectos tefien a mesma etiqueta pertencen

4 mesma clase. Deste modo, as etiquetas relacionan os obxectos e agripanos en clases.

Nun problema de clasificacion con ¢ clases, denotase por Q = {ws,...,w.} ao conxunto de
etiquetas. Ainda que existen problemas de clasificacién nos que un obxecto pode ter asignada

mais dunha etiqueta, neste traballo asumiremos os obxectos soamente pertencen a unha clase.

Os obxectos describense mediante caracteristicas. Son exemplos de caracteristicas a velocida-
de do vento, a temperatura ou a altura dunha persoa. Podemos modelar as caracteristicas dun
obxecto mediante un vector nimerico x = [z1, ... ,xn}T € R™. Denominase espazo de caracteris-

ticas ao espazo real R™, onde cada eixo se corresponde con unha caracteristica.
)

Nun problema real as caracteristicas dos obxectos poden ser categoéricas ou, incluso, non
numéricas. Por exemplo, a talla de camiseta dunha persoa pode ser unha caracteristica non

numérica. Neste traballo consideraremos que as caracteristicas son numéricas e continuas.

A informacién necesaria para adestrar un clasificador agripase nun conxunto de datos que
se denota por Z = {2z1,...,zn},2z; € R", sendo n o ntmero de caracteristicas que describen os

obxectos. A etiqueta de cada obxecto z; dendtase por y; € Q, j = 1,...,N. Tipicamente, o
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conxunto de datos represéntase como unha matriz onde as filas almacenan os obxectos e as

columnas, as caracteristicas, cunha columna extra para as etiquetas.

211 %12 ... Zln 'l

221 %22 ...  Z2n Y2
Z = 9 y =

ZN1 ZN2 .- ZNn YN

Asi, o valor z;; ¢ o valor da caracteristica j para o obxecto i, e y;, a etiqueda do obxecto 1.

1.2. Clasificadores, funciéns discriminantes e rexiéons de clasifica-

cién
Un clasificador é unha funcién que asigna unha clase a un obxecto x:

D:R" = Q.

Polo xeral, a forma que ten un clasificador de realizar esta tarefa consiste en asignar un valor
numérico por cada clase a cada obxecto. Deste modo, internamente un clasificador calcula ¢
funciéns discriminantes:

gi:R*"=> R, i=1,..,c

Para decidir que clase asignar a cada obxecto, o clasificador calcula o indice da funcién discri-
minante cun valor mais alto. Este xeito de asignar etiquetas particiona o espazo de caracteristicas

en c rexions de clasificacion:

Ri= {X € R"|gi(x) = kglléx gk(x)} .

geeey

Cada rexion R; consiste nun conxunto de puntos do espazo de caracteristicas R™, para os
cales a i-ésima funcién discriminante obtén un valor mais alto que todas as demais. Deste xeito,
o clasificador e, en particular, as funcions discriminantes, determinan as rexiéns de clasificacion.

Na Figura [I.1] amosase un esquema dun clasificador.

As fronteiras das rexions de clasificacion denominanse fronteiras de decisién e contefien os
puntos do espazo de caracteristicas para os cales, polo menos dias funciéns discriminantes obte-
nen o mesmo valor. Un punto situado nunha fronteira de decisiéon pode ser clasificado a calquera

das clases que comparten a fronteira.



O obxectivo dun clasificador consiste en dividir o espazo de caracteristicas en rexiéons de
clasificacién de modo que cada unha soamente contefia obxectos que pertencen & mesma clase. Se
isto non sucede, é dicir, se dados i, j,7 # j, a rexiéon R; contén obxectos do dataset Z etiquetados
coa clase wj, dicimos que as clases w; e w; se superponen. Deste modo, as superposicions venien

dadas polo clasificador e non polo conxunto de datos.

Polo xeral, calquera conxunto de funciéns {g;(x), ..., g.(x)} é un conxunto de funcions dis-

criminantes. Porén, a forma na que estas dividen o espazo pode ser mais ou menos axeitada.

Sexa G = {g1,..., 9.} un conxunto de funcions discriminantes. Podense obter infinitos con-
xuntos de funcions discriminantes que dividen o espazo de caracteristicas da mesma manei-
ra. Por exemplo, se aplicamos unha transformacién monétona f as funciéns discriminantes,
G = {f(g1),., f(9c)}, o conxunto G’ serd un conxunto de funciéns que preservara a orde
das funciéns discriminantes para calquera obxecto x € R™ e, polo tanto, dividird o espazo de
caracteristicas da mesma maneira. Nos seguintes capitulos estudaremos diferentes métodos de
combinacioén de clasificadores e seranos de utilidade transformar as funciéns discriminantes para

chegar a expresidons mais sinxelas ou para comparar dous métodos de combinacién.

' 7
1
2

Vector de
o Clase
caracteristicas
c
Funciéns
discriminantes
N\ J

Figura 1.1: Esquema dun clasificador. Un vector de caracteristicas n-dimensional, x, pasase a
través das c¢ funcions discriminantes, e a funcién discriminante co valor maior determina a clase.

1.3. Erro de clasificacidén e exactitude

Para determinar o rendemento dun clasificador é necesario definir unha medida de erro. Unha
medida comun é o erro de clasificacion, que se define a partir da exactitude. Definese a exactitude

como a fraccion de obxectos ben clasificados:

Numero de obxectos ben clasificados

Exactitude =
Nuamero total de obxectos
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Asi, o erro de clasificacion definese como

Erro de clasificacion = 1 — Exactitude.

No caso ideal de que cofiecésemos a saida do clasificador para calquera posible x € R"™,
poderiamos calcular a stia exactitude. Non obstante, isto na practica non é posible, polo que
debemos utilizar un conxunto de datos para realizar unha estimacion. E habitual utilizar un
subconxunto do conxunto de datos que contefia obxectos non vistos polo clasificador durante o
adestramento para estimar o erro de clasificaciéon. A este subconxunto chamaselle conxunto de
test e denotarémolo por Ziegt. O erro de clasificaciéon estimado, P};, é a proporcion de obxectos

mal clasificados no conxunto de test:

P Numero de obxectos do conxunto de test mal clasificados
E p—

Numero total de obxectos do conxunto de test

A estimacion do erro depende en grande medida do tamano do conxunto de test. Canto maior
sexa o conxunto de test, méis fiable serd a estimacién. Non obstante, o tamafio do conxunto de
test non é o unico factor que inflte na fiabilidade da estimacion. Outro factor que pode afectar

4 estimacion é a distribucion dos obxectos no conxunto de test.

1.3.1. Descomposiciéon do erro de clasificacion

A Figura amosa as distintas fontes posibles de erro dun clasificador.

» Erro de aproximacion. Ainda que utilicemos un algoritmo moi bo, a nosa solucion (marcada
como 1 na Figura [1.2)) pode ser distinta da mellor solucién posible co modelo escollido
(marcada como 2 na Figura[1.2)). Este erro provén de que non disponemos dun conxunto

de datos infinito para adestrar o modelo e, polo tanto, depende do conxunto de datos.

= Erro do modelo. Pode ser que o modelo escollido non sexa o méis axeitado para o problema,
ou que exista outro modelo que sexa capaz de chegar a unha solucién mellor a partir do
espazo de caracteristicas do problema. O punto 3 na Figurall.2|representa a mellor solucion

posible coas caracteristicas disponibles.

= Erro de Bayes. Finalmente, existe un erro irreducible. Este erro provén de que poden existir
outras caracteristicas que non temos modeladas que afectan ao noso problema e que non
podemos medir. Coas caracteristicas disponibles, pode darse o caso de que dous obxectos

coas mesmas caracteristicas pertenzan a clases distintas.

Desta maneira, o erro de clasificacion, que denotaremos por Pg(D,Z) podese descomponer



: Espazo real
’ Espazo de caracteristicas ‘

| Espazo do modelo |

Erro de \\

aproximacion Erro de

\ clasificacién
23

Erro do modelo 3

Erro de Bayes

1. A nosa solucién.

2. A mellor solucién posible co modelo escollido.

3. A mellor solucién posible coas caracteristicas disponibles.
4. A solucién real.

Figura 1.2: Descomposicién do erro de clasificacion.

en tres sumandos:
Pg(D,Z) = PA(Z) + Py + Pp,

onde P4(Z) ¢é o erro de aproximacion, Pys é o erro do modelo e Pp € o erro de Bayes.

1.3.2. Matriz de confusion

Ata agora, supuxemos que o clasificador comete un erro con probabilidade Pg para calquera
obxecto x. Non obstante, nun problema real é habitual que isto non sexa asi. Por exemplo, ante
un problema de clasificacion de dixitos manuscritos, é méais probable que se cometa un erro ao

clasificar un 4 como un 9 que como un 1.

A matriz de confusién permite analizar como se distribiien os erros a través das clases. Esta
construese a partir das etiquetas reais e das preditas polo clasificador de Zies;. Consiste nunha
matriz cadrada de tamano ¢ x c onde a entrada i, j almacena o ntimero de obxectos que pertencen
a clase w; e foron clasificados como w;. A diagonal da matriz contén o niimero de obxectos ben
clasificados, mentres que as entradas féra da diagonal contefien os obxectos mal clasificados.

Desta forma, a matriz de confusién proporciona informacién de onde se cometen os erros.
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1.4. Clasificador de Bayes

A teoria de decision de Bayes permite construir un clasificador tebrico que pode ser utilizado
para comparar a exactitude doutros clasificadores. Asumamos que a etiqueta dun obxecto w é
unha variable aleatoria que toma valores en 2 = {w1, ..., w.}. As probabilidades a priori, P(w;),

1 =1,...,c constitien a funcién de masa de probabilidade da variable w:

C
0<Pw) <1, Y Plw)=1
i=1
Asumimos que os obxectos de cada clase w; se distribiien en R” segundo a funcién de densidade

de probabilidade p(x|w;), onde

p(x|w;) >0, ¥x € R", /p(x|wi)dx =1,Vi=1,..,c

A verosimilitude de x € R"™ vén dada pola funcion de densidade de probabilidade incondicional

p(x) = 3 Plw)p(xlw:).
i=1

Conecidas as funciéns de densidade condicionais e as probabilidades a priori, podemos calcular
a probabilidade a posteriori de que un obxecto con vector de caracteristicas x pertenza & clase

w; utilizando o Teorema de Bayes:

Plw)p(xlwi) _ P(wi)p(x|wi)
p(x) > 5—1 Plwi)p(xlws)

P(wilx) = (1.1)

A Ecuacion (|1.1)) proporciona a probabilidade a posteriori de que un obxecto pertenza & clase
w; conecido o seu vector de caracteristicas, x. Podemos utilizar as probabilidades a posteriori

como funcions discriminantes dun clasificador.

9i(x) = P(wi|x), 1 =1,...,c. (1.2)

Deste xeito, podemos construir un clasificador D* que, dado un obxecto x asigne a clase w;
tal que
D*(x) = wi» <= P(wj*|x) = méx P(w;|x).

i=1,...,c

Este clasificador denominanse clasificador de Bayes e, polo xeral, utilizase como clasificador



6ptimo para comparar o rendemento con outros clasificadores. Nun probelma real non se conecen
as funciéns de densidade de probabilidade condicionais nin as probabilidades a priori, polo que,

é un clasificador que non se pode empregar na practica.

Na Seccion [I.2] xustificamos que se pode obter un conxunto de funciéns discriminantes equi-
valentes a través dunha transformacion monétona. Posto que o denominador da Ecuacion (|1.1))

non depende de i, podemos simplificar a expresion das funciéns discriminantes do seguinte xeito:

9i(x) = P(w;)p(x|w;), i =1,...,c. (1.3)

Para un obxecto con vector de caracteristicas x, a orde das funciéns discriminantes definidas
en ([1.2) e (1.3) é a mesma. Polo tanto, as rexions de clasificacion definidas por ambas son as

mesias.

Exemplo 1.1. Sexa un problema de clasificaciéon con 3 clases, ¢ = 3, e suponamos que cofiecemos

as probabilidades a priori e as funciéns de densidade de probabilidade condicionais.

P(wy) =045,  p(z|wi) ~ N(4,2.0%).
P(ws) = 0.35,  p(z|ws) ~ N(5,1.2%).
P(ws) =025,  p(z|ws) ~ N(7,1.0%).

2

Na Figura amosanse as funcions discriminantes definidas en (1.3]) e na Figura as defi-

nidas en ([1.2)). En ambos casos, as fronteiras de decision coinciden.

1.4.1. Erro de Bayes

Sexa D* o clasificador de Bayes. Dado x, a probabilidade de que o clasificador acerte é

P(wi*

x) = max P(w;|x).
i=1,...,c

Polo tanto, a probabilidade de que o clasificador cometa un erro ¢ 1 — P(wj«|x). Asi, a probabi-
lidade total de que o clasificador cometa un erro é a suma da probabilidade de erro para cada

x € R"™ ponderada pola funcién de densidade incondicional de x

RADY) = [ (1= Plas- b)) pxi:
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0.2 5

— P(w1)p(z|wr)
- = P(w2)p(z|ws)
— P(ws)p(z|ws)

P(wi)p(|w;)

(a) Funcions discriminantes definidas mediante g; = P(w1)p(x|w;).

(b) Funciéns discriminantes definidas mediante g; = P(w;|z).

Figura 1.3: Dous conxuntos de funcions discriminantes equivalentes.

Podemos separar a anterior integral en ¢ integrais, unha para cada rexion de clasificacion:

RD) =Y [ (1 Pl plx)ax (1.4)
=1 i

onde R ¢ a rexion de clasificacion asociada & clase w;, Rf "R} = 0,41 # j e U, R} = R™

13 [, (- PR v
:/ dxz sz (x|w;)dx

ﬂ—ZPM/*ﬂm

Desta forma,



Este erro denominase erro de Bayes e é o minimo erro de clasificacién posible. Calquera outro
clasificador que produza rexiéns de clasificacion distintas, terd un erro de clasificacion maior. Se
consideramos outro clasificador distinto, D, con rexiéns de clasificacion R;, ¢ = 1, ..., ¢, podemos

expresar o erro dunha forma similar:

P(D)=1-) P(w) /R p(x|w;)dx.
i=1 i

No seguinte exemplo ilustramos o erro de Bayes e o erro adicional ao considerar un clasificador

que produce rexions de clasificacion distintas as do clasificador de Bayes.

Exemplo 1.2. Consideremos un caso simple, onde o vector de caracteristicas soamente ten
unha dimension, x € R, e o problema de clasificacién soamente ten duas clases, Q = {w1,wa}.
Suponiamos que as funciéns de densidade de probabilidade condicionais son normais e que as
funcions discriminantes tenen a forma g;(z) = P(w;)p(x|w;), ¢ = 1,2. Na Figura amosanse
as funcions discriminantes e mércanse as fronteiras de decision que delimitan as rexions de

clasificacion.

0.2 %
Erro
engadido
Erro de
0.15 ¢
Bayes
/é: Fronteira Outra
oy 6ptima fronteira
= 0.1 |
5
g
5-1072 |
0
0 2 4 6 8 10
x

Figura 1.4: Gréfica de daas funciéns discriminantes P(w;)p(z|wi) & dereita, e P(wa)p(z|w2) &
esquerda con z € [0, 10]. En cor clara represéntase o erro se se establece a fronteira de decision
optima (erro de Bayes). En cor maéis escura represéntase o erro engadido se se establece outra
fronteira de decisiéon distinta.

Para un problema de clasificacion con duaas clases, temos que P(wi|z) = 1 — P(we|z). Asi,
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partindo da Ecuacion (1.4)) podemos reescribir o erro de Bayes como

Py = [
-1,
-1,

Asi, nun problema de clasificacion binaria, o erro de Bayes pode interpretarse como a area baixo

(1= P(wil|x)) p(x)dz + / (1 = P(w2|x)) p(z)dx

* *
1 RQ

Pleafe)p(e)ds + [ Plorfe)p(e)ds

P(wg)p(x|w2)dx+/7z* P(w1)p(x|wr)dx.

*
1

*
1

a curva de P(w2)p(z|w2) na rexion de clasificacion R} mais a area baixo a curva de P(w)p(z|w)

na rexiéon de clasificacion Rj.

Se consideramos un clasificador distinto, D, as rexiéns de clasificacion e, polo tanto, as fron-
teiras de decision, seran distintas. Na Figura represéntase unha segunda fronteira de decision
que delimitaria as rexions de clasificacion asociadas a este outro clasificador, D. Do mesmo modo
que para o clasificador de Bayes, o erro de clasificaciéon para este clasificador D consiste na suma
das areas baixo as funcions discriminantes P(wq)p(z|ws) e P(w1)p(z|wi) nas rexions de clasifica-
cion R1 e Ro, respectivamente. Polo tanto, ao considerar o clasificador D estamos desprazando
a fronteira de decision. Este desprazamento ten asociado un erro adicional, que se representa

nunha cor mais escura na Figura [1.4

A Figura ilustra como empregando as probabilidades a posteriori reais como funciéons dis-
criminantes conseguimos alcanzar o minimo erro de clasificacién posible. Calquera outra fronteira

de decisién, como a representada na figura, incrementara o erro de clasificacion.



Capitulo 2

Métodos para combinar predicions de

clasificadores

Un ensemble D = {Dy,..., D1} consiste nun conxunto de L clasificadores base que se com-
binan para realizar unha tnica predicién, co obxectivo de mellorar a exactitude das prediciéns

individuais. A hora de desefiar un ensemble, Kuncheva [§] formula 4 cuestions as que atender:

Manipulacién do conxunto de datos. O conxunto de datos empregado para adestrar os cla-
sificadores pode modificarse para asegurar que diversidade entre os clasificadores e garantir

que non proporcionen as mesmas saidas para cada obxecto de entrada x.

Selecciéon de caracteristicas. Cada clasificador pddese adestrar con todas as caracteristicas
dos obxectos ou soamente cun subconxunto delas. De novo, isto pode axudar a introducir

diversidade no ensemble.

Clasificadores base. O ensemble pode estar formado por clasificadores iguais ou distintos.

Ademais, estes podense adestrar 4 vez ou un a continuacién do outro.

Meétodo de combinacién. Por ultimo, o método de combinaciéon determina como se combinan

as saidas dos clasificadores base.

Todas estas cuestions afectan ao rendemento do ensemble. Por exemplo, se as saidas dos cla-
sificadores base son moi similares, sera dificil que o método de combinaciéon mellore a exactitude
das prediciéons individuais. Por exemplo, os bosques aleatorios son un método de ensamblado que
utiliza arbores de decisién como clasificadores base. Para introducir diversidade entre as arbores
de decision, cada unha adéstrase cun subconxunto de caracteristicas diferente. Por outro lado,
adaBoost adestra os clasificadores base de forma secuencial, utilizando os erros cometidos en cada

etapa para condicionar o adestramento dos clasificadores das etapas posteriores. No Capitulo [4]

11
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estudaremos estes métodos de ensmablado en maior profundidade.

Neste capitulo e no seguinte, enfocarémonos en estudar os distintos métodos de combinacién
que se poden empregar para combinar as saidas dos clasificadores dun ensemble. En funcién da
forma que tomen as saidas dos clasificadores, diferenciamos entre métodos de combinacién de
prediciéns e métodos de combinacion de valores continuos. Dicimos que a saida dun clasificador
é unha predicién cando se trata dunha etiqueta de clase, mentres que é un valor continuo cando
se trata dun ntmero real, que pode ser interpretado como unha probabilidade ou unha medida

de confianza na clase proposta.

Neste capitulo centrarémonos nos métodos de combinacion de predicions. Comezaremos es-
tudando o método mais sinxelo, o voto por maioria simple, e iremos avanzando cara métodos

maéis complexos, ata chegar ao método de combinacién multinomial.

2.1. Introducioén

Sexa s = [s1,...,s]T € QF o vector que contén as prediciéns dos clasificadores base para un
determinado x € R™. Dado s, interésanos minimizar o erro de clasificacion. Noutras palabras,
queremos asignar a clase wy que maximice a probabilidade a posteriori P(wg|s), k = 1,...,¢
Asumiremos que os clasificadores toman as stas decisions de forma independente condicionada

& clase verdadeira, é dicir,

L
P(slwy) = [ P(silws)-
=1

Deste xeito, podemos calcular a probabilidade a posteriori da clase w;. a partir da probabili-
dade a priori P(wy) e da probabilidade condicional de s; dado wy, P(si|wy), mediante a regra de

Bayes
L

P(si|wg). (2.1)

P(wgls)
=1

Seré de utilidade dividir o produto da expresién anterior en duas partes en funcién do que
propon cada un dos clasificadores. Para un obxecto dado, x, enténdese que un clasificador propéon
a clase wy se a probabilidade de que a clase verdadeira sexa wy é maxima. Denotamos por [ J]i o}
conxunto de indices dos clasificadores que propoifien a clase wy, e por I* o conxunto de indices dos
clasificadores que non propoiien a clase wy. Asi, podemos escribir a probabilidade a posteriori da

clase wy como

P(wyls) = (2.2)

i€ Ik elk
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Esta descomposicion seranos ttil para definir as condiciéns de optimalidade para tres dos
catro métodos de combinacién de clasificadores que imos describir neste capitulo: voto por ma-
ioria, voto por maioria ponderado, Nalve Bayes e o método de combinaciéon multinomial. Os
tres primeiros baséanse na asuncién da independenza condicional, mais diferéncianse na suposi-
cion sobre a exactitude individual dos clasificadores. O tltimo, é o 6ptimo cando as saidas dos
clasificadores son condicionalmente dependentes en base & clase verdadeira, wy. Se se cumpre a

suposicion, o respectivo combinador é 6ptimo no sentido de que garante o minimo erro de Bayes.

Exactitude individual igual. Se P(s; = wi|wi) = p e P(s; = wjlwg) = i:fl), para calquera
clasificador 7 € {1,...,L}, con k,j € {1,...,c},j # k, entéon a votacién por maioria é o

método de combinacién 6ptimo.

Exactitude individual diferente. Se P(s; = wy|wi) = pi e P(s; = wjlwg) = 1;_’11', para
calquera i € {1,...,L}, k,j € {1,...,c},j # k, entoén o voto por maioria ponderado é o

método de combinacién 6ptimo.

Matriz de confusién diferente. Se P(s; = wi|wy) = pijk, enton, o método de combinacion

6ptimo é o de Naive Bayes.

Dependencia condicional. No caso de que as saidas dos clasificadores sexan condicionalmente
dependentes en base & clase verdadeira, wy, o combinador 6ptimo é o método de combina-

cion multinomial.

Cada método de combinacién obtense a partir do anterior cando se relaxa ou se elimina
unha certa suposicién. Non obstante, o prezo a pagar consiste en que se deben estimar mais
parametros. Na Seccién compararemos os métodos de combinacion de clasificadores base que

acabamos de mencionar e que explicaremos con méis detalle nas sucesivas seccions.

2.2. Voto por maioria

O método de voto por maioria é un dos métodos mais sinxelos para combinar as saidas dos
clasificadores base. Existen tres variantes que se diferencian na forma de chegar a un consenso:
por unanimidade, por maioria absoluta e por maioria simple. Polo xeral, cando se fala de voto
por maioria, refirese ao voto por maioria simple, é dicir, a clase que recibe méis votos é a que se

asigna ao obxecto.

Para resolver os empates, existen duas posibilidades. A primeira, e méais simple, consiste en
resolver o empate de forma arbitraria, por exemplo, asignando a clase coa menor etiqueta (no
caso de que estas se poidan ordear). A segunda, consiste en engadir unha clase extra, wet1, ao

conxunto de clases §2, e asignar esta clase ao obxecto en caso de empate.



14 2. Métodos para combinar prediciéns de clasificadores

Se as saidas dos clasificadores consisten nun vector c-dimensional [d; 1, ... ,di,C]T, i=1,...,L,
onde d; ; = 1 se D; propén a clase w; para x e d; ; = 0 en caso contrario, podemos expresar a

funcién de soporte para a clase wg do método de voto por maioria como
L
pe(x) = dig. (2.3)
=1

O valor da funcion de soporte de cada clase en (2.3)) serd o numero de clasificadores que

proponen a clase wy para o obxecto x.

2.2.1. Exactitude do voto por maioria

A simplicidade do voto por maioria fai que sexa doado calcular a exactitude do método a
partir da exactitude dos clasificadores base. Como veremos na Seccién [2.2.2] unha das condiciéns
de optimalidade do voto por maioria é que a exactitude individual dos clasificadores base sexa

igual. Asumimos que:

= O namero de clasificadores L, é impar.
= A probabilidade de que un clasificador propona a clase verdadeira é p para calquera x € R™.

= As decisions dos clasificadores son independentes.

Partindo disto, imos fundamentar a idea intuitiva de que podemos esperar unha mellora
na exactitude cantos mais clasificadores utilicemos no ensemble. Para simplificar o razoamento,
imos considerar un problema de clasificacién con duas clases, ¢ = 2. Neste caso, a maioria simple
coincide coa absoluta e non hai posibilidade de empate. A partir da expresion , dado x, o

ensemble asignara a clase wy, se
L
L
> dis> M |
=1

Asi, o método de voto por maioria asigna correctamente a clase cando, polo menos, |L/2] + 1

clasificadores propofien a clase verdadeira. Polo tanto, a exactitude do ensemble sera

Pens = EL: <i>pm(1—p)L_m- (2.4)

m=|L/2]+1

Na Taboa amosanse os valores da exactitude do ensemble para diferentes valores de L
e p. Nela, pédese observar o comportamento que se mencionaba anteriormente: a exactitude do

ensemble aumenta cantos mais clasificadores se engaden ao ensemble.
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Téaboa 2.1: Exactitude dun ensemble con voto por maioria con L clasificadores base independentes

e exactitude individual p.

L=3 L=5 L=7 L=9
p=20.6 06480 0.6826 0.7102 0.7334
p=07 0.7840 0.8369 0.8740 0.9012
p=08 08960 0.9421 0.9667 0.9804
p=0.9 09720 0.9914 0.9973 0.9991

Non obstante este comportamento depende da exactitude individual dos clasificadores. Se

p < 0.5, entén peps < p para L > 1. O seguinte teorema, coniecido como Teorema do Xurado de

Condorcet, que pode consultarse en [§], formaliza esta idea no caso de que a asignacion da clase

se realice mediante maioria absoluta.

Teorema 2.1. Sexa D un ensemble de L clasificadores. Asumindo,

1. A probabilidade de que un clasificador proponia a clase axeitada € p para calquera x € R™.

2. As decisions dos clasificadores son independentes.

Enton:

1. Se p > 0.5, a exactitude do ensemble con mecanismo de voto por maioria absoluta € mo-

ndtona crecente con L:

L—oo

Pens — 1

2. Se p < 0.5, a exactitude do ensemble con mecanismo de voto por maioria absoluta € mo-

notona decrecente con L:

L—oo

Pens — 0

3. Se p=0.5, a exactitude do ensemble con mecanismo de voto por maioria absoluta é cons-

tante, pens = 0.5 para calquera L.

Lam e Suen [9] analizaron o efecto de engadir e eliminar clasificadores cando L é par. Ob-

servaron que, no caso de que L sexa par, é necesario que p >

n/2 . )
w1 bara que peps sexa monotona

crecente con L. Por outro lado, Shapley e Grofman [14] probaron que o resultado é vélido incluso

cando a exactitude individual dos clasificadores é distinta, sempre e cando a distribucion destas

sexa simétrica sobre a media.
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2.2.2. Optimalidade do voto por maioria

O voto por maioria é o método de combinaciéon 6ptimo cando a exactitude individual dos
clasificadores é igual, a probabilidade de erro restante se distribiie uniformemente entre as clases
restantes e a probabilidade a priori de cada clase é igual. O seguinte teorema proba isto de

maneira formal.

Teorema 2.2. Sexa D un ensemble de L clasificadores. Asumindo,

1. Os clasificadores asignan as etiquetas de forma independente condicionada cada clase.

2. A ezactitude individual dos clasificadores € igual, P(s; = wi|wg) = p para calquera clasifi-

cador i =1,..., L e calquera clase wy.

3. A probabilidade de clasificar incorrectamente un obzecto distribiiese uniformemente entre as

clases restantes, P(s; = wjlwy) = i:f para calquera i € {1,...,L}, k,j € {1,...,¢c},j # k.

4. A probabilidade a priori de cada clase, P(wy), € igual para todas as clases.

Enton, o método de voto por maioria simple € o método de combinacion optimo.

Demostracion. Imos demostrar que o método de voto por maioria maximiza a probabilidade a

posteriori da clase verdadeira, P(wg|s). Para iso, partimos da expresion (2.2)).

P(wgls)
iel® zelk
1 _
(2.5)
zEIk eIk
1—
1—p Hie[ﬁ cf€
_ 1-
ierk zeI’“ ! Hie[«'ﬁ =
L
plc—1) 1—p
2.6
I 26)
16[’“ 1=1

_wazm—n“ﬂl—pL
~ P(s) \(1-p) c—1)
En (2.5) multiplicamos [, e 1=P 16 numerador e no denominador co obxectivo de que en

o segundo termo non dependa da clase. Tomando logaritmos

Y o
1@HWW=M(¥%EDJ+mwmwﬂmb4%_?> 2.7)

Os termos que non dependen do método de combinacién non son relevantes para maximizar a
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p(c=1)

probabilidade a posteriori. Polo tanto, dividindo por log(ﬁ) e eliminando o primeiro termo

de (2.7), que non depende da clase nin do ntimero de votos, obtemos

_ log(P(wr))

log(2=1)

for (%) +|1F ).

Tendo en conta que |I _’ﬁ| ¢ o namero de votos para a clase wy e que a probabilidade a priori
de cada clase é igual para todas as clases, escoller a clase que maéis votos recibe é equivalente a

escoller a clase que maximiza a probabilidade a posteriori. O

Se relaxamos a hipotese de que a probabilidade a priori de cada clase, P(wy), é igual para

todas as clases, esta pode influir na decisién do clasificador. Para solucionar isto, pédese engadir

log(P(wk))

unha constante de clase (et & funcion de decisiéon, mais isto engadiria ¢ parametros ao
1-p

método, xa que seria necesario estimar P(wy). Non obstante, isto convertiria ao método de
votaciéon por maioria nun método con parametros adestrables, algo que debilita unha das stias

principais vantaxes.

2.3. Voto por maioria ponderado

E razoable pensar que os clasificadores do ensemble non tefian todos a mesma exactitu-
de. Neste caso, seria conveniente darlle mais peso na decisién final a aqueles clasificadores
con mellor exactitude. Asi, se as saidas dos clasificadores consisten nun vector c-dimensional
[din, ..., dic), @ = 1,...,L, onde d; ; = 1 se D; porpon a clase w; para x e d;; = 0 en caso

contrario, a funcién de soporte para a clase w, do método de voto ponderado por maioria é

L L
pe(®) = bidi +In(c— 1) diy, (2.8)
i=1 i=1

onde b; ¢é o coeficiente para o clasificador D;. O valor da funcién de soporte de cada clase en ([2.8)

serd a suma dos pesos dos clasificadores que proponen a clase wy para o obxecto X.

Exemplo 2.3. Consideremos un problema de clasificacion con dias clases (¢ = 2) e un ensemble
de 5 clasificadores Dy, ..., D5, con exactitudes (0.9, 0.9, 0.6, 0.6, 0.6). Suponiamos que os clasifi-
cadores son independentes. Para que o método de voto por maioria ponderado propona a clase
correcta, precisamos que tres ou mais clasificadores propofian a clase correcta. A probabilidade

de que isto suceda pddese descomponier da seguinte maneira:
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= Polo menos os tres clasificadores con exactitude 0.6 propofien a clase correcta:

2
0.6%-0.92 4+ 0.6 - <1> -0.9-0.140.6%-0.1%

= 0.6%-(0.9°4+2-0.9-0.140.1%)
= 0.6%- (0.940.1)% = 0.6°.

= Dous clasificadores con exactitude 0.9 e un ou dous dos tres clasificadores con exactitude

0.6 proponen a clase correcta:

3 3
0.92 . <2> 0.62-04+0.92. <1> -0.6 - 0.4°

=3-0.92-0.6-0.4-(0.6+0.4)
=3-0.92-0.6-0.4.

= Un dos clasificadores con exactitude 0.9 e os dous clasificadores con exactitude 0.6 proponen

a clase correcta:

2
<1> 0.9-0.1- <;’> .0.6%-04=6-0.9-0.1-0.6%-0.4.

Desta forma, se sumamos as probabilidades dos tres casos obtemos que a probabilidade de

que o método de voto por maioria propona a clase correcta é

Pens = 0.6°+3-0.92-04-0.6+6-0.9-0.1-0.6%-0.4~ 0.877.

Claramente, é preferible quedarse con D; ou Ds, antes que co ensemble cos 5 clasificadores.
Non obstante, suponamos que asignamos os pesos b = (1/3,1/3,1/9,1/9,1/9) aos clasificadores
D1, ..., Ds. Nun problema de clasificacién binaria a expresiéon das funciéns de soporte para o

método de voto por maioria ponderado simplificase a

L
pi(x) = sz‘di,k,
=1

xa que log(2 — 1) = 0. Deste modo, para que o método de voto por maioria ponderado propona
a clase correcta chega con que a suma dos pesos das dos clasificadores que propofien a clase
correcta sexa maior que 0.5. Podemos descomporier a probabilidade de que isto suceda dun xeito

semellante ao caso anterior:
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= Polo menos os dous clasificadores con exactitude 0.9 proponen a clase correcta:

3 3
0.9%2-0.6%+0.9%- <1> -0.6-0.4% +0.9%- <2> -0.62-0.4+09%-0.4°

=0.9%-(0.6 +0.4)> = 0.9%

= Un dos clasificadores con exactitude 0.9 e os tres clasificadores con exactitude 0.6 proponen
a clase correcta: )
(1> -0.9-0.1-0.6°=2-0.9-0.1-0.6

s Un dos clasificadores con exactitude 0.9 e dous dos tres clasificadores con exactitude 0.6

propoiien a clase correcta:

2
<1> -0.9-0.1- (;) .0.6%2-04=6-0.9-0.1-0.6-0.4.

Sumando os tres casos, obtemos:

PR =09246-09-0.1-0.6%-04+2-09-0.1-0.6% ~0.927. (2.9)

Desta maneira, asignando un maior peso aos clasificadores con mellor exactitude conseguimos
que o método de voto por maioria ponderado supere a exactitude dos clasificadores individuais.
Cambiando os pesos, poderiamos obter unha exactitude superior ou inferior, polo que a eleccion
dos pesos ¢é crucial para o rendemento do ensemble. Na seguinte seccién, veremos como obter os

pesos 6ptimos.

2.3.1. Optimalidade do voto por maioria ponderado

O voto por maioria ponderado obtense ao relaxar a hipdtese de que a exactitude individual
dos clasificadores é igual. Desta maneira, o método de voto por maioria é un caso particular do

voto por maioria ponderado cando as exactitudes dos clasificadores base son iguais.

Teorema 2.4. Sexa D un ensemble de L clasificadores. Asumindo,

1. Os clasificadores asignan as etiquetas de forma independente condicionada cada clase.

2. A exactitude individual dos clasificadores é diferente, P(s; = wg|wg) = pi para calquera

clasificador i = 1, ..., L e calquera clase wy,.

3. A probabilidade de clasificar incorrectamente un obzecto distribiese uniformemente entre as

clases restantes, P(s; = wjlwy) = LPi para calquera i € {1,....,L}, k,je{l,....c},j # k.

c—1
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4. A probabilidade a priori de cada clase, P(wy), € igual para todas as clases.

Enton, o método de voto por maioria ponderado € o método de combinacion dptimo con pesos

b; = log (1%1}‘) .

Demostracion. Seguindo o mesmo razoamento que co método de voto por maioria, imos demos-

trar que o método de voto por maioria ponderado maximiza a probabilidade a posteriori da clase
verdadeira, P(wg|s). Partindo da expresion ([2.2)),

Plwils) = ];(zus’“)) T[T Psilwr) TT Plsiler)

ielk iel®
_ P(wg) 1 —pi
= P(s) 1R

ierk el

Tomando logaritmos

L — . .
log(P(wg|s)) = log (W) + log(P(wg)) + Z log < b ) +|1%| log(c — 1).

1 Di
1k
Z€I+

O primeiro termo non inflie na decision da clase, polo que podese ignorar. Se denotamos por

b = log(724-), obtemos

(%) = log(P(wy)) + Y bi+ 1] log(c — 1) (2.10)

o7k
el

Posto que a probabilidade a priori de cada clase é igual para todas as clases, o primeiro termo
de (2.10) non inflie na decision da clase. Polo tanto, a seguinte funcién maximiza a probabilidade

a posteriori de wy,
() = 37 by + |1%] log(c — 1), (2.11)

- 7k
ze[+

O

Na literatura, con frecuencia simplificase a expresion das funciéns de soporte para o método
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de voto por maioria ponderado a
L
pe(x) =Y bidig, (2.12)
i=1

independente do ntimero de clases. Na préctica, non é habitual que se cumpran as condiciéns de
optimalidade do método de voto por maioria ponderada, polo que non se garante que o ensemble
tena maior exactitude utilizando como funcién de soporte a expresion (2.11]) en lugar de (2.12)).

2.4. Naive Bayes

Dado un clasificador do ensemble, D;, para que o método de voto por maioria ponderado sexa
Optimo ¢é necesario asumir que P(s; = wi|wr) = p; para calquera clase wy. Noutras palabras, é
necesario asumir que a exactitude individual dos clasificadores é igual para todas as clases. Na
practica, estimar a exactitude do clasificador sen atender & exactitude por clase pode levar a unha
sobreestimacion da exactitude do clasificador [II, [12]. O método de voto por maioria ponderado
é sensible a esta sobreestimacion, xa que os pesos que se asignan aos clasificadores dependen das

exactitudes individuais estimadas.

O método de Naive Bayes obtense a partir de eliminar a suposiciéon de que a exactitude
individual dos clasificadores é igual no contexto que definimos na Seccion 2.1} Deste xeito, a
funcion de soporte para a clase wr do método de Naive Bayes é

L
pi(x) = P(wi) [ P(silwr). (2.13)

=1

As probabilidades P(s;|wy) podense estimar a partir das matrices de confusion dos clasificadores

base.

2.4.1. Optimalidade de Naive Bayes

Teorema 2.5. Sexa D un ensemble de L clasificadores. Asumindo, que os clasificadores asignan
as etiquetas de forma independente condicionada cada clase e que as clases son equiprobables,

enton, o método de Naive Bayes € o método de combinacion dptimo.

Demostracion. Partimos directamente de ([2.2)

L
Plals) = DLww) [T Plsile)
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Eliminando P(s) da expresion, obtense a funciéon de soporte do método de Naive Bayes

L

p(x) = Plwg) [ ] P(silwn)-

=1

2.4.2. Estimacion dos parametros de Naive Bayes

Para implementar o método de Naive Bayes, é necesario calcular unha matriz de confusién
de dimensién ¢ x ¢ para cada clasificador base, D;, a partir do conxunto de datos. Denotaremos
por ¢m® a matriz de confusiéon do clasificador D;. O elemento cm}'w da matriz de confusiéon do
clasificador D; é o nimero de obxectos do conxunto de datos da clase wy que foron clasificados
como w; polo clasificador D;. Se Nj é o ntimero de obxectos da clase wi no conxunto de datos,
podemos empregar cm? s /N, como estimacion da probabilidade P(s;|wy) e Nx/N como estima-
cion da probabilidade a priori P(wy). Asi, podemos calcular a funcién de soporte para a clase wy,

do método de Naive Bayes como

L 7 L
Npyvr M. 1 1 ;
(X)) = — = — cmy. .. 2.14
H ( ) N H Nk; N ?‘fk{/_l H k‘,sl ( )

Podemos eliminar o termo 1/N da expresion ([2.14), xa que é igual para todas as clases e non

inflie na decisién da clase. Desta maneira, chegamos a

L

[ emi.. (2.15)

=1

1
EX) = —F—7
i () NET
Exemplo 2.6. Consideremos un problema con L = 2 clasificadores, D1 e Dy, e ¢ = 3 clases.
Sexa N = 20 o numero de obxectos do conxunto de datos, dos cales 8 pertencen & clase wy, 9 &

clase ws e 3 4 clase ws. As matrices de confusion dos clasificadores son

6 2 0 4 3 1
emt=11 8 0 , em?=13 5 1
1 0 2 0 0 3

Suponamos que Dj(x) = s; = wa e Da(x) = so = wy, con x € R™. Utilizando ({2.15)),

1 1 8 1
X)==-24=1, up(x) = ~ 83 =2, pz(x) == -0-0=0.
/‘Ll() ] ) 2() 9 3’ 3() 3

Posto que p2(x) é o maior valor dos tres, o ensemble asignaré a clase wy ao obxecto x.
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No momento no que a estimacion de P(s;|wy) € 0, automaticamente py(x) = 0. Titterington
et al. [I5] realizaron un estudo comparativo con varios métodos de clasificacion con variables
categodricas entre os que incluiron o clasificador de Naive Bayes. O conxunto de datos que em-
pregaron contina numerosos valores ausentes, polo que adaptaron o clasificador de Naive Bayes

para solucionar este problema.

Os clasificadores base poédense pensar como variables categoricas e os valores nulos das ma-
trices de confusion, como valores ausentes. Asi, poderiamos utilizar a técnica proposta por Tit-

terington et al. para estimar as probabilidades P(s;|wg):
= ks ¢ (2.16)

Deste xeito, cando ecm}, . = 0, o numerador de P(s;|wy,) é distinto de 0 e xa non anula automati-

camente a funcion de soporte pg(x). A continuacion, vexamos como inflie esta modificacion no

exemplo

Exemplo 2.7. Consideremos as mesmas matrices de confusiéon do exemplo e que Dq(x) =
s1 = wg € Da(x) = s9 = wy. Utilizando a Ecuacion (2.16|) para estimar as probabilidades P(s;|wg),

Ny [em), + 1 em? | + 1 241 4+ 1

mx) == | bmta) B (25 (255 o050,
N\ N +1 N +1 20 \8+1 ) \8+1
N, [emd, + 1 em3 | + 1 8+ 1 3+ 1

pa(x) = 2 | 222 213 ) 9 (85 (9F5) g 0.
N\ Np+1 Ny +1 20\ 9+1 ) \9+1
N3 [emd,+ 4 em3y + 4 0+1 0+ 2

pa(x) = 2 | =223 s3] 3 (0Fs 3 ~ o001
N\ Ny+1 Ns +1 20 \3+1 ) \3+1

De novo, o método asigna a clase wo ao obxecto x, pero a probabilidade de que o obxecto pertenza

4 clase wsg xa non é 0.

2.5. Meétodo de combinacién multinomial (BKS)

Ao relaxar a suposicion de que os clasificadores asignan as etiquetas de forma independente
condicionada cada clase, xa non podemos expresar a probabilidade a posteriori da clase wj como

o produto das probabilidades condicionadas P(s;|wy).

¢ inacié ulti i u das si inlé viou W-
O método de combinacion multinomial, ou BKS polas sias siglas en inlés “Behaviour Kno
ledge Space”, consiste nun método que estima directamente P(wg|s), sen necesidade de asumir

que os clasificadores asignan as etiquetas de forma independente condicionada cada clase.

Para implementar o método de combinacién BKS, constriiese unha taboa de busca a partir
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dun conxunto de datos Z. A taboa ten ¢” filas, unha por cada posible combinacion de saidas dos
clasificadores. Para cada obxecto do conxunto de datos z; € Z, calctilase a saida dos clasificadores,
D(z;) =s = [s1,...,s1]T. O obxecto z; colocase na fila da taboa que corresponde a s. Unha vez
colocados na taboa todos os obxectos do conxunto de datos, asignase a clase maioritaria a cada

fila dos obxectos que a componen.

Deste modo, dado un novo obxecto x, calctlase a saida dos clasificadores, D(x) = s, e buscase
a fila da taboa que corresponde a s. A clase asignada ao obxecto x sera a clase maioritaria dos

obxectos que comporfien a fila da taboa.

Os empates resolvense de maneira arbitraria e, no caso de que existan celas baleiras, aignase
unha clase aleatoria ou utilizase outro método de ensamblado, como o voto por maioria. A taboa

[2.2] amosa un exemplo dunha taboa BKS.

Taboa 2.2: A taboa BKS ¢ unha taboa de busca. Os elementos z; col6canse na nela indexados
por D(z;) =s.

S1 So ... SI,—1 ST, {Zj S Z/D(Zj) = S}
st Wi oWl e W w1 | {z; € Z/D(z;) =s'}
s2 w1 Wi ... w1 w9 {Zj € Z/D(Z]) = S2}
s3 Wi Wl . W2 w1 | {zj € Z/D(z;) = s}
s we we o we  weor {z; € Z/D(z;) =s e

We We . We we | {z; € Z/D(z;) = s<"}

Exemplo 2.8. Consideremos un problema con 3 clasificadores e 2 clases, polo que a tidboa teré
23 = 8 entradas. Supofiamos que o conxunto de datos, Z ten 20 obxectos, dos cales os 10 primeiros

seran da clase wy e os 10 ultimos, da clase ws. Sexa a taboa a tdboa BKS para este problema.

Taboa 2.3: Exemplo dunha taboa BKS con 3 clasificadores 2 clases. Para determinar a clase das
celas baleiras utilizase o método do voto por maioria.

S Numero de elementos da clase:
S1 82 83 w1 wo Clase
wp W1 w1 {2’1, 292,28, 29, 2’10} 5) 0 w1
wi wi wo | {23,24, 213, 214, 215} | 2 3 w2
w1 W2 w1 {27} 1 0 w1
w we wo | {} 0 0 wo
wo W1 w1 {} 0 0 w1
wy W1 w2 {2’5, 26, 2’20} 2 1 w1
wy wo  wi | {18,219} 0 2 w2
wy  wy  wy | {211,212, 216, 217} 0 4 wa

Deste modo, se os clasificadores base producen a saida s = [s1, 592, s3] = [w1, w1, ws]”, 0
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método de BKS asignard a clase wy ao obxecto, sen importar o ntimero de clasificadores que
propuxeron cada clase. Por outro lado, posto que no conxunto de datos non existen elementos
que produzan a saida s = [w1,wa,ws]”, 0 método de BKS pode utilizar o método de voto por

maioria para asignar a clase ws.

Dende o punto de vista da implementacion, o método BKS é equivalente ao método dos k
vecifos mais proximos no espazo das saidas dos clasificadores, Q. Neste caso, o concepto de
distancia substitiese pola coincidencia exacta. Dada unha saida dos clasificadores base, s, para
un obxecto x, a clase asignada seré a clase méis representativa dos elementos de Z que produzan

a mesma saida dos clasificadores base.

O método de combinacion BKS é 6ptimo cando existe algin tipo de dependencia entre os
clasificadores base. Porén, polo xeral é complicado obter unha estimacién real das probabilidades

L

a posteriori para as ¢” combinaciéns de s. Deste xeito, no caso de non disponer un conxunto de

datos suficientemente grande, o método de combinacién BKS pode non ser o mais axeitado.

2.6. Comparaciéon dos métodos de combinaciéon

A relaxaciéon progresiva das asuncions da lugar a que os métodos de combinacién tefian un
alcance de optimalidade anidado. A ampliaciéon do alcance de optimalidade pagase adquirindo
mais pardmetros axustables. A Téboa amosa os alcances de optimalidade e o niimero de

parametros axustables para cada combinador.

Taboa 2.4: Expectativas de optimalidade (denotado por cadrados negros) e ntimero de parametros
adestrables dos catro métodos de combinacién para un problema con L clasificadores e ¢ clases.

Método 2 3 4 Numero de parametros

Voto por maioria

H B R R~

Voto por maioria ponderado m - - L

Naive Bayes m = - L

BKS m = m
Cabeceiras das columnas:

1. p igual.

2. p; especifica para cada clasificador.
3. Matriz de confusion enteira.

4. Non se require independencia.

O feito de que un método de combinacién tena un alcance de optimalidade maior non implica
que sexa o mellor método de combinaciéon. Na préctica, o éxito dun método de combinacién

dependeréa tanto dos supostos como da dispoiibilidade de datos suficientes para facer estimacions
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fiables dos parametros. Combinadores non éptimos pero méis robustos poden funcionar mellor

que o combinador 6ptimo.

No Apéndice [A] utilizase un exemplo practico para exemplificar a influencia dos supostos e

da fiabilidade da estimacién dos parametros.



Capitulo 3

Métodos para combinar saidas

continuas de clasificadores

3.1. Introduciéon

Neste capitulo consideraremos que as saidas dos clasificadores son continuas. Estas podense
interpretar como os graos de soporte que os clasificadores dan a cada clase para unha determinada
entrada x. As duas formas mais comuns de interpretar estes graos de soporte son como confianza

nas clases propostas ou como estimaciéns das probabilidades a posteriori das clases.

Sexa x € R™ un vector de caracteristicas e Q@ = {wi,...,w.} o conxunto de clases. Cada
clasificador D; do ensemble D = {Dy,..., Dy} proporciona como saida ¢ graos de soporte, un

para cada clase. Podemos suponer que os ¢ graos de soporte pertencen ao intervalo [0, 1],
Di :R™ — [0, 1]6.

Denotaremos por d; j(x) o grao de soporte que o clasificador D; proporciona & hipotese de que
0 obxecto x pertenza & clase w;. Deste xeito, canto maior sexa o valor de d; ;(x), mais confianza
ten o clasificador D; en que o obxecto x pertenza & clase w;. As saidas dos L clasificadores
do ensemble pddense organizar nunha matriz que denominaremos perfil de decision, DP(x),
amosada na Figura [3.1]

Os métodos descritos neste capitulo empregan a matriz DP(x) para combinar as saidas
do ensemble e asignar unha clase ou proporcionar os graos de soporte para cada clase para o
obxecto x. Non obstante, esta matriz pédese empregar de dias formas diferentes. En primeiro

lugar, podemos construir un grao de soporte para cada clase a partir das columnas de DP(x)

27
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—— Saida do clasificador D;(x)

01109 |- [dig09] - e |
DP(X) = di’l(X) di’j(X) di’c(X)
dpa(x) o |dog(x)| -~ dpe(x)

Soporte dos clasificadores
D1, ..., Dy, para a clase w;

Figura 3.1: Perfil de decisiéon para unha entrada x.

mediante expresions alxebraicas como unha media ou un produto. Alternativamente, podemos
considerar a matriz DP(x) como un novo conxunto de datos. Deste xeito, cada d; j(x) seria
unha caracteristica dun novo espazo de caracteristicas que denominaremos espazo intermedio de
caracteristicas. A decision final realizariaa outro clasificador que utiliza este espazo intermedio

de caracteristicas como entrada.

3.2. Meétodos de combinacioén non adestrables

Os métodos de combinacion non adestrables calculan os graos de soporte de cada clase w;
a partir das L entradas da j-ésima columna da matriz DP(x). A funcién de soporte podese

expresar de forma xenérica como:

pj(x) = F(di,(x), ..., dr,j(x)),

onde F é unha funcién que combina os graos de soporte dos clasificadores. A clase de x vén

determinada polo indice j que maximiza p;(x). F pddese escoller de varias maneiras:

s Media:
1 L
Mj(x) = 7 z_; dz‘,j(x)-
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» Minimo/Méaximo/Mediana, por exemplo, para o minimo:

pi(x) = min {d;;(x)}.

i=1,...,L

= Media recortada: dado un determinado K, ordéanse os L graos de soporte para cada
clase e calctlase unha media eliminando os K /2% valores mais altos ¢ os K/2% valores

mais baixos.

= Produto:

Estes métodos de combinacién denominanse non adestrables debido a que non requiren a
estimacion de ningun parametro. Na Figura [3.2] amodsase un exemplo do célculo dos graos de

soporte para un obxecto x utilizando a media.

COMBINADOR

Clasificadores
Perfil de Decision
— | D1 | | | |

Vector de ] ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
caracteristicas

MAX

Figura 3.2: Célculo dos graos de soporte utilizando a media.

Exemplo 3.1. Consideremos un problema de clasificaciéon con 3 clases e sexa un ensemble con 5

clasificadores base que para un determinado obxecto x proporcionan o perfil de decision DP(x)
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amosado a continuacion:

(0.8 0.1 0.1]
0.4 03 0.3
DP(x)= 00 0.1 0.9]. (3.1)
0.8 0.0 0.2
0.6 0.3 0.1

Os graos de soporte obtidos cos métodos de combinacién non adestrables amoésanse na Téboa

B.1

Taboa 3.1: Graos de soporte para cada clase dado o perfil de decision (3.1)).

Método de combinacion w1(x)  pe(x)  ps(x)
Media 0.52 0.16 0.32
Minimo 0.00 0.00 0.10
Méximo 0.80 0.30 0.90
Mediana 0.60 0.10 0.20
Media recortada (K =40%) 0.33 0.17  0.20
Produto 0.00 0.00 0.0005

Neste caso, con K = 40 %, a media recortada elimina a saida do clasificador que proporciona
un grao de soporte maéis alto e o que proporciona un grao de soporte mais baixo para cada clase.

Na Taboa apréciase que o produto é moi sensible a valores préximos a 0.

Cabe resaltar que non se require que as saidas dos clasificadores sumen 1. Soamente asumimos
que estan medidas nas mesmas unidades. Se seleccionamos a clase cun maior grao de soporte
polo método de combinacién, a media, a mediana e a media recortada proponen a clase w; como

a clase mais probable. O método do minimo, do méximo e do produto proponen a clase ws.

3.2.1. Equivalencias dos métodos de combinacién non adestrables

Sexa D = {Dq,...,Dr} un ensemble de clasificadores base e Q@ = {w;,w2} o conxunto de
clases. Se as entradas do perfil de decision son estimacions das probabilidades a posteriori,
P(y = wj|x), o método de combinacion do minimo e o maximo son equivalentes e o método
de combinacién da mediana é equivalente ao voto por maioria. As seguintes proposiciéns demos-

tran estas equivalencias.

Proposicion 3.2. Sexa D = {Dy,...,Dr} e Q = {w1,ws}. Sexan ay,...,ar as estimacions dos
clasificadores do ensemble para a clase wy e 1 — ay,...,1 — ar, as estimacions para a clase ws,
a; € [0,1]. Enton, a clase asignada polo método do minimo € a mesma que a asignada polo

método do mdximo.
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Demostracion. Sen perda de xeralidade supofiamos que a1 = min; a; € que a;, = max; a;. Deste

modo, os graos de soporte para cada clase proporcionados polo minimo seran

p1(x) = ai, pa(x) =1—ag,

e os proporcionados polo maximo seran

pi(x) = ar, p2(x) =1—ar.
Consideremos as tres posibilidades para a1 e ar:

= Sea; >1—ap, enton 1 —ay; < ay, e wy serd a clase asignada por ambos métodos.
m Sea; <1—ar,entén 1 —aj > ay, e wy seréd a clase asignada por ambos métodos.

= Sea; = 1—ar, entéon 1 —a; = ay, e ambos métodos asignaran unha clase segundo o método

establecido para desempatar.

O

Na préactica, coas condicions da Proposicion [3.2] se o método de desempate é aleatorio, o
método do minimo e o maximo poden asignar clases diferentes nalgins casos. Non obstante, se
empregan outros métodos de desempate como o voto por maioria, ou asignar sempre a clase wy

en caso de empate, os métodos do minimo e do maximo tamén seran equivalentes na practica.

Proposicion 3.3. Seza D = {Dq,...,Dr} con L impar e Q = {w1,ws}. Sexan ay,...,ar as
estimacions dos clasificadores do ensemble para a clase wi e 1 — ay,...,1 — ayp, as estimacions
para a clase wy, a; € [0,1]. Enton, a clase asignada polo método da mediana é a mesma que a

asignada polo voto por maioria.

Demostracion. Sen perda de xeralidade suponamos que a; < ... < ar. Deste xeito, a mediana

. . . a(L
das safdas dos clasificadores sera %

= Se G(H% > 0.5, entén o método da mediana asignaré a clase w;. Por outra banda, as

estimaciéns de probabilidade para a clase w; de, polo menos % clasificadores, ¢ maior

que 0.5. Polo tanto o voto por maioria asignaré a clase wy.

a . » . . 2
= Se % < 0.5, entéon o método da mediana asignara a clase wo. Neste caso, polo menos

% clasificadores propoifien a clase wy polo que o voto por maiorfa asignard tamén esta

clase.

a(L+1)/2 . . . . .
= Se <§7)/ = 0.5, entdn, se ambos métodos resolven os empates do mesmo xeito, asignaran

a mesma clase.
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De novo, os empates poden levar a que o método da mediana e o voto por maioria asignen
clases diferentes. Se asignamos unha clase aleatoria nos casos de empate a asignacién de clases
pode diferir. Non obstante, se aplicamos outro método de combinacién, como a media para

desempatar, a equivalencia manterase.

3.2.2. Formulacion xeral

A media xeralizada aplicada neste contexto [§] permite expresar os métodos de combinacion

non adestrables de forma xeral. Deste xeito, dado x, a saida do ensemble para a clase w; ¢

L
Hj (x,a) = Z di,j (x)” )
=1

onde « é un parametro que determina que método de combiancién se aplica. Na Téaboa

amoésanse alglins casos especiais desta media xeralizada.

Téaboa 3.2: Casos especiais da media xeralizada.

a— —oo  pj(x)=min; d; ;(x) minimo
—1
a=-1 pix)= (i i1 q x)> media armonica
1/L
a—0 pi(x) = ( ) media xeométrica
a=1 pi(x) =1 Z d; j(x) media aritmética
a— 400 pj(x) =méx;d; ;(x) mAaximo

Para que estes métodos sigan sendo non adestrables o valor de ar debe ser fixo e non depender
dos datos. Este pardmetro pode interpretarse como o nivel de optimismo do método de combi-
nacién. Dete modo, o minimo é o método de combinacién mais pesimista, pois require que todos
os clasificadores proporcionen un grao de soporte para a clase w; maior ou igual que p;(x). No
lado oposto, o maximo é o método de combinacién mais optimista, pois require que polo menos

un clasificador propoiia un grao de soporte para a clase w; menor ou igual que p;(x).

2

Vexamos que efectivamento cando @ — 0 a media xeralizada é equivalente ao produto.



33

Calculando o limite e tomando logaritmos obtemos a seguinte indeterminacion:

Q=

L
. 1 o
l= lim (L El di j(x) )

é In 1 »I: Cli]’ x)¢
In(l) = In | lfm <1 Zdi,j(x)a) = lim (L 2iz i (X) )

a—0 o
Aplicando a regra de L’Hépital obtemos

i In (% > dz',j(X)O‘) LSL di j(x)* In(di (%))

In(l) = lim = lim
0= Za BTN d e
1 L
= 2> n(d(x)
i=1

Por ultimo, aplicando a exponencial obtemos
L I 1/L L 1/L
[ =exp <L ;ln(d@j(x))) = exp (; ln(dm(x))) = (};[1 dm(x)> .

A media xeométrica é equivalente ao produto, pois esta obtense elevando a 1/L as funcions
de soporte do produto. Ao tratarse dunha transformacién monédtona que non depende da clase,

a asignacion final da clase non se ve afectada.

O razoamento para obter o método do méximo e o minimo a partir da media xeralizada ¢é
moi semellante. No caso do maximo, calculando limites e aplicando logaritmos chegamos de novo

a unha indeterminacion:

@

L
(1 a
= tn, (L 2 des(x) >

In(l) = lim o (% Ei diJ(X)a) )

a—00 «
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Aplicando outra vez a regra de L’Hopital,

A (38, dij(07) 1YL diy(x)° In(d (%))

In(l) = lim

= lim

a—00 %OJ a—00 % Z'L'Lzl di,j (X)cx
(3.2)
— g (d(x))da,; (%) In(dy ;(x))dr;(x)*
= 11m L _|_ e L s
oo Yty dij(x)° 2 im di (%)
onde, se M; = {d; j(x),i = 1,...,L : d; j(x) = méx;{d; j(x)}} é o conxunto dos d; j(x) que son

maximos e |M;| é o ntmero de elementos de M, obtemos

o (09 () [ ()15 se () = o ()},

T
oo Ei:l di,j(x)a 0 noutro caso.

Polo tanto, na Ecuacion (3.2) temos |M| sumandos cuxo limite é In (méax;{d; ;(x)}) /| M|,

polo que o logaritmo do limite é
In(1) = In(mdsx{d; ;()}),

e, finalmente,

l= ngix{dm (x)}.

3.2.3. Xustificacion dos métodos non adestrables: Diverxencia de Kullback-
Leiber

Alguns dos métodos non adestrables tenen a sta orixe no sentido comun. Por exemplo, a
media aritmética é unha forma natural de responder & pregunta “Cal é o consenso xeral dos
clasificadores?”. Por outra banda, o método do maximo é unha forma de responder 4 pregunta
“Hai algun clasificador que propona unha clase con moita confianza?’ e o método do minimo é
unha forma de responder 4 pregunta “Hai algunha clase que ningun clasificador descarte comple-
tamente?”. Deste modo, o método do minimo asigna a clase “menos mala”, mentres que o método

do maximo basea a sta asignacién no clasificador “maéis optimista’.

Non obstante, algins destes métodos de combinacién tamén tenien unha xustificacion teorica.
A diverxencia de Kullback-Leiber (KL) ¢ unha medida da diferencia entre daas distribucions de
probabilidade, unha distribucién a priori, ), e unha distribuciéon a posteriori, P. Dado un valor

discreto x no espazo mostral de P e @), a diverxencia de KL definese como
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D (P||Q) = P(x)log (gg;) '

A diverxencia de KL pode ser interpretada como a cantidade de informacion necesaria para
transformar a distribucion de probabilidade a priori ) na distribucién a posteriori, P. Ainda que,
en certo modo, mide a distancia entre duas distribuciéns, non é unha métrica no sentido formal,
pois non é simétrica nin cumpre a desigualdade triangular. O feito de que non sexa simétrica

fmolo empregar para derivar dous dos métodos non adestrables: o produto e a media.

En primeiro lugar, imos empregar as filas de DP(x) como estimaciéons da distribucion de
probabilidade a priori. Deste modo, d; j é unha estimacion de P(wj|x, D;). Denotaremos por P
a distribucién de probabilidade en €2 do clasificador D; para o obxecto x. Asi, Py = (digy .. dic).
Por exemplo, dado o seguinte DP(x),

(0.8 0.1 0.1
04 03 0.3
DP(x)= 0.0 0.1 09],
0.8 0.0 0.2
0.6 03 0.1]

terfamos FP(;) = (0.8,0.1,0.1), Pz = (0.4,0.3,0.3), etc.

Por outro lado, asumiremos que as funciéns de soporte do ensemble toman os valores das
probabilidades a posteriori reais, P(w;|x). Denotaremos as funciéns de soporte do ensemble
por Pens = (p1(X); -+, pte(x)). Desta maneira, imos considerar cada P(;y como a distribucion de
probabilidade a priori na diverxencia de KL e P,,s, como a distribucién a posteriori. Polo tanto,

a media das diverxencias de KLL vén dada por

L
1
K Linedia = Z E KL(PeHSHP(i))- (33)
i=1

Buscamos Pepg que minimice K Liegia. Para iso, consideramos o seguinte problema de opti-

mizacién

L c
, 1 Uk
min K Lyedia = i3 Z Z'uk log <dz,k>

i=1 k=1
C
s.a. Zuk =1
k=1

Para atopar os up que minimizan K L edia incluimos o termo de Lagrange asociado & restricion
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e formulamos un sistema coas derivadas parciais igualadas a 0. Deste xeito,

0
aﬂj [KLmedla +A (1 - Z Mk)]

k=1

_1 Pk =
_LZ<10g2 <dlk>+0> A=0,

onde C' = logy(e) = ﬁ Resolvendo para p; obtemos
L
— 20O [ (da) 2. (3.4)
i=1

Substituindo a Ecuacion (3.4) en Y ;_; ux = 1 e resolvendo para A obtemos

¢ L
A =C —log, (Z H(di,kﬂ/L) :

k=11i=1

Substituindo A na Ecuacion (3.4) obtemos unha expresion final para as funcions de soporte

do ensemble que consiste na media xeométrica normalizada:

I/, (dij)V/E
Sy T (di ) V2

Se eliminamos o denominador (que non depende de j) e a potencia 1/L do numerador, obtemos

i =

a formula para as funciéns de soporte do produto. Ambas son transformaciéons monoétonas que
non alteran a orde dos p;, polo que a asignacion de clases non se ve afectada. Polo tanto as

funciéns de soporte resultan

Se intercambiamos as funcions de Fens € F(;) na Ecuacion (3.3) e buscamos os p; que mini-
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mizan K Ly egia suxeito a restricion Zzzl wie = 1, obtemos

KLmedla + A (1 - Z/’”C)]

k=1

onde, de novo, C' = Resolvendo para 1 obtemos

log logy(e)
1 L
Hi="3CL ;:1: i j- (3.5)

Substituindo a Ecuacion (3.5) en Y7, ux =1 e resolvendo para A,

1
- )\CLZZ A 7:_5'

k=11:=1

Por tltimo, substituindo A na Ecuacion (3.5)) obtemos unha expresion final para as funcions

de soporte do ensemble que consiste na media aritmética:

Para derivar o produto, asumimos que as funciéns de soporte do ensemble conforman a
distribucién a posteriori real e tratamos de buscar un método de combinacién que aproxime
a distribuciéon do ensemble &s distribuciéns dos L clasificadores. Por outro lado, para derivar
a media, asumimos que as funciéns de soporte dos clasificadores conforman a distribucién a
posteriori real e tratamos de buscar un método de combinacién que minimice a informacién

necesaria para transformar a distribucion do ensemble na distribucion dos clasificadores.

Miller e Yan [10] engaden un clasificador binario por cada clasificador do ensemble, que
denominan critico. O papel deste clasificador é determinar se a saida do clasificador base é fiable
ou non, e utilizano para determinar a exactitude de cada clasificador do ensemble. Xustifican o

papel deste critico en contextos onde os clasificadores do ensemble deben distinguir entre mais
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de duas clases, ou a exactitude dalgin dos clasificadores é inferior a 0.5. No seu traballo, en
lugar de minimizar a diverxencia de KL media dos clasificadores, minimizan a diverxencia de
KL media ponderada cos pesos proporcionados polos criticos. Deste modo, o caso considerado
neste traballo pode ser interpretado como un caso particular do traballo de Miller e Yan, onde

os pesos de todos os clasificadores do ensemble son iguais a 1/L.

3.3. Media ponderada

O método de combinacion da media ponderada combina os elementos de DP(x) mediante
unha media ponderada. En funciéon de que elementos de D P(x) se empreguen, podemos distinguir

tres modelos:

= [ pesos. Este modelo considera un peso para cada clasificador base. A funcién de soporte

para a clase w; vén dada por
L
pi(x) = wid; (x),
i=1

onde w; é o peso asociado clasificador D;.

= ¢- L pesos. Este modelo emprega un peso para cada clasificador base e para cada clase. A

funcién de soporte para a clase w; vén dada por

L ¢
pi(x) = Z Z w; g d; j(X),

i=1 k=1

onde w; ;, € o peso asociado ao clasificador D; para a clase wy,.

» ¢?.L pesos. Este modelo calcula o soporte de cada clase mediante unha combinacion linear

do perfil de decision DP(x) enteiro.

L
pj(x) = Z Wi g, i 5 (X), (3.6)

onde w; j ; € 0 peso asociado ao elemento d; ;, de DP(x) para a clase wy.

Nas seguintes secciéns preséntanse tres formas distintas de asignar pesos aos clasificadores

base e analizase a stia influencia na exactitude do ensemble.
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3.3.1. Calculo dos pesos mediate criticos

Miller e Yan [10] proponien un método para calcular os pesos dos clasificadores base mediante
un clasificador binario adicional, denominado critico. Os criticos adéstranse despois de adestrar os
clasificadores base para o que utilizan os obxectos do dataset cos que se adestran os clasificadores

e as prediciéons dos clasificadores.

Desta maneira, un critico consiste nun clasificador binario que recibe como entrada un obxecto
x e a prediciéon dun clasificador do ensemble. Como saida, o critico determina se o clasificador
acertou na sua clasificacién ou se, pola contra, cometeu un erro. Asi, as duas posibles clases son

“obxecto ben clasificado” e “obxecto mal clasificado”.

Dunha maneira mais visual, o obxectivo durante o adestramento dun critico é detectar as
rexions do espazo de caracteristicas nas que o clasificador proporciona unha clase incorrecta, e
as rexions nas proporciona a clase correcta. E dicir, o critico ten como tarefa separar o espazo
de caracteristicas en duas rexiéns para cada clase: unha rexién onde o clasificador base acerta e

outra onde falla.

Supofiamos que temos un problema con Q = {wi,ws, w3} e que x € R2%. Na Figura
represéntanse as rexions de clasificacion dun clasificador moi simple. Os obxectos do conxunto
de datos represéntanse cun circulo se o clasificador suxire a clase correcta, e cunha cruz se suxire
unha clase incorrecta. A cor dos puntos representa & clase a4 que pertencen. Nas Figuras [3.35]
e represéntanse as rexions de clasificaciéon que se espera que o critico consiga esbozar

durante o adestramento para as clases w1, wy € ws, respectivamente.

Para calcular o peso dun clasificador para un determinado obxecto x, utilizase o valor da fun-
cion de soporte do critico asociado 4 clase “obxecto ben clasificado”. Desta forma, se o clasificador
cometeu un erro, a funcién de soporte do critico asociada a esta clase proporcionaré un valor
baixo e, se o clasificador acertou, proporcionara un valor alto. Asi, se por exemplo o clasificador
da Figura prediciu a clase w1 para o obxecto x, esperamos que o critico proporcione un peso

mais baixo para o clasificador canto mais proximo esté da rexion azul clara da Figura [3.30]

Miller e Yan xustifican este método de asignar pesos aos clasificadores en problemas de
clasificaciéon orixinal con maéis de duas clases. Argumentan que as predicions do critico son mais
confiables que as do clasificador, pois o primeiro soamente debe resolver un problema de duas
clases, mentres que o segundo, resolve un problema mais complexo. Ademais, argumentan que
o critico permite manter a efectividade dos métodos de combinaciéon cando a exactitude dos

clasificadores é inferior a 0.5.

Cabe resaltar que, a diferenza do resto dos métodos desta seccion, neste caso para cada x

obtemos un peso distinto do critico asociado ao clasificador.
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Z2 Z2
° °
o . ) J
() o0
o K X X
X X
o] x ol x
° )
° °
[ ) o
° °
[ °
o e ° oo
[ ] 1 B s

(a) Rexions de clasificacion dun clasificador (b) Rexiéns de clasificacion asociadas 4 clase wy
simple. Os obxectos mal clasificados represén- que se esperan do critico.
tanse cunha cruz e os obxectos ben clasificados
cun punto.
T2 xI9

R
/

I I

(c) Rexions de clasificacion asociadas & clase wy (d) Rexions de clasificacion asociadas & clase ws
que se esperan do critico. que se esperan do critico.

Figura 3.3: Rexiéns de clasificacion dentro do espazo de caracteristicas R? dun clasificador simple
e do critico. Nas Subfiguras (b), (c) e (d), as zonas mais escuras correspoéndense cos puntos que
o clasificador clasifica correctamente e, as mais claras, cos puntos que clasifica incorrectamente.
O obxectivo do critico é detectar estas rexions durante o adestramento.

3.3.2. Calculo dos pesos a partir do erro engadido
Seguindo o traballo de Tumer e Ghosh [16], Fumera e Roli [5] derivaron unha forma de calcular

os pesos para o método de combinacién da media ponderada. En primeiro lugar, suponen que as

estimacions de P(w;|x) son

L
P(wj\x):Zwidi,j, izl,...,c,
=1
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onde d; ; é o respectivo elemento de DP(x) e w;, i = 1,...,c son os pesos dos clasificadores do

ensemble D = {Dy, ..., Dy} cumprindo

L

Zwi:L ’LUiZO.

=1

Fumera e Roli reutilizan a hipétese principal do traballo de Tumer e Ghost, que consiste en
que as decisiéns obtidas a partir das probabilidades a posteriori aproximadas son proximas as
decisions de Bayes, ou o que é o mesmo, que podemos utilizar o erro aproximado obtido das
estimacions de P(w;|x) como estimacion do erro engadido. Baixo certas asuncions, podese cal-
cular o conxunto de pesos éptimos para L clasificadores independentes a partir do erro engadido
de cada clasificador do ensemble, E;dd’ i =1,..., L. O erro engadido definese como a diferenza
entre o erro total e o erro de Bayes para un problema concreto de clasificacion. No seu traballo,

Fumera e Roli chegan & seguinte expresién para os pesos Optimos:

1/ELq

Zk:l 1/E;dd

)

A Ecuacion (3.7) amosa que os pesos 6ptimos son inversamente proporcionais ao erro engadido
esperado dos clasificadores do ensemble. Polo tanto, para valores iguais do erro engadido esperado,

os pesos O6ptimos resultan w; = %

Fumera e Roli realizaron un estudo computacional comparando o método da media ponderada
con esta forma de calcular os pesos coa media [6]. Os resultados amosaron que esta forma de
calcular os pesos non mellora como esperaban ao método da media. Un dos motivos débese a que
as hipoteses baixo as cales esta forma de calcular os pesos é 6ptima son demasiado restritivas
e pouco realistas. Os seus experimentos amosan esta forma de calcular os pesos consegue un
mellor rendemento cando o ntimero de clasificadores do enesemble é pequeno, os clasificadores
tefien taxas de erro significativamente distintas ou as saidas dos clasificadores estan altamente

correlacionadas.

No seu traballo, Fumera e Roli non utilizaron un conxunto de validacién para calcular o erro
engadido, sen6n que utilizaron o conxunto de test para calculalos. O seu obxectivo era comprobar
cal era a mellora ideal que podian conseguir calculando os pesos desta forma en comparaciéon co
método da media. Nun contexto de traballo real, a estimaciéon dos pesos pode ser unha fonte de
erro que cancele a pequena vantaxe que se poida obter coa forma de calcular os pesos proposta

por Fumera e Roli.
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3.3.3. CaAculo dos pesos mediante regresién linear

4

Outro xeito de calcular os pesos dos clasificadores base é mediante regresion linear. Para
cada clase, adéstrase unha regresiéon linear da forma da expresion , onde os valores das
variables independentes son os elementos de DP(x) e a variable dependente é P(w;|x). Posto
que non conecemos os valores reais de P(wj|x), para cada obxecto x, utilizamos como variable

dependente unha variable que toma o valor 1 se a clase do obxecto ¢ w; e 0 en caso contrario.

Ergodan e Sen [3] propofien unha formulacion para a funciéon de erro a minimizar durante
o adestramento da regresion linear. Dado un conxunto de datos Z = {z1,...,zn}, con etiquetas
{yi,...,yn}, yi € Q, se denotamos por p; a funcion de soporte para a clase w; e por w os

coeficientes da regresion, a funcién de erro a minimizar vén dada por

N ¢
w) = 3037 L), oo w) + R(w), (3.8)

j=1 i=1

o

onde £ é termo que mide a discrepancia entre a predicion do obxecto z; e a clase w;, e R(w)

o

un termo de regularizacién que serve para penalizar pesos moi grandes. Ante este escenario,
necesario tomar dias decisions: a eleccién da funcién de erro e a eleccion do termo de regulari-

zacion.

Existen diferentes posibilidades para a funcién de erro £ e para o termo de regularizacion
R(w). O erro cadratico medio ¢ a funcién de optimizacion utilizada tradicionalmente para re-
gresion. Porén, existen outras posibilidades para a funcién de erro, como a funciéon de perda de
Hinge e a funcién de perda loxistica. Ergodan e Sen compararon o rendemento do erro cadratico
medio coa funcién de perda de Hinge en problemas de clasificacién multiclase con tres conxuntos
de datos diferentes e en varios escenarios [3]. Observaron que, en xeral, a funcion de perda de

Hinge proporciona mellores resultados.

Se simplificamos a notacion da funcion de perda na expresion (3.8) a £(a,b), onde a € {—1,1}
toma o valor 1 se o ensemble suxire a clase incorrecta, e -1, se suxire unha clase incorrecta, e b é
o valor da funcién de soporte asociada & clase predita polo ensemble, podemos definir as funcions

de erro da seguinte maneira [13]:
= Erro cadratico medio:
L(a,b) = (a — b)* = (1 — ab)®.
» Funcion de perda de Hinge (funcion de perda do clasificador SVM):

L(a,b) = max(0,1 — ab).
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= Funcién de perda loxistica:

L(a,b) =log(1 + exp(—ab)).

Segundo empregamos un método de combinacién mais sofisticado, o risco de sobreaxuste au-
menta, especialmente, cando o ensemble esta composto por modelos precisos e altamente correla-
cionados. A regularizacion, axuda a evitar o sobreaxuste e a mellorar a exactitude da predicion.
Reid e Grudic [II] estudaron o efecto de diferentes funcions de regularizacién e compararon a
exactitude obtida mediante unha regresiéon fronte a outros métodos mais simples, como a media

e o voto por maioria. As funciéns de regularizacién consideradas foron as seguintes:

= Regularizacién L. Utilizada coa funcién de erro cadratico medio denominase regresion de

Ridge:
R(w) = 2 w3,
» Regularizacion L; (LASSO):
R(w) = Allw:.

= Regurizacion Elastic Net. Consiste nunha combianciéon das dias anteriores:

R(w) = Afwll1 + Ao [wli3.

A regresion Ridge produce modelos densos. Isto significa que todos os clasificadores do en-
semble son utilizados para facer a predicion. Porén, LASSO produce modelos dispersos, ou o que
é o mesmo, s6 un subconxunto dos clasificadores do ensemble son utilizados para facer a predi-
cion. Reid e Grudic [I1] realizaron o seu estudo utilizando como funcién de erro o erro cadratico
medio e chegaron as seguintes conclusions. A regresion Ridge supera & regresion non regularizada
e mellora o rendemento do mellor clasificador individual do ensemble, en xeral. LASSO non foi
tan exitosa como a regresion Ridge, polo que os autores concluiron que os modelos densos son

mellores que os modelos dispersos.

3.4. Un clasificador como método de combinacion

Nesta seccion consideraremos o espazo intermedio de caracteristicas que estard formado por
DP(x) (considerado como un vector, construido concatenando as L filas). Sobre este espazo,
consideraremos diferentes clasificadores que se encargaran de realizar a clasificacién. O obxectivo
de sofisticar o método de combinacion consiste en lograr mellores resultados a base de reconiecer

patréns dentro do espazo intermedio (o que se cofiece como meta-aprendizaxe).
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3.4.1. Modelos de Decision

A idea dos modelos de decision (DT, Decision Templates en inglés) consiste en “lembrar” o
perfil de decision maéis habitual para cada clase w; para despois poder comparalo con novos perfis
de decision mediante algunha medida de similitude ou proximidade, S. Durante o adestramento,
para construir o modelo de decision j, DT}, promédianse os perfis de decisién de todos os obxectos
do conxunto de datos da clase w;. Para un novo obxecto x, calctilase o seu DP(x) e comparase
con DTy, ..., DT, mediante a medida de similitude S. A clase predita para x seré a clase asociada
ao DT; mais similar a DP(x). Na Figura amosase un esquema do proceso de clasificacion

mediante modelos de decisioén.

COMBINADOR

OO0} | p1y
O]
PROXIMIDADE
OO0

Clasificadores

— | Dy Perfil de Decision

| Dy, —+HOOOO

OO4d4d] | DTy
OO0
PROXIMIDADE
.

MAX

Clase

4>. cee DDDD

Vector de
caracteristicas

Oood) | pr,
OO0
PROXIMIDADE

[

Figura 3.4: Predicién mediante modelos de decisién. O vector de caracteristicas x pésase a través
dos clasificadores D1, ..., Dy, e calcilase a proximidade cos modelos de decision DTy, ..., DT,.. O
modelo de decision con maior proximidade determina a clase.

Existen varias formas de medir a similitude entre DP(x) e DTj. Dtias medidas de similitude
comuns estan baseadas na distancia euclidea e na diferencia simétrica da teoria de conxuntos

difusos [7].
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= Distancia euclidea. Podemos definir as funciéns de soporte do ensemble da seguinte forma:

pi(x) =1-— Lic Z > (DT(i k) — d; x(x))?, (3.9)

onde DT} (i, k) é o elemento (i, k) do modelo de decision DTj e d; (x) é o elemento (i, k)
do perfil de decision DP(x). A clase predita para x serd a clase asociada ao modelo de

decision DT que maximice f1;(x).

Buscar a funcion de soporte pj, j = 1, ..., ¢ que maximiza a Ecuacion (3.9) é equivalente a

buscar a media méis proxima no espazo intermedio de caracteristicas.

En lugar de empregar a distancia euclidea, tamén se pode empregar calquera outra distancia

definida en R™, como a distancia de Mahalanobis ou a distancia de Minkowski.

= Diferencia simétrica. Se consideramos que DT}, j = 1,...,c e DP(x) son subconxuntos
difusos, podemos medir a similitude entre DT e DP(x) e expresar as funciéns de soporte
do ensemble como

1 L ¢

i) = 1= = S S ma{min{ DT (i, ), (1 — dis(x))}, min{(1 = DT3(i, k), di ()}
=1 k=1

Exemplo 3.4. Sexan ¢ = 2, L = 3 e os modelos de decision DT; e DT, asociados a wy € wo

respectivamente,
0.6 04 0.3 0.7
DTy = 10.8 0.2, DIy = (04 0.6
0.5 0.5 0.1 09

Asumimos que o perfil de decisién do obxecto x é

0.3 0.7
DP(x)= 0.6 0.4
0.5 0.5

As funcioéns de soporte do ensemble que miden a similitude entre DP(x) e DT e DT, son as

seguintes:

Modelo de decision  pi(x)  pa(x)  Clase
Distancia euclidea 0.9567 0.9333 wy
Diferencia simétrica  0.5000 0.5333 wsq
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3.5. Clasificacion apilada

Sobre o espazo de caracteristicas intermedio poédense empregar calquera tipo de clasificador
(arbores de decision, redes neuronais, maquinas de vectores soporte, etc.). Por exemplo, as mé-
quinas vectores soporte (SVM) pode ser unha opcion mais axeitada que adestrar unha regresion,
xa que estes método busca minimizar directamente o erro de clasificacion en lugar de optimizar

as estimacions das probabilidades a posteriori.

Cando se utiliza un método sofisticado de combinacién, existen varias estratexias 4 hora de

adestrar os clasficadores base e o combinador:

1. Utilizar un s6 conxunto de datos para adestrar os clasificadores base e o combinador. Neste
caso, é conveniente deixar os clasificadores base subadestrados e completar o adestramento
mediante o combinador. Isto permitelle ao combinador corrixir os erros dos clasificadores

base.

2. Utilizar dous conxuntos de datos para adestrar os clasificadores base e o combinador. Neste
caso, os clasificadores base pédense sobreadestrar e utilizar o combinador para corrixir o

Sesgo.

Dietrich et al. [2] proponen unha division do conxunto de adestramento en dous conxuntos
parcialmente superpostos. Sexa Z o conxunto de adestramento, R, o conxunto de adestramento e
T, o conxunto de test, de modo que R|JT = Z. O conxunto de adestramento R pddese dividir en
dous subconxuntos R; e Rz de tal xeito que Ry | J R2 = R. Os clasificadores base adestraranse con
R; e o combinador con Ry. Se Z é pequeno e Ry U Ry = (), pode dar lugar a que o adestramento
dos clasificadores base e do combinador sexa demasiado pobre e a que as estimacions mediante
o conxunto de test non sexan boas. Para remediar isto, podemos introducir un pardmetro p que

controla a superposicién entre R; e Ro:

_ |R1 ﬂRQ’
|Ra|

onde |.| denota a cardinalidade do conxunto. Para p = 0, R; e Ry son disxuntos; para p = 1, R;
e Ry son idénticos. Os autores atoparon que un valor intermedio de p = 0.5 ofrece mellores resul-
tados, o que suxire a necesidade dun compromiso cando o conxunto de datos Z é relativamente

pequeno.

A clave & hora de escoller un método de combinacion dos clasificadores base esta en entender
e analizar as condicions especificas de cada problema. O tipo de datos, o tamano do ensemble, a
homoxeneidade, diversidade e estratexia de construcion son algins dos factores que debemos ter

en conta & hora de escoller o combinador axeitado. No seguinte exemplo ponemos de manifesto
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un caso no que é méais axeitado un combinador non adestrable, como o é o método da media,

que un clasificador sofisticado como método de combinacion.

Exemplo 3.5. Consideremos o conxunto de datos Wine Quality Red obtido do repositorio UCT
Machine Learning Repository. O conxunto de datos contén 1599 obxectos con 11 variables de
entrada continuas e unha variable de saida que indica a calidade do vino. Para o noso caso,
quedarémonos cos obxectos das clases 5, 6 e 7, dando un total de 1518 obxectos. O obxectivo é

reducir o desbalanceo das clases e simplificar o problema.

Para executar as probas utilizaremos o paquete de R caretEnsemble. Este paquete permitenos
adestrar L clasificadores base que poidan ser adestrados con caret e adestrar un clasificador sobre
as saidas dos clasificadores base. Posto que o paquete non permite utilizar conxuntos de datos
distintos para adestrar os clasificadores base e o combinador, limitarémonos a este caso. Como

clasificadores base utilizaremos os seguintes:

rpart: unha arbore de decisién cunha profundidade méxima de 4.

knn: un clasificador k-NN con k = 5.

lda: un clasificador LDC.

gda: un clasificador QDC.

Imos comparar 4 combinadores distintos sobre o ensemble: 3 adestrables e un non adestra-
ble. Para os combinadores adestrables, imos axustar os hiperparametros mediante o método de

validacion cruzada K-fold con K = 10. Os combinadores que imos comparar son os seguintes:

nnet. Unha rede neuronal, onde o ntiimero de capas ocultas e o ntimero de neuréns por capa

seran hiperparametros a axustar.

= glmnet. Unha regresion loxistica regularizada, onde o parametro de regularizacién serd o

hiperpardmetro a axustar.

= sumLinear. Unha maquina de vectores soporte lineal, onde o pardmetro de regularizaciéon

serd o hiperparametro a axustar.

= media. Como combinador non adestrable, utilizaremos o método da media.

Dividiremos o conxunto de datos en dias partes, un conxunto de adestramento e un conxunto
de test. O conxunto de adestramento serd o 60 % do conxunto de datos e o conxunto de proba
serd o 40 % restante. O obxectivo é comparar a exactitude dos combinadores sobre o conxunto
de proba. Realizaremos 10 experimentos e calcularemos a media da exactitude obtida en cada
experimento. Ademais, na comparaciéon incluiremos o clasificador base que obtén unha maior

exactitude media no conxunto de proba. Na Taboa [3.3 amosanse os resultados obtidos.
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Combinador Exactitude media
nnet 0.6267

glmnet 0.6257

sumLinear 0.6181

media 0.6311

Mellor clasificador base: Ida 0.6193

Taboa 3.3: Exactitude media obtida con 4 combinadores sobre un ensemble con 4 clasificadores
base.

Observamos que o combinador non adestrable, o método da media, obtén unha maior exac-
titude media no conxunto de proba. Este exemplo pon de manifesto que non sempre é necesario

empregar un combinador sofisticado para obter unha maior exactitude.

A hora de desefiar un ensemble, o combinador non ¢é a tnica decisiéon que se debe tomar.
Neste caso, adestraronse todos os clasificadores base e o combinador co mesmo conxunto de
datos. Unha estratexia que se poderia empregar para mellorar os resultados consiste en sesgar
os clasificadores base adestrandoos cunha parte do conxunto de datos e tratar de corrixir o sesgo
mediante o combinador. Outra posibilidade seria dividir o conxunto de datos en duas partes,
unha para adestrar os clasificadores base e outra para adestrar o combinador. Isto permitiria
que os clasificadores base se especializasen en diferentes partes do espazo de caracteristicas e o

combinador corrixise os erros dos clasificadores base.



Capitulo 4

Métodos de ensamblado

Nos Capitulos [2] e [3] analizamos as distintas posibilidades para establecer o combinador dun
ensemble. Porén, como xa apuntamos, 4 hora de desenar un ensemble existen outras cuestions que
abordar. Cantos clasificadores deben formar parte do ensemble? Como introducimos diversidade?
Os clasificadores deben adestrarse 4 vez ou secuencialmente? Neste capitulo abordaremos estas
cuestions e presentaremos tres dos métodos de ensamblado mais conecidos: bagging, bosques

aleatorios e adaBoost.

4.1. bagging

O método de bagging (acrénimo de Bootstrap AGGregatING) consiste en combinar L clasi-
ficadores base adestrados con diferentes subconxuntos do conxunto de datos. Como combinador

utilizase o voto por maioria.

Nun ensemble, se todos os clasificadores se adestran co mesmo conxunto de datos, correse
o risco de que os clasificadores base estean altamente correlacionados. Ante este escenario, por
moi sofisticado que sexa o combinador, a exactitude do ensemble sera limitada. Desta maneira, o
método de bagging busca introducir diversidade utilizando conxuntos de adestramento diferentes

para os clasificadores do ensemble.

Idealmente, os clasificadores deberian ser adestrados en mostras independentes da distribu-
cion orixinal dos datos. Posto que na practica, isto non é posible, os conxuntos de adestramen-
to deben ser construidos mediante mostraxe con reemprazamento a partir conxunto de datos
Z = {z),...,zy}. Para conseguir a diversidade deste xeito ¢ fundamental que os clasificadores
base sexan inestables, é dicir, as saidas dos clasificadores deben ser sensibles a pequenos cambios

no conxunto de datos.
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Como vimos no Capitulo[2] o método do voto por maioria é 6ptimo cando os clasificadores base
son independentes e tenen a mesma exactitude. O método de bagging constriie L clasificadores
independentes adestrando os clasificadores con subconxuntos distintos do conxunto de datos.
Na préactica, é dificil conseguir que os clasificadores sexan independentes, pois os conxuntos
de adestramento de cada clasificador obténiense a partir do mesmo conxunto de datos. Porén,
incluso no caso de adestrar os clasificadores mediante mostras independentes da distribucion real
dos datos, as saidas dos clasificadores estarian correlacionadas igualmente. No seguinte exemplo

ponemos de manifesto isto tltimo.

Exemplo 4.1. Suponamos que temos o conxunto de datos, Z, amosado na Figura Este
conxunto de datos estd formado por 500 obxectos con duas caracteristicas, é dicir, z; € R?,
j=1,..., N. Utilizaremos 100 obxectos para o conxunto de adestramento e os outros 400, como
conxunto de test. Imos asumir que conecemos a distribucién dos datos, de modo que os puntos
da clase vermella son aqueles que 1 < 1 e xo <1 oux; > 1e xo > 1, mentres que os puntos da

clase azul son aqueles que 1 < lexg >1louz; >1exe < 1.
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Figura 4.1: Conxunto de datos de adestramento (esquerda) e conxunto de datos de proba (dereita)
para o exemplo de bagging.

Consideraremos un ensemble co método de ensamblado bagging con L = 5,10, ...,30 cla-
sificadores base e co voto por maioria como método de combinaciéon. Como clasificadores base
empregamos LDC. O propoésito deste exemplo consiste en comparar o aumento da correlacion
entre as saidas dos clasificadores do ensemble ao utilizar mostras con reemprazo do conxunto de
datos de adestramento en lugar de mostras independentes da propia distribucién dos datos. Ade-
mais, veremos como a correlaciéon entre as saidas dos clasificadores afecta ao erro de clasificacién

do ensemble.
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A correlacion entre dous clasificadores do ensemble, D; e D; pédese medir do seguinte xeito:

NllNOO _ N10N01
Pij = ’
J V(N4 NT0)(NTT 1 NOT)(N00 - N10)(N0O 4 NOT)

onde N & o ntimero de obxectos clasificados correctamente polos dous clasificadores, N%° é o
namero de obxectos clasificados incorrectamente polos dous clasificadores, N'° & o ntmero de
obxectos clasificados correctamente polo primeiro clasificador e incorrectamente polo segundo
clasificador e N°! ¢ o niimero de obxectos clasificados incorrectamente polo primeiro clasificador
e correctamente polo segundo clasificador. Para obter un sé valor para cada ensemble, calculamos

a media da correlacion entre todos os pares de clasificadores.

Na Figura amoésanse os resultados obtidos. Para cada tamamio de ensemble, xeramos
aleatoriamente 10 conxuntos de datos con 500 obxectos. Para cada experimento, calculamos a
media da correlacién entre os clasificadores do ensemble e do erro de clasificacion. Na Figura
[4:24] obsérvase o comportamento esperado: a correlacion entre os clasificadores é maior cando
se utilizan mostras con reemprazo do conxunto de datos de adestramento, en lugar de mostras
independentes da distribuciéon real dos datos. Cabe resaltar que a correlacion dos clasificadores
adestrados con mostras independentes non é nula, o que pon de manifesto que os clasificadores

tamén poden ser dependentes neste caso.

Podemos interpretar a correlacién entre as saidas dos clasificadores como unha medida in-
versamente proporcional 4 diversidade do ensemble. Asi, na Figura obsérvase que o erro de

clasificaciéon do ensemble é menor cando o ensemble ten mais diversidade.
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Figura 4.2: Correlaciéon e erro de clasificacién para un ensemble con método de ensamblado
bagging utilizando mostras con reemprazamento do conxunto de datos e mostras independentes.
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4.1.1. Bosques aleatorios

Os bosques aleatorios son un caso particular de bagging no que os clasificadores base son
arbores de decision. A diferenza do bagging, tal e como o presentamos na secciéon a diversi-
dade nos clasificadores base dun bosque aleatorio introdicese mediante a selecciéon aleatoria dun
subconxunto das caracteristicas. Desta maneira para cada arbore de decision que forma parte
do ensemble escollese un subconxunto .S de m caracteristicas de xeito aleatorio. Un valor tipico

para m é /n, onde n é o niumero de caracteristicas.

Desta forma, cada arbore de decisiéon do ensemble atende soamente a un subconxutno das
caracteristicas. Isto axuda a reducir a correlacién entre os clasificadores base e a aumentar a

diversidade do ensemble.

4.2. AdaBoost

A idea principal detras de adaBoost (acrénimo de ADAptive BOOSTing) é engadir clasifica-
dores base secuencialmente ao ensemble, de xeito que cada clasificador k se adestre de forma que
corrixa os erros dos k — 1 clasificadores anteriores. Para isto, o clasificador que se une ao ensemble
na iteracion k adéstrase nunha mostra do conxunto de adestramento seleccionada cunha distri-
bucién onde os elementos clasificados erroneamente nas iteracions anteriores do adestramento
tefien maior probabilidade. Na primeira iteracion é habitual que a distribucion sexa uniforme. A
medida que se engaden clasificadores base, a distribucién vai cambiando de xeito que os obxec-
tos mal clasificados tenen unha maior probabilidade de ser seleccionados para formar parte do

conxunto de adestramento dos seguintes clasificadores.

Na Figura [£.3] amosase o algoritmo de adestramento de AdaBoost.M1. A distribucion coa que
se constriie o conxunto de datos en cada iteracion vén determinada por w”. Inicialmente, para
que todos os obxectos do conxunto de datos tenan a mesma probabildiade de ser seleccionados,
establécese wjl- =1/N,j=1,...,N. En cada iteracién, a distribucién w* actualizase en funcion

dos erros cometidos polo clasificador Dy.

Unha vez adestrado o ensemble, o valor da funcién de soporte para un obxecto x ven deter-

minado por:
Lo
p(x) = ; mI(Dk(X) = wt),

onde S é o peso asociado ao clasificador Dy obtido na iteracion k e I(Dy(x) = w;) toma o valor
1 se o clasificador k propén a clase w; e 0, noutro caso. Noutras palabras, simase o logaritmo da

inversa dos pesos dos clasificadores que predicen correctamente a clase w; para o obxecto x.
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4.2.1. Cota superior do erro de adaBoost

Freud e Schapire [4] demostraron que o erro de clasificacion do ensemble de adaBoost pode ser
acotado en funcién do erro de clasificacion dos clasificadores base e do ntimero de clasificadores

que forman parte do ensemble.

Teorema 4.2. Sexa Q = {wi,...,w.}. Sexa € o erro do ensemble durante o adestramento e €;,
i=1,...,L o erro do clasificador D; obtido a través da Ecuacion (4.1), con €; < 0.5. Enton,

L
€< QLH Vei(l —e).
i=1

Segundo aumentamos o tamano do ensemble mediante clasificadores cun erro inferior a 0.5,
o erro do ensemble de adaBoost aproximase a cero. Un dos feitos que fan que adaBoost sexa un
algoritmo popular para problemas de clasificacion é precisamente a rapidez coa que se reduce o

erro do ensemble no conxunto de adestramento.
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ADABOOST.M1
Sexa Z = {z1,...,zy} o conxunto de datos de adestramento, o algoritmo ADABOOST.M1
constrie un ensemble de clasificadores mediante a iteraciéon dos seguintes pasos:

1. Escoller o tamano do ensemble, L e o tipo de clasificadores que formaran parte del.

2. Establecer os pesos w = {wj{, ..., wk}, wjl» €[0,1] e Zévzl w} = 1. Habitualmente

J
wj=1/N,j=1,..,N.
3. Parak=1,..,L:

1. Obter a mostra S a partir da distribucion w”.

2. Adestrar o clasificador Dj, coa mostra Sj.

3. Calcular o erro do ensemble ponderado do paso k como:
N
€k = walf, (4.1)
i=1

onde lf =1 se z; ¢ clasificado incorrectamente polo clasificador Dy, e lf = 0 en caso
contrario.

4. En funcion do valor de e, actualizar os pesos wr*1:

k
J
2. Se € > 0.5, ignorar Dy, reinicializar os pesos w

a 1/N e continuar.

k
J

1. Se €, = 0, entén reinicializar os pesos w
a 1/N e continuar.
3. Noutro caso, Calcular

Bp=—%_ ¢ €(0,05),
1— ¢

e actualizar os pesos individuais:

k
Kk p(1=1)
k1 wiby
wi = =,
ZN le(l_lj)
i=1 Wi Py,

5. Devolver D = {D,...,Dr} e {p1,..., 8L}

j=1,..,N.

Figura 4.3: Algoritmo de adestramento do ADABOOST.MI1.
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Conclusions

Neste traballo estiidanse distintos métodos para combinar saidas de clasificadores, xa sexan
prediciéns ou valores continuos, e preséntanse tres métodos de ensamblado: bagging, bosques

aleatorios e adaBoost.

Con respecto aos métodos de combinacién de predicions, cada un deles é 6ptimo baixo de-
terminadas asuncions. Ainda que na préactica estas condiciéns de optimalidade non sempre se
cumpren, un método non 6ptimo pode ser preferible a outro, dependendo da calidade das esti-
maciéns dos parametros. Isto depende, principalmente, do tamano do conxunto de datos e de se

o conxunto de datos segue ou non a distribucién real dos datos.

Cando as saidas dos clasificadores do ensemble son valores continuos, existen numerosas
formas de combinalas, que van desde métodos non adestrables, como calcular a media ou a
mediana, ata métodos mais complexos, como empregar outro clasificador para combinar as saidas.
De novo, o nimero de parametros a estimar do método de combinacién é un factor importante

a ter en conta & hora de elixir un método de combinacién.

A pesar de que o método de combinacién é unha das elecciéns mais importantes &4 hora de
construir un ensemble, existen outros factores que poden determinar o rendemento do ensemble.
Por exemplo, os bosques aleatorios son un dos métodos mais utilizados nos tltimos anos en
problemas de clasificacion de diferentes d&mbitos. Estes métodos empregan clasificadores base
sinxelos, como son as arbores de decisién, e utilizan como método de combinacién o voto por
maioria. Por outra banda, adaBoost adestra os clasificadores do ensemble de forma secuencial, e

utiliza como método de combinacién un método non adestrable.

En resumo, cada método presenta vantaxes e desvantaxes que dependen do problema de
clasificacion especifico a resolver. Os bosques aleatorios destacan pola sta simplicidade e robustez,

mentres que adaBoost ofrece a vantaxe de adaptar o peso dos clasificadores en funcién dos erros

95
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previos. Polo tanto, a elecciéon do método de combinacién e do resto das cuestions que afectan 4
construcién do ensemble deben facerse considerando as caracteristicas especificas do problema a

resolver.



Anexo A

Comparacion de métodos de
combinacién de prediciéons de

clasificadores

Neste exemplo veremos como afectan as suposiciéns sobre os clasificadores base na exactitude
e optimalidade dos métodos de combinacién vistos no Capitulo [2| Inicialmente, construirase un
ensemble no que clasificadores base cumpran os requisitos para que o método de voto por maioria
sexa o Optimo. Para simplificar o exemplo, as clases seran equiprobables, polo que o método de
voto por maiorfa non terd ningin pardametro adestrable. Comprobaremos que, neste caso, a
exactitude empirica do ensemble coincide coa exactitude teérica do método de voto por maioria
calculada mediante a Ecuacién .

Iremos facendo variaciéns sobre os clasificadores de modo que se deixen de cumprir as con-

diciéns de optimalidade. Definiremos 5 situaciéns diferentes:

1. Os clasificadores base son independentes e tefien a mesma exactitude. O método de voto

por maioria é o 6éptimo.

2. Os clasificadores base son independentes, tefien exactitudes distintas. O método de voto

por maioria ponderado é o 6ptimo.
3. Os clasificadores base son idependentes. O método de Naive Bayes é o 6ptimo.
4. Os clasificadores base son dependentes. O método de BKS é o 6ptimo.

5. Os clasificadores base son dependentes e hai escaseza de datos. O método de BKS é o

o6ptimo, mais veremos como afecta a escaseza de datos na exactitude empirica.

En cada unha das situaciéns calcularemos a exactitude empirica dos métodos. Para isto,

o7
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realizaremos 100 experimentos nos que xeraremos un conxunto de datos con 2 clases e 3 variables.
O conxunto de datos tera 1000 obxectos de cada clase que seréan xerados mediante distribuciéns
normais. Utilizaremos 500 obxectos de cada clase para construir un conxunto de adestramento,
e os 500 obxectos restantes para construir un conxunto de test. A exactitude empirica serd a

media da exactitude dos 100 experimentos.

A.1. Situacién 1: Clasificadores base independentes e con igual

exactitude

Inicialmente, xeraremos os datos de modo que o método de voto por maioria sexa o 6ptimo.

Para iso, empregaremos dias distribuciéns normais cos seguintes parametros:

1 100
w=l-1], Si=lo 1 0|,
1 00 1
1 100
=111, S2=1l0 1 0
1 00 1

Imos empregar tres clasificadores base independentes condicionado a cada clase wy e con
exactitudes p idénticas. Para isto, empregaremos clasificadores lineais que separen o espazo en
dias rexions. Os puntos que queden nunha rexién seran clasificados como wq e os que queden na

outra rexion seran clasificados como wo.

Para conseguir que os clasificadores sexan independentes, cada clasificador soamente utilizara
unha variable para realizar a clasificacion. Como as variables z;, ¢ = 1,2, 3 son independentes,

os clasificadores seran independentes.

Por outro lado, para lograr que tenan exactitudes idénticas, situaremos o hiperplano de
decisién no punto medio entre as medias das clases. Vexamos que deste modo, efectivamente se
cumpre que P(s; = wg|wg) = p, i = 1,2, 3 para cada clasificador. Vexdmolo para D; o clasificador
que atende & primeira das variables, ;. Para Dy e D3, o razoamento é analogo. Posto que as
primeiras componentes (as asociadas a 1) de pj e ug son -1 e 1, respectivamente, o hiperplano

de decisién situarémolo en x1 = 0. Asi, o clasificador D1 clasificara os obxectos como wq se z1 < 0
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e como wy se x1 > 0. Asi,

P(s; = wi|w)) = P[X <0] ~0.841, X ~ N(—1,1),

P(s1 = wylw1) = P[X > 0] % 0.159, X ~N(-1,1), (A.1)
P(s1 = walws) = P[Y < 0]~ 0.159, Y ~ N(1,1),

P(s1 = wilwg) = P[Y > 0] =~ 0.841, Y ~ N(1,1).

Polo tanto, a exactitude do clasificador Dy é do 84.1 % independentemente da clase a que
pertenza o obxecto. Na Figura[A.T] amosamos os hiperplanos de decision dos clasificadores Dy e
D.

Fronteiras dos clasificadores Dy e Do Fronteiras dos clasificadores Dy e Ds

o(Clase 1 T T — oClase 1
oClase 2 oClase 2

Variable x9
Variable x3

Variable x; Variable x7

Figura A.1: Hiperplanos de decision dos clasificadores Dy e Do (esquerda) e Dy e D3 (dereita)
para a situacion 1.

Nun contexto de clasificacién binaria e, baixo as condiciéns que fan que o método de voto
por maioria sexa Optimo, podese calcular a exactitude do ensemble mediante a Ecuacion ([2.4)).
Asi, dado p =0.841, L =3¢ L%J + 1 = 2, a exactitude do ensemble empregando o método de

voto por maioria é

3
3
Pens = Y, <m>pm(1 —p)* " =3-p*(1—p) +p* = 0.8417 - 0.159 + 0.841% ~ 0.932.

m=2

A Téaboa[A ] amosa as exactitudes medias obtidas mediante os diferentes métodos ante as 5
situaciéns con diferentes condiciéns de optimalidade. A primeira columna correspéonde 4 situacion
na que o método de voto por maioria é o 6ptimo. Obsérvase que a diferencia entre a exactitude

empirica do ensemble e a exactitude tedrica do método de voto por maioria é do 0.1 %. Ademais,
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posto que o conxunto de adestramento ten suficientes datosﬂ a estimacion dos parametros dos
métodos adestrables ¢ fiable e a exactitude empirica destes métodos é similar & exactitude teorica.
Na situacién 5 veremos como a escaseza de datos de adestramento afecta en maior medida aos

métodos con un maior ntimero de pardmetros.

A.2. Situacién 2: Clasificadores base independentes e con distinta

exactitude

Neste caso empregaremos os mesmos 3 clasificadores que no caso anterior, mais modificaremos
a matriz de covarianzas de modo que a varianza das variables 2 e 3 sexan maiores. As novas

matrices de covarianzas son

1 00 1 00
1=10 4 0[,%=10 4 0
0 09 0 0 9
Fronteiras dos clasificadores Dy e Do Fronteiras dos clasificadores D1 e D3
T oClase 1 10l —oClase 1
D, oClase 2 oClase 2
51 L © ]
5 [ |
[\ o
8 g
e 2 D3
Q = 0
.8 8
z 3
> =
—5] |
—10 L ! L
-10 5 10
Variable x1 Variable x1

Figura A.2: Hiperplanos de decision dos clasificadores Dy e Do (esquerda) e Dy e D3 (dereita)
da situacion 2.

Na Figura amosamos os hiperplanos de decisiéon dos clasificadores D1 e Dy e D3. Obser-
vamos que agora a dispersion das variables 2 e 3 é maior, polo que a exactitude dos clasificadores
Dy e D3 dimintie. Calculando de forma analoga 4 Ecuaciéon , obtemos que as exactitudes
dos clasificadores D1, Do, D3 son p; = 0.841, po = 0.691, p3 = 0.631. Na segunda columna da

1O conxunto de adestramento contén 500 obxectos de cada clase. Nun problema mais complexo, poderia ser
necesario un conxunto de adestramento mais grande.
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Taboa [A ] observamos que a exactitude do método de voto por maioria é inferior 4 exactitude
do resto dos métodos. Isto débese a que non se cumpre unha das asunciéns deste método, o que

infliie negativamente na exactitude do ensemble.

O feito de que as exactitudes dos métodos na segunda columna da Téboa[A T]sexan inferiores
4s da primeira columna débese a que agora Do e D3 tefien unha exactitude inferior. Polo tanto,

é razoable que a exactitude do ensemble se vexa afectada.

A.3. Situacion 3: Clasificadores base independentes

Neste caso, xeramos os datos coas mesmas distribuciéns normais que na situacién 2, mais
agora modificamos os hiperplanos de decision dos clasificadores. Para iso, situaremos o hiperplano
de decisiéon de Dy en 1 = 0.75, o de Dy en 29 = —0.25 e 0 de D3 en x3 = 2. Asi, por exemplo,
D3 seré un clasificador que predi case sempre a clase w;. Na Figura[A-3]amosamos os hiperplanos

de decision dos clasificadores Dy e Dy e Ds.

Fronteiras dos clasificadores Dy e Dy Fronteiras dos clasificadores D1 e Dsg
"oClase 1 10l —oClase 1
oClase 2 oClase 2
5 - |
& ] g Ds
2 <
2 : z o) 1
e e
> | >
| —5| 8
! ! —10 L1 ! L
4 6 —10 5 10
Variable x1 Variable x

Figura A.3: Hiperplanos de decision dos clasificadores D; e Da (esquerda) e Dy e D3 (dereita)
da situacion 3.

Na terceira columna da Taboa[A ] obsérvase que a exactitude do método de voto por maioria
e de voto por maioria ponderado é inferior 4 exactitude do método de Naive Bayes. Isto débese
a que estes asumen que as exactitudes de cada clasificador base para cada clase son iguais, algo

que nesta situacién non se cumpre.
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A.4. Situacién 4: Clasificadores base dependentes

Neste caso, xeraremos os datos coas mesmas distribuciéns normais que na situacion 2 e 3,
mais agora introduciremos dous clasificadores méis. D4 dependera da variable z1, igual que Dy,
e D5 dependeré da variable xo, igual que Ds. Establecerase o hiperplano de decisiéon de Dy en
1 =2 e ode D5 en 9 = —1. Deste xeito, existird unha relacién de dependencia entre D1 e Dy
e entre Dy e D5. Na Figura [A-4] amosamos os hiperplanos de decision dos clasificadores Dy, Da,
Dg, D4 (§ D5.

Fronteiras dos clasificadores D1, Dy, Do e Dsg Fronteiras dos clasificadores D1, D4 e D3
"oClase 1 10l —oClase 1
oClase 2 oClase 2
| 5l h
) . & Dy
2 <
2 . z 0 ]
e e
- | >
| =51 8
! ! —10 L1 ! L
4 6 —10 5 10
Variable x Variable x

Figura A.4: Hiperplanos de decision dos clasificadores D; e Dy (esquerda) e Dy e D3 (dereita)
da situacion 4.

Na cuarta columna da Taboa [A7] obsérvase que a exactitude do método BKS é maior que a
exactitude de todos os demais métodos. Ademais, a exactitude deste método non se ve afectada
ao engadir dous clasificadores pouco precisos e que apenas aportan informaciéon. Isto amosa a
robustez do método BKS ante a presenza de clasificadores dependentes con suficientes datos para

estimar os parametros.

A.5. Situacién 5: Clasificadores base dependentes e escaseza de

datos

Por ultimo, imos reducir substancialmente o tamano do conxunto de adestramento. Soamente
imos empregar 50 obxectos de cada clase para adestrar os clasificadores co obxectivo de analizar

como inflae a escaseza de datos na exactitude dos métodos.
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Na quinta columna da Téboa obsérvase que a exactitude do método BKS ¢é a que méis se
ve afectada pola escaseza de datos e que é inferior & exactitude dos demais métodos. Isto débese
a que o método BKS ten un maior nimero de parametros que os demais métodos, polo que
necesita un conxunto de adestramento méis grande para estimar os pardmetros con exactitude.
Ademais, o iinico método que non se ve afectado pola escaseza de datos é o método de voto por

maioria, xa que é un método non adestrable.

Esta situacion exemplifica que, ante un problema con poucos datos, a estimaciéon dos paré-
metros debe ser a principal preocupacién e que un método con menos pardmetros, como Naive

Bayes, pode ser preferible ainda que a sta asuncion de optimalidade non se cumpra.

Téaboa A.1: Estimacién da exactitude dos métodos de combinacion prediciéns de clasificadores
ante 5 situaciéons con condicions distintas de optimalidade.

Método 1 2 3 4 5

Voto por maioria 0.933 0.816 0.768 0.767 0.767

Voto por maioria ponderado 0.933 0.843 0.774 0.781 0.763

Naive Bayes 0.933 0.843 0.808 0.797 0.779

BKS 0.933 0.841 0.808 0.809 0.757
Cabeceiras das columnas:

1. p igual.

2. p; especifica para cada clasificador.
3. Matrices de confusion distintas.

4. Clasificadores dependentes.

5. Escaseza de datos.
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