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Resumo

Neste traballo trataranse as formulas de cuadratura de tipo interpolatorio-polinémico. Pri-
meiro realizase unha breve introducién, na que se motiva o seu uso e se definen unha serie de
conceptos que se empregaran ao longo do traballo, para despois profundar no seu estudo. Inicial-
mente, veranse as formulas de Newton-Cotes, nas que os nodos de cuadratura estan igualmente
espaciados, para despois pasar 4s formulas de Gauss, nas que se realiza unha escolla 6ptima dos
nodos de cuadratura para cada caso concreto co fin de minimizar o erro cometido. Ao longo do
traballo compararanse ambos tipos de formulas, e tratarase de ver cal é preferible usar dependen-
do do problema a resolver. Finalmente, tras ver en profundidade os métodos anteriores, realizase
unha pequena introducién & extrapolacién numérica e falase da integracion de Romberg. Este
método, a pesar de non ser de tipo interpolatorio-polinémico, fai uso de certo tipo de féormulas

de Newton-Cotes para obter unha aproximacién inicial que despois é mellorada.

Abstract

In this work we will address the quadrature formulas of interpolatory-polynomial type. At
first, it is made a brief introduction in which its use is motivated and a series of concepts that
will be used along the work are defined, and then they will be studied in more detail. Initially, we
will see the Newton-Cotes formulas, in which the quadrature nodes are equally spaced, and then
move on to the Gaussian formulas, in which it is made an optimal choice of the quadrature nodes
for each specific case in order to minimize the error. Throughout the work both types of formulas
will be compared, and we will try to see which is preferable to use depending on the problem to
be solved. Finally, after looking in depth at the previous methods, it is made a brief introduction
to numerical extrapolation, and Romberg integration is addressed. This method, although it is
not of the interpolatory-polynomial type, makes use of certain types of Newton-Cotes formulas

to obtain an initial approximation which is then improved.
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Introducién

O calculo da integral de determinadas funciéns pode resultar un proceso complexo empre-
gando os métodos tradicionais de integracion que derivan do Teorema Fundamental do Célculo.

Isto débese principalmente a tres motivos.

1. Que non exista unha expresion analitica da funcién e que tnicamente se dispofia dunha

taboa dos valores que toma en certos puntos.
2. Que a primitiva da funcién resulte dificil de calcular.

3. Que a primitiva non se poida expresar a través de funcions elementais, e que polo tanto

non se poida calcular.

E nestes casos cando xorde a necesidade de empregar un método alternativo para realizar este

proceso de integracion.

Dito método consiste en expresar a integral mediante sumas finitas que se obtefien a partir
dunha particién de puntos apropiada do intervalo de integracién correspondente. Esto é o que se
conece como formulas de cuadratura numérica. Neste traballo trataranse as cofiecidas como de

tipo interpolatorio-polindmico.

No primeiro capitulo, ademais de introducir as férmulas de cuadratura numérica de tipo
interpolatorio-polinémico, falarase sobre a familia das formulas de Newton-Cotes. Estas carac-
terizanse porque a particién do intervalo integracién se toma de modo que os puntos estean
distribuidos de forma equidistante. A principal vantaxe que se vera é o facil que resulta obtelas,

pois en moitos caos xa estan predeterminadas.

No segundo capitulo trataranse as formulas de Gauss. Estas diferéncianse das anteriores en
que os puntos que definen a particion do intervalo de integracion se toman como os éptimos para
o caso particular no que se estea a traballar. Isto vai facer que a aproximacién obtida neste caso
sexa mellor ca a que se ten coas formulas de Newton-Cotes. Pola contra, o proceso das féormulas
de Gauss ¢ habitualmente méis complexo, pois 0 método de obtencién dos puntos que definen a

particion pode complicarse dependendo da funcién e o intervalo do que se dispona.

XI
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Por dltimo, faise unha pequena introducion a formulas de extrapolacién numérica e tratase a
integracion de Romberg. Para obter estas formulas de cuadratura aplicase un método de extra-
polaciéon conecido como extrapolacion de Richardson a certo tipo de formulas de Newton-Cotes

para de mellorar a aproximacién obtida inicialemnte.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Foérmulas de tipo interpolatorio-polinémico

Considerarase unha funcion real e integrable f definida sobre un intervalo [a,b] pechado e

b
acotado. A sta integral serd denotada por I(f) = / f(z)dx.
a

As formulas de cuadratura numeérica son da forma
n
L(f) =) oif(wi). (1.1)
i=0

Determinanse escollendo unha particién axeitada do intervalo [a,b] dada por n + 1 puntos di-
ferentes, conecidos como nodos de cuadratura, que se denotan por x, ..., Z,, € que deben estar

ordenados de modo que zg < ... < xp.

Na expresion (1.1) os valores f(x;) son cofiecidos para todo i = 0,...,n, € a; son 08 pesos
da férmula de cuadratura. Estes altimos, son coeficientes que se deben determinar previamente
para todo i = 0, ..., n. Nesta aproximacion de I(f) cométese un erro E,(f), cofiecido como erro

de cuadratura, que se define como a diferenza

En(f) = I(f) = In(f) (1.2)

Polo tanto, o valor da integral I(f) é igual a

I(f) =) cif (i) + En(f).

1=0

Neste traballo trataranse principalmente as férmulas de cuadratura de tipo inéerpolatorio-polinémico.

Definicion 1.1. As férmulas de cuadratura de tipo interpolatorio-polinédmico son aquelas nas

que se emprega un polinomio de interpolacién p, para aproximar o valor da funciéon f. Deste

1



2 1. Preliminares

b b
modo, reempléazase o célculo da integral I(f) = / f(x)dx polo de / pn(x)dz, de modo que se
a a

considera a seguinte aproximacion para a integral:

/a ’ f(2)dz ~ / bpn(x)dx.

A principal vantaxe deste tipo de formulas é a que a integracion de polinomios é un proceso

que, polo xeral, non require de calculos demasiado complexos.

Notese ademais que o erro de cuadratura, que xa se definiu na expresion (1.2), se pode

reescribir nas férmulas de tipo interpolatorio-polinémico como segue:

b
En(f) = I(f) — L(f) = / (f(2) - pala))dr,

é dicir, como a integral do erro cometido na interpolacién da funcion f.

Fixados n + 1 nodos calesquera situados sobre o intervalo [a, b], tomarase como polinomio de

interpolacién p, o polinomio interpolatorio de Lagrange relativo a eses n + 1 nodos.

Definicion 1.2. O polinomio interpolatorio de Lagrange relativo a n + 1 puntos, calctilase me-

diante

n
pa(@) = 3 Fl@a)li(a),
i=0
onde [;(x) é o polinomio caracteristico de Lagrange asociado ao nodo x;, que se define como

()= [ =2 (1.3)

Ti— T
k0 1 k
i

Para cada funcién f e conxunto de n + 1 puntos, existe un tUnico polinomio interpolatorio de
Lagrange que cumpre esta definicién. Pédese ver a proba deste resultado, por exemplo, en Stoer
e Bulirsch (2010).

A partir deste polinomio, a formula de cuadratura para o célculo da integral I(f) podese

reescribir como
b N n b
In(f):/ Zf(a:i)li(:v)dx:Zf(:ci)/ li(z)dz. (1.4)
@ =0 i=0 a

n
Notese que esta formula ten a forma I,,(f) = Zaif(mi), onde z; son os nodos de cuadratura e

i=0
b
a; = [ li(x)dx son os pesos para cada i = 0, ...,n, polo que claramente ¢ do tipo intepolatorio-

a
polinémico. De acordo con esto, obtense un método para o calculo dos pesos de cuadratura a
través da integraciéon dos polinomios caracteristicos de Lagrange asociados a cada un dos nodos.

Mbéstrase a continuacién un exemplo que ilustra proceso.
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Exemplo 1.3. Cdlculo dos pesos de cuadratura empregando os polinomios caracteristicos de
Lagrange para unha férmula de cuadratura de dous nodos nun intervalo [a,b).

Considéranse os nodos de cuadratura xg = a e 1 = b. Polo tanto, os pesos calcilanse como

b b b
- -b
aoz/ lg(x)dx:/ de:/ T 0 =
a o To—T1 e @—0b

O

de modo que g = a1 = 5
A seguinte definicion sera de gran importancia para determinar como de exacta é unha apro-
ximacion, e poder comparar asi as distintas clases de férmulas de tipo interpolatorio-polinémico

que se veran posteriormente.

Definicion 1.4. O grao de exactitude ou de precision dunha férmula de cuadratura definese
como o maior niimero enteiro positivo r para o cal a féormula de cuadratura é exacta para todo
polinomio de grao < r, ¢ dicir, para o cal E,(z*) = 0 para cada k = 0,1, ..., 7.

n
Teorema 1.5. Unha férmula de cuadratura da forma Zaif(xi) de n 4+ 1 puntos é de lipo

=0
interpolatorio-polindmico se e sé se ten, polo menos, grao de exactitude n.

Demostracion. (=) Dados n+ 1 puntos situados no intervalo [a, b] e unha formula de cuadratura
n

I,(f) = Zaif(xi) de tipo interpolatorio-polinémico, xa se viu que o0s seus pesos se poden
i=0
calcular mediante

b
ai:/ li(x)dz, i=0,...,n,

sendo [; o polinomio caracteristico de Lagrange asociado ao nodo x; para cada i =0, ..., n.
Denotarase P, como o conxunto dos polinomios de grao menor ou igual que n. Como todo
polinomio p € P, de grao n coincide co seu polinomio de interpolacién relativo aos puntos

g, ... , Ty, tense que

plx) =Y pla)li(),
1=0
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b
e polo tanto integrando esto, como «a; = / li(x)dz, queda
a

b n
/ p(z)dx = Z a;p(x;),
a i=0

polo que a férmula é exacta para o polinomio p € P,.

(<) Para probar o reciproco, suporase que a formula é exacta para todo polinomio de P,.

En particular, ten que selo para [, € P, de grao n, e asi:

b n n
/ lk(x)dw = Z azlk(xl) = Za,dkl = O, k= 0, ey n,
@ i=0 i=0

logo a féormula é de tipo interpolatorio-polindmico, xa que os pesos se calculan como se viu en
(1.4). O

Noétese que a través deste resultado, se proporciona un método que permite a obtencién dos

pesos de cuadratura sen calcular a integral dos polinomios caracteristicos de Lagrange, /bli(:z:)dac,
para cada ¢ = 0, ...,n. Dada unha férmula de cuadratura de n + 1 nodos, polo teorema previo,
esta terd grao de exactitude n, e polo tanto serd exacta para todo monomio 2* tal que 0 < k < n.
Polo tanto, se xg, ..., z, son os n + 1 nodos, debe satisfacerse o seguinte sistema linear de n + 1
ecuacions

b
ay +ag+ ...+ ay :/1dx
a

b
aoxy + a1x1 + ...+ anx, = / zdx
a

(1.5)
b
oozl + ozl + ..+ apz, = / x"dx
a
que tamén se pode expresar matricialmente como
Va=d, (1.6)

onde « é o vector de pesos,

con

b
dk:/ iz, k=0,..,n,

e V é a matriz de Vandermonde trasposta:

To T1 - Tp
V= 11(2) 2 e al

o



1.2. Formulas de Newton-Cotes 5

O sistema (1.6) tera solucién tnica se o determinante da matriz V' é non nulo, é dicir, se se

cumpre

det(V) = H (z; — xj) # 0,

1<j<i<n
o cal debe suceder porque os nodos de cuadratura escéllense todos distintos dous a dous.

Empregando os mesmos pardmetros ca no Exemplo 1.3, méstrase a cotinuacién o proceso do

célculo dos pesos de cuadratura empregando o novo método proporcionado polo sistema (1.5).

Exemplo 1.6. Cdlculo dos pesos de cuadratura a través do sistema (1.5).
Os nodos de cuadratura son g = a ¢ x1 = b. O sistema linear mencionado queda neste caso

como

b
oy + o —/ldx—b—a
a

ap a+ arb —/bx dx = b — o’
a 2
Resolvéndoo, vese que os pesos obtidos son
b—a
o) = ] = 5 .
que coinciden cos do Exemplo 1.3. O

1.2. Foérmulas de Newton-Cotes

Dentro das férmulas de cuadratura de tipo interpolatorio-polinémico, estudarase primeiro a
familia das formulas de Newton-Cotes. Caracterizase porque se empregan n+1 nodos distribuidos
de xeito equidistante sobre o intervalo [a, b]. Dado un paso h determinado (que se define como a
distancia entre dous nodos), calculanse como x; = z¢ + ih, para cada i = 0, ..., n. Existen dous

tipos de formulas de Newton-Cotes dependendo de como se escollan os extremos do intervalo:

= Pechadas: incliense os extremos do intervalo de integracién, polo que se toma zg = a, z, =
beh=(b—a)/nparan>1.

= Abertas: non se inclten os extremos do intervalo de integracion, polo que zg = a+h, z, =
b—heh=(b—a)/(n+2)paran>0.

Proposicion 1.7. Nas férmulas de Newton-Cotes, os pesos de cuadratura sé dependen dos va-

lores de h e de n.

Demostracion. Introdicese o cambio de variable x = U(t) = z + th.
No caso pechado considéranse os nodos x = a + kh para cada k =0, ..., n, e polo tanto

r—xr a+th—(a+kh) t—k

v —xr a+ih—(a+kh) i—k
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Entoén, como para n > 1

0s pesos de cuadratura poédense expresar como

a; = /abli(x)daz: /0n i(t) hdt = h/on wi(t)dt. (1.7)

Polo tanto, a féormula de cuadratura queda como
n n
L) =0y wif(z), w :/ oi(t)dt. (1.8)
i=0 0

Para o caso aberto, considéranse os nodos zx = a + h(k + 1), e denotando os extremos do

intervalo [a,b] por x_1 = a € 41 = b, e co mesmo cambio de variable que antes, os pesos son

n+1
o; =h / @i(t)dt. Asi, a formula de cuadratura neste caso quedara como
-1

n+1

L(f) =h> wif(w), wi:/ ©i(t)dt. (1.9)
=0

-1

n

t—

Tendo en conta que p;(t) = Hi dediicese, por como estan definidos os coeficientes w; en
k=0
ki
(1.8) e (1.9) para cada i = 0,...,n, que no célculo de I,(f) tnicamente se tehen en conta os
valores de h e de n. O

Obsérvese que a proba deste resultado proporciona un novo método para o célculo dos pesos
de cuadratura das formulas de Newton-Cotes, a través da expresion (1.7). O exemplo que se dé a
continuacioén ilustra este proceso. Débese destacar ademais o facil que resulta o calculo dos pesos
mediante este método en comparacién cos vistos anteriormente, polo que tamén se compara co

método que deriva do sistema linear (1.5).

Exemplo 1.8. Cdlculo dos pesos de cuadratura dunha formula de Newton-Cotes pechada con
n=>2.

(a) Mediante a forma proporcionada polo sistema (1.5).

Neste caso h = bfT“, polo que os nodos de cuadratura son xg = a, 1 = CLTH’ e xg = b. Considérase

polo tanto o seguinte sistema de ecuaciéns

b
ag + a1+ as :/1da::b—a
a

b b
ag a+ o +ao b :/;Udm:
a

b2 b b3_ 3
%) &2+a1m+a2 b? I/xQdac: ¢
a

4
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con solucién

(b) Forma proporcionada pola expresion (1.7).

Recérdese que n = 2 e que h = b*T“, polo que os pesos se calculan como

2 2 2
t—1¢t—2 h
=h t)dt = h ——dt = — t—1)(t —2)dt
a0 /o%” /00—10—2 2/0( Jt=2)

_h[t?’_Bt?+2t]2 b—a2_b-a

v 4 3 6

213 2

2 2t-0t-2 2
oq:h/ gol(t)dt:h/ Odt:—h/ Kt — 2)dt =
0 o 1—-01-2 0
2

5o - () -

2 2¢4-0t—1 h [?
=h t\dt = h ———dt = — t(t — 1)dt =
as /Om() /02_12_1 2/0 (t—1)

A2 £ _b-a2_b-a
2103 2), 4 3 6

Claramente, os pesos obtidos coinciden cos de (a). U

Volvendo 4 Proposicién 1.7, o feito de que os pesos de cuadratura das féormulas de Newton-
Cotes 36 dependan de h e de n, implica que, tanto a funcién f como o intervalo de integracion
que se consideren, non tenan relevancia na obtencion destes coeficientes. Isto implica que ditos
pesos poidan ser calculados previamente & aplicacién da férmula de cuadratura. De feito, os
pesos xa estadn predeterminados para moitos valores de n. Moéstranse nas seguinte taboa os
pesos oy nas férmulas de Newton-Cotes para diferentes valores de n, primeiro no caso pechado e

posteriormente no aberto.

n (7)) aq a9 a3 Qy
b—a b—a

Ly =5t 7
b—a 2(b—a) —a

2] 5 3 5

3 b—a 3(b—a) 3(b—a) b—a

8 8 8 8

4 7(b—a)  16(b—a)  6(b—a) 16(b—a)  7(b—a)

90 45 45 45 90

Cadro 1.1: Pesos nas férmulas de Newton-Cotes pechadas
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n Qq o1 (6D) as
0] b—a
b—a b—a
s
9 2(b—a) __b—a 2(b—a)
3 3 3
3 11(b—a) b—a b—a 11(b—a)
24 24 24 24

Cadro 1.2: Pesos nas formulas de Newton-Cotes abertas

Noétese que os pesos son simétricos, é dicir, que, no caso pechado tense que a; = ay,—; para

1=0,...,n—1 e no caso aberto, o; = ap,_; para i =0,...,n.

Ademais, tamén existe a presenza de pesos negativos. No caso aberto, a partir de n = 2 e no
pechado, a pesar de que non se mostra no Cadro 1.1, a partir de n = 8. Isto repercute de forma

negativa nas formulas de cuadratura, xa que da lugar a inestabilidades.

1.2.1. Expresion do erro nas formulas de Newton-Cotes

Xa se viu no Teorema 1.5 que ao aproximar unha integral I(f) a través dunha formula de
cuadratura de tipo interpolatorio-polinémico I,,(f) de n + 1 puntos, non se comete erro se a
funcién f ten grao < mn. O seguinte resultado proporciona a expresion do erro nas férmulas de
Newton-Cotes, no caso de que este exista. Denotarase

n

mn(z) = H(x —x;) = (z —zo)(z — x1) ... (T — p),

=0

onde xq,x1, ..., T, son 08 n + 1 nodos da féormula de cuadratura.

Teorema 1.9. Seza unha funcion f € C""%([a,b]) e unha formula de Newton-Cotes con n par.

O seu erro vén dado pola expresion
Bu(f) = —an 3 ) (), ¢ € (a,) (1.10)
(n+2)! ’ T

de modo que se a formula € pechada

M, = / t m,(t)dt <0,
0

e se € aberta,

n+1
M, = / t m(t)dt > 0.
-1

Sezxa agora unha funcion f € C"([a,b]) e unha formula de Newton-Cotes cun valor impar para

n. O seu erro vén dado por

Ba(f) = mfﬁ)!h"“f("*”(@, £ € (ah), (111)
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de modo que se a férmula é pechada
n
K, = / mn(t)dt <0,
0

e se € aberta
n+1
K, = / T (t)dt > 0.
-1

A demostracion deste teorema podese atopar en Isaacson e Keller (1994).

A partir deste resultado podese deducir o grao de exactitude das formulas de Newton-Cotes
para os casos m par e impar, Xa que non é o mesmo posto, que os seus erros de cuadratura
non se calculan da mesma forma. Por ser as formulas de Newton-Cotes do tipo interpolatorio-
polinémico, xa se viu no Teorema 1.5 que, para n + 1 puntos, o seu grao de exactitude é polo
menos n. Se n é impar, na expresion (1.11) vese que o erro é nulo cando f 1) — 0, polo que a
férmula ten grao de exactitude n, como se acaba de deducir a partir do Teorema 1.5. En cambio,
para o caso n par, razonando de forma analoga a partir de (1.10), dedicese que a férmula ten
grao de exactitude n + 1, xa que, como o erro é nulo para f("*2) = 0, a formula de cuadratura é

exacta para polinomios de grao < n + 1.

1.2.2. Obtencién das formulas de Newton-Cotes

A continuacién moéstranse os casos particulares de formulas de Newton-Cotes pechadas que
se émpregan mais habitualmente na practica. Estédn aplicadas a un intervalo de integracion [a, b]

arbitrario, pechado e acotado.

- Formula do trapecio (n=1)
Neste caso témanse dous nodos xg = a e x1 = b, h = b — a, e 0s pesos de cuadratura son

ap =y = QTH’. A formula de cuadratura resultante é

L(f) = 24 (w0) + f(a)),

2
e, para f € C%([a,b]), o de erro de cuadratura vén dado por
he
El(f) :_ﬁf (5)7 56 (aub)

Esta formula ten grao de exactitude 1.

- Formula de Simpson (n=2)

b—a b—a

Toémanse tres nodos g = a, 1 = “TH’ e x2 = bcon h = 5%, e 0s pesos ap = az = % e
2(b— ) )
a] = % A formula de cuadratura é

B(f) = §[f(0) + 47 (1) + (2]
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e, para f € C*([a,b]), ten erro de cuadratura

ho
Ex(f) = =55/ V(©), €€ (ab).

O grao de exactitutde é 3.

- Formula de Simpson 3/8 (n=3)

Neste caso, témanse catro nodos zg = a, 1 = 2“;6, Ty = %Qb exs =b, h=(b—a)/3, eos
b—a 3(b—a)

pesos de cuadratura son g = a3z = 5%, a1 = ag = =5, polo que a féormula queda como
3h
Ii(f) = g[f(l“o) +3f(21) + 3f(z2) + f(x3)],
que, para f € C*([a,b]), ten erro de cuadratura
3h5

E3<f) = f(4)(£>7 §€ (a7 b)

80
O grao de exactitude é 3.

No seguinte exemplo, compéranse as formulas do trapecio e de Simpson que tefien dous e tres
puntos, respectivamente, para a funcion f(x) = e®. Ademais, tamén se consideran dous intervalos
de integracion de diferentes lonxitudes para mostrar as variaciéns do erro de cuadratura cando

se varian estes dous factores.

Exemplo 1.10. Comparacion das formulas do trapecio e de Simpson para as integrais
2 4

/ etdr e / e*dx:
0 0

2
(a) O valor real da primeira integral é I(f) = / e’dx = 6.38906 e, para as formulas de cuadra-
0

tura consideradas, obtense
Trapecio: I (f) = 1[f(z0) + f(z1)] = €° + €* = 8.38906

Simpson: Io(f) = %[ F(zo) + f(an) + flaa)] = é(eo +del 4 e2) = 6.42073

Pode verse que o erro se reduce considerablemente, pasando de —2 a —0.03167, tomando tnica-

mente un punto mais.

4
(b) No segundo caso, o valor real da integral é I(f) = / e’dx = 53.59815, e para as féormulas
0

de cuadratura consideradas,
Trapecio: I (f) = 2[f(z0) + f(z1)] = 2(e® + €*) = 111.19630

Simpson: I»(f) = %[f(:no) b @) + flas)] = %(60 +4e? 4 ) = 56.76958

Volve reducirse o erro de forma considerable, xa que pasa de —57.59815 a —3.17143. Nesta
ocasion, ao tomar un intervalo de integracién maior, o erro de cuadratura obtido coa férmula de

Simpson segue sendo elevado, polo que seria favorable considerar unha féormula de mais puntos.
0
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No caso aberto, destdcanse os seguintes casos particulares.

- Férmula do punto medio (n=0)

Tense un tnico nodo, zg = 442

T2
[a,b], h = b_T“ e o0 peso é ag = b — a. Entén a formula resultante é

que se calcula como o punto medio do intervalo de integracion

Io(f) = 2hf(x0),

que para C?([a, b]) ten erro de cuadratura

h3
E()(f) = ?f//(€>7 5 S (a7 b)
O seu grao de exactitude é 1.
- n=1
Os nodos de cuadratura son zg = 2“;'1’, T = “E%, h= [’_T”, € 0s pesos ag = a1 = ”_T”, polo que,
para C?([a, b)), a formula ¢
3h 3h3
1) = "5 (f (o) + flan)] + =116, €€ (@d)
con grao de exactitude 2.
- n—2
Os nodos son xy = 3"2'1’, 1= ‘ITH’ e Ty = ‘”f’b, h= bz“, e 08 Pesos ag = ag = 2(b;a) eq = b_Ta.
Polo tanto, para C*([a, b]),
_4h 14R°

I(f) 2f(z0) — f(z1) + 2f (22)] FAE), €€ (ab).

T3 T

Ten grao de exactitude 3.

No Exemplo 1.10 ilistrase un dos principais problemas que xorden cando se empregan as
formulas de Newton-Cotes. Ao considerar intervalos de integracion moi longos, tamén é necesario
considerar moitos puntos no intervalo para unha correcta aproximacién do valor real da integral.
Pero xa se viu que cando o nimero de nodos n é elevado, os pesos «;, ¢ = 0, ..., n poden tomar
valores negativos, e que polo tanto un pequeno erro nas evaluacions f(z;) poida derivar en erros
moi altos na aproximacién da integral, causando asi inestabilidades. Polo tanto, non por aumentar

o nimero de nodos, se vai conseguir converxencia nestas formulas.

E por este motivo polo que, alternativamente a estas, se empregan as férmulas de Newton-
Cotes compostas. A stia obtencion é similar a das simples, pero non é necesario empregar formulas
de graos moi altos para obter unha correcta aproximacién da integral, o que evita as inestabili-

dades mencionadas anteriormente.
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1.3. Foérmulas de Newton-Cotes compostas

A idea principal consiste en dividir o intervalo de integracion [a, b] en m subintervalos de igual
lonxitude, para despois aplicar sobre cada un deles unha férmula de Newton-Cotes de baixa orde

como as que se mencionaron previamente.

Para m > 1 dado, definense m subintervalos de lonxitude H = (b— a)/m mediante os puntos
y; = a+ jH, 7 = 0,...,m. Cada un destes intervalos volvese dividir en n > 1 subintervalos

de lonxitude h = H/n delimitados polos puntos xp = a + kh, k = 0,...,mn. A partir desto, a

/:f(m =§:j/

J
e aproximando cada unha das integrales / f(x)dx mediante unha féormula de Newton-Cotes
Yi—1

integral quedara

pechada de n 4 1 puntos como segue

Yj n
Li(f) = f@)de =" aijf(yj-1 + ih) + Enj(f),

Yj—1 i=0
a formula de cuadratura composta quedara finalmente como

n

nm :Zzazjfy] 1+Zh)

7=111=0

Os pesos «; j son independentes de j, xa que, como antes, s6 dependen de h e de n.

Destacanse os dous casos de férmulas de Newton-Cotes compostas usados méis habitualmen-

te, paran=1en=2.

- Formula do trapecio composta

h—
H:J, h=H,yij=a+jH=2x;, j=0,...,m
m

b m Yj m z
'/mm:z/.mmzz f(2)dz
a j=1"Yi-1 j=17%1
m 3
=S (Bt + i@ - B6)] . g€ @)
j=1
b i m—1 mh3 ,
=5 f(xo)—l—QZ;f(xj)-f-f(-Tm) —ﬁf €3]
. _f() zm_lﬂ )+ 10| -T2, e o)
=5 a+;$j+ D §) & a,0).
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- Formula de Simpson composta

b— H
H = a,h:—,yj:a—l—jH:a—i—ﬂh:xgj, 7=0,....m
m 2
b m ) m T2;
[ t@ae=3" [" swar=Y" [ fa)ds
a j=1 Yj—1 j=1 252

7j=1
mh?
a g[f(xo) +4f(e1) +2f (w2) + . + 2f (w25-2) + 4f (22m—1) + [f22m)] — %f“)(ﬁ)
m m—1
= g fla) + 4Zf(wzj—1) +2 Z fz2i) + f(0)| — bl_Toah‘lf(‘*)(g), ¢ € (a,b).

J=1 J=1

E importante ter en conta o feito de que o erro de cuadratura total que se comete ao integrar
a funcién ao longo do intervalo [a,b] é igual & suma dos erros cometidos en cada un dos m

subintervalos. Tense o seguinte resultado.

Teorema 1.11. Seza unha formula de Newton-Cotes composta con n par. Se f € C""2([a,b]),

b—a M,
(n+2)! (n+2)7+3

Enm(f) = H™2 02 (¢), ¢ € (a,b),

M, = / t m,(t)dt < 0,
0

con grao de exactitude n+1.

Para unha formula de Newton-Cotes composta con n impar, se f € C"1([a,b]),

b—a K,

mnn+2 Hn+1f(n+1)(£>7 g € (a,b),

En,m(f) =

K, = / ()t < 0,
0

e ten grao de eractitude n.

Podese atopar a proba deste resultado en Quarteroni et al. (2000).

No Teorema 1.11 pédese ver claramente que o grao de exactitude dunha férmula de Newton-
Cotes composta coincide co da stia analoga simple. E dicir, no caso impar tefien grao de exactitude

n, € no caso par n + 1.

Cabe destacar que, fixado o valor de n, o erro cometido Ej, ,,,(f) — 0 cando m — oo (ou

equivalentemente, cando H — 0, xa que H = (b—a)/m). Isto asegura a converxencia do método
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ao valor exacto de I(f), xa que en tal caso o erro estard proximo a cero. Recordese que isto
era algo que non ocorria coas féormulas simples, e é esta a principal vantaxe na utilizacion das

férmulas compostas.

Na practica, é conveniente escoller valores baixos para n (habitualmente n < 2), para asi
asegurar que 0s pesos sexan positivos, e que polo tanto, os erros de cuadratura en cada un dos
subintervalos se minimicen, e que non se tefian inestabilidades coma no caso das simples.

4
Exemplo 1.12. Uso da formula de Simpson composta para aprozimar a integral | e*dzx.

0
Para comprobar a efectividade das férmulas de Newton-Cotes compostas, calcularase o valor
desta integral tomando primeiro dous subintervalos e despois catro. Tendo en conta que o valor

real da integral é

4
I(f) :/ ¢"dx = 53.59815
0

verase que cantos mais subintervalos de [0, 4] se escollan, mais se acercard o resultado obtido a
este.

Considerando os subintervalos [0, 2] e [2,4] tense que h = 1, de modo que

4 2 4
/ e’dx :/ e:”d:c—&—/ edx
0 0 2

1

~ 3l (@wo) +4(f(21) + f(z3)) +2f(22) + f(z4)]
= %(eo + 4e! 4 2€? + 4e3 + )
= 53.86385 .

Neste caso o erro de cuadratura correspondese con I(f) — I22(f) = —0.26570.

Considérense agora os subintervalos [0, 1], [1,2], [2,3] e [3,4], con h = 1/2, de modo que

4 1 2 3 4
/ edx :/ edx —|—/ edx +/ edx +/ edx
0 0 1 2 3

~ < lfo) + AU n) + fas) + fas) + Flan)t

+ 2(f (w2) + f(24) + f(w6)) + f(28)]
= é(60+61/2+61 +e32 4?4?4424t
= 53.61622 .

Neste caso obtense un erro de cuadratura de I(f) — I24(f) = —0.01807.
Comparando este resultado co do Exemplo 1.10b, no que o erro de cuadratura era —3.17143,

vese claramente a mellora na aproximacién ao usar as formulas de Newton-Cotes compostas. [J



Capitulo 2
Formulas de Gauss

Ata o momento probouse que, dada unha coleccion de n + 1 puntos diferentes, é posible
determinar unha férmula de cuadratura numérica con grao de exactitude n, que excepcionalmente
pode aumentar a n + 1 no caso en que n sexa par. Neste capitulo trataranse as féormulas de
cuadratura de maximo grao de precisién, que son as de Gauss. Dados n+ 1 puntos situados sobre

o intervalo [a, b, son a forma
L(f) =) aif(z).
=0

Por ser formulas con grao de exactitude > n, son tamén do tipo interpolatorio-polinémico.

A diferenza das férmulas vistas anteriormente, agora os nodos de cuadratura non estan equies-
paciados, sendén que se escollen os n 4+ 1 nodos e os n + 1 pesos éptimos en cada caso particular
para obter un maior grao de precision. Ao dispor destes 2n + 2 parametros (nodos e pesos), vaise
conseguir que o grao de precisién chegue ata 2n + 1. De feito, é este 0 maximo grao de precision

que se pode acadar cunha féormula de cuadratura numeérica.

Neste capitulo consideraranse integrais da forma

b
1(f) = / w(a) f(x)d, (2.1)

onde w(x) é unha funcion peso. Considerala resultard mais practico para o posterior célculo das

integrais e os diferentes elementos das férmulas de cuadratura gaussianas.

Definiciéon 2.1. Unha funcion peso definida nun intervalo [a,b] é unha funcién w : [a,b] — R

que cumpre as seguintes propiedades:

1. w(x) debe ser non negativa e medible en [a, b].

15
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2. Os momentos, definidos por
b
g = / w(x)zFde,
a

existen e son finitos para todo £k =0,1,... .

b
3. Dado un polinomio ¢(x) non negativo en [a, b, se / w(z)q(z)dz = 0, entén g(z) = 0.
a

b
Equivalentemente a esta condicién, pédese considerar / w(x) > 0.
a

Estas tres propiedades podense resumir en que w(x) debe ser unha funcién positiva e continua

en [a,b].

Certas funciéns peso, por ser habitualmente usadas na practica, son xa conecidas. Polo tan-
to, moitos dos calculos que seran necesarios posteriormente para a obtencién das férmulas de
cuadratura gaussinas, xa estan realizados. Méstranse a continuacion algunhas das funciéns peso

méis famosas, cos seus intervalos de integracién correspondentes.

Tipo de formula Funciéon peso Intervalo
Gauss-Jacobi w(z) = (1 -2)*(1+2)%a,8> -1 [-1,1]
Gauss-Legendre w(zr) =1 [—1,1]
1

Gauss-Chebyshev de primeira especie | w(z) N [—1,1]
Gauss-Chebyshev de segunda especie | w(z) = v1 — 22 [—1,1]
Gauss-Laguerre w(x) =z% ", a>—1 [0, 00)
Gauss-Hermite w(z) =e ™ (—00, 00)

Cadro 2.1: Funciéns peso usadas habitualmente

Noétese que para as féormulas de tipo interpolatorio-polinémico vistas previamente tamén é

posible tomar integrais da forma (2.1) xa que, tendo en conta que w(z) > 0 e continua, basta

1) = | ' fla)de = / w(@)f @

considerar

2.1. Polinomios ortogonais

As formulas de cuadratura gaussianas estan fundamentalmente baseadas na teoria de poli-
nomios ortogonais, xa que os seus nodos se calculan como os ceros de ditos polinomios. Danse a

continuacién unha serie de definiciéns para posteriormente explicar este concepto.
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Denotarase o espazo vectorial de funcidns integrables no intervalo [a,b] C R respecto da

funcién peso w(x) por L2, = L2 [a,b], de modo que

12— [2[q}] = {f b — R, /bw(x)fz(:r)dx < oo} .
Neste espazo, dadas duas funciéns f,g € L2, definese a aplicacion (-, -),, do seguinte modo:
(v )w: LA x L3 — R
oo = [ v s

Esta aplicacién verifica os axiomas do produto escalar, xa que dadas calesquera funciéns
f,g,h € L? camprese:

1. Simetria: (f, g)w = (9, [)w-

2. Bilinealidade: (af 4+ 89, h)w = a(f, h)w + 5{g, h)w, Va,B € R.

3. Definida positiva: (f, f)w > 0.

Polo tanto, a aplicacion (-, )., € un produto escalar.

Definicién 2.2. Dise que f,g € L2 son ortogonais respecto da funcién peso w(z) (ou respecto

do produto escalar (-, ),,) se
b
(f,9)w = / w(z) f(x)g(z)dz = 0.

Visto esto, xa se estd en condicions de definir os polinomios ortogonais. Denotarase P,, como
o espazo de polinomios de grao menor ou igual que n, que é un subespazo de L2. Polo tanto, o

produto escalar de polinomios serd unha operacién definida en P, x P, — R.

Definicién 2.3. Dise que un polinomio p,(z) de grao n é ortogonal en [a, b] respecto da funcion

peso w(z) con todos os polinomios de grao menor ou igual que n — 1 se

b
[ wpa@)ans @iz =0,

onde ¢,—1(z) pode ser calquera polinomio de grao < n — 1.

Definicion 2.4. Dise que unha sucesion de polinomios {py, }22, onde p,(z) ¢ un polinomio de

grao mn, ¢ unha sucesidn de polinomios ortogonais respecto de w(x) se cumpre
b
1) = [ wl@lp@pu(e)ds =0, para j £k
a

b
(Dj, Pr)w = / w(x)p;(x)py(z)de >0, para j = k.
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sendo j,k=0,1,2,....

Dirase que esta sucesion é ortonormal se ademais para todo j, k = 0,1, ... se ten
b
rp) = [ wl@lp@pu(e)de =1, paraj =k
a

A proposicién que se enuncia a continuacién, vai ser moi importante para a determinacion

dos polinomios ortogonais.

Proposicion 2.5. Un polinomio py,(x) ortogonal respecto de w(x), que debe satisfacer a Defini-

cion 2.8, existe € dnico salvo factor multiplicativo.

Demostracion. Verase que é posible atopar ag, ..., a,_1 reais de modo que

b
/ w(x)ag + a1 + - + an_12" " 4+ 2"aFde =0
a

para k=0,...,n— 1.

Polo tanto ténense as seguintes n ecuacions (unha para cada valor de k):
( b
/ w(z)ag + a1x + - + ap_12" ' + 2" dx = 0
a

b
/ w(z)aor + a17® + -+ + ap_12" + 2" )dz = 0

(2.2)
b
/ w(z)[agr™ ! + arz™ + - + ap_12* 2 4+ 2?2 )dr = 0.
a
Recordese que, para cada k =0,1,...,2n — 1, os momentos estan definidos mediante
b
e = / w(z)zFdz.
a
Polo tanto, as ecuacions (2.2) pédense escribir como o seguinte sistema linear
aofto + a1l + ... + Gp—1fn—1 = —ln
app1 + aip2 + ... +ap_1ln = —Unt1
. n n mn (2‘3)
aofn—1 + a1fln + .o T Gp_1f2n—2 = —[2n—-1
onde ayg, ..., a,—1 son as incognitas. A continuacion verase que o sistema (2.3) é non singular e

que ten unha tnica solucion. Para probar esto, suporase que o sistema (2.3) ¢ singular, e que
polo tanto

fo  p1 v el
M1 H2 Hn

Hn—1 HMn - H2n—2
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Isto equivale a atopar n constantes reais bg, by, ..., b,—1, non todas iguais a cero, tales que exista
unha combinacion linear das filas de (2.4) igual a cero, e que polo tanto se tefia o seguinte sistema

linear
bopo + by + ... +bp_1pin—1 =0

bop1 4+ bipa + ...+ bp—1ptn =0

bO:U'n—l + blﬂ*n + ...+ bn—lM?n—Z =0

ou equivalentemente,

( b
/ w(x)[by + bz 4 -+ by_12" "+ 2"dr =0

b
/ w(z)[box + bia® + -+ by_12™ + 2" ]dr =0

b
/ w(x)[boz™ ! + bya" 4 -+ by 2?2 + 22 dr = 0.

Multiplicando a primeira destas ecuaciéns por by, a segunda por by, e asi sucesivamente, obtense

que

b
/ w(z)[bo + biz + - + by_12" " 4 2")2dz = 0 (2.5)

Como by, by, ..., b,—1 non son todas iguais a cero, o polinomio x™ + b1z 4+ by + by é

distinto de cero. Polo tanto, por como se viu na Definicion 2.1 que debe ser a funcion peso w(x),
b
/ w(z)[z" + by_12" 1 + - + bix + bo)?dz > 0.
a

Esto ultimo contradi a expresion (2.5), polo que as constantes by, by, ..., b,—1 tal e como foron
escollidas non poden existir. Polo tanto, o sistema de ecuaciéns (2.2) é non singular e ten unha

dnica solucidén, polo que os coeficientes ag, ay, ... , a,—1 son Gnicos, o que implica que o polinomio
2"+ ap_1z" 4 4 a1z +ag

tamén o sexa, salvo factor multiplicativo. O

Este resultado, implica que, sen perda de xeneralidade, se poidan considerar polinomios or-

togonais p,(x) de grao n, n > 1, ménicos (é dicir, con coeficiente principal igual a 1), da forma
pn(x) = 2" + ap_12" " + - + a1x + ag,

onde ag, ..., a,—1 SON nimeros reais, e que ademais as sucesiéns de polinomios ortogonais tamén
sexan unicas salvo factor multiplicativo. Polo tanto, a paartir de agora os polinomios ortogonais

que se van considerar seran monicos.
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A proba da Proposiciéon 2.5 proporciona un método para o calculo dos polinomios ortogonais
para unha funcién peso e un intervalo de integracién determinados. Ilistrase este proceso no

seguinte exemplo.

Exemplo 2.6. Cdlculo do polinomio de Legendre de 3° grao.
Considéranse a funcion peso w(z) = 1 e o intervalo de integracion [—1, 1]. Os momentos calctulanse

mediante

b
,uk:/ w(m)xkdaz, k=0,1,....2n—1

e neste caso correspéndense con

[\

2

=92 = — ——
Ho y M2 y M4 57

w

p1 = pz = ps = 0.
Polo tanto, o sistema de ecuaciéns correspondente (calculado de igual modo que (2.3)) é

2
2a9 + 0ay + gaz =0

0 by 0 - — =
Qa + a + a
0 3 1 2 5

2
gao + 0a; + gCLQ =0

de onde se obtenen os valores

ap =0, ==z az =0

para os coeficientes de P?Eo) (). Chégase a que o polinomio buscado é

Péo) (z) = 2° — gaz

0

Cando os valores de n son altos, a resolucién dun sistema como o do Exemplo 2.6 resulta un
proceso moito mais complexo. O seguinte resultado, que establece unha relacion de recurrencia
para o célculo dos polinomios ortogonais, fai que estes se poidan calcular dunha forma moito
mais sinxela. Ademais, posteriormente tamén se verd que esta relacion serd de gran importancia

para a obtencién dos pesos e nodos de cuadratura nas férmulas gaussianas.

Teorema 2.7. Seza unha funcion peso w(x) definida en [a,b], a sucesion de polinomios ortogo-

nais {pn oy satisfai a sequinte relacion de recurrencia de tres termos:

Prt1(x) = (v — ap)pr(x) — bppr—1(x) k>0,
p—1(x) =0, po(z)=1, (2.6)
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de modo que

_ @perie s (2.7)
(Pr> P )w
by = M k>1, (2.8)
(Pr—1, Pk—1)w

b
denotando by :/ w(z)dz.

Demostracion. Os polinomios construiranse mediante a ortogonalizacién de Gram-Schmidt,e se-
guirase un proceso inductivo partindo de que po(x) = 1.

Supoéiase que, por hipotese de inducion, todos os polinomios ortogonais como os anteriores es-
tan contruidos ata certo ¢ < k. Pola Proposicién 2.5, estes polinomios son tnicos para cada
1=0,...,k.

ueda probar que existe un tnico polinomio de grao k + 1 tal que
Q p q p g q
(Pk+1,Pi)w =0 para todo i <k, (2.9)

que satisfaga a relacion de recurrencia (2.6).

Calquera polinomio pgy1 € Pr11 pédese escribir, dadas ¢y, ..., cx—1 constantes reais, como

Prt1(x) = (T — ag)pr(x) + cx—1prp—1(z) + cp—2pr—2(x) + ... + copo(z),

xa que o seu coeficiente principal e os de todos os polinomios p;, i < k son iguais a 1, posto que
sa se viu que son moémicos. Como ademais (p;, pj)w = 0 para j < k, i # j, partindo de (2.9),

obtense que

(Dk+1, Pk)w = Pk, TDk)w — Ak (Dk, Pk)w = 0 (2.10)
(Dk+1: Pi—1)w = (ZPi—1, Pk)w + Ci—1{Di—1,Pi—1)w =0, @ < k. (2.11)

Téfiense os produtos escalares (pg,Pr)w = 0 € (pi—1,pi—1)w = 0 para i = 1,...,k, xa que p? e
p?_, son polinomios non negativos. Polo tanto, as dtias ecuacions anteriores tefien unha tnica
solucion. Despexando na primeira delas obtense a expresion (2.7) para os coeficientes a.

Agora, pola hipotese de inducion, da relacion de recurrencia (2.6),

pi(z) = (. — ai—1)pi—1(x) — bi—ipi—2(z), i < k.
Polo tanto, resolvendo esto para zp;_1(z), obtense que (xp;_1,pr)w = (Pi,Pk)w Para i < k, e
despexando en (2.11),

Ci—1 = —

<pi7pk>w _ —by sei =k
(Pi—1; Pk—1)w 0sej<k,

e obtense a expresion (2.8) para o calculo dos coeficentes by. O
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Os coeficientes aj e by que se acaban de definir no Teorema 2.7 son constantes e reais, con
b > 0 para todo k =0, ..., n, e permiten representar a sucesiéon de polinomios de forma finica e

compacta.

A seguinte proposicion, é unha propiedade importante sobre os ceros dos polinomios ortogo-

nais, xa que estes ceros van ser os nodos na férmula de cuadratura gaussiana correspondente.

Proposicion 2.8. Seza p,(z) o polinomio de grao n ortogonal con todos os polinomios de grao
< n —1 no intervalo [a,b] para w(x). Entén, todos os ceros de p,(x) son reais, simples, e estin

no intervalo aberto (a,b).

Demostracion. Supoénase que py,(x) ten un total de s < n ceros diferentes, de modo que se pode

escribir este polinomio como

pu(®) = (7 — 20)™ (2 — 21)™ ... (2 — 5-1)" 7T,

onde m; é a multiplicidade de z; para ¢ =0,...,s — 1, e mg + ... + ms_1 = n. Ademais, tamén
se supord que estes ceros estdn nomeados de modo que xg,...,Tp_1, kK < S son 0s ceros con

multiplicidade impar, é dicir, aqueles nos que p,(z) cambia de signo.

Se k = n, todos os ceros de p,(z) son reais, distintos (é dicir, simples), e estan en (a,b). Polo

tanto queda probada a proposicion.

Se pola contra, se supén que k < n, verase a continuacién que non pode ser posible. Neste

caso, témase o polinomio
qx(z) = (x — z)(z — x1) ... (T — TR—1)

(se k = 0, considerarase qo(z) = 1), que cambia de signo en (a,b) nos mesmos puntos que py,(z),

polo que o produto gi(z)p,(x) non cambia de signo en (a, b). Enton,

b
/ w(x)qr(x)pn(x)dx # 0. (2.12)

Pero, como k < n, e p,(x) é ortogonal con todos os polinomios de grao < n — 1, tense que, por

ser gi(x) un polinomio de grao k <n —1,

b
/ w(z)qx(x)pn(x)dz = 0.

Isto contradi a expresion (2.12), e polo tanto, k¥ < n non pode ser posible, e necesariamente os n

ceros de p, () son simples. O

A continuacién moéstranse as principais familias cldsicas polinomios ortogonais, que estan
asociadas 4s funcions peso e intervalos do Cadro 2.1, e para os cales os coeficientes ay e by son

conecidos de forma explicita, e polo tanto, tamén a sucesion de polinomios ortogonais asociada.
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Polinomios ortogonais de Jacobi

Recordese que a stia funcion peso asociada é w(z) = (1—2)*(14+2)%, o, 8 > —1, e o intervalo
de integracion é [—1, 1]. Os polinomios de Jacobi de grao n adoitan denotarse por pleP) (x). Pola
Proposicién 2.8, sabese que os seus n ceros son reais e simples, e que estan situados sobre o
intervalo aberto (—1,1). Variando os valores de o e de 3, obténense outras daas familias de

polinomios, que son as méis usadas nas cuadraturas gaussianas:

Os polinomios de Legendre danse cando o = 8 = 0, polo que a funcién peso é w(z) =1e o

intervalo de integracion, [—1,1]. Denotaranse por pY (). A relaciéon de recurrencia é neste caso
2

k PO

(2k — 1)(2k + 1) *-1

polo que os correspondentes coeficientes son

P\ (z) = 2P" (z) - (@), k>0

k2
=0, k>0 e b= 1k > 1. 2.1
w=0 k=0 e = ekt (2.13)

Os polinomios de Chebyshev de primeira especie obténense tomando v = 8 = —1/2. Adoitan

denotarse por T, (x). Os coeficientes da relacion de recurrencia son a; = 0 para k > 0, e

1/2, se k=1
by =
1/4, se k > 2.

Polinomios ortogonais de Laguerre

T

Neste caso, a funcion peso ¢ w(z) = 2%~ %, a > —1 e o intervalo [0,00). Estes polinomios

2 e} =t . , - . , -
dendtanse por L% )(x) Pola Proposicion 2.8, as stias n raices son reais e simples estan situadas

no intervalo aberto (0,00). Neste caso a relacion de recurrencia que se establece é

L (2) = 2k + a+ 1 — &)L (2) — k(k + @)L\, (2), k>0,

e polo tanto, os coeficientes son a, =2k +a+1, k> 0e by, =k(k+a), k> 1.

Polinomios ortogonais de Hermite

L ., .2 . . . .
Considéranse a funciéon peso w(z) = e~*" e o intervalo (—oo, 00). Os polinomios de Hermite
de grao n denotanse por Hy,(z). Pola Proposicion 2.8, os seus n ceros son reais e simples e sittianse

en todo R, xa que é o intervalo de integraciéon. Polo tanto, a relacién de recurrencia queda dada

por
k
Hy1(x) = xHy(x) — §Hk,1(:(:), k>0,
k
onde os coeficientes son ap =0, k> 0e by ==, k> 1.

27
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2.2. Formulas de cuadratura de Gauss

2.2.1. Maximo grao de exactitude

A principal vantaxe & hora de usar as formulas de cuadratura gaussiana é que se alcanza un
grao de exactitude de 2n + 1, que, como se verd, é o maximo posible cando se esta a falar de

férmulas integracion numérica de n + 1 puntos.

Agora mostrarase que as férmulas de cuadratura construidas cos nodos e os pesos calculados
como se viu na seccidén anterior alcanzan este grao maximo de exactitude, e que non é posible
superalo. Para probar esto danse os seguintes resultados. Antes, recordase a definiciéon do seguinte
polinomio asociado aos n 4+ 1 nodos de cuadratura xg, ..., z,, Xa que se empregard de novo en

algunhas demostracions:
n

T = H(x — ;).

=0
Teorema 2.9. Sexa k un nimero natural tal que 1 < k < n+ 1. Unha férmula de cuadratura

da forma

b n
1) = [ w@f@)de =Y aif(e) + Euf)
a i=0

ten grao de exactitude polo menos n+ k se e s6 se se cumpren as sequintes condicions:

1. A férmula de cuadratura € de tipo interpolatorio-polindmico.

2. Para todo polinomio q(x) € Py_1 se cumpre
b
(mnsdho = [ wl@)m()a(e)ds =0, (214)
a
é dicir que m,(x) e q(x) son polinomios ortogonais respecto de w(zx).

Demostracion. (=) A primeira condicién probase no Teorema 1.5.

Para probar a segunda condicion, considerarase un polinomio ¢(z) € Py. Polo tanto, o maximo
grao que poderd alcanzar o polinomio 7, (z)-g(x) serd n+k. Por hipétese, a formula de cuadratura

ten grao de exactitude n + k, logo tense
b n
[ v @) = Y- am(eate) =0,
a i=0

que vale 0 porque m,(z;) = 0 para i = 0,...,n. Polo tanto, pola definicion de ortogonalidade,

pode dicirse que 7, (z) é ortogonal respecto de w(x) con todos os polinomios de grao < n.
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(<) Sexa p(z) un polinomio de grao < n + k para certo valor 1 < k < n + 1. Dividindo este

polinomio p(zx) entre m,(x),
p(z) = q(z)mp () + r(x), q€ Py_q, r€P,.
Tendo en conta que m,(z;) = 0 para todo i = 0, ..., n, tense que
p(x;) = q(zi)mp(x;) + r(z;) =r(x;), i=0,...,n.

Usando a condicion 2, é dicir, que 7, (x) é ortogonal con todos os polinomios de grao menor ou
igual que n,
b
/ w(z)my(x)q(z)dx = 0. (2.15)
a
Como a férmula de cuadratura é de tipo interpolatorio-polinémico e ten n + 1 puntos, xa se viu

no primeiro capftulo, no Teorema 1.5, que é exacta para polinomios de grao n, logo

n

b
/ w(z)r(z)de = Zair(xi). (2.16)

1=0

Polo tanto, a partir destas ultimas expresions (2.15) e (2.16), tense que
b b b
/ w(z)p(x)de = / w(x)m, (x)q(z)dz —I—/ w(z)r(z)de =

b n n
= / w(z)r(z)de = Z air(z;) = Z a;p(zi),
a =0 i=0

e pddese ver que a féormula de cuadratura é exacta para calquera polinomio de grao n + k, onde
1<k<n+1 O

Corolario 2.10. Nas condicions do Teorema 2.9, o mdzimo grao de exactitude da formula de
cuadratura é 2n+ 1, e conséguese se e so se 0s n+ 1 nodos son os ceros do polinomio ortogonal

de grao n + 1 respecto da funcidn peso w(z) en [a,b] e 0s pesos de cuadratura verifican

onde l;(x) son os polinomios caracteristicos de Lagrange, que za se definiron en (1.3).

Demostracion. Tomando k = n + 1, tense que o grao de exactitude da féormula é 2n + 1. Verase

que existe polo menos un polinomio de grao 2n + 2 para o cal a férmula non é exacta.

Considerarase o polinomio m,(z) € P,t1, polo tanto W%(:ﬁ) € Po,49. Claramente, por como

xa se viu que debe ser a funcion peso w(x),

/bw(w)ﬂz(a:)dzv > 0, (2.17)
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2

~(x) é un polinomio positivo en [a,b]. Pero por outra parte, estase suponendo que a

xa que 7

formula de cuadratura ¢ exacta para m2(x), logo

b n
/ w(x)rk(z)dr = Z o2 (z;) = 0, (2.18)
@ i=0

o cal ¢ unha contradicién con (2.17). Polo tanto a formula de cuadratura non pode ter grao de

exactitude 2n + 1.

Notese que na expresion (2.18), a segunda igualdade déase porque xg, ..., 2, son os n+ 1 ceros

do polinomio 7, (z). O

Tameén en relacién coa converxencia das féormulas de Gauss, entunciase o seguinte resultado
sobre os pesos de cuadratura, que serd importante ter en conta cando se fale da converxencia

desta familia de férmulas.

Proposicion 2.11. Nas condicions do Teorema 2.9, todos 0s pesos de cuadratura nas formulas

de Gauss son positivos. Ademais, ciimprese

b
ag+ay+ ... +a, = / w(z)dx.
a

A proba da primeira parte podese atopar en Stroud (1974), e da segunda en Martinez-
Finkelshtein e Moreno-Balcazar (1999).

Recdrdese que nas formulas de Newton-Cotes, tanto nas pechadas como nas abertas, a partir
de certos valores de n existia a presenza de pesos de cuadratura negativos, e que este feito
ocasionaba irregularidades en canto converxencia do método. Coas formulas de Gauss, isto non

sucede, posto que a Proposicién 2.11 asegura a positividade de todos os pesos de cuadratura.

2.2.2. Unicidade das formulas de Gauss

Agora probarase a unicidade das formulas de Gauss, é dicir, que para un intervalo [a,b] e
unha funcién peso w(x) determinadas, existe unha tunica férmula de cuadratura de n+ 1 puntos

con grao de exactitude 2n + 1.

Teorema 2.12. Se unha férmula de cuadratura € exacta para todos os polinomios de grao <
2n + 1, os nodos deben ser os ceros do polinomio pp41(x), ortogonal con todos os polinomios de

grao < n para o intervalo de integracién [a,b] e a funcion peso w(x).

Demostracion. Sexa unha formula

In(f) =) aif (), (2.19)
=0
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exacta para polinomios de grao < 2n 4+ 1. Considerando o polinomio

n

Wn(l') = H(l’ - xi)a
i=0
se ¢n(x) € un polinomio arbitrario de grao n, a formula (2.19) serd exacta para m,(z)g,(x). Polo

tanto, como 7, (x) = 0 para i = 0, ..., n, tense que

b n
[ o m@anoids = 3 aima @) ) = 0.
a i=0
Equivalentemente a esta ultima expresion, pode dicirse que 7,(x) é ortogonal con todos os
polinomios de grao n. Pola Proposicién 2.5 da unicidade dos polinomios ortogonais, dado un
intervalo de integracion e unha funcién peso determinados, tense que 7,(x) = pp41(x), onde
Pn+1(z) € o polinomio ortogonal de grao n + 1 asociado ao intervalo [a,b] e & funcién peso
w(x). O

2.2.3. Estimacion do erro nas formulas de Gauss

O teorema que se enuncia a continuacién, cuxa proba se pode atopar en Stoer e Bulirsch

(2010), d& a estimacion do erro para as cuadraturas gaussianas.

Teorema 2.13. Sexa unha funcion f € C*"2([a,b]), o erro de cuadratura da férmula estd dado

por

f(2n+2)

b n
B = [ w@)f@de - Y aif() = T s €€ @D (220
a i=0 )

Neste tipo de formulas, a diferenza das de Newton-Cotes, canto maior é o nimero de nodos,
menor é o erro cometido. E dicir, E,(f) — 0 cando n — oco. Isto implica que os resultados
obtidos coas formulas de Gauss sexan mais exactos que os de Newton-Cotes, xa que o grao
de precisiéon se duplica. Este feito unido a que, como xa se viu na Proposicién 2.11, os pesos
de cuadratura das formulas gaussianas son sempre positivos, fai que as aproximacions obtidas
sexan considerablemente mellores. O problema que se atopa coas férmulas de Gauss tratarase a

continuacion, e é a dificultade no célculo dos pesos e dos nodos de cuadratura.

2.3. Calculo das féormulas de cuadratura gaussianas

Ata este momento, viuse que para obter as formulas de cuadratura gaussianas é necesario,
primeiro calcular o polinomio ortogonal asociado ao intervalo e & funcién peso que correspondan,

e a partir deste calcular os nodos e os pesos da féormula. Os nodos recérdese que se corresponden
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cos ceros deste polinomio ortogonal, e os pesos calctilanse mediante os métodos proporcionados no
primeiro capitulo para as férmulas de tipo interpolatorio-polinémico. Para ver esto, proporciénase

o seguinte exemplo.

Exemplo 2.14. Cdlculo dos ceros e dos pesos do polinomio ortogonal obtido no Ezemplo 2.6.

(a) Recordese que o polinomio ortogonal do que se estd a falar é o polinomio de Legendre

de 3° grao, ¢ dicir,

3
Py(z) =2® - Zx
5
Os seus ceros podense atopar resolvendo a ecuacion
3
3
z°— -z =0,
5
e téfiense polo tanto os seguintes valores:
3 0 3
xo=—/=, x1=0, zo=1/-.
0 5 1 2 5

(b) Para calcular os seus pesos, seguirase o mesmo proceso que no Exemplo 1.6, xa que as
formulas de cuadratura gaussianas son do tipo interpolatorio-polinémico. Polo tanto, débese

resolver o seguinte sistema linear

ag +a1+ay =2
3 3
o) (—\/;> +a10+a2\/; =0
+ a10 4+ 2
(670 s (6% ar—- = —.
05 1 25 3

Obténense entén os seguintes valores para os pesos de cuadratura.

5 8
Qg =02 = =, Q1 = —.

9 9
O

O problema que se atopa con este método que se acaba de ver é que, ao empregar valores altos
para n, o célculo dos ceros do polinomio p,(x) resulta complexo. Por eso se vera a continuacion o
método que se usa habitualmente na préactica para o calculo dos nodos e dos pesos de cuadratura.

Este proceso estd baseado no uso dos coeficientes ay e by definidos no Teorema, 2.7.

Expresando a relacion de recurrencia (2.6) como

pr(x) = prr1(x) + appr(x) + bgpr—1(x), k=0,..n—1, (2.21)
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definese a matriz de Jacobi asociada a w(z) do seguinte modo:

apg 1
b1 aj 1
JIn =
b2 an—2 1
bp—1 an—1
Polo tanto, considerando o vector de polinomios
po(x)
p1(x)
Pn(z) = ,
pn—2(=77)
pnfl(x)

vese que a expresion (2.21) se pode escribir matricialmente como

xpo(z)
xp1(x)
= JpPn(x)
Tpp—2(x)
2pn-1(x) = pn()
Deste modo, vese que para as n raices o, ..., Tp—1 de py(z), que xa se viu pola Proposicion 2.8

que son reais e simples, se cumpre que
xiPi(x;) = JoPp(x;) i=0,...,n—1,

polo que se pode ver que cada x; é un autovalor da matriz J,, sendo P, (z;) o seu autovector

asociado. Nestas condiciéns pdédese enunciar o seguinte resultado.

Proposicion 2.15. Sexan xg, ..., Tn—1 08 n ceros do polinomio ortogonal p,, estes coinciden cos
autovalores da matriz Jy,, e ademais, como py(x;) = 0, entdn Py(x;) é o autovector asociado a

x; para cada 1 =0,...,n — 1.

Recérdese que os ceros dos polinomios ortogonais coinciden cos nodos das férmulas de cua-
dratura guassiana. Pola Proposicién 2.15, sdbese que estes ceros tamén se poden calcular como
os autovalores de J,. Este proceso resulta moito mais sinxelo, pois existen algoritmos que o fa-
cilitan. Polo tanto, visto esto, queda claro que os coeficientes a; e by son un elemento clave para
a construccién das férmulas de cuadratura gaussianas, xa que son os elementos que compofien a

matriz J,.



30 2. Formulas de Gauss

Tranformando J, nunha matriz simétrica, que serd denotada por J;, o problema do célculo
dos autovalores serd de maéis facil solucién, xa que os algoritmos para o célculo de autovalores

son mais estables para matrices deste tipo. Polo tanto, definindo .J como

ap Vb 0
Vb a1 Vb

entincianse os dous resultados que seguen.

Teorema 2.16. Os ceros xg,...,Tn—1 do n-ésimo polinomio ortogonal p, correspindense cos

autovalores da matriz J),.

Podese empregar, por exemplo, o método QR para o calculo dos autovalores de J*. Por outra

parte, en canto aos pesos de cuadratura «;, ¢ =0,...,n — 1 tense

Teorema 2.17. Seza v\ := (v((]i), ...,vnifl)T un autovector de J);, asociado ao autovalor x;, de

modo que J;;v(i) = 2,09 . Supdriase que o vector vV ¢ tal que se cumpre

b
v DTy = (po, podw = / w(z)dx. (2.22)

Enton, os pesos da formula de cuadratura estan dados por

;= (U(()i)>2, i=0,....,n—1.

A proba deste resultado podese atopar en Stoer e Bulirsch (2010).

Estes dous teoremas que se acaban de ver, dan lugar a un proceso para a obtencién das
formulas de cuadratura gaussianas moito méis eficiente que o xa visto no Exemplo 2.14, xa que
se evita o calculo dos ceros dos polinomios ortogonais. No exemplo que se mostra a continuacion

ilistrase este novo método, de forma que se pode comparar co empregado no Exemplo 2.14.
Exemplo 2.18. Cdlculo dos nodos e dos pesos da formula de cuadratura de Gauss-Legendre de

& puntos.

Para comezar, definese a matriz J)), que neste caso é

0 173 0
Ji=|V1/3 0 /415 ], (2.23)
0 4/15 0
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onde os valores de ay, e by empregados estan calculados da forma vista en (2.13), de modo que

1 4
L —
32727 15

Polo Teorema 2.16, os nodos de cuadratura, correspondense cos autovalores da matriz (2.23), e

ar =0 para £k=0,1,2, e b =

neste caso obténense os seguintes valores:

\/g 0 \/g
xro — — — €T1 = €To = —
0 57 1 s L2 57

que se corresponden cos obtidos no Exemplo 2.14. Os seus autovectores asociados son

T
b0 (V52
3773

T

@ <2\/§ \/1())

oW = [ =505
3

T
o (V5 2)
3 3
(Debido & condicion (2.22) necesaria no Teorema 2.17, a norma destes vectores debe ser igual a

by = /_11w(a:)dx _ /_111d:c _9).

Polo tanto, aplicando o resultado do Teorema 2.17 (que «o; = (U(()i))z), obténense os seguintes

valores para os pesos de cuadratura:

5 8 5
an = — a1 = — e o9 = —
0 9 , Gl 9 2 9 ;
que tamén se corresponden cos valores obtidos no Exemplo 2.14. O

Por iltimo, cabe destacar que, empregando o mencionado algoritomo QR para determinar
os autovalores de J;;, o calculo das componentes v(()z) de cada un dos autovectores v, para
i =0,...,n — 1 incliese dentro de dito algoritmo. Isto fai que o céalculo dos nodos x; e dos pesos

«a; se poida facer simultdneamente. Este procedemento pode atoparse en Golub e Welsch (1969).

Notese que, definindo as submatrices principais de J;; por

ag Vb 0
Vbioar Vb oo 0

os seus polinomios caracteristicos, que son da forma py(x) = det(J}; — «I), satisfan a relacion de

recurrencia (2.6).
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Capitulo 3
Integracion de Romberg

Nos dous capitulos previos estudaronse as formulas de integracion numérica de tipo interpolatorio-
polinémico, a través das cales se construia unha aproximacion I, (f) para o calculo dunha integral

I(f), cuxo grao de exactitude dependia do niamero de nodos n escollidos, de modo que

lim I,(f) = I(f)

n—oo
Un problema que se atopa con estes métodos é que o erro cometido en moitas ocasions é dificil de
calcular, pois depende do valor da derivada r-ésima f(")(€), onde € € (a,b), e r varfa en funcién

do tipo de férmula que se estea considerando.
Por este motivo, agora, en lugar de empregar o grao de exactitude para medir a precisién das

férmulas, empregarase a orde de converxencia, que se define a continuacion.

Definicion 3.1. A orde de converzencia dunha sucesion definese como a velocidade a4 que dita
sucesion converxe ao seu limite. Sexan {b,}7>, e {a,}72, duas sucesions tales que lim b, =0
n—oo

e lim a, = a. Se existe unha constante K > 0 de modo que
n—oo
lan, — a| = K|b,| para certo n grande,

dise que que {ay, }»n>0 converxe a a con orde de converxencia O(by,). En lugar da sucesion {b, }52

considerarase unha sucesién de valores de h converxente a 0.

O tipo de féormulas que se estudard a continuaciéon conécese como integracion de Romberg.
A diferenza dos métodos de cuadratura vistos previamente, este non é do tipo interpolatorio-

polinémico, senén que emprega a extrapolaciéon de Richardson.

33
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3.1. Extrapolaciéon de Richardson

A extrapolacion de Richardson é un método de derivacién numérica a través do cal se pretende
mellorar o calculo da derivada dunha funcién determinada diminuindo o erro que se obtén a través
do parametro h. Para isto, combinanse diversas aproximacions de baixa orde de dita funcién para

obter unha mellor aproximacién con maior orde.

Considérese, por exemplo, unha funcién N (h), definida por
N(h) = Ng + kh™ 4+ O(h™ 1), (3.1)

onde N(h) é unha aproximacion de Ny de orde m e h tende a 0. O proposito da extrapolacion
de Richardson é obter unha nova aproximacién da cantidade Ny de maior orde. Neste caso sera

de orde m + 1.

Substituindo agora o parametro h por dh para certo 0 < § < 1, reescribese a expresion (3.1)

como

N(8h) = Ng + k(6R)™ + O(R™*1). (3.2)
Multiplicando (3.1) por 6™ e restandolle (3.2), obtense
8mN(h) — N(6h) = (6™ — 1)Ny + (6™ — 1)O(R™T1)

§™N(h) — N(6h)
gm — 1

= Ny + O(R™).

Obsérvese que empregando este método, obtéfiense aproximaciéns da orde que se desexe, xa
que continuando o proceso que se acaba de explicar, pédense ir desarrollando métodos de orde

O(h™*2), O(h™*+3), ... | ata obter unha aproximacién para Ny tan precisa como se desexe.

3.2. Integracién de Romberg

Este método de cuadratura numérica esta baseado na extrapolaciéon de Richardson. Recordese
que este algoritmo se aplica para féormulas de derivacién numeérica. Nesta ocasién a idea é calcular
b
diversas aproximacions preliminares dunha integral I(f) = / f(z)dz mediante a férmula do
. . . . . a .,
trapecio composta para distintos valores de n. Despois, mediante o proceso de extrapolacién de

Richardson, melléranse estas primeiras aproximaciéns para obter un mellor resultado, cuxa orde

de converxencia sexa maior.

Xa se estudou no capitulo anterior que a férmula do trapecio composta ten un erro de orde

O(h?), e que, para unha funcion f € C*([a,b]), fixando un nimero m de subintervalos de [a, b],
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m > 1, e tomando h = — 9% ¢ 0s nodos z; =a+ jh para j =0,...,m, ten a forma
m
b h pl b—a
/ flayde =5 | fla)+2 ) flag)+ fO)| = —5 h*f"(©), €€ (ab).
a j=1

Como xa se mencionou, para levar a cabo este proceso, primeiro é necesario calcular r aproxi-

macions preliminares da integral I(f) mediante a formula do trapecio composta, nas que o niimero

. h—
de subintervalos vén dado pola cantidade m = 27, para j = 0,...,r. Polo tanto, h; = TG e
os nodos son x; = a + jh para cada j = 0,...,r. Deste modo, as r + 1 férmulas do trapecio
necesarias para iniciar a integracion de Romberg estan dadas por
o_ ho b—a, o .y
19 = 200f(0) + FB)] - "R (6o), 6o € (D)
h a+b b—a
I' = T f () + 2/ (=) + F(0)] = 5 hif" (&), &€ (a,h)
2r—1 b_a
r __ Ir . R 2 ¢
"= | fla) +2 Zl Flag) + )| = =5 hi (&), & € (a.b).
j:
Tendo en conta que I/ = R(j,0)+ EJ para j =0, ..., 7, onde se denota I/ como a férmula do

trapecio composta de 27 subintervalos de [a,b], R(j,0) como a aproximacién obtida no proceso
e EJ como o erro de cuadratura cometido nela, calciilanse os valores de R(j,1) como segue. Este

serd o primeiro paso do proceso.

Para un valor 7 = 1, ..., r arbitrario considéranse

F'=R(G—-1,00+F! =

2i—1_1
hj,1

i payr2 S f 4 fm)] -
=1

o ). g€ )

2

I’ = R(j,0) + E/ =

) 271 B
= % fla)+2 ; i)+ fO)| - blzahgf”(gj), ¢ € (a,b).

Tomando a derivada f” como unha funciéon constante, tense que f”(&j—1) = f"(;), e polo tanto

b—a

Bl g Ml G\ i1 _ i (Y
B b—a ) 7F R )
h3 (&) ’ ’

12
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Tendo en conta que I(f) =1 = "~ = R(j,0) + B/ = R(j — 1,0) + B/ 71,

R(j,0)+ B9 = R(j — 1,0) + EY <h;L—1>2 N - R(j - 1,0}3 - R(Qj, 0) (3.3)
| - ()
Ademais, é trivial que hj_1 = 2h;. Logo substituindo esto na expresion (3.3), obtense
4w RU=1,0)=RG,0) _ R(,0)~ R(j—1,0)
1-—22 3 A _
R(4,0) + E/ = R(j,0) + R = 11’0)2_2 R0 _ p + p_?)p_l = %R(],O) + %R(j —1,0).

Asi, para j =1,...,r, tense
. 4. 1.

que son 7 novas aproximaciéns da integral I(f) de orde O(h%).

O seguinte paso do proceso consiste na obtencion das r — 1 aproximaciéons R(j,2) para
j= 2,...,7. Débese ter en conta que que se calcularon previamente tefien orde de converxencia
),

O(h*), polo tanto o seu erro terd a forma Ch* onde C ¢ unha constante real.

Seguindo un procedemento analogo ao anterior, obténense no seguinte paso da extrapolacion

as r — 1 aproximacions de orde O(h®), que se calculan mediante

. 16 _ . 1 ) .
R(]72) = BR(jvl)_BR(]_lvl)a J :2,...,?”.

En xeral as aproximacions de I(f) estan dadas por

R(j, k) = (4*R(j,k—1)—R(j—1,k—1)), j=1,..,r

1
4k —1
k=7j,..,r

e tefien orde O(hQ(kH)), polo que no iltimo paso deste proceso, obterase unha aproximaciéon

R(r,r) con orde de converxencia O(h2("+1)),

Na seguinte taboa iltstranse os pasos seguidos neste proceso, ademais da orde de converxencia

que se obtén en cada un dos pasos da extrapolacion.

Trapecio Extrapolacién Extrapolacion Extrapolacién
i Ohm) o(n') O(h%) O(R* D)
0 R(0,0)
1 R(1,0) R(1,1)
2 R(2,0

,0) R(2,1) R(2,2)

r  R(r0) R(r, 1) R(r,2) R(r,r)
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Mostrase a continuacién un exemplo que fai uso deste método que se acaba de explicar.

™
Exemplo 3.2. Cdlculo da integral I(f) = / sin(z)dx mediante o proceso de integracion de
0
Romberg, para r = 3.
Primeiro débense calcular as aproximaciéns preliminares mediante as férmulas do trapecio com-

postas de 1, 2, 4 e 8 intervalos para a funcién f(z) = sin(z) no intervalo [0, 7]:

™

R(0,0) = — [sin0 + sinnw] = 0

[\

™

R(1,0) [sino +2 sing + sim} = 1.57079633

=

3
R(2,0) = = {sinO 12 ( sin% + sing + sinI) + simr} = 1.89611890

00| 3

7
R(3,0) = % [Sin() +2 <sing toet sinE;T) + Sinw} = 1.97423160

todas con orde de converxencia O(h?).

A continuacion, empregando a férmula

. 4. 1. .

calctilanse as seguintes aproximacions, que teran orde de converxencia O(h?):

4 1
R(1,1) = 3 R(1,0) = 4 R(0,0) = 2.09439511
4 1
R(2,1) = S R(2,0) ~ SR(1,0) = 2.00455976

4 1
R(3,1) = S R(3,0) ~ ;R(2,0) = 2.00026917

Analogamente, para a obtenciéon das aproximacions de orde O(h%) emprégase a formula corres-

pondente

. 16 _ . 1 ) .
R(]aQ) = ER(Ja 1) - ER(J -1, 1)7 Jj=2,3

e obtense
16 1
R(2,2) = —R(2,1) — —R(1,1) = 1.99857073
15 15
16 1
R(3,2) = BR(B, 1) — 1—5R(2, 1) = 1.99998313.

Finalmente, a tltima aproximacion, que tera orde de converxencia O(h®), esta dada por

4 1
R(3,3) = 2—35{(3, 2) — 5 R(2,2) = 2.00000555.

Todo este proceso pddese resumir na seguinte taboa
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i O O(h?) O(h°) O(h®)
0 0

1 1.57079633 2.09439511

2

3

1.89611890 2.00455976 1.99857073
1.97423160 2.00026917 1.99998313 2.00000555

tomando o valor R(3,3) = 2.00000555 como o resultado obtido na aproximacion. Neste caso
m

conécese o valor real da integral, I(f) = [ sin(z)dz = 2, polo que se pode comprobar facilmente

0
que o erro cometido nesta aproximacion é I(f) — R(3,3) = —0.00000555.

En caso de que se desexe aumentar a orde de converxencia do método, aumentarase o valor

de 7. Se por exemplo se toma r = 4, calcilanse os valores de R(4,k) para k = 1,2,3,4, e tdboa

anterior queda como

O(h?) O(h?) O(h°) O(h®) O(h'°)
0

1.57079633  2.09439511

1.89611890  2.00455976  1.99857073

1.97423160  2.00026917  1.99998313  2.00000555

1.99357034  2.00001659. 1.99999975 2.00000001  1.99999999

=W NN = O .

de modo que a aproximacién neste caso ¢ R(4,4) = 1.99999999, con orde de converxencia O(h'?),
e cun erro de I(f) — R(4,4) = 0.00000001. O
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