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Trabajo propuesto

Area de Conocimiento: Analisis Matematico

Titulo: Soluciones periddicas para ecuaciones diferenciales singulares

Breve descripcion del contenido

Las ecuaciones diferenciales singulares poseen muchas aplicaciones reales, algunas
de las cuales involucran el estudio de fuerzas de tipo gravitacional y electro-
magnético o, incluso, la dindmica intermolecular. En muchas ocasiones, en el
proceso de modelizacién de estos problemas, el término no lineal tiende a infinito
a medida que la variable dependiente se aproxima a un cierto valor, dando lugar
a una familia de ecuaciones diferenciales denominadas singulares, cuyo estudio

analftico y cualitativo es de gran interés.

Los objetivos del TFM consisten en el estudio dindmico de ciertos ejemplos de
ecuaciones de segundo orden con singularidades, atendiendo, en particular, a la
existencia de soluciones periédicas. Se analizaran algunos tipos de coeficientes y
términos singulares para los cuales existen soluciones periédicas, asi como algunos
criterios de no existencia particulares. Otra cuestién de interés puede ser el manejo
de condiciones que caractericen la existencia de soluciones periédicas positivas a

algunas ecuaciones sencillas, en funcion del tipo de singularidad presente.
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Resumen

Las ecuaciones diferenciales singulares presentan algin término que, en algin punto de su
dominio, tiende al infinito, lo cual ocurre habitualmente al tratar con problemas de electro-
magnetismo o mecénica. En este trabajo, tras exponer algunas técnicas ttiles en el estudio de
problemas de frontera periodicos, introduciremos el concepto de ecuacion diferencial singular a
través de ejemplos y comentaremos las dos clasificaciones de las singularidades més comunes
en los textos. Posteriormente, aplicaremos las técnicas mencionadas para probar la existencia
de solucién periddica positiva para distintas familias de ecuaciones diferenciales singulares de
segundo orden, distinguiendo entre aquellas sin rozamiento, esto es, en las que no interviene la

derivada primera, de aquellas con rozamiento.

Abstract

Singular differential equations present some term tending to infinity at some point in their
domain, which often occurs when dealing with problems in electromagnetism or mechanics. In this
work, after presenting some useful techniques for the study of periodic boundary value problems,
we will introduce the concept of singular differential equations through examples and we will
comment the two most common classifications of singularities found in the literature. Afterwards,
we will apply the mentioned techniques to prove the existence of positive periodic solutions for
different families of second-order singular differential equations, distinguishing between those
without damping, that is, those in which the first derivative does not appear, and those with
damping.
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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales constituyen una herramienta fundamental para la modelizacién
de sucesos reales, de modo que estos pueden ser estudiados matematicamente. Al tratar ciertos
problemas de la fisica, por ejemplo en mecdanica, electromagnetismo o dindmica celeste, o de
la quimica, por ejemplo en dindmica intermolecular, a través de una ecuacion diferencial, suele
intervenir, en dicha ecuacién, un término que tiende a infinito en algin punto del dominio.
Aparecen, asi, las llamadas ecuaciones diferenciales singulares, cuyos principales aspectos seran
abordados en este trabajo.

Una enorme cantidad de problemas fisicos se modelizan a través de ecuaciones diferenciales
de segundo orden de la forma
" =F(t,z,2).

Las singularidades de F', esto es, los puntos donde F' tiende al infinito, pueden referirse al com-
portamiento en la variable ¢, en x 0 en . El caso singular en ¢ ha sido extensamente estudiado v,
por ello, aqui se tratard fundamentalmente el caso singular en x. Podemos establecer, para estas
ecuaciones, distintos problemas de frontera, como el de Dirichlet o el de Neumann, y nosotros
estudiaremos el problema de frontera periddico por ser el que menos atencién ha recibido en los

textos que tratan ecuaciones singulares.

En el Capitulo [I} exploramos distintas técnicas para el estudio de los problemas de frontera
periédicos para ecuaciones diferenciales en general. Por una parte, expondremos el problema de
punto fijo asociado a un problema periédico y proporcionaremos distintos resultados de existencia
de punto fijo, basados en los grados topoldgicos de Brouwer y de Leray-Schauder. Por otra parte,
comentaremos el método de las sub y sobresoluciones para garantizar la existencia de solucién a
problemas periddicos.

En el Capitulo 2] introducimos el concepto de ecuacion diferencial singular, primero, a través
de ejemplos de la fisica y, después, de manera formal. Comentaremos las dos clasificaciones de
los términos singulares mas comunes en los textos: segin la fuerza y segin su influencia en la
dindmica del sistema. Finalmente, comentamos los distintos problemas de frontera para ecua-
ciones diferenciales singulares y determinamos condiciones necesarias para que exista solucion

T-periodica para ciertas ecuaciones diferenciales singulares.

En el Capitulo |3] exponemos resultados de existencia de solucién T-periédica para ecuacio-

nes diferenciales singulares sin rozamiento, esto es, en las que no interviene la derivada primera.
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X INTRODUCCION

Las ecuaciones que estudiamos son las de Lazer-Solimini, las primeras para las que se estudid
el problema peridédico, y las de Emdem-Fowler con exponente negativo. Las primeras son un
ejemplo de ecuaciones en las que los términos singulares tienen la dindmica claramente determi-
nada, mientras que, en las segundas, el término singular es indefinido. También comentaremos

resultados obtenidos para otras ecuaciones diferenciales singulares, sin demostracion.

En el Capitulo 4] tratamos con ecuaciones diferenciales singulares con rozamiento, en las que
interviene la derivada primera. De nuevo, tratamos con dos familias de ecuaciones: en la primera,
los términos singulares son de la forma 1/2P y, en la segunda, son términos singulares generales
con singularidad débil. La forma de trabajar con estas dos ecuaciones es muy distinta: en la
primera, procedemos aplicando un resultado basado en el grado topolégico de Brouwer, mientras
que, en el segundo caso, estudiamos si la aplicacién de Poincaré del sistema asociado posee puntos
fijos a través de funciones de Lyapunov. Finalmente, comentamos qué otras generalizaciones se
podrian considerar para las ecuaciones diferenciales singulares con rozamiento y, brevemente,

como se podria tratar el caso de singularidad en x’.



Capitulo 1

Técnicas para el estudio del problema
de frontera periodico

En este trabajo, tratamos con ecuaciones diferenciales de orden dos de la forma
2" (t) = F(t,z(t),2'(t)), (1.1)

con F una funcién real definida en R x 2 C R x R x R y T-periddica, con T > 0, respecto de la
primera variable, es decir, tal que, para todo x e y, se cumple que

Fit+T,z,y)=F(t,z,vy).

Una solucién z = x(t) de la ecuacion (|1.1)) es T-periddica si z(t) = z(t + T') para todo t en su
dominio. Claramente, una solucién T-periodica de ([1.1]) es solucion del problema

(t) = F(t,x(t), 2'(1)),

z(0) = z(T), (1.2)

8]

y, reciprocamente, toda solucién de este problema es una solucién T-periddica de la ecuaciéon
diferencial (1.1). Esto ocurre no solo para funciones z: R — R sino también para z: R — R",

como comprobamos en el siguiente resultado.

Proposicion 1.1. Sea F: R x Q CR x R” x R® — R"™ una funcién de clase uno y T-periddica
respecto de la primera variable. Entonces x es una solucion T-periddica de (1.1)) si, y solo si, es
solucion de (1.1) y cumple que x(0) = z(T') y 2/'(0) = 2/(T).

Demostracion. Sea x una solucion T-periddica de la ecuacion ([L1.1). Claramente, z(0) = (7)) v,

ademas,

' (T) = lim 2T +h) = 2(T) = lim z(h) = 2(0) =2/(0).

h—0 h h—0 h
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Reciprocamente, sea x una solucion de la ecuacion (1.1) que cumple que 2(0) = z(T) =z y
2'(0) = 2/(T) = yo. Definimos la funcion y dada por y(t) := z(t + T'). Tenemos que

V') =2"t+T)=Ft+T,zt+T),2'(t+T)) = F(t,yt),y(t)),

en cuya ultima igualdad hemos aplicado que F' es T-periodica en la primera variable. Ocurre
también que
y(0) =2(T) =2(0) =20 e  y'(0)=2'(T)=2'(0) = yo.

Por tanto, las funciones x e y son ambas solucién del problema de valor inicial

l'll(t) — F(tjaj(t),x/(t)),
z(0) =z, /(0) = yo,

que, por hipotesis, posee solucion unica. En consecuencia, x(t) = y(t) = z(t + T') para todo t y
x es T-periddica. O

El problema periédico asociado a una ecuaciéon diferencial ha sido ampliamente estudiado y
se han desarrollado numerosas herramientas para determinar la existencia y unicidad de solucién.
En este capitulo exponemos, entre otros, el problema de punto fijo funcional asociado al problema
periédico y algunos teoremas de existencia de punto fijo, la aplicacién de Poincaré para el estudio
del problema periédico de una ecuacién diferencial y el método de las sub y sobresoluciones para
determinar la existencia de solucién para problemas de frontera. Estas técnicas nos resultaran de
utilidad en este trabajo para el estudio del problema periddico asociado a una ecuacion diferencial

singular.

1.1. Problema de punto fijo asociado

Todo problema diferencial con condiciones de frontera tiene asociado un problema de punto
fijo que se obtiene al traducir el problema a una expresion funcional. La existencia de solucion
para problemas de punto fijo ha sido extensamente estudiada, lo que nos ofrece diversas técnicas
para trabajar con el problema periédico . En esta seccién, vamos a describir tal proble-
ma funcional. Para ello, expondremos las herramientas de grado topoldgico necesarias, daremos
teoremas de existencia de punto fijo y comentaremos la definicion de la aplicacion de Poincaré.

Seguiremos las referencias [0l [15], entre otras.

Trabajaremos con aplicaciones L: X — Y, con X e Y espacios de Banach, esto es, espacios
vectoriales dotados de una norma ||-|| respecto a la cual son completos. En el contexto de los
problemas de punto fijo, X C Y. Algunos ejemplos de espacios de Banach que seran de interés

en este trabajo son los siguientes:

» El espacio de las funciones continuas en un intervalo compacto, C([a,b]; R), con la norma
del supremo |||, dada por || fllec = supscpe [f(t)| (que es, por ser [a,b] compacto, el

méximo de f).
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» El espacio de las funciones continuas y T-periddicas C(R/TZ;R) dotado de la norma ||-||
dada por | f| = max,co)|f(t)]. Notemos que C(R/TZ;R) y C([0,T];R) son espacios
vectoriales distintos con la misma norma, siendo toda funcién en el primero restringida
a [0,7] un elemento del segundo. Vamos a verificar que, en efecto, es espacio de Banach
dotado de esta norma.

e Comprobemos que (C(R/TZ;R), ||-||) es un espacio normado. En primer lugar, dada
feCR/TZ:R) y A€ R,

Af]| = max [Af(t)| = méx |A||f(t)] = |\ ma )=\ .
A1 = mix (O] = mix 1)) = 3] méx | 70)] = N1

En segundo lugar, dadas f,g € C(R/TZ;R), se satisface la desigualdad triangular:
= A t )] < i t t
I+ gll tg[l%\f()+g()!_trerf(%[\f()lJrlg()l]

< 3 4 _ '
< o |F(0)]+ méx lo(8)] = 111+ Ilgl

Finalmente, es claro que [[f|| > 0 para todo f € C(R/TZ;R) y que, si ||f| = 0,
entonces f = 0, no solo en [0, 7], sino en todo R por T-periodicidad.

e Veamos ahora que, dotado de la norma ||-||, C(R/TZ; R) es completo. Sea { f,, },, una su-
cesion de Cauchy en C(R/T7Z; R). La sucesion {fn|[0 -
C([0,T];R), espacio de Banach con la norma del supremo, luego existe f € C([0, T]; R)

}n es una sucesion de Cauchy en

tal que
lim || f, — flleo = 0.
n—o0

En particular, dado ¢ € [0, 7],

0 < [fult) = F) < Ml fn = flloo = 0.

Por tanto, siendo f,(0) = f,(T) para cada n € N, también se tiene la igualdad
f(0) = f(T). Asi, la funcién f admite una extension T-periodica continua definida
en R, que también denotamos por f. Que f, — f en C(R/TZ;R) se deduce de que
C([0,T];R) y C(R/TZ;R) tienen la misma norma.

= Los espacios LP(R;R) con p € [1,400] con la norma ||-||, dada por || f|l, = (fg | f(®)[Pd?) L
para p < 00 ¥ ||fllec = esssup,cg |f(¢)|. También los subespacios LP([a,b];R), a < b,
p € [1,400], con las mismas normas adaptadas al intervalo [a, b].

» El espacio de las funciones integrables y T-periodicas L'(R/TZ;R) con la norma ||-||; dada
por || f|l1 = fOT |f(t)|dt. Se prueba de forma anéloga a como probamos que C(R/TZ;R) es
espacio de Banach sabiendo que lo es C(R; R).

Otros espacios funcionales con los que trataremos son los espacios de Sobolev
WPP(R;R) = {f: R—=R | f¥ € LP(R;R), Vk=1,...,n}, n,peN.

A los elementos de W11 (R;R) también se les denomina funciones absolutamente continuas.
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Usaremos tanto las notaciones anteriores como C([0,T]), C(R/TZ), etc., sobreentendiendo
que el codominio es R. También denotaremos por || - || & la norma del supremo para funciones

entre espacios X e Y cualesquiera, y no solo entre intervalos compactos de R y R.

La composiciéon de la aplicaciéon de Nemytskii y el operador integral con niicleo
la funcién de Green

En el caso de los problemas diferenciales donde la variable dependiente aparece de forma
lineal, la existencia de solucién estd caracterizada por las llamadas funciones de Green [5]. Sea
L: X — X el operador lineal que permite escribir la ecuacion diferencial como Lx = f, por
ejemplo, Lz(t) = 2”(t), y anadamos a esta ecuacién unas condiciones de frontera. En nuestro
contexto, tratamos con condiciones periodicas, funciones z: 2 C R — R y problemas de la forma

Lz(t) = f(¢), t € 10,7,
z(0) = z(T), «/(0) = 2/(T).

Si la tnica solucién del problema de frontera asociado a la ecuacion Lz = 0 es la solucion trivial,
x(t) = 0, entonces L es invertible y su operador inverso, L™!, est4 caracterizado por un nicleo
integral G: [0,T] x [0,T] = R, G = G(t, s), llamado funcién de Green. La solucion del problema
de frontera asociado a Lx = f viene dada por

T
x(t):L_lf(t):/O G(t,s)f(s)ds, te[0,T).

La funcién G depende tanto de L como de las condiciones de frontera. Por ejemplo, en un
problema periddico, se cumple que G(t+1T1,s) = G(t,s) y G(t,s+T) = G(t,s) paratodo t y s (e
igualmente para sus derivadas respecto a t y a s), pudiendo extenderse G con T-periodicidad a
todo R?, mientras que en un problema de Dirichlet, G(0, s) = G(T, s) = 0 para todo s € (0, 7).

En el caso de los problemas no lineales, lo anterior no aplica inmediatamente y tenemos que
hacer uso de la aplicacion de Nemytskii. Consideremos ahora una ecuacién diferencial escrita en
la forma

Lx+ Nzx = f,

donde L: X — X es un operador lineal y N: X — X una aplicacién no lineal y anadamos unas

ciertas condiciones de frontera. Podemos considerar la ecuacién equivalente
Lz =f— Nzx.

Supongamos que la tnica soluciéon del problema de frontera asociado a Lz = 0 es la trivial.
Fijado y € X, deducimos por lo anterior que la solucién de Lz = f — Ny viene dada por

T
x(t):/o G(t.5) (f(5) — Ny(s))ds, ¢ €[0,T].

Por tanto, si existe solucién de nuestro problema, debe satisfacer la ecuacién anterior para y = x.

No tenemos garantizada su existencia, como sf ocurria en el caso lineal e invertible.
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En general, trataremos con Lz = z” y una ecuacion diferencial
2" = F(t,z,2)
con F' no lineal. Llamamos aplicacion de Nemytskii [22] a N: X — Y dada por
(Nx)(t) = F(t,z(t),2'(t)), te€][0,T].

Definimos el operador K: Y — X dado por
T
(Kh)(1) = / G(t,$)h(s)ds, te[0,T),
0

siendo G la funcion de Green asociada al problema Lz = f con las condiciones de frontera que
correspondan. Si existe solucién del problema diferencial, vendra dada por

T T
x(t) = /0 G(t,s)F(s,x(s),2'(s))ds = /0 G(t,s)(Nz)(s)ds = (K o Nz)(t), te€]0,T].

Para probar la existencia de solucién, basta ver que la aplicacién K o N: X — X tiene al menos
un punto fijo. Asf serd como procederemos en la segunda seccion del Capitulo

Aplicacién de Poincaré

Otra aplicaciéon de interés en el estudio del problema periédico asociado a una ecuacién
diferencial es la aplicacidn de Poincaré. Esta aplicacién se define para ecuaciones diferenciales
en general, no solo para el estudio del problema periédico. Para introducir este concepto, hemos
consultado [7].

Consideremos una ecuacion diferencial @’ = f(¢t,z) con f: R x R” — R™. Notemos que la
ecuacion z”/ = F(t,z,z'), con z: R — R, se puede escribir como el sistema

x/

Y,

Y =F(t,zy),
que se puede ver como la ecuacion 2z’ = f(t,z2), con z = (z,y) € R? y f: R x R? — R? dada por
ftz,y) = (y, F(t,2,y)).

En condiciones de existencia y unicidad, esto es, f continua y localmente lipschitziana respecto

a x, denotaremos a la solucién del problema de valor inicial
x/ = f(t7 ‘/1:)7
z(to) = wo,

por z(t;to, zo). Una solucion T-periddica x = z(t) de la ecuacion diferencial debe satisfacer que
x(t) = z(t+7T) para todo t en su dominio. Si la funcion f es T-periddica, entonces x estd definida
en todo R.
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Definicion 1.2. La aplicacion de Poincaré asociada a la ecuacion ' = f(t,x), con f una
funcién continua y localmente lipschitziana respecto a x, es la aplicacion Pr: R™ — R"™ dada por
Pr(zo) = (150, z9).

Si la funcion f es T-periddica, la condicion inicial de una solucién T-periddica de la ecuacion
2’ = f(t,x) es un punto fijo de la aplicacion de Poincaré. En efecto, si z es una solucion de la

ecuacion que satisface z(t) = x(t + 1) para todo t € R, entonces
Pr(z(0)) = 2(T;0,2(0)) = 2(T) = (0).

Reciprocamente, si g es un punto fijo de la aplicacion de Poincaré, entonces la solucién x dada
por z(t) = z(t; 0, x) es T-periddica. Notemos, ademas, que la aplicacién de Poincaré es continua
si f depende continuamente de las condiciones iniciales.

En el Capitulo[d] probaremos que la aplicacion de Poincaré asociada a una ecuacion diferencial
de segundo orden posee un punto fijo. Nos podemos preguntar si este punto fijo corresponde a
una solucién T-peridédica o si, por el contrario, la solucién que obtenemos admite un periodo
menor que 1" o, incluso, si es un punto critico del sistema. En general, hay que comprobar este
hecho pero, como trataremos con un sistema de la forma 2 = F(t,z,2'), con F de periodo

minimo I respecto a t, la solucién = serd de periodo minimo 7.

1.2. Grado topolégico

La teoria de grado topologico es un pilar fundamental en el estudio de problemas de fron-
tera asociados a ecuaciones diferenciales. Un grado topoldgico es una aplicacién que asocia a un
subconjunto acotado y abierto € de un espacio de Banach X y a una aplicacion L: Q@ — X cum-
pliendo ciertas hipotesis un entero deg(l — L, ) que satisface ciertos axiomas. Las propiedades
que cumplen los grados de Brouwer y Leray-Schauder permiten obtener resultados de existencia
de puntos x € Q tales que (I — L)x = 0, es decir, puntos fijos de L en Q.

1.2.1. El grado de Brouwer

El grado de Brouwer se define para aplicaciones f definidas entre espacios de dimensién finita.
Por simplicidad, exponemos estos resultados para f: Q@ C R"™ — R”. Dada una tal funcién,
decimos que z es un punto critico si la jacobiana de f en x, D f(x), tiene rango menor que n, y
que es regular en otro caso.

Definicién 1.3. Sea Q C R” y f: Q — R” una funciéon en C'(Q;R"). Sea S el conjunto de
puntos criticos de f y b ¢ f(S)U f(092). Definimos el grado de Brouwer de f en Q respecto a b
como
0, si f71(b) =0,
degp(f,€2,b) = Z signo(det(Df(x))), en otro caso.
z€f~1(b)
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Para funciones F': Q CV — V con dimV = n, se puede definir el grado tomando una base
B de V y estableciendo un isomorfismo entre B y la base candnica de R™. Se puede probar que el
grado es independiente de la eleccion de B, pues se aplica un cambio de coordenadas y el signo
del determinante de D f no cambia.

Debemos distinguir entre aquellos puntos que son regulares de aquellos singulares pues, en
estos ultimos, Df(z) tiene determinante nulo y, por tanto, no podemos garantizar que f sea
invertible en aquellos b € f(5). Aun asi, la definiciéon de grado de Brouwer se puede extender
también a los puntos criticos e, incluso, a funciones f: 2 C R™ — R continuas, pero no de clase
uno. Para ello, se prueban los resultados auxiliares siguientes.

Proposicion 1.4. Sean f € C2(Q;R), b ¢ f(0Q) y do = d(b, f(0)) > 0. Consideremos dos
puntos by, by € B(b;dp), con by, by & f(S). Entonces degp(f,2,b1) = degg(f,,ba2).

Proposicién 1.5. Sean f,g € C2(Q;R") y b ¢ f(09). Entonces existe ¢ = e(f, g,Q) > 0 tal que
para 0 < [t| < e, degp(f +1tg,Q,b) = degp(f,Q,b).

Estos resultados permiten extender la Definicion En el caso de un punto critico de f, la
Proposicion permite comprobar que la siguiente es una buena definicion.
Definicién 1.6. Sea f € C2(Q;R"), b ¢ f(0Q) vy do = d(b, f(09)). Definimos el grado de
Brouwer de f en  respecto a b como degg(f,Q2,b) == degg(f,Q,b') para cualquier ' € B(b;dy)
valor regular de f.

Por su parte, la Proposicién permite extender la nocién de grado de Brouwer a funciones
g continuas, pero no de clase uno.
Definicion 1.7. Sean f € C(Q;R"), b ¢ f(99Q) v do = d(b, f(09Q)). Definimos el grado de
Brouwer de f en ) respecto a b como degg(f,Q,b) == degg(g,2,b) para cualquier g € C2(Q;R")
tal que || — glloo < do/2.

La siguiente propiedad del grado de Brouwer es la que lo convierte en una herramienta tan
importante aplicada a los problemas de punto fijo.

Proposicién 1.8. Si f € C(Q;R") y b ¢ f(Q), entonces degp(f,Q,b) = 0. Reciprocamente, si
degp(f,Q,b) =0, entonces existe x € Q tal que f(x) = 0.

Pese a ser una herramienta muy util en el estudio de los problemas de punto fijo, no vamos
a profundizar en sus propiedades. En este trabajo, lo emplearemos para aplicar el Teorema de
Manasevich-Mawhin (Teorema en el Capitulo . En tal momento, lo aplicaremos a funciones
de la forma g: [ro,r1] — R, para las que podemos calcular su grado de Brouwer a través del
siguiente resultado.

Corolario 1.9. Sea a <b y f: [a,b] — R continua. Se cumple que
0, sif(a)f(b) >0,
degp(f,(a,0),0) =4 1, sif(a) <0< f(b),
-1, si f(a) > 0> f(b).
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1.2.2. El grado de Leray-Schauder

El grado de Leray-Schauder es una generalizacién del grado de Brouwer para ciertas aplica-
ciones entre espacios de dimension infinita. Estas aplicaciones son las de la forma I — L, con I
la aplicacién identidad de X y L una aplicacién continua y compacta.

Definicién 1.10. Sean X e Y espacios de Banach, Q C X un conjunto abierto y L: Q — Y una
aplicacién continua. Decimos que L es compacta si lleva conjuntos acotados de X en conjuntos

relativamente compactos de Y, esto es, conjuntos con clausura compacta en Y.

En [I5], se construye el grado de Leray-Schauder a partir del grado de Brouwer. Se comienza
definiendo este grado para aplicaciones de la forma I — L con L de rango finito, estoes, L: X =Y
entre espacios de Banach tales que L(X) esta contenido en un subespacio de dimension finita de
Y. Después, se prueba que toda aplicacién continua y compacta se puede aproximar a partir de
aplicaciones de rango finito y se define el grado de I — L, siendo ahora L continua y compacta,
como el de I — L con L de rango finito suficientemente cerca de L en norma. Finalmente,
se comprueba que esta es una buena definicién. Posteriormente, se estudian sus propiedades:

normalizacién, aditividad, invarianza respecto a homotopias, entre otras.

En [6], por el contrario, definen el grado de Leray-Schauder de forma axioméatica como una
aplicacién que asigna a conjuntos 2 C X abiertos y acotados y a ciertas aplicaciones L continuas
y compactas un entero deg; (I — L, ) cumpliendo las propiedades de normalizacion, aditividad

e invarianza respecto a homotopias.

Ambas definiciones son equivalentes: en [I8] capitulo 5], se prueba que esta aplicacion, definida
de forma axiomética, existe, es Gnica y que coincide con el grado de Leray-Schauder construido
a partir del de Brouwer. Nosotros daremos la definicién axiomética por motivos de extension.

Definicién 1.11 (J6]). Sea X un espacio vectorial normado e I su aplicacion identidad. El
grado de Leray-Schauder es una aplicacién, denotada por deg; g, que asigna a cualquier 2 C X
subconjunto abierto y acotado y a cualquier aplicacién L: 2 — X continua y compacta con
x # Lz para todo = € 02 un entero deg;¢(I — L,2,0) cumpliendo las siguientes propiedades:

1. Normalizacion: si 0 € ), entonces deg; ¢(I,£2,0) = 1, mientras que si 0 ¢ €2, entonces
deg(7,9,0) = 0.

2. Aditividad: sean 21 v o dos subconjuntos abiertos, acotados y disjuntos de X tales que
0¢ (I —L)(0Q UoQ). Entonces

degLs(I — L,Ql U QQ,O) = degLs(I — L,Ql,o) + degLs(I — L,QQ,O).

3. Invarianza respecto a homotopias: sea H: [0,1] x @ — X continua, compacta y tal que
0¢ (I—H)([0,1] x 092). Entonces deg;q(I — H(t,-),,0) es independiente de .

A deg;g(I — L,9,0) se le denomina grado de Leray-Schauder de I — L en Q (respecto al cero).
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Observacion 1.12. Podriamos haber definido el grado de Leray-Schauder respecto a un b ¢ L(0f2)

no necesariamente nulo, como haciamos con el grado de Brouwer. Se puede probar que
degrs(f — L,Q,b) = degpg(I — (L +1b),9Q,0)

v L 4+ b, una traslaciéon de L, es continua y compacta si, y solo si, lo es L. Lo mismo ocurre con
el grado de Brouwer.

Observacion 1.13. El grado de Brouwer también satisface las propiedades de normalizacion,
aditividad e invarianza respecto a homotopias en el caso de dimensién finita. También se prueba
en [I8] que, igual que el grado de Leray-Schauder, estas propiedades lo caracterizan en el caso

de dimension finita.

Observacion 1.14. Por la propiedad de aditividad, deg; (I — L,0,0) = 2deg; (I — L, (,0), luego
degLs(I — L, @, 0) = 0.

Propiedades del grado de Leray-Schauder

Veamos ahora algunas propiedades del grado de Leray-Schauder que utilizaremos en este
trabajo. La propiedad de escisién nos permite restringirnos a conjuntos més pequenos para
calcular el grado de Leray-Schauder.

Proposicion 1.15 (Propiedad de Escision). Sea X un espacio vectorial normado,  C X un
conjunto abierto y acotado y L: Q — X una aplicacion continua y compacta con 0 ¢ (I —L)(09).
SiU C Q es tal que 0 ¢ (I —L)(U), entonces degg(I — L,Q,0) =deg; (I — L,Q\ U,0).

Corolario 1.16. Si 0 ¢ (I — L)(Q?), entonces degrg(I — L,Q2,0) = 0. En consecuencia, si se
cumple que degyq(I — L,$,0) # 0, entonces eziste t € Q tal que t = L(t).

La siguiente propiedad del grado de Leray-Schauder serd necesaria en la segunda seccion del
Capitulo [} Hemos consultado su demostracion en [25].

Teorema 1.17. Sea X un espacio de Banach, A = [Ao, A\1] C R un intervalo cerrado y Q un
conjunto abierto y acotado en A x X dotado de la topologia producto. Para A € A, definimos
O ={z € X: (\,x) € Q}). Sea ®(\,z) = x — L(\,z) con L: Q — X continua y compacta.
Denotamos ®y = ®(A, ). Supongamos que, para un cierto X € A,

degLS((I)/\7 Q)\u b) =« 7& 0.

Entonces existe un conjunto conexo ¥ de soluciones de ®(A\,u) = b en Q que une los conjuntos

solucion para A = Ao y A = A1,

Demostracion. Sea S = {(A\,z) € Q: ®(\,z) = b}. El conjunto S es un subconjunto compacto
de Q por ser L continua y compacta y ser S N 9N, = () para todo A € A. Denotamos

S)\i:{xEXi()\i,x)ES}, 1=0,1.
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Para probar el resultado, procedemos por contradiccién: supongamos que, por el contrario, no
existe tal ¥ conexo uniendo Sy, y Sy,.

Recordemos que, si A y B son subconjuntos cerrados y disjuntos de un espacio métrico
compacto K tal que ninguna componente conexa de K interseca a la vez a A y a B, entonces
existen dos conjuntos compactos K4 y Kp tales que A ¢ K4, B C Kg, KxNKg =0y
K4 4UKp = K. En particular, S es un espacio métrico compacto con la topologia inducida por
A x X. Asi, existen dos conjuntos K, y K, compactos y disjuntos con Sy, C K,,©=0,1, y
S =Ky, UK),,.

Dado € > 0, definimos E = {(\,x) € Q: d((\, z), K),) < €}. Por ser K, y K\, cerrados
y disjuntos, para ¢ > 0 suficientemente pequetio, se tiene que E N Ky, = 0 y, por tanto, si
(A, z) € F entonces A < A\1. Denotamos E) = {z € X: (\,z) € E}. Por la invarianza respecto
a homotopias, deg;g(®y, Ex,b) es constante respecto a A. Como E)y, D S),, aplicando escision
v aditividad deducimos, por nuestra hipétesis, que

deg;g(Py, Ex,b) = a #0, VA e A

Pero Ey, = 0, luego deg;¢(Py,, E),,b) = 0 y llegamos a una contradiccién por suponer que tal
conjunto > no existe. O

1.3. Teoremas de punto fijo

Uno de los teoremas clésicos sobre existencia de puntos fijos para aplicaciones compactas
es el Teorema de punto fijo de Brouwer. Lo enunciamos a continuaciéon, pudiendo consultar su
demostracion en [1].

Teorema 1.18 (de Brouwer). Sea B(0,1) la bola unidad abierta en R™. Toda aplicacion continua
L: B(0,1) — B(0,1) posee al menos un punto fijo.

Este teorema es también valido para aplicaciones L: €2 — ) continuas y €2 homeomorfo a la
bola unidad compacta. Algunos ejemplos son las bolas B(0, ) con radio r > 0 no necesariamente
uno o la clausura de una regién delimitada por una curva de Jordan, esto es, una curva cerrada

sin autointersecciones.

Para probar que la aplicacion de Poincaré asociada a la ecuacion diferencial 2"/ = F (¢, x, 2")
posee un punto fijo, encontraremos una regidn positivamente invariante para el sistema, esto es,
un conjunto Q C R? tal que si zg € , entonces x(t,0,z0) € Q para todo t > 0. La aplicaciéon
de Poincaré satisfara, por tanto, que Pp(€Q) C Q. Veremos que tal £ es la clausura de la region
acotada por una curva de Jordan y, por tanto, podremos aplicar el Teorema (de Brouwer).

Otro teorema de punto fijo clésico es el de Schauder, cuya prueba se puede consultar en [IJ.

Teorema 1.19 (de Schauder). Sea Q un subespacio cerrado y convero de un espacio normado

X. SiL: Q— Q es continua y compacta, entonces posee al menos un punto fijo.
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Por ultimo, otro teorema de punto fijo que también nos resultara de utilidad es el Teorema
de Manésevich-Mawhin, introducido en [21I]. El teorema se aplica a la ecuacion diferencial

(¢(.’L’/))/ = F(tv T, x/)

con condiciones de frontera periodicas, siendo ¢: R® — R” una funcién continua que cumple:

v (p(x1) — p(x2), 21 — x2) > 0 para todo par z1,z9 € R", 21 # z9.

» Existe a: [0,4+00) — [0,400), con a(s) — +oo cuando s tiende a infinito, tal que, para
cada z € R", (¢(2), z) = o[x])]x].

La funciéon ¢ se suele denominar un ¢-laplaciano. Por su parte, imponen sobre la funcion
F:[0,7] x R" x R™ — R™ que sea una funcién de Carathéodory, esto es, una funcién tal que:

» Para casi todo ¢t € [0, 7], la funcion F(¢,-,-) es continua.
» Para cada (x,y) € R" x R, la funcién F(-,z,y) es medible en [0, T].
» Para todo K C R™ x R" subconjunto compacto existe myx € LY([0,T];R) tal que, para

casi todo t € [0,T] y todo (z,y) € K, se satisface que |F(t,x,y)| < mg(t).

Este marco de estudio es mucho mas general que lo que trataremos en este trabajo. Aun asi,
es aplicable a ecuaciones unidimensionales de la forma 2" = F(t,z,2’) tomando ¢(x) = x. En
efecto:

= (¢(x1) — ¢(x2), 1 — w2) = |21 — 22|* > 0 para todo par 1, z2 € R, 21 # 2.

» La funcién a(x) = = definida en [0,400) satisface que lim a(r) = lim =z = +oo y que

9 T—00 T—00
(0(x), z) = |2|* = a|z])]x].

FEnunciamos, a continuacién, el teorema de Manésevich-Mawhin, basado en el grado topolé-
gico de Brouwer.
Teorema 1.20 (de Mandsevich-Mawhin). Sea Q un subconjunto abierto y acotado de C*(R/TZ)
y W={(z(t),2'(t)) e R" x R": z € Q,t € [0, T]}. Supongamos que

1. Para cada X € (0,1), el problema T-periddico asociado a la ecuacion (¢(z')) = AF(t, z, ')

no posee solucion en 0€).

2. Las raices de la aplicacion q dada por q(c) = %foT F(t,c,0)dt no pertenecen a (W),
siendo m: R™ x R™ — R"™ la aplicacion dada por w(z,y) = x.

3. degp(q, 7W,0) es no nulo.

Entonces el problema T-periddico asociado a la ecuacion (¢p(z')) = F(t,x,2") posee al menos

una solucion en €.
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Nuestras funciones F' seran, en general, singulares en « = 0, de forma que no estaran definidas
en todo [0, 7] x R2. Sin embargo, nuestro interés se centrara en las soluciones positivas, esto es,
funciones x = x(t) con z(t) > 0 para todo t. El conjunto 7W estaré contenido, por tanto,
en (0,+00) y serd tomado de forma que d(0,7W) > 0. Podriamos extender F a otra funcién
definida en todo [0, 7] x R? que coincida con F en [0,7] x W y que, fuera de [0,7] x W, sea tal
que satisfaga las condiciones de Carathéodory. Asi, cuando apliquemos este teorema, deberemos
comprobar que la funcion F satisface las condiciones de Carathéodory unicamente en [0, 7] x W.

El Teorema de Arzela-Ascoli

Comprobar que una aplicacién es compacta no es, en general, facil. Un teorema 1til para
estudiar la compacidad de aplicaciones 7: Z — C(X;Y), con X,Y, Z espacios de Banach, es el
Teorema de Arzelé-Ascoli [4, Teorema 4.25]. Para introducirlo, necesitamos definir los conceptos

que se exponen a continuacion.

Definicién 1.21. Sean X e Y espacios métricos y F' un subconjunto de C(X;Y'). Decimos que
F' es equicontinuo en un punto xro € X si, para cada € > 0, existe un § > 0 tal que, si z € X
es tal que || — zo||x < 6, entonces ||f(x) — f(zo)|ly < € para cada f € F. Decimos que F es
equicontinuo si lo es en todos los puntos de X.

Definicién 1.22. Sea X un conjunto, Y un espacio métrico y F' un subconjunto de B(X;Y), el
espacio de las funciones acotadas entre X e Y respecto de lanorma |[|-||oo- F' se dice uniformemente
acotado si el conjunto {f(x) € Y: f € F,z € X} esta acotado.

Para probar que una tal aplicacion T es compacta, debemos comprobar que dado A C Z
acotado, su imagen 7 (A) posee clausura compacta en C(X,Y’). El Teorema de Arzel4-Ascoli nos

proporciona un criterio para determinar que 7 (A) tiene clausura compacta.

Teorema 1.23 (de Arzela-Ascoli). Supongamos X un espacio topoldgico localmente compacto
Hausdorff, Y un espacio de Banach y F C C(X;Y). La clausura de F' en C(X;Y) es compacta

si, y solo si, F' es equicontinuo y uniformemente acotado.

Observacion 1.24. Podemos interpretar C(R/TZ) como subespacio cerrado de C([0,7]) con la
misma norma, con elementos f € C(]0,7]) tales que f(0) = f(T). Asi, también es aplicable el
teorema anterior para aplicaciones T: Z — C(R/TZ).

Veamos un ejemplo de aplicacién de este resultado.

Proposicién 1.25. Sea G: R? — R, G = G(t,s) una funcion continua y T-periddica en las dos
variables. La aplicacion T: LY(R/TZ;R) — C(R/TZ;R) dada por

T
(Tx)(t) :/0 G(t,s)x(s)ds, tel0,T],

es compacta.
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Demostracion. En primer lugar, la aplicacién estd bien definida: dada z € L'(R/TZ;R), la
funcién Tx es continua por serlo G, tinico término dependiente de ¢ en la expresion, y ser x una

funcién integrable, y también es T-periddica por serlo G respecto a t.

Sea A un subconjunto acotado de L!'(R/TZ;R). Probaremos que T(A) es uniformemente
acotado y equicontinuo para concluir que posee clausura compacta. Por ser A acotado, existe un
M > 0 tal que ||z||; < M para todo z € A. Por un lado, A es uniformemente acotado si existe
R > 0 tal que ||Tz|s < R para todo x € A. Ocurre que

T
/ G(t,s)z(s)ds
0

T = méi < méx |G(t VY € A.
| Tlloo = miex < mix |G(t,)[lzllr, Ve

Por otro lado, T (A) es equicontinuo en ty € R si para cada ¢ > 0 existe un 6 > 0 tal que, si
t € R es tal que [t —to| < 6, entonces |(Tz)(t) — (Tx)(to)| < € para todo x € A. Tenemos que
[(Tx)(t) = (Tz)(to)| =

T T T
/0 G(t,s)x(s)ds—/o G(to, s)z(s)ds S/o |G(t,s) —G(to, s)||z(s)|ds.

La funcion G es T-periddica respecto a la primera variable y continua, luego es uniformemente
continua respecto a t y, por tanto, dado £ > 0, existe un § > 0 tal que, si |t — to| < J, entonces
|G(t,s) — G(to, s)| < €. Por tanto, si |t — tg| < 0,

(T2) () — (Tx)(to)| < éll]x-

Dado € > 0, tomamos € = ¢/||z||1 y se posee el resultado. Como t( era arbitrario, queda probado
que 7T (A) es equicontinuo. En virtud del Teorema (de Arzela-Ascoli), T(A) tiene clausura
compacta y concluimos que la aplicaciéon 7T es compacta. O

Aplicaremos este resultado en el Capitulo [3] También podemos probar, de forma analoga,
que la aplicacion T : C([0,T];R) — C([0, T]; R) dada por

T
(Ta)(t) = /0 G(t, 5)f (s, 2(s))ds,

siendo G': R? — R continua y T-periddica en ambas variables y f continua y T-periédica respecto
de la primera variable, es compacta. Esto serd necesario cuando tratemos el método de las sub
v sobresoluciones.

1.4. Meétodo de las sub y sobresoluciones

Consideremos el problema periédico
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con T > 0y F una funcién continua. Notemos que, en este problema, no interviene la derivada de
z. En esta seccién, exponemos el método de las sub y sobresoluciones para problemas periodicos,
que se basa en la existencia de dos funciones a y 8 que delimitan un conjunto no vacio de posibles

soluciones de un problema diferencial entre ambas. Seguimos la referencia [6].

Definicion 1.26. Una funcion a € C2((0,7); R) NCL([0, T]; R) es una subsolucién del problema
periodico (1.3) si «(0) = a(T), &/(0) > /(T) y

o'(t) > F(t,aft),  Vte(0,T).
Una funcién B € C2((0,T);R) NCL([0,T];R) es una sobresolucién del problema periédico (T.3)
si B(0) = B(T), B'(0) < B (T) y

BU(t) < F(t,8(t),  Vte(0,T).

Que existan sub y sobresoluciones del problema (1.3) permite demostrar que tal problema
posee una solucién que, ademas, estaré localizada entre la sub y la sobresolucién, como se justifica

a continuacién.

Teorema 1.27. Supongamos que ezxisten o y B sub y sobresolucion del problema , respec-
tivamente. Sea el conjunto E = {(t,z) € [0,T] x R: a(t) < z < S(t)} y supongamos que F es
continua en E. Entonces el problema periddico posee al menos una solucién x € C%([0,T))
tal que

a(t) < x(t) < B(t), Vte[0,T].

Demostracion. Consideremos el problema modificado

2 —x=F(t,y(tx)) — (), a(t), siz<alt),
z(0) = z(T), siendo ~(t,z) = { =, sia(t) <z < (1),
2/ (0) = 2/(T), B(t), sixz>p(t).

Veamos, en primer lugar, que el problema modificado posee al menos una solucién. Conside-
ramos G = G(t, s) la funcion de Green del problema periodico asociado a

2" —x=F(t ).
Entonces, la solucién x = z(t) del problema modificado vendria dada implicitamente como
T
z(t) = /O G(t,s) [F(s,v(s,2(s))) — (s, z(s))]ds,  t€0,T].

Veamos que tal ecuacion posee solucion. Definimos la aplicacion 7: C([0,T];R) — C([0,T];R)
definida, para cada = € C([0,T];R), como

T
(Tz)(t) = /0 G(t, s) [F(s,7(s,2(s))) —v(s,z(s))]ds € R, ¢€]0,T].
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La aplicacién T es continua por ser integral de funciones continuas. También es compacta por
los comentarios del final de la seccion anterior. En virtud del Teoremall.19] (de Schauder), siendo
C([0,T];R) un conjunto cerrado y convexo, la aplicacion T posee un punto fijo = € C([0,T]; R),
que es solucién del problema modificado.

Comprobemos ahora que = = z(t) satisface que a(t) < z(¢t) < () para todo t. Si no es asi,

entonces existe to € [0, 7] tal que

i, (2(0) = a(t)) = a(to) — alto) <0.

Sitg € (0,T), entonces, por ser x solucion del problema modificado, z(tg) < a(ty) y o subsolucién
de (1.3), tenemos que

2" (to) — o (to) = F(to,~(to, z(to))) + z(to) — (to, z(to)) — " (to)

= F(to,a(ty)) + x(ty) — a(to) — o' (to) < x(tg) — alty) < 0.

Ahora bien, 2" (tg) — & (to) > 0, por ser ty el minimo de z — « y ser esta funcion de clase dos.

Si tg = 0, por T-periodicidad, también ocurre para t =1y

tg{l&g}(m(t) —a(t) =z(0) —a(0) =2(T) — o(T) < 0.

Razonando como antes, obtenemos que z/(0) — o/ (0) < 2/(T) — &/ (T') por ser a subsolucion y x

una funcién T-periddica y, ademas,
2'(0) —/(0) > 0> 2'(T) — /(T)

puest =0y ¢t =T son minimos de z — v y entendemos esta derivada como lateral (la derivada
por la derecha de un minimo es mayor o igual que 0, y por la izquierda, menor o igual que 0).
De esta forma, deducimos que 2/(0) = /(0). Ahora bien, dado ¢ € [0, T,

o' (t) — o (t) = 2/ (t) — 2/ (0) — /() + o/(0) = /0 [2"(t) — & (t)] dt

= / [F(s,a(s)) + z(s) — a(s) —a(s)] ds < / (x(s) — af(s))ds,
0 0

por ser « subsolucion. Como z(0) — «(0) < 0, existe e € (0,7] tal que z(s) — a(s) < 0 para
todo s < e. Para cada t < e, obtenemos que z’(t) — o/(t) < 0. Pero esto implica que z — « es

decreciente en (0,¢), lo que contradice que ty = 0 sea minimo de = — «.

Con lo anterior, queda probado que a < x. Para ver que 8 > x se procede de forma analoga:
si x — 3 tiene maximo positivo, no se puede alcanzar en (0,7") por ser 8 sobresolucion. Si se
alcanza en los extremos del intervalo, entonces deducimos que 2/(0) = 8/(0) y que existe € > 0
para el cual 2/(t) — /() > 0 para todo ¢ € (0,¢). Llegariamos a que x — [ es creciente en este

intervalo y a que t = 0 no puede ser miximo.

Como el problema modificado coincide con el problema periodico (1.3) en E, las soluciones

del problema modificado son, precisamente, las soluciones T-periodicas de 2" = F(¢,z(t)). O
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Este resultado nos permitira concluir la existencia de solucién T-periédica para una ecuacion
diferencial de segundo orden con términos singulares en la que no intervenga la derivada primera.

Observacion 1.28. Se pueden probar resultados andlogos para el problema de frontera con con-
diciones de tipo Dirichlet y Neumann. Para funciones F = F(t,z,2’), aparecen dificultades
adicionales como, por ejemplo, obtener una estimacién de la derivada de x. Estos resultados se

pueden consultar en [6].



Capitulo 2

Concepto de ecuaciéon diferencial

singular

Tras repasar las técnicas usuales para el estudio del problema peridédico asociado a una
ecuacion diferencial, en este capitulo presentamos las ecuaciones de interés en este trabajo: las
ecuaciones diferenciales singulares. Antes de ofrecer una definicion formal, vamos a motivar su
estudio a través de ejemplos. Posteriormente, exponemos la clasificacién de las singularidades
segin su fortaleza o debilidad y comentamos los problemas de valor inicial y de frontera tipo

Dirichlet y Neumann hasta tratar, finalmente, con el problema periédico.

2.1. Una introduccién a través de ejemplos

En una ecuacion diferencial singular de segundo orden escrita en forma normal
!
2" = F(t,z,2)

existe una variedad en la que la funcién F' diverge hacia infinito (o hacia menos infinito). Por

ejemplo, la ecuacién

= p>07

. . .1 . . .
posee una singularidad en z = 0 por ser hm+ — = T Otros ejemplos de ecuaciones singulares
ot =
son o
1 t—2
" 1 2 "
x' =log(t), = — 4z =,
g(t) 2 22 + (2')2

con singularidades en t = 0, 2’ =0 y z = 2/ = 0, respectivamente.

El estudio de las ecuaciones diferenciales singulares en ¢ es muy distinto del estudio de aquellas
singulares en x o en z’. El caso singular en la variable independiente ha sido extensamente
estudiado y se han desarrollado distintos métodos de resolucién para estas ecuaciones. Algunos

17
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ejemplos de familias de ecuaciones singulares en ¢ son las ecuaciones de Bessel,

1 12— 2
" E / t2 .fE:O,

o la ecuaciéon de Legendre,
" + —2t z + (CJV 1)
(1—1¢2) (1—1¢2)

siendo ¢ una constante en ambas ecuaciones. La primera es singular en tg = 0 y la segunda lo es

=0,

ent; = 1y ty = —1. Se puede consultar [2] para obtener resultados de existencia de solucion para
ecuaciones singulares en la variable ¢. En este trabajo, por el contrario, trataremos tnicamente
con los problemas singulares en z, en particular, estudiaremos ecuaciones de segundo orden, con
x € R, aunque han sido motivo de estudio tanto ecuaciones singulares de orden superior como

sistemas de ecuaciones singulares.

La existencia de singularidades limita el conjunto en el que puede existir solucién. Desde el
punto de vista clasico, dada una ecuacion diferencial de segundo orden escrita en forma normal,
como la anterior, buscamos soluciones x = x(t) definidas en un subconjunto del dominio de F'.
Lo usual en los textos es buscar, en el caso singular en un punto g, soluciones x = x(t) definidas
en (—o0,xg) 0 (g, +00), sin permitir que la soluciéon llegue a “tocar” el punto singular en tiempo
finito.

Podemos, ademads, suponer que, si " = F(t,z,2’) es singular en un tnico punto, este es
xo = 0. En efecto, si F' es singular en zyp y £ = z(t) es una solucion de la ecuacion diferencial,
entonces la funcion y dada por y(t) = x(t) — xg es tal que

y'(t)=2"(t) = F(t,,2') = F(t,y + z0,y) = F(t,y.9)

y la funcion F dada por F(t,y,y') = F(t,y + xo,y') es singular en y = 0. Por tanto, tratamos

con ecuaciones diferenciales singulares en x = 0 y buscamos soluciones positivas.

Por otra parte, algunas de las ecuaciones que trataremos en los siguientes capitulos seran
singulares en dos puntos y buscaremos soluciones en el intervalo de definicién comprendido entre
ambas singularidades. Podemos pensar que el punto singular mas pequeio es el cero para que la
solucién sea positiva, aunque no es necesario.

Un ejemplo de ecuacion diferencial singular en infinitos puntos es

2 = 1
sin(z)’
y sus soluciones (clasicas) estan definidas en intervalos de la forma (km, (k + 1)7), con k € Z.

Resaltamos el sentido clasico de estas soluciones porque algunos autores han admitido en su
estudio que las soluciones toquen a la singularidad y “reboten” con un choque eldstico. Son las
denominadas soluciones con rebote, funciones x: J C R — R, con J un intervalo, que cumplen
las siguientes condiciones si F': [0,7] x R x R — R es continua y singular en zy = 0:

= 7 es continua y no negativa en J.



2.1. Una introduccién a través de ejemplos 19

= 2 es una solucion clasica de la ecuacion diferencial @’ = F(t,z,2’) en todo subintervalo
I C Jenel que z(t) > 0 para cada t € I (luego, en particular, es de clase dos en estos
intervalos).

» Para cada 7 € J con x(7) = 0, se tiene que lim 2/(t) = lim —2’'(t) (condicién de choque

t—rt t—7~
elastico).

Un par de ejemplos de funciones que satisfacen la condicién de choque eléstico son las funciones
x(t) = |t|, con un tnico rebote en t = 0, e y(t) = | cos(t)|, con infinitos rebotes en ¢ = 7/2 4 7Z.
Se han estudiado este tipo de soluciones en el contexto de la dinamica celeste [23], entre otros.

Pese a resultar muy interesante el estudio de las soluciones con rebote para las ecuaciones
diferenciales singulares, este contenido escapa de los objetivos de este trabajo. Los autores que
han estudiado problemas singulares, concretamente periédicos, y que admiten colisiones elasticas
se basan en el Teorema de Poincaré-Birkhoff. Con esta herramienta, han obtenido resultados de
existencia de al menos dos soluciones periodicas con rebote [24] y de coexistencia con soluciones
periodicas en el sentido clasico [26].

Veamos ahora algunos ejemplos procedentes de la fisica y la biologia, extraidos del libro de
Pedro José Torres [28], que motivan el estudio tedrico de estas ecuaciones.

La ley de Coulomb de interaccién entre cargas eléctricas establece que la fuerza eléctrica que

ejerce una carga ¢; sobre una carga g, situada a distancia r > 0 de g1, viene dada por

a1492
Fe(r) = QrTem
siendo () > 0 la constante de Coulomb y e, el vector unitario en la direccién radial entre las
cargas apuntando en el sentido en que se aleja de g;. En ausencia de otras fuerzas dependientes
de r e introduciendo una fuerza f = f(¢), podemos establecer la ecuacion diferencial

4192
r// = QTT + f(t)v
donde r = r(t) representa el desplazamiento de la carga g en la direccion del segmento q1qg,
siendo nulo en el punto del espacio en el que se sitia ¢ (en el que la fuerza eléctrica es infinita)
y positivo o negativo segtn el sistema de referencia tomado. Aplicando el cambio de variable
z(t) = |Qqiqa|~*/3r(t), obtenemos la ecuacion diferencial

2 = Rqq2 i f()
Qa1q2| 22 |Qqrga|'/?’

luego, segun si las cargas ¢q; y g2 son del mismo signo o de signos opuestos, obtenemos las

ecuacliones 1 1
2" = = +h(t), 7" = —— +h(t),

a2 22

respectivamente, con h la funcion dada por h(t) = f(t)|Qqiqz|~"/?. Estas ecuaciones forman

parte de la familia de ecuaciones de Lazer-Solimini, a las que dedicamos la primera seccién del

Capitulo 3]
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También intervienen fuerzas singulares en otros ejemplos mas complicados de la fisica. En
[28], seccion 1.2.4], se propone la ecuacion

1
2’ 4+ cx +— = h(t)
x

para modelar la fuerza que ejerce un gas ideal encerrado en un cilindro que se comprime por
una de sus caras sobre todas las paredes del cilindro, siendo singular en x = 0, que representa el
estado en el que el cilindro queda colapsado en una de sus caras. En 28] seccion 1.3], se propone

a’ = <% - i) + h(t)

para modelar el comportamiento de un fluido en un sustrato, apareciendo la singularidad por las
interacciones intermoleculares entre las particulas del fluido.

Podemos poner también ejemplos en la biologia, aunque es mas habitual en este contexto
tratar con sistemas que con ecuaciones diferenciales. En [28] capitulo 13] se propone el sistema

t'=a— B,

= _ T €
y=—-vto,+y

para modelar la dindmica de la variacién de volumen celular producida por la entrada o salida
de agua y soluto a través de la membrana celular en el proceso de 6smosis. Las variables son la
masa de soluto disuelta en el interior de la célula, =, y el volumen de agua en el interior de la
célula, y, siendo el resto parametros del sistema.

2.2. Definiciéon de ecuacion diferencial singular y clasificacién de
las singularidades

Una vez motivado el estudio de estas ecuaciones, en esta seccién definiremos las ecuaciones
diferenciales singulares con las que trataremos en el resto de este trabajo. Daremos, también, las
clasificaciones usuales de las singularidades que se pueden encontrar en los textos y las ilustra-

remos con algunos ejemplos.

Definicion 2.1. Sea Q C R\ {0} tal que existe € > 0 con (0,e) C Qy sea g: Q@ — R una funciéon
continua. Decimos que g es singular en xo = 0 si

lim g(z) = £oo.

z—0t

Dada g = g(t,z,v): 2 C R x (R\ {0}) x R — R, decimos que g es singular en xo = 0 si es
continua respecto a © y
lim g¢(t,z,v) = £oo.

z—0t

Definicién 2.2. Dada F: Q C R? — R, decimos que la ecuacién diferencial escrita en forma

normal 2" = F(t,z,2") es singular en xo = 0 si F es singular en z¢ = 0.
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Recordemos que las soluciones de esta ecuacion diferencial son funciones z = x(t) de clase
dos definidas en un intervalo I C R que satisfacen la ecuacién diferencial en 1. Si F' es continua,
una solucién maximal estd definida en un intervalo abierto y su imagen, x(I), es un conjunto
conexo contenido en (0,400) o (0, —00). Si x es, ademas, T-periddica, entonces su intervalo de
definicién es todo R.

Buscamos soluciones x = z(t) positivas. Es, por ello, que estas definiciones se ha dado para g
definida en (0,¢), € > 0. Se pueden considerar, anadlogamente, funciones g definidas en (—¢,0) y
tomar el limite lateral por la izquierda, tanto en el caso de una variable como en el caso general.
En este contexto, buscariamos x = z(t) con z(t) < 0 para todo t.

En los textos, es habitual tratar con la siguiente clasificaciéon de las singularidades, introducida
por William B. Gordon [10] en su estudio de sistemas dinamicos conservativos.

Definicién 2.3. Sea g: © C R\ {0} — R una funcién singular en zyp = 0 con (0,e) C ,
0 < e < 1. Decimos que la singularidad es débil, fuerte o muy fuerte si

/0 " g(w)da /0 " glw)da /0 " rg(x)da

respectivamente.

< +o0, = 400 0 = +o00,

En general, en los textos se suele tomar esta definicién con € = 1, pero el valor de € que
tomemos para calcular la integral no influye en si esta es convergente o no. En efecto,

/Olg(w)d:v _ /Oag(ac)dx—i—/:g(:c)dx

y, siendo g continua respecto a x, la integral entre x = ¢ y x = 1 esté acotada. Esta definicion de
fortaleza es mas general, pues incluye funciones singulares que estén definidas en (0,¢) con & < 1.
De igual forma, se puede establecer la fortaleza de la singularidad para funciones g definidas en
(—&,0).

Esta clasificacion de las singularidades se inspira en las funciones g(z) = 1/2P, con p > 0.
Para este tipo de funciones, la singularidad es débil si 0 < p < 1, fuerte si p > 1 y muy fuerte
si p > 2. Veremos en los siguientes capitulos que la fortaleza de la singularidad juega un papel
importante para obtener resultados de existencia de solucién.

Otra clasificacion de las singularidades procede de la influencia de los términos en la dindmica

del sistema. Consideremos la ecuacién diferencial singular
2"+ g(x) = 0.

Decimos que la singularidad es atractora si g(x) > 0 para todo = > 0, repulsora si g(x) < 0
para todo z > 0 e indefinida si existe algun x > 0 para el cual g(x) = 0. Esto esté relacionado
con el comportamiento de las soluciones. Mostramos, en la Figura tres retratos de fases de
ecuaciones diferenciales singulares en el caso repulsor, atractor e indefinido, respectivamente.
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Figura 2.1: Retratos de fases de las ecuaciones, de izquierda a derecha, "’ —1/2 =0, 2" +1/2 =0
y 2" +log(z) = 0.

En el primer retrato de fases de la Figura las soluciones positivas se alejan del eje x = 0
y, en el segundo, se acercan, como sugiere la definicién de singularidad atractora y repulsora. En
el tercero, aparece un punto critico en (x,z’) = (1,0) por ser el término singular indefinido.

Desde el punto de vista fisico, la funcion g representa la fuerza de restauracion que ejerce el
sistema para volver al punto de equilibrio. Por ejemplo, en el caso de un muelle, la ecuacién que

modela el movimiento es

k
2+ —x =0,
m

con m > 0 la masa del objeto unido al extremo en movimiento del muelle y £ > 0 una constante
dependiente del material del muelle. Consideremos que el origen se corresponde con la posicién
del sistema en equilibrio, que las > 0 son las posiciones correspondientes al muelle estirado y
que las z < 0 son las correspondientes al muelle contraido. Entonces g(x) = kxz/m es positiva
cuando el sistema hace fuerza por contraerse y negativa cuando hace fuerza por expandirse. Su

signo determina la dindmica del sistema.

En los textos, se afirma que el estudio de estas ecuaciones se vuelve mas complicado cuando
la singularidad es indefinida. Esta clasificacién también se emplea cuando el término singular es
de la forma g = ¢(t,x). Para estas funciones, puede ocurrir que el comportamiento indefinido

sea debido a t y no a x, como ocurre en

cos(t)
xP

g(t,x) = 7 p>0,

que es positiva si t € (—%,Z) + 2nZ, negativa si t € (5,35) +27Z y nula si t = I + 7Z.
2.3. Problemas de valor inicial y de frontera para ecuaciones di-
ferenciales singulares

Dada una ecuacion diferencial de segundo orden escrita en forma normal " = F(¢,z,2'), el
primer problema que se suele estudiar, independientemente de si la ecuacién es singular en algin
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punto, es el problema de Cauchy o de valor inicial

2 = F(t,x,a),

z(tg) = xo,

2 (tog) = vo.
Para profundizar en los problemas de Cauchy con funciones singulares, se puede consultar [2].
Tras estudiar los problemas de valor inicial asociados a ecuaciones diferenciales singulares, muchos

autores concentran su atencion en los problemas de frontera de tipo Dirichlet y Neumann, esto
es, los problemas

2’ = F(t,x,2'), tEe€ [to,t1], 2 = F(t,x,2'), tEe [to,t1],
z(to) = z(t1), ' (to) = 2'(t1),
respectivamente. Sobre estos problemas, se pueden consultar més detalles en [2] [6], trabajos en

los que se exponen diversos resultados de existencia, unicidad y multiplicidad de soluciones para

problemas de frontera singulares.

El problema de frontera asociado a ecuaciones diferenciales singulares que menos se ha tratado
en los textos es el problema de frontera periddico, del que trata este trabajo:

¥ = F(t,x,x'), te€][0,T],
2(0) = z(T),
2'(0) = 2/(T).
Dada una funcién F, es posible obtener condiciones necesarias para que el problema periédico

anterior tenga solucion positiva. Por ejemplo, consideremos la ecuacién diferencial

_ﬁa p>7

y sea T > 0 una constante fija. Si existiese solucion T-periédica positiva = z(t), entonces

t=T T
—p / (b ()%,
t=0 0

T T
T /0 1dt = /0 2t ()t = 2(tP (1)

donde hemos aplicado integracion por partes tomando u = z(¢)P y v = 2”(t). Ahora bien, el
primer sumando se anula por las condiciones de T-periodicidad sobre z y el segundo sumando
es negativo por ser x positiva. Por tanto, llegamos a una contradicciéon y, por tanto, el problema
periodico asociado a esta ecuacién no tiene solucién positiva para ningin T > 0.

Veamos qué condiciones debe cumplir la ecuacién diferencial
i 1
"+ E = h(t)’

con p >0y h: R — R una funcién T-periddica localmente integrable, para que tenga solucion
su problema T-periédico asociado. Integrando entre t = 0 y t = T', entonces, por T-periodicidad,

/OT h(t)dt = /OT m(lt)pdt,
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luego la integral de h en [0, 7] debe ser, necesariamente, positiva. En el caso de las ecuaciones

1
- — = h(t)7

xP

la integral de h en [0, 7] debe ser, necesariamente, negativa. Lo mismo ocurre si sustituimos las
funciones 1/zP por funciones g = g(z) singulares en z = 0 y positivas. Ya comentamos, al tratar
con las ecuaciones singulares que aparecen en las interacciones eléctricas entre cargas, que estas
ecuaciones se denominan ecuaciones de Lazer-Solimini, estudiadas principalmente en [16]. A ellas
dedicamos la primera seccion del Capitulo

Estudiemos ahora si, para la ecuacion diferencial singular siguiente, existe alguna condicion

necesaria para que exista solucién T-periédica:

= —=, (2.1)

con p >0y h: R— R una funciéon T-periddica localmente integrable. Si existiese una solucion
x = z(t) positiva y T-periddica, debe cumplirse, como razonamos en el caso h(t) = 1, que
fOT h(t)dt < 0. Por otra parte, integrando la ecuacion entre t = 0 y ¢ = T', obtenemos que

r h<t) o Tx// - _ o
/0 Tt = /0 (£)dt = o/ (T) — 2/(0) = 0,

luego, siendo x positiva, debe ocurrir que h cambie de signo en [0,7]. Las ecuaciones ([2.1]) se
denominan ecuaciones de Emdem-Fowler con exponente negativo, estudiadas en [29], entre otros.
A ellas dedicamos la segunda seccién del Capitulo

La mayoria de los problemas diferenciales en la mecéanica introducen en la ecuacién un término

de rozamiento. En general, estos problemas se pueden escribir como
2’ + f(z)a’ + g(x) = h(t),

conocida como la ecuaciéon de Liénard (generalizada) [14] por el interés de este fisico francés en el
estudio de la ecuacion aplicada a sistemas eléctricos. La funcion f es la fuerza de rozamiento del
sistema y acttia sobre 2/, generalmente la velocidad del cuerpo en movimiento. Estudiaremos, en el
Capitulo [] familias de ecuaciones diferenciales singulares de esta forma, donde las singularidades
pueden aparecer tanto en g como en f.



Capitulo 3

Algunas ecuaciones diferenciales

singulares sin rozamiento

En este capitulo, revisamos las demostraciones del articulo de Alan Cecil Lazer y Sergio
Solimini [I6] y del articulo de Antonio Jestus Urenia [29)], ambos tratando ecuaciones diferenciales
singulares. Las familias de ecuaciones diferenciales que estudian estos autores son de segundo
orden y sin término de rozamiento. En el primer caso, los términos singulares son atractores o

repulsores, mientras que, en el segundo caso, son indefinidos.

3.1. Las ecuaciones de Lazer-Solimini

El articulo de Lazer y Solimini [I6] es, hasta donde sabemos, el primer trabajo que trata el

problema periédico asociado a una ecuacién singular. Inspirados por las ecuaciones

1 1
" 1
T+ i h(t) y z"— — = h(t),

con p > 0y h una funcién continua y T-periddica, los autores prueban resultados de existencia

de solucion T-periddica para las ecuaciones

¥ +g(@) = h(t) v 2’ —gx) = h(d),

con g una funcién singular en el origen cumpliendo ciertas hip6tesis. Sus resultados se basan en

el método de las sub y sobresoluciones y argumentos de truncamiento.

El caso atractor

El modelo de ecuacion para este caso es la ecuacion 2”4z~ P = h(t), con fuerza de restauracion
g(z) = 1/2P positiva en (0, +00) y p > 0. Para probar la existencia de solucién T-periodica para

su generalizacién, necesitamos el siguiente resultado previo.

25
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Lema 3.1. Sea f: R — R una funcion continua y T-periddica tal que fo t)dt = 0. Entonces
la ecuacion diferencial " (t) = f(t) posee, al menos, una solucion T—pemodzca.

Demostracion. Comprobemos que la funcién dada por

//f duds—/ /f )duds, t€[0,T],

es solucion de w”(t) = . La derivada primera de w es, por el Teorema Fundamental del

- /0 fudu— % /0 ' /0 fu)duds, te 0,7,

y su derivada segunda es, por ser el 1iltimo término de la expresion anterior constante,

W'(t) = f(t), te[0,T],

como querfamos demostrar. La funcién w es claramente continua por ser suma de funciones

Célculo Integral,

continuas y ademas, como fOT f(u)du = 0,

_ /OT /0 F(w)duds — /OT /O F(w)duds = 0 = w(0),
= /OTf(u)du - ;/OT /0 f(u)duds = —% /OT /O f(u)duds = w'(0),

luego la solucién w es T-periddica. O

Este lema nos sera de utilidad para aplicar el método de las sub y sobresoluciones (en concreto,
para construir la sobresolucién). Enunciemos, a continuacion, el resultado principal del caso
atractor del articulo de Lazer y Solimini [16]:

Teorema 3.2. Sea g una funcion real y continua definida en R\ {0} tal que

lim ¢(§) =0, glirgf 9(§) = —oo, glir[r)gg(f) =400 y &g(§) >0 para £ # 0.

|&] =00

Sea h: R = R una funcion continua y T-periddica. La ecuacion diferencial

2"(t) + g(x(t)) = h(t) (3.1)
posee, al menos, una solucion T-periddica si, y solo si, fOT h(t)dt # 0.

Representamos, en la Figura [3.1] algunas funciones g en las hipotesis de este teorema.

Y Y

Figura 3.1: Gréaficas de posibles funciones g en las condiciones del Teorema
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Observacion 3.3. Las hipotesis que imponemos sobre g descartan a las funciones de la forma
g(x) = 1/aP con p par y a las funciones de la forma g(z) = 1/¢/x con p par. Sin embargo,
veremos en la demostracion del teorema que, si la integral de h es positiva en [0,7], entonces
existe solucion z = x(t) necesariamente positiva y, si es negativa, necesariamente negativa. Las
funciones singulares que no satisfacen las condiciones del Teorema se pueden considerar, sin
dificultad, en el primero de los casos. Después de la prueba del Teorema enunciaremos dos
corolarios que amplian la clase de funciones g posibles.

Demostracion (del Teorema[3.9). Si z es una solucién de (B.I), necesariamente x(t) # 0 para
todo t y g(x(t)) es siempre positivo o siempre negativo. Si, ademas, = es T-periodica, integrando
(3.1) entre t =0y t = T, obtenemos que

T T
/h(t)dt:/ g(a(t))dt # 0.
0 0

Reciprocamente, supongamos que la integral es no nula. Consideremos, en primer lugar, que
ho == fOT h(t)dt > 0. Vamos a probar que existe, al menos, una soluciéon T-periddica x positiva.
Emplearemos el método de las sub y sobresoluciones:

» Tomamos £ > 0 suficientemente pequeno de tal forma que g(e) — h(t) > 0 para todo t € R.
Tal e existe por ser h una funcién T-periddica y continua en [0,77], intervalo en el que
alcanza (un) maximo absoluto, y ser lim¢_,o+ g(§) = +o00. La funcién a dada por a(t) = ¢,
para t € R, es subsolucion del problema T-periédico asociado a . En efecto,

a(0)=e=a(T), d0)=0=d(T) vy a"t)+g(at))=g(e)>h(t), VteR.

= Para construir una sobresolucién del problema T-periédico asociado a , observemos
que h(t) — hg posee integral nula entre 0 y Ty, en virtud del Lema existe w € C?(R)
solucion T-periddica de
W (t) = h(t) — ho.

Como lime_s o0 g(§) = 0, existe M > 0 suficientemente grande tal que la funcion 8 dada
por B(t) = M + w(t) satisface a(t) < B(t) vy g(B(t)) < ho para todo t € R. En ese caso,
B(0) =M +w(0) =M+ w(T) = B(T), también §'(0) =w'(0) =’ (T) = p'(T) vy

BY(t) +g(B(t) = w"(t) + g(B(t)) = h(t) — ho + g(B(t)) < h(t), VteR.

Queda probada, pues, la existencia de solucion T-periodica para la ecuacion (3.1)), que es ne-
cesariamente positiva. Para el caso hg < 0, se argumenta de forma andloga, pero obtenemos la

existencia de al menos una soluciéon T-periédica x negativa:

» Tomamos € > 0 suficientemente pequeno de tal forma que g(—e)—h(t) < 0 para todo t € R
y la funcion 8 dada por B(t) = —e, para t € R, es sobresoluciéon del problema T-periddico

asociado a : B(0) = B(T), B'(0)=p0(T) vy
B7(t) +9(B(t)) = g(—¢) < h(t), VteR
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» De nuevo, h(t) — ho posee integral nula y existe w € C2(R) solucién de w”(t) = h(t) — ho
T-periodica. Como limg,_ g(§) = 0, existe M > 0 suficientemente grande tal que la
funcion o dada por a(t) = —M + w(t) satisface a(t) < B(t) v g(a(t)) > ho para todo
t € R. En tal caso, «(0) = «(T), o/(0) =/(T) ¥

a'(t) + g(a(t)) = w"(t) + g(a(t)) = ht) — ho + g(a(t)) > h(t), ~ VteR.

Lo anterior prueba la existencia de solucion T-periodica para la ecuacion (3.1]), necesariamente
negativa. O

Como comentabamos en la Observacion [3.3] los resultados del Teoremal[3.2]se pueden trasladar
a funciones g no necesariamente definidas en todo R\ {0} o que solo cumplen las condiciones
en el intervalo (0,+00) o (—00,0). Dependiendo de si fOT h(t)dt es positiva o negativa, tratamos
unicamente con g restringida al intervalo (0,400) o (—00,0). Es por ello que podemos enunciar

los siguientes corolarios.

Corolario 3.4. Sea g una funcion real y continua definida, al menos, en (0,+00), donde es
positiva y satisface

1f — 11 —0.
gi%gg(é) +oo oy 5_131009(5)

FEntonces (3.1) posee al menos una solucion T-periédica positiva si, y solo si, fOT h(t)dt > 0.
Corolario 3.5. Sea g una funcién real y continua definida, al menos, en (—c0,0), donde es
negativa y satisface

lim g(§) = —o0 Y lim g¢(&) = 0.

£—0— §——o0

Entonces (3.1) posee al menos una solucion T-periddica negativa si, y solo si, fOT h(t)dt < 0.

Las funciones de la forma g(z) = 1/2P, con p par, y g(x) = 1/¥/x, con p par, satisfacen
las condiciones del Corolario en (0,400), mientras que no satisfacen las condiciones del
Teorema [3.2]

El caso repulsor

El modelo de ecuacion, para este caso, es la ecuacion " — x™P = h(t), con fuerza de restau-
racion g(z) = —1/xP negativa en (0, +o00) y p > 1. En su articulo, Lazer y Solimini prueban la

existencia de solucién T-periddica para la ecuacién

2" (t) — g(z(t)) = h(t), (3.2)

con g en las condiciones del Teorema [3.2] Para probar este resultado, emplean argumentos de
truncamiento que no se pueden aplicar a exponentes 0 < p < 1.

La prueba de la existencia de solucion T-periddica se basa en el siguiente resultado auxiliar,
consultado en [§].



3.1. Las ecuaciones de Lazer-Solimini 29

Teorema 3.6. Sea 1: R — R una funcion continua y acotada para la cual

U(-s0) = lim b(@) €R, (o) = lim Y(a) €R
y P(—00) < YP(z) < P(+00) para todo x € R. Sea también f una funcion continua y T-periddica.
Entonces la ecuacion

() + 1 (x(t) = £(t)

posee al menos una solucion T-periddica si, y solo si,
1 T
b(—o0) < T/ F()dt < (+0).
0

La funcién g con la que trabajamos no esté definida en todo R. El argumento de truncamiento
consiste en definir una funciéon g a partir de g que si esté definida en todo R y para la que se
pueda aplicar este resultado. Primero vamos a probar la siguiente proposicién.

Proposicion 3.7. Sea x una funcion T-periddica de clase uno con derivada de sequndo orden
2" € LY(0,T). Entonces ||2'||co < min{||(2”) |1, |(z")"|l1}, donde (x”)" y (")~ son las partes

positiva y negativa de x”, respectivamente.

Demostracion. La funcién x alcanza su minimo en un punto to € [0,7] por ser T-periddica y de
clase uno. También se cumple que z'(t9) = a'(t9 + T') = 0. Vamos a probar la desigualdad con
()™, siendo la otra muy similar (y ya escrita en [16]). Fijado ¢ € [to, to + T,

—a'(t) = /tt —2"(s)ds = /tt [—a"(s)" +a"(s)7] ds < /t 2" (s)"ds

0 0 to

to+T
< [ e ds =)
to

en cuya ultima desigualdad hemos aplicado que, por ser (z”)~ una funcién no negativa, aumentar

el dominio de integracion no disminuye el valor de la integral. Andlogamente, para t € [tg, to+ 1],

—a2/(t) = /tt —2"(s)ds = /tt0+T 2" (s)ds = /:0+T [2"(s)" —2"(s)"] ds

o+T

to+T to+T
> —/ "(s)"ds > _/ 2”(s)"ds = —[(=") " 1.
t t

0

Hemos probado que, para todo ¢ € [0, 7], se cumple que —||(z")~ |1 < —2'(¢) < ||[(2”)~||1 vy, por
tanto, [|2']|oo = méx,cpo 7y |2’ (t)| < ||(2”) 7 ||1. Para la desigualdad con (z”)*, se trabaja con x en
vez de —x. O

Una vez probado este resultado, el siguiente lema nos permitird construir una funcién g a
partir de g con argumentos de truncamiento y que demuestra que (3.2)) posee solucion T-periddica
positiva si, y solo si, fOT h(t)dt < 0.
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Lema 3.8. Sea g: (0,4+00) = R una funcidn positiva tal que
1
lim g(x) = +o00 Yy / g(z)dr = +00.
z—0t 0

Para cualquier M > 0, existe € > 0 tal que, si h es una funcion continua y T-periddica con
norma ||h|l1 < M, entonces cualquier solucion T-periddica x = x(t) de (3.2)) cumple que x(t) >
para todo t € R.

Demostracion. Fijemos M > 0 y x una soluciéon T-periodica de (3.2)). Tomamos & > 0 suficien-
temente pequeno tal que g(z) > M/T para todo z < &. Integrando (3.2) entre t =0y t =T,
obtenemos que

T T
/ ola(t))dt = / —h(t)dt < M,
0 0
en cuya ultima desigualdad hemos aplicado la hipoétesis ||h||; = fOT |h(t)|dt < M.

Supongamos que x cumple que x(t) < & para todo ¢ € [0,7T]. Entonces g(x(t)) > M /T para

todo t € [0,7T] e
T T M
/ g(z(t))dt > / —dt =M,
0 o T

lo cual no es cierto. En consecuencia, dada x solucion T-periddica de (3.2), existe t; € R tal que
x(t1) > €. Tomamos € > 0 tal que

3
/ g(x)dz > 2M>.
€

Tal € existe, pues g es positiva e foé g(z)dx = +00. Ademés, necesariamente € < £ por ser g una
funcién positiva y 2M2 > 0. Probaremos que toda solucién T-periédica x satisface que z(t) >
para todo t € [t1,t1 + T y concluiremos el resultado por T-periodicidad.

Multiplicamos (3.2) por z’ e integramos entre ¢; y ¢ arbitrario, obteniendo
t t t
/ 2" (s)a’(s)ds —/ g(z(s))2’(s)ds = / h(s)x'(s)ds.
t1 t1 t1

Aplicamos, en la segunda integral, el cambio de variable y = x(s), el cual es valido por ser x una
funcién de clase uno. Obtenemos que

/ t 2 / 2 IE(t) t

2t gty = [ sl s)as <
2 2 Z'(t1) t1

Aplicando la Proposicion (3.7)), obtenemos que

< 11l llso-

/t t h(s)z'(s)ds

1

12']loc < (@)~ llx = ll(g o2+ h) "Il < (IR 1,

en cuya ultima desigualdad hemos aplicado que g o x es positiva y que (f1 + f2)~ < fi + f5 -
Recordemos que, por hipotesis, ||hl|1 < M, luego

T T
1 lls0 < 1A~ |l1 = /0 mésx{0, —h(t)}dt < /0 Ih(8)[dt = Al < M
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vy obtenemos que

2 2 (t1)
Por tanto,
x(tl) / t 2 / t 2 / t 2 1112 3
z(t)

Supongamos que existe to € (t1,t; + 1) para el cual z(t3) < e. Como z(t1) > £ y g es una
funcién positiva, obtenemos, de la desigualdad anterior, que

13 x(t1) )
/ g(y)dy S/ g(y)dy < 2M*=,
€ z(t2)

lo que contradice la eleccion de £ y e. En conclusion, debe ocurrir que x(t) > € para todo
telti,t +T). O

Las hipotesis sobre g solo se han aplicado para tomar £ > 0 de forma que g(x) > M/T para
todo x < £ y para elegir € > 0 de forma que ff g(z)dx > 2M?. Por tanto, la acotacion inferior
de las soluciones T-periédicas de sigue siendo vilida para funciones g que permiten que
existan tales £ y €. Cémo esté definida g para valores anteriores a € no influye en la demostracion
(mas alla de que g(z) > M/T para = < &), luego esta funcion puede estar definida, incluso, en
todo R.

Teorema 3.9. Sea h: R — R una funcion continua y T-periddica y g: (0, +00) — R una funcion

continua y positiva tal que

1
lim g(z) = +o00, lim g(z)=0 e / g(x)dx = +o0.
0

r—0t T—>+00

Entonces (3.2) posee una solucion T-periddica si, y solo si, fOT h(t)dt < 0.

Demostracion. Six esuna solucion T-periddica positiva de (3.2)), entonces, integrando la ecuacion
diferencial entre t = 0 y t = T', obtenemos que

T T
A wmwmw:A _h(t)dt > 0,

por ser g una funcién positiva. En consecuencia, es necesario que fOT h(t)dt < 0 para que exista
solucion T-periodica de (3.2]).

Veamos la suficiencia. La funcion h es continua (y acotada) en [0, 7] y existe M > 0 tal que
T
Il = [ Wnte)iae <
0
Tomamos £ > 0y € > 0 como en la demostracion del Lema de forma que

M 3
g(x) > T Vo < e / g(x)dx > 2M°.
€
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Definimos la funcién g: R — R como

g(s) sze,
gle) s<e.

Esta funcion g satisface las mismas condiciones que g respecto a £ y a €, luego se puede aplicar
el Lema Obtenemos que las soluciones T-periodicas positivas de

son tales que z(t) > ¢, luego también son, por coincidir g y g en (g, +00), soluciones T-periddicas
positivas de (3.2).

Queremos aplicar el Teorema [3.6] a la ecuacién modificada con g para concluir que existe
solucién T-periddica positiva. Sin embargo, no podemos garantizar que
— = 1/ —q < —g < 1/ —q — R
gle)= lm —g(y) < —g(x) < lm —g(y) =0, VreR,
pues no sabemos, a priori, que g(g) > g(z) para todo z € (¢,400). Ahora bien, g alcanza maximo

absoluto en [e, +00) porque tiende a cero cuando z tiende a 400, es decir,
V&>0, JK >0 talque, siz> K, entonces [g(z)|=g(z) <&

y, por tanto, g alcanza su maximo absoluto en [, K], para un cierto K > 0 suficientemente
grande. Sea m = méaxg. Podemos transformar g de forma continua, incluso diferenciable, en
(—00, ) de manera que g siga siendo continua, g(¢) = g(¢) y limy—_ oo g(x) = m. llustramos, en
la Figura esta situacion.

i

I
I
I
I
I

9

Figura 3.2: Ejemplo de funciones g, § y su posible modificacion, g*, para aplicar el Teorema

Esta nueva g sigue cumpliendo las mismas condiciones que antes, pues estd definida de igual
forma en (g, +00) y satisface que g(xz) > M /T para todo x < €. De nuevo, tenemos que las solu-
ciones T-peri6dicas son mayores que € y son, por tanto, soluciones de . A efectos préacticos,
podemos suponer que m = g(¢) y que no modificamos g.
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Ahora si, ya podemos aplicar el Teorema [3.6| a la ecuacion

y deducir que esta ecuacion posee, al menos, una solucion T-periodica (que seré solucion de ((3.2)
si, v solo si,

T
—g(e) = lim —g(z) < 1/0 h(t)dt < lim g(x) = 0.

T——00 T T—00
La primera desigualdad es cierta por nuestra eleccion de £ > 0 y por ser ||hlj1 < M: como ¢ < &,

M HhHI 1 /7 1 /T
L L — < — .
g(e) < T < T T ), |h(t)|dt T J, h(t)dt

Esto también es cierto si m > g(e). La segunda desigualdad se cumple si, y solo si, fOT h(t)dt < 0,
con lo que queda probada la suficiencia de esta condicion. O

Para singularidades débiles, la condicion integral no es suficiente

Sin embargo, para la ecuacion (3.2) con g: (0,+00) — R positiva, con singularidad en el
origen y tendiendo a cero en el infinito, pero con integral

1
/ g(s)ds < +oo,
0

la condicion integral anterior no es suficiente para garantizar la existencia de solucién periddica.

Este es el caso de las ecuaciones

con 0 <p< 1.

Teorema 3.10. Para todo T > 0, existe My > 0 tal que, si M > My, entonces existe h una
funcion continua, T-periddica y negativa tal que (3.2)) no posee solucidn periddica y — fOT h(t)dt =
M.

Demostracion. La funcién b con la que vamos a tratar es la dada por

M
h = *?X[O,s}v

con X[, la funcion caracteristica del intervalo [0,¢], que no es continua ni T-periodica. Se
puede regularizar h, componiendo con una funcién meseta, por ejemplo, y luego extender con
T-periodicidad a todo R considerando ¢ > 0 suficientemente pequeno.

Supongamos que x es solucion T-periodica de z”/ — g(z) = _%X[O,a] (t) y sea & > 0 tal que
g(z) > M/T para todo z < . Como

T

T T " M
| atenar= [ e+ gtanae = [* Fxpawae =
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razonando como en el Lema existe t; € [0,7] tal que z(t1) > & y, en consecuencia,
méxe(o,r) 2(t) > §. Como h =0 en (g,T), ocurre que
"

' =g(x)+h=g(x)>0, Vte(,T),

¥, necesariamente, max,c(o 7] #(f) se alcanza en un punto tmsy € [0,¢], en el cual 2" (tmsax) < 0.

Vamos a imponer condiciones sobre € > 0, de forma que sea suficientemente pequeno para
poder acotar determinadas cantidades. En virtud de la Proposicion

12'loe < 1(=")7Mly = (g oz +h)"[x < [[Rll < M,
luego x es lipschitziana con constante M, esto es,
|z(t) — x(s)| < M|t —s|, Vt,s€[0,T].
En consecuencia,
2(tmse) — () = [2(tmse) — 2(8)] < Mltmar — ], ¥t € [0, 7]

y, por tanto, para ¢ < £/2M, tenemos que

fnf 2(5) 2 (1) 2 @(tmax) = Mt~ ts| > € =M > g Vit e 0,e].
s€(0,e

También tomamos € tan pequeno que e méx >¢ /9 g(s) < M/2, lo cual podemos hacer porque g
tiende a 0 en el infinito y, por tanto, esta acotada superiormente en [£/2, +00). De esta forma,

3 3 3 M M
2'(e) — 2'(0) = / 2"(t)dt = / g(z(t))dt —l—/ ——dt <eméx g(s) - M < ——.
0 0 o € §>€/2 2
De esta desigualdad, deducimos que o bien |2'(0)| > M/4 o bien |z/(g)| > M /4. En efecto:

» Como z'(¢) < 2/(0) — M/2, si 2/(0) € (=M /4, M/4), entonces

y, por tanto, |2/(g)| > M/4.

» Analogamente, como z/(0) > 2/(g) + M/2, si 2'(¢) € (—M /4, M/4), entonces
M M M M
! ! - - - =
x(0)>m(€)+2> T3 T

Asumimos que |2'(¢)| > M/4. Tomamos ahora ' > 0 tal que sup,.¢ g(s) < M/T. Este elemento
existe por tender g a cero en el infinito. Razonando como en el Lema [3.§] supongamos que z
es una solucion T-periodica de la ecuacion tal que z(t) > ¢ para todo t € [0,7]. Entonces
g(x(t)) < M/T para todo t e

T T M
/0 g(w(t))dt</0 Sdr= M,
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lo cual no es cierto, como vimos al inicio de esta demostracién. Por tanto, debe existir un punto
to € [0,7T] en el cual z(t2) < &'. Ahora bien, como x es lipschitziana con constante M,

H%éi)j(,] .%'(t) — l’(tz) = I’(tméx) — x(tg) = ‘:L’(tméx) — :L'(tg)‘ < M’tméx — tg‘ <TM
tel0,

¥, por tanto, max;c(o, 7 z(t) < &+TM. Esta desigualdad sigue siendo cierta si tomamos M’ > M.

Sea tmm € [0,77] el valor tal que z(tmm) = mingjo ) z(t). Como en el intervalo [0, €] ocurre
que
iz

= +h < mé -— < —-—<0,
x" = g(x) gg};g(S) - <5

necesariamente tyy, € (g,7), intervalo en el que h = 0. Para llegar a contradiccion basta integrar
la ecuacion (3.2)) multiplicada por a’ entre t =ty v t = &:

€

€

/ (2! ()" (1) — glax(t))a' (1)) dt = / h(t)dt = 0,
tmin tmin

de donde obtenemos, a través de un cambio de variable, que

1(\2 UAPRY. € 2(e)
P2 (i) / o(o(t) ()t = / g(s)ds.
2 2 tmin it(tmfn)

La funcion g es positiva, 2(tmm) > 0y x(e) < supyepo,r 2(t) < § + T'M. Por tanto,

z(€) ¢+TM
/ g(s)ds < / g(s)ds.
T 0

(tltlf[l)

Esto, junto con que |2/(¢)| > M /4, nos permite deducir que

&+TM 1(~)\2 / 2 1(~)2 M2
/ g(S)dS>x(6) 7%’(250) >$(5) el
0

2 2_2>32’

lo cual no es cierto para M suficientemente grande, por ser la singularidad de g en g = 0 débil.

Notemos que, si fuese |2/(0)| > M/4, llegariamos a contradiccion integrando entre ¢ = tym, ¥

t =T. En concreto, llegariamos a que

/ 2 / Y z(T) &+TM
(L) 2(tmin) < / g(s)ds < / g(s)ds
2 2 x(tmin) 0

y concluiriamos igual que en el caso anterior por ser z(0) = z(T). O

Posteriormente al trabajo realizado por Lazer y Solimini, muchos otros autores se dedicaron
al estudio del problema periddico asociado a una ecuacién diferencial singular. Una linea de
investigaciéon se centrd en relajar las hipétesis de regularidad sobre la funcién h para estas
ecuaciones, estudiando el problema periédico para h € L'(R/TZ). Es, por ello, que en trabajos
posteriores que tratan con otras ecuaciones diferenciales singulares diferentes, consideran los

términos T-periédicos en L' y no necesariamente continuos.
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3.2. Las ecuaciones de Emdem-Fowler con exponente negativo

Las ecuaciones de Lazer y Solimini presentan un término singular atractor o repulsor, pues
el signo de la funcién g es constante. Sin embargo, existen funciones singulares indefinidas, que
cambian de signo en su dominio. Ya comentamos en el Capitulo [2] que, para las ecuaciones de

Emdem-Fowler con exponente negativo

0]
P
que se generalizan a
2 = h(t)g(x) (3.3)

para funciones g cumpliendo ciertas hipotesis, era necesario que la funciéon h cambiara de signo
para que el problema peridédico asociado tuviese solucién positiva. En consecuencia, el término
singular es necesariamente indefinido. En los textos consultados, todos los autores coinciden en
que esta propiedad dificulta més el obtener resultados de existencia de solucién para el problema
periddico.

En esta seccion, comentamos los resultados obtenidos por Urenia en [29], que permiten ga-
rantizar la existencia de solucién T-periédica para . Impone, sobre la funcién singular

g: (0,400) — (0,400), que sea un homeomorfismo decreciente. Para este tipo de funciones,

tenemos las siguientes condiciones necesarias para que exista solucion T-periodica:

» Es necesario que fOT h(t)dt < 0. En efecto, como la funcién g: (0,+00) — (0,+00) es
decreciente y positiva, dada una solucién positiva z, g(x(t)) # 0 y podemos dividir por
este término en la ecuacion (3.3)). Integrando, se sigue que

T B T x”(t)
|| pae= [

Vamos a aplicar el método de integraciéon por partes tomando

Ly
LS ) (o))"
v = 2" (t), v =2/(t).

Entonces

2’ (t)?dt < 0,

T B :L‘/<t) t=T_ T_g/($(t))
ey W e

pues el primer término se anula aplicando las condiciones de T-periodicidad y la integral

es positiva (luego, restando, negativa) por ser g una funciéon continua y decreciente (luego
con derivada negativa).

» Es necesario que h(t) sea una funcion que cambia de signo. Esto se deduce de que

T T
/ h(t)g(z(t))dt = / 2"(t)dt = 2/(T) — 2'(0) =0
0 0

y g es una funciéon positiva.
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En su articulo [29], Urefia es capaz de encontrar condiciones adicionales sobre h y ¢ para
que las anteriores sean suficientes para que exista solucién T-periddica. Enunciamos el resultado

principal de su articulo.

Teorema 3.11. Sea g: (0,+00) — (0,400) un homeomorfismo decreciente, h: R — R una
funcion T-periddica, localmente integrable, que cambia de signo en [0,T] y con integral negativa

en este intervalo. Supongamos que estamos en uno de los siguientes casos:

= La singularidad de g es fuerte y h es constante a trozos.

= La singularidad de g es muy fuerte y h es de clase uno con un nimero finito de ceros, que

son no degenerados.
Entonces (3.3) posee, al menos, una solucion T-periddica.

Consideramos como funciones constantes a trozos aquellas para las que existe una particion
0=po <p1 <---<p, =T de [0,T] tal que la funcién es constante en cada abierto (p;,pj+1),
7 =0,...,7—1. De esta forma, hay discontinuidades en un ndmero finito de puntos. Las funciones
con ceros no degenerados son funciones de clase uno con derivada no nula en un entorno de cada

una de sus raices.

Su prueba es muy diferente a la de Lazer y Solimini, pues no tratan de encontrar sub y
sobresoluciones para el problema periddico. Sin embargo, aprovechan que la existencia de solucion
para el problema de Dirichlet asociado a la ecuacion (3.3)),

i h(t)g(m)a te [OvT]v (3.4)

ya fue estudiado con anterioridad [, [6]. Demuestran que, en el espacio de soluciones del problema
de Dirichlet, hay un subconjunto ¥ conexo de soluciones positivas con elementos que satisfacen
2/(0) > 2/(T) y elementos que satisfacen 2’(0) < 2/(T). Por conexion, deducen que existe al
menos una solucién del problema de Dirichlet cuya derivada en los extremos coincide, de forma
que es solucién para el problema periédico.

La existencia del conjunto conexo - C C!([0,T];R)

Consideramos el problema (3.4). Vamos a tratar con el problema de punto fijo asociado.
Denotamos X = C(R/TZ;R) y X = {z € X: 2(0) = 0}. Podemos establecer un isomorfismo
X = R @ X escribiendo una funcion z continua y T-periodica con z(0) = 2o € R como

w(t) = wo + F(t),

donde Z(t) = x(t) — xg, que es continua, T-periddica y con Z(0) = 0.
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Una solucion x = x(t) del problema (3.4)) con 2(0) = 2(T') = zq es de la forma x(t) = zo+Z(t)
con T solucién del problema de punto fijo

T = F(.%'o,.f) = (K o N)(.%'o,.i’),
donde N es la aplicacion de Nemytskii de la ecuacion (3.3), dada por
N(zo, Z)(t) = h(t)g(xo + Z(t))

vy K es el operador integral dado por

T
(Ka)(t) = /0 G(t, s)a(s)ds,

con nucleo la funcién de Green del problema de Dirichlet asociado a la ecuacion u” = ¢(t) con
condiciones iniciales homogéneas por ser £(0) = Z(7') = 0. Este problema de punto fijo tiene
sentido en el abierto de R x X

Q = {(x0,%) € (0,4+00) x X: 0+ Z(t) >0, Vt € R}.

La aplicacion de Nemytskii N: Q — L'(R/TZ) es continua por ser g continua, mientras que
K: L' (R/TZ) — X es lineal y compacta en virtud de la Proposicion [1.25 Vamos a comprobar
que N lleva conjuntos de R x X con clausura contenida en Q en conjuntos acotados de L' (R/TZ).

Sea A un conjunto con A C 2. Comprobaremos que N(A) esta acotada en L'(R/TZ). Dado

(z0,Z) € A, su minimo es mayor que cero y, por tanto, siendo g un homeomorfismo decreciente,

T
NG, = [ n0)lgtan + FO)Idt < g (min (o -+ 260 ) Il < o
O b
Veamos que existe R > 0 tal que ||N(zp,Z)|1 < R para todo (z¢,Z) € A. Tenemos que compro-
bar, por lo anterior, que existe € > 0 tal que

{ 7(t)) > v 7) € A.
tgﬂ&%}(xo + Z(t)) > ¢, (z0,2) €

Esto se deduce de que A C €, luego, si {(on, Tn)}n es una sucesién de elementos de A con

1 { i(t)) =0,
lim. tg[gg](:vo + (1))

existe una subsucesién con limite (xf, *) € A con minimo cero, en contradiccién con que A C 2.

Asi, F=KoN:Q — X es continua y compacta restringida a cualquier subconjunto €2, de
Q con Q, C Q y tal que F((T*) C Q.. Vamos a construir un tal conjunto €2, en las hipdtesis
del Teorema (de Schauder), que nos garantiza la existencia de un punto fijo (xg,Z) de
F en Q.. Tras comprobar que el punto fijo no pertenece a 9€,, obtendremos que el grado de
Leray-Schauder de Iy — F(xo,-) es no nulo en €2, N ({xo} X X)
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Lema 3.12. Eziste M > 1 tal que, si x = z(t) es solucion de (3.3) que alcanza un punto critico

en t. con x(t.) = x. > M, entonces x estd definida en todo [0,T] y cumple

lx(t) — x| <1, Vtel0,T].

1
M:=qg! ( ) +1
9 \Tnlh

v sea X cumpliendo la propiedad del enunciado. Procedemos por reduccién al absurdo: supon-

Demostracion. Consideremos

gamos que existe t; € (t., 7] tal que
(t) —a(te)| <1, VEE[te,tr) v |a(t) —a(te) =1

Sity € [0,¢.), se razonaria analogamente. Dado t € [t., 1),

2(t) > a(te) 1> g7 <T||2||1>

0, equivalentemente,

0 < g(x(t)) Vt € [te,t1).

o1
TRl

Por tanto, para todo t € [t,t1], se cumple que

t t
1
(0] =1a/(6) (e = | [ "()as| = | [ hs)gla(s)ds] < .
te te
lo cual es una contradiccién, ya que, en ese caso,
" t —te
(t) — 2(t.)| < / (s)lds < LT < 1. 0

te

Definimos ag == M + 1, siendo M > 1 la constante del Lema y tomamos By > M + 3
arbitrario. Las soluciones a y 3 de los problemas de valor inicial

2’ =h(t)g(z), te][0,T], " = h(t)g(z), tel0,T],
z(0) = a, y z(0) = Po,
2'(0) = Z(0)=0

satisfacen, en virtud del lema anterior, que
alt) <M +2<py—1<p(t), Vtelo,T].

En efecto, estos problemas de valor inicial imponen como condiciones de contorno que « tenga
el valor critico ag y, por tanto, a(t) < 1+ ag = M + 2 (y, respectivamente, para (). Por tanto,
para cualquier zg € [M + 2, 5y — 1], las funciones a y  forman un par bien ordenado de sub y
sobresoluciones del problema de Dirichlet con condicién de contorno

z(0) = z(T) = xo,
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luego, para estos problemas, existe solucion = que satisface a(t) < z(t) < B(t) para todo t € [0, T].
Como [y se tomd arbitrariamente, este hecho se cumple para todo zg > M + 2.

Tomamos ahora Sy > ag + 5 y consideramos el conjunto
Q= {(z0, %) ERx X: M+3<z0<fo—2, oaft)<mz+z(t) <pB(t), ¥t €[0,T]}.
En este conjunto, tenemos que
alt) < M+2<zy—1<a(t)<zo+1<py—1<p(t), Vtel0,T],

siendo M +2 < x9g—1y xg+1 < Sy — 1 por la construccién de €2,. El resto de desigualdades
se deducen del Lema [3.12] En consecuencia, ), es un conjunto acotado, abierto relativo de
[ag + 2, Bo — 2] x X, con clausura €, contenida en Q y tal que F () C Q..

Podemos aplicar el Teorema (de Schauder), del que obtenemos que existe un punto
fijo de F' en Q.. Ademas, por la desigualdad anterior, se tiene que a(t) < z(t) < B(t) para todo
t € [0,T] o, equivalentemente, no hay soluciones del problema de punto fijo en 9€2,. Si denotamos

a este punto fijo por (xg, %), tenemos que
degrs(Ig — F(xo,-), 2 N (:Eo X f() ,0) =a #0.
Por la invarianza respecto a homotopias, para cada zg € [M + 3, 5y — 2],
degps (I — Flxo,), 2N ({mo} x X),0) = 1.
Aplicando el Teorema, (Propiedad de Escision) y el Lema , obtenemos que
degrs (I — F(zo,-), B¢(0,1),0) = a #0, Vx e [M+3,08 — 2] (3.5)

Como tomamos By > M + 5 arbitrario, lo anterior es cierto para todo xg > M + 3. Ya estamos
en condiciones de probar el siguiente resultado:

Proposicion 3.13. Sean g y h en las condiciones del Teorema |3.11. Eziste ¥ C C1(0,T) un
congunto conezxo de soluciones del problema de Dirichlet (3.4), cumpliendo que

{ tgﬂ&%]x(t): x € E} = (0, 4+00).

Demostracion. Por lo anterior, basta encontrar un conjunto conexo > C R X X formado por
soluciones del problema de punto fijo Z = F(xg,Z) cumpliendo la propiedad del enunciado.

Vamos a aplicar el Teoremammmando X como espacio de Banach (subespacio cerrado del
espacio de Banach X con la norma del supremo en las funciones T-periodicas), A = [M +3, By —2]
para g > M + 5 arbitrario, el conjunto abierto y acotado [M + 3,5y — 2] x B¢ (0,1) de A x X
v la homotopia F'. Se satisfacen las hipétesis de este teorema por cumplirse .

En virtud de este resultado, existe ¥ una componente conexa del conjunto de soluciones {2
del problema de punto fijo tal que

Eﬂ({l‘o} XBf((O,l)) #0, Vxg>M + 3.
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Como la solucion z(t) = xg + &(t) satisface que x(0) = x¢, deducimos que H[lOfI%] x(t) <z y, asi,
telo,

[M +3,+00) C { min (zo + () : (20, %) € & }
te[0,T)]
Solo queda comprobar que el infimo de este conjunto es cero.

Por la dependencia continua respecto de las condiciones iniciales, ¥ debe poder prolongarse
mas alla de [M + 3, 4+00) x X en Q de forma que ¥ cumpla alguna de las condiciones siguientes:

1. La proyeccion de ¥ a X es no acotada en X.
2. La proyeccion de ¥ a X estd acotada en X y SN Q # 0.

3. La proyecciéon de X a X est4 acotada en X y, para todo xg > M + 1, se satisface que
20 ({wo} x X) ¢ {0} x Bg(0,1).

Representamos, en la Figura los tres posibles escenarios.

X X X
'
) .
\ | P e -
! R r N \ SRR f SRR
Mo 1 ~ 7 ‘\ \\ 1 ‘\ 1
~o. i Sev | v \ !
Yo, [l S v 0 [l
- | o rg 4+ o
By (0,1) o Be(01) o\ Bz (0.1) %
: i >3] ST by Y| b
T oo f oo oo
| | |
I I I
M+3 M+3 M +3

Figura 3.3: Posibles escenarios para X en ). De izquierda a derecha, los casos 1, 2 y 3.

El tercer caso no puede suceder en nuestro problema. En efecto, suponiendo que la proyeccion
de ¥ a X esta acotada, existe M; > 0 tal que

rr[u’r%](xo +z(t)) > My, V(zo,Z) € X, siendo xg > M.
telo,

Pero, entonces, el Lema [3.12{implica que 3N ({a:o} X X) estd contenido en {zg} x B;(0,1) para

todo x¢ > Mj. Finalmente, veamos que el primer y el segundo caso implican que el infimo es
cero. Como

00 = {(:co,ic) € [0,400) x X: min (zg + &(t)) = O} ,
te[0,7

si estamos en el segundo caso, se tiene el resultado. Con respecto al primer caso, supongamos
que la proyeccion de ¥ a X, T2, es no acotada y que, por el contrario, existe p > 0 tal que
xo + Z(t) > p para todo t € [0,T)]. El operador de Nemytskii N: Q — L (R/TZ) es acotado en

R={(z0,%) e Rx X: xg+&(t) > p, Yt €[0,T]} DT,

pues, siendo g decreciente, ||[Nk|| < [|h]lg(p) < +o00. Por tanto, como 7 3% estd formado por
funciones = Z(t) solucion de & = F(xg, %) = (K oN)(zo,Z), serd un conjunto acotado, llegando

a una contradiccién. O
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En > hay soluciones x con z/(0) > 2/(T)

Proposicion 3.14. Sea X el conjunto dado por la Proposicion[3.15 En X, hay curvas z = x(t)
con 2’ (0) > 2/(T).

Demostracion. Probemos, en primer lugar, que existe una constante C' > 0 que depende sola-
mente de la funcion h y del periodo T tal que

méx z(t) — min z(t) < Cyg < min :E(t)) ,
te[0,7) te[0,7 te(0,7

para toda solucion x del problema de Dirichlet (3.4). En efecto, por ser g decreciente, el operador

de Nemytskii satisface que
T
¥ @)l = [ Ihiogteo + #@)de < g (i o) ol
0 te[0,T]

Por otra parte, K : L'(R/TZ) — X es continuo, luego, si = F[xg,Z] = (K o N)(z, %), entonces
Z satisface

, i s < 1k AN
i { mix 3(6), ~ min 7(0)] = 3l < K[l ( min o(0))

Por tanto, tomando C' := 2||K]||||h||1 se satisface la desigualdad que buscdbamos.

En segundo lugar, veamos que existe 0 < € < 1 tal que si x = x(t) es solucion del problema de
Dirichlet (3.4) con 2/(0) < 2/(T), entonces g (méxte[Qﬂ z(t)) < eg (ml’nte[O’T} (t)). Integramos
en ambos lados de la ecuacion diferencial (3.3]) y obtenemos, por ser g decreciente, que

T T T T
0 < #/(T) — 2'(0) = / "()dt = / h(t)g (1)) = / o (g (1))t — /0 b (t)g(a(t))dt
<g tg[lolr% x(t / hy(t)dt — g trerfoa)jc’]x (t) / h_

Por tanto, g(max,ecpo 7 7(t)) < eg(minggom z(t)) con

T
o Jo ha(t)dt
[ h_(t)dt’
que es un valor entre 0 y 1 por ser f(;f h(t)dt = fOT h(t) fo _(t)dt < 0.

Como g es decreciente y

2570 < 50 09 (g =00).

lo anterior implica que, para toda solucion z del problema de Dirichlet (3.4]) con 2/(0) < 2/(T),

se satisface que

g( min z(t) + C’g< min x(t))) < g(méxz) < eg < min a:(t)) .

te[0,7 te[0,7 te[0,7
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Supongamos que todos los elementos de 3 son tales que z'(0) < 2/(T). Entonces, denotando

u = minyepo 7] #(t), tenemos la relacion

g(u+Cg(u)) <eg(u)

y esto se cumple para todo u > 0 por ser {minp z(t): © € B} = (0,400). Definimos la

sucesion creciente {up }n>0 como
ug = 1, Up = Up—1 + Cg(up—1), Yn>1.
Esta sucesion es convergente. En efecto, como 0 < g(u,) < eg(un—1), tenemos que
0 < g(uy) <e"g(up), Yn>1,

y, por tanto,

n—1 oo
C
0< lim u, = lim <u0 - chm)) < g+ Cglug) e = g + THME

n—o0 n—00 1—c¢
k=1 k=1
Ahora bien, como g es continua y positiva,

0<yg (nh—>Holo un> = lim g(up) < nh_g)lo e"g(up) = 0,

n—o0

lo cual es una contradiccion. Concluimos que no todos los elementos de ¥ pueden ser tales que
2'(0) < 2/(T). O

Esta proposicién se puede reformular de forma equivalente como sigue: el conjunto 3 dado

en la Proposicién contiene curvas solucién del problema

o = h(t)g(z), te0,T],
z(0) = z(T), (3.6)
2'(0) > 2/(T),

que son subsoluciones del problema periddico asociado a la ecuacion (3.3).

No todos los elementos de X satisfacen 2/(0) > 2/(T')

A partir de este punto, Urena prueba una serie de lemas técnicos que permiten probar el
Teorema Solo daremos el enunciado, pudiéndose consultar su demostracion en [29).

Lema 3.15. Eziste una constante N > 0, dependiente de h y g, tal que toda solucion del problema
(3.6) satisface méx;cjom (t) — mingepor 2(t) < N.

Definimos la funcién G dada por

G(z) = — /Ix g(y)dy, = >0. (3.7)
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Tenemos que, por ser g un homeomorfismo decreciente y positivo,
G'(x) = —g(x) <0,V >0, y G'(z)=—¢'(z) >0, para c.t.p. z > 0,

luego G es estrictamente decreciente y convexa. Ademds, en esta seccion, asumimos que la sin-

gularidad de g en xg = 0 es fuerte, luego

T 1
lim G(z) = lim —/ g(y)dyz/ g9(y)dy = +o0.
1 0

z—0t z—0+

Tomamos ahora {h,}, v {pn}n dos sucesiones de ntimeros positivos que satisfacen p, — 0 y
hnG(pn) — +o0o. En un intervalo compacto fijado [to,t1] C [0, 7], elegimos para cada n € N una
W2l solucion z,: [to, t1] — (0, +00) del problema

Notemos que este problema posee solucion por tener soluciones de clase dos en [tg, t1] el problema

considerando igualdades, mucho mas restrictivo, por ser g continua.

Lema 3.16. En las condiciones anteriores, lim x,(t) = +o00 para cada t € (to,t1].
n—oo

Corolario 3.17. Supongamos que una sucesion {x,}, C W ([to,t1]) satisface

lim min x,(t) =0 y 20(t) > hg(z,(t)), VtE]to,t1], YVneN,

n—00 te(to,t1]

para una cierta constante h > 0. Entonces lfm max z,(t) = +oo.
n—00 t€(to,t1]

Notemos que ¥ C W21([0,7]) N C*([0,T]). En efecto, dado = € %, por definicién es una

funcién de clase uno, luego = y 2’ son continuas en [0,7] y, por tanto, en L'([0,7]) y, como
/!

2" = h(t)g(x), deducimos que

T
lo"lh = [ IOlata(o)ie < g (min o)) Il < -+o0

)

para cada x con mingjo ) (t) > 0. Asi, los elementos de ¥ satisfacen que z, ', 2" € LY([0,T])
y, por tanto, x € W21([0,T)).

Podemos suponer, si fuese necesario, aplicando una traslacién, que existe € > 0 tal que la
funcién T-periddica h del Teorema [3.11] satisface

h(t)>h>0, Vte[0,e]U[T—eT], (3.8)

para una cierta constante h > 0. Por todos estos resultados, demostrar el Teorema es
equivalente a probar la siguiente proposicion.
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Proposicion 3.18. Sean g y h en las condiciones del Teorema y {z,} € W2L([0,T))
una sucesion de soluciones de x" = h(t)g(x) con minjo ) zn(t) — 0. Entonces existe una

subsucesion {n, i de {Tn}n tal que méx,c(o 1) Tn,,(t) — +00.

En efecto, si la Proposicion fuese cierta, como X C WL([0,T])NC([0,T]) y el conjunto
{minyejo 7 z(t): © € B} = (0,+00), tomamos una sucesion {ax, }, C X con minyejo 1] Zn(t) — 0.
Tendriamos que méx;c(o 1] n, (t) — +00 y que existiria m € N tal que

mix zp, (t) — min x,, (t) > N, Vk>m.

te[0,T] t€[0,T
En consecuencia, todas las soluciones x,, € X con k > m serfan elementos de ¥ que no satisfa-
cen la desigualdad del Lema y cumplirfan, por tanto, que z/(0) < 2/(T'), como queriamos
demostrar. La existencia de una solucion del problema periodico asociado a la ecuacion (3.3)) se
deduciria de la conexion de X, en el cual hay elementos  con z'(0) > 2/(T) y con 2/(0) < 2/(T).

Vamos a tratar los dos casos distintos del Teorema [3.11] por separado.

Demostracion de la Proposicion (Primer caso). Vamos a encontrar una subsucesion {x,, }

de {x,} en las condiciones del Corolario La funcion h es T-periédica, constante a trozos y

cambia de signo en [0,7]. Notemos que, para cada n € N, aunque !/ no es continua en [0, T, si
/

lo son x;, y zy, pues

t
z(t) = /0 2 (s)ds — 21, (0), Vte|0,T],

y xl es continua y medible en [0, 7] salvo en un conjunto de medida nula en [0, 7], los puntos
donde A presenta una discontinuidad de salto. La funcién z, es de clase uno. Por tanto, si

ton, € [0,7] es un punto donde x,, alcanza un minimo (local),

zh (ton) =0 y lim 7, (t), h’Hi xh(t) > 0.
t—to, i

Ademés, estamos suponiendo ({3.8). Denotamos por
Il :(Ovbl)v -[2:(a27b2)a ey Il:(alvT)

los intervalos, abiertos, donde h es constantemente positiva.

Como los limites laterales de ! en tg,, deben ser no negativos, tenemos cuatro posibilidades: o
bien to, € Ij, para algin k, o bien tg, = ap = bi_1, es decir, es un extremo de dos I}, consecutivos,
o bien tg, es extremo de un Ij en el que h pasa de ser positiva a ser nula (o al revés), o bien

pertenece a un intervalo abierto en el que h es constantemente cero.

En este ultimo caso, z// es nula en todo el intervalo y todos los puntos son minimos locales.
Si ambos extremos del intervalo son de la tercera forma (h pasa a ser positiva), son candidatos
a minimo absoluto, mientras que, si en alguno de ellos la funcién h pasa a ser negativa, estos

puntos no son candidatos a minimo absoluto.
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En resumen, los puntos ty,, candidatos a minimo absoluto de z;, en [0, 7] son o bien puntos de
algtn I o bien extremos de algun I. Ademas, podemos encontrar una constante mayor que cero
que acote inferiormente a h en todos los intervalos I;, j = 1,...,l. Sin pérdida de generalidad,

asumimos que esta constante es h dada en (3.8]).

Por haber un ntimero finito de intervalos I, debe existir al menos un intervalo I,,, tal que,

para una subsucesion {x,, }i, alcance su minimo en I,

min xz,, (t) = minz,, (), Vké&EN.

i 2, (1) = min o, (1)
Extendemos h con continuidad al intervalo I, para que en ambos extremos sea continua (y
positiva). Cada funcién z,, satisface las condiciones del Corolario en Iy, = [am,bm] vy
concluimos el resultado. O

Para probar el resultado en el caso de h con ceros no degenerados y la singularidad de g en
x = 0 muy fuerte, hace falta probar unos resultados auxiliares. Suponemos, por el contrario, que
existe una sucesién en las condiciones de la Proposicién para la cual {méxte[O’T] xn(t)}n
estd acotada. Denotamos por

Z:{b1<a2<b2<a3<---<br,1<ar}

al conjunto de ceros de h en el intervalo (0,7"). Como estamos suponiendo v que los ceros
son no degenerados, debe suceder que en I1 = (0, ;) la funcion h sea positiva, que en Iy = (b1, a2)
sea negativa y que, por tanto, h'(b;) < 0. Razonando de esta forma para todos los intervalos,
deducimos que

h/(bi)<0, Vi=1,...,r—1, y h’(ai)>0, Vi=2,...,1.
Deducimos también que h es positiva y negativa en los conjuntos
I =[0,b1) U (a2, b2) U (as,b3) U (ap, T], I = (b1,a2) U (b2,a3) U---U (bp-1,0ap),

respectivamente. Enunciamos a continuacién los resultados auxiliares necesarios para probar la

Proposicion en este caso, pudiéndose consultar su demostracion en [29].

Lema 3.19. Sea {x,}, C W2Y([0,T]) una sucesion de soluciones de z" = h(t)g(z). Entonces
Itlélél xn(t) — 0.

Como Z es finito, podemos asumir, si hace falta pasando a una subsucesién, que existe z € Z,
bien un a; o bien un b;, tal que z,(z) — 0. Podemos suponer que z = a; para un cierto k, pues
si fuera un by, podriamos estudiar la ecuacion diferencial y”(t) = h(—t)g(y(t)), que se obtiene
a traves del cambio de variable y(t) = x(—t). Los ceros de h(—t) son los mismos que los de
h(t), pero la derivada cambia de signo. Obtendriamos para esta segunda ecuacion la existencia
de solucién T-periédica y, en consecuencia, también para la primera. Es decir, sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que estamos en el caso h/(z) > 0.
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Lema 3.20. En las condiciones anteriores, limsup z/, (ax) < 0.
n—00

En la demostracion de este lema se prueban dos afirmaciones: en primer lugar, que se sa-
tisface, bien para la sucesion {x,},, bien para una subsucesion de ella, que 2} (ax) < 0 para
n suficientemente grande y, en segundo lugar, que su limite no puede ser cero. Se tienen dos
posibles escenarios:

/ / z /
lim x (a) = —o0 0 lim ), (ax) = —c < 0.
n—oo n—oo

Ademés, como h es positiva en (ag, b ), cada z;, es estrictamente convexa en [a, bg]. Esto permite

obtener el siguiente lema.

Lema 3.21. Para n suficientemente grande, existe un tinico t, € (ag,by) tal que x},(t,) = 0.
Ademds, t, — ay,.

Ya estamos en condiciones de probar la Proposicién en el caso de h una funcion de clase

uno con ceros no degenerados y g con una singularidad muy fuerte en xy = 0.

Demostracion de la Proposicion (Segundo caso). Supongamos, en primer lugar, que z/, (ay)
diverge a —oo cuando n tiene hacia +oo. Fijamos t. € (ak,bg) arbitrario. Como h es de clase

uno alrededor de su cero ag, existe 0 < € < t, — a tal que, para cada s € (ag, ar + €],
0 < h(t) < h(s), site (ag,s), h(s) < h(t), site (s, tx). (3.9)

Ilustramos, en la Figura[3.4] un ejemplo de funcién h en estas condiciones, en la que distinguimos

un punto ¢, arbitrario y un correspondiente aj + €.

h

Ak ar + €& ¢ 4 by

Figura 3.4: Ejemplo de funcion h de clase uno con ceros no degenerados tal que h(ay) = h(bg) =0
y h'(ag) > 0, h'(bg) < 0, junto con un punto ¢, arbitrario y un correspondiente ay + & para el

que se satisfacen las desigualdades anteriores.

En efecto, como h es de clase uno con derivada no nula alrededor de su cero ag, existe § > 0
tal que h/(t) # 0 para todo t € (ag,d). En virtud del Teorema de Rolle, existe al menos un punto
en el intervalo (ag, by) en el que A’ se anula. Denotamos al menor punto de (ag,by) en el que se
cumple esta propiedad por ck. La derivada h’ es positiva en [ag,ck) y ¢ es maximo local:
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» Si ¢, > t., entonces h es estrictamente creciente en [ag,t.] y podemos tomar cualquier
€€ (O,t* — ak).

» Si ¢, < ty, tomamos e de forma que h(ax + €) < r[m'n ]h(t). Como h es creciente en
te Ck,t*

[ak, ax + €], se cumple la primera desigualdad de (3.9), mientras que la segunda se satisface
por ser h creciente en [ag + €, ¢cx] y ser h(t) > h(ay, + €) para todo t € [cg, t.].

Para n suficientemente grande, x,(a;) < 1 por ser lim x,(a;) = 0 y, ademés, los puntos
n—oo
t, € (ak,by) dados en el Lema cumplen que 0 < t, — ap < &€ < t, — t, por ser t, — ag.
Equivalentemente, t,, € (ay,ax + €).

Consideramos E,: [ag,t,] — R dada por

En(t) = —5— + h(tn)G(za(t)).
Estudiemos su monotonia. Si derivamos, obtenemos que, para cada t € [ag, t,],

By (t) = @, (1) (2,() — h(tn)g(zn(t))) -

Como comentdbamos, en la demostraciéon del Lema se comprueba que x} (ax) < 0y en el
Lema se obtiene que, para n suficientemente grande, ¢, es el unico punto de (ag,by) en el
que z,, se anula. Por tanto, 2} (t) < 0 para cada t € [ag, tx]. Por otra parte, como t,, € (ag,ar+¢),
en virtud de (3.9), 0 < h(t) < h(t,) para todo t € (ay, t,). Pero entonces, dado t € (ay, t),

T

n(t) = h(tn)g(@n(t)) = h(t)g(zn(t)) — h(tn)g(@n(t)) = (A(t) — h(ta)) g(zn(t)) <O.

Por tanto, para n suficientemente grande, E, es positiva en (ag, t,) y E, es una funcion creciente.

En consecuencia,

), (ar)?

Eyn(tn) = h(tn)G(zn(tn)) = Enlar) = 5

+ h(tn)G (zn(ar))-

Ahora bien, por la expresion de G (3.7) sabemos que G(z,(ax)) < 0 para n suficientemente
grande, pues z,(ag) < 1. Notemos que h(t,) > 0 por ser h positiva en (ag, by). Asi,

), (ar)?

En(tn) = h(tn)G(n(tn)) > =5

(3.10)

y, por hipétesis, lim 2/, (aj) = +o0, luego lo mismo ocurre para E,(t,).
n—oo
Por ultimo, vamos a aplicar el Lema a las funciones ¢ — x,(t, + t) en el intervalo
[to, t1] = [0, €]: como h,, = h(t,) < h(t, +t) para todo t € [0, ¢],
o (t+tn) = h(t +tn)g(zn(t +tn)) > hng(an(t +1t,)), tE [tn,tn + €]

Ocurre que p, = z,(t,) — 0, pues t, — ar y zp(ar) — 0. También comprobamos que
hnG(pn) — +oo en (3.10). Finalmente, ocurre que z/,(t,) > 0 por ser, precisamente, igual a
cero por la construccion de {t,},. Asi, se cumplen todas las hipotesis necesarias para poder
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aplicar el Lema [3.16] Obtenemos que (¢, +¢) — o0, lo que contradice que {max,cjo,7) Zn(t)}n
esté acotada.

Supongamos ahora que z} (ax) tiende a un valor real —c < 0 cuando n tiene a +o00. Tomamos
t« € (bp_1,ax). En el intervalo [t.,ax], la funcion h es negativa y, por tanto, z,, es concava. Asi,

zn(t) < xplag) + (t — ag)x), (ar), Vit € [ty, ag).

En particular, lo anterior se satisface para t = t, y deducimos que la sucesion {x,(t.)}, esta
acotada. Por otra parte, siendo g decreciente, ocurre que

(1) = ) = [ a0t > () = [ hie)g(mal0n) = (o0~ )] (00) )t

Aplicando el Lema de Fatou,

liminf !, (£,) > lim inf <x;(ak) - /t k h(t)a (n(ar) — (ax t)x;(ak))dt>

n—oo n—oo
ak
> —c— [ hit)g (ax — ) dt = +ox,
t*

pues h es negativa en [t,, ag], h posee un cero no degenerado en ay y g presenta una singularidad
muy fuerte en xg = 0.

En consecuencia, z,(t«) — oo. Notemos que, como ] es negativa en (by_1,t.], ], es decre-

ciente en este intervalo y, en consecuencia,

lim 2}, (s) > lm 2} (t.) = +oo, Vs & (bgp_1,t.

n—oo n—oo

Recordemos que, ademas, {z,(t.)}n estd acotada, luego existe A > 0 tal que z,(t.) < A para
todo n € N. Asi,

t T

Tp(bp—1) = zp(ts) — / 2 (s)ds < A — 2 (s)ds.

br—1 br—1

Siendo lfm /,(s) = +00 para s € (by_1,t.], existe un indice a partir del cual [ a,(s)ds > A
n—oo k—1

y, por tanto, a partir de ese indice, z,(bx—1) < 0, lo cual no es posible. O

Las condiciones necesarias para la ecuaciéon de Emdem-Fowler generalizada no
son suficientes para garantizar la existencia de solucién T-peri6édica

El Teorema [3.11] permite garantizar la existencia de solucién T-periédica para la ecuacion
cuando g es un homeomorfismo positivo y decreciente, h cambia de signo y posee integral
nula en [0, 7] y suponiendo, adicionalmente, las condiciones de fortaleza sobre la singularidad en
xg = 0 y la forma de la funcién h. Nos podemos preguntar si estas hipotesis adicionales que, en
principio, no son necesarias, se pueden suprimir y seguir teniendo garantizada la existencia de
solucién T-periddica. Esta es la cuestién que trata el segundo trabajo de Urena en esta linea de
investigacion, [30], con respuesta negativa. De hecho, prueba el siguiente resultado:
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Teorema 3.22. Existe una funcion h: R — R T-periddica, de clase infinito, que cambia de signo
Y con fOT h(t)dt < 0 para la cual la ecuacion diferencial

no posee solucién T-pertodica.

La funcion g: (0, +00) — (0, +00) dada por g(x) = 1/2%/3 es un homeomorfismo decreciente
con inversa g~ (z) = 1/2%/° y, por tanto, la ecuacioén anterior cumple las condiciones necesarias
para la existencia de solucion T-periddica. No se puede enmarcar en el primer caso, pues h no
es constante a trozos, y tampoco en el segundo, ya que

1 1 T ) 21/3
T Ay — -2/33, — 2
/0 mx5/3dx /0 T dx /3

luego la singularidad no es muy fuerte. Esto permite concluir que las condiciones adicionales del

r=1
=3 < 400,

=0

Teorema [3.11], aunque no necesarias a priori, no se pueden suprimir facilmente.

3.3. Otras ecuaciones singulares sin rozamiento

Una caracteristica importante de las ecuaciones de Lazer-Solimini es que el término singular
es atractor o repulsor por ser la funcién g de signo constante. Todos los autores que trabajan
con ecuaciones singulares coinciden en que su estudio se vuelve més complejo en el caso en que
el término singular es indefinido. Con el objetivo de generalizar las ecuaciones de Lazer-Solimini
teniendo controlado el caracter singular de la ecuacion, los mateméticos Robert Hakl y Pedro
José Torres estudian en [12] la familia de ecuaciones

2 = hl(t) _ h2(t)
B xP x4

+ f(1),

con p,q > 0, hi,he, f € LY(R/TZ) y hy, hy funciones positivas. Estas ecuaciones presentan dos
términos singulares: uno atractor y otro repulsor. En el caso p = g, el término singular es, en
principio, indefinido. Los autores determinan condiciones que garantizan la existencia de sub y

sobresoluciones para estas ecuaciones segtn el signo de su funcion de Green asociada.

Otros autores, como Zaitao Liang, Xiugiang Zhang, Shengjun Li y Ziqing Zhou [17], tratan
con ecuaciones diferenciales singulares con términos generales, no necesariamente de la forma

1/2P, p > 0. Estos matematicos estudian la familia de ecuaciones
o +at)e = f(t,x) + h(t)g(x),

con a: R — (0,400), f: R x (0,400) - Ry h: R — R funciones continuas y T-periodicas, h
cambiando de signo y g: (0,+00) — (0,+00) singular en 9o = 0. A través de teorfa de punto
fijo en conos asumiendo que la funcién de Green asociada a la ecuacion es positiva, obtienen
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resultados de existencia de solucién T-periddica. Pedro José Torres [27] estudié la ecuacion

anterior asumiendo que g no tenia una singularidad fuerte en x = 0.

Por su parte, Jos¢ Godoy, Nolbert Morales y Manuel Zamora [9] estudian la familia de

ecuaciones
" = Bh(t)g(z),
con h € LY(R/TZ) una funcién T-periddica, 3 > 0y g: (a,b) — (0,+00), —00 < a < b < +o0,

una funcién singular en al menos uno de los extremos. Estos mateméticos se inspiraron en la

)
cos?(z)’

ecuacion

singular en los extremos del intervalo (—7 /2, 7/2). Se interesan principalmente en estudiar el caso
con fOT h(t)dt = 0. Proceden empleando herramientas de grado topologico. Ha sido uno de los
pocos textos que, en vez de considerar una funcion singular en el origen (lo cual se puede trasladar
a cualquier punto), admiten que el término singular presente mas de una singularidad, de forma

que sus resultados se pueden aplicar a una familia mas amplia de ecuaciones diferenciales.






Capitulo 4

Algunas ecuaciones diferenciales

singulares con rozamiento

En este capitulo, presentamos algunas ecuaciones diferenciales singulares en las que interviene
explicitamente la derivada primera de la variable de estado, x’. En particular, revisamos los
resultados obtenidos por dos grupos de matematicos. Por una parte, Shiping Lu, Yuanzhi Guo

y Lijuan Chen estudian en [19] la familia de ecuaciones
! / m h
'+ fe)a’ + )™ — —2= =0,

conm >0, p >0, p,h € L' (R/TZ) funciones que pueden cambiar de signo y f: (0, +oc) — R
una funcién continua que, tal vez, es singular en el origen. Posteriormente, Shiping Lu y Xingchen
Yu generalizan en [20] estos resultados a la familia

" + f(z)a" 4+ o(t)z™ —

conm >0,p>q >0, o hy,hs € L'Y(R/TZ) funciones que pueden cambiar de signo y f
en las mismas condiciones. Sus demostraciones de existencia de solucién T-periédica para estas
ecuaciones se basan en la biisqueda de condiciones suficientes sobre los coeficientes para poder
aplicar el Teorema [L.20] (de Manasevich-Mawhin).

Por otra parte, Alexander Gutiérrez y Pedro José Torres estudian en [I1] la familia de ecua-

ciones
2" + f(z)a’ + g(x) = h(t),

con h: R — R continua y T-peridédica y f,g: (a,b) - R, —o00 < a < b < 400, funciones
localmente lipschitzianas y, tal vez, singulares en al menos uno de los extremos del intervalo de
definicién. Su demostracion se basa en el empleo de funciones de Lyapunov, el establecimiento
de regiones invariantes y la bitsqueda de puntos fijos de la aplicaciéon de Poincaré asociada a
la ecuaciéon anterior. Los autores pretenden generalizar al caso débil resultados previos para

singularidad fuerte.

93
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4.1. Aplicaciones del Teorema de Manasevich-Mawhin

En esta seccién, exponemos los resultados de existencia de solucién T-periédica positiva
demostrados en [19] para la familia de ecuaciones diferenciales singulares

2" + f(x)xd + o(t)x™ — ht) _ 0, (4.1)

conm >0,p >0, p,h € LY(R/TZ) funciones que pueden cambiar de signo y f: (0,400) — R
una funcién continua que, tal vez, es singular en el origen. Como en la gran mayoria de resultados
basados en la teoria del grado topoldgico, se introduce un parametro A en la ecuaciéon. En nuestro

caso, trabajaremos con la familia uniparamétrica

Ah(t
"+ Af(z)x' + Xp(t)z™ — xl()) =0, A€ (0,1], (4.2)
v el conjunto
Ah(t)
xP

Y= {:E € CHR/TZ): x>0, 2" + Mf(x)x" + \p(t)z™ — =0, A € (0, 1]} .

Usaremos, ademas, las funciones auxiliares F, F*: (0, +00) — R dadas por

F(z) = /Oxf(wdy, F*(z) = /Oxypf(y)d% >0, (43)

También usaremos la notacion

1" 1 (7
h:=— h(t)dt Q= — t)dt 4.4
| oned o= [ e (4.4
por ser constantes que usaremos con frecuencia en esta seccion.

Este articulo viene motivado por una investigacién previa realizada por Robert Hakl, Pedro
José Torres y Manuel Zamora [I3], en el que tratan con la familia de ecuaciones

siendo ¢; > 0, co > 0 constantes, ¢ € L(R/TZ) con p >0y f: (0,4+00) — R continua y tal vez
singular en « = 0. De esta forma, Lu, Guo y Chen generalizan sus resultados para funciones no

constantes.

Sin embargo, los autores no utilizan las mismas técnicas que Hakl, Torres y Zamora. Por el
contrario, particularizan el Teorema (de Manasevich-Mawhin) a la ecuacion (4.1]), como se

expone a continuacion.

Proposicion 4.1. Supongamos que existen ro,71,Re > 0 constantes tales que g < 11 Yy Se
satisface que:

1. Para cada A € (0,1], toda solucion T-periddica positiva posible x de (4.2) satisface que
ro < z(t) <ri y |2/ (t)] < Ry para cada t € [0,T).
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2. Cada raiz de la funcion q dada por q(c) = Cﬂp — P cumple que ro < ¢ < 7ry.

3. Se satisface que q(ro)q(r1) < 0.

Entonces la ecuacion ({4.1) posee al menos una solucion T-periddica x tal que ro < x(t) < r1,
para cada t € [0,T).

Este resultado se obtiene del Teorema [I.20] (de Manasevich-Mawhin) tomando ¢(z) = z,

h

T
BE) = ;/O F(t,c,0)dt = = — ™

F(t,z,y) = —f(2)y — p(t)z™ + 0

cpP
y, para ciertas constantes rg,r1, Ro > 0 con rg < ry,
Q=Qrm.p = {2 €CHR/TZ): ro < x(t) < r1, |2(t)| < Ry, Vt €[0,T]},
W =Wy = {(2,y) €R®: 7o <z <711, [y| < Ra}.

Recordemos que 7: R? — R es la proyeccion 7(x,y) = 2. Como, en este caso, ¢: R — R, la
condicion ¢(ro)g(r1) < 0 equivale a que degg(q, 7W,0) es no nulo.

Recordemos que, para aplicar este resultado, la funcién F' debe satisfacer las condiciones de
Carathéodory en [0, 7] x W. Vamos a comprobarlo:

» F(t,-,-) es continua para casi todo ¢ € [0, T] por ser suma y producto de funciones continuas
respecto a z y a y. Los Gnicos términos no necesariamente continuos son ¢ y h, que dependen

Gnicamente de ¢.

» F(-,z,y) es medible en [0, T] para todo (x,y) € W por ser suma de funciones en L'(R/TZ)
y funciones constantes, medibles en [0, 7.

» Para todo K C W subconjunto compacto, existe my € L'(R/TZ) tal que, para casi
todo t € [0,T] y todo (x,y) € K, se satisface que |F(t,z,y)| < mg(t). En efecto, dado

(z,y) e W,
Ft.0)| = |~ - o™ + 25 < £l + et + )
< mix |7 Re+7lo0)] + 25 <m0, en cp. ve 0.1,
T€[ro,r1 I

La funcion mgy es medible en [0,7] por ser suma de funciones medibles en [0,7] y la

acotacion anterior es valida para todo K C W compacto.

El primero de los resultados auxiliares que necesitamos para obtener condiciones de existencia
de soluciéon periddica es el siguiente, que permite acotar el cuadrado de la variacién total de las
funciones absolutamente continuas en el intervalo compacto [0, 7. Las soluciones que buscamos
son, al menos, de clase uno. Estas funciones son absolutamente continuas en cada compacto

[a,b] C Ry, por tanto, también las soluciones T-periodicas.
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Lema 4.2. Sea x: [0,T] — R una funcién absolutamente continua tal que ©(0) = z(T). Entonces

2
T
(méx z(t) — min m(t)) < S [l2'|3-
+€[0,7] t€[0.7] 2

Demostracion. Haremos uso de la funcién auxiliar z: [0,27] — R dada por

z(t), site[0,T],
x(t—T), site (T, 2T].

Esta funcion es absolutamente continua por serlo x y cumplirse que x(0) = (7). Ademas,
Tt+T)=z(t+T-T)=uz(t) = z(t), Vit e[0,T].

Como min Z(t) = min z(¢ max z(t) = max x(t), existen tg € [0,T] v t1 € [to,to + T
O o ®) tei0,T] ()yte[0,2XT] ®) re 0] (), existen fo € [0, T] y 1 € [to, to + T

tales que

r(to) = mi t)y==x(to+ T 7(t1) = ma t).
T(to) tg[l(irjl’]x() T(to+T) v z(t1) trerf()a:);]x()

En consecuencia,

t1 to+T
ix x(t) — min z(t) = t'(s)d ix x(t) — mi t:/ i'(s)ds.
B0~ B0 = [, 7O g0 - g0 = [T S

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tomando f(s) = /(s) y ¢g(s) = 1, ambas en
L?([0,2T]), notemos que se cumplen las siguientes desigualdades:

2

(/:1 .fc'(s)ds) < (/ttl 12d3> (/:1 @'(3)2ds) = (t1 — to) </tt1 i’(s)2d3>

0 0 0 0

to+T 2 to+T
(/t j’(s)ds) <(to+T—1) (/t 5:'(5)2013).

Por tanto, siendo tg < t; <ty + T, obtenemos las dos cotas siguientes:

y, de forma andloga,

1/2

méx z(t) — min z(t) < Vi — to (/tl ;f’(s)st)l/Q <VT </tl 55’(5)2ds) :

te[0,T) t€[0,T7] to to

to+T 1/2 to+T 1/2
max z(t) — min x(T) < \to+T —t; (/ f'(s)2ds) <VT </ i/(s)2d5> .
t€[0,T] te[0,T) t1 t1

Basta ahora multiplicar ambas expresiones y observar que, dados A y B reales positivos, se
satisface que AB < 1(A + B)?, para obtener que

! — mi < 7 > ~/
(g0 - ) <7 ([ w1ras) ([ 200

0
1/2

1 t1 to+T 2 T to+T
E ( / #(s)2ds + / :E'(S)st) T / (s)2ds.
4 to t1 2 to

<T
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Como Z(t 4+ T) = &(t) = x(t) para cada t € [0,T], concluimos que

<mzi z(t) — min $(t)>2 < r /T |2/ (t)|2dt TH:C’H2 O
X — — == )
t€[0,7) t€[0,T) — 2 J 2 2

El siguiente resultado nos permite obtener una cota superior para mingc(o,7) z(t) y una cota
inferior para max;c(o,7) x(t). Esto sera util, posteriormente, para encontrar condiciones suficientes
que garanticen que se satisfaga la primera condicion de la Proposicion (4.1}

Lema 4.3. Supongamos que h,% > 0. Entonces, para cada x € ¥, ezisten 11,70 € [0,T] tales

que
1

PT\ 5\ mie
z(n) <Ky =|— y () > Ky = | = .
® ot

Demostracion. Tomemos x € ¥. Como x es un elemento de X, x(¢) > 0 para cada t y existe un
A € (0,1] para el cual z satisface (4.2). Dividiendo por =™, (4.2)) se transforma en

() M) ()
wom T wr

Ah(t)
x(t)yptm

+ Ap(t) —

Integrando esta ecuaciéon entre t =0y t =T, obtenemos que

T2 (t) TXf(x()'(t) T T )
/0 dt+/0 dt—l—/o )\go(t)dt—/o ——_dt. (4.5)

x™(t) x(t)m x(t)ptm

En la segunda integral, aplicamos el cambio de variable y = x(t), el cual se puede hacer por ser
x € C1([0,T)), y deducimos, por T-periodicidad de z, que

MO0, [ W),
f e [, o

Por otra parte, en la primera integral de (.5) aplicamos integracion por partes. Tomamos las
funciones u = z(t)™™ y v/ = 2”(¢t) y obtenemos, por T-periodicidad de z, que

T x//(t) _ -m,./ =T T —m—1_./71\2 =m T:C _m_lx' 2
/0 xm(t)dt—w@) w(t>]t:0 +m/0 z(t)"™m ! (t)*dt = /O (t) (t)2dt > 0,

por ser x(t) > 0 para cada t € [0, T]. Sustituimos esta informacion en (4.5)), dividimos por A > 0
vy obtenemos que

_ T h(t) 1 T x”(t) T h(t) T h+(t)
Te= /0 x(t)mﬂ?dt B )\/g z(t)m ar= /0 x(t)m“’dt = /0 x(t)m+pdt7

donde empleamos la notacion p de (4.4) y h™ es la parte positiva de h. Aplicando el Teorema

del Valor Medio del Célculo Integral, deducimos que existe 71 € [0, 7] tal que

Th+
Tp < ————
v = x(mp)mtP’
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que, siendo z(11), @, T > 0, se transforma en

como queriamos demostrar.

La segunda desigualdad se prueba de forma andloga. Integramos, entre t = 0y ¢t = T, la
ecuacion (4.2)) multiplicada por zP, como sigue,

" (O)(t) + Af (2(t)z ()2 () + Aw(t)™ Pp(t) — Ah(t) =0,

v obtenemos, razonando como antes, que

T T
/ o (t)x(t)Pdt + A / x(t)"Pp(t)dt = \Th.
0 0

En este caso, la primera integral es negativa: si aplicamos integracion por partes con u = x(t)?
y v' = a”(t), comprobamos que

T T
/ 2" (t)x(t)Pdt = —p/ z(t)P~ ! (t)2dt < 0,
0 0

de forma que

T T
Th < / S (1)l < / S (1)dt,
0 0
Asi, basta aplicar el Teorema del Valor Medio del Célculo Integral para obtener que existe
T € [0, 7] tal que
Th < Tt a(m)™P

0, equivalentemente, z:(72) > Ko, como queriamos demostrar. O

Finalmente, el siguiente resultado auxiliar nos permite obtener una cota inferior, ahora unifor-
me en 3, para min z(t). De nuevo, esto sera util para verificar que se satisfacen las condiciones
t€[0,T)
de la Proposicion

Lema 4.4. Supongamos que h > 0 y ©(t) > 0 para casi todo t € [0,T] con p > 0. Supongamos,

ademds, que Th+
Co:= sup F(z)<+oo, lim | F(z) — — | > Co,

2€[Ka,+00) z—0t T

donde K, viene dada como en el Lema[{.5 Entonces existe xo > 0 constante tal que

min z(t) > xg, Ve,
t€[0,T)

Demostracion. Como x € X, existe A € (0, 1] para el que x satisface (4.2). Comprobemos que
existen tmm, tmax € R tales que 0 < tpnin — tmgx < 1y

tmin) = 3 1), tméx) = A t).
Z(tmin) té?ol?p]x() T (tméx) t§3¥]$()
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En efecto, como z es continua en el intervalo [0, 7], alcanza su méximo en un punto a € [0,7] y
su minimo en un punto b € [0, T]. Estos puntos son distintos, pues x es no constante al ser una
solucion de la ecuacion diferencial , con términos dependientes de t no nulos para A # 0. Si
a < b, tomamos ty,m = b, tmax = a ¥ se cumple claramente que 0 < tnm — tmax < 1. Sia > b,
entonces tomamos ty,m, = b+ 1. Por T-periodicidad, z también alcanza su minimo en este punto

y, como 0 < |b—a|] =a—b < T, deducimos que =7 < b — a < 0 o, equivalentemente,

0<(b+T)—a=tnn—tmax <T.

Que h > 0y ¢(t) > 0 para casi todo t € [0,T] con ®» > 0 implican que estamos en las
condiciones del Lema y que existe Ko > 0 tal que

Ky < l’(tméx) < +00.

Integrando (4.2)) entre ¢ = tiax ¥ t = tmm, vemos que

F(@(tmin) — F((tmax)) = /t " po) (o = /t . ;L(%ldt— /t " ettt

Ahora bien, por hipotesis,

F(z(tmsx)) <  sup  F(y) =Ch < +oo.
y€[K2,+00)

Ademaés, como x(t) > 0 para todo ¢t y ¢(t) > 0 para casi todo ¢, también se cumple que

/ ()t > 0.

max

Asi,
tmin h(t) tmin h+(t) T h‘l‘(t) Thj
Flz(tmm)) < C —2dt < C dt < C dt < C _
(lima) < Co+ [ ™ Sgsars o [ Sgars o [T SaRars ot s
Equivalentemente, o
Tht
Flzx(tpm)) — ————— < Ch.
(@ltui) ~ 51735 < O

Finalmente, en virtud de la dltima hipotesis, deducimos que existe un valor xzg > 0 para el cual
Th*
F(y) - yT > COa vy € (07:60)7
de forma que x(tmm) > zo. Y como este zp no depende del x € ¥ que escogimos al principio de
esta demostracion, esta cota se satisface para todo x € ¥, como queriamos demostrar. O

Observacion 4.5. Notemos que si » y h son constantes positivas, como m > 0y p > 0, existen
ciertos valores 0 < k < K para los cuales

R R
i >0, Vre(0,k) y i <0, Vze (K,+00).
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Bajo las hipotesis del Lema [4.4] los autores consiguen demostrar que se cumplen las condi-
ciones de la Proposicién garantizando, por tanto, la existencia de solucién T-periddica. Esto

se resume en el siguiente teorema.

Teorema 4.6. Supongamos h > 0, p(t) > 0 para casi todo t € R con @ > 0 y que se satisfacen
las hipdtesis del Lema . Entonces, para cada m > 0, la ecuacion (4.1) posee al menos una

solucion T-periddica.

Demostracion. Probaremos que se satisfacen las tres condiciones de la Proposicién Comen-
cemos por la primera. Ya sabemos, por el Lema que existe zp > 0 tal que min(o 1) x(t) > o
para cada x € Y. Probaremos que existen M; y Ms constantes positivas tales que, para cada
HASIDI

mix z(t) < My y méx |2/ (t)| < Ma.

t€[0,T] t€[0,T

Tomemos x € ¥ fijo. Entonces existe A € (0,7] para el que se satisface . Por una parte,

si integramos esta ecuaciéon entre t =0 y ¢t =T, tenemos que

Lo g / g my, oy [ )
/0 x (t)dt-l—)\/o fz(t)x (t)dt—f—)\/o e(t)x(t)™dt )\/0 dt =0,

x(t)

que, por T-periodicidad, se transforma en

T T
/ o(H)z(t)™dt = / Pt 4. (4.6)
0 0

z(t)P

Por otra parte, si multiplicamos (4.2)) por z(t) e integramos entre t = 0 y ¢t = T, obtenemos la

ecuacién

Ta;" T ! z(t))z(t)z’ ! x(t)™ Tt — " _h(t) =
/0 (t) (t)dt—i—)\/o fz(t))z(t) (t)dt—i—)\/o o(t)x(t)™ " dt /\/0 dt = 0.

(P17

La segunda integral es nula por T-periodicidad. Con respecto a la primera integral, aplicamos el
método de integracion por partes, tomando u = z(t) y v’ = 2”(t), y deducimos que

T T
o x/ 2 - x/ 2 :_x/ 2.
A( ()2t A 2/ (1)2dt = —[l2'|3

Sustituyendo las diferentes expresiones en la ecuacidon anterior, tenemos que

x/ 2 _ r T m+1 . T h(t)
H\b—AA SOzt AA

z(t)p~!
Ahora bien, como A <1y —h(t) = —h™(t) + h~(t) < h™(t), obtenemos que

t=T

T
/ o (t)z(t)dt = w(t):c’(t)‘
0

t=0

dt.

2|12 4 ()M T h=(t)
13 < [ etatiars [ s

Notemos que ¢(t) > 0 para casi todo ¢t y que h™ y x son funciones positivas, luego

Py < (s 1)) o0ty S < (s fe(o))

t€[0,T) x(t)p—1 t€[0,T]
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Esto, junto con (4.6]), nos permite deducir que

/112 < T m Th’ (t)
/13 < s «(t ( | etatomar+ / (t)pdt)

- T ) T ()
= i) </0 S dt) i) [

Ahora bien, min x(t) > g, obteniendo, asi, que

te[0,7]
Th+
Hx’H%S 5~ max x(t).
Ty te[0,T]

Por otra parte, en virtud del Lema [£.2) y el Lema [£.3], deducimos que

T T
] +) < mf t 2 < K — 2] 4.7
tg}g?;]“( ) < té?&?}]x( )+ > 2]z < K1+ 5 [Elb (4.7)

Aplicando esta desigualdad en lo anterior, obtenemos que

Tht T
2']|5 < s (Kl + 2’95’”2) :

De esto podemos deducir que existe p € (0,400) tal que [|2'||2 < p. En efecto, la anterior
desigualdad se puede transformar en

htT\T Th+
2" || (!:r’llz - NG > K1 < +00,

luego ||2’||2 no puede ser infinita. Esta constante p no depende del punto z € ¥ que tomemos.

Basta ahora con sustituir esto en la desigualdad (4.7) para obtener que

T
4 t)< K —p =M
B0 = 1=

v esta cota no depende del punto z € 3 escogido.

Veamos, ahora, la existencia de My > 0. Si z alcanza su maximo en ty5 € [0,7], entonces
' (tmax) = 0 y deducimos de (4.2) que

2 (t) = )\/t (—f(a:(s)):c'(s) —(s)x(s)™ + is) ) ds, Vit € [tmaxs tmax + 1.

max

Siendo F’ = f, de lo anterior deducimos que

tmax+T tmax+1 s
@ ()] < A |F(a(t)) = F(@(tmax))| + A / T pls)e(ems + A / | j(fs))p ds
, r . T h(s)
<2 mix [P+ [ eetmast [0 25 as

Th
<2 max |F(y)|+ 7 + TpM; = M,
0
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en cuya ultima desigualdad aplicamos que z¢ < z(t) < My, para cada t € [0,T]. Como esto
ocurre para todo x € X, se satisface la desigualdad para todo elemento de X..

Con las constantes My y Mo, podemos comprobar que se satisface la primera condicién de
la Proposicion {.1] Siendo 0 < k < K las constantes dadas en la Observacion tomamos
ro = min{k,zo}, r1 = max{My, K} y Ra = M. Asi, toda solucién T-periodica = de con
A € (0,T] satisface que 19 < z(t) < r1 y |2/(t)] < Re para cada t € [0,7], como querfamos
probar.

Que se cumplen ahora el resto de condiciones de la Proposicion (4.1]) es inmediato: en el caso
de la segunda, teniendo en cuenta la Observaciéon y que rg < k, r1 > K, es claro que

R .
ﬁ—gox >0, Ve (0,7, y ﬁ—gox <0, Vze€]r,+00),

luego los x donde la expresion anterior se anula estan, necesariamente, en (rg,71). En el caso de

la tercera condicion, precisamente por lo anterior, ocurre que

FON(h
%*@7’0 E*Q@Tl < 0.

Hemos comprobado que estamos en las condiciones de la Proposicién y, en consecuencia,

la ecuacion (4.1)) posee al menos una solucion T-periddica. O

Ademas de estos resultados, demuestran otros dos teoremas de existencia de solucién T-
perioddica bajo otras hipodtesis alternativas. Para ello, prueban otros dos lemas a partir de los
cuales, de forma similar al caso anterior, deducen estos nuevos resultados. Como el método de
proceder es analogo, enunciamos estos lemas y sus teoremas asociados, pudiéndose consultar su

demostracion en [19].

Lema 4.7. Supongamos que h > 0 y ©(t) > 0 para casi todo t € [0,T] con @ > 0. Supongamos
ademds, que <

Ci= inf F(z)>-— i
L ity T 7 70 I

donde K, viene dada como en el Lema[4.3 Entonces, existe x1 > 0 tal que

min z(t) >z, Ve
t€[0,T]

Lema 4.8. Supongamos que h(t) > 0 para casi todo t € [0,T], con h >0y @ > 0. Supongamos,
ademds, que

lim (F*(y) — 2Tt y™P) = 400, lim F*(y)<Th + inf (F(y)—2T¢ty™™P),
y;rfm( (y) ety ) oo,  lm, (y) yeu?f,m)( (y) oty )

donde K1 viene dada como en el Lema y F* es la funcion definida en (4.3)). Entonces, existen

xg,x1 > 0 constantes, xg < x1, tales que

min z(t) >zy y méx z(t) <z, Vel
t€[0,T] t€[0,T7]



4.1. Aplicaciones del Teorema de Manasevich-Mawhin 63

De forma similar a como probamos el Teorema, los Lemas permiten demostrar
los dos teoremas siguientes, respectivamente.

Teorema 4.9. Supongamos que h > 0 y o(t) > 0 para casi todo t € R, con @ > 0 y que estamos
en las condiciones del Lema . Entonces, para cada m > 0, la ecuacion (A.1)) posee al menos
una solucion T-periddica.

Teorema 4.10. Supongamos que h(t) > 0 para casi todo t € [0,T], con h >0y p > 0 y que
estamos en las condiciones del Lema . Entonces, para cada m > 0, la ecuacion (4.1) posee al
menos una solucion T-periodica.

La introduccién de otro término singular en la ecuacién

En el articulo posterior de Shiping Lu y Xingchen Yu [20], de manera completamente anéloga,
se obtienen resultados para la familia de ecuaciones

i) | halh) _ (4.8)

" / m
o+ fla)a’ + ot — 2 4 2

conm > 0,p > q >0, p,h,ha € L'Y(R/TZ) funciones que pueden cambiar de signo y
f:(0,400) — R una funcién continua que tal vez sea singular en el origen. Igual que para
la familia anterior, particularizan el Teorema (de Manasevich-Mawhin) a esta ecuacion y
buscan condiciones sobre los coeficientes para garantizar que se satisfacen sus hipotesis. Traba-

jamos con la familia uniparamétrica,

_ Mu(t) | Abs()

" / m
'+ Af(z)x' + Ap(t)x - >

=0, A€ (0,1], (4.9)
v el conjunto

Ay (t) /\hg(t)
— +
xP x4

Y= {x €CYR/TZ): = >0, 2" 4+ Nf(x)2' + Ap(t)z™ =0, X € (0, 1]} .

En este caso, el resultado del que parten es el siguiente.

Proposicion 4.11. Supongamos que existen ro,r1, Ro > 0 constantes tales que rog < r1 ¥y se
satisface que:

1. Para cada X € [0,1], toda solucion T-periddica positiva posible x de (4.9) satisface que
ro < z(t) <ry y |2/ (t)| < Ry para cada t € [0,T).

2. Cada raiz de la funcion q dada por q(c) = hy _ hy _ ™o cumple que rg < c <.

cP cd

3. Se tiene la desigualdad q(ro)q(r1) < 0.

Entonces la ecuacion (4.8)) posee al menos una solucion T-periddica x tal que ro < x(t) < r1,
para cada t € [0,T].
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La proposicion se obtiene del Teorema (de Manéasevich-Mawhin) con ¢(z) = z,

hi(t)  halt) 1

F(t,z,2) = —f(x)a’ —p(t)e™ + — o

y, para clertas constantes rg,r1, 2 > 0 con ro < rq,

Q= Qrrr = {2 €CHR/TZ): 1o < z(t) <11, |2/(t)] < Ra, Vt €[0,T]},

W =Wy ri.r, = {(z,y) € R?: rg <z <, ly| < Ra}.

De nuevo, siendo ¢: R — R, ¢(r9)q(r1) < 0 implica que degpz(q, 7W,0) es no nulo.

Igual que en el caso anterior, comprobemos que la funcién F' satisface las condiciones de
Carathéodory en [0, 7] x W:

» F(t,-,-)es continua para casi todo t € [0, T] por ser suma y producto de funciones continuas
respecto a x y a y. Los tGnicos términos no necesariamente continuos son ¢, hy y ho, que

dependen tinicamente de .

» F(-,z,y) es medible en [0, T] para todo (x,y) € W por ser suma de funciones en L'(R/TZ)

y funciones constantes, medibles en [0, .

» Para todo K C W subconjunto compacto, existe mx € L*(R/TZ) tal que, para casi todo
t € [0,T] y todo (z,y) € K, se satisface que |F(t,z,y)| < mg(t). En efecto, se cumple
para casi todo t € [0,T] y todo (z,y) € W que

hi(t)  ha(t)

|F(t,z,y)| = |—f(z)y — p(t)x™ + " o
h h
< @l + (ool + L] Bl
< mix 7@ R+ o]+ P04 2O )
z€lro,m] o 7o

La funcion mgy es medible en [0,7] por ser suma de funciones medibles en [0,7] y la

anterior acotacion es valida para todo K C W compacto.

Como el método de proceder es completamente andlogo al del caso anterior, enunciamos los
resultados que obtienen, pudiendo consultar su demostracion en [20]. Introducen las funciones

auxiliares

m@:[ﬁww >rmm:Awaw

que no coinciden, necesariamente, con las funciones F'y F* del apartado anterior, por integrar
entre 1 y « y no entre 0 y x. También hacen uso del siguiente resultado auxiliar, entre otros.
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Lema 4.12. Supongamos que p,h1 > 0. Para cada x € X, existen 11,72 € [0,T] tales que
x(m1) < Ko y #(12) =2 K1, siendo

1 1
—  — == , T \mte [ R \PO T
Ky =méx< 1 <M> e Ky = i { <2<Pj> ’ (2h3’> } ; St h2 > 0,

7 o _
(%) o sihi = 0.

Resumimos los cuatro resultados de existencia que demuestran en el siguiente teorema:

Teorema 4.13. Supongamos que p,h1 > 0. La ecuacion ([£.8)) posee al menos una solucion

T-periddica positiva si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

Th{ Thy —
{ — — 2| = { +M) = —
1. xhl’(r)l+ <F1(a:) - pov +00 y zhrf (F1(m) +Totx ) 00.

z—07t xP x4 z=+00

Thi  Th; _
2. lim (Fl(l’)Jr -+ 2):—00y lim (Fi(z) — ToFa™) = +oo.

3. lim (Fl*(x) + T%xp_q - Tg}xmﬂ)) =400y Ilir%f]l+ Fi(x) < Cy — ThT_, donde

T—-+00

— inf [F* ThiazP=9 — Tt amr]
Co xlzﬂKl[Mx)*‘ 2 T prx }

4. lim (Ff(z)+Thya? 1+ Tgta™"P) = —c0 y lim F{(x) > Cy + Thy , donde

T——+00 r—0+

Cy == sup [Fl*(ac) + Thj’xp_q + Tgﬁxmﬂ)} .
x> K1

4.2. Puntos fijos de la aplicacién de Poincaré

FEn esta seccién, exponemos los resultados de existencia de solucién T-periédica positiva
demostrados en [11] para la familia de ecuaciones diferenciales singulares

2+ f@)al + g(x) = h(t), (4.10)

con h: R — R continua y T-periddica, f,g: (a,b) = R, —oo < a < b < +o00, funciones localmente
lipschitzianas y ¢ una funcién estrictamente creciente que se anula en algin punto. Ambas f y
g pueden ser singulares en alguno de los extremos del intervalo de definicién, incluso admitiendo
que estos sean los puntos del infinito. Aceptamos, asi, términos singulares muy generales, pero,
a cambio, las variables ¢ y x deben estar separadas.

Los autores se inspiraron en textos anteriores en los que se exigia que la singularidad de g
fuese fuerte. Veremos que el resultado que prueban necesita que las singularidades sean débiles
v que esto permite aplicar sus resultados a casos no singulares.
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Introducimos las siguiente notaciéon: denotamos por zg el dnico valor de x € (a,b) tal que
g(xo) = 0 y definimos las funciones auxiliares F,G: (a,b) — R dadas por

xT x
F@) = [ oy 6= [ gty
o o
que son, respectivamente, primitivas de f y ¢g. También definimos las funciones W, Z: (a,b) — R

dadas por
F(z)?
4

Teorema 4.14. Supongamos que

F(x)?
2

W(z) = +2G(x), Z(x) = +2G(z).

w w* = mf{W(a), W(b)} < +o0,
» Eziste una constante fo > 0 tal que f(x) > fo para cada x € (a,b).

= g es estrictamente creciente y cambia de signo.

Sea 0 < w < w* yry < ry soluciones de Z(x) = w. Definimos la aplicacion auziliar R: (a,b) — R

dada mediante
_|F(z)]

R(z) = 5

+yJwr — W (x) (4.11)

y las constantes

) gt [2g(ri) F(ri) . [R(ri) R(ry)?
Kl—}i‘ifé{ o\ gk } SRS S I

Si ||l < %mfn{Kl,Kg}, entonces existe al menos una solucion T-periodica © = x(t) de
(4.10), que satisface m < x(t) < ro para todo t € [0,T].

Observacion 4.15. Las condiciones del Teorema implican que, si g es singular en alguno de
los extremos, la singularidad es débil. En efecto, la tercera condicién del Teorema implica
que g es negativa en (a,xg) y positiva en (xq,b), luego G(x) > 0 para cada x € (a,b). Aplicando,

ahora, la primera condicién, vemos que

, - F(x)? ,
lim G(z) < lim +2G(z) = lim W(z) = W(a) < 400,

z—a™t z—at z—a™t

luego, si g es singular en x = a, la singularidad es débil (y anélogamente para x = b). Ademas,
estas hipotesis también permiten que f sea singular en alguno de los extremos (o en ambos),
mientras esté acotada inferiormente por una constante fy > 0 y, razonando igual que con g, sus
posibles singularidades sean de tipo débil.

Observacion 4.16. Comprobemos que las hipotesis del Teorema garantizan que existen dos
soluciones a < r; <19 < bde Z(x) = w, para todo w € (0,w*), y que Ko > 0. En efecto,

Z'(x) = F(x)f(x) + 29(x),
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que es negativa en (a, xg), cero en x = g y positiva en (zg, b). Por tanto, Z tiene minimo absoluto
en r = xo, con valor Z(zg) = 0. Por ser decreciente en (a, zg) y creciente en (zg, b), los conjuntos
de nivel {z € (a,b): Z(x) = w}, con w < inf{Z(a), Z(b)}, estan formados por dos puntos, r1 y
ro, que satisfacen r; < xg < ro. Como

)2
W(z)=2Z(x) — F(4) < Z(z), Yz e (a,b),

ocurre que w* = Inf{W(a), W(b)} < inf{Z(a), Z(b)} y, asi, el Teorema estd bien enunciado.
[lustramos en la Figura una, posible funcién Z y uno de sus conjuntos de nivel.

Z(x) = —8x + 423/ + 2z log(x) + 222 — 8/x + 10
w* =4log(2) +-----Ng-----------———-—-—-—~———-- /
! !
! — ! — T
1 1 T2 2

Figura 4.1: Ejemplo de funcién Z en las condiciones del Teorema Elegimos como coeficientes
de la ecuacion (4.10) las funciones f(z) =2+ 1/y/x y g(z) = log(x) en el intervalo (0, 2).

Con respecto a la buena definicion de la constante Ko, basta comprobar que R(x) > 0 para
todo = € {ry,r9} para concluir que la constante es positiva. Esto se prueba en el siguiente lema:

Lema 4.17. La funcion R es positiva en el conjunto [rq,rs].

Demostracion. Observemos que

Ww'=W(z) >w —w+ 1 > 1 Va € [ry,ra].
En consecuencia, como queriamos probar,
F
R(a;):—| (295)] +\/w* —W(x) >0, Vzé€lry,r. O

La prueba del Teorema [4.14] consiste en encontrar una regién positivamente invariante del

sistema siguiente, equivalente a la ecuacion (4.10):

' =y— F(x),

(4.13)
y' = —g(x) + h(t).
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Este sistema es topolégicamente conjugado al sistema que se obtiene introduciendo la variable

y =2’ a la ecuacion ([1.10)),

a' =y,

y'=—f(@)y —g(x) + h(d).
a través del homeomorfismo ® dado por ®(z,y) = (z,y+ F(x)), continua y con inversa continua
&~ 1(z,y) = (z,y — F(x)). Es estandar trabajar con estos sistemas equivalentes, que aparecen,
no solo en el trabajo de Gutiérrez y Torres, sino en general al tratar con la ecuaciéon de Liénard:
en el sistema , las variables x e y aparecen separadas y es mas facil realizar argumentos

sobre el plano de fases para encontrar soluciones perioédicas.

Definimos el potencial P: (a,b) x R — R dado por

F(z)\?
Pey) = (- T s wi),
Ocurre que P(z,y) < w* si, y solo si,
F F
(;) —yw—=W(z) <y< (23:) +\/w* — W(x). (4.14)

En consecuencia, P(z,y) = w* es una curva cerrada simple. Para demostrar el Teorema

probaremos que el conjunto simplemente conexo
Q={(z,y): r1 <x <1y, Plz,y) <w'} (4.15)

es positivamente invariante para el sistema (4.13]). Representamos en la Figura un posible

conjunto {2, para las mismas funciones del ejemplo anterior.

Figura 4.2: Ejemplo de conjunto 2, sombreado en azul, en las condiciones del Teorema
Elegimos como coeficientes de la ecuacion (4.10), de nuevo, f(z) =2+ 1/y/x y g(z) = log(x) en
el intervalo (0, 2).

Siendo 2 la clausura de una regién acotada por una curva de Jordan, ) es homeomorfa a la
bola unidad compacta. Si, ademas, es positivamente invariante, podremos aplicar el Teoremall.18
(de Brouwer) a la aplicacion de Poincaré Pr: Q — § asociada a la ecuacion diferencial.
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Con este objetivo en mente, necesitamos el siguiente resultado auxiliar para probar que € es

positivamente invariante:

Lema 4.18. Bajo las condiciones del Teorema siz € (r1,r2) y Plx,y) > w*, entonces se

satisfacen las siguientes cotas:

4)|hl oo
fo

2|[Alloo

ly — F(z)| = To

(y— F(z))? >

|F()]-

Demostracion. Comencemos con la primera desigualdad. Siendo un valor absoluto, deberiamos

llegar a que

Al 4]l
fo fo
Ya observamos que P(z,y) < w* si, y solo si, se tiene (4.14). Por tanto, como, por hipotesis, se

y > F(x)+ y < F(x)

tiene la desigualdad contraria, debe ocurrir que

F
yZ(;)Jr w* — W (x) 0 y <

Para obtener la primera desigualdad, probaremos que para cada x € (r1,72) se cumple que

F 4]|h|| o F 470
(x)+ w*—W(x)>F(x)+ﬁ y () _ w*—W(x)<F(x)—ﬁ.
2 fo 2 fo
Operando, las anteriores desigualdades se transforman en
f F(x fo (F(x
e < 2 (FE 4 Vo TW@) oy e < 2 (P2 T wim).

Probaremos que se satisface la cota més fina, esto es, que para cada = € (ry,72) se tiene que

7]l < % (—’F(Qf’“’)| + yJw* — W(x)) = %R(m).

Sabemos que r1 y 72 son los ceros de Z(z) = w < w* y que en el intervalo (ry,r2) la funcion Z
es menor que w, de forma que, para cada x € (r1,r2), se cumple que

F 2
Z(x) =W(z)+ (j) <w*
0, equivalentemente,
F
w* —W(z) > | (;)’, Vo € (ri,72).

Por otra parte, como F es negativa en (11, zg) y positiva en (zg,72),

f(z) ~W'(x) .
+ >0, siz€ (ry,x),
z 2 w* —W(x
re =g () = Y

— + <0, sixzé€(xg,re).
2 2/ w* — W(x) (0,72)
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En efecto, f es una funcion positiva y

F(x)f(x)

W'(x) = 5

+2g(x)
es negativa para x € (r1,xg), cero para £ = xg y positiva para x € (zg,r2). Asi,

min R(x) =

{
z€(r1,ro] =1,
Finalmente, utilizando la hipotesis ||h||o < % min{ K, K2} del Teorema y la definicion de
Ky (4.12), obtenemos que
Jo Jo Jo

1lloe < EKQ < ZE%%R("%) < ZR(x)’ Va € (r1,72),

y concluimos que se satisface la primera desigualdad de este resultado.

La segunda desigualdad se puede escribir, aplicando raices cuadradas, como

2[|h| oo
= F ) > | Ao ),
Jfo
de forma que deberiamos llegar a que
2||h]| oo 2[|h|| o
R e e ]

Igual que como razondbamos en la desigualdad anterior, procederemos probando que, bajo la

hipotesis P(z,y) > w*, para cada x € (r1,r2) se cumple que
F 2||A||so
(;) + ot — W) > Fla)+,/ ”f” |F ()]
0
) < F(z) - F(z)|.

F(x) (2 [ 2[|7] o
5 —yw* = W( 7o |

Operando, las anteriores son equivalentes a que
Jo <F (z)

Jo (_F($)
2|F ()| 2 2[F(z)| \ 2

1Plloe <

+ w*—W(:c))2 v e < + w*—W(w)>2.

Probaremos que se satisface la cota méas fina, esto es, que para cada = € (r1,72) se tiene que

f |F ()| ; 2 foR(x)?
TG (‘ y Ve _W("")) = AR

1Plloo <

Ocurre que, siendo F negativa en (11, z9) y positiva en (zg,72),

—2R(x)R(x)F(z) + R(z)?f(z)
4 (R(x)? ) F(a)?
2R(z) R (2)F(x) — R(x)*f(x)
F(x)?

>0 sixe(ry,x),

<0 size (xg,r2).
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En consecuencia,
. R(@)* _ R(ry)?
min = min .
x€[r1,re] |F($)| i=1,2 ’F(T1)|

De nuevo, por la hipotesis ||h]|s < % min{ K, K2} y la definicion de Ko en (4.12]), vemos que

fo fo . R(r)* _ foR(x)®
h o0 "o < — < 9 9 9
Ihlloe < 5 K2 < 5 i oG] < 27 @€ o2
con lo que queda probada la segunda desigualdad de este resultado. O

Ahora si, ya estamos en condiciones de probar el Teorema .14}

Demostracion (del Teorema . Para probar que el conjunto Q definido en (4.15) es positi-
vamente invariante, comprobaremos que la derivada orbital de P respecto al sistema (4.13]) es
negativa en ((a,b) x R) \ Int(Q):

P(z,y) = (VP(z,y), («,y)) <0,  V(z,y) ¢ Int(Q).

De esta forma, las soluciones fuera del interior de ) se acercan a €) y, en consecuencia, las

soluciones con condicién inicial en 2 no pueden salir de €. En este caso,

PGey) = |16 (5= B2) )] - e +2 (3 - T2 (gt + hio).

Sustituyendo W' (z) = w + 2¢g(z) y operando, llegamos a que

Ple.y) = [F@)(—y + () + 20 (v~ F@) +2 (3~ T0) (~gl) + hir)

= —f@)(y = F(2))* +29(x) <y —F(z)—y+ F?) + 2h(t) (y - F(;;))
=~ @)y = F(2))* + 2h(D)(y = F(x)) = F@)g(z) + F@)h(?). (4.16)

Para estudiar el signo de P fuera del interior Q, distinguimos dos casos: o bien el punto (z,y)
tiene abscisa x € (a,r1] U [re,b) o bien = € (r1,7r9) pero P(x,y) > w*. Representamos, en la
Figura las dos regiones que estudiamos por separado:

Y
92 |

—1 |

-2 \\7

Figura 4.3: Regiones sobre las que estudiamos el signo de P para los coeficientes f(z) = 2+1//z
y g(z) = log(z) en el intervalo (0,2). En azul, los puntos (z,y) con z € (0,71] U [re,2) vy, en
amarillo, los puntos con P(x,y) > w* y = € (1, 72)-
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Caso 1: (z,y) con = € (a,7r1] U [ra,b). Observemos que F(x)g(z) y |g(x)| son funciones no
negativas, decrecientes en (a,xg) y crecientes en (g, b) con minimo absoluto en . Por tanto,

min z)| = min |g(r; min F(x)g(x) = mi
Lomin @)l =minlo(r) v win Flagla) = m

Aplicando la hipotesis ||hllc < % min{ Ky, Ko} y la definicion de K7 (4.12), deducimos, por una
parte, que

fo . lg(ri)]
IPlloo < 57 min ==,
luego
9@) = min o) > 2hlloo. Ve € (@] Ufrab) (4.17)
y, por otra parte, que
fo . [29(ri)F(ry)
[hlleo < Egig 0
luego
e 20hE
F(x)g(x) > min g(r;)F(r;) > Va € (a,r]Ulra,b). (4.18)

i=1,2 fo

Con esto, vamos a poder comprobar que la expresién de P es negativa. Podemos acotar los
términos de para cada (x,y) con x € (a,r1] U [r2,b) como sigue: por una parte, aplicando
la segunda hipotesis del Teorema —f(x)(y — F(z))? < —fo(y — F(x))?; por otra parte,
2h(t)(y — F(z)) < 2||h||l|y — F(z)| y, finalmente,

F(@)h(t) -~ Fa)a(z) < [F@) |kl - F@g@) = 1P@X - g
X xr X X - 2
) ) - - Floloto) €

Asi, para cada (z,y) € (a,b) X R con = € (a,m1] U [r2,b),
P(z,y) = —f()(y — F(2))? + 2h(t)(y — F(x)) — F(2)g(x) + F(x)h(t)

Il I )’
< =holy = F@)? + 2 hlely ~ F@)] = = == (Rl — Pl - 152) <o

como queriamos demostrar.

Caso 2: (x,y) con x € (r1,72) y P(z,y) > w*. En virtud del Lema tenemos que

4| k|| 2||h||oo | E'(z
0 fo
luego, por esta segunda desigualdad,
Jo

F(2)h(t) — F(z)9(z) < F(2)h(t) < [F(2)|[[hllec < 5 (v~ F(z))*.
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Asi, igual que en el caso anterior, para cada (z,y) € (a,b) x Rcon ry <x <rgy P(x,y) > w*

se cumple que

P(z,y) = —f(z)(y — F(x))* + 2h(t)(y — F(x)) — F(x)g(x) + F(x)h(t)
Jo

< —foly = F(2))* + 2[n(®)|ly — F(z)| + 5= F(z))®

= Iy~ F@) (~L1y ~ F@)l+ 200(0)1) <1y ~ P@)] (-2lhlo + 2001 <0,

en cuya penultima desigualdad aplicamos la primera de las desigualdades dadas por el Lemald.18
Queda probado que la derivada orbital de P fuera del interior de €2 es negativa.

Finalmente, para concluir la existencia de solucién T-periédica, probaremos que la aplicacién
de Poincaré posee un punto fijo. Denotamos por i, 2040 (t) = (z(t;t0, 0, y0), y(t; to, o, v0)) la
tnica soluciéon del problema de Cauchy

x’ = Y- F($)7
y' = —g(x) + h(t),
(z(t0), y(t0)) = (x0,%0)-

Como () es positivamente invariante, dado (zo,yo) € (2, la imagen de @y 4.y, €std totalmente
contenida en 2. En particular,

SOO,x(),y() (T) = (x(Tv 07 Zo, y0)7 y(T7 07 Zo, yO)) € Q? V(CU(), yO) € Q.

El conjunto € es la clausura de la region acotada por una curva de Jordan, P(x,y) = w*. Asi,
la aplicaciéon de Poincaré Pr: Q — €, continua por la dependencia continua de los parametros
del sistema, posee un punto fijo en virtud del Teorema (de Brouwer). Este punto sera
(x0,y0) € 2 para el cual la solucion g z, 4, del problema de Cauchy es T-periddica. Su primera
componente,

T = l'(t7 07$07y0)7

es solucion de la ecuacion , pues la conjugacion topologica entre los sistemas es ®(x,y) =
(x,y — F(x)), que deja fija la primera componente. Esta funcién es T-periddica y, como la
imagen de g 4, .y, €sta contenida en €, necesariamente r; < x(t) < rp para todo t. Notemos que,
implicitamente, asumimos que h es una funcién T-periédica con T' su periodo minimo vy, asi, x

también tiene periodo minimo 7. O

4.3. Generalizaciones de la ecuacion de Liénard

La ecuacion de Liénard se puede generalizar de modo que 2’ intervenga de forma no lineal.

Podriamos considerar ecuaciones de la forma

P4+ f@)+g@) =0 o '+ faa)+g(x) =0.
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También nos podemos preguntar qué ocurre si la singularidad de la ecuacién no aparece en
x, sino en su derivada, x’. Notemos que, si estamos buscando soluciones T-periodicas = = z(t),
en virtud del Teorema de Rolle, existe un punto ¢, € (0,7) tal que 2/(t.) = 0. Por tanto, es
necesario que la ecuacion diferencial esté bien definida en ' = 0. En otras palabras, no existe

solucion periodica de ninguna ecuacion diferencial singular en 2/ = 0.

Si podemos considerar, como singularidades, puntos ' = vy # 0. En el caso singular en x,
podiamos aplicar una traslacion a una solucién de una ecuacion singular en un punto & # 0 para
obtener una solucién de otra ecuacion singular en z = 0. Sin embargo, en el caso de 2/, esto no
es posible, porque no trasladamos espacialmente la solucién, sino que modificamos su pendiente.

Para funciones singulares respecto a 2’ en dos puntos a < 0 < b, deducimos de lo anterior que
la solucion que buscamos debe satisfacer 2/(t) € (a, b) para todo t. Por ejemplo, si consideramos

la ecuaciéon (t.2)
" g\t,x

=7 + h(t =0,

v cos(x’) +hit, )

la solucion que buscamos debe satisfacer que 2’ € (—7/2,7/2).

Las generalizaciones mencionadas, en particular,
o’ + f(z,2") + g(z) = h(t)

podrén ser objeto de estudio en el futuro, pues un problema interesante seria, por ejemplo,
comprobar si el procedimiento seguido por Gutiérrez y Torres [I1] puede ser adaptado a este
tipo de ecuaciones con términos no lineales en z y 2/, tema que se esta abordando como posible
continuacién de este Trabajo Fin de Master.



Conclusi6n

En este trabajo, hemos estudiado el problema periédico asociado a ecuaciones diferenciales
singulares de diferentes tipos. Los ejemplos que hemos tratado no son arbitrarios: no solo hemos
estudiado ecuaciones sin rozamiento, en el Capitulo [3| y con rozamiento, en el Capitulo [4] sino
que, dentro del conjunto de las familias de ecuaciones que tratamos en este trabajo, aparecen
términos singulares de todos los tipos y se ha estudiado cada una de ellas con técnicas distintas.

En las ecuaciones de Lazer-Solimini, que tratamos en la primera secciéon del Capitulo (3] los
términos singulares son o bien de tipo atractor o bien de tipo repulsor . A través
del método de las sub y sobresoluciones, hemos probado que el problema periédico asociado a
aquellas con singularidad atractora, débil o fuerte, posee solucién positiva si la fuerza externa, h,
tiene integral positiva. En el caso de singularidad repulsora, hemos comprobado que la fuerza de
la singularidad juega un papel importante para garantizar la existencia de solucién T-periddica
positiva. Hemos demostrado que, en el caso de singularidad fuerte, existe solucién si, y solo si,
la integral de h es negativa, pero, en el caso débil, hemos comprobado que esto no es suficiente

para garantizar su existencia.

FEn las ecuaciones de Emdem-Fowler con exponente negativo, que tratamos en la segunda
seccion del Capitulo (3] los términos singulares son necesariamente indefinidos . Hemos obte-
nido un resultado de existencia de soluciéon T-peridédica para ecuaciones con singularidad fuerte
y h constante a trozos y para ecuaciones con singularidad muy fuerte y h de clase uno con ceros
no degenerados. A través de las propiedades del grado topoldgico de Leray-Schauder y el Teore-
ma de punto fijo de Schauder, hemos probado que, en ambos casos, existe un conjunto conexo
de soluciones para el problema de Dirichlet asociado a la ecuaciéon con elementos = = z(t) que
satisfacen a/(0) > 2/(T) y elementos que satisfacen 2/(0) < 2/(T'). Por conexion, existe en este
conjunto al menos una solucion que satisface 2/(0) = z/(T') y es, en conclusion, T-periddica.
Hemos comprobado que las condiciones sobre la fuerza de la singularidad y la forma de h, a prio-
ri, no necesarias para que exista solucién T-periédica, no se pueden suprimir y seguir teniendo

garantizada su existencia en general.

En los dos casos anteriores, los términos singulares que inspiran su estudio son de la forma
1/2P, p > 0, pero los resultados obtenidos son aplicables a términos singulares g = g(z) genera-
les. En el Capitulo [}, estudiamos familias de ecuaciones diferenciales singulares con rozamiento
que siguen el esquema de una ecuacion de Liénard con fuerza externa. Por un lado, tratamos
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familias de ecuaciones con términos singulares de la forma anterior y, por otro lado, con términos

singulares generales.

En el primer caso, la ecuacion que tratamos es (4.1)) y el término singular es indefinido,
pudiendo ser fuerte o débil. A través del Teorema de Manésevich-Mawhin, basado en el grado
topolégico de Brouwer, hemos probado tres resultados de existencia de solucién T-periédica posi-

tiva. Posteriormente, este mismo procedimiento se ha aplicado a la ecuacion (4.8)), que generaliza
la anterior y presenta dos términos singulares indefinidos, y hemos proporcionado un resultado de
existencia de soluciéon T-periddica positiva para esta ecuacion. En ambas ecuaciones, se admite

que la fuerza de rozamiento pueda ser singular por no influir en el estudio de existencia.

Finalmente, en la segunda secciéon del Capitulo f] tratamos ecuaciones de Liénard con tér-
minos singulares generales y de tipo débil . A través de una funcién de Lyapunov, hemos
localizado una region del plano de fases positivamente invariante y homeomorfa a la bola unidad
compacta, en la que la aplicacién de Poincaré posee al menos un punto fijo, que se corresponde

con una solucién T-periddica de la ecuacién diferencial singular.

Estos resultados se podrian extender a familias de ecuaciones diferenciales singulares mas
generales. Como comentamos en la altima seccion, podemos generalizar las ecuaciones de Liénard
para que la derivada primera aparezca de forma no lineal en la ecuacién. Seria interesante, igual
que en el caso de las ecuaciones y , particularizar el Teorema de Manésevich-Mawhin

a ecuaciones de la forma
"+ f@)+g(x)=0 o 2"+ f(z,2)) +g(z)=0

y buscar condiciones suficientes para que se satisfagan sus hip6tesis en algin compacto €2 conte-
nido en C}(R/TZ), siendo g o f singulares en 2o = 0. Por otra parte, también podriamos estudiar
la existencia de una region positivamente invariante y homeomorfa a la bola unidad compacta
para el plano de fases asociado a las dos ecuaciones diferenciales anteriores, quizas basandonos
en los resultados obtenidos en la segunda seccién del Capitulo 4] Resultaria interesante estudiar
si, con este procedimiento, podemos obtener resultados con términos singulares presentando una

singularidad fuerte.

Otras cuestiones sobre ecuaciones diferenciales singulares que no se han tratado en este tra-
bajo son la existencia de solucién T-peridédica para sistemas de ecuaciones diferenciales singulares
y para ecuaciones de orden mayor que dos. Estos problemas poseen interés en la biologia y en
dindmica celeste, como en el problema de los tres cuerpos. También seria interesante el estudio
de todos los problemas anteriores admitiendo soluciones con rebote, que comentamos brevemente
en el Capitulo 2| Finalmente, podriamos estudiar los problemas de frontera asociados a ecuacio-
nes diferenciales singulares en el término de 2/, para las cuales los tnicos resultados que hemos
encontrado son de existencia de soluciéon a problemas de valor inicial [2]. También a ecuaciones
singulares, simultdneamente, en dos variables, incluso términos de la forma

1

que no es singular en z = 0, ni tampoco en z’ = 0, sino singular en z = 2’ = 0.

"
T+
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