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Trabajo propuesto

Area de Conocimiento: Analisis Matematico

Titulo: Diferenciaciéon en espacios de Banach

Breve descripcion del contenido

En este trabajo se extenderan los conceptos estudiados en la materia
de Diferenciacion de funciones de varias variables reales. Asi, mientras
que la mencionada materia trata los conceptos de diferenciabilidad de
funciones definidas en R, consideraremos ahora espacios mas gene-
rales (en particular, espacios de Banach). Para esto, introduciremos
la derivada de Fréchet definida en tales espacios y estudiaremos la
generalizaciéon de los resultados méas importantes relativos a la di-

ferenciabilidad de funciones, mostrando algunas de sus aplicaciones,

como puede ser la resolucién de problemas variacionales.
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Resumen

El objetivo de este trabajo serd extender los conceptos relativos a la diferenciabilidad
de funciones de varias variables reales a funciones definidas sobre espacios mas generales.
En primer lugar introduciremos el concepto de espacio de Banach y estudiaremos algunas
propiedades que cumplen las funciones definidas en estos. A continuacién, veremos como
ampliar lo conocido en R" a estos nuevos espacios, introduciendo los términos de derivadas
de Fréchet y Gateau. Por dltimo demostraremos los Teoremas de la Funcién Inversa e

Implicita.

Abstract

The aim of this work is to extend the concepts related to the differentiability of real
multivariable functions to functions defined on more general spaces. First of all, we will
introduce the concept of Banach space and we will study some properties of functions
defined on there. Then, we will see how to expand what is known in R” to these new
spaces, introducing the Fréchet and Géateau derivative terms. Finally, we will prove the

Inverse and Implicit Function Theorems.
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Introduccion

Es en el siglo XVII cuando, al comenzar los estudios sobre la velocidad de los cuerpos en
movimiento, nace lo que conocemos como calculo diferencial, debido a que esta velocidad
debe calcularse teniendo en cuenta la distancia que recorre el cuerpo de estudio en un
tiempo infinitesimalmente pequefio. A pesar de que han pasado cuatro siglos desde que
aparece por primera vez el calculo diferencial, este se mantuvo practicamente invariante a
lo largo del tiempo.

En el Grado de Matematicas aparece por primera vez el concepto de calculo diferen-
cial propiamente dicho en la asignatura de Continuidad y Derivabilidad de Funciones de
una Variable Real, aplicado a funciones reales de una variable, para luego generalizarse a
funciones de varias variables reales en la materia de Diferenciacidn de Funciones de varias
Variables Reales. Lo que haremos a lo largo de todo este trabajo serd ver como podemos
extender los conceptos aprendidos en dichas materias a conjuntos de funciones definidas
sobre espacios méas generales.

Estos espacios a los que nos referimos y sobre los cuales queremos ver los resultados
de manera general son los espacios de Banach. Se trata de espacios vectoriales normados
y completos, es decir, toda sucesién de Cauchy es convergente en ellos. Cabe destacar
que en los capitulos centrales, que son el 2 y el 3, no es necesario que las funciones con
las que trabajamos estén definidas sobre espacios de Banach, bastara simplemente con
que estén definidas sobre espacios vectoriales normados. Sin embargo, en el capitulo en el
que tratamos los Teoremas de la Funcién Implicita e Inversa necesitaremos que nuestras
funciones estén definidas en espacios de Banach. Estos dos teoremas son los grandes ejes
del calculo diferencial. Gracias al primero de ellos podemos establecer si una funciéon tendra
inversa 0 no Unicamente estudiando su diferencial. El segundo, por otro lado, nos ofrecera
la posibilidad de expresar una ecuacién de varias variables en funcién de solo una de ellas.
Ambos teoremas son equivalentes entre si en el sentido de que podemos demostrar uno a
partir del otro.

Veremos ahora detalladamente lo que se recoge a lo largo de todo este trabajo. Empe-

zaremos definiendo en el Capitulo 1 el concepto de espacio de Banach, para el cual necesi-
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X INTRODUCCION

taremos conocer qué propiedades cumple una norma y qué entendemos cuando hablamos
de espacio completo. Esto quedara clarificado con un par de ejemplos. Continuaremos con
la definicién de funcién continua y enunciaremos una serie de resultados sobre aplicaciones
lineales como por ejemplo la caracterizacién de la continuidad para este tipo de aplica-
ciones. En la ultima seccién de este capitulo introduciremos las funciones lipschitzianas
y contractivas, ademés de las definiciones de homeomorfismos e isomorfismos y algunos
resultados que necesitaremos en el desarrollo del dltimo capitulo del trabajo.

En el Capitulo 2 veremos la analogia que existe entre la diferencial de funciones reales
de variables reales y la de funciones definidas en espacios vectoriales normados arbitrarios.
Hablaremos de las derivadas de Fréchet y de Gateau, ademéas de establecer una relacién
geométrica entre una funcién y su diferencial, introduciendo lo que se conoce como funcio-
nes tangentes. Al hablar de diferencial enunciaremos también algunas propiedades que nos
ayudarén a la hora de su estudio, como la unicidad, su continuidad o la relacién entre las
derivadas de Fréchet y Gateau, ya que la existencia de la primera implicard la existencia de
la segunda. Continuaremos viendo qué ocurre con la diferencial de la composicion, suma
o producto de aplicaciones, asi como la aplicacion constante o lineal. Ademés, al definir
funciones en espacios producto nacen las derivadas parciales de una funcién. Por otro lado,
trataremos el Teorema del valor medio, para el que serd necesario hablar de derivadas por
la derecha e izquierda, asi como de alguna caracterizacion relacionada con estas. Gracias a
este teorema podremos establecer qué condiciones han de cumplir las derivadas parciales
de una funcién para que esta sea diferenciable en un punto. Para terminar, como apli-
cacion del Teorema del valor medio definiremos las funciones estrictamente tangentes y
estrictamente diferenciales.

En el Capitulo 3 hablaremos en un primer momento sobre la diferencial segunda de una
funcién y las propiedades que cumple esta y mas tarde extenderemos estos conceptos a la
diferencial de orden n. Una vez introducido esto gracias a la Formula de Taylor veremos
como aproximar localmente funciones.

Para terminar, en el Gltimo capitulo enunciaremos y probaremos los Teoremas de la
funcién Inversa e Implicita, ademés de hablar sobre difeomorfismos, que serdn necesarios

para la prueba del primero de dichos teoremas.



Capitulo 1

Espacios de Banach

A lo largo de este capitulo, denotaremos por K al cuerpo R o al cuerpo C. Ademas, una
vez introduzcamos el concepto de espacio de Banach trabajaremos generalmente en dos de
estos espacios que denotaremos por F y F.

Nos centraremos en introducir las primeras nociones necesarias para definir un espacio
de Banach, viendo un par de ejemplos que nos ayudarén a visualizarlos mejor. Ademas, en
este capitulo veremos resultados que necesitaremos a lo largo de todo el trabajo relacionado
con los espacios de Banach.

Para su desarrollo nos guiaremos por el Capitulo 1 de [I], el Capitulo 1 de [2], el
Capitulo de 1 [6] y por el Capitulo 5 de [3].

Definicion 1.1. Definimos una norma en el espacio vectorial £ como una funcién real
l-1:E—R
tal que para cualesquiera x, y € E y para todo A € K se cumplen las siguiente propiedades:
1. ||z]| > 0.
2. x4yl <|z|| + |ly|| (desigualdad triangular).
3. (Al = [A] - fl]l-
4. ||lz|| =0 siysolosi z=0.

Por simplicidad, a no ser que se indique lo contrario y exceptuando el valor absoluto
| - |, suponemos que nuestros espacios estdn dotados con la norma || - ||, que no tiene por
qué ser igual en todos. Esta notacién serd la que utilicemos inicamente a lo largo de este
capitulo.

Una vez tenemos definido el concepto de norma, recogemos la siguiente definicién.



2 CAPITULO 1. ESPACIOS DE BANACH

Definicion 1.2. Un espacio normado es un espacio vectorial dotado con una norma.

Observacion 1. Sea E un espacio normado, entonces es también un espacio métrico con la

métrica d, definida como
d(z,y) = ||y — z|| para todo z,y € E.
Definicion 1.3. Dado E un espacio normado, definimos en él los siguientes términos.
1. Sea B(a,r) ={z € E | d(a,x) < r} la bola abierta de centro a € E y radio r > 0.
2. Sea Bla,r] = {x € E | d(a,z) <7} la bola cerrada de centro a € E y radio r > 0.
3. Sea S(a,r) ={x € E | d(a,z) = r} la esfera de centro a € E y radio r > 0.

Definiremos ahora el ultimo concepto necesario para obtener la definicién de espacio

de Banach y poder enunciar los resultados relacionados con estos.

Definicion 1.4. Un espacio métrico se dice completo si toda sucesion de Cauchy contenida

en el espacio converge a un elemento de este.

Definicién 1.5. Un espacio normado (E, ||-||) es un espacio de Banach si, con la distancia

inducida por la norma, es un espacio métrico completo.

Ilustraremos este tipo de espacios con unos ejemplos que nos serviran para clarificar la

definicion.

Ejemplo 1.6. Sea C([a,b]) el espacio vectorial de las funciones continuas de [a,b] C R en
R. (C([a7 b])? H ’ ||)7 donde

If[l = sup |f(z)|

z€a,b]
tiene estructura de espacio de Banach.
Para probar que se trata de un espacio de Banach tendremos que ver que efectivamente
|| - || es una norma y que C([a,b]) con esta norma es un espacio completo.
Empezaremos comprobando que || - || es una norma, viendo que cumple las propiedades
de la Definicion para cualesquiera f,g € E y para todo A € [a,b]. En efecto se tiene
que:

L |[fll = sup [f(z)| = 0.

z€[a,b]

2. |lf+gll= sup [f(z)+g(x)| < sup [f(2)|+ sup |g(z)|=|f]l+ gl

z€[a,b] z€[a,b] z€[a,b]



3. [Afll = sup |[Af(2)] = Al sup [f(z)] = [A[-[If]]

z€la,b] z€la,b]
4. ||fIl= sup |f(z)] =0 siy solo si trabajamos con la funciéon f = 0.
z€[a,b)
Hemos probado entonces que |- || es una norma y por lo tanto E es un espacio normado.

Veamos ahora que se trata de un espacio completo. Supongamos que {f,} es una
sucesién de Cauchy en F, y veamos que converge a una funciéon f € E.

Hemos supuesto que {f,} es una sucesion de Cauchy en E, por lo que podemos deducir
que {fn(x)} es de Cauchy en R para todo x € [a,b]. Como ademés sabemos que R es
completo, se puede definir la funcién f : [a,b] — R que serd el limite de la sucesion,
f(z) = im0 fn()-

Por ser {f,} una sucesion de Cauchy, para todo € > 0 existe un nimero natural N tal

que para todos los niimeros naturales n,m > N se tiene que

1fn = full <e.

Por lo tanto, para cada m > N y para cada z € [a, b] se tiene que

£(2) = )] = m [fu(2) = fn(@)] < M [|fo— fnll < 2. (1.1)

Deducimos de (|I.1)) que la sucesion { f,,} converge uniformemente a f en [a, b]. Sabemos
que el limite uniforme de una funcién continua es continuo, por lo tanto es evidente que
f € C([a,b]). Queda probado que {f,} converge en E, y por lo tanto E es completo.

De esta manera hemos visto que efectivamente (C([a, b]), || - ||) es un espacio de Banach.

Ejemplo 1.7. Si tenemos un espacio de Banach F', el espacio vectorial que representa al
conjunto de funciones continuas y acotadas de B(0,7) en F', Cy(B(0,7), F'), es un espacio

de Banach con la norma del ejemplo anterior.

Ejemplo 1.8. Consideremos el espacio vectorial £1([0,1]) de funciones definidas en el

intervalo [0, 1] C R que son integrables en el sentido de Lebesgue. Definimos la norma

1
|ﬂ=£ﬁ@%

La aplicacién asi definida es facil ver que cumple las 3 primeras propiedades de la Defini-
cion [Tk

1
Lumzéuwaa
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1 1 1
2. 11f + gl = / () + g(D)ldt < /0 @)+ / l9(t)ldt = £ + lgll

1 1
3. |Af = /0 (D)l = | /0 F@OlE = X1

Sin embargo no cumple la ultima de las condiciones, ya que ||f|| = 0 no implica necesa-
riamente que f sea la funcién nula. Por lo tanto no podemos afirmar que se trate de un
espacio de Banach, ya que || - || no es una norma.

Lo que haremos serd cambiar el espacio en el que estamos trabajando. Para ello defi-

nimos en £1([0, 1]) la relacién de equivalencia siguiente
fi~ fa siysolosi fi(x)= fo(x) para casi todo x € [0,1].

Consideremos ahora el espacio cociente por esta relacién de equivalencia

~

Entonces (L'([0,1]),] - ||) si que es un espacio de Banach, ya que || - || cumple las cuatro
propiedades de norma en L!([0,1]). Las tres primeras se prueban igual que en £([0,1]),

mientras que la cuarta se sigue de que
|fIl=0 siysolosi f(x) =0 para casi todo x € [0, 1],

y por la relacién de equivalencia que tenemos definida en L'(]0,1]) esto ocurre si y solo si
f=0en L'(0,1)
Por la teorfa de Lebesgue sabemos que L'(]0,1]) es un espacio completo y por lo tanto

concluimos que efectivamente (L'([0,1]), | - ||) es un espacio de Banach.

1.1. Aplicaciones lineales continuas

FEn esta seccion seguimos asumiendo, por simplicidad, las hipotesis expuestas al co-
mienzo del capitulo. Veremos algunas condiciones que nos ayudaran a establecer si una
funcién entre espacios de Banach es continua y qué propiedades cumple la composicién de
este tipo de aplicaciones.

Empezaremos hablando en general, definiendo lo que entendemos por continuidad de

una funcion.

Definicion 1.9. Sean E y F dos espacios de Banach y f : E — F. Se dice que f es
continua en un punto a € F si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que para todo x € E

con ||z — a|| < & se cumple que ||f(z) — f(a)] < e.
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Definicion 1.10. Una funcién f diremos que es continua si lo es en todos los puntos de

su dominio.

Una vez hemos introducido la definicién de continuidad entre dos espacios de Banach,

establecemos el siguiente teorema.

Teorema 1.11. Sean E y F' dos espacios de Banach y f : E — F una funcion lineal, las

siguientes condiciones son equivalentes:

1. f es una funcion continua para todo v € F.
2. f es continua en el origen.

3. Eziste M > 0 tal que || f(z)|| < M para todo x € B0, 1].

Demostracion. Veamos cada una de las implicaciones de manera individual.

Es claro que 1 = 2 se cumple de manera trivial.

Veamos que 2 = 3. Para esta demostracién partimos de la suposiciéon de que la funcién
f es continua en 0. Por lo tanto, si tomamos una bola abierta B(0,1) C F, su imagen inversa
por f es un entorno abierto V' de 0 en E, es decir, existe un r > 0 tal que B(0,7) C V. Se
tiene entonces que

|z|| <7 implica que | f(x)| < 1.

Haciendo el cambio de variable y = rx, como f es una funcién lineal, llegariamos a que

IF @l =7 1If ()]

Entonces si x € B[0,1], y = rz € BJ0,7], por lo que || f(y)|| < 1. Consecuentemente se

deduce que

Joll <1 implica que || f(a)] <

S|

Queda entonces probado que || f(z)|| esta acotado en la bola B0, 1].
Queda ver por ultimo que 3 = 1. Supongamos que existe un M > 0 tal que || f(z)|| < M

para todo x € B0, 1]. De lo anterior se deduce que

|f(x)]| < M||z|| paratodo z € E.

En efecto, si # = 0 es trivial y si z # 0, ||| = r, tomando y = 2z cumple que ||y|| = 1.
Por lo que ||[f(y)|| < M y ||f(x)|| = r||f(v)| < M]|z||. Bajo estas hipotesis queremos ver
que la funcién f es continua en cualquier punto a € E. Por ser f lineal se cumple que

f(x —a) = f(z) — f(a) y si acotamos ||z — a|| < 57 para todo € > 0, se tiene que

If(z) — fla)l| < M - % —e.

Por lo tanto queda probada la continuidad de f en cualquier punto a € FE. O
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Introducimos a continuacién el espacio vectorial de las aplicaciones lineales continuas de
un espacio vectorial normado E en otro F', que denotaremos por L(E, F). En este espacio

podemos definir la norma siguiente

1l = sup [F(@)] = sup @I

]| <1 Izl20 Nzl

De la expresién previa se puede deducir la relacién fundamental dada por
1f @) < Ifllz-llzll, para todo z € E.

Es facil comprobar que || - ||z es una norma sobre el espacio L(E, F), por lo que este es
un espacio vectorial normado. Teniendo estas relaciones en cuenta, enunciaremos un lema
de gran utilidad que nos relaciona la norma de la composicién de dos aplicaciones lineales

con la norma de cada aplicacién.

Lema 1.12. Sean T y S dos aplicaciones lineales, entonces
[T Sl <ITle-[IS]le

Demostracion. Por hipotesis Sy T son dos aplicaciones lineales, entonces T o S es lineal.

Se tiene que

[T @ _ o0 170 9y

T o S|z = sup
240 ||l =1

Por la definicion de la norma || 7|z, se cumple que

17 ()]

1Tl =
]

para todo z #0

v por lo tanto
[Tz - =]l = [[T(z)]| para todo x # 0.

Teniendo en cuenta de nuevo la composicién de las dos funciones

ITo8le = s (7o)l = sw ITES@)I < ITle swp 1] =TleISe

O

Como hemos dicho antes, el espacio L(E, F') con la norma || - ||z es un espacio vectorial
normado. Veamos, con el siguiente teorema, bajo qué hipdtesis podemos asegurar que se

trata de un espacio de Banach.

Teorema 1.13. Si F' es un espacio de Banach entonces L(E, F') es un espacio de Banach.
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Demostracion. Suponemos que tenemos una sucesion de Cauchy { f,,} en el espacio L(E, F)
y queremos ver que converge en este para poder asegurar que se trata de un espacio
completo y, por lo tanto, de Banach. Para cada r > 0, consideramos las restricciones de
{fn} ala bola B0, r], que seran las funciones fff), que formaran una sucesion de Cauchy
en el espacio vectorial Cp(B(0,7), F), y por el Ejemplo este espacio es completo. Por lo
tanto sabemos que la sucesién { f,S’")} converge uniformemente a una funcion f(") continua
y acotada.

Si tomamos un 7’ < r y restringimos la funcién f(") a la bola B[0,7'], esta sera igual a
una funcién (™). Por lo tanto la coleccion de funciones f() define una funcién f en todo
el espacio F, tal que la restriccion de esta a la bola B[0,r] sea f(’”). Paracadaz € EF y

debido a la convergencia uniforme en la bola B(0,7), se tiene que

Tomando dos puntos z,y € E, como tenemos que las funciones f,, son lineales, llegamos a

las siguientes igualdades, que prueban que la funcién f es lineal también.

fle+y) =l fo(z+y) = lm fo(z) + lm fu(y) = f(z) + f(y)

fQAz) = lim_f,(Ar) = lim Af(z) = Af(z).

Visto esto, podemos afirmar que para cada bola B[0, ], || f(z)]| esta acotada y por lo tanto,
por el Teorema [1.11] f es lineal y continua.

Finalmente, ||f — f,||, por como estd definida esta norma, tiende a 0, ya que

If = full = sup [[f(z) = fal2)|l
llz]|<1
y sabemos que en la bola BJ0,1] la sucesion {f,} converge uniformemente a f. Queda

probado que L(E, F') es un espacio de Banach. O

1.2. Isomorfismos en espacios de Banach

A lo largo de esta seccidon veremos algunas definiciones y resultados que nos seran de
gran utilidad a la hora de desarrollar algunas demostraciones posteriores. Nos guiaremos,
ademés de por las referencias citadas al comienzo del capitulo, por el Capitulo 4 de [I].

Para la compresién de los dos resultados que vamos a enunciar necesitaremos un par

de definiciones.
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Definicion 1.14. Sean E y F espacios vectoriales normados y U C FE. Diremos que
f U — F es una funcién Lipschitz continua o k-lipschitziana si existe una constante
k > 0 tal que

I f(x1) = f(z2)|| < k||lz1 — 22| para todo x1,z9 € U.

Definicién 1.15. Una funcién f Lipschitz continua con constante de Lipschitz k < 1, se

dice contractiva o k-contractiva.

Enunciamos ahora el primero de los resultados, un lema que nos ayudara a la hora de

demostrar el teorema posterior.

Lema 1.16. Sean un espacio de Banach E, a € E y r > 0 tales que B(a,r) C E, y una
aplicacion continua f : B(a,r) — E tal que la aplicacion ¢ : B(a,r) — E definida como

p(z) =z — f(x)

es k-contractiva. Si f(a) = b, entonces para todo y € B(b, (1 — k)r) existe un tinico x en
B(a,r) tal que f(z)=1y.

Demostracion. Empezaremos demostrando la unicidad. Tomamos z,2’ € B(a,r) y tene-

mos que

de donde, tomando normas, llegamos a
If (@) = @) = [l = 2|l — lle(@) — ()]
Habiamos supuesto que ¢ es contractiva y por lo tanto llegamos a que
If(@) = f@) = (A= k) [lz — 2. (1.2)

Entonces, como para estos dos puntos de la bola se tiene que f(x) = f(z'), volviendo a la
expresion anterior llegamos a que x = 7.
Veamos ahora la existencia de este punto. Su construccién la llevaremos a cabo por el

método de las aproximaciones sucesivas, tomando una sucesiéon de puntos

Trog=a

r1 =y + ¢(x0)

Tni1 =Y+ @(xn)




1.2. ISOMORFISMOS EN ESPACIOS DE BANACH 9

Es necesario que nos aseguremos que en cada paso del proceso el iterante que estamos
construyendo, x,, pertenezca a la bola B(a,r). Esto es lo que nos permite construir x4,

ya que ¢ estd definida en B(a,r). Vamos a probar por inducciéon en n que se cumple que

1—k"
lzn = all < 7—-lly = bll, (1.4)

y como por hipotesis ||y — b|| < (1 — k)r, tendremos que ||z, —al| < (1 — k™)r < r.

Para n = 1 se tiene que
r1—a=y+la)—a=y—fla)=y—0b,

y por lo tanto ([1.4) se cumple para n = 1.
Suponemos que (1.4)) se cumple para n > 1 y lo vamos a probar para n + 1. Podemos

escribir
Tnt1 — Tn =Y +9(2n) =y — @(Tn-1),
de donde, por ser ¢ k-lipschitziana, se sigue que
[2nt1 = znll < Kllzn — 2na]].
Por recurrencia,
[Znt1 — zn |l < k|21 — all = £y — 0]

Esta desigualdad prueba que la serie que tiene por término general x, 11—z, €s convergente
y por lo tanto la sucesion {x,,} es de Cauchy. Teniéndola en cuenta y junto con (|1.4) queda
probado que

[Zn+1 — all < [lzn — all + [ Tnt1 — nl

1— k" 1— k!
< ") |ly —b|| = ————|ly = b]|.
< () - = -

Si tomamos z como el limite de {z,}, pasandolo a la expresion de ((1.4]) se tiene que

1
|z —all < m”y bl <,

y por como viene dada la sucesion en (|1.3)
z=y+ o),
de donde concluimos que y = f(x). O]

Veremos un par de conceptos que aparecerdn en los resultados que enunciaremos un

poco mas adelante.
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Definicion 1.17. Sean E y F dos espacios de Banach y V' y W dos abiertos de estos,
respectivamente. Se dice que f : V. — W es un homeomorfismo si es una aplicacién

continua, biyectiva y ademés su inversa g = f~' : W — V es continua.

Definicion 1.18. Dada una aplicacién f : E — F, con F y F espacios normados, decimos

que es un isomorfismo si:

1. f es lineal y continua.
2. Existe una aplicaciéon ¢g : F' — E lineal y continua, tal que go f =Igy fog=Ip.

Cabe destacar que para la notaciéon de los isomorfismos entre dos espacios, como puede
ser de F en F', utilizaremos la notacion Isom(E, F').

Podemos introducir el siguiente teorema.

Teorema 1.19. Sean un espacio de Banach E, a € E y r > 0 tales que B(a,r) C E, y
una aplicacion continua f : B(a,r) — E tal que la aplicacion ¢ : B(a,r) — E dada por

p(r) =z — f(z)

es k-contractiva. Entonces eziste un abierto V- C B(a,r) que contiene a a, tal que f es un
homeomorfismo de V' en la bola abierta B(b,(1—k)r), con f(a) =b. Ademds, la aplicacion

TNUErsa

g=f"t:B(b (1- k)r) — B(a,r)

€s {ﬁk] -lipschitziana.

Demostracion. Para cada y € B(b, (1 — k)r), denotemos por g(y) al tnico = € B(a,r) tal

que f(z) = y. Definimos entonces una aplicacion
g:B(b,(1—k)r)— Bla,r).
La desigualdad que tenemos en (1.2) nos indica que, dados y,y" € B(b, (1 — k)r) se

tiene que

/ 1 /
_ < =y — .
lgCy) =9Il < 7= lly = |

De esta manera podemos afirmar que la funcién g es [flk}—lipschitziana y, en particular,

continua. Sea ahora V' C B(a,r) la imagen de g, por lo tanto
V= fﬁl(B(b7 (1 - k‘)?“)),

y como la imagen reciproca de un abierto por una funcién continua es abierto, queda
probado que V' es un abierto en la bola B(a,r), que a su vez lo es en E.
Es claro que las aplicaciones f y g son biyectivas, continuas y una es la inversa de la

otra y por lo tanto son homeomorfismos. O
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Para terminar este capitulo veremos el siguiente teorema.

Teorema 1.20 (de Banach). Si E y F son dos espacios de Banach, toda aplicacion lineal,

continua y biyectiva f 1 E — F es un isomorfismo.






Capitulo 2
La diferencial en espacios normados

A lo largo de este capitulo veremos el concepto de derivada de Fréchet y de Gateau en
espacios normados, haciendo referencia y generalizando conceptos que ya habiamos visto
para funciones reales de varias variables reales. Introduciremos también las propiedades
de la diferencial, que nos serviran de ayuda para estudiar la diferenciabilidad de funciones
partiendo de otras més elementales, asi como resultados de gran utilidad como puede ser
el Teorema del valor medio.

Cabe destacar que durante el desarrollo de todo el capitulo s6lo pediremos que nuestros
espacios sean normados. Como los espacios de Banach son espacios normados, es claro que
todos los resultados se pueden aplicar a estos.

Nos guiaremos por el Capitulo 1 de [4] y el Capitulo 2 de [7] para explicar todos estos

conceptos.

2.1. El concepto de diferencial

Empezaremos esta seccion recordando el concepto de diferencial para funciones reales
de una o varias variables reales y extendiendo este concepto a espacios mas generales como
son los espacios normados. Veremos ademaés los paralelismos existentes a la hora de definir

los conceptos con los que trabajaremos en estos nuevos espacios.

Definicion 2.1. Dada una funcién f : R — R diremos que es derivable en un punto a € R

si existe el siguiente limite
o fa+h) — 1)
h—0 h

v es un numero real. En este caso, diremos que este limite es la derivada de la funcién en

el punto a y la denotaremos por f’(a).

Diremos que una funcién f es derivable si lo es en todo punto de su dominio.

13
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Este concepto de derivada nos permite expresar la idea geométrica de tangencia y nos
indica que una funcién f es derivable en un punto a si y solo si su grafica admite una recta
tangente en ese punto y, ademas, f/(a) es la pendiente de la recta tangente a f en a.

Una definicién equivalente a la vista sobre la derivabilidad de una funcién, y que al
generalizarla méas adelante nos serd de ayuda a la hora de demostrar algunos resultados,

es la siguiente.

Definicion 2.2. Diremos que la funcién f es derivable en a € R si existe un ntimero real
f'(a) tal que

|[f(a+h) — f(a) — f'(a)h] = ¢(h),
donde ¢ es una funcién que ha de estar definida en un entorno de 0 y ademés

. e(h)|
T

Podemos extender la nocién de diferencial a funciones de la forma f : R — R y

tendriamos la siguiente definicion.

Definicion 2.3. Diremos que f : R” — R es diferenciable en un punto a € R" si, y solo

si, existe una aplicacion lineal que denotaremos por D f(a) tal que

|f(z) — f(a) = Df(a)(x — a)|

lim =0
e o —al

0, lo que es lo mismo,
o (@ h) = f(a) = Di@)(®)] _

h—0 Al

La aplicacion D f(a) recibe el nombre de diferencial de f en a.
Otra definicion equivalente de diferenciabilidad seria la siguiente.

Definicion 2.4. Diremos que la funcién f es diferenciable en un punto a € R” si, y solo
si, existe una aplicacion lineal que denotaremos por Df(a) y una funcién ¢ : A C R” — R

tal que

1. ¢ esta definida en un entorno del 0.

|(R)]

2. lim —+ =0
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En el caso en el que la funcién f sea diferenciable en todo a € R™, diremos que es
diferenciable.

Podemos seguir generalizando este concepto a funciones f : R™ — R™, donde el opera-
dor Df(a), que ya hemos dicho que se trata de una aplicacion lineal, esta definido por lo

que denotaremos como la matriz jacobiana de f en el punto a.

Definiciéon 2.5. Diremos que la funcion f = (f1,..., fm) es diferenciable en el punto a
si, v solo si, todas las funciones f; lo son en ese punto. En tal caso, la matriz que define la

aplicacién diferencial se llama matriz jacobiana y viene dada por

Difi(a) --- Dnfi(a)
Difm(a) -+ Dnfm(a)

donde D; f;(a) denota la derivada i-ésima de la componente j-ésima de f.

A partir de este punto estudiaremos este concepto de una manera més general para
funciones definidas en un conjunto abierto de un espacio vectorial E que consta de una
norma y que toma valores en otro espacio vectorial normado F'. Las normas que definiremos
en cada espacio son ||y || - ||, respectivamente, que pueden coincidir o ser diferentes. Por
tanto de ahora en adelante, salvo que se indique lo contrario, E y F' denotaran dos espacios

vectoriales normados.

Definicion 2.6. Sean U C F un subconjunto abierto y f : U — F una funcién. Diremos
que f es Fréchet diferenciable en a € U si existe una transformacion lineal acotada D f(a),

conocida como derivada o diferencial de Fréchet de f en el punto a, tal que

o 1@+ 1) = f(@) = Df@)B)]| _

0.
h—0 |h|

Una definicion equivalente a esta seria la siguiente.

Definicion 2.7. Diremos que f: U C E — F es Fréchet diferenciable en a € U si existen

una transformacion lineal acotada D f(a) y una funcion ¢ : A C E — F tal que

1. ¢ esta definida en un entorno del 0.

2. lim M = 0.
h—0 |hl|

3. fla+h) = fla) = Df(a)(h) = 6(h).

Podemos ver el concepto de diferenciabilidad de una funcién entre espacios vectoriales

normados de una manera geométrica, igual que veiamos en funciones reales de una variable
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real. Para desarrollar este nuevo punto de vista utilizaremos los Capitulos 2 y 3 de [1] y el
Capitulo 8 de [3].
Empezaremos introduciendo una definicién necesaria a la hora de exponer la nueva

caracterizacion para la diferenciabilidad de funciones.

Definicion 2.8. Dados U C E un abierto y dos funciones, f1 : U = Fy fo : U = F,

diremos que fi; y fa son tangentes en un punto a € U si

m(r) = sup |[|fi(z) = fa(z)[],

lz—al<r
definida para todo r > 0, cumple que

m(r)

lim

r—0t T

=0.

Observacion 2. La relaciéon que cumplen dos funciones al ser tangentes entre si en un
punto de su dominio es una relacién de equivalencia. En efecto, dadas tres aplicaciones,
fr9.h: E— F,si fygson tangentes en ¢« € E'y g y h son tangentes en a, entonces f y

h son tangentes en a. Esto se deduce de la siguiente desigualdad

1f () = h(2) | < [1f(z) = g(@) | + lg(z) — h(x)]].

Escribimos ahora la definicién de diferenciabilidad teniendo en cuenta este concepto

previo.

Definicion 2.9. Dados U C E un abierto y una funcién continua f: U C E — F, se dice

que f es diferenciable en un punto a € U si existe una aplicaciéon lineal g : E — F, tal que
x> f(a) +g(z —a)

es tangente a f en el punto a. La aplicacion g es lo que se conoce como diferencial de f en

a.

Una definicién sencilla con la que trabajaremos més adelante a la hora de introducir el

Teorema del valor medio y que utilizaremos ahora en un ejemplo es la siguiente.

Definicion 2.10. Definimos el segmento cerrado que une los puntos a,b € F, donde F es

un espacio normado, como el conjunto siguiente
Lia,b)={x € E|xz=(1—t)a+1tb, 0 <t <1}

El segmento abierto L(a,b) se define de manera similar usando 0 < t < 1.
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Veremos a continuacion un par de ejemplos en los que calcularemos la diferencial de

Fréchet de algunas funciones.

Ejemplo 2.11. Sean a,b € E tales que L[a,b] C E. Dada « : [0,1] C R — L[a,b] una
funcion definida como «(t) = a + t(b — a), veamos que Da(t) = 3, con S(h) = (b—a)-h
para todo t € [0, 1].

1o llat+ 1) — a(t) = Da@)(h)]|

h—0 |h]
_ %g% |la+t(b—a)+ h(b— a);‘a —t(b—a)—h(b—a)l _0
Queda probado asi que Da(t) = [ para todo ¢ € [0, 1].
Ejemplo 2.12. Sea (I, || - ||), donde E = C([0,1]) y || - || = supyeo,1) |/ ()], un espacio de

Banach. Queremos estudiar la diferenciabilidad de la funcién
F:F—>FE
[~ 12
Dada fy € E, veamos que la aplicaciéon diferencial de F' en fy viene dada por
DF(fy): E—FE
h~ DF(fo)(h) =2 fo-h.
En efecto, aplicando la Definicion

o IFGo+ 1) = F(fo) = DF() (W _ 1S3 +2foh + 12 = 3 — 2oh]

= I
hs 1] ] 1]
|Ih2)
= 1 =
oo [[h]]

Es facil ver que en el ejemplo anterior la norma que definimos en el espacio no es
realmente importante a la hora de ver si la funcién es diferenciable, ya que si ahora tomamos

otra norma diferente, veremos que obtenemos el mismo resultado.

Ejemplo 2.13. Tengamos de nuevo (E,|| - ||), donde E = C([0,1]), pero en este caso
- = fol |f(x)|dx, un espacio de Banach. Queremos estudiar la diferenciabilidad de la
funcion del ejemplo anterior, F(f) = f2.
Dada fy € E, veamos que la funcién diferencial viene dada por DF(fo)(h) =2 fo - h.
De nuevo, aplicando la Definicién tenemos que
1t W o+ h) = F(fo) = DE(fo)(W)|| _ . 13 + 2foh + h* = f§ — 2foh|
h—0 7] h—0 172

|IR2)
= 1 _—
B0 (|1
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Tenemos las siguientes consecuencias de las definiciones dadas.
Proposicion 2.14. Dados U C E un subconjunto abierto y f : U — F, se cumple que:
1. Si f es diferenciable en a € U, entonces la funcidn es continua en ese punto.
11. Si f es diferenciable en a € U, entonces la aplicacion Df(a) € L(E, F) es tdnica.
Demostracion.

1. Sabemos por hipdtesis que la funcion es diferenciable, por lo que por la Definicion
existen una transformacion lineal acotada D f(a) y una funciéon ¢ : A C E — F tales

que

a) ¢ esté definida en un entorno del 0.

¢) fla+h)— f(a) = Df(a)h+ ¢(h).

Como el operador Df(a) € L(E, F) tomamos la norma que habiamos definido en

este espacio y por su definicién sabemos que
IDf(a)(h)]| < |IDf(a)llz - |h] para todo h € E.
Aplicandolas a la expresion de ¢) se tiene que
[f(a+h) = fa)ll = |Df(a)(h) + (R < [[Df(a)llc - [h] + ¢RI,

de donde, operando y sacando factor comin |h| obtenemos que

I#a+0) = @) < (D@l + G ) o

Y es evidente que

n <|!Df(a)|!c ; '¢<h)”) h =0

y
hs0 7]

ya que, por la definicion de diferenciabilidad, el segundo sumando se va a ir a 0.

Por lo tanto podemos concluir que limy_, f(a + h) = f(a), es decir, f es continua

en el punto a.

11. Por hipotesis tenemos que f es diferenciable en a y por lo tanto satisface las condi-
ciones de la Definicién [2.7 Suponemos que tenemos (Df)1,(Df)2 € L(E,F) y las
respectivas aplicaciones ¢1 y ¢o que deben estar definidas en un entorno del 0 y cum-

plir que limy_ ¢'|i}(j‘l) = 0, para i = 1,2. Veamos que coinciden para poder demostrar

su unicidad.
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Tenemos que

de donde se deduce que

((Df)1(a) = (Df)2(a))(h) = d1(h) — ¢2(h)

para los elementos h de un cierto entorno de 0. Ademaés, por la linealidad de (D f)1(a)
y (Df)z2(a), si y # 0 es un elemento arbitrario de E, se puede escribir
[((Df)1(a) = (Df)a(a))(ty)|l

i

o (ty) — oa(ty) ||
=W

Como esto se cumple para todo ¢, lo hard también en el caso de que tomemos el

I((Df)r(a) = (Df)a(a)) ()]l =

limite cuando t tiende a 0. Por lo que se tendria

I((D1@) ~ (@)l < bl (tig L 4 1y I22T)

que sabemos que es cierto por como habiamos definido las funciones ¢; para i = 1, 2.
Por lo tanto tenemos que (Df)1 = (Df)a.

O

De igual manera que hablamos sobre el concepto de diferencial para funciones reales de
varias variables reales para introducir el término de derivada de Fréchet y ver asi su relacién,
vamos a introducir ahora el término de derivada direccional y definiremos a continuacién
la derivada de Géateau, que se corresponde con una generalizacion de esta.

Si partimos de una funciéon f : R?> — R se define su derivada direccional en a € R?
segiin el vector unitario v = (vy, v2) € R?, como

Dusi) = tin [0+ 1)~ S0)

Podemos ahora introducir el concepto para espacios vectoriales normados arbitrarios
EyF.

Definicion 2.15. Se define la derivada de Géteau de f : E — F en el punto a € F a lo
largo de un vector dado h € E como el siguiente limite

df (a; h) = lim flatth) - f(a).

t—0 t

(2.1)

Diremos que f es Géateau diferenciable en a si existe la derivada de Géateau para todo
he k.
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Se tiene la siguiente relacién entre la diferenciabilidad de Fréchet y la de Gateau.

Proposicion 2.16. Si f es Fréchet diferenciable en un punto a, entonces es Gateau dife-

renciable en el punto y la derivada de Gateau viene dada por D f(a)(h).

Demostracion. Sabemos por hipdétesis que la funcion f es Fréchet diferenciable y sean
h € E yt € R. Por la Definicién existen una transformacion lineal acotada Df(a) y
una funcién ¢ : A C E — F tal que

1. ¢ esta definida en un entorno del 0.

. lim L(th) =0.
th—0 ‘th|

3. fla+th)— f(a) = Df(a)(th) + ¢(th).

Operando y tomando limites nos quedaria
¢(th)

i L0 = @) <Df(a)(h) + h> = Df(a)(h).

t—0 t t—0 th

Por lo tanto queda probado que si la funcién es Fréchet diferenciable en a, entonces existe
la derivada de Gateau en ese punto y que df (a;h) = D f(a)(h). O

El reciproco de la proposicidon anterior no es cierto, ya que una funciéon puede tener deri-
vada de Gateau en un punto a lo largo de cualquier direccién y no ser Fréchet diferenciable

en ese punto. Lo veremos a través del siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.17. En este ejemplo nuestros espacios pasan a ser £ =R? y FF =R, y por lo

tanto se trata de una funciéon f : R> — R definida como sigue:

2xy? .
gy = Fr 5 @ £ 00,
0 si (z,9)=(0,0).
Probaremos que no es diferenciable en el punto (0,0) viendo que no es continua en él.
Sabemos que la funcién f serd continua en (0,0) si se cumple que

0,0)= lim x,y).
10,0 (rvy)—>(070)f( v)

Por lo tanto bastaria buscar un subconjunto a través del cual el limite sea distinto de
f£(0,0) =0, ya que en caso de que este existiese tendria que coincidir en todos los subcon-

juntos. Tomando = = 32 tendriamos lo siguiente

2y 2y
1m — = 1M ——-
(@y) =00 z2+y* o0yt +yt
x:y2

= 1# f(0,0).
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Por lo tanto como f no es continua en (0,0), tampoco serd Fréchet diferenciable, ya
que como habiamos visto en la Proposicién que sea continua es condicién necesaria
para la diferenciabilidad. Pero, a pesar de esto, si existe la derivada de Géateau en el punto

a lo largo de cualquier direccion h. Utilizaremos la expresion (2.1)

. [(thi,th) — f(0,0) . 2t3h1 h3 . 2Mh3
lim = lim = lim —5——=5,
.y t t=0 t ((th1)? + (tho)*)  t=0 h% + th3
donde tendremos que distinguir dos casos:
, 0
1. El caso en el que h; = 0 y entonces }g]% = 0.

2

2hih3  2h3
2. El caso en el que hy # 0 y entonces }gl% m = h—f

Concluimos que a pesar de que la funcién no sea Fréchet diferenciable, existe la derivada

de Gateau en todas las direcciones.

2.2. Propiedades de la diferencial

En esta seccién veremos ciertas propiedades que cumple la diferencial, ya sea a la hora
de componer y sumar funciones, al multiplicarlas por escalares o si el espacio de salida o

de llegada se pueden escribir como espacios producto de espacios normados.

2.2.1. Reglas del calculo

En esta parte del capitulo enunciaremos una serie de resultados que nos ayudaran a
la hora de estudiar la diferenciabilidad de aplicaciones a partir de otras en las que esta

propiedad se pueda estudiar de forma elemental.

Proposicion 2.18 (Regla de la cadena). Sean E, F, y G espacios vectoriales normados, y
sean U y V' dos conjuntos abiertos de E y F respectivamente. Sean f : U - F yg:V - G
tales que para un punto a € U dado, tenemos que f(a) =b e V. Si f es diferenciable en a

y g lo es en b, entonces h = go [ es diferenciable en a y ademds

Dh(a) = Dy(f(a)) o Df(a).

Demostracion. A lo largo de esta demostracion seguiremos utilizando las normas, ||y || -],
que habiamos denotado para los espacios E/'y F, respectivamente. Ademas, trabajemos con
una nueva norma en el espacio G denotada por || - [|¢.

Por hipdétesis sabemos que f es diferenciable en a y que g lo es en b. Partiendo enton-
ces de la Definicion [2.7, sabemos que existen Df(a) y Dg(b) aplicaciones lineales y dos
funciones ¢y : ACE — Fy ¢y: B CF — G tales que
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1. ¢7 y ¢4 estén definidas en un entorno del 0.

i 22E =D gy LW D)

i |z — af v=b y—o

3. Se tienen las siguientes igualdades:

f(x) = f(a) = Df(a)(z — a) + ¢s(z — a),
9(y) — g(b) = Dg(b)(y — b) + dg(y — b).

Por como habiamos definido la aplicacién h = g o f llegamos a que

h(z) = h(a) = g(f(x)) = 9(f(a)) = Dg(f(a))(f(z) = f(a)) + &4(f(z) = f(a))

(2.2)
= Dg(f(a))(Df(a)(x — a)) + Dg(f(a))(¢s(z — a)) + ¢g(f(x) — f(a)).
Si demostramos que
i 1) =) = Do/ el _ 23

quedaria demostrado que nuestra funcién h es diferenciable en a y ademads se tiene que
Dh(a) = Dg(f(a)) o D f(a).
Desarrollando y teniendo en cuenta la ecuacion (2.2)) es facil ver que
[h(x) — h(a) — Dg(f(a))(Df(a)(z —a))llc
|z —al

_IDg(f(a)) (¢ (x — a)) + ¢4(f(2) — f(a))llc
|z — al
< IPg(£(a)(¢s(z — )l + lI¢s(F(2) — f(a))lle

|z — al

1Pg(F(a))llc - liés(z—a)ll | ldg(f(x) = Fla)lic

| — al | — al

<

Aplicando la segunda condicién de la Definicion que habiamos enunciado antes, se

tiene que
i 129 @)l 5@ = )] _
r—a |x - a|
o 196 @) = F@)lle _
T—a |.’E - CL‘

Veamos que efectivamente esta segunda igualdad se cumple, y para ello podemos escribirlo
como

o I0a @) = f@Dlla _ o 16(0@) = flaDlla 1) ~ S

=—a |z — al v=a || f(x) = f(a)l |z — al
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Separamos ambos factores para poder trabajar con ellos de manera independiente. Para la

primera expresion tendremos en cuenta el cambio de variable f(z) =y,

o 165(F@) = F@le _ . Noay=Blle _
@ = f@ e

Ahora, con la segunda expresion

lim M — lim |Df(a)(x —a)+ ¢r(x —a)

z—a |x—a‘ T—a |;z;—a‘
) Df(a e —a T—a

i 1Dl oyl _ o
B - = —al

Por lo tanto podemos afirmar que

i 1000 @ = F@Dls e

z—a | — al

De esta manera queda probada la igualdad de la ecuacion (2.3) y por lo tanto concluimos

la demostracion. O

Proposicion 2.19. Dadas dos aplicaciones f, g : E — F diferenciables en un punto

a € E, se tiene que
1. D(f +g)(a) = Df(a) + Dy(a).

2. D(A\f)(a) = ADf(a), donde X € R.

3. D(fg)(a) = f(a)Dg(a) + g(a)Df(a).
4. Si ademds se cumple que f(a) # 0, se tiene que

0\ ., _ @)Dg(@) — g(a)Df (o)
I)<f>() () |

Proposicion 2.20. Sea f : E — F una aplicacion constante, entonces es diferenciable en

E y Df(a) =0 para todo a € E.

Demostracion. Por hip6tesis se tiene que la funcién f es constante, y por lo tanto toma, el

mismo valor en todos los puntos de su dominio. Veamos que D f(a) = 0 para todo a € E.

En efecto,
k)~ f@) =0 fat )~ f@)]
h—0 |h h—0 |h
por ser f(a+ h) = f(a) para todo h. O

Veamos una tltima proposicién en la que pediremos que la funcién con la que vamos a

trabajar sea una aplicacién lineal.
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Proposicion 2.21. Si f : E — F es una aplicacion lineal, entonces es diferenciable en E
y Df(a) = f para todo a € E.

Demostracion. Aplicando la Definicién se tiene que
e h) = f@) = S _ (@) + S () — fla) = (B

=0.
h—0 Al h—0 A

2.2.2. Espacios producto

Podemos considerar situaciones especiales donde la aplicaciéon f tiene como dominio o
codominio espacios producto normados.

Empezaremos considerando el caso en el que podemos escribir F' = F} X - - - X F},,, como
el producto de espacios vectoriales normados. Para 1 < ¢ < m, definimos la aplicacién

proyeccion
pi: F'— I
z=(21,...,Tm) — pi(z) = z;

v sea u; : F; — F la aplicacién inclusién definida por
wi(x;) = (0,...,0,2;,0,...,0),

donde z; se encuentra en la posicién i-ésima. Entonces notemos que se tienen las siguientes

relaciones
{ piou; = Ip,
Yo uiop; = Ip,
donde If, e Ir denotan la aplicacion identidad en los espacios F; y F', respectivamente.
Una propiedad que cumple la aplicacién proyeccién vendria enunciada en el siguiente
resultado, que serd de gran utilidad en demostraciones posteriores.
Por simplicidad asumiremos a partir de aqui que || - || representa tanto la norma en F'

como en Fj.

Proposicion 2.22. Sean F = I} x --- X F, un espacio producto de espacios vectoriales
normados y p; : F — F; la aplicacion proyeccion, se tiene que Dp;(a) = p;, para todo

ac k.

Demostracion. Se tiene que:

ti WPila+h) —pia) —pi(W| _ (. llai + i — ai — hil| _
h—0 |2l h—0 Al

0.

Queda probado entonces Dp;(a) = p; para todo a € F. O
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Hemos visto una propiedad de la aplicacién proyeccién y enunciaremos ahora una muy

similar para la aplicacién inclusién.
Lema 2.23. Sean F = F} X --- X Fy, un espacio producto de espacios vectoriales normados

y u; : F; — F la aplicacion inclusion, se tiene que Du;(a) = w;, para todo a € F;.

Demostracion. Se tiene que:

o I13(a ) = wi(a) = u(B)]

h—0 IRl
~ m |(0,...,0,a+ h,0,...,0)—(0,...,0,a,0,...,0)—(0,...,0,h,0,...,0) _ o
h—0 Al
Queda probado entonces Du;(a) = u; para todo a € F. O

Proposicion 2.24. Dada una funcion f: U C E — F, con FF = Fy X --- X Fy,, diremos
que es diferenciable en un punto a € U si, y solo si, fy =p;jo f: U — F; es diferenciable

en a para cada i, 1 <1 < m. En este caso
m
Df(a)=> uioDfi(a). (2.4)
i=1

Demostracion. “=" Por hip6tesis tenemos que la funciéon f es diferenciable en a y, ademaés,
p; es lineal y continua y por lo tanto diferenciable en todo punto y, en particular, en f(a).
Como la composicién de diferenciables es diferenciable, queda probado que f; lo es en a.

Si ahora aplicamos la regla de la cadena y la Proposicion [2.22]
Dfi(a) = Dp; o Df(a) = p; o Df(a).

“<” Reciprocamente, si f; es diferenciable para cada uno de los ¢, tenemos que

[ = Zuiofi
=1

vy de nuevo, como u; es una aplicacién lineal, se tiene que f es diferenciable por ser suma
y composicion de aplicaciones diferenciables y ademas su diferencial viene dada por (2.4).
Veamos que efectivamente esto es asi. En efecto,

Df(a) =D (Z uj o fz‘) (@) = D(uio fi)(a)
=1

i=1

=" Dui(fi(a)) o Dfi(a) =Y _uio Dfi(a).
i=1 =1

Esta dltima igualdad se tiene por el Lema [2.23 O
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Suponemos ahora que el espacio producto se corresponde con el espacio de salida, es
decir, podemos escribir £ = Fy X --- X E,. Sea U C E un subconjunto abiertoy f: U — F
es una aplicacion dada. Si fijamos un punto a = (ai,...,a,) € E, se puede definir una

aplicaciéon que lleva a cada elemento de E; en E, \; : E; — E, como
Ai(xi) = (a1, ..., -1, T4, Qig1, - . -, Op).

Veremos ahora qué relacién existe entre la diferenciabilidad de la aplicacién f y la que
se restringe a cada subespacio, lo que nos ayudara al estudio de la diferenciabilidad de un
grupo més amplio de funciones de manera mas sencilla.

De igual manera que antes, a partir de este momento, por simplicidad, denotaremos

por | - | a la norma definida en E'y Ej.

Proposicion 2.25. Si la funcion f es diferenciable en a € U, entonces la composicion

f oA es diferenciable en a; para todoi=1,...,n. Ademds

n

Df(a)(hi,...,hn) =Y D(f o Xi)(ai) (i)

i=1
para cualquier h = (hq,..., h,) € E.

Demostracion. Ya habiamos definido la aplicaciéon inclusiéon del espacio E; en E, entonces

la aplicacién A; se puede escribir como
Xi(zi) = (a1, ..., ai—1,0; + T — @i, Qi1 ..., 0n) = a+ ui(z; — a;).
Comprobemos que la diferencial de \; en el punto z;, se corresponde con
DX;(x;) = u;, para todo x; € F;.

En efecto, por la definicién de diferencial en un punto se tiene que

i@+ h) = Ni(@i) — ui(h)]

1
B B

— lm la + wi(z; + h —a;) —a—ui(x; — a;) — ui(h)] — lim M _o
h—0 |h| h—0 |h’

Queda asi probado que DA;(z;) = u; para todo z; € E;.
Vemos asi que \; es diferenciable en a; y como f por hipdtesis también lo era en el

punto a, la composicién f o \; serd diferenciable en a; y se expresa como

D(f o Xi)(ai) = Df(Ai(ai)) o D(Ai(as)) = D f(a) o u;.
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Por las relaciones que enunciamos antes se tiene que

n
Zui op; = Ig
i—1

y si componemos esta expresion con D f(a) nos da que

n

> (Df(a)ou;)op; = Df(a).

i=1
Por tanto
Df(a)(h,.. = (Z Df(a)ou opz> (P, s hn)
:ZDf o u;)( ZD f o) (ai)(hy).
Queda probado que fo A; es difere_nciable y se da la igualdad del enunciado. O

Esta proposicién nos permite introducir el concepto de derivada parcial en un punto.

Definicion 2.26. A la derivada de f o A; en el punto a; la denotamos como la derivada

parcial i-ésima de f en el punto a. A partir de este momento la denotaremos por %(a) 0

por 0; f(a).

Observacion 3. Puede ocurrir que existan todas las derivadas parciales de la funciéon f en
un punto pero esta no sea diferenciable en él. Serd necesario afiadir algunas condiciones
a mayores para que la diferenciabilidad de la funcion se pueda estudiar a través de las

derivadas parciales.

FEn la siguiente seccién introduciremos el Teorema del valor medio, ya que serd necesario
conocerlo para poder demostrar los resultados que relacionan las derivadas parciales con

la diferenciabilidad de la funcién en un punto.

2.3. Teorema del valor medio

Profundizaremos en esta seccién en el Teorema del valor medio, necesario a la hora de
demostrar ciertos resultados. Para ello nos guiaremos también por el Capitulo 3 de [1].

Si nos encontramos en el caso en el que estamos estudiando funciones reales de variable
real surge una de las primeras formas del Teorema del valor medio: Sea f : [a,b] C R — R

una funcion continua en [a, b] y diferenciable en (a,b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que

f®) = f(a) = f'(c)(b - a).
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Teniendo en cuenta la expresion de este resultado es facil ver que relaciona las imagenes
de la funcion f con sus antecedentes a través de la derivada. Ademés puede resultar mas
interesante si trabajasemos con una desigualdad, como puede ser en el caso de las funciones
en las que su derivada estd acotada en el intervalo (a,b), obteniendo una expresion de la
forma

f(z2) — f(x1) < k(xe — x1) para todo 1,22 € (a,b),

que més adelante nos dard una condicién a la hora de definir el concepto de funciones
Lipschitz continuas en un intervalo.

El enunciado que nos da el Teorema del valor medio para funciones reales de una
variable no se cumple en general si queremos trabajar en contextos mas generales tales
como serfan los espacios normados arbitrarios. Un ejemplo sencillo de que esto puede
ocurrir serfa tomando, sin ir més lejos, el caso en el que E = R y F = R? y una funcién

definida como f(t) = (cos(t),sin(t)). Su matriz jacobiana vendria dada por

Vf(t) = (—sin(t), cos(t)).

Si calculamos el valor de f en los extremos del intervalo [0, 27|, vemos facilmente que
f(0) = f(2m) = (1,0), pero nunca tendremos que V f(¢) = (0,0) para ningun ¢ € (0, 27).
Por lo tanto no se cumplira que f(27) — f(0) = 27V f(t) para ningun ¢ € (0, 27).

Ya habiamos introducido antes que habia otras versiones que podrian resultar més in-
teresantes y que como veremos a partir de ahora serdn verdaderas para cualquier espacio
arbitrario en el que estemos trabajando. Teniendo en cuenta lo anterior, de la expresién
f(b) = f(a) = Df(c)(b— a) deducimos que si f es una funcion real de variable real dife-
renciable en un intervalo [a, b], entonces

[f(b) = fla)| < sup, IDf(e)llz - |b—al.

a<lc<

Esta forma del Teorema del valor medio se podra generalizar de manera sencilla. A
la hora de demostrar esta generalizacion del teorema que veremos més adelante, seran

necesarios una serie de conceptos previos.

Definicion 2.27. Dada una aplicacion f : [a,b] C R — F diremos que admite una derivada

por la derecha en un punto z € [a,b) si existe

Do) =t TEEN) = 1)

e F.
h—0+ h

D fy es lo que llamaremos la derivada por la derecha de la funcién f en el punto x.

De manera analoga podemos definir la derivada por la izquierda.
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Definicién 2.28. Dada una aplicacion f : [a,b] C R — F diremos que admite una derivada
por la izquierda en un punto z € (a, b si existe

D) =t LI

e F.
Df; es lo que llamaremos la derivada por la izquierda de la funcién f en el punto x.

Una vez hemos definido estas dos derivadas, cabe destacar que se tiene el siguiente

resultado.
Proposicion 2.29. Sea f :[a,b] CR — F y x € [a,b]. Se cumple que:

1. Six € (a,b), entonces f es diferenciable en x si y solo si existen las derivadas por la

derecha y por la izquierda en x y son iguales. En tal caso se tiene que
Dfa(x) = Dfi(x) = Df(x)(1)
0, lo que es lo mismo, Df(z)(h) = h- Dfy(x) = h- D fi(z).

2. Six = a, entonces f es diferenciable en x si y solo si existe la derivada por la derecha

en x. En tal caso se tiene que
Dfa(x) = Df(x)(1)
0, lo que es lo mismo, Df(z)(h) = h- D fy(x).

3. St x = b, entonces f es diferenciable en x si y solo si existe la derivada por la

izquierda en x. En tal caso se tiene que
Dfi(z) = Df(z)(1)
0, lo que es lo mismo, Df(x)(h) = h- Dfi(z).

Demostracion. Lo demostraremos tnicamente para I, ya que el resto de casos son analogos
tomando el Gnico limite lateral que tenga sentido.
“=" Suponemos que nuestra aplicacion es diferenciable en x y por lo tanto se tiene que

o J@+ 1) = £(a) = D))

h—0 |h

=0¢€F. (2.5)

Veamos que tanto la derivada por la derecha como por la izquierda se corresponden con
Df(z)(1) para todo x € (a,b). Lo probaremos para el caso de la derivada por la derecha,

va que el otro se prueba de manera analoga. Se tiene que

f@+h) = f(z) = Df(x)(h) flz+h) = f(x) —h-Df(x)(1)

hlir(r)l+ h B hlinc[)l+ h
~ gim L0 h}i — @ _ pra)),

h—0t
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Entonces por (2.5)) se deduce que existe

C feh) - f@)
lim, ) — Df(x)(1),

es decir, existe la derivada por la derecha de f en x y cumple que D fy(z) = Df(x)(1) para
todo z € (a,b).

“<” Suponemos que existen las derivadas por la derecha y por la izquierda en x y que
son iguales. Entonces f es diferenciable en z y su diferencial es D f(z)(h) = h- D fq(z). En

efecto, veamos que
o fG ) = (@) = b Dfa(a)
im
h—0 |h

=0. (2.6)
Tomando el limite lateral por la derecha se tiene que

@)~ f@) b Dju@) | f+h) -~ f)
h—0+ |h] h—0+ |h]

- Dfd(x) =0.

De manera analoga, si tomamos el limite lateral por la izquierda se tiene que

fle+h) = fx) —h-Dfa(x) _

. |h| = |h| ~ Dfalw)
o flath) = fx) L
= ] Dfi(x) = 0.

Por tanto se cumple (2.6) y concluimos que f es una funcion diferenciable en x y
DF(@)(h) = h- Dfa(x) = h- Dfi(x). =

El resultado anterior es de gran importancia, ya que caracteriza la diferencial de una
funcién en un punto a partir de sus derivadas por la derecha e izquierda en ese punto.

A continuacién veremos también que gracias a la derivada por la derecha podemos
obtener una expresiéon que nos recuerda al Teorema del valor medio y por lo tanto sera

importante a la hora de su prueba.

Proposicion 2.30. Sean f : [a,b] C R — F una aplicacion continua, k > 0 una constante
y supongamos que [ admite una derivada por la derecha para todo x € (a,b) que cumple
que

|Dfa(x)|| <k para todo x € (a,b).

Entonces se tiene que
1£(b) = f(a)]| < k(b —a),

y, de manera general,

| f(x2) — f(x1)]| < klxa —x1| para todo x1,x2 € |a,b].
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Un ultimo comentario ahora que tenemos las herramientas suficientes para poder de-
mostrar el siguiente resultado, es que a lo largo de la demostracion trabajaremos tanto
en esapcios normados como en R. Para que no haya confusién con las normas, en caso de

trabajar en E, la norma la denotaremos por |- |g y en el caso de R utilizaremos | - |.

Teorema 2.31 (Teorema del valor medio). Sean E y F' espacios vectoriales normados y
U C E un subconjunto abierto. Sean f: U — F una funcion diferenciable en U y a,b € U
tales que Lla,b] C U. Entonces

1£(0) = fla)| < |b—alg sup [[Df(z)llc

z€L[ab

Demostracion. Por hipo6tesis sabemos que nuestra funcion es diferenciable en el segmento

Lla, b], por lo tanto podemos definir una funcién
a:[0,1]CR— Lja,bl CU C E,

de la forma «(t) = a + t(b — a) para todo t € [0, 1]. Definimos ahora h(t) = f(a(t)), que
es diferenciable en [0, 1] por ser composicion de dos funciones diferenciables. Aplicando la

regla de la cadena se tiene que
Dh(t) = Df(a(t)) o Da(t).

Para aligerar notacion, denotamos Da(ty) = 3, que por el Ejemplo sabemos que es
de la forma ((t) = (b — a)t, y escribimos

Dh(t) = Df(a(t)) o S. (2.7)
Entonces, aplicando normas en (2.7)) y por la Proposicion [1.12] se tiene que

IDR@) ]l < [IDf(a()e - 15]le-

Ademas, como teniamos que (t) = (b — a) y por como habiamos definido la norma

| - ||z, vemos que

t t(b— t-b—
18(0)| e :Sup| (b—a)lp :SupM =|b—alp.
e I 7o [t

Es claro entonces, teniendo todo esto en cuenta, que
IDR@) |l < [Df(a(t))llz - [b— ale-

Por como habiamos definido h sabemos que se trata de una aplicacién b : [0,1] — F'y
por lo tanto Dh(t) : [0,1] — F. Por la Proposicién se cumple que

Dh(t)(k) = k- Dhy(t) para todo z € [0,1].
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Entonces,

||Dh(t)||z = sup W: sup W: sup W

= ||Dhqg(t)]|
ke0,1] k| ke[0,1] || ke[0,1] k| [Dha()]

Por lo tanto

[IDha®)|l < [Df(a(@)lle-|b—alp < sup [[Df()llc-[b—als.

z€L[a,b)

Ahora, por la Proposiciéon se deduce que

[(1) = h(O)| < sup [|Df(z))]c-[b—alg-(1-0)

z€Lla,b

0, lo que es lo mismo,

1F(8) = f@) < sup [[Df(z)llc-|b—ale.

z€La,b]

O

El concepto de una funciéon Lipschitz continua en un intervalo ya aparecioé previamente.

Veremos algin resultado relacionado con estas.

Definicion 2.32. Decimos que un conjunto es convexo si dados dos puntos cualesquiera

de él, el segmento que los une estd contenido en el conjunto.

Corolario 2.33. S5i U C E es un conjunto abierto convexo y f : U — F es diferenciable

en todos los puntos de U y cumple que
IDf@)lc <k Vo el,

entonces es una funcidn Lipschitz continua.

Corolario 2.34. Sea f: U C E — F una funcion diferenciable en E. Sea U un conjunto
conexo tal que Df(x) = 0 para todo x € U. Entonces se tiene que f es una funcion

constante.

Demostracion. Tomamos un punto xg € U y sea B(xg;r) C U la bola abierta en U de
centro xg y radio r > 0. La bola que habiamos tomado B(zo;7) es un conjunto convexo y
como por hipotesis D f(x) = 0 para todo x en B(xg; 1), aplicando el Corolario tenemos
que f es una funcién Lipschitz continua. Tomando la constante de Lipschitz k = 0 se tiene
que f(z) = f(zo) para todo z € B(zg;r), lo que nos muestra que f es localmente constante.

Sea b € F, como f es localmente constante sabemos que f~!(b) es abierto en U.

Sabemos también que F' es un espacio Hausdorff, por lo que {b} sera cerrado y como f es
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continua, f~!(b) es cerrado en U. Por hipétesis se tiene que U es conexo, es decir, que los
tinicos abiertos y cerrados del espacio son U o (), entonces es claro que f~1(b) =0 o U. Si
tomamos f(xg) = b para algin x¢ € U, tenemos entonces que f(x) = b para todo z € U.

Queda probado entonces que f es una funcién constante. O

Teniendo en cuenta todos estos nuevos conceptos podemos demostrar ahora el resultado
que relaciona la diferenciabilidad de una funcién con sus derivadas parciales, que solo
existirdn si estamos trabajando en espacios producto. Serd una condicién suficiente para
estudiar la diferenciabilidad de una funcién, que en muchas ocasiones nos facilitara las

CcOSas.

Proposicion 2.35. Sean E y I dos espacios vectoriales normados, con E = E1 X+ X By,
y f:UCE — F una funcion. Si sus deriwadas parciales % ezisten en todos los puntos
de U para cada i =1,...,n y son continuas en el punto a € U, entonces f es diferenciable

en a.

Demostracion. Sabemos, por la Proposicion 2.25] que si f es diferenciable en a, entonces

se cumple que

@) =3 2% (a) (he). (2.9
i=1 "

Vamos a ver que esta expresién cumple que

o 1700+ @) = f(a) = Df(@) (R

=0.
h—0 |h|

Si donde escribiamos h ahora ponemos x —a, desarrollando el numerador de la expresion

anterior se tendria

F@r,..an) = flar,. . an) =) gg{(a)(ﬂsi — a;)
i=1 "
=f(z1,...,2n) — flar,z2,...,2pn) — aajl(a)(xl —ap) (2.9)
+ flar,z2,...,xy) — f(a1,a2,x3,...,2,) — aaf(a)(xg —ag)
T2
+- 4 flar, .-y an—1,24) — flar,...,an) — ;Ji(a)(xn — ay).

Bastara demostrar que, para un € > 0 dado, existe un 1 > 0 tal que si se cumplen las

siguientes desigualdades

|z — a1l <ny..oy |z —an] <, (2.10)
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entonces, cada fila de la ecuacion podemos acotarla en norma por ¢|z; — a;|. Para
la desigualdad de cada fila de podemos elegir un 7 adecuado, y si lo tomamos lo
suficientemente pequeno, tenemos que se cumplird para las n desigualdades.

Veamos entonces el caso de la primera desigualdad, ya que seria andlogo para el resto
de casos. Tomaremos &1, un elemento variable del espacio F lo suficientemente cercano a
a1, v definimos una nueva funcién g que vendra dada por

of

B 81'1

9(&1) = f(&1,22,.. ., 70) (a)(&1 — a1).

Queremos mayorar ||g(z1)—g(a1)||- Esta funcion g seré diferenciable por como esta definida

v es claro que su diferencial es

of

(&1,22, ..., 20) — 8751(@1’ ceey ).

0
Dg(&1) = 83{1

Por hipétesis % es continua, y por la definiciéon de continuidad en un punto a, existe

n > 0 tal que si |z — a| < 7, entones

0 0
Hai(xl,xg, B —f(al,ag, ceeyap)

<e.
o0x1 -

L

Si esto se cumple y definimos & = (1 — t)aj + tx1, como un punto del segmento de origen

a1 y fin x1, se tiene que

of of

_ - n) — ~ ) gy Un S
H6$1 (élvx% » X ) 8!1)1 (al az a ) €

L

)

ya que |§1 — a1 < |x1 — a1] < n. Aplicando el Teorema del valor medio a la funcién g se
tiene que

lg(x1) — g(ar)| < elzy — ayl.

Por como est4 definida ¢

g(z1) —glar) = f(z1, 22, ..., 2n) — fla1,22,...,2pn) — =——(a)(x1 — a1),

expresion que prueba que cada fila de la ecuacion ([2.9) se puede acotar superiormente por

elz; — a;| y, consecuentemente, por €|z — a|. Queda probado de esta manera que

< nelr —al.

Hf(m) - @)=Y 2@ - a)

=1

Y por lo tanto

@ @ - @ —a

r—a ‘x — a|

< ne para todo € > 0.
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Consecuentemente,
n  Of , .
|£@) = r(@) = 2 @) - a)|
lim = 07
z—a |x — a|
es decir, f es diferenciable en a y Df(a)(h) viene dada por ([2.8]). O

Para finalizar esta seccién veremos una aplicacién del Teorema del valor medio.

Definicion 2.36. Dada una funciéon f: U C E — F se dice que es estrictamente tangente

a cero en un punto a € U, si cumple las condiciones siguientes:

1. f(a)=0.
2. Para todo £ > 0 existe > 0 tal que f es e-lipschitziana en la bola Bla,r].

Partiendo de esta definiciéon introduciremos cuando, dadas dos funciones, estas seran

estrictamente tangentes entre ellas en un punto del dominio.

Definicion 2.37. Dadas dos funciones f1, fo : U C E — F, se dice que son estrictamente

tangentes en un punto a € U si fi — fo es estrictamente tangente a 0 en a.
Podemos ahora definir lo que es una funcién estrictamente diferenciable.

Definicion 2.38. Una funcién f: U C E — F se dice que es estrictamente diferenciable
en un punto a € U si existe una aplicaciéon lineal y continua, g : £ — F, tal que las

aplicaciones dadas por
e f(z) = fla) vy 2= g(z—a)

son estrictamente tangentes en el punto a.

Esta definicién nos indica que estas dos aplicaciones son a la fuerza tangentes entre

ellas en a. Por lo tanto, si f es estrictamente diferenciable en a entonces f es diferenciable
enayg=Df(a).

Lema 2.39. Una funcion f : U C E — F es estrictamente diferenciable en un punto
a € U siy solo si f es diferenciable en a y para todo € > 0, existe r > 0 tal que la
aplicacion

9(x) = f(x) = f(a) = Df(a)(z —a)

es e-lipschitziana en la bola Bla,r].

Tenemos el siguiente resultado que se sigue del Teorema del valor medio.
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Teorema 2.40. Si f : U C E — F es diferenciable en U y la aplicacion Df : U — L(E, F)

es continua en un punto a € U, entonces f es estrictamente diferenciable en a.

Demostracion. Lo probaremos utilizando el Teorema del valor medio. Si definimos la fun-
cién

9(z) = f(z) — fla) = Df(a)(z —a)
es claro que g es diferenciable y su diferencial viene dada por

Dg(x) = Df(x) — Df(a),

por lo que lim,_,, [[Dg(x)||z = 0 por hipétesis. Entonces para € > 0 dado, existe r > 0 tal
que, para |x — a| < r se tiene que || Dg(z)||z < e. Por lo tanto, de acuerdo con el Teorema

del valor medio
lg(x1) — g(z2)|| < e|z1 — x2| para todo x1,z2 € Bla,r],

es decir, g es e-lipschitziana en Bla, r].



Capitulo 3
Diferenciabilidad de orden superior

Con el proposito de obtener mejores resultados a la hora de aproximar una funcién en
un punto nace el concepto de diferenciabilidad de orden superior, el cual introduciremos
en este capitulo. Estudiaremos con més profundidad la diferencial segunda y a partir de
esta, generalizando, llegaremos a hablar de diferenciales n-ésimas. Ademas, a lo largo del
capitulo veremos también un resultado de gran importancia como es la Férmula de Taylor.

Nos guiaremos de nuevo por el Capitulo 1 de [4], el Capitulo 4 de [7] y el Capitulo 5

de [1] para explicar todos estos conceptos.

3.1. Diferencial segunda

Hablar de la diferencial segunda es la situacién més sencilla para introducir el concepto
de diferencial de orden superior y sus propiedades pueden extenderse sin demasiados pro-
blemas a casos més complicados. Empezaremos introduciendo la definicién de la aplicacién

diferencial.

Definicion 3.1. Si tenemos una funcion f : R™ — R diferenciable en R, entonces esta

definida la aplicacién diferencial
Df: R" — L(R",R)
Recordaremos que una funcién f : R® — R es dos veces diferenciable en el punto
a € R"™ si es diferenciable en un entorno del punto a y, a su vez, la aplicacién diferencial es

también diferenciable en a. En caso de que lo fuese, existiran H € L(R", L(R™,R)) y una

aplicacion p : R — L(R™,R) que esté definida en un entorno de 0 y ademas

1. lim p(k) =0 en L(R",R).
k—0

37
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2. Df(a+k) = Df(a) +H(k) + [|k] p(k).

Por lo tanto, diremos asi que la aplicacion f es dos veces diferenciable en a si es

diferenciable en un entorno A del punto y se tiene que la aplicaciéon
r€e€A— Df(x) € LIR",R)

es diferenciable en a.
Entonces, volviendo al caso en el que f esté definida entre dos espacios vectoriales
normados arbitrarios, F y F', y U sea un subconjunto abierto de F, podriamos definir de

manera anéloga la aplicacion diferencial como
Df: E— L(E,F)
x+— Df(x)
y tendriamos la definicién siguiente.

Definicion 3.2. Dada una funcién f : U C E — F' diferenciable, diremos que es dos veces
diferenciable en a € U si
x+— Df(x) € L(E,F)

es diferenciable en el punto. Representaremos D(Df)(a) por D?f(a), que es lo que se

conoce como diferencial segunda de f en a.

Observacion 4. Diremos que la funciéon f es dos veces diferenciable en U si es dos veces

diferenciable en todo a € U y en este caso la aplicacion x — D? f(z) es una aplicacion
D*f:U — L(E,L(E,F)).

Cabe destacar que la aplicacion D?f pertenece al espacio L(E, L(E,F)), que es iso-
morfo a L(E, F'), y se trata de una aplicacion bilineal continua E x E — F', que se puede

definir como
D?f(a)(h, k) = (D*f(a)h)k.
Esto podemos explicarlo de la siguiente manera: se tiene que h y k designan vectores de E'y
como D2 f(a) es una aplicacion lineal continua E — L(E, F), entonces D% f(a)h € L(E, F).
Entonces, D?f(a)h es una aplicacion lineal continua E — F, y evaluada en k € F se denota
por
(D?f(a)h)k.

Si de nuevo nos volvemos a centrar en funciones més sencillas como serfan las de dos
variables reales, nos encontramos con dos teoremas a través de los que llegaremos a la
conclusion de la simetria de la diferencial segunda. Cabe destacar que para poder hablar
de derivadas parciales serd necesario que nuestro dominio sea un espacio producto, por lo

tanto en ambos resultados trabajaremos en un espacio A de este tipo.
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Teorema 3.3 (Schwarz). Sea f: A C R?> = R una funcion tal que:

1. Las derivadas parciales 871”1 Y aa—x];f estdn bien definidas en R2.

of

o0xr1T2

2. La deriwada de segundo orden f estd bien definida en R? y es continua en a.

Entonces, 89?2];1 (a) existe y of (a) = i(a),

81:1:02 - al‘le
Teorema 3.4 (Young). Dada una funcion f : A C R? - R ya € R%2. Si % Yy ;—x];f
ezisten y son diferenciables en un entorno de a, entonces

of of

a) =
81’1%2 81’2%1

().

Volviendo de nuevo a espacios normados arbitrarios, tenemos el siguiente resultado,

que sigue la linea de los anteriores.

Teorema 3.5. Sea f : U C E — F dos veces diferenciable en un punto a € U. Entonces

la derivada sequnda es una aplicacion bilineal simétrica, es decir
(D*f(a)h)k = (D* f(a)k)h (3.1)
para todo (h,k) € E X E.
Demostracion. Para llevar a cabo la demostracion serd necesario definir una nueva funcién
A(h,k) = fla+h+Ek)— fla+h)— fla+ k) + f(a),

que evidentemente es simétrica, ya que A(h, k) = A(k, h). Utilizaremos la siguiente igual-
dad
1A(h, k) = (D f(a)k)hl| = o((h] + [k])?), (3.2)

cuya demostracion se puede encontrar en el Capitulo 5 de la referencia [IJ.

Si en la ecuacién cambiamos h por k, entonces obtendriamos
IA(h, k) = (D*f(a)h)k|| = o((|h] + |k])?)
v de esta manera obtendriamos la relacién
I(D?F(a)k)h — (D*f(a)h)k|| = o((|A] + [K])?) (3-3)
ya que

I(D?f(a)k)h — (D*f(a)h)k]| < I(D*f(a)k)h — A(h, k)| + | A(h, k) — (D? f(a)h)k|.
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Por (3.3) sabemos que para un £ > 0 dado, entonces existe un n > 0 tal que si
|h| + |k| < n, se cumple que

I(D?f(a)k)h — (D*f(a)h)k|| < e((|A] + [k])?).
Sabemos ademés que para todo A escalar se tiene que
I(D?f(a)Mk)(AR) — (D? f(a)Ah)(AE)|| = (A (D? f(a)k)h — (D* f(a)h)k|

donde, en este caso, |A\| denota el valor absoluto.

Por lo tanto, para cualesquiera que sean h y k vectores de E, podemos encontrar un
A # 0 que cumpla que |Ah|+|Ak| < n. Entonces, dados h y k arbitrarios se tiene que existe
un A # 0 tal que

INZ - [(D? f(a)k)h — (D? f(a)h)k|| < el AP(IR] + [k])?,
lo cual implica que
I(D? f(a)k)h — (D?f(a)h)k|| < e(|h| +[k])®
para todo (h,k) € E x E y queda, por tanto, probado el teorema. O

Puede ocurrir que nuestro dominio se pueda escribir como producto de espacios vecto-
riales normados, £ = E; X --- X E,. En estos casos es cuando hablamos de las derivadas
parciales y podemos generalizar el Teorema de Schwarz a espacios de Banach. Como se

tiene que la forma bilineal tiene que ser simétrica, entonces, para cualesquiera 1, j

Djjf(a) = Djif(a).

3.2. Diferencial n-ésima

Los resultados vistos para la diferencial de segundo orden pueden ser generalizados
para las diferenciales de orden n teniendo en cuenta, iinicamente, las posibles dificultades
de notacién con las que nos podremos encontrar.

Para llegar al concepto general de diferencial n-ésima lo haremos por induccién. Si se
tiene que la aplicaciéon f : U C E — F es n — 1 veces diferenciable en cada punto de U,

definimos entonces una aplicacién
T — D”flf(a:) €Ly, 1(EF),

donde £,,_1(E, F') denota el subespacio de las aplicaciones (n — 1)-lineales simétricas. Si
esta aplicacion es diferenciable en el punto a € U, entonces diremos que la aplicacion f

es n veces diferenciable en a y a la diferencial n-ésima en el punto la denotaremos por

D" f(a).
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Definicion 3.6. Se dice que la funcién f es de clase C", n > 1, cuando la aplicacién
DPf(z) € L(E, F) esté definida para todos los « € U y sea continua para todop = 1,...,n.

Diremos que f es de clase C* si es de clase C" para todos los enteros positivos n.

Ejemplo 3.7. Toda aplicacién bilineal continua
f : E1 X E2 — F

es de clase C*®. Esto se debe a que D?f es una aplicaciéon constante y, por lo tanto, las

derivadas D" f son nulas para todo n > 2.
Observacion 5. Si la funciéon f es continua diremos que es de clase C°.

Teorema 3.8. Sea f: E X --- X E — F una funcidn n-veces diferenciable en un punto
a € E. Entonces la diferencial D" f(a) € L(E,F), es una aplicacion multilineal simétri-
ca. Dicho de otra manera, si tenemos o una permutacion de los simbolos {1,2,...,n} y

consideramos hi,...,h, n vectores de E, entonces

an(a)(hb X ahn) = an(a)(ho(l)v .- -7ha(n))'

Demostracion. Lo probaremos para los n > 3, ya que el caso de n = 2 lo habiamos visto

en el Teorema . Suponemos que es cierto para n — 1, entonces D" f(a) es la derivada de
D"V = L, (E,F),

siendo V un entorno de a donde f es n — 1 veces diferenciable. Para un vector hy € E,

D" f(a)h; es un elemento del espacio £,,_1(E, F), es decir, que
(D" f(a)hr) - (ha, ..., hn)
es una funcién simétrica de ho, ..., h,. Esto es lo mismo que
D"f(a) - (h1,ho, ..., hy) (3.4)

y vemos que la aplicacién multilineal D™ f(a) : E™ — F es una funcién simétrica de las n—1
ultimas variables. Bastara probar que (3.4) no cambia su valor aunque cambiemos hy y hso,
v sabemos ademas que cualquier permutacién de n elementos estd formada por un nimero
finito de transposiciones que consisten en permutar dos elementos consecutivos. Por lo
tanto nada cambiard si los elementos que permutamos son h; y h;1q, parai=2,...,n—1.

Es claro que D" f(a) es la derivada segunda de D"~2f, y entonces
(an(a)h1>h2 S /:,n_g(E, F)

es simétrica en hy y hg por el Teorema (3.5} O
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3.3. Generalizacién Féormula de Taylor

Como ya hemos dicho, el concepto de diferencial de orden n nos ofrece la posibilidad de
obtener una aproximacién local de la funcién, que lograremos a través de un polinomio de
grado menor o igual a n. Sera la formula de Taylor la que nos proporcionara una estimacion

de esta aproximacion.

Teorema 3.9. (Formula de Taylor) Dada una funcion f : U C E — F, donde E y F
son espacios vectoriales normados y U es un subconjunto abierto, si f es (n — 1)-veces
diferenciable en U y ademds es n-veces diferenciable en un punto a € U, entonces se tiene

que

|fla+0) = 1@ =~ @)~ — LD @m | =olhl) Vi 33

Observacion 6. Puede ocurrir que una funcion f: U C R — R tenga expresion de Taylor
de orden n en un punto de su dominio, pero que no sea n-veces diferenciable en ese punto.

En este caso la expresion vendria dada por
a a
fla+h) :a0+a1h+2%h2+-..+ﬁh”+o(|hy”). (3.6)

En el caso de ser n-veces diferenciable en un punto y admitir la expresion de Taylor (3.6)),

entonces esta debe cumplir que
ap = f(a), a;=D'f(a), 1<i<n.

De aqui en adelante trabajaremos con la formula de Taylor que expresa el resto con la
forma integral, pero para ello es necesario hacer la siguiente anotaciéon. Si trabajamos con
una funcion continua definida como f : [a,b] C R — F, donde el conjunto F' es un espacio

de Banach, podemos determinar como un vector en F' a la siguiente integral

y= / ’ Foyat.

Es claro que el valor de esta integral se puede escribir como una aproximacién dada por lo
que se conoce como sumas de Riemann cuando hacemos tender n — oo. Este valor quedara
bien determinado, ya que las sumas de Riemann forman una sucesiéon de Cauchy debido
a la continuidad de la funcién f, y como F por ser Banach, es completo, la sucesién es
convergente.

Podemos establecer ahora una relacién entre la funcién y la aproximaciéon por la férmula
de Taylor utilizando el resto integral, pero para ello notemos que las hipétesis que debe

cumplir la funcion tienen que ser mas fuertes. Lo vemos en el siguiente resultado.
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Teorema 3.10 (formula de Taylor con resto integral). Dada una funcion f : U C E — F
de clase C"*1, donde E y F son espacios vectoriales normados y ademds F es Banach, U

es un subconjunto abierto y sea Lla,a + h] C U. Se tiene entonces que,

flaB) =f() + Df(@)(h) + -+ D" f(a)(h)"
. | (3.7
+ /1 MD”“f(a + th)(h)"*dt.
0

n!
Observando la expresion (3.7) vemos que podemos desgranarla y escribirla como la

suma de dos términos claramente diferenciados que definiremos a continuacion.

Definicion 3.11. Denominaremos polinomio de Taylor de grado n de la funcién el punto

a € U a la expresiéon dada por
Pfo(a) = f(a) + Df(@)(R) + -+ - D" f(a) (h)"

Definicion 3.12. Definimos el resto integral del polinomio de Taylor como el error que se
comete al realizar la aproximacion de la funcion por el polinomio y viene dado por
f ta—-en n+1 n+1
O .
Observacion 7. Existen mas expresiones para representar el resto de la formula de Taylor.

Uno de ellos serd la forma de Lagrange, de la que hablaremos mas adelante.

Ya habiamos hablado con anterioridad sobre el Teorema del valor medio y lo habiamos
generalizado de manera que su enunciado fuese valido para situaciones arbitrarias en los que
los conjuntos con los que trabajamos fuesen espacios vectoriales normados. Ahora, dando
un nuevo resultado, veremos la relacion que podemos establecer entre él y la formula de

Taylor.

Teorema 3.13 (formula de Taylor con resto de Lagrange). Sea f : U € E — F una

Juncion (n + 1)-veces diferenciable en U y que cumple que
| D™ f(z)|| < M para todo x € U.

Entonces

1

Hf(a +1) = f(a) = Df(@)() =+ — D" f(a) (h)" MR

— (n+ 1)

Este teorema nos ofrece también una expresion con la que poder aproximar una funcién

(3.8)

a través de un polinomio cuyos coeficientes se corresponden con las diferenciales de orden
1 hasta n de la funcién que queremos aproximar. En la ecuacion ([3.8) nos encontramos
con la formula de Lagrange del resto, que definimos como

M|h|n+1
f _
Bnale) =50






Capitulo 4

Los Teoremas de la Funcién Inversa e

Implicita

A lo largo de este capitulo veremos dos grandes teoremas del Anélisis Matematico,
que son los teoremas de la Funcién Inversa e Implicita. El primero de estos resultados nos
proporcionara las condiciones suficientes para que una funcién tenga inversa en un punto
de su dominio teniendo en cuenta su diferencial en dicho punto. El segundo nace con la
necesidad de querer despejar unas variables en funcién de otras a partir de una ecuacién
que las relaciona, y nos proporciona las condiciones suficientes bajo las que podemos hacer
esto.

Trabajaremos durante todo el capitulo en espacios de Banach, que por su definicién sa-
bemos que se tratan de espacios normados. Por tanto podemos utilizar todos los resultados
que hemos visto en los capitulos previos.

Para el desarrollo de este capitulo nos guiaremos por el Capitulo 4 de [I] y por el
Capitulo 1 de [4].

Cabe destacar que ambos teoremas son equivalentes, es decir, se puede probar cada
uno como una consecuencia del otro. En nuestro caso probaremos en primer lugar el de la
inversa y a partir de este el de la implicita, pero en otras referencias, como puede ser en

[4] o [5], realizan este proceso al reveés.

4.1. El Teorema de la Funciéon Inversa

Para poder desarrollar el primero de los teoremas que veremos introduciremos una
serie de conceptos previos como son la definicién de difeomorfismo y algunos resultados

relacionados con estos.

45
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Definicion 4.1. Sean E y F dos espacios de Banach y V' y W dos abiertos de estos,
respectivamente. Se dice que f: V — W es un difeomorfismo de clase C' si es de clase C!,

biyectiva y ademés su inversa g = f~! : W — V es también de clase C'.

Cuando la aplicacién inversa no es de clase C! en lugar de tener un difeomorfismo
diremos que f es un homeomorfismo, como habiamos visto en la Definicion [I.17]
Veremos a continuaciéon un ejemplo donde se muestra que no todos los homeomorfismos

son difeomorfismos.

Ejemplo 4.2. La funcién f : R — R dada por f(z) = 2* define un homeomorfismo, ya

que es biyectiva y de clase C!, pero su inversa, definida como
1
9(y) = y3,

no es diferenciable en el origen, y por lo tanto no es de clase C'. Por lo tanto no sera un

difeomorfismo, pero como ¢ si es continua, f es un homeomorfismo.

Teniendo en cuenta este ejemplo, enunciaremos un resultado que nos da una condicién
general que han de cumplir los homeomorfismos para que pasen a ser difeomorfismos de

clase C!. Primero veremos un lema necesario a la hora de demostrarlo.

Lema 4.3. Sean E y F dos espacios de Banach, V C EyW C F dos abiertosy f : V — W
un homeomorfismo diferenciable en un punto a € V. Entonces g = [~ es diferenciable en

un punto b = f(a) € W si y solo si se tiene que D f(a) € Isom(E, F') y en tal caso
Dg(b) = (Df(a))"

Demostracion. “=" Suponemos que g es diferenciable en un punto b = f(a) € W. Ademas,
por hipétesis f es diferenciable en a. Vemos que se cumplen las hipétesis de la Proposi-
cion y por lo tanto se tiene que

Dg(f(a))oDf(a) =1Ip y Df(a)o Dy(f(a)) = Ip.

Entonces, tanto D f(a) como Dg(f(a)) son dos aplicaciones biyectivas y por lo tanto iso-
morfismos, la primera de F en F y la segunda de F en E.

“«<” Para llevar a cabo esta implicacion suponemos que D f(a) € Isom(E, F'). Tomamos
y = f(x) para un x cercano a a y, como f es diferenciable en a, se tiene que, existe una

funcion ¢ que cumple que limg 4 ¢(z —a) =0y

y—b=Df(a)(x—a)+ |z —a-¢(z —a).
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Efectuando en ambos miembros la transformacion lineal (D f(a))~! llegamos a la expresién
siguiente

v —a=(Df(@) (v~ b) — (D) (o~ alo(a — a)). (4.1
Si, para aligerar notacion, escribimos

(Df(@) 7 (¢le —a)) = vl —a)

como (Df(a))~! es una aplicacion lineal y continua de F en E, ¥(x — a) tiende a 0 cuando
r — a.
Entonces, reescribiendo (4.1)) se tiene que

9(y) — 9(b) = (Df(a))"H(y —b) = |z — aly(z — a)

por lo que si probamos que

iy (2 ald@—a)
y—=b  |ly =0l

habremos probado que g es diferenciable en b y que Dg(b) = (D f(a))~ .
Si partimos de (4.1 llegamos a que

I(Df(@)™(y = b)ll = o —al (1~ [¥(z —a)]),

de donde, como habiamos tomado un z lo suficientemente préximo a a, podemos garantizar

que 1 — [|¢(x — a)|| > 0 y obtener

IDf (@)
1= (@ —a)]

y multiplicando en ambos lados por ||¢)(z — a)|| se tiene que

[z —af <|ly = b

-1 [¢(z — a)l
|z —al - [z —a)|| < ly=bll - [[(Df(a)) "z m-
Consecuentemente
. Nz —alpz—a) 1y W@ =a)l
T P A s T

ya que si y — b, entonces z = g(y) tiende a a = g(b).

Enunciamos y probamos ahora la proposicién.

Proposicion 4.4. Dados E y F dos espacios de Banach, V C E y W C F dos abiertos y
f:V = W un homeomorfismo de clase C*. Para que f sea un difeomorfismo de clase C*,

serd necesario que para todo x € V., D f(x) pertenezca a Isom(E, F).
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Demostracion. Por el Lema sabemos que si D f(z) € Isom(E, F') para todo z € V la

funcién g es diferenciable en todo punto y € W y que ademés

Dg(y) = (Df(g(y))) "

Para, probar que g es de clase C! bastara ver que
Dg:W — L(F,E)

es continua. Por como estd definida Dg sabemos que se trata de la composicién de tres
aplicaciones y por lo tanto estudiaremos cada una por separado.

Empezaremos viendo la funcién g : W — V, que es continua ya que f es un homeo-
morfismo. Por otro lado, la aplicacion D f es también continua ya que supusimos que f es
de clase C'. En tltimo lugar sabemos que la aplicacién u +— u~! que va de Isom(E, F) a
L(E,F) es continua, esto se puede ver en el Teorema 1.7.3 del Capitulo 1 de [I]. Por lo
tanto, como la composiciéon de aplicaciones continuas es continua, queda probado entonces

que Dg es una aplicacién continua para todo y € W. O

Con estos dos tltimos resultados queda introducida la primera parte de difeomorfismos
de clase C'. Introduciendo una ultima proposicién, estaremos en condiciones de enunciar

el Teorema de la Funcién Inversa.

Proposicion 4.5. Sean dos espacios de Banach E y F, un abierto U C E y una funcion
diferenciable f : U — F. Si Df es continua en a € U y Df(a) € Isom(E, F), enton-
ces existen dos entornos abiertos, V! C U de a y W' de b = f(a), tales que f es un

homeomorfismo de V' en W'.

Demostracién. Tomamos la aplicacion lineal y continua (Df(a))™! que va de F en E y

consideramos la aplicacién composicién definida como
fi:(Df(a)tof:U— E.

Probaremos que esta aplicacion es estrictamente diferenciable en a. Partimos de que f es
diferenciable en U. Ademés, como (D f(a))~! es lineal, por la Proposicién sera dife-
renciable en todo punto y en particular lo sera en f(a). Por lo tanto, como la composicién
de dos aplicaciones diferenciables es diferenciable, aplicando la Regla de la cadena, f; sera
diferenciable en a. Usando la Proposicién y la Regla de la cadena, calcularemos la

diferencial de f;

Dfi(e) = D ((Df(a))™") (f(c) o Df(c) = (Df(a))~" o Df(c).
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Se tiene entonces que Df; = (Df(a))™! o Df y, en particular, Df;(a) = IE.

Para poder aplicar el Teorema faltaria ver que Df; es continua en a. Esto es
inmediato ya que por hipétesis Df es continua en a y (Df(a))~! también lo es. Por lo
tanto D f1 es continua en a. Queda probado que fi es estrictamente diferenciable en a.

Como f; es estrictamente diferenciable, a cada k& > 0 le podemos asociar un r > 0 tal

que la aplicacién

p:U—FE
x+— p(x) =z — fi(x)

sea k-lipschitziana en Bla,r]. Si elegimos un k € (0, 1), la aplicacion ¢ serd k-contractiva
en la bola Bla,r] y por lo tanto, el Teorema , nos permite afirmar que existe un entorno
abierto de a, V' C Bla,r], tal que f; es un homeomorfismo de V' en un entorno Wi de
b1 = fi(a). Como también tenemos que D f(a) es un homeomorfismo de E en F', llegamos
a que

f=Df(a)o fr

es un homeomorfismo de V' en W', con W’ C F entorno abierto de f(a) = b. O

Teniendo en cuenta todos estos preliminares, podemos ahora enunciar y demostrar el

Teorema de la Funcién Inversa.

Teorema 4.6 (de la Funcion Inversa). Sean E,F espacios de Banach, U C E un sub-
conjunto abierto y f : U — F una aplicacion de clase C'. Supongamos ademds que
Df(a) € Isom(E, F') para un punto a € U. Entonces, existen entornos abiertos V. C U de
ay W de f(a) =b, tales que f es un difeomorfismo de clase C1 de V en W.

Demostracion. Sabemos que, bajo nuestras hipotesis, D f(x) existe para todo = € V'.
Ademés, sabemos que existe un entorno V' C V' de a tal que D f(z) € Isom(E, F), ya que
por ser Isom(E, F') un abierto de L(E, F'), Teorema 1.7.3 del Capitulo 1 de [I], la imagen
inversa de la aplicacion continua D f es un abierto de V'’ que contiene a a. Como f es un
homeomorfismo de V' en W, por la Proposicion tenemos un abierto W de W’ tal que
W = f(V) y ademas f es un homeomorfismo de V' en W. Teniendo esto en cuenta, nos
encontramos en las hipotesis de la Proposicién lo que nos permite concluir que f es

un difeomorfismo de clase C' de V en W. O

Un resultado que obtenemos a partir de este teorema serfa el siguiente.

Corolario 4.7. Para que una funcién f : U — F, de clase C', sea un difeomorfismo de

clase C' de U sobre un abierto de F, serd necesario y suficiente que:
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1. f sea una funcidn inyectiva.

2. Df(x) € Isom(E, F) para todo x € U.

4.2. El Teorema de la Funcién Implicita

El resultado que veremos en esta seccién esté relacionado con el conjunto de soluciones

de ecuaciones de la forma
f(z,y) =0, (4.2)

donde f : F x FF' — GG es una funciéon continua entre espacios vectoriales normados. Es
complicado tener un resultado general y preciso sobre la estructura global del conjunto de
soluciones de las funciones que cumplen . A pesar de esto, si tenemos una solucion (a, b)
de la ecuacién, bajo algunas condiciones podemos escribir el conjunto local de soluciones.

Tenemos el siguiente resultado donde se recogen dichas condiciones.

Teorema 4.8 (de la Funcion Implicita). Sean E, F y G tres espacios de Banach, un
abierto U CE X F y f:U — G una aplicacion tal que:

1. f es continua.

2. Para todo punto (z1,z2) € U, %(%1,%2) existe y es continua en U.

3. Euiste (a,b) € U tal que f(a,b) =0, y A = g—me(a, b) es inversible y su inversa es

continua.

Entonces, existen un entorno abierto V.C U de (a,b), un entorno abierto W C E de a y

una aplicacion de clase C!

p: W= F
tal que
(z,y) €V y fz,y) =0 (4.3)
es equivalente a
zeW ey=x). (4.4)

Demostracion. Para la demostraciéon necesitaremos el Teorema de la Funcién Inversa. Con-

sideremos la aplicacién

g:U—FEXG

(w1, 22) — g(21,2) = (21, f(21,72)),
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donde 1 € E y x5 € F. Es claro que ¢ es una funcién de clase C! en U, ya que sus dos

componentes lo son. Su aplicacion diferencial viene dada por la siguiente matriz

mwm=<j§>,

donde se tiene que a € L(E,E), f € L(F,E), v € L(E,G) y § € L(F,G). De hecho, si

calculamos las derivadas parciales de g, llegamos a que

{ Oé:IE, /BZO
v=3L(a,b), 5= 3L(ab).

De esta manera, llegamos a la siguiente aplicacién lineal

Dg(a,b): EXxF — ExG

of of

(4.6)
W%ﬂﬂ(hmﬁmwm+&J%W@)

Como g—x];(a, b) € Isom(E, F'), entonces (4.6) es un isomorfismo de E x F en E x G, donde

el isomorfismo inverso viene dado por

(W) — (h’, ((;952((1, b)>_1 (k) — <§i(a, b)> - (h/)> .

Podemos aplicar a g, en un entorno del punto (a,b) € U, el Teorema Por lo tanto
sabemos que en F x F existe un entorno abierto V' C U de (a,b) y que en F x G existe
otro entorno abierto Wi de (a,0) = g(a,b), tales que g es un difeomorfismo de clase C* de

V en Wj.

Denotemos por g; al difeomorfismo inverso, el cual es de la forma
gi(x,z) = (x,9(x,2)), paraz € E, z€ G

con (z,z) € W,y
@:W1—>F

una funcién de clase C'. Como g y g1 son aplicaciones inversas entre si, existird una

equivalencia entre estas dos condiciones:

L (z,y) €eVy flz,y) =2

2 (v,2) € Wiy Bl 2) = .
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Si en las relaciones anteriores hacemos z = 0, la primera se convierte en (4.3]) y veamos que
pasa con 2. Si identificamos E con un subespacio vectorial de E x F, entonces podemos
escribir un punto x € F como (z,0) € E x F'y como (z,0) € Wi, podemos afirmar que

pertenece a la interseccién de E' y Wi, que es un abierto W C E. Por otro lado
P(x,0) = p(x)
es una funcién de clase C! en W, por lo tanto la expresion 2, para z = 0 queda de la forma
reWyy= ().

Esta expresion es exactamente (4.4, lo que prueba que la equivalencia con (4.3)) se cumple.
O

Observacion 8. Ademas, ya que por hipotesis, para (a,b) € V se tiene que f(a,b) =0, las
equivalencias anteriores nos muestran que ¢(a) = b.

Veremos un ejemplo que nos ayuda a clarificar el resultado anterior.

Ejemplo 4.9. Tomemos una funcién f : R?* — R? definida como
flz,y,2) = (x +y+z,x+2y+22).

Por como esta definida f sabemos que es de clase C*°.

Veamos si podemos resolver el siguiente sistema

r+y+z =0,
r+2y+2z =0,

tomando = como parametro.
Teniendo en cuenta la notacién que usdbamos al enunciar y demostrar el Teorema de
la Funcién Implicita, se tiene que F; = R, Fy = R? y FF = R?. La derivada parcial de f

respecto de (y, z) en el punto (z,y, z) viene dada por la matriz

lel(xvyvz) D2f1($7y7z) ) o ( 11 )

Jf(x’y’Z) - < D1f2($7y72) D2f2<l',y,2) N 2 2

que 1o es inversible, ya que su determinante es 0. Por lo tanto no se puede despejar (y, 2)

en funcion de z. Sin embargo si que podemos despejar (z, z) en funcion de y, pues

lel(xvyaz) D2f1(x,y>z) ) _ ( 1 1 )
1 2

Jf(x’:% Z) - ( D1f2($7yvz) D2f2($,y72)

y Jf(z,y, z) tiene determinante distinto de 0.
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