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Breve descricion del contenido:

En multiples aplicaciones se necesita calcular integrales de convolucién de dos funciones

[xg(x):= /Ox f(t —xz)g(t)dt.

El objetivo de este trabajo es la comprensién y programacion del método de cuadratura de
convolucién de cara a aproximar numéricamente este tipo de integrales. La aproximaciéon de
la convolucién entre dos funciones f y g sobre una malla se obtiene mediante la convolucién
discreta con los valores de g sobre la misma malla. Los pesos de cuadratura se determinan
mediante la transformada de Laplace de la funcion f (funciéon llamada con frecuencia el
nicleo de convolucion), un integrador de Runge-Kutta y la formula integral de Cauchy.

Una vez se haya comprendido y programado el método para ejemplos sencillos, se trataré de

aplicar a la resoluciéon de EDO. Asimismo se estudiara la convergencia del tal aproximacién.

Breve Planificacién

1- Recordatorio de conceptos basicos que se usaran. 2- Comprension del método de cua-
dratura de convolucién. 3- Programaciéon del mismo en Matlab. 4- Aplicacién del método
al calculo de integrales de convolucién y resolucion de EDO sencillas. 5- Redacciéon de la

memoria.
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Resumen

El objetivo de este trabajo es la comprension y programacién del método de cuadratura
de convolucién de cara a aproximar numéricamente este tipo de integrales. La aproxima-
cién de la convolucién entre dos funciones f y g sobre una malla se obtiene mediante la
convolucién discreta con los valores de g sobre la misma malla. Los pesos de cuadratura
se determinan mediante la transformada de Laplace de la funcién f (funcion llamada con
frecuencia el ntcleo de convolucion), un integrador de Runge-Kutta y la formula integral
de Cauchy.

Una vez se haya comprendido y programado el método para ejemplos sencillos, se
tratard de aplicar a la resolucion de EDO. Asimismo se estudiara la convergencia del tal

aproximacion.

Abstract

The objective of this thesis is the understanding and programming of the convolution
quadrature method in order to approximate numerically this type of integrals.

The approach to the convolution between two functions f and g on a mesh is obtained
by discrete convolution with the values of g on the same mesh. Quadrature Weights are
determined by the Laplace transform of the function f (function called with frequency the
convolution nucleus), a Runge-Kutta integrator and Cauchy’s integral formula.

After understanding the method for simple examples, it will be applied to the resolution

of EDO. The convergence of such approach will also been studied.

IX






Introduccion

El objetivo de este trabajo de fin de grado es la aproximacién numérica, mediante un
método de cuadratura, de una integral de convolucion. Es decir, dadas dos funciones f y

g con la suficiente regularidad, calcular la funcién:

y(t) = £ g(t) = /0 £(t — m)g(r)dr

Generalmente conoceremos la funcién g pero no la funcion f. En su lugar, conoceremos
la Transformada de Laplace, f, de esta. Podremos obtener f en funcién de su transformada

utilizando la Transformada Inversa de Laplace.

c+ioco R
Ft) = —— / o f(s)ds

21 JoCiso

Introduciendo esta expresion en la integral de convolucién de nuestro problema llegamos

t c+ioco N
) = [ atrge [ et f(sasar

—ioco
Puesto que las funciones consideradas tendran la regularidad suficiente podremos in-

tercambiar las integrales:

B 1 c+ioco R o t*ST Ao
(1) / f(s)e / e~Tg(r)drds

27 Jolino

Podremos reescribir la expresiéon para obtener:

c+ioco R
y(t) = - / f(s)a(t)ds

a 277” c—ioco
donde z(t) = e*t fot e *Tg(7)dr es solucion del problema de Cauchy:

2'(t) = sz(t) + g(t)
x(0) =0

XI



XIT INTRODUCCION

Para la resolucién numérica del problema serd necesaria su discretizacién y la apro-
ximacién de la solucién de la EDO anterior. Histéricamente, se aproximé esta soluciéon
con métodos lineales multipaso. Se puede ver el desarrollo de este método en [1,[2] v [3].
Aunque no siempre es necesario, existen problemas en los que necesitaremos que el in-
tegrador usado para aproximar la EDO sea A-estable, como por ejemplo en propagacion
de ondas. En estos casos utilizar métodos lineales multipaso tiene el inconveniente de que
no podremos encontrar métodos de orden mayor que 2 y A-estables debido a la segunda
barrera de Dahlquist. Por este motivo se introduce el uso de los integradores de tipo Runge-
Kutta. Una caracteristica importante de estos es que podemos mantener la propiedad de
A-estabilidad exigiendo érdenes altos.

Durante este trabajo inicamente trabajaremos el caso en el que utilizamos integradores
de tipo Runge-Kutta. Seguiremos un esquema similar al del articulo [4] que sera la principal
referencia para el desarrollo del método de cuadratura de convolucion.

Discretizando la ecuacién anterior llegamos a la expresion:

1 [etioo
Yn = o f(s)zpds para todo n € N

En este momento realizaremos una transformada 7 de esta expresién y utilizando el

c—ico

Teorema de Cauchy y las propiedades que exigiremos a los integradores que utilizaremos

podremos llegar a la expresion:

- n _ - bTA—1A<A(Z)> n
nz%yn—i-lz = nz:O f h gnz
siendo f i A € Myam(C) = Mypum(C) una funcién entre matrices definida a partir de
nuestra funcién dato f(s).

Podremos descomponer la funcién f en serie de potencias y los coeficientes de esta
serie podran ser aproximados mediante el método de integraciéon de los trapecios con lo
que podemos obtener una formula general para el método de cuadratura de convolucién.
Después utilizaremos la formula de Cauchy para sumas infinitas e, igualando coeficientes

de las series de potencias resultantes, llegaremos a la expresion final del método:

Yos1 =0T AT Y W (g
k=0

Debido a las buenas propiedades de convergencia que obtendremos con el método de los
trapecios, el método de cuadratura de convolucién debera tener un orden igual al orden del
integrador de tipo Runge-Kutta aplicado. En este trabajo no entraremos en céalculos tedri-
cos de convergencia del método, inicamente realizaremos algunos experimentos numéricos

donde podremos intuir su comportamiento.
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El trabajo est4 dividido en tres capitulos. Durante el primero se introduciran los inte-
gradores de tipo Runge-Kutta y sus propiedades, centrandonos principalmente en aquellas
caracteristicas que seran importantes para el desarrollo posterior del método de cuadratura
de convolucion. La principal referencia que seguiremos durante este capitulo es [5]. En el se-
gundo capitulo desarrollaremos el método de cuadratura de convolucién presentado en esta
introduccién. Introduciendo las condiciones necesarias sobre el integrador Runge-Kutta y
las funciones f (s) v g(t) para su buena definicién. Finalmente, en el tercer capitulo, se
resolverdn numéricamente varios problemas utilizando el método descrito en el trabajo y

se realizard un breve analisis de los resultados.
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Capitulo 1

Integradores de tipo Runge-Kutta

Durante este capftulo introduciremos los métodos Runge-Kutta que, como vimos en
la introduccién, seran una parte principal del desarrollo del método de cuadratura de
convolucién. Nos centraremos en las propiedades que pueden tener estos integradores, es-
pecialmente en aquellas que seran mas importantes para el método. Para el estudio teérico
se utilizaran como principales referencias los libros [5] y [6] , que exponen de forma extensa

todos los componentes de este capitulo.

1.1. Problema de Cauchy

Los métodos Runge-Kutta son una familia de integradores que aproximan numérica-
mente la solucién de un problema de Cauchy. Llamamos problema de Cauchy al problema
cuya incognita es la solucién de una ecuacién diferencial que cumpla una cierta condicién
inicial. En este trabajo solo afrontaremos ecuaciones diferenciales de primer orden en una

dimensién espacial.

Definicién 1.1 (Problema de Cauchy). Sean f(t,x) una funcion real de dos variables

reales, tg, rg € R.

{ 2 (t) = f(t,a(t)),

l‘(to) = Xy.
donde x(t) es una funcion deriwable definida en un intervalo de R.
Debemos poder garantizar la existencia y unicidad de este problema, para ello la fun-

cion f(t,x) debera cumplir unas ciertas propiedades. El siguiente resultado nos permitira

afirmar que los problemas que consideremos tengan solucién tnica.
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Teorema 1.1. Sea f : [a,b] x R — R una funcién real de dos variables reales tal que
f € €' ([a,b] x R,R). Entonces, el problema de Cauchy definido en tiene solucidn

inica definida en el intervalo [a,b]

Observacion 1.1. El desarrollo anterior puede ser generalizado para dimensiones mayo-

res, tal que f:[a,b] x R™ — R™, pero para este trabajo no serd necesario.

1.2. Integradores de tipo Runge-Kutta

Los métodos numéricos para la resolucién de problemas de Cauchy son ttiles para
calcular aproximaciones de soluciones que no pueden ser obtenidad analiticamente.

En el caso de los métodos Runge-Kutta, se discretiza el dominio del problema mediante
una malla uniforme con un paso de discretizacion h. Esta malla estara formada por N + 1
nodos de discretizacion de modo que estos puntos dividan el intervalo [a, b] en N intervalos
de longitud h. Estos métodos se caracterizan por la obtencién de un mayor orden de
aproximacién gracias a la evaluacion de la funcién f en varios puntos intermedios entre los
nodos.

Dados un intervalo [a,b] C Ry {t,},<, <y los nodos equidistantes de la malla sobre el
dominio de la funcién f del problema deiC;uchy . Se define un método Runge-Kutta

de m etapas como:

m
Tpi = Tn + hzaijf(tn,j,l‘n,j), t=1,-,m

j=1
" (1.1)
Tn+l = Tp + hz bif(tn,ia xn,i)
i=1
donde t,, ; = t,+hc; j =1,--- ,my los coeficientes a;; b; y c¢; estdn dados. Los coeficientes

son los que definen un método particular. Estos suelen expresarse en una tabla de Butcher:

c|A
bT
donde ¢,b € R™ y A = (a;5){"_; € Mmam(R).
. . -
Si definimos X, := (1, » Tnm)? 5 fo = (F(tntsTn1)s s Fltnm, Tnm)) y 1 =
(1,---,1)T, podemos reformular (1.1} del siguiente modo:
%
Xp=z,1 +hAf, (1.2)
Tn+l = Tp + hben .
Observacion 1.2. Fsta dltima expresion nos serd util durante el trabajo ya que la funcion
de la ecuacion diferencial que vamos a considerar es f(t,x) = sx + g(t) de modo que

fn = sXpn + gn, siendo g(t, + c;ih).
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1.3. Propiedades

Estudiaremos ahora las propiedades que pueden tener los integradores descritos en la
seccién anterior. Comenzaremos por propiedades béasicas como que el caracter bien plan-
teado del esquema numérico o sea convergente y tratando también otras propiedades mas
particulares que seran especialmente importantes para el método de cuadratura de convo-

lucion como puede ser la A-estabilidad.

1.3.1. Caracter Bien Planteado

Para comprobar que el método esta bien definido debemos comprobar que el sistema
de ecuaciones que tenemos que resolver en (1.1} para obtener el vector X, tiene solucion.

Para un h suficientemente pequeno podremos asegurar que el sistema tenga solucidn.

Proposicion 1.1. Si h < ﬁ, con M = max;—1.... m Z;”Zl laij| y L constante de Lipchitz

de f con respecto de x, entonces el sistema de que define X, tiene solucidn unica.

1.3.2. Convergencia

Para que un método sea 1til, tiene que ser convergente, es decir, las aproximaciones de
la soluciéon del Problema de Cauchy con el que estemos trabajando deben acercarse mas a
la solucién exacta a medida que disminuye el pardmetro de discretizaciéon del problema.

Los métodos Runge-Kutta son métodos de un paso, por lo que adoptan la forma:

{ Tpyl = Tp + hq)(.an_H,l’n, tn; h) (1 3)

zo dado

Podremos asegurar la convergencia siempre que los métodos sean estables y consistentes.

Estabilidad

El polinomio de estabilidad de los métodos Runge-Kutta es p(r) = r — 1 por ser un
método de un paso de la forma mostrada en . En consecuencia, como su dnica raiz es
1 es un polinomio de Dahlquist (todas sus raices son de moédulo menor o igual que 1 y las
de modulo 1 son simples). Por esta razon, todos los métodos Runge-Kutta son estables.

Para entrar en profundidad en este resultado se puede consultar [5].

Consistencia

Como podemos observar en la expresion (1.1)), para el calculo de la aproximacion en

el instante ¢, realizamos una combinacion lineal de los valores f(t, i, ;) de modo que
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querremos que esta combinacion sea una media ponderada. Asi, a medida que el pardmetro
de discretizacion tienda a 0, la combinacion lineal tendera al valor de f(¢,x). Podemos ver,

intuitivamente, la condicién para que un método Runge-Kutta sea consistente.

Proposicion 1.2. Un método Runge-Kuitta es consistente si y solo si:

Uno de los motivos principales por los que utilizamos integradores Runge-Kutta es por-
que podremos alcanzar 6rdenes de convergencia mayores que 2 en casos donde necesitamos
métodos A-estables. Por esta razon necesitaremos unos criterios que nos permitan dicta-
minar cuando un método tiene un cierto orden de convergencia. Este estudio es bastante
complejo, se puede ver con detalle en [5].

Generalmente se pide la condicién de fila para los métodos Runge-Kutta, ya que esta

propiedad relaja las condiciones orden.

Definicién 1.2 (Condicion de fila). Definimos la condicion de fila como:

Zaij = ¢; para todo i € {1,--- ,m}
J
Esto se puede entender como que las etapas intermedias del método sean una aproxi-

maciéon de orden 1 de la solucién de la EDO a aproximar.

1.3.3. A-estabilidad

Podemos entender la A-estabilidad de un método como la capacidad de este de apro-
ximar una EDO de la forma:
2/ (t) = dx(t)

para todo A € C tal que Re(\) < 0. La solucion exacta de la EDO anterior es x(t) = e,
Para valores de A con parte real negativa la soluciéon decae a 0 rdpidamente. Consideraremos
que un cierto valor A pertenece a la regién de estabilidad de un método si las aproximacion

de la solucion de la EDO se mantiene acotada a medida que aumentamos las interaciones.

Definiciéon 1.3 (A-estabilidad). Diremos que un método Runge-Kutta es A-estable si la
region de estabilidad del método contiene al conjunto {z € C tal que Re(z) < 0}.

FEsta caracteristica va a ser muy importante para el método de cuadratura de convo-
lucién, pues la ecuaciéon diferencial que aproximaremos es una EDO de esta forma. Por

esta razon se introducen los métodos Runge-Kutta, ya que, con métodos lineales multipaso
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solo podemos obtener orden de aproximacioén 2 manteniendo la A-estabilidad, mientras que
con los métodos Runge-Kutta podemos mantener la A-estabilidad con métodos de orden
arbitrariamente grande.

Para conocer la regiéon de estabilidad de un método se calcula su funcién de estabilidad,

que en el caso de los integradores de tipo Runge-Kutta tiene la forma:
R(z) =1+ 2b1(I — 2A)~'T

donde T = (1,---, D).
Esta funcién corresponde al crecimiento de la aproximacion de una etapa a la siguiente,
va que:
Yn+1 = R(2)yn

Con el uso de esta funcidon podemos obtener el siguiente resultado, que nos permitira

clasificar los métodos segiin sean A-estable o no.
Proposicion 1.3. Un método Runge-Kutta es A-estable si:
1. |R(2)| <1 para todo z € C tal que Re(z) < 0.

2. I —zA es no singular para todo z € C tal que Re(z) < 0.

1.3.4. Rigidamente Preciso

Introducimos ahora esta propiedad, ya que, aunque no sea estrictamente necesaria, seré
una de las condiciones que busquemos para los métodos Runge-Kutta que utilizaremos en
el método de cuadratura de convolucién.

Si exigimos la condicion de fila, podemos considerar el vector X, como las aproxima-
ciones de la solucién de la EDO en los tiempos ¢, + c;h. Con esta consideracién podemos
entender la propiedad de un método de ser rigidamente preciso como que la Gltima compo-
nente del vector X, sea la aproximacion de la solucién en el siguiente nodo de discretizacion.
Es decir, que la tltima coordenada de X, es igual que x,4+1. Esto conlleva que la dltima

fila de la matriz A tiene que ser igual al vector b.

Definicién 1.4 (Rigidamente Preciso). Un método Runge-Kutta es rigidamente preciso si
el vector b coincide con la iltima fila de la matriz A o, lo que es lo mismo, que se cumpla
la condicion:

bv'A=t =(0,---,0,1)
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Capitulo 2

Desarrollo del Método de

Cuadratura de Convolucion

En este capitulo explicaremos la justificacion teodrica del método de cuadratura de
convolucion. Afrontamos la aproximaciéon de una integral de convolucién, es decir, queremos

aproximar la funcion y(t):
o) =17 =) = [ (e =r)atr)ar 1)

donde la funcion g(t) y f(s), Transformada de Laplace de f(t), son conocidas.

Para resolver este problema, utilizaremos las relaciones entre la Transformada de La-
place y su inversa. Después, identificaremos una expresion dentro de la integral con la
soluciéon de una ecuacién diferencial conocida. Posteriormente, realizaremos la discreti-
zacion del problema aproximando la solucién de la ecuacion diferencial anterior con un
método Runge-Kutta. Finalmente, utilizaremos la transformada 7 para, una vez calcula-
das las integrales utilizando el Teorema de Cauchy, podamos igualar términos de las series
de potencias resultantes resolviendo asi el problema.

El desarrollo de este capitulo sigue el esquema del articulo de referencia [4].

2.1. Reescritura de la Integral de Convolucién

En esta seccion, buscaremos reescribir la expresién de la integral de convolucién ,
para llegar a un problema en funcién de datos conocidos.

Para ello comenzaremos sustituyendo la funcion f(t), que puede ser conocida o no, por
su expresion en funcién de su Transformada de Laplace. Podemos obtener el valor de la

funcién f(t) mediante las relaciones entre la transformada de Laplace y su transformada

7
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inversa, en este trabajo no se profundizara en el uso de la Transformada de Laplace, puede
obtenerse mas informacion en la referencia [7].
1 c+ioco R
0= 5 [ s (2.2)
27 c—ico
siendo ¢ € R tal que todos los polos de la funcién f(s) tienen parte real menor que c.

Por tanto podemos sustituir en la integral inicial, la funciéon f(¢ — 7) por su correspon-

diente expresién en funcion de f (s) dada por la formula de la Transformada Inversa de
Laplace (2.2]).

t c+ioco R
y(t) = /0 g(r) e / o5t f(s)dsdr

27T1 —ico
Necesitaremos realizar suposiciones sobre las funciones f (s) y g(t) para utilizar el méto-

do de cuadratura de convolucién. Para este trabajo, asumiremos las siguientes propiedades:
1. La funcion g(t) es continua.
2. La funcién f(s) es analitica.
3. La funcioén f(s) es la Transfromada de Laplace de una funcién f(t).

Con estas suposiciones tenemos que las funciones f(s) y g(t) son continuas por lo que
la funciéon g(T)eS(t_T)f(s) es continua y por tanto integrable en compactos. Por otra parte,
por ser f(s) una Transformada de Laplace tendremos que la funcion g(7)es(t=7) f(s) sera
integrable en cada seccién fijando un valor de 7. En conclusién, podremos aplicar el teorema

de Fubini, intercambiando el orden de las integrales:

1 ctioo . t
- = S —ST 2.
W) =g [ Foe [ e aanas (2.3
Consideremos ahora el siguiente problema de Cauchy:

o' (t) = sz(t) + g(t)
=0

2.4
2(0) (2.4)

Podemos comprobar que z(t) = et fg e 5Tg(7)dT es la solucion de este problema. En
efecto,
o'(t) = set [ e g(r) + etelg(t) = sx(t) + g(t)
{ z(0) =0
En conclusion z(t) es la tnica solucién del problema de Cauchy (2.4). Por lo tanto po-
demos introducir la solucién en la expresion , reescribiendo la expresiéon de la integral:

c+ioco R
y(t) = / f(s)a(t)ds (2.5)

27 Jelino
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Para el calculo de esta integral, realizaremos la aproximacion de la solucion x(t) me-

diante un método numeérico Runge-Kutta. Para, de este modo, poder evaluar la funcién
y(t)-

2.2. Introduccién del método Runge-Kutta

Como la obtencion analitica de soluciones no es siempre posible, para continuar con el
método realizaremos una discretizaciéon del problema . En este caso utilizaremos un
mallado uniforme del dominio.

La funcién y(t), que queremos aproximar, esta definida en [0,00). Sea h € R* el
parametro de discretizacion elegido para el método. Realizamos un mallado uniforme del
dominio de la funcién y(t), de modo que {t € [0,00) tal que t = t; = th con i € N} es el
conjunto de nodos de discretizacién de la malla. De este modo tenemos que, evaluando en
los nodos la expresién , obtenemos:

1 ctioco
y(tn) = 21/ f(8)x(t,)ds para todo n € N (2.6)
T Je—ico

Sean y, ~ y(t,) vy T, ~ x(t,) con n € N las aproximaciones de las funciones y(t) y ()
en los nodos de discretizacién. Los valores ¥, son los que buscamos aproximar, mientras
que los valores z,, son aproximaciones obtenidas utilizando un método Runge-Kutta para
resolver el problema de Cauchy (2.4). Con estas aproximaciones llegamos a:

1 ctioco

Yp = — f(s)xnds para todo n € N (2.7)

27 c—ioco

Utilizaremos un método Runge-Kutta de m etapas, definido por su tabla de Butcher:

c| A
bT

donde ¢,b € R™y A = (a;;){"—1 € Myam(R). Necesitaremos que este método cumpla unas

ciertas propiedades para que el método de cuadratura de convolucién sea convergente:
1. El método Runge-Kutta es A-estable.
2. La matriz de coeficientes de método, A, es no singular.
: T A-17
3. El método cumple que b* A7 1 = 1.

. L . . 17
Observacion 2.1. Una condicion suficiente para obtener la propiedad de bT A1 1" =1, es

que el método Runge-Kutta sea rigidamente preciso. De este modo tendremos que b A~ =
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. - . .
(0,---,0,1) y por tanto se cumplird que b'A=11 = 1. Debido a esto, consideraremos
métodos Runge-Kutta rigidamente precisos en la prdctica ya que esta es una condicion que

ya ha sido estudiada en muchos métodos Runge-Kutta.

.. . 1 . .
Observacion 2.2. La propiedad de que bT A=' 1" = 1 no es estrictamente necesaria, aun-
que conseguiremos mejores propiedades de convergencia si la pedimos. En la seccion

trateremos el caso en el que los métodos considerados no cumplan esta propiedad.

Tomamos ahora las sucesiones {y, }n>1 y {Zn}n>1 v realizaremos sus respectivas transfor-
madas Z, > o2 Yn+12" Y D peo Tnt12". No utilizamos los valores {yy, }n<o ni {@n }n<o pues
consideramos que estos valores son iguales a 0 y por tanto los términos de la serie formal
asociados seran nulos. De este modo, podemos realizar la transformada 7Z de la expre-
sién , que por la continuidad e integrabilidad de los términos de la integral podemos
introducir el sumatorio dentro de ella.

o0 0 1 ctioco
Zyn+1z” = Z <27T1/c f(5)$n+1d5> 2"
n=0 n=0

1 c+ioco (28)

== f(s) (;} mn+1z”> ds

c—ioco

Buscaremos ahora encontrar una expresion para » .- Zn,4+12" en funcién de términos

conocidos para poder introducirlo en la integral (2.8).

2.3. Transformada Z de {z,}

neN

Aprovecharemos el hecho de que conocemos la EDO a aproximar para obtener una
expresion en términos conocidos de Y o2z, 412", El problema de Cauchy que vamos a

aproximar es:

(2.9)

a'(t) = sx(t) + g(t)
z(0) =0

Para ello, partiremos de la expresion ([1.2]). Tomando como caso particular la ecuacion
(2.9). Por tanto, calcularemos el término f, para la funcion f(t,x) = sx + ¢(t), lo que

resula en f, = sX,, + g, como vimos en la observacion (1.2). Con lo que obtenemos:
%
Xn=an1 +hA(sX, + gn) (2.10)

Tptl = Tn + hbT(an + 9n) (2.11)

A partir de la expresion (2.10)), haciendo la diferencia de dos pasos consecutivos de X,
e introduciendo (2.11)) a continuacion, llegamos a:
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_)
Xny1 — Xy = (xn+1 - xn) 1 + hA(SXnJrl + gn+1) - hA(SXn + gn)
_)
= hb? (sXp + gn) 1 4+ hA(sXpi1 + Gng1) — hA(s X + gn)

1 —
E(Xn+1 —X,) = A(sXpq1 + gns1) — (A= 10D (X + gn) (2.12)

En este momento realizaremos una transformada Z. Consideraremos que z,, = 0, X, =
0y gn = 0 para todo n < 0. Esto se debe a que, en la expresion de la transformada Z
que estamos simplificando, hemos supuesto que x, = 0 para todo n < 0. Utilizando las

propiedades de las transformadas 7, podemos simplificar la expresiéon obtenidas:

21 > —
> (Kot = Xa)2" = 3 (A(sXut1 + gnar) = (A= TH)(sXn +90))2"
n=0 n=0
(Z_l — 1) — n -1 =T - n — n
sznz =(Az —A+ 1b )(sZan —l—Zgnz )
n=0 n=0 n=0 213
M T e E 21
- Zann = (sZann —I—Zgnz”)
n=0 n=0 n=0

A oo oo x
}(LZ) HZZOan” = (s HZZOan” + nzzognz”)

donde A(z) = (A+ = ?bT)_l.

1—2z

Observacion 2.3. Debemos tener en cuenta que {X,,}n>0 es una sucesion de vectores de

dimension m. Por tanto la transformada Z la realizaremos coordenada por coordenada.

oo oo o T
g X, 2" = g T2, g Tpm2"
n=0 n=0 n=0

Puesto que se invierte una matriz, se debe comprobar que esta es, en efecto, no singular.

Para ello utilizaremos el siguiente teorema:

Teorema 2.1 (Morrison). Sea A € M,z una matriz invertible, y sean u,v € R™ dos

vectores columna que cumplan que 1+ vT A7 u # 0, entonces:
1. A+ w? es una matriz no singular.

~1 _ —1,,,T A—1
2 (A+w’) " = A - Ao i

La matriz A es no singular por hipétesis. Tomando v =by u = %, 1 tenemos que: Si

_)
z=0,1+ 1f—ZbTA_1 1 # 0 se cumple trivialmente. Si z # 0 la condicion del teorema es

. —
equivalente a 1 — % £ bTA=11". Puesto que tomaremos z € C tal que |z| <1 no tendremos
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problemas con que se anule el denominador de u ya que z no tomaré el valor 1. Hemos
. . . %
exigido que el método Runge-Kutta considerado cumpla que b7 A=1 1" = 1, por lo tanto
ﬁ
AT =141 - %, pues % = 0 para todo z € (C._)
Por tanto, en virtud del teorema 1} A+ 51 bT es no singular y:

_>
A—l z bTA—l
R == AT ATITT AT (2.14)

Alz) = (A+——Tp0) = 47!

1—2 14 bT A1 2

Por lo que la expresion (2.13) esta bien definida si |z| < 1. Despejando obtenemos:

ni:;)an” - (A}(Lz) - 51> - ignz” (2.15)

De nuevo, debemos comprobar que esta expresion esta bien definida, es decir, que la

A(z)

matriz =~ — sl es invertible. Esto es equivalente a que s no sea autovalor de la matriz

%. Para z € C fijado, esta matriz tiene un niimero finito de autovalores y por tanto sélo
para un numero finito de s € C la matriz serd singular. Como esta expresion la utilizaremos
dentro de una integral, aunque haya un nimero finito de puntos donde no este definida
esta expresiéon podremos calcular igualmente la integral.

Por otro lado, multiplicando por b7 A~! la expresion (2.10) y después introduciendo
%
1} y puesto que b A7 1" = 1, obtenemos

bTA—an — bTA—l (-Tn? -+ hA(SXn + gn))
=z, + hbT(an + gn)
= Tn+1

Finalmente tenemos una expresién general para {xn}nzlz
Tnp1 = bTATIX,, (2.16)

Observacion 2.4. En el caso de estar trabajando con un método rigidamente preciso,
como vimos en el capitulo anterior cuando definimos esta propiedad, la expresion
quiere decir que la dltima componente del vector X, es, efectivamente, la aprorimacion de

la solucion en el siguiente nodo de discretizacion, Tn41.

Observacion 2.5. Si, para el desarrollo anterior, no exigiesemos la propiedad de que
bT"A=1 1" = 1. Podremos obtener una expresion similar para A(z).
— . . ‘ ‘
Sea K =bTA™1 1 £ 1, entonces la expresion estard bien definida siempre que
1 f% % K, es decir, z # ﬁ Como ﬁ £ 0, entonces existe un entorno de 0 para el cual

se cumple la condicion anterior. Sea R € R tal que si |z| < R entonces z # ﬁ Podemos
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tomar R = min{l — ¢, |12 | — €} para un e € RT. Por tanto tomando este entorno como
dominio de definicion de las series de potencias que consideramos en la expresion ,

en virtud del Teorema , la expresion esta bien definida y ademds:

Az)=A = A-1TpT 4!
(2) 1+ (K — 1)z
Observacion 2.6. En el caso que K = bT A~ 1_> 1 # 1, también podremos obtener una

expresion del tipo de la de .
bTAT X, =bTAT! (2T + hA(s X, + g0) )
= Kz, + hb" (s X, + gn)
= Kzpi1 + (1 — K)hT (s X + gn)

Con lo que llegamos a:

1 _ K-1
Tpp1 = EbTA X, + ThbT(an + 9n)
Finalmente, utilizando (2.16)) y (2.15) obtenemos una expresmn de la transformada Z
de la aproximacién de la solucién de la ecuacion diferencial | en funcion de términos

conocidos, como son el vector b, la matriz A o la funcién g(t):

00 - 0o - A(Z) —1 oo
n _ 31T 1 n _ T 1 n
nEZO Tn412 = b' A (ngzo XnZ ) =b'A <h — SI) ngzo gn< (217)

En este momento podemos sustituir la expresion » 2 z,412" por su equivalente en

funcion de términos conocidos (A,b y g,) que obtuvimos en ([2.17)):

ctHico 5 -1
Zynm Z(;ﬂ [ dewra (32 ) gnds> o @)

—100

Para poder calcular esta integral buscaremos descomponerla en combinacién lineal de in-
tegrales mas faciles de calcular. Este desarrollo se vera en el caso general mas adelante,
pero vamos a introducir un ejemplo concreto para ilustrar el proceso.

Consideremos el método de Euler implicito, que podemos pensar como un integrador

del tipo Runge-Kutta de 1 etapa cuya tabla de Butcher es:

1|1
1

La funcién A(z) en este caso particular tiene la forma:

Az)=1—-=2



14 CAPITULO 2. DESARROLLO DEL METODO

En este caso la expresion (2.18)) se simplifica pues pasamos de tener que trabajar con
matrices a trabajar con escalares. La matriz I serd 1 y los vectores g, serdn escalares. Con

esta simplificaciones llegamos a:

S =3 (o [ i (7 " guds)
12" = — s —s nds | z
nzoy +1 omi . n g

n=0 —ioo
) ) i 3
L f(s)
o= 5 o [ )
n=0 n=0 T Je—ioo RS

Con lo que aplicando el Teorema de Cauchy como veremos més adelante en el trabajo

podemos simplificar la expresion llegando a:
> s =37 (152
n=0 n=0

Como f(s) es analitica por hipdtesis, la composicién, f (1;2), serd analitica y por tanto

admitird descomposicién en serie de potencias:
~f1—2 =
_ h_n
f ( . = E Wy 2
n=0

Finalmente, introduciendo esta descomposiciéon, utilizando la formula de Cauchy para

sumar infinitas e igualando coeficientes de las series de potencias resultantes, llegamos a la
expresion final del problema:
n
_ h
k=0
Continuaremos ahora con este mismo desarrollo para el caso general, en el que tendre-

mos que trabajar con matrices.

2.4. Descomposicién Lineal

Buscamos entonces simplificar la expresién

A _1
b A™! <}(LZ) — sI> In (2.19)
Sea, Lsz,hLz_l = # la descomposicién canénica de la matriz # en su forma de Jordan

compleja. Donde las matrices J, y L, dependen de 2z pero no dependen de s y son la matriz

candnica compleja y la matriz de cambio de base asociada. Por lo tanto:

A —1
< f(f) - sl> =L, (Jop—s) L1




2.4. DESCOMPOSICION LINEAL 15

Observacion 2.7. La malriz de cambio de base L, depende inicamente de z mieniras que
la forma candnica J,p, depende de z y h. Esto es debido a que multiplicar por 1/h una

maltriz no varia los autovectores de esta.

Sea C' = {e1, -+ ,en} labase candénica de C™. Tomando las descomposiciénes de L g,

v (bTA_lLZ)T en la base canoénica C.

L 'gn = Z Q€5
o (2.20)
(bTAilLZ)T = Zﬁkek
k=1

Introduciendo en la expresion (2.19) la descomposicion en la forma canoénica de Jordan y

despues las decomposiciones de los vectores de ([2.20)), llegamos a la expresion:

A _1
prA—1 <<Z) - sI> gn =0TATYL, (T — s) ' L7 g,

h
m T m
= (Z ﬁk@c) (Jz,h — SI)_l Zajej
k=0 7=0

o (2.21)
= Z Z Brajer (T —s) e,

k=0 j=0
=33 By [ —sD)7Y]

k=0 j=0 J

tenemos de este modo una descomposicién de la expresiéon (2.19) en combinacion lineal de
los elementos de (J, 5, — s )~1. Esta combinacién lineal no depende de s, solo los elementos
de la matriz dependen de s.

Podemos ahora calcular la expresiéon de (J, ;, —sI) L. La matriz J, 5, por ser una forma
canonica de Jordan, es una matriz diagonal por bloques. Al restarle a la diagonal principal
s seguird siendo una matriz canénica de Jordan cambiando los autovalores Aq,--- , A\; de la
matriz J, j, por los autovalores A\; —s,--- , \; — s. La matriz inversa de una matriz diagonal
por bloques es también diagonal por bloques, por tanto podremos calcular la inversa de
cada uno de los bloques por separado para obtener la matriz inversa de J, j, — s/.

Comenzaremos este calculo con una matriz genérica J que sea una forma candnica de
Jordan.

JAl J)\l

-1
N
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donde Jy, es el i-ésimo bloque de una forma canénica de Jordan J.

Para el célculo de la inversa de un bloque de Jordan, de tamafio k, utilizaremos el

método de Gauss.

Al
Iy =
A
A
Al 1 1 1
)\
Al 1 1 3
A 1 1
Foo1— 3 F,
: 1
Fy—1F,
1
1

De modo que la inversa de un bloque de Jordan es:

>
>l %‘L

>|=

e

=1

>l

[T

>l

>1= L

En conclusién, calculando el caso particular con el que estamos tratando, obtenemos:

-1
J)\l—s
(Jop —sI)™t = (2.22)
-1
‘])\l—s

donde {A1,---, A/} son los autovalores de la matriz %, asociados a los diferentes bloques

que forman J, ;. Como vimos para el caso general, tenemos que para r € {1,2,---,1}:

1 ~1
Ar—s  (Ar—s)?
—1

Syes = ) . (2.23)

Ar—s  (M\r—s)2

Ar—S
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Finalmente podemos afirmar, por (2.22)) y (2.23) que :

1 s
py— sij=k

[(Jen — 31)_1}@ = ﬁ sij=k+1y [ =1 (2.24)
0 en otro caso
Siendo en ambos casos A\, € {1, -+, N} el autovalor asociado con la caja en la que se

encuentra la posicion kj en la matriz J, j,.

Por lo tanto, utilizando la expresion de (2.21) en la igualdad (2.18)), obtenemos:

» n _ - A—l =\ g » n
;y 1z ; (27ri/c f(s)b ( ik > gnds | z

n=0 —ioco
e 1 ctico m m » }
= Qm/ ) [ 323 ey (7= sD) ]k ds | 2" (2.25)
n=0 c—ioco k=0 =0 j
o nmn 1 ctioco B .
S ([0 [0, )

(2)

Observacion 2.8. En término general, la matriz AT no tendrd autovalores multiples y
por tanto serd diagonalizable, de modo que la matriz J, ), serd una matriz diagonal. Por lo

tanto obtendremos que:

1 S
oan] | w5 Sik=d
kj 0 Sik#j

Para el calculo de la integrales de la expresion (2.25) buscaremos utilizar el Teorema
de Cauchy. De este modo llegaremos a una expresion donde no tendremos que calcular

ninguna integral.

2.5. Teorema de Cauchy

Buscamos calcular el valor de integrales del tipo:
1 c+ico f( S)
c—ico 8 T A

1 /c+i<>o ﬂ N

2mi —ico (3 — )\)2

ds

27

que son el tipo de integrales que tenemos en la expresion ([2.25)).

Para ello utilizaremos las siguientes curvas, para cada n € N sean:

¢ni it €[—n,n] = C, tal que ¢ 1(t) =c+it
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bno:t € [— E] — C, tal que ¢p2(t) =c+ ne't

T
272
¢n la curva cerrada formada por las curvas —¢, 1 y ¢n 2.

Observacion 2.9. Para que las curvas ¢, tengan orientacion positiva debemos invertir la

orientacion de la curva ¢p 1.

En la figura podemos ver como cualquier nimero complejo con parte real mayor
que ¢ acabard encontrdndose dentro de la sucesiéon de curvas considerada. En la figura se

muestran las 5 primeras curvas de la sucesién en el caso de ¢ = 10.

Sucesion de curvas

~
|
|
|
33333

D e W N
I

Figura 2.1: En esta figura podemos ver las curvas ¢, para n entre 1 y 5y ¢ = 10.

Utilizando el teorema de Cauchy sobre las curvas cerradas ¢, obtenemos:

iy 1 f(s)

R _ 1 f(s)
f()\)_Qm\/qbn (S—)\)st

para todo A € C que este en el interior de la curva cerrada ¢,,.

ds

(2.26)

Observacion 2.10. En efecto las funciones integradas cumplen las condiciones del Teo-
rema de Cauchy pues f(s) es diferenciable y, en el interior de ¢y, f(s) no tiene polos por
definicion de la transformada inversa de Laplace. Ademds estamos integrando sobre una
region conveza {x € C tal que Re(x) > ¢} C {z € C tal que Re(z) > 0} abierto convezo.

Para mds detalle sobre este tema se puede ver la referencia [8].
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Podemos dividir las integrales sobre ¢, en dos integrales, sobre ¢, 1 y ¢n2. De este

modo tenemos que:

.1 f(s) 1 et f(s) 1 et f(s)
lim — ds = lim ds = — d
ngilozm/ls—As nooo 2mi o s — A 2m ) s A
L) L e 1 e
lim / L _ds = lim / ds = — )4
n—oo 2mi Jy | (5 — N)? n—=00 271 J(c_in)2 § — A 271 Jolioo (8 —N)?

Calcularemos ahora el valor del limite de las integrales sobre ¢p 2(t).

lim f(s) ds = lim : 7f(c + neit)
n—00 Jou 05— A n—oo | = ¢+ neit — \
n, 2
¢ z ¢ it
TN A AR P T L A Ghu kot WY
w3y, =7 T A% | (ot net — )

Por ser f(s) transformada de Laplace se tiene que limpe(s)—oo f(s) = 0 y por tanto existe

M € R tal que |f(s)| <= M para todo s tal que Re(s) > ¢. Con lo que obtenemos:

1t
g/ |7 (e + net) dt</ —dt =
le 4+ nelt — )| £

2

it
‘ f (c+ net) dt

—zc + neit —
s

f(c+ne') 2| f(c+nelt)| /
———=dt ———=dt < —dt =
‘/’5 (c+ neit — X)? / le 4+ nelt — A2 x n?

Observacion 2.11. Para el cdlculo anterior hemos supuesto que |f(s)| <= M para todo

N

s tal que Re(s) > c. Esto es posible porque en la definicion de la Transformada Inversa
de Laplace, tomamos ¢ € R tal que todos los polos de la funcion f(s) tengan parte real
menor que ¢. Dado que la transformada de Laplace tiene limite O cuando la parte real de s
tiende a infinito, existird un real ¢ € R tal que | f(s)] <= M para todo s tal que Re(s) > é.
De modo que podemos tomar ¢ = mazx{¢, ¢}, de modo que se cumplen las suposiciones que

tomamos en los cdlculos anteriores.

Con lo cual

M
0< lim / (5) 45| < 1m ™M _ g
n—o0 ¢n,2 S — n—,oo M
f M
0< lim / 5) a5l < 1im ™ _
n—o0 | /o (5 — )\) n—oo N
Y por tanto:
lim 1) 45 = 0
N A
2 (2.28)
lim 1) 5=



20 CAPITULO 2. DESARROLLO DEL METODO

En conclusion, de lo obtenido en (2.26),(2.27) y (2.28), podemos calcular el valor de las

siguientes integrales:

ctico £ £ ¢
=S S 4=t — L 1) ge L 7(5) 4
27 Joljoo A— S n—oo 27l Jg 8 — A 2mi Jg,, 8 —A
1 F .
= lim — &ds = f(\)

n—oo 271 bn s—A

ctico £ £ £
1 ) g tm L / S g L / ) g
2711 Jolioo (A —5)2 n—o0 2mi Jg (5 — A)? 27 Jg, , (s = A)?

—fmi ﬁs:—ﬁ
_ ./%(S_A)Qd 7

(2.29)

Observacion 2.12. Para el desarrollo del cdlculo de las integrales de debemos
suponer que Re(\) > c. Pues de ser esto asi, existird n € N tal que \ se encuentre en el

interior de ¢ para todo N € N tal que N > n.

En conclusiéon, podemos calcular las integrales de la expresion (2.25)) utilizando lo ob-

tenido en (224) y [229).

L [0 as-
2mi c—ioco ° i kj o

1 periso J6) 40— Fa) i [(7 - sI)‘l}kj =55 (2.30)

271 Je—ico Ap—s

S R = 0 s [0 =

0 en otro caso

Observacion 2.13. Los cdlculos que acabamos de realizar son posibles ya que todos los
autovalores de la matriz ¥ tienen parte real mayor que c y por tanto podemos aplicar el
Teorema de Cauchy en . FEsto se debe a que los autovalores de A(z) tienen parte real
positiva y por tanto podemos escoger h suficientemente pequeno como para que se cumpla
la condicion anterior. Los autovalores de A™' son de parte real positiva porque son los
inversos de los autovalores de A que tienen parte real positiva por ser el método Runge-
Kutta A-estable. Los autovalores de I — Z?bTA_l son 1 con multiplicidad 1 —m y 1 — z
que tendrd parte real positiva para todo z € C tal que la parte real de z sea menor que 1
(esto se cumple pues trabajamos con |z| < 1). Como A(z) = A~ (I — z?bTA_l), entonces
todos sus autovalores son positivos. Puesto que todos los autovalores de A(z) son todos de

parte real positiva, entonces existird h € R tal que los autovalores de ¥ tengan parte real

mayor que ¢, cumpliendo asi las condiciones del Teorema de Cauchy.
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Puesto que estamos trabajando con matrices, nos sera de utilidad poder aplicar la
funcion f(s) a matrices. Para ello definimos la extension de la funcion f : s € C — C al
conjunto de matrices complejas M., (C) de la siguiente forma:

Sea A € M0m (C) con su descomposicion canoénica de Jordan A = LAJALZI siendo J4

la forma candnica de Jordan de A y L4 la matriz de cambio de base asociada. Definimos

Ja como:
f(UMM) sij =k
Ul =q PO sii=ktly Ualen =1
0 en otro caso

Definimos f : A € Mypam(C) — Mypem (C) tal que f(A) = LAJAAL;‘l.
Partiendo de 1) y utilizando |D li y la nueva definicion de f (A) obtenemos:

oo m m

> ctioco
Zyn-i-l'zn = Z E Zﬁkoéj <217n/ . f(s) {(J — sI)I]kAds> 2"
n=0 n=0 k=0 j=0 €—100 J

oo m m

= Z Z Z Broy [jA@Lj 2"

h

n=0 k=0 j=0
0o m T m
n=0 \k=0 J=0
oo

=3 VA Lag Jae Ll gn?"

h h h
n=0
oo
~ (A

=> b'A7lf < }(::)) Gn2"

n=0

De este modo hemos conseguido obtener los valores de las integrales de la expresién (2.18)
en funcién de términos que podemos calcular.
Para continuar, descompondremos la funcién f (#) en su serie de potencias, de

modo que podremos transformar la expresion (2.31]) en una serie de potencias.

2.6. Calculo de la serie de potencias de f(#)

Buscamos expresar la funcién f (%) en serie de potencias, de modo que podamos

operar. # es una matriz que depende tnicamente de z, ya que h esta fijado. Por lo que

para cada i,j € {1,2,--- ,m},
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es una funcién compleja de variable compleja que, debido a la definicién de f (A(Z)), es

analitica pues f (s) es analitica por hipotesis. En conclusion, admite una representacion en

(4], -5 o

n=0

serie de potencias.
kj

Por tanto podemos expresar f (AS)) como serie de potencias con las matrices ij(f)

(57 - iwﬂf)zn (2.32)

. . . - .
Observacioén 2.14. La matriz A(z) tiene la forma A~ — zA7Y 10T A~ como vimos en

como coeficientes:

. Por lo tanto es una funcion analitica pues cada componente de la matriz es una

. .. . . - ..o (A -
combinacion lineal de funciones analiticas. De este modo la funcion f (%) es analitica

(pues f(s) es analitica,).

Para resolver el problema necesitaremos conocer los coeficientes, Wfl‘( f ), de la serie de
potencias de f (A(z)> Como [f (%)} y es una funcién analitica y estamos trabajando
J

en una region convexa (un entorno de 0), utilizando el Teorema de Cauchy, tenemos que

para todo k,j € {1,2,--- ,m} podemos calcular los coeficientes de modo que:
F(Ak)
[Wh( f)} 1 Mdz (2.33)
kj 27‘(’1 |z|=R zntl .

Aproximaremos la integral de (2.33) mediante un meétodo ntimero de integracion. To-
mando la curva

¢r:te(0,2n] = C

tal que ¢r(t) = Re' y utilizando el método de los trapecios, obtenemos:

~ A(z) [~ A(Reit) )
1 {f( h )]k] 1 [ _f( h )}k:] R™™ [?" . A(Re") —int
i), o CFTan ) ey YT e ), [P e
|z|=R 0 0 kj
—n L=17r R it .
~ RL Z f (A(};e)ﬂ Cmdt siendo C = e'L
1=0 - ki

Por tanto tomando la misma discretizacién, que depende de R y L, para cada elemento

de la matriz W/( f ) podemos aproximar los coeficientes de la serie de potencias por:

it .
Whif) ~ < (Fe”) > C™ siendo C' = eI (2.34)
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Observacion 2.15. Utilizamos la regla de los trapecios para esta aproximacion por sus
buenas propiedades de convergencia. Estamos integrando sobre una curva cerrada reqular
una funcion analitica. Por esta razon, el problema se reduce a integrar una funcidn reqular
y periddica sobre su dominio. En este dmbito, la aprorimacion tieme una convergencia
exponencial, por lo que el orden de convergencia del método serd el que aporte el método
Runge-Kutta y no el que aporta esta aproximacion. Para mds informacion sobre el tema

mirar [9].

Finalmente, introduciendo la expresion de f (A,(LZ)> como serie de potencias, (2.32)), en

la expresion (2.31) y utilizando la formula de Cauchy para el producto de series infinitas,

obtenemos:

Zyn+1zn = Z bTA_lf <A}(LZ)> gn2"
n=0 n=0
= i prA~! <§: Wff(f)z”> gnz"
n=0 n=0
-3 (S wd e
n=0 k=0

En virtud de la unicidad de expresién en serie de potencias, podemos afirmar que:

(2.35)

—n it .
R <A(§e )> Cmldt siendo C = e' T

Quedando asi completamente definido el método para el calculo de la integral (2.1).

2.7. No rigidamente preciso

En esta seccién afrontaremos el mismo problema eliminando la condicién de que el
método Runge-Kutta sea rigidamente preciso. Nos encontraremos con dos casos. El primero
es que se cumpla la condicion bTAflT> =1, en cuyo caso el método funcionard igualmente
ya que, como menciona la observacion (2.2)), pedir que el método sea rigidamente preciso
es mas fuerte que pedir I)TA*IT> = 1 que es realmente la condicién necesaria para que el
método expuesto anteriormente funcione.

El segundo caso es que K = bTA_1T> # 1. En este caso la expresion (2.17) no seria

valida. Para obtener una expresién similar utilizaremos los resultados de las observaciones
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(2.5) v (2.6) y de la expresion ([2.15)).
00 1 00 K—1 00 00
Z xn+1z" = EbTAil Z ann + ThbT(S Z ann + Zgnz")
n=0 n=0 n=0 n=0

_ 1 T 1—1 A(Z) TE n
_EbA < N sI Zgnz

n=0
K 1 T A(’Z) TS n = n
+ hb ( ( N — sl Zgnz —I—Zgnz
n=0 n=0
-1 z —177 3T 1
donde A(Z) =A — mA 1b A .
Anélogamente al caso rigidamente preciso podemos introducir esta expresion en ([2.8])
obteniendo:
> 1K1 fetio A(z) -1
12" = — — b A~! —sI n | 2"
nz_:oyﬂz K7§<27Ti/cioo f(s) < h 3) In | 2
LS (L g (A8 Cgds) e (236)
% 2 omi ) sf(s W S gnds | z .
K—1 o 1 ctioo
h——— — ds | o' gp2"
e 2 (e L 0] Vo

n=0

El primer término de la expresiéon es un miltiplo de la expresion a la que se
llega si el método es rigidamente preciso. Por este motivo podremos aproximarlo con las
formulas calculadas anteriormente.

Para el segundo sumando, necesitaremos hacer un desarrollo similar al realizado a
lo largo de este capitulo, pero con la funcién s f (s). De modo que necesitamos que las
acotaciones que realizamos en también funcionasen para esta nueva funcion. Para
que estas acotaciones sean validas debemos pedir que el comportamiento asintético de la
funcion s f (s) sea que este acotada. De este modo podremos realizar un desarrollo similar
al caso anterior.

Finalmente, el tercer sumando de esta expresién contiene la integral:

1 ctioco
Py f(s)ds (2.37)

2mi c—ioco
Por lo tanto necesitamos que esta integral sea convergente. Esta expresion es lim;_,o+ f(¢)
pues es la féormula de inversion de la transformada de Laplace para ¢ = 0. Para que sea
convergente necesitamos que exista el limite de la funcion f(¢) en 0.

Si se cumpliesen todas las condiciones anteriores, podriamos continuar con el método.
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El primer término seria:

L-1 -
R e r A it i2m
Wh(f) =~ i Z f <(Re)> C"dt siendo C' = e'T"
El tercer término podemos calcularlo directamente:
K—1rx~ .
hf(0)=—b Zognz

Para el segundo término, supongamos que se cumple que, utilizando las curvas definidas

para. (2.29):

ctioo . f £ £
LT L[ L),
271 Joljoo A — n—oc  2mi b S — A 2mi Jy, s — A
= lim sf(s )ds:)\f()\)

nsoo 27l bn S — A

para todo A € C tal que su parte real sea mayor que c.

Consideraremos que ¥ es siempre diagonalizable. Se podria hacer los mismos célculos,
como en el apartado de rigidamente preciso, si la matriz no fuese diagonalizable pero los

términos seridn mas extensos.

Sea A € M4, (C) con su diagonalizacion A = LADALZI siendo D 4 la matriz diagonal

asociada a A y L4 la matriz de cambio de base. Definimos l~)A €OImo:

N [Daly, f ([Daly;) sij=k
[DALJ:: B 0< Ak) sijc;éj

Definimos f: A € M5 (C) = My (C) tal que f(A) = LA[?ALZl.

Entonces podemos expresar el segundo sumando como:

K o
h——— Z(bTZ WPy )
n=0
_ R n L=1 R it (2
Wh(f) = RL f (A(};e )> C"dt siendo C =e' "
=0

—
~—

= . . . . 5 A
donde WT}LL_ & son los coeficientes de la descomposicién en serie de potencias de f( hz
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Sumando estos tres términos podemos obtener el resultado del método:

S » ) K-—1
ynir = 0T ALY W (Dgi + h=bT Y Wi (Pge + hf(0) =" gn
k=0 k=0

—n L—1 it .
R <A(Re )> Cmldt siendo C = e'T°

h
=0
L—-1 .
I A Rin r A R it i2w
Wh(f) ~ 7 ! ((he)> C™dt siendo C = e T
[=0

Observacion 2.16. Para los métodos no rigidamente precisos los entornos en los que
podiamos definir la serie de potencias anterior variaban dependiendo del método utilizado
como vimos en la observacion [2.5 Por lo que tendremos que tomar el pardmetro R en

consecuencia pare realizar la aprorimacion.

Observacion 2.17. Para que el método funcione de esta forma necesitas unas condiciones
mds estrictas sobre la funcion f(s), ademds de necesitar realizar mas cdlculos que si el
método fuese rigidamente preciso. Por esta razén no es recomendable utilizar un método

Runge-Kutta que no sea rigidamente preciso.



Capitulo 3

Resultados Numéricos

En este capitulo afrontaremos la aplicacién del método a casos practicos. Resolveremos
problemas numéricamente y realizaremos un estudio de la velocidad de convergencia de los
diferentes métodos Runge-Kutta. También afrontaremos diferentes problemas que podran
ser resueltos con la ayuda del calculo de integrales de convolucion.

Comenzaremos con un test académico, con el que compararemos tanto la velocidad de
convergencia de los diferentes métodos, tanto los rigidamente como los que no lo son. En

el resto del capitulo utilizaremos tinicamente métodos rigidamente precisos.

3.1. Consideraciones Previas

Durante este capitulo utilizaremos varios integradores de tipo Runge-Kutta para re-
solver los problemas que se presentaran. Comenzaremos resolviendo las convoluciones uti-
lizando el método de Euler Implicito, que puede ser entendido como un Runge-Kutta de

una etapa rigidamente preciso y A-estable. La tabla de Butcher asociada es:

1|1
1

Dividiremos los problemas segin utilicemos métodos rigidamente precisos o no. En el
primer caso utilizaremos los cuatro métodos que se presentan en la tabla|3.1} Elegimos estos
cuatro métodos porque son rigidamente precisos y tienen buenas propiedades de orden.

También utilizaremos métodos que no serdn rigidamente precisos. En particular, los
métodos que aparecen en la tabla

Seran necesarias imponer algunas condiciones sobre los métodos del cuadro [3.2] Los

meétodos (a) y (b) son A-estable siempre que > 1/4. Para ambos métodos, si tomamos

27
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Tabla 3.1: Métodos Runge-Kutta rigidamente precisos

5
12
3
1

3

1

1
2
1
2
1
2

Radau ITA de 2 etapas Lobato IIIC de 2 etapas
1—6 88—7v6 296—169v6  —2+3v6 ol 1 _1 1
360 360 1800 225 6 3 6
446 | 296+169v6 88+7v6 —2-36 11 5 _1
360 1800 360 225 216 12 12
1 16—v6 16+v6 1 111 2 1
36 36 9 6 3 6
16—v6 16+v6 1 12 1
36 36 9 6 3 6
Radau IIIA de 3 etapas Lobato IIIC de 3 etapas

z =1+ g, tendremos mejores condiciones de estabilidad. Por esta razon utilizaremos
ambos métodos con dos valores de x diferentes para poder observar las diferencias. Para
el método (d) tenemos que tomar como valor de z una de las raices del polinomio 2% —
3/2x? + /2 — 1/24. Estas raices son, aproximadamente, x; = 1,05868, xo = 0,30254
v x3 = 0,12889. Puesto que la primera de estas raices aporta mejores propiedades de

estabilidad, sera la raiz que usemos.

Utilizaremos estos métodos en concreto puesto que tienen 6rdenes altos. Como vimos
en la seccion [1.3.2] no vamos a profundizar en la obtencion de los érdenes de cada método
Runge-Kutta por lo que solo los mencionaremos. Estos métodos y sus propiedades se
obtuvieron de la referencia [10]. En la tabla se pueden ver un listado con los érdenes

de cada método.

A lo largo de este capitulo realizaremos aproximaciones de funciones cuya expresion
exacta serd conocida. Por este motivo seremos capaces de calcular el error exacto de las
aproximaciones realizadas. Se daran los datos del error infinito de la aproximacion, es decir,
tomaremos el valor del error de aproximaciéon de un método como el maximo de los errores

de aproximacién en cada nodo de discretizaciéon del problema.

Cuando utilizamos el método de cuadratura de convolucién, descrito en este trabajo,
tenemos tres pardmetros involucrados en la discretizacion del problema (h,L,R) como vi-

mos en la formula (2.35)). Los parametros L y R tinicamente intervienen en el calculo de los
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Tabla 3.2: Métodos Runge-Kutta no rigidamente precisos

l—z|1—2x

1—=x

=8 O
—_
| 8 O

(a)Pareschi y Russo de 2 etapas (b)Diagonalmente Implicito de 2 etapas

x T 0

3+ % 3+ % 0 1] 1
51 5—= T 0

L_¥3 | _v3 1, V3 2 | 2
2 6 13 2 i 6 1—2z 2z 1—4x x
‘ 2 2 ‘ 1 3(1—2x)%—1 1

6(1—22)2 31202  6(1-22)2
(c)Crouzeix de 2 etapas (d)Ngrsett de 3 etapas

coeficientes W( f ). Como esta aproximacion tiene un orden exponencial, asintoticamente
no influird en el orden del método de cuadratura de convolucion. Por este motivo toma-
remos para las aproximaciénes de este capitulo valores de R y L suficientemente grandes
(generalmente L = 2000 y R = 0,99) como para que no interfieran en las estimaciones del

orden del método en comparaciéon con el parametro h.

Observacion 3.1. En el caso de los métodos no rigidamente precisos, el pardmetro R
deberd variar dependiendo del método utilizado, como vimos en la observacion [2.16] Por
este motivo tomaremos para estos casos € = 0,01 como pardmetro, de modo que R =

min{l — €, | 2| — €}
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Tabla 3.3: Ordendes de los métodos Runge-Kutta
Método Runge-Kutta | Orden

Euler Implicito

Radau ITA de 2 etapas
Radau ITA de 3 etapas
Lobato IIIC de 2 etapas
Lobato IIIC de 3 etapas
Pareschi y Russo de 2 etapas

Diagonalmente Implicito de 2 etapas

Crouzeix de 2 etapas

WD N Ot W

Ngrsett de 3 etapas

3.2. Test Académico

3.2.1. Funcién Escaléon

Comenzaremos aplicando el método a un problema que tiene bastante interés en el
ambito de resolucién de ecuaciones de ondas en tres dimensiones en régimen transitorio
v con métodos integrales. Este ambito precisa que se utilicen métodos A-estables, por lo
que es uno de los campos en los que buscaremos utilizar integradores de tipo Runge-Kutta
sobre integradores lineales multipaso para una mejor aproximacién. Este estudio puede ver
con més detalle en [4].

Resolveremos el problema:

t Osit<1
o0(t—1)*g(t) :/0 0t —71—1)g(r)dr = { Leit>1 (3.1)
donde g(t) es la funcién constante igual a 1 y 6(t — 1) es la Delta de Dirac. Conocemos
la funcién que se obtiene al resolver esta integral de convolucién por lo que podremos
comprobar si el método funciona con los diferentes métodos Runge-Kutta que utilizaremos.

La transformada de Laplace de (¢t — 1) es la funcion f(s) = e~*. Por lo tanto podemos
aproximar la solucién del problema con el método de cuadratura de convoluciéon
utilizando esta funcién como dato.

Resolveremos este problema utilizando diferentes métodos Runge-Kutta. Comenzare-
mos utilizando métodos rigidamente precisos. En primer lugar mostraremos los resultados
con el método de Euler Implicito. También utilizaremos otros métodos rigidamente precisos
como los del cuadro
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Podemos utilizar métodos que no sean rigidamente precisos. Para el uso de estos, nece-
sitaremos utilizar la modificacion del método que vimos en la seccion Esto implica que
la velocidad de célculo del método se vera disminuida, asi como que los resultados seran

menos precisos pues estaremos introduciendo més aproximaciones.

Aplicando los meétodos al problema ({3.1)) podremos calcular las aproximaciones que rea-
lizan los diferentes métodos. Comenzando por Euler implicito, podemos ver los resultados

utilizando diferentes pardmetros de discretizacion en la figura [3.1

Figura 3.1: Resultado aplicando el método de Fuler Implicito

Euler i
12 T T

h=2/100
h=2/200
h=2/400
h=2/2000

0.8

06 F
041 Ji B

021

02 L L L L L L L L L

En la figura se encuentran los resultados asociados a los métodos del cuadro
Podemos observar las diferencias entre los cuatro métodos considerados. Para todos ellos
la aproximacién es bastante precisa, aunque existen diferencias entre cada método. Para
otros problemas que consideraremos podremos ver como estas diferencias se hacen mas

notables.

Con los métodos no rigidamente precisos del cuadro [3.2] obtenemos los resultados de la
figura

Atendiendo a los resultados de las figuras[3.1]y 3.2] podemos observar como los métodos
rigidamente precisos aportan unas soluciones més exactas, en general, que los metodos
que no son rigidamente precisos. Ademas el método para los no rigidamente precisos es
computacionalmente mas costoso.

Fijandonos en casos particulares, en la figura [3.2] en las dos graficas del método de
dos etapas de Pareschi y Russo, podemos observar como nos encontramos con oscilaciones
bastante grandes cuando tomamos x = 0,3. Esto podria ser debido a que este método es
A-estable si x > 0,25 y nos encontramos cerca de ese punto. El método de cuadratura de

convolucién funciona, pero es menos preciso que en otros casos, como podemos ver en el
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Figura 3.2: Resultado utilizando métodos rigidamente precisos

2-stage Radau lIA 2-stage Lobatto llIC

1.2 12
h=2/100 h=2/100
] h=2/200 (A 1F h=2/200 —
h=2/400 I h=2/400 1
h=2/2000 I h=2/2000
I 08¢ I/
os ‘: 1
\‘ 06 ‘
0.6 | T i
0.4 /’
04 | fl
02t If
| |
0.2 | 4
‘ o=
|
0 w1 1 02t
0.2 0.4
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

1.2 12
h=2/100 h=2/100
> h=2/200 Ik, il h=2/200
h=2/400 i h=2/400
h=2/2000 | h=2/2000
0.8 \ 1 08
0.6 1 0.6
0.4 1 04l
0.2 1 02} /
I I
0 | 0 )
02 . . . . . . . . . 02
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

caso en el que x =1+ g con el mismo método Runge-Kutta.

3.2.2. Polinomios

Realizaremos ahora otro test académico en el que la solucién del problema sea una

funcién polinémica. Afrontaremos el problema:
t
t2 %12t = / 127(t — 7)2dr = (3.2)
0

En efecto, t* es la solucién de esta integral de convolucién pues por el teorema de
convolucién tenemos que la Transformada de Laplace de una convolucién es el producto de
las Transformadas de sus factores y como la transformada de ¢" es Lt"(s) = S,’f%, podemos

ver:

212 A4l
2 2 4

Por lo tanto, tomando como g(t) = 12t y como f(s) = S%, podemos resolver la integral
de convolucion (3.2) con el método. Como conocemos el resultado exacto podremos realizar

un estudio del error de aproximacién del método. El las tablas podemos ver los
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errores de aproximacién de los métodos rigidamente precisos para el problema. Puesto que
es necesario tomar limites en el dominio de deficiéon del problema, lo consideramos definido
en [0, 3].

Tabla 3.4: Error, Euler Implicito, ec. polinémica

h = 3/100

h = 3/200

h = 3/400

h = 3/1000

h = 3/2000

Orden Aprox.

4,9500¢ + 00

2,4524e + 00

1,2206¢ + 00

4,8689¢ — 01

2,4320e — 01

1,0055

Tabla 3.5: Error, Radau ITA de 2 etapas, ec. polinomica

h = 3/100

h = 3/200

h = 3,/400

h = 3/1000

h = 3/2000

Orden Aprox.

3,4754e — 04

9,3393e — 05

2,5393e — 05

4,9489%¢ — 06

4,3653¢ — 05

1,8474

Tabla 3.6: Error, Radau ITA de 3 etapas, ec. polinémica

h = 3/100

h = 3/200

h = 3/400

h = 3/1000

h = 3/2000

Orden Aprox.

3,7454e — 04

9,6768¢ — 05

2,56815e — 05

4,9759¢ — 06

4,3688e — 05

1,8767

Podemos ver que, dependiendo del método Runge-Kutta que utilicemos, el error del
método de cuadratura de convolucién varia. Para los métodos Radau ITA podemos ver
que las aproximaciones con un paso de h = 3/1000 son méas exactas que con un paso de
h = 3/2000. Una de las posibles razones de esto es que el error de aproximacion del método
es menor que el error de aproximacién de la maquina al realizar las operaciones, pues en
alguno de los célculos internos del método los valores se podrian estar acercando al error
de la maquina.

En cuanto al orden de convergencia de los métodos podemos ver como como el método
de Euler Implicito da un orden de aproximadamente 1, como seria de esperar por el orden
del método Runge-Kutta. En general, para el resto de métodos el orden es mayor que 1 ya
que estamos utilizando métodos Runge-Kutta con érdenes més altos.

En las tablas podemos ver los resultados de la resoluciéon del mismo problema,
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Tabla 3.7: Error, Lobatto IIIC de 2 etapas, ec. polindémica,

h=3/100 | h=3/200| h=3/400| h=3/1000| h=3/2000 | Orden Aprox.

3,2268e — 02 | 8,0336e — 03 | 2,0030e — 03 | 3,1927¢ — 04 | 1,1095¢ — 04 1,9172

Tabla 3.8: Error, Lobatto IIIC de 3 etapas, ec. polin6mica

h=3/100 | h=3/200| h=3/400| h=3/1000| h=3/2000 | Orden Aprox.

4,0233e — 01 | 1,9958e — 01 | 9,9397¢ — 02 | 3,9664e — 02 | 1,9791e — 02 1,0051

utilizando métodos no rigidamente precisos. Podemos observar una disparidad entre los
errores de aproximacion de los diferentes métodos. Asi como para algunos métodos, como
el método de Crouzeix, tienen errores similares a los de los métodos rigidamente precisos.
Por otro lado, algunos métodos, como el método diagonal implicito con = = 1 + v/2/2,
resultan en unas aproximaciones con errores muy altos.

Cada método serd més o menos preciso en funcién del problema que vayamos a aproxi-
mar. En general, los métodos rigidamente precisos tendran errores menores que los métodos
no rigidamente precisos. Aunque puede que para casos particulares, algin método no ri-
gidamente preciso pueda dar resultados més exactos que un método rigidamente preciso
especifico.

Para el resto de las aplicaciones que afrontaremos en este capitulo, nos centraremos
en los métodos Runge-Kutta rigidamente precisos tnicamente. De este modo, tendremos,
en general, errores de aproximacion menores. Ademas, no tendremos que preocuparnos
sobre las condiciones necesarias que necesitamos para el uso del método de cuadratura de

convolucién en el caso no rigidamente preciso.
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Tabla 3.9: Error, Pareschi y Russo de 2 etapas con 2 = 1 + 1/2/2, ec. polinémica,

h = 3/100

h = 3/200

h = 3/400

h = 3/1000

h = 3/2000

Orden Aprox.

2,7494e — 01

6,7700e — 02

1,6795¢ — 02

2,6739% — 03

6,9336¢e — 04

1,9993

Tabla 3.10: Error, Pareschi y Russo de 2 etapas con x = 0,3, ec. polinémica

h = 3/100

h = 3/200

h = 3/400

h = 3/1000

h = 3/2000

Orden Aprox.

8,7907e — 03

2,2018¢ — 03

9,5219e — 04

8,9208¢e — 05

3,6842¢ — 05

1,8626

Figura 3.3: Resultados aplicando métodos no rigidamente precisos.
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Tabla 3.11: Error, Diagonalmente Implicito de 2 etapas con x =1 + V2 /2, ec. polinémica

h = 3/100

h = 3/200

h = 3/400

h = 3/1000

h = 3/2000

Orden Aprox.

8,5019¢e + 00

4,1996¢e + 00

2,0869¢ — 00

8,3170e — 01

4,1531e — 01

1,0073

Tabla 3.12: Error, Diagonalmente Implicito de 2 etapas con x = 0,8 , ec. polin6émica

h = 3/100

h = 3/200

h = 3/400

h = 3/1000

h = 3/2000

Orden Aprox.

3,9496¢ + 00

1,9594e + 00

9,7584e — 01

3,8941e — 01

1,9453¢ — 01

1,0047

Tabla 3.13: Error, Crouzeix de 2 etapas, ec. polinémica

h = 3/100

h = 3/200

h = 3/400

h = 3/1000

h = 3/2000

Orden Aprox.

2,0001e — 04

7,4952e — 05

2,3088e — 05

4,8014e — 06

4,3684e — 05

1,6306

Tabla 3.14: Error, Ngrsett de 3 etapas, ec. polinémica

h = 3/100

h = 3/200

h = 3/400

h = 3/1000

h = 3/2000

Orden Aprox.

3,7430e — 04

9,6708e — 05

2,5800e — 05

4,9735e — 06

4,3664e — 05

1,8766
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3.3. EDOs Lineales

En esta seccion afrontaremos la resolucion numeérica de ecuaciones diferenciales ordi-

narias lineales no homogéneas. Es decir, ecuaciones del tipo:
2 (t) 4 an_12" V(@) + - + a12' () + aoz(t) = g(t) (3.3)

La solucion de este tipo de ecuaciones, en el caso en el que g(t) = 0, se puede obtener anali-
ticamente. Pero en el momento en el que se introduce una funcién g(¢) no nula, la solucion
de la EDO se puede volver complicada y puede no ser posible obtener analiticamente.

Buscaremos transformar la resolucién de un problema de Cauchy en un problema que
podamos resolver utilizando integrales de convolucién. Comenzaremos desarrollando el mé-
todo para EDOs de orden 1, resolviendo algun ejemplo particular, y finalmente desarrolla-
remos el método para EDOs de orden n.

Esta aplicacién del método de integrales de convolucién viene inspirada por la misma

aplicacion que se realiza en el trabajo [3].

3.3.1. EDOs de Primer Orden

Afrontaremos la resolucion numeérica de EDOs lineales de primer orden no homogéneas.
Particularizando en la expresion (3.3) para n = 1 e introduciendo una condicion inicial,

obtenemos la expresion general de los problemas de Cauchy con los que vamos a trabajar:

{w@+m@:mw

o(0) — ot (3.4)

Introducimos la condicién inicial £(0) = 0 para obtener el problema de Cauchy .
Con esta condicion inicial estamos restringiendo este estudio a dnicamente un problema
de Cauchy particular. Esto no es ningiin inconveniente, ya que, las diferentes soluciones de
una EDO lineal no homogénea son de la forma: z,(t) + x(t) donde z,(t) es una soluciéon
particular de la EDO no homogénea y z(t) es una soluciéon de la EDO homogénea, que
son faciles de calcular. De este modo tomando la solucién de la EDO homogénea xj(t) tal

que z1(0) = x¢ y sumandosela a la solucion obtenida para (3.5)) obtendremos la solucion

de nuestro problema ({3.4)).
' (t) + ax(t) = g(t
(6)+az(t) = g(0) 55
z(0)=0
Para resolver este problema particular, introducimos el siguiente problema dependiente de

un parametro k que consideraremos real positivo (k € [0, 00)):

{ GLtk) +af(tik) =06(t— k)

f(0;k) =0 30
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De este modo podemos ver que si definimos Z(¢) como:

- /0 " F(t: K)g(k)dk (3.7)

podemos comprobar como Z(t) es, en efecto, la solucion del problema (3.5]).
-~ . > [df
7 (t) + ai(t) = o (B R) +af(t:k) ) g(k)dk = 5 t—k)g(t)dk = g(t)
0

0= [ s

Por tanto, por unicidad de solucién, Z(t) es la tnica solucion del problema de Cauchy
. Una vez tenemos esto, solo es necesario calcular la solucién del problema . Para
esto debemos darnos cuenta que §(t — k) = 0 para todo k € RT k # t. Con lo que, para
cada k € RT, en los intervalos (0,k) y (k,00), f(t; k) es solucion de la EDO homogénea.
Conocemos las soluciones de la EDO homogénea, son de la forma ce™ con ¢ € R. Por

tanto conocemos la expresion de la funcion f(¢; k):

7at .
cie site (0,k
[t k) = ot (0:K)
ce” ™ sit e (k,o00)

Puesto que tenemos como condiciéon inicial del problema , f(0;k) = 0, entonces pode-
mos asegurar que ¢; = 0. Por otro lado, para que se verifique el problema , tiene que
cumplirse que:

lm f(t; k) — hm f(t; k) =

t—k

Observacion 3.2. En efecto, como la funcidn 6(t—k) podemos entenderla como la derivada
de la funcion heavyside H(t — k) definida como 1 sit >k y 0 sit < k, entonces la funcion
f(t; k), fijando k, tiene que tener un salto de longitud 1 ent = k, es decir, lim;_,.+ f(t; k) —
lim,_,;,— f(t;k) = 1. De este modo en todo punto tal que t # k la funcion f(t;k) serd la
solucion de la EDO homogénea y en el punto t = k tendremos que %(k;k) = 0(k — k),
verificando la ecuacion de para todos los puntos.

con lo que podemos calcular el valor de co:

—ak _ 1
cg = ek

De este modo podemos expresar la funcion f(t; k) como:

ftik) = F(t—k) = H(t — k)e "=~
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donde H(t — k) es la funciéon que toma el valor de 0 si ¢t < k y toma el valor de 1 si ¢t > k.
De este modo introduciendo esta expresion en la integral de (3.7) podemos obtener una

formula con la que poder calcular la soluciéon del ploblema de Cauchy ({3.5)).
3= [ feRgkab= [ F(E- Bgk)dk
0 0
¢
— [ Pt - Rk = [F gt

0
Por lo que podemos calcular la solucién buscada, calculando la convolucién de las funciones

@ va que

Fy g. La funciéon F(t) = H(t)e™* podemos considerarla como si fuese F' = e~
todas las funciones con las que estamos trabajando durante el trabajo estamos suponiendo
que estan definidas inicamente sobre RT. Por lo tanto, conocemos su Transformada de
Laplace F (s) = H% puesto que es la transfromada de la funcion exponencial.

De este modo hemos reducido el calculo de la solucién del problema de Cauchy
al célculo de una integral de convolucién.

Veamos ahora los resultados de aplicar este método a la resolucién de un ejemplo

concreto. Consideremos la siguiente EDO lineal de primer orden no homogénea:

{ @/ (t) + 3x(t) = cos(t) — sin(t) (3.8)
x(0) =3

3t es solucion

Calculando analiticamente la soluciéon del problema podemos ver que e~
de la EDO homogénea y que (—2sin(t) + 4cos(t))/10 es una solucion particular de la
EDO no homogénea. Por lo tanto, las soluciones de la EDO no homogénea son del tipo
(—2sin(t) + 4cos(t))/10 + Ce™3! con C € R. Entonces particularizando para la condicién
inicial £(0) = 3 tenemos que z(t) = (—2sin(t) + 4 cos(t) + 26e3!) /10 es la solucién exacta
del problema de valor inicial .

Para aproximar la solucién de este problema, primero buscamos la solucion de la EDO
homogénea que cumple la condicién inicial z(0) = 3, esta es x(t) = 3e~3. Después cal-
culamos la solucién aproximada de la EDO no homogénea con condicion inicial 2(0) = 0

realizando la convolucién explicada anteriormente y finalmente sumamos las dos funciones

para obtener la solucion de nuestro problema de Cauchy (3.8).

Tabla 3.15: Error, Euler implicito, EDO lineal orden 1

h =4/100 h = 4/200 h=4/400 | h=4/1000 | h =4/2000 | Orden Aprox.

9,8804e — 03 | 5,0498¢ — 03 | 2,5534e — 03 | 1,0285¢ — 03 | 2,4194e — 03 0,9831
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Tabla 3.16: Error, Radau [TA de 2 etapas, EDO lineal orden 1
h =4/100 h =4/200 h=4/400 | h=4/1000 | h =4/2000 | Orden Aprox.
3,6503e — 06 | 4,6305e — 07 | 5,8337e¢ — 08 | 5,9370e — 09 | 2,4351e — 03 2,7976
Tabla 3.17: Error, Radau [TA de 3 etapas, EDO lineal orden 1
h =4/100 h =4/200 h=4/400 | h=4/1000 | h=4/2000 | Orden Aprox.
4,8580e — 10 | 1,5331e — 11 | 2,1276e — 12 | 5,50943 — 09 | 2,4346e — 03 3,9175

En las tablas podemos ver los errores de aproximacién de la solucién del
problema , en el intervalo [0, 4], utilizando el método desarrollado en esta seccion. Se
muestran los resultados utilizando los cuatro métodos Runge-Kutta rigidamente precisos
de la tabla [3.1] y Euler implicito.

Podemos observar como el error disminuye a medida que tomamos un pardmetro de
discretizacién menor hasta que llegamos a un punto donde los errores de aproximacién
aumentan de nuevo. Esto podria ser debido a que los errores de las operaciones realizadas
por el ordenador podrian ser mayores que el error de aproximacién del método, por lo que
el error total aumenta en lugar de disminuir.

En este caso, en mayor grado que en la seccién anterior, podemos ver como el orden
del método aumenta bastante a medida que lo hace el orden del integrador Runge-Kutta

que utilicemos. Esto altimo se ve, sobre todo, en los métodos Radau IIA.

3.3.2. EDOs de orden n

Afrontaremos ahora el problema de Cauchy asociado con la EDO lineal de orden n
no homogénea (3.3). Introduciendo condiciones iniciales podemos obtener el problema de

Cauchy que trataremos de resolver:

2 (t) 4 an 12" V() + - + a1/ (t) + apx(t) = g(t)
z(0) = xo
2'(0) = a1 (3.9)

2" V(0) =z,

Como en el caso de orden 1, resolveremos el problema de Cauchy para la EDO no homo-
génea con las condiciones inicales iguales a 0. Del mismo modo que en el caso anterior,
podremos obtener facilmente una solucién de la EDO homogénea que cumpla las condicio-
nes iniciales de y sumadrsela a la solucién del problema con condiciones iniciales nulas

para obtener la solucién del problema con condiciones iniciales no nulas.
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Tabla 3.18: Error, Lobatto IIIC de 2 etapas, EDO lineal orden 1

h =4/100 h =4/200 h=4/400 | h=4/1000 | h =4/2000 | Orden Aprox.
4,0061e — 04 | 1,0440e — 04 | 2,6656e¢ — 05 | 4,3196e — 06 | 2,4349¢ — 03 1,9682
Tabla 3.19: Error, Lobatto IIIC de 3 etapas, EDO lineal orden 1
h =4/100 h =4/200 h=4/400 | h=4/1000 | h =4/2000 | Orden Aprox.
9,1414e — 04 | 4,5556e — 04 | 2,2742e — 04 | 9,0873e — 05 | 1,0264e — 04 1,0025
Resolveremos entonces el problema de valor inicial:
2 (t) 4 an_12" V) + - - + a1/ (t) + apx(t) = g(t)
z(0)=0
z'(0) =0 (3.10)
2" D(0) =0
para ello introduciremos el problema dependiente del parametro k € R*:
n n—1
CLE k) + a1 St (k) + -+ a1 S (G k) + aof (k) = 8(t — k)
f(0;k) =0
adf (0. 1) —
4L0;k) = 0 (3.11)
n—1
=Lk =0
Analogamente al caso de orden 1, podemos definir la funcién Z(t)
(1) = / F(t: k) g (k) dk (3.12)
0

de modo que serd la unica solucion del problema de Cauchy (3.10]). En efecto podemos ver

Ccomo
PV () 4 an1 3V () + -+ e @ (8) + apE(t) =

oo/ qn drn—1 d
/0 (dt’{(t; k) + an_1wj(t; k)4 -+ aldf{(t; k) +aof(t; k)) g(k)dk =

o
| st~ mgtrar = g0
0
y por tanto Z(t) es la solucion de (3.10]). Por tanto, debemos tnicamente calcular la solucién

del problema (3.11). Para ello consideramos los intervalos, para cada k € R*, (0,k) y

(k,00), donde f(t; k) es una de las soluciones de la EDO homogénea. Puesto que el conjunto
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de soluciones de una EDO lineal homogénea es un espacio vectorial de dimension el orden
del la EDO, existird una base de funciones de ese espacio vectorial {g1, - , gn }. Por tanto la
funcion f(t; k) serd una combinacién lineal de estas funciones en cada uno de los intervalos

que estamos considerando, es decir:

f(t' k) = 1191 <t) +o Tt Cl,ngn(t) site (07 k)
7 2,191 (t)+---+ cz,ngn(t) site (k,00)

Observacion 3.3. En general, la base de soluciones {g1,--- , gn}, llamado sistema funda-
mental de soluciones, es ficil de calcular. Tomamos el polinomio ™ + ap_12" 4+ - +
a1x + ag, llamado el polinomio caracteristico de la EDO. Si este polinomio tiene n rai-

At
)

ces distintas A1, -+, \p entonces el conjunto de funciones {e -, eMt serd un sistema

fundamental de soluciones de la EDO.

Puesto que estamos resolviendo un problema de Cauchy con condiciones iniciales nulas,
la Ginica, combinaci6n lineal de las funciones que forman la base del espacio de soluciones
que satisface estas condiciones iniciales es la que tiene todos los coeficientes nulos c11 =
-+ =c1,, = 0. Por tanto solo necesitamos calcular los coeficentes cp 1, -, c2,, para tener
completamente definida la funcion f(t; k). Para que se cumpla la igualdad del problema
deben satisfacerse las siguientes igualdades:

1i t: k) — 1 t:k)=0
i SR =l 160
df df

Iim —(¢;k) — lim —(t; k) =0
oyt dt( k) ol dt( k)
(3.13)
dn—2f dn—2f
m ——= (¢ k) — If k) =
pok dtn—2 (t: ) oo dtn=2 (k) =0
dnflf dnflf
lim ——%(t;k) — I k) =1
A gt (0) = lim gy (66)

Observacion 3.4. Andlogamente al caso de primer orden, como vimos en la observacion
es necesario que la (n-1)-ésima derivada con respecto a t de la funcion f(t : k) tenga
un salto de longitud 1 para que se cumpla la ecuacion del problema . Esto se debe a
que la funcion 6(t — k) es la derivada de la funcion salto en el punto k. Ademds de esto,
las derivadas anteriores de f(t;k) deben ser continuas para que f(t;k) sea solucion del

problema.

De las expresiones de (3.13), particularizando para la expresion de la funcion f(t; k)

que conocemos, llegamos al siguiente sistema de ecuaciones que nos permitira obtener los
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coeficientes que nos faltan:

c2,191(k) + -+ cangn(k) =0
2,191 (k) + -+ cang (k) =0
: (3.14)

a1g" (k) + - + cangh D (k) =0
02,19?_1)(@ +--+ CQ,ngZ_l)(k) 1

Observacion 3.5. Para resolver el sistema de ecuaciones introduciremos el wrons-

kiano. Definimos el wronsquiano de las funciones f1, -+, fn como
fi(t) fn(t)
W(f1,- 5 fa)(t) = f{.(t) h®
A0 e 1
de este modo podemos expresar, utilizando el método de Cramer, los coeficientes ca 1, -+ ,Can

en funcion de wronskianos. Durante el método de Cramer introducimos el vector de tér-
minos independientes del sistema sustituyendo la columna correspondiente de la matriz de
coeficientes del sistema. Puesto que el vector de términos independientes tiene todas sus
componentes nulas menos la dltima, podemos reducir el determinante que obtenemos. De

este modo, llegamos a la expresion:

- FW(f1, -, fim1, fixr, 5 fu) (k)
: W(fi,-, fn) (k)

donde tomamos el signo + o - en funcion de la posicion que ocupa el 1 del vector de

términos independientes en el determinante resultante de la sustitucion de la columna 1 de

la matriz de coeficientes por el vector de lados derechos del sistema.

Este sistema de ecuaciones tiene solucién tunica, ya que la funciones g1, -, g, son
linealmente independientes. Por tanto tenemos perfectamente definida la funcion f(t; k).
Debido que, fijado k € RT, en el intervalo (0, k) la funcion f(¢; k) es nula, podemos sim-

plificar la expresion de Z(t):

#(t) = /0 " g(k)dk = /O £(t: kg (k) dk

Veamos ahora que existe una funcion F(¢) tal que f(t;k) = F(t — k). En efecto podemos
comprobar, a partir de la ecuacion del problema (3.11)), que para todo t € R* y ki, ko € RT
tal que ko > kq:
darf
@(t + (kg — k1)sk2) + - +aof(t + (k2 — k1); ko) = 0(t + (k2 — k1) — ko) =
darf

=0(t — k1) = w(t;lﬁ) + -4 aof(t; k1)
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Por lo tanto tenemos que existe una funcion F'(t) tal que f(t;k) = F(t — k). Con lo cual

podemos introducir esta nueva funcién en la expresion (77?):

0= [ ' F (kg (k)ak = / CF(t - K)g(k)dk = [F # g)(t)

Finalmente hemos conseguido expresar la solucion del problema de Cauchy (3.10) mediante
una integral del convoluciéon. Para obtener la Transformada de Laplace de la funcion F'(t)
utilizaremos la ecuacion del problema (3.11)) y la relacion de F(t) = f(¢;0). De este modo,

por las propiedades de la transformada de Laplace llegamos a la expresion:
(5" +an_15" L+ +ag)F(s) =1

donde F'(s) es la transformada de Laplace de la funcién F(t). De esta relacion obtenemos
F(s) = 1/(s" + an_15""' + -+ + ag), con lo que podremos utilizar el método de cuadra-
tura de convolucién para resolver la EDO no homogénea con condiciones iniciales nulas
puediendo de esa forma obtener la solucién del problema de Cauchy con condiciones
iniciales no homogéneas a partir de esta solucién como se explicd anteriormente.
Resolveremos ahora un problema de Cauchy de orden mayor que 1 con este método.

Consideremos el siguiente problema de Cauchy:

Y (t) + 52" (t) + 52" (t) — 52’ (t) — 6 = 10 (sin(t) — cos(t) — 2sin(2t) — 10 cos(2t))
(0) =1

'(0) =4

"(0) = -1

"(0) = —16

8

8 8 8

(3.15)
La solucion exacta de este problema es x(t) = cos(t) 42 sin(2t). Para aproximar la solucion
con el método de cuadratura de convolucién, primero buscaremos una solucion de la EDO

homogénea que cumpla las condiciones iniciales del problema (3.15)).

1
'(0) =4 (3.16)

Para ello calcularemos una base de soluciones de la EDO homogénea. El polinomio ca-

racteristico del problema es A\* + 5A3 4+ 5A% — 5\ — 6 que tiene como raices 1, —1, —2, —3.

Por tanto {ef,e~ e2! e73!} es una base del espacio de soluciones de la EDO homogénea.
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Por lo que la solucién del problema (3.16]) serd de la forma cie! + cae™" + cge ™2 + cpe ™3t

Podemos obtener los coeficientes resolviendo el sistema:

cir+cot+ce3s+ces=1

1 —Cc—2c3—3c4 =4
c1+co+4e3+9¢cqy = —1
€1 —co —8cg — 27cy = —16

La solucion de este sistema es ¢; = 3,5/3 , ca = 16,5/3 , ¢c3 = —26/3 , ¢4 = 3. De modo que
2 (t) = 3(3,5€’ +16,5e " —26e % +9e~3") es la solucion del problema (3.16)). De este modo
calculando la conovoluciéon de la funcion f(t), cuya Transformada de Laplace es f (s) =
1/(s* + 55> 4+ 552 — 5s — 6), y la funcion g(t) = 10 (sin(t) — cos(t) — 2sin(2t) — 10 cos(2t))
que es el lado derecho del problema , y suméandole la solucion zp,(t) obtendremos la
aproximacion de la soluciéon del problema .

Tabla 3.20: Error, Euler Implicito, EDO lineal orden n

h = 3/200

h = 3/400

h = 3/800

h = 3/1200

h = 3/2000

Orden Aprox.

2,2027¢ + 01

2,4592¢ — 01

5,1112e — 02

3,3975e — 02

2,0292e — 02

1,5433

Tabla 3.21: Error,Radau ITA de 2 etapas, EDO lineal orden n

h = 3/200

h = 3/400

h = 3/800

h = 3/1200

h = 3/2000

Orden Aprox.

2,1953¢ + 01

8,1560e — 04

8,6426e — 08

7,0682¢ — 08

3,8161e — 05

4,7724

Tabla 3.22: Error, Radau IIA de 3 etapas, EDO lineal orden n

h = 3/200

h = 3/400

h = 3/800

h = 3/1200

h = 3/2000

Orden Aprox.

2,1953e + 01

1,3456e — 01

7,3973¢ — 05

6,0176 — 06

1,2398¢ — 04

4,7728

En las tablas [3.2013.24] podemos ver los errores de aproximacion del problema ((3.15))

en el intervalo [0, 3]. Podemos observar como, aun tomando parametros de discretizacion
menores que en el caso de orden 1, para los primeros parametros de discretizacion el méto-
do no tiene buenas aproximaciones y después el error se reduce a medida que reducimos el
pardmetro de discretizacién, hasta un punto donde los errores de aproximacién aumentan.

Como comentamos en el caso anterior, esto podria deberse a que estemos realizando ope-
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Tabla 3.23: Error, Lobatto IIIC de 2 etapas, EDO lineal orden n

h = 3/200

h = 3/400

h = 3/800

h = 3/1200

h = 3/2000

Orden Aprox.

2,1953e + 01

1,3371e — 01

1,3326e — 04

8,6041e — 05

1,4348e — 04

4,2789

Ta

bla 3.24: Error, Lobatto IIIC de 3 etapas, EDO lineal orden

n

h = 3/200

h = 3/400

h = 3/800

h = 3/1200

h = 3/2000

Orden Aprox.

2,1958e + 01

4,6024e — 02

2,2570e — 02

1,5040e — 02

9,0575e — 03

1,8567

raciones con nimeros muy pequenos y por lo tanto el error de las operaciones realizadas

por el ordenador se vuelven mayores en comparacion con el error del método.
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3.4. Ecuaciones Integrales

En esta seccion afrontaremos la resolucion de ecuaciones que involucran integrales de

convolucién. Veremos un método para resolver ecuaciones del tipo:

Fxal(t) = /0 £t~ )g(r)dr = y(t) (3.17)

En esta ecuacion, en diferencia al problema que tratamos en el segundo capitulo, conocemos
la. Transformada de Laplace f(s) de la funcién f(¢) y la funcién y(t) resultado de la
convolucion de las funciones f y g. La incognita del problema es la funcion g(t).

Buscaremos resolver este problema utilizando una formula similar a la formula (2.35]).

Ynt1 = bT AT W (o
k=0

pues podemos calcular los coeficientes W, ( f ) a partir de la funcion f (s) y conocemos la
funcion y(t) por tanto, resolviendo sistemas de ecuaciones, podriamos obtener los vectores
gn- El problema es que, puesto que los vectores g, tienen méas de una componente, el sistema
que obtenemos es indeterminado, pues tenemos més incégnitas que ecuaciones. Esto se
debe a que tomamos como incognitas los valores de g(t) en los nodos de discretizacion y
en los puntos intermedios que utilizamos en las etapas del metodo Runge-Kutta y que solo
tomamos como datos los valores de la funcion y(t) en los nodos de discretizacion.

Para solucionar este problema utilizaremos més puntos en los que evaluar la funcién
y(t) de modo que obtengamos tantas ecuaciones como incognitas del sistema de ecuaciones
anterior. De este modo conseguiremos una formula similar a la anterior pero seré un sistema
de ecuaciones con el mismo niimero de ecuaciones que de incognitas.

Comenzaremos tomando Y,, € R™ para cada n € N, con un parametro de discretizacion
h fijado, como el vector que contiene las evaluaciones de la funcién y(t), yni, -, Yn,m ,en
los tiempos t, + ¢;h con i € {1,--- ;m}.

Buscaremos que las componentes del vector X,, definido en la seccion sean aproxi-
maciones de la solucién exacta de la EDO que estemos resolviendo en los tiempos t,, + ¢;h.
Para esto deberemos exigir al método Runge-Kutta que cumpla la condicién de fila, de-
finida en la seccién . Sean A; con i € {1,---,m} las filas de la matriz A. Entonces,
partiendo de las expresiones particularizas para la EDO que consideramos durante el de-
sarrollo del método de cuadratura de convolucion , podemos obtener las siguientes

expresiones:

A ATYX, = w0y + hA(s X + gn) = ny para todo i € {1,--- ,m}
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de este modo obtenemos una expresion andloga a la expresion (2.16)) para cada etapa del

método Runge-Kutta.

Observacion 3.6. En efecto, como A; es la i-ésima fila de la matriz A, A;A™1 es el vector
fila con un 1 en la t-ésima posicion y ceros en las demds. La fila A; hace el papel que hace
el vector b en el desarrollo del método en el sequndo capitulo. En efecto, si el método es

rigidamente preciso se cumple que bT = A,, y por tanto Tnm = Tn-

Utilizando la expresion (2.15) podemos llegar a:

o oo —1 ©o©
Z Tpi2" = A; AL <Z an"> = A;A7! (Aéz) — 3I> Z gnz"
n=0 n=0 n=0

Por tanto aproximando la expresion (2.5)) en los tiempos t, + ¢;h con i € {1,--- ,m}.

Llegamos a la expresién:
ctico

yn,i = — f(8)xn, ids
27i c—ioco
de donde, realizando una transformada Z e introduciendo la expresién anterior llegamos a
una expresion similar a la expresion (2.18)):
1 /c+ioo . ;) A( Z) -1
Yniz" f(s)A A — —sl gnds | 2"
S it =3 (o [ faat (4 n
Podemos realizar los mismos procedimientos que en las secciones y con el vector

fila. A; haciendo el papel del vector b’. De modo que llegamos a la expresion final:

iyn,izn _ AZ'A_l if (A(Z)> gnzn
n=0 n=0

De donde podemos obtener, agrupando cada componente del vector Y,, e introduciendo la

serie de potencias de la funcién f (%) una expresion similar a la expresion (2.35)):

Yo = Z Wfizl—k(f)gk
k=0 (3.18)

Wh

Relt i27m
( > C"dt siendo C = e'T
1=0

De este modo hemos obtenido un sistema de ecuaciones determinado con el que podre-
mos resolver la ecuacién integral planteada en el problema.

Se puede ver un desarrollo mas riguroso en el articulo [11].

Observacion 3.7. Para la resolucion numérica del sistema determinado por la expresion
(3.18), no serd necesario resolver un gran sistema de ecuaciones, sino que se puede resolver
un sistema mas pequefio en cada paso de tiempo, puesto que para calcular el los términos

del vector g, no son necesarios los vectores posteriores, gn41,Gn+2 - -
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3.4.1. Ejemplo

Nos centraremos ahora en un caso particular. Resolveremos la siguiente ecuacién inte-

gral:

exp(t) * z(t) = /0 e Tx(r)dr = sen(t) (3.19)

Cuya incognita z(t) es uno de los factores de la convolucién. Podemos resolver este proble-
ma analiticamente, puesto que estas funciones particulares nos lo permiten. Las Transfor-
madas de Laplace de las funciones seno y exponencial son conocidas, por lo tanto utilizando

el Teorema de Convoluciéon llegamos a:

Lleap(t) + (1)) = Liewp(O]Llo(0)] = —Lle(t)] = Llsin()] =
Le(t) = 555 = Llcos(t)] — Llsen(1)]

Por lo tanto la solucion exacta de la ecuacion (3.19) es z(t) = cos(t) — sen(t). Podemos
utilizar el método desarrollado en esta seccién para aproximar esta solucion. Utilizaremos
los métodos rigidamente precisos Radau IIA de 2 y 3 etapas, Lobatto ITIC de 2 etapas y

el método de Euler Implicito.

Tabla 3.25: Error, FEuler Implicito, ec. integral

h =1/200 h =1/400 h=1/800 | h=1/1200 | h=1/1600 | Orden Aprox.
5,0465e — 03 | 2,5013e — 03 | 1,2503e — 03 | 8,3345¢ — 04 | 6,2507e — 04 1,0038
Tabla 3.26: Error, Radau ITA de 2 etapas, ec. integral
h =1/200 h =1/400 h=1/800 | h=1/1200 | h=1/1600 | Orden Aprox.
4,9280e — 03 | 2,5018¢ — 03 | 1,2505e — 03 | 8,3358¢ — 04 | 6,2514e — 04 0,9939
Tabla 3.27: Error, Radau ITA de 3 etapas, ec. integral
h =1/200 h =1/400 h=1/800 | h=1/1200 | h=1/1600 | Orden Aprox.
5,1350e — 03 | 2,5039¢ — 03 | 1,2508e — 03 | 8,3371e — 04 | 6,2521e — 04 1,0111

En las tablas podemos ver los errores de aproximaciéon de cada uno de los

meétodos utilizados para resolver la ecuacién (3.19). Podemos observar como, independien-

temente del método, el orden de la aproximacion se encuentra en torno a 1. Puesto que
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Tabla 3.28: Error, Lobatto IIIC de 2 etapas, ec. integral

h = 1/200

h = 1/400

h = 1/800

h = 1/1200

h = 1/1600

Orden Aprox.

5,0041e — 03

2,5010e — 03

1,2503e — 03

8,3345e — 04

6,2507e — 04

1,0003

no hemos realizado el estudio de convergencia del método no podemos afirmar nada, pero

en vista de los resultados podriamos conjeturar que el método tiene orden 1 pues el orden

de las aproximaciones en las etapas intermedias de los métodos que estamos utilizando es

de orden 1. Por esta razén para obtener mayor orden quizad necesitdsemos métodos que

tuvieran ordenes superiores para las etapas intermedias.

Observacion 3.8. En efecto, si alguna de las componentes de los vectores g, tuviese orden

de aproximacion de 1, como utilizamos los vectores anteriores para calcular los siguientes,

el orden de las aprorimaciones siguientes se veria reducido a orden 1.




Codigos

En este apéndice veremos los cddigos de Matlab que fueron utilizados para la resolucién
de los problemas que se presentaron a lo largo del trabajo.

Estas dos primeras funciones permiten calcular la aproximacién de una integral de con-
volucién con el método desarrollado en este trabajo. El programa funciona para métodos
Runge-Kutta rigidamente precisos. Toma como argumentos de entrada los datos del inte-
grador Runge-Kutta A,b,c , la funcién f(s) Transformada de Laplace de la funcion f(t),
la funcién g(t), la longitud del intervalo en el que calculamos la integral de convolucion y
los parametros de discretizaciéon npas, L y R. El parametro npas es el ntmero de pasos del
método, que es equivalente a dar el pardametro h. La salida del programa serd un vector y

que contendra las aproximaciones de la funcion y(t) en los nodos de discretizacion.

function [y|=convolucion nucleo(A,b,c,f,g,npas,T,L,R)
h=T/npas;
t=[0,(1l:npas)xh];
y=zeros (1 ,npas+1);
dim=length(b);
A I=inv(A);
gn=zeros (dim ,npas);
for i=1l:npas
gn(:,1)=g(t(i)+hre):
end
[Wj=calc _nucleo(A 1,f npas—1,h,L R);
for n=0:npas—1
for k=0:n
y(n+2)=y (n+2)4W(n—k+1,:)*xgn (: ,k+1);
end
end

end

o1
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function [W]|=calc nucleo(A_1,f N,h ,L R)
dim=length (A 1);
W=zeros (N+1,dim ) ;
C=exp(2xpixli/L);
e=zeros (1,dim);
e(dim)=1;
for 1=0:L-1
delta=A 1x(eye(dim)—RxC~(—1)xsparse(1l:dim,...
dim*ones(1,dim),ones(1,dim),dim,dim));
delta=delta./h;
|V,D|=eig(delta);
for j=1:dim
D(j,§)=£(D(,i));

end
V_l=inv (V);
for n=0:N
W(n+1,:)=W(n+1,:)+exV«D«V_1xC~ (nx1);
end
end
for n=0:N
Wn+1,)=((R"(-n))/L).*W(n+1,:);
end

end

Para el caso no rigidamente preciso, podemos utilizar las siguientes 3 funciones. En
contrapartida con el caso anterior, para este es necesario introducir el valor de lim,_,q+ =
fo v en lugar de introducir R, utilizaremos epsilon para calcular R internamente en el

programa, ya que en el caso no rigidamente preciso debemos variar el parametro R.

function [y|=convolucion NRP (A b,c,f,g,f 0,npas,T,L,epsilon)
h=T/npas;
t=[0,(1l:npas)xh];
A I=inv(A);
unos=ones (length(b) 1);
K=b’*A 1xunos;
[y_1]=convolucion primertermino(A,b,c,f,g,npas,T,L,epsilon);
[y_2]=convolucion segundotermino(A,b,c,f g, npas,T L, epsilon );

gn=zeros (length(b) ,npas);
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for i=1:npas
gn (:,1)—g(t(i)+hec);
end
y_3=[0,b7xgn];
y=K(—1)xy I+h+«(1-K~(—1))*(y_2+f Oxy_3);
end

function [W)=calc nucleo primertermino(b,A 1,f N h L, epsilon)
dim=length (A 1);
W=zeros (N+1,dim ) ;
C—exp(2*pixli/L);
unos=ones (length(b) 1);
K=b’+«A_ 1xunos;

e=b’'xA 1;
R-=min (|1 ,abs(1/(1-K))|) —epsilon;
for 1=0:L-1

delta=A 1-R«C"(—1)/(1+RxC~(—1)%(K—1))*A_ Isxunosxe;
delta=delta./h;
|V,D|=eig(delta);
for j=1:dim
D(j, )=t ,3));

end
for n=0:N
W(n+1,:)=W(n+1,:)+exVsDxinv (V)*xC~ (nx*1);
end
end
for n=0:N
Wn+1,)=((R"(-~n))/L).«W(n+1,:);
end

end

function [W]=calc nucleo segundotermino(b,A 1,f /N h L, epsilon)
dim=length (A 1);
W=zeros (N+1,dim ) ;
C=exp(2*pixli/L);
unos=ones (length(b) ;1);
K=b’+«A_ 1xunos;
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R=min (|1 ,abs(1/(1-K))|) —epsilon;

for 1=0:L-1
delta=A_ 1-R«C"(—1)/(1+RxC~(—1)*(K—1))*A lxunosxb’+«A 1
delta=delta./h;

[V,D]=eig(delta ); Jdelta+V=VxD
for j=1:dim
D(j,)=D0, i)« tM>,i));
end
for n=0:N
W(n+1,:)=W(n+1,:)+b’«V«Dxinv (V)«C~(nx1);
end
end
for n=0:N
W(n+1,:)=((R"(—n))/L).+W(n+1,:);
end

end

En el caso de la resolucién de ecuaciones integrales es necesario utilizar otros programas
diferentes. En estos programas la funcion y(t) es un dato mientras que la funcion g(t) sera

la salida del programa.

function [g|=ec_int(A,c,f,y,npas,T,L,R)
h=T/npas;
t=(0:npas)xh;
dim=length(c);
A l=inv(A);
[W=calc_nucleo ecint (A _1,f,npas—1,h,L,R);
W=real (W);
g=zeros (1 ,npas+1);
G=zeros (dim ,npas );
W 0EW(:,:,1);
for n=0:npas—1
Y=y (t(n+1)+cx*h);
Wg=zeros (dim,1);
for k=0:n—1
WeeWetW(: s n—k+1)*+G(: ,k+1);
end
g_nl=W_0\ (Y-Wg);

’
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G(: nt1)—g_nl;
end
g(2:end)=G(dim ,:);
g(1)=g(2);
end

function [W)=calc nucleo ecint(A_1,f /N /h L R)
dim=length (A 1);
W=zeros (dim ,dim ,N+1);
C=exp(2xpixli/L);
for 1=0:L-1
delta=A 1x(eye(dim)-R«C"(—1)*sparse (1:dim,dim*ones(1,dim),ones
delta=delta./h;

[V,D]=eig(delta ); Jidelta+V=VxD
for j=1:dim
D(j, )=t ,3));
end
V_1=inv (V);
for n=0:N
W(:,:,n+1)=W(:,: ,n4+1)+V«D«V_1xC" (nx*1 ) ;
end
end
for n=0:N
W, n+1D)=((R°(—n)) /L) .«W(:,: ,n+1);
end

end
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