TESE DE DOUTORAMENTO

MODELIZACION DE FENOMENOS
SOCIAIS MEDIANTE PROPIEDADES
EMERXENTES DAS REDES DE
INTERCONEXION DENTRO DUNHA
COMUNIDADE

Mariamo Mussa Juane

ESCOLA DE DOUTORAMENTO INTERNACIONAL DA UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA

PROGRAMA DE DOUTORAMENTO EN CIENCIAS DE MATERIAIS

SANTIAGO DE COMPOSTELA

2021






UNIVERSIDADE
DE SANTIAGO

DE COMPOSTELA DECLARACION DO AUTOR/A DA TESE

D./Dna. MARIAMO MUSSA JUANE

. Modelizacién de fendmenos sociais mediante propiedades emerxentes das
Titulo da tese:

redes de interconexién dentro dunha comunidade
Presento a mifia tese, seguindo o procedemento axeitado ao Regulamento, e declaro que:
1) Atese abarca os resultados da elaboracion do meu traballo.
2) De ser o caso, na tese faise referencia as colaboraciéns que tivo este traballo.

3) Confirmo que a tese non incorre en ningun tipo de plaxio doutros autores nin de traballos
presentados por min para a obtencion doutros titulos.

E comprométome a presentar o Compromiso Documental de Supervision no caso de que o orixinal non
estea na Escola.

En Santiago de Compostela, 7 de xullo do 2021.

Sinatura electrdénica






UNIVERSIDADE
DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA

AUTORIZACION DO DIRECTOR / TITOR DA TESE

Modelizacién de fenédmenos sociais mediante propiedades
emerxentes das redes de interconexién dentro dunha

comunidade

D. ..ALBERTO PEREZ MUNUZURI ..

INFORMA/N:

Que a presente tese, correspéndese co traballo realizado por D/Dna. MARIAMO MUSSA
JUANE , baixo a mifa direccién, e autorizo a sua presentacion, considerando que
reline os requisitos esixidos no Regulamento de Estudos de Doutoramento da USC,
e que como director desta non incorre nas causas de abstencion establecidas na Lei

40/2015.

De acordo co indicado no Regulamento de Estudos de Doutoramento, declara tamén que a
presente tese de doutoramento é idénea para ser defendida en base & modalidade de
compendio de artigos nos que a participacién do/a doutorando/a foi decisiva para a

slia elaboracion e as publicaciéns se axustan ao Plan de Investigacion.

En Santiago de Compostela, .28.. de Xullo.... de 2021






Cahiryvo, muanaca ona wira
(Se non o fago, fard a mifia filla / o meu fillo)

Proverbio macuaa






Indice

Resumo! 13
(Introducioni 17
(1  Complexidade] 17
(1.1 Leitdepotencias|. . . . . .. .. ... ......... 22
(1.2 Autoorganizacion| . . . . . . . . . . . . .. ... ... 24

1 Model isnafisical . . . . ... Lo 30

2 Redes 33
2.1 Redestedricasl . . . . ... ... ... ... ... .. 33
2.1.1 Formalismo matematico dunharedef . . . . . . 33

[2.1.2 Propiedades dasredes| . ... ... ...... 35

2.1.3 Redes aleatoriasl . . . ... ... ... .... 37

[2.1.4  Redes de pequeno mundo| . . .. .. ... .. 38

2.1.5 Redes libresdeescalal . ... ......... 40

[2.1.6 O modelo Barabasi-Albert para redes libres de [

[ escalal . . .. ... ... 45
22 R reais. Twitter] . . . . . . ... ... ... .... 49

3 Inestabilidade de Turing deslocalizadal 53
(3.1 Inestabilidade de Turingl . . . ... ... ....... 53
[3.1.1 Inestabilidade de Turing como mecanismo [

[ diferenciadord . . . . . ... ... 55
[3.1.2  Inestabilidade de Turing deslocalizada . . . . . 59




Indice

B.1.3  Analise de estabilidade linean . . . . ... .. 61

[3.2 A constante difusiva e o seu significado| . . . . . . .. 65
[Hipotese e obxectivos| 71
Metodoloxial 77
A0 81

4  Como a rede afecta a inestabilidade de Turing| 81
[5 Evolucion lingiiistica na Galiza| 85

{6 Evolucion lingiiistica mediada polo mecanismo de Turingl 95

7 Di — S 99

nclusion 107
Apéndice 115
8 A parametrizacion do sistema complexo mais alo de |
L__Nakao-Mikhailov| 115

Agradecementos finais: O sistema complexo como |
expresion do cambio| 121

[Listaxe de publicacions| 125

10



Resumo






MARIAMO MUSSA JUANE

Andentrarémonos no mundo dos sistemas complexos porque
comprendemos que, dentro do marco establecido, a natureza estd
artellada como tal. Faremos unha introducién as redes, a sua
parametrizacion, a que tipo de redes tedricas existen na litaratura
e, a continuacién, presentamos un tipo de redes reais, obtidas de
Twitter. Acto seguido mergullarémonos no formalismo matemaético das
estruturas de Turing deslocalizadas, que dan conta desta inestabilidade
en sistemas reactivo-difusivos en redes complexas. Da andlise
linear destes sistemas, extraeremos o obxecto matematico factor de
crecemento que nos permite medir o ritmo de evolucién dun sistema
tras sufrir unha perturbacién. O seu mddulo, negativo ou positivo,
indica que o sistema retorna ao estado inicial homoxéneo, no primeiro
caso, ou que pode evolucionar cara a un estado de equilibrio novo,
no segundo. Atopar valores positivos do factor de crecemento danos
a condicion necesaria para a existencia da inestabilidade. Se a nova
estrutura emerxe, aparece un novo estado estable no espazo e no tempo.

Poder escribir o sistema complexo de xeito matemdtico, como
o fixo Turing, como unha parte reactiva dada pola cinemdtica do
sistema mais unha parte difusiva, permitenos facer andlise de diferentes
sistemas que se concretan no eido social. O traballo central € a analise
dos distintos ritmos evolutivos da lingua dentro do territorio galego a
través do valor do factor de crecemento. Veremos como as urbes galegas
sofren ritmos de evolucion lingiiistica mdis lentos en relacion ao rural.
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Capitulo 1
Complexidade

A realidade obxectiva evaporouse e o que observamos non é natureza
en si senén a natureza exposta ao noso método de interrogacion.
(Heisenberg)

O contexto existencial e vivencial, o modo de vida e, a siia vez, a fonte
que orixina e rexe o modo xeral de cofiecer, propio dun determinado
pertodo historico-cultural e ubicado tamén dentro dunha xeografia
especifica, [...] consiste no modo propio e peculiar, que ten un grupo
humano, de asignar significados ds cousas e aos eventos, é dicir, na
sta capacidade e forma de simbolizar a realidade [...] por conseguinte
é un sistema de condicions do pensar, preloxico ou preconceptual,
xeralmente inconsciente, que constitiie a mesma vida e o modo de
ser e que dd orixe a unha Weltanschauung ou cosmovision, a unha
mentalidade e ideoloxia especificas, a un Zeitgeist ou espirito do
tempo, a un paradigma (cambio de escenario ou modo de mirar,
interiorizar e expresar a realidadee), a certo grupo de teorias e, en
ultimo termo tamén, a un método e unhas técnicas ou estratexias
adecuadas para investigar a natureza dunha realidade natural ou
social. [1|]

Jorge Wagensberg comeza do seguinte modo o seu texto Ideas
sobre a complexidade do mundo: “En madis de tres séculos de ciencia



Capitulo 1. Complexidade

todo cambiou excepto talvez unha cousa: o amor polo simple. Desde
que Galileo, Descartes e Newton inventaran a fisica [moderna], simples
son os obxectos descritos pola ciencia, moi simples as leis para describir
e simplisimas as sudas expresions matemadticas. De tal simplicidade
dedtcese boa parte do seu prestixio: rigor, universalidade e incluso
beleza. [...] Quixose ver na complexidade un obstaculo interposto pola
natureza para protexer o segredo das sdas leis, un obsticulo coa soa
mision de suxerir diferenzas entre sistemas iguais, varios fendmenos
onde s6 hai un, ou certos forzados modelos onde rixe unha tnica lei
natural. [...] O naturalmente natural era antes o determinista [...]; o
artificialmente excepcional era o aleatorio” [2].

A palabra complexidade estd formada con raices latinas e significa
’cualidade do enteiramente enredado”. As stias compoiientes 1éxicas
son: o prefixo con- (xunto, total), plexus (entrelazado) e o sufixo
-dad (cualidade). A palabra latina € complexus. ”Complexus quere
dicir o que estd tecido en conxunto; a trama, o tecido de constituintes
heteroxéneos inseparables asociados que presenta 4 vez o paradoxo do
un e o multiple. Tecido de eventos, accidns, interaccions, retroaccions,
determinacidns, azares que constitien o noso mundo fenoménico” [3].

Un sistema complexo estd composto por moitas partes que
interactian cuxos vinculos poden xerar informacién adicional sen
que poidamos cofiecer cal é a causa exacta que a orixina. Nun
sistema complexo existen variables ocultas cuxo descofiecemento nos
impide analizar o sistema con exactitude. “Os sistemas complexos
estan formados por un conxunto grante de compofientes individuais
que interactian entre si e que poden modificar os seus estados
internos como produto desas interaccions. Estes sistemas poden ser
estruturalmente simples, malia que tal simplicidade non impide que
exhiban comportamentos dindmicos diversos e non triviais” [4]. Asi
€ que, un sistema complexo, poste mdis informacion que cada parte
independente. O todo € mdis que as partes”. Non basta con cofecer as
partes por separado. E necesario cofiecer o funcionamento do sistema
completo unha vez se poiien en relacién as stas partes. A realidade
complexa € relacional. Isto é, a parte en si non existe senén en
relacion co resto de partes. Desde o paradigma da realidade complexa
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a individualidade é unha entelequia.

Os sistemas complexos presentan decotio comportamentos non
lineares: responden de xeitos diferentes ao mesmo input segundo o
estado ou contexto no que se atopen. En fisica e matemadticas, a
non lineariedade describe sistemas nos que un cambio na magnitude
da causa non produce cambios proporcionais en magnitude no efecto.
Se visualizamos uns eixos cartesianos, a relacion entre a variable de
entrada e a de saida non € linear. O caos refirese a esta enorme
sensibilidade &s condicidns inicias. Pequenos cambios nas condicions
iniciais poden dar resultados dramaticamente distintos.

O alicerce do caos como unha nova ciencia débese ao matematico,
fisico e filésofo francés Henri Poincaré quen, a finais do século XIX,
a partir do plantexamento matematico das ecuaciéns diferenciais non
lineares, deu explicacion aos sistemas dindmicos do mundo non linear.
Cando os sistemas abandonan o rexime linear para entrar no non linear
aparecen descontinuidades e inestabilidades. O estado estacionario
compatible coas condiciéns que impén o ambiente xa non € Unico e as
fluctuacions espontaneas, antes sempre condenadas a regresar, poden
amplificarse e arrastrar ao sistema cara novos € imprevistos estados
estables.

Poincaré destrufu a imaxe mecanicista da natureza ao dubidar da
estabilidade do sistema solar e asomar a posibilidade de curiosas Orbitas
erraticas e cadticas ao preguntarse, que pasaria se ao sistema ideal
de dous corpos se lle engade o movemento dun terceiro? Con esta
pregunta e o seu descubrimento, Poincaré forza cuestionar o paradigma
newtoniano que cimentara a ciencia ata entén. “Poincaré revelou
que o caos, ou o potencial do caos, é a esencia dun sistema non
linear e que incluso un sistema completamente determinado como os
planetas en drbita podia ter resultados indeterminados. En certo modo
viu que a realimentacion podia magnificar os efectos mais pequenos.
Advertira que un sistema simple podia estourar nunha perturbadora
complexidade” [5].

Segundo a dindmica netwoniana, a natureza € un mecanismo
rexido por leis naturais, inmutables e eternas. Estas leis, expresadas
a través de ecuacions, determinan que, baixo circunstancias idénticas,
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Figura 1.1: Imaxe mecanicista (esquerda) e imaxe estocdstica (dereita).
Os sistemas fisicos evolucionan cara aos estados mdis probables. Na
fisica mecanicista, onde o réxime € linear, o punto fixo € Unico e o
sistema vese abocado a evolucionar cara a ese unico estado estacionario,
pois a probabilidade de acadar ese estado € sempre 1. Na fisica dos
sistemas complexos, onde o réxime € non linear, o espazo fasico é mais
rico, aparecen mdis puntos fixos e nas entornas deses puntos aparecen
solucidns con probabilidades idénticas polo que o estado estacionario
final depende fortemente das condicions iniciais.

os resultados seran idénticos e, se as circunstancias varian levemente,
o resultado cambiard de forma proporcionalmente pequena. O que
seria unha resposta linear. Porén, 4s veces, unha diferenza pequena
nas causas provoca unha enorme diferenza nos efectos. Este tipo de
comportamento € o que se cofiece co sobrenome de cadtico.

Houbo que agardar os superordenadores para poder observar estas
non-lineariedades. A matematica do caos descubriuse cando, ao tentar
reiterar unha funcién moitas veces, se atopaba un resultado case
imprevisible. A resposta do sistema era moi sensible ds variacions
iniciais. Acufiada polo meteor6logo Edward Lorenz, a comenzos dos
anos sesenta, o efecto bolboreta converteuse no simbolo da teoria do
caos. Lorenz empregaba un ordenador para calcular mediante codigo
as condicidns climdticas mdis probables cando se decatou de que
ao redondear os datos iniciais un pouco, os finais eran radicalmente
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distintos. Unha bolboreta parece non ser nada compardndoa coas
enormes forzas fisicas que actian na atmosfera. Porén, o que se
extrae da observacion de Lorenz € que talvez o bater das 4s dunha
bolboreta pode desatar un tornado no outro lado da Terra. Resulta
directo comprender que a bolboreta non € un elemento illado do sistema
cadtico senén que forma parte deste e, por tanto, todo o que faga inflie
no demais sen forma de o demostrar. A conclusion de todo isto € que por
moi potentes que sexan os ordenadores, xamais poderemos prognosticar
o tempo que fard mafid cun 100% de seguridade: ata unha bolboreta
pode invalidar os calculos mdis meticulosos ...

Porén, a abundancia dos sistemas complexos non implica unha
innumerable diversidade de condutas dindmicas diferentes. Aqui
radica a sua elegancia. Os sistemas complexos posuen caracteristicas
universais con independencia dos detalles especificos de cada sistema
en particular. A circuitaxe do cerebro ou dunha computadora derivan na
emerxencia comportamentos similares. O que poden compartir é unha
estrutura interconectada e formada por elementos individuais (neuronas
ou circuitos eléctricos) que interactian para intercambiar informacién
e modificar os seus estados internos. Isto é, emerxen fendOmenos
colectivos semellantes sen que os elementos matéricos sexan de todo
relevantes.

A substancialidade deste feito é radical. E posible identificar
propiedades dindmicas similares entre o sistema nervioso, un
ordenador, a interaccion entre xenes, a tectonica de placas, unha colonia
de formigas, o crecemento dunha urbe, ... Sistemas, en apariencia,
moi dispares. Ao final a diversidade comportamental esta sostida sobre
dindmicas similares.

”A aportaciéon fundamental da ciencia dos sistemas complexos
na tarefa de cofiecer e transformar a nosa realidade € identificar os
principios € fundamentos xerais da operacion de ditos sistemas sen
importar os detalles particulares da sta realizacién material. Asi, por
exemplo, podemos imaxinar un bidlogo do futuro que estudaria o
fenémeno chamado ”vida” desde unha perspectiva de principios (talvez
leis?) xerais. Tal bidlogo teria consciencia de que o fenémeno da
”vida” tal e como existe na Terra € tan s6 un caso particular de como “a
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vida” se manifestou nas condiciéns particulares da Terra, expresandose
coa forma dunha realizaciéon material moi especifica (unha bioquimica
de carbono predominantemente levoxira). Porén, este bidlogo estaria
preparado para identificar o fendmeno “vida” se por un casual fose
detectado noutro planeta ou parte do Universo noutras realizacions
materiais especificas [...]. O exemplo pode ir mdis lonxe. Podemos
imaxinar un socidlogo do futuro que sexa capaz de identificar os
principios xerais do fendmeno “social” independentemente de que este
ocurra en grupos humanos, animais, microbios, plantas, robots ou,
incluso, se o seu colega bidlogo ten sorte, en grupos sociais féra do
noso planeta” [4].

A natureza de seu tende a se estruturar en entes discretos
excitables que interactian e se organizan con diferentes graos de
complexidade. Talvez a estruturacion non € tan discreta mais € o
xeito simplificado que temos de observala e asi facilitar a sda andlise.
Ao revés do que podemos pensar, os sistemas complexos non son
casos raros nin curiosidades senén que dominan a arquitectura do
Universo. De ai a intrincacién deses entes discretos en sistemas
complexos. As propiedades que presentan os sistemas complexos son
a existencia de leis de escalamento, a formacion de padrons espaciais
de autoorganizacién e 0s procesos colectivos emerxentes que imos
esmiuzar a continuacion.

1.1 Lei de potencias

As leis de escalamento ou de potencias nas fluctuacions temporais
e espaciais dun sistema complexo implican que o sistema non esta
suxeito a unha escala especifica senén que o fendmeno colectivo é
valido en todas as escalas. Todas as propiedades do mesmo mantéiiense
con independencia da escala. Cando un sistema complexo responde
a lei de potencias, as fluctuacions de grandes magnitudes ocorren con
moi pouca frecuencia. Pola contra eventos de menor magnitude son
mais frecuentes. A profusién do pequeno non € unha imaxe literaria.
Pretende ser aqui unha constatacion cientifica pois, en efecto, en moitas
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ciencias da natureza pode afirmarse decotio, que o vasto é escaso e que
abundante é o breve. [...] Hai méis planetas que estrelas, mdis estrelas
que galaxias. [...] Hai mais dtomos que moléculas, mais moléculas
que células, mdis células que individuos. [...] hai mais hidréxeno
que chumbo, madis sal que proteina, mdis bacterias que formigas, mdis
formigas que ratos, madis ratos que cabalos e mdis cabalos que baleas.
E as palabras curtas (preposiciéons ou pronomes, por exemplo) son
mais frecuentes que as palabras longas (substantivas ou adxectivos) en
calquera discurso. Agora xa non existe unha razon a priori que trivialice
a profusién do pequeno e podemos sospeitar que a natureza nos esconde
aqui unha das suas leis” [2].

Unha das leis de potencias madis sonada € a chamada lei de
Gutenberg-Richter que relaciona a magnitude dos sismos coa frecuencia
coa que estes ocorren. A teoria da tectonica de placas de Wegener
explica a existencia e orixe dos sismos. A Terra non € unha rocha sélida
sendn que estd composta por capas e a mais superficial, a codia, flota
sobre un manto fluido. A codia tampouco € continua. Estd composta
por fragmentos que estdn en perpetuo movemento. Colisionan, cizallan
ou separanse. Isto explica, entre outros fendmenos xeoloxicos, os
sismos que non son mdis que a expresion da liberacion de enerxias
acumuladas no interior da Terra. O sistema de placas tectonicas, baixo
un prisma fisico, € un sistema complexo formado por partes, as placas,
que interactian ao disipar enerxia en forma de sismos.

Podemos representar, en escala logaritmica, a distribucion da
magnitude do sismo, € dicir, a frecuencia do sismo frente a sda
magnitude obtemos unha lifia recta descendente. Isto obedece a unha
lei de potencias. A interpretacion é directa. Sismos pequenos ocorren
cunha frecuencia maior que os de grandes magnitudes.

A relacidn entre frecuencia e magnitude non € arbitraria. Responde
a unha lei de potencias. Isto, asemade, quere dicir que a “’lei de sismos”
non responde a escalas concretas. E valida para o planeta enteiro como
para un sistema madis local no que s6 interactian ddas placas. Na via
deste supofier, unha persoa que se adicase 4 xeofisica agardaria observar
a mesma lei de potencias noutros corpos do Universo cuxa estrutura non
fose de todo sodlida e tivese actividade tectonica.
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Esta lei de potencias pddese extrapolar a outros eidos. No social,
existen moitos casos de procesos que obedecen a este escalamento
na distribuciéon de eventos que ocorren dentro dun sistema complexo.
O primeiro en exemplificar estas leis de potencias foi o economista
Vilfredo Pareto que amosou que o nimero de persoas cuxos ingresos
excenden unha certa cantidade segue unha lei cuantitativa de potencias.
A xente que acumula grandes fortunas € moi pouca mentres que a pobre
é a maioria. Por ir adiantando, cando nos adentremos no mundo das
redes, chamaremos a este tipo de sistema redes libres de escala, aquelas
que seguen unha lei de potencias.

Esta “lei de distribucién da riqueza” € a que opera nas sociedades
capitalistas e é vdlida en todas as escalas. E vilida nunha urbe
pero tamén nun estado ou nun dmbito mais rexinal ou global. Neste
tipo de sistemas os ingresos xerarquizanse segundo as calificacions
académicas, laborais, a experiencia laboral, a antigiiidade, ... e isto fai
que abunde a xente pobre e escasee a rica. O mundo da economia aplica
a lei de Pareto en Espafia, na Unién Europea ou en todo sistema baseado
no capital.

Ao final, un sistema econOmico destas caracteristicas podese
tratar como un sistema complexo con entes con maior ou menor
independencia (individuos, familias, empresas, estados) que interactian
dentro de estruturas diversas (mercados) mais alé do ambito local.
A chamada globalizacion non € madis que a intensificacion e
diversificacion desas interaccions mercantis. A efectos da lei de
potencias, esta economia do capital non dista moito da tectonica de
placas de Wegener.

1.2 Autoorganizacion

Outra caracteristica que poden presentar os sistemas complexos
€ a de autoorganizarse. “Os sistemas complexos poden situarse en
reximes criticos caracterizados pola presencia de fluctuacions espaciais
e temporais en todas as escalas posibles. Esta situacion de criticalidade
pédese alcanzar de maneira espontinea e sen a intervencion de factores
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ou forzas externas ao sistema; falase enton dun sistema autoorganizado.
O proceso de intereaccions pode xerar comportamentos colectivos e
globais. E dicir, condutas que non estdn definidas nos elementos
individuais pero que emerxen como un proceso colectivo e que non
poden ser reducidas nin explicadas tomando aisladamente os elementos
constituintes” [4].

A dindmica dos sistemas complexos pode derivar na emerxencia
de padrons estruturais espaciais globais.  Estes padrons xorden
de interaccions locais, como dixemos ao presentar estes sistemas,
imperceptibles. A partir dun estado desordenado ou completamente
homoxéneo, aparecen a orde e emerxen estruturas que de xeito
espontdneo se organizan. A termodindmica diria que houbo un
desprazamento desde un estado féra do equilibrio a outro estable. Estes
sistemas son capaces de crear orde espacial onde con anterioridade non
a habia. Estase a dar unha ruptura da simetria desde ese estado inicial
indiferenciado que, pola sua inestabilidade, calquera fluctuacion que se
poida orixinar vai levar o sistema a un estado madis estable no tempo.

En 1973, no libro De mdquinas e seres vivos, [6], para definir
a quimica de automantemento das células, os bidlogos Humberto
Maturana e Francisco Varela crean o concepto de autopoiese: “unha
maquina autopoiética ¢ unha mdquina organizada (definida como unha
unidade) como unha rede de procesos de producién (transformacion
e destrucion) de compofientes que: (i) a través das sdas interaccions
e transformacion continuamente rexeneran a rede de procesos (as
relacions) que os produciron e (ii) que a constitien (a maquina) como
unha unidade concreta no espazo no que eles (os compofientes) existen
especificando o dominio topoldxico da sta realizaciéon como tal dunha
rede. [...] o espazo definido por un sistema autopoiético é autocontido
e non se pode describir mediante 0 uso de dimensiéns que definen o
espazo. Non obstante, cando nos referimos as suas interaccions cun
sistema autopoiético concreto, proxectamos este sistema no espazo das
nosas manipulacions e facemos unha descricion desta proxeccion”.

A autopoiese non seria mdis que a capacidade que tefien os nosos
sistemas complexos de se autoorganizar. Estan a falar ao mesmo tempo
da autoorganizacién como autopoiese e da lei de potencias que non
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escala o fendmeno ao falar de que non hai dimensiéns que poidan definir
0 espazo que ocupa.

Schrédinger no seu conciso e fermoso texto Que é a vida? de 1944
expresa: ~a vida parace ser o comportamento ordenado e reglamentado
da materia, que non esta asentado exclusivamente na sua tendencia de
pasar da orde 4 desorde, sen6n baseado en parte nunha orde existente
que se mantén. Espero facer o meu punto de vista madis claro aos fisicos
(ainda que s6 a eles) dicindo: o organismo vivo parece ser un sistema
macroscopico cuxo comportamento, en parte, se aproxima 4 conduta
puramente mecénica (en contraste coa termodindmica) 4 que tenden
todos os sistemas cando a temperatura se aproxima ao cero absoluto
e se elimina a desorde molecular”.

Schrédinger fala da vida como estados autoorganizativos da
materia previo 4 descuberta do ADN por Rosalind Franklin, Francis
Crick e James Watson no 1953, [7]. O segundo principio da
termodindmica sinala que a materia ten unha tendencia & desorde
molecular e 4 desorganizacion mentres que a vida, pola contra, tende a
organizacion, a complexidade crecente. Isto non entra en contradicién
xa que a segunda lei esta limitada aos sistemas illados. E un ser vivo
non o é. E un sistema aberto que intercambia enerxia e materia coa sta
entorna. Daquela, o sistema illado ser vivo mdis entorna, non contradi
a segunda lei de aumento de entropia. Os organismos desprenden esa
entropia no medio ao se alimentar e a morte seria 0 momento maximo
de entropia do sistema.

Diversos equipos cientificos, entre eles Jorge Wagensberg
e colaboradores da Universidade de Barcelona, estudaron
calorimetricamente o crecemento das bacterias. Se se supdn, en
principio, como hipétese simplificadora, que a calor disipada polo
sistema estd directamente relacionada coa entropia producida polo
sistema debido ao seu crecemento ou diferenciacidon, os resultados
calorimétricos conducen a unha etapa de rdpido crecemento da
producién da entropia que chega ata un maximo e diminde despois ata
un valor minimo onde o sistema permanece en estado estacionario.
Nesta ultima etapa a colonia xa non crece. Acadou o maximo da sua
capacidade e limitase a manterse.
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O balance entrépico reflexa como se pode manter un estado
estacionario. O sistema envia ao medio a entropia que lle sobra e
asi consegue mantela constante no seu interior. A persistencia do
estado estacionario supdn a conservacion dunha estrutura ou grao de
organizacion. A evolucion cara ese estado estacionario desde unha
configuracion inicial conleva a acomodacién interna do sistema as
condicions impostas polo ambiente. Asi o sistema se adapta ao medio.
”E a pel de galifia fronte ao frio, a agricultura fronte a escaseza ou risco
de caza, os semaforos fronte a un aumento do trafico ...” [2]. Cando
o sistema non pode absorber unha perturbacién no ambiente, o sistema
entra en crise. O sistema ou ben se extingue ou ben cambia bruscamente
de estrutura interna, autoorganizase.

No século XX, as consecuencias da termodindmica deixan de se
arrecantar xusto polos problemas que plantexa. Nos sistemas illados,
o equilibrio final é unha consecuencia necesaria. Pero se observamos
a natureza, unha célula, unha cidade, vemos que son sitemas abertos,
en continuo intercambio co medio, € dicir, son sistemas complexos.
Ilya Prigogine formula unha termodindmica féra do equilibrio porque
ese vai ser o terreo dos sistemas abertos autoorganizados. Esta
termodindmica permite tratar os problemas que xorden cando as
desviacions do equilibrio non son pequenas. A tese fundamental de
Prigogine é que hai unha tendencia cara a orde nos sistemas abertos
e estd relacionada coa suda teoria das estruturas disipativas. Esta idea
esta recollida nun dos seus mais célebres libros, Tan sé unha ilusion,
unha antoloxia de dez ensaios. Esta teoria derruba a tese da ciencia
tradicional para a cal a emerxencia de estruturas novas era pura ilusion
e que consideraba a vida no Universo como un fenémeno froito do azar
como unha anomalia accidental da segunda lei da termodindmica que
aboca 4 morte térmica como perspectiva final. Prigogine asegura que
as estruturas disipativas abren un novo didlogo entre o ser humano e a
natureza.

Afastada do equilibrio, a materia adquire novas propiedades. Por
exemplo, as celas de Bénard que aparecen nun fluido cun gradiente
térmico critico. Porén, esta estrutura desaparece en canto deixamos
de quentar o sistema, xa que, ao eliminar o suministro de calor, a
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diferenza de temperaturas diminde, 0 movemento cesa e o liquido acada
finalmente o estado de equilibrio de temperatura uniforme. Ha de
alimentarse o sistema para que este poida manter a estrutura en rexime
non linear. En canto deixamos de o alimentar, a sda estrutura comeza
a difuminarse, o sistema morre e acada o estado de equilibrio orixinal.
Prigogine chama a estes sistemas abertos estruturas disipativas, € dicir,
que a sda forma e estrutura se mantén por unha continua disipacién (ou
consumo) de enerxia. Como a auga se move nun remuifio e, a0 mesmo
tempo, o crea, a enerxia se trasfire a través das estruturas disiptivas e
simultaneamente as crea. Para a vida non € diferente.

Por curiosidade e por estar & orde do dia, apuntamos sobre os
virus. Os virus aprovéitanse da capacidade autoorganizativa dos seres
vivos. O virus é unha estrutura de equilibrio que recorda moito as
estruturas cristalinas inorgdnicas. A sua complexidade € limitada.
Non realiza nin a funcién de nutricién nin a de relacién, sé a de
reproducion. Porén, para reproducirse precisa de anifiar nunha célula
que recibe o nome de hdéspede. Polo que os virus non tefien de
seu capacidade adaptativa. Non son estruturas disipativas. Para
experimentar cambios estruturais internos precisan da célula hospede.
Son os virus meros axentes destrutivos? Pois non. Semella que
poden ser compofientes esenciais para 0 mantemento dos ecosistemas,
[8]. Este estudo realizado en plantas sostén que os virus preveiien
o crecemento desmesurado de plantas xeneticamente homoxéneas e
ademais poden axudar os organismos hdspedes a se adaptar mellor ao
medio. Talvez controvertidos resultados pero dan pistas sobre o posible
desenvolvemento de virus na gandaria extensiva € nos monocultivos
extensivos, que xusto tefien como principais consumidores este tipo
de gandaria. Estes ambientes homoxéneos xeneticamente serian
un bo caldo de cultivo para os virus que reequilibrarian o sistema
hospeddndose nestes organismos e modificando a estrutura interna
destes para a mellor adaptacion ao ambiente. Os virus parecen ser
axentes activos na sustentacion da biodiversidade dos ecosistemas.

A formacién dun organismo pode parecer altamente improbable
se a ligamos soamente a leis mecanicistas. Prigogine amosa que
en realidade estes procesos onde se xera orde a partir do caos son
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bastante frecuentes. Prigogine pon de manifesto que a natureza poste a
capacidade de xerar novas estruturas, diferentes da simple agregacion
das compofientes e constitie unha valiosa axuda para advertir as
deficiencias da cosmovision mecanicista. Vencellar complexidade e
vida implica unha l6xica particular de funcionamento dos seres vivos
onde indeterminacién, desorde e azar son factores da autoorganizacién
a estruturas diferenciadas. A vida como un sistema que se autoorganiza
€ Xera os seus propios constituintes supon unha ruptura paradigmaética
e constitiie unha revolucion bioldxica sen precedentes no século XX. E
as sociedades tampouco escapan da complexidade. ”O ser humano xa
non € unha entidade pechada [en terminoloxia fisica seria mais preciso
dicir illado] respecto a esta totalidade complexa sendn un sistema aberto
que goza dunha relacién de autonomia/dependencia organizativa no seo
dun ecosistema” [9]. "Nas sociedades animais, e especialmente na dos
mamiferos, existe unha orde complexa que sup6n unha certa desorde
ou ruido como ingrediente indeispensable a sua propia complexidade”
[9]. A desorde xa non € vista como unha anomalia senén como un
factor mdis que se atopa nos movementos do sistema solar, nos cambios
climaticos, na tectonica de placas, na vida ou nas sociedades.

Durante as ultimas décadas do século pasado, comezou a xestarse
un cambio paradigmético que afecta a todas e cada unha das disciplinas
cientificas de maneira simultidnea, desde a bioloxia a xeoloxia pasando
pola socioloxia. O novo paradigma pddese cofiecer baixo o nome
de estudo dos sistemas complexos. Tratase dunha resposta ao xiro
copernicano fronte a conceptos como desorde ou caos que estaban
desprazados da fisica newtoniana, por ser considerados imperfectos
e baleiros de significacion. Os sistemas complexos ubicanse entre
a categoria de orde entendida como sinénimo de determinismo e
previsibilidade total da natureza e o caos, concebido como azar e
desorde total, onde nada pode ser previsto. O novo paradigma
complexo, contrario a crenza mecanicista onde os sistemas illados e
estables constitien a norma, sostén que a non-lineariedade se atopa por
todas partes e que son xusto os sistemas cldsicos a excepcion.
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1.3 Modelos sociais na fisica

”Como a interaccién entre axentes sociais crea orde a partir
dunha situaciéon inicial desordenada? Orde € unha traslacion
na liguaxe fisica do que nas ciencias sociais se denota por
consenso, acordo, uniformidade, mentres que desorde se refire a
fragmentacién ou desacordo” [10]. Como crear modelos matematicos
de fendmenos sociais?. Podemos propoiier o paradigma de Ising do
electromagnetismo. Este € un modelo simple onde a configuracion
final depende do estado da maioria das partes interactuantes. Se
consideramos unha coleccién de N spin (axentes sociais) s; que poden
asumir dous valores +1. Cada spin vese forzado a se alifiar co seu spin
vecifio. A enerxia total é:

H= —% Z 5i8 (1.1)
<i,j>

onde a suma € sobre spin vecifios i, j. O Hamiltoniano debe
minimizarse para que un spin mude o seu estado. A dindmica
computacional mdis empregada € o algoritmo de Metropolis [11].
Primeiro escolle un spin ao azar. Despois calcula a variacion de enerxia
AE tras cambialo de signo. Se decrece cambia de signo. Se non
decrece, lanza outro niimero aleatorio. Se ese aleatorio € menor que
exp(—AE /kgT), sendo T a temperatura do sistema, o spin cambia
de signo. Para temperaturas 7' por debaixo dun valor critico T¢,
o sistema absorbe as fluctuacions e tende cara a estados ordenados.
Asi, ruido termico destrie os estados ordenados e por enriba desa
temperatura critica 7, dominan estados desorganizados ou en termos
sociais discordantes. Imaxinemos, por exemplo, que queremos analizar
o poder que ten de convocatoria unha idea, +1, fronte a outra oposta,
—1, que estdn en interaccion dentro duna comunidade. Asi pois, o
modelo de Ising tsase amplamente para analizar fendmenos sociais
deste tipo [[12]], [13], [14]]. O caso xeralizado € o modelo de Potts, [15],
que contempla g estados diferentes en interaccion. O modelo de Ising

seria o caso particular de g = 2.
Outro modelo matemdtico para tratar de parametrizar interaccions
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sociais ¢ o modelo epidemioldxico basico SIR onde as persoas poden
ser Susceptibles de se infectar, Infectadas ou Recuperadas e poden saltar
dunha categoria a outra cunha certa probabilidade que se cuantifica
a priori. Entra dentro dos chamados modelos compartimentais [[16].
Nun dos traballos realizado polo noso equipo empregamolo para estudar
como o COVID-19 se pode propagar dependendo da rede de interaccion
dunha comunidade [17]].

Para estudar o proceso de difusion cultural, Axelrod constrie un
modelo basedndose en duas asuncidns: (1) que as persoas son mais
susceptibles de interactuar con aquelas persoas coas que comparte
atributos culturais; (2) estas interacciéns fan que se incrementen os
atributos culturais compartidos. Esta € a mesma idea que hai detras
do modelo de Ising e de minimizar o valor AE. “Unha persoa € mdis
propensa a falar con alguén que fale a mesma lingua e o mero feito de
falar fai que os seus padrons de fala se homoxeinicen”. O obxectivo
deste modelo € estudar a persistencia da diversidade cultural que seria
contraintuitivo segundo esta hipétese [[18].

Un primeiro traballo realizado por compaieiros do equipo, [19],
reforza esta idea de que se pode manter a diversidade, neste caso
lingiiistica mdis concretamente, dentro dunha rede social. A conclusion
€ que lonxe de homoxeneizar unha lingua dominante, as redes que se
establecen dentro dunha comunidade poden ser a causa de que apareza
diferenciacion e axuda a coexistencia de ddas linguas. Realizdronse
mais estudos arredor do bilingiliismo con modelos fisicos como estudos
nos que se analizaron tempos nos que se acada o estado estacionario,
[20], ou estudos nos que o a solucidn estable s6 é a monolingiie, [21]].
Neste documento presentamos traballos nos que se amosa que € posible
manter estados estables bilingiies reforzado con datos experimentais
que o avalan.

Imos supofier que a complexidade e o que estd por tras, a
autoorganizacién, son, pois, os principios bdsicos de desefio da
natureza. Desde un punto de vista da dindmica non linear, a
autorganizacién pode definirse como a tendencia espontdnea que
presentan moitos sistemas para romper a sua simetria e artellarse en
estruturas complexas, [22]. Xa que a complexidade é o tecido de
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tecidos, comezaremos esta viaxe sumerxéndonos nas redes. Faremos
unha introducién a que son as redes, as sua descricion matematica e aos
tipos de redes tedricas que hai. Tras disto, damos paso a inestabilidade
de Turing que € o paradigma matemdtico da autoorganizacion cun
desenvolvemento da primeira achega que Turing fai a través de sistemas
reactivo-difusivos para dar paso a unha andlise deste fendmeno en redes.
Nestes sistemas reticulares a inestabilidade de Turing leva o apelido
de deslocalizada. Irdn atravesando o texto resultados de traballos
realizados polo noso equipo no eido social dos sistemas complexos.
Como dixemos, centrarémonos contra o final sobre compo afecta a rede
a dindmica de linguas en interaccion.
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2.1 Redes teoricas

Os animais sono cando van en manda, as ratas son rizomas [o
concepto equivale a rede para nés]. As madrigueiras sono en todas as
funcions de hdbitat, de provisionm de desprazamento, de guarida e de
ruptura. [...] Nun rizoma non hai puntos ou posicions [...]. Un rizoma
pode ser roto, interrumpido en calquera parte, pero sempre recomeza
segundo esta ou aquela lifia e segundo outras. E imposoble acabar
coas formigas, posto que forman un rizoma animal que ainda que se
destriia na siia meirando parte, non cesa de se reconstruir [23|].

Unha das caracteristicas que presentamos ao comezo deste texto
¢ que os sistemas complexos se caracterizan por estar integrados por
partes artelladas nunha rede. Polo que a necesidade de traducir estas
estruturas reticulares a linguaxe matemadtica é fundamental.

2.1.1 Formalismo matematico dunha rede

Unha rede € unha coleccién de obxectos conectados. Por exemplo,
cando os seres humanos deciden vivir en comunidade estdn a formar
unha rede. Neste caso, os obxectos serian cada unha das persoas que
compofien a comunidade e as conexions, as relacions establecidas.
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Como o que queremos € traballar desde a matemadtica con esas redes,
chamaremos nds a cada un dos obxectos que forman parte desa rede e
enlaces as conexions entre eles.

En matematicas, unha rede € unha estrutura que establece enlaces
entre N nos por pares. O obxecto que recolle esta informacion recibe
o nome de matriz de adxacencia. A matriz de adxacencia A;; con i =
1,...,N € unha matriz cadrada na que os elementos son nulos, A;; =0,
se non existe conexion entre 0s nés i € j.

Se A;j = 1 diremos que a conexion, € por tanto a rede, € non pesada.
Se € outro nimero real, a conexion € pesada. Unha rede pesada € aquela
na que as conexions tefien un peso asignado. Se a rede € non pesada sé
estard dando conta de que existe conexion entre os nds. Se a rede é
pesada xa engade mais informacidon: a influencia que pode haber entre
os nds. Nun grande nimero de redes reais, non todas as conexions tefien
o mesmo valor. De feito, a mitdo, as conexidns asdcianse con pesos que
varian en funcién da sua intensidade, forza ou capacidade, [24]].

Se a matriz de adxacencia € simétrica, diremos que a rede € non
dirixida xa que non existe unha xerarquia entre os nos, isto €, o nd i esta
conectado o j e viceversa. Se a matriz de adxacencia non € simétrica,
diremos que a rede € dirixida e que existe unha xerarquia entre os nds; s6
un dos nos estd conectado ao outro. Pensemos nunha conta influencer
dunha rede social de internet calquera. O madis probable € que, se eu
tamén pertenzo a esa rede social, vexa a conta influencer e que ela non
saiba da mifia existencia. Pola contra, nunha relacion entre persoas fora
das redes dixitais, non existe esa asimetria e ambas recibimos algtn tipo
de influencia da outra.

Como a matriz de adxacencia alberga informacion de se un né i esta
conectado a outro j, podemos definir a conectividade k; como o nimero
de nds aos que i estd conectado:

N
ki= Y Ajj (2.1)
j=1

A conectividade € unha medida da centralidade do né. Nés con
conectividades madis elevadas ocuparan posicidéns de maior influencia
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dentro da rede. Voltando ao exemplo antes citado, unha conta que sexa
influencer nunha rede social dixital calquera terd unha conectividade
superior a unha conta que non o sexa. Observar o valor da conectividade
axuda a estimar o grao de relevancia dun né concreto.

Unha vez temos definida a matriz de adxacencia A;; e a
conectividade k;, e antes de presentar unha serie de redes tedricas que
se empregan na literatura, imos ver algins conceptos relacionados coas
redes para poder despois empregalos se precisar.

2.1.2 Propiedades das redes

En redes, a lonxitude promedia do camifio mdis curto entre dous
nés calquera é un concepto topoléxico das redes complexas que define
o mumero medio de pasos que hai que percorrer a través do camifio
mdis curto para todos os posibles pares da rede. E unha medida da
eficiencia no transporte da informacion dunha rede. Canto madis baixo
sexa o valor da lonxitude promedia do camifio, madis fécil serd propagar
unha informacién. Os nds establecen conexidns mdis eficaces uns cos
outros. Alguns exemplos son: o numero de persoas coas que tes que
contactar para cofiecer a unha descofiecida, o nimero de clicks para
chegar dunha pédxina web a outra.

Se consideramos a rede de nés ou vértices v; con i = 1,....N
pertencentes ao conxunto V, d (vi,v2), con vy, vy € V, é a distancia mais
curta entre v e vp. Se asumimos que d (vi,v;) = 0 se v non se pode
alcanzar desde vy, enton, a lonxitude promedia do camifio méis curto é

lGZ
lg Y d(vi,n) (2.2)
i#]

O didmetro da rede definese como a maior das lonxitudes de entre
todos os camiflos mdis curtos posibles entre dous nos.

Outro medidor da robustez dunha rede € a distribuciéon de
conectividades. Xa vimos previamente o que era a conectividade dun
no para poder introducir o formalismo matemadtico da inestabilidade
de Turing. Recordamos que a conectividade dun né € o nimero de

1
 N(N-1)
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conexions que establece ese nd. Se se fai un reconto do nimero
de nos asociados a cada conectividade, obtemos unha distribucién de
conectividade P(k) que equivale a unha distribucién de probabilidade
da rede. A distribucion de conectividade da informacion, por tanto, da
probabilidade que temos de atopar un n6 cunha certa conectividade k.
Iremos vendo exemplos de distribucién de conectividade a medida que
presentemos as redes tedricas.

O dltimo medidor que queremos mencionar € o coeficiente de
agrupamento (clustering coefficient) que mide o grao con que 0s nos
dunha rede tenden a se agrupar, [25]. A tendencia natural que tefien as
sociedades a se agrupar € o que cuantifica o coeficiente de clustering.
O concepto ten a sda orixe na socioloxia e aparecia baixo o nome de
“fraccion de tripletes transitivos”, [26]], [27]. Relacions entre tres partes
(triplete) reciprocas (transitivas).

Centrémonos nun n6 i da rede, que establece k; conexiéns con
outros k; nés. Para cada vecifo de i, haberia k; (k; — 1) /2 posibles
conexions entre os nds da vecifianza. A fraccién entre o nimero E;
de conexiéns que realmente existen entre estes k; ndés € o nimero total
posible k; (k; — 1) /2 da o valor do coeficiente de clustering C; do né i,
[28]]:

2E;

ki(ki—1)

O valor deste coeficiente de agrupamento local serd cero se os
ndés aos que estd conectado o nd i non estin conectados entre eles.
Imaxinemos unha rede en forma de estrela onde o n6 i ocupa o seu
centro. O valor deste coeficiente de agrupamento serd un se todos os
vecifos de i estdn conectados entre eles. Chamase clique a rede na que
todos os nds estan conectados con todos e, por tanto, cuxo coeficiente é
un. Podemos pensar no coeficiente de agrupamento como unha medida
de a que se aproxima madis a rede. A unha rede de estrela ou a unha rede
de clique.

O coeficiente de clustering da rede enteira é a media de todos os
coeficientes C; de cada n6 i. Semella que a meirande parte das redes
reais, pensemos nas redes sociais, tenden a crear grupos dentro das

Ci= (2.3)
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comunidades caracterizados por unha elevada densidade de nexos. A
probabilidade de que estas formacions se mantefian e crezan tende a
ser maior que a probabilidade media de que un nexo entre s6 dous
nos aleatorios se estableza. Veremos mdis adiante como Barabasi e
Albert tefien en conta esta ensamblaxe natural 4 hora de crear a sda
rede modélica. O agrupamento € unha propiedade moi comiin nas redes
sociais. Os circulos de amizade, as familias, onde todos os membros se
cofiecen, forman, asi, un grupo na rede.

Lonxitude promedia de camifio, distribucién de conectividade e
0 agrupamento, serdn conceptos que nos servirdn para agora poder
amosar unha serie de redes tedricas que serven para traballar con
diferentes agrupacidons dentro da natureza. Imos falar de redes
aleatorias, redes de mundo pequeno e redes libres de escala, dentro
das que estd a rede modélica Barabasi-Albert que xa adiantamos neste
apartado.

2.1.3 Redes aleatorias

As redes aleatorias son as redes que se describen cunha distribucion
de conectividades aleatoria e que se xeran con procesos aleatorios. Por
exemplo, o xogo do *amigo invisible’ no que cada persoa ten que ofrecer
un agasallo a outra persoa do grupo escollida ao azar. Na terminoloxia
de redes, esta tamén serd un xogo de rede dirixida.

En matematicas o modelo canonico é o modelo Erd6s-Rényi, [29]].
O nome do modelo xorde dos matematicos Paul Erdds e Alfréd Rényi
que son os primeiros en introducir as redes aleatorias en 1959, xunto
con Edgar Gilbert que acadou menos sona. No modelo Erdés-Renyi,
fixanse o niimero de nds e a conectividade de cada nd. A aleatoriedade
introddcese nas conexions no-né que se establecen. Esta € unha
particulariedade do modelo Erdds-Rényi que non sempre se ten que
cumprir. Como o numero de conexidns se fixan ao inicio, non hai
dispersion na conectividade e, por tanto, non existe espallamento na
distribucién de conectividades.

Podemos, por exemplo, lanzar un nimero aleatorio e que ese
ndmero aleatorio dictamine se dous nés se unen. E a tictica usada na
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nosa publicacién Turing instability in nonlinear chemical oscillators
coupled via an active medium, [30]. Na rede empregada neste
artigo, as conexions se establecen de forma aleatoria, a maioria
de nos tefien aproximadamente a mesma conectividade, proxima a
conectividade media < k > da rede. Aqui si hai espallamento
nas conectividades. A distribucion da conectividade dunha rede
aleatoria deste tipo é unha poissoniana co pico en P(< k >). Neste
traballo, a aparicion de estruturas organizadas no espazo débese a
que se establece unha interdependencia entre especies quimicas que
reaccionan aleatoriamente no seo dun medio activo. Como por exemplo
o peixe pallaso que vive nun matriarcado dentro dunha anemona. Os
roles sexuais vanse rotando en relacién ao resto de integrantes da
comunidade. A femia lidera, seguida do macho e as crias asexuais.
Cando ela morre, o macho ocupa o seu posto e a cria que o segue
convértese no macho.

2.1.4 Redes de pequeno mundo

Nunha rede aleatoria, na que os n0s tefien de forma aproximada
o mesmo numeros de ligazéns, a exclusion dun né aleatorio fai que
aumente a probabilidade de que o camifio se volte madis curto de forma
significativa, para calquera né que sexa excluido. Neste sentido, as
redes aleatorias son vulnerables a perturbacidns aleatorias. Pola contra,
existe un tipo de redes que resisten mellor e que, polo tanto, son mais
robustas. As redes de pequeno mundo, do inglés Small World, son
aquelas redes nas que a meirande parte dos nés non estdn conectados
pero que moitos dos seus nds poden alcanzarse desde cada né a través
de poucos saltos. A lonxitude promedio do camifio € curta. Pensemos,
por exemplo, nunha rede familiar. Os membros da familia cofiécense
todos. Unha aldea tamén poderiase modelizar cunha rede pequeno
mundo. Temos pequenos corpusculos familiares que se unen uns cos
outros no espazo publico. Chamaremos a estas conexions establecidas,
por exemplo, dentro dun grupo familiar, de curto alcance e as que se
establecen fora de longo alcance.

Nas redes de pequeno mundo, as conexions de longo alcance
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son poucas. En redes sociais, isto resulta no fenémono do mundo
pequeno no que xente que non se cofiece acaba tendo nexos comins que
posibilitan o encontro. Como xa dixemos, moitas redes sociais amosan
este efecto de pequeno mundo. Por exemplo, Wikipedia, a enciclopedia
online mdis visitada, ten unha estrutura de gran densidade cuxos artigos
tefien miles de ligazéns e nos que perderse ou atopar informacion
valiosa de forma fotuita é moi comin. E ficil perderse e pasar moitas
horas lendo informacion que non ten nada que ver ou que non tiflamos
intencion de buscar de primeiras. Tipico dunha rede pequeno mundo.
Wikipedia é un exemplo cldsico de rede pequeno mundo, pasar dunha
pesquisa a outra que non ten nada que ver leva, de media, 4.5 ’clicks’
[31]. A arquitectura subxacente de Internet responde ben tamén a
unha rede pequeno mundo. Pensemos na rede inicial de mensaxeria
establecida entre ordenadores do CERN que que deu lugar a rede de
redes. Todas as persoas mdis que menos se cofiecian. A adecuacion
de Internet 4 rede pequeno mundo pode deberse 4 variabilidade da
conectividade dos nds e a preferencia polas conexions locais [32]].

Féra do ambito social, podemos atopar outro caso de rede pequeno
mundo na xendémica,[33], [34]. Por exemplo, analises en diferentes
estadios do adenocarcinoma de pulmoén, o tumor mais letal do mundo,
revelan que os xenes marcadores de eventos canceroxénicos forman
redes pequeno mundo [35]. A presenza de redes pequeno mundo a
longo dos diferentes estadios cancerosos constitien unha sincronizacioén
dentro da entorna desordenada do cancro e promove a metdstase.
Semella que estas redes pequeno mundo son resilientes a ataques
externos . Isto indica que a efectividade dunha droga como intervencion
terapéutica € limitada. Isto débese a robustez das redes de pequeno
mundo. Se nos atopdsemos perante unha rede aleatoria que , como
dixemos con anterioridade, € méis vulnerable a perturbacions aleatorias,
o cancro seria mais féacil de combater.

Watts e Strogatz desenvolveron un modelo tedrico para as redes de
pequeno mundo [25]. A rede xérase do seguinte xeito. Dispoiiense os N
nés da rede en circulo e establécense tantas conexions como indique a
conectividade k cos seus nds vecifios. O pardmetro p, 0 < p < 1, regula
a probabilidade que ten cada n6 de reconectarse a nds mais distantes
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no anel. Como vemos na figura [2.1] as redes que cumpren o criterio
0 < p < 1 tefien propiedades de pequeno mundo.

Regular Small-world Random

Increasing randomness

Figura 2.1: Rede Watts-Strogatz para diferentes valores do parametro
p. O estadio p = 0, ao que chaman rede Regular, € o caso no
que todos os nds estin conectados aos seus nds vecifios. O estadio
p = 1 correspéndese coa rede aleatoria na que a distribucién de
conectividades xerada a partir dun proceso aleatorio de conexions. O
estadio intermedio 0 < p <1 é o caso de pequeno mundo. No caso
pequeno mundo, dependendo da magnitude do parametro p, os nds
establecen a un certo nimero de lioazons cos seus nds veciiios e, cunha
probabilidade p, establecen ligazons con nds distantes do anel, [25].

2.1.5 Redes libres de escala

Amosar en que punto do rizoma [rede] se forman os fenomenos de
masificacion, de burocracia, de leadership, de fascitizacion, etc., que
lifias persisten a pesar de todo, [36).

Vimos no apartado anterior como unha rede de pequeno mundo
pode representar moi ben o comportamento relacional da xente que
habita unha vila. Para poder modelizar unha cidade, coas suas
heteroxenias, barrios, nichos, temos que recurrir a outro modelo
matematico que albergue esa fragmentacion toda.

As redes libres de escala son redes complexas cuxa distribucién de
conectividade segue unha lei de potencia, na que a meirande parte dos
nds tefien poucas conexions en contraste coa existencia duns poucos
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nds que presentan un elevado nimero de ligazéns. Son redes nas que
na suia xénese predominan as conexions aos nds con conectividades
mais elevadas. Deste xeito, nas redes libres de escala, dominan un
numero relativamente pequeno de nés o que denominamos hub. Asi
como as redes de pequeno mundo eran robustas a calquera perturbacion
aleatoria, fose no n6 que fose, as redes libres de escala son, por norma,
mais resistentes a fallas accidentais tamén pero vulnerables a ataques
coordinados. A organizacion financeira dunha cidade verase mais
afectada se a drea administativa sofre algun tipo de crise.

Nestas redes libres de escala a probabilidade de que un né tefia k
uniéns decae cando k aumenta, segundo unha lei de potencia:

P(k) ~ k7 (2.4)

onde Y € un pardmetro cuxo valor estd tipicamente no rango 2 <
Y < 3 ainda que as veces pode caer fora deste rango.

O termo libre de escala xurdiu dun estudo [37] liderado por L4szl6
Barabdsi na Universidade de N6tre Dame en 1998 onde, ao mapear a
World Wide Web, (WWW), [38]], puideron verificar que 80% das paxinas
web tifian apenas 4 hiperligazons e que aproximadamente 0.001% das
paxinas tifilan mais de 1000 hiperligazéns. Practicamente ao mesmo
tempo, unha observacion semellante foi obtida polos irmans Faloutsos
en 1999, [|39]]. E mais tarde Broder et al. no 2000, [40], confirmaron os
datos obtidos, a través dun mapeamento da Web nunha escala maior.

A WWW € unha rede na que os seus nds son documentos e
as ligazons son URLs, localizadores uniformes de recursos do inglés
Uniform Resource Locator. O URL € un texto curto que identifica
calquera recurso (servizo, pdxina, documento, enderezo de correo
electrénico, enciclopedia, ...) accesible a unha rede. Os URLs
permitennos navegar cun “click” dun recurso a outro a través da rede.
En 1991, a WWW contaba cun unico nd, a primeira paxina web
vislumbrada por Tim Berners-Lee. Cun tamafio estimado actual dun
millén de milléns de documentos (N = 10'%), a WWW ¢é a rede mdis
grande xamais creada polo ser humano. Excede incluso nunha orde a
rede de neuronas do noso cerebro, N = 10!!, [41].

Non se pode menoscabar a relevancia que a WWW ten no noso
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dia a dia. Tampouco é esaxerado salientar o papel que a WWW xogou
no desenvolvemento da teoria de redes. Facilitou a descuberta de
caracteristicas fundamentais das redes e converteuse nun paradigma
para probar propiedades das redes.

Como xa adiantamos, o primeiro mapeo da WWW obtivose co
obxectivo explicito de comprender cal era a estrutura que se agochaba
detrds da rede e realizouno Hawoong Jeong no equipo de Barabasi
e Albert na Universidade de Notre Dame, [42]. Mapeou o dominio
nd.edu. Artellabano arredor de 300000 documentos e 1.5 millons de
ligazons. Compararonse as propiedades da WWW cun modelo de rede
aleatoria. Nese ano, 1998 habia motivos razonables para crer que a
WWW se podia adecuar a unha rede aleatoria. O contido de cada
documento reflexaba os intereses persoais e profesionais de individuos
e organizacions que o creaban. Dada a diversidade destes intereses, as
ligazons destes documentos debian apuntar a que se conectaban de xeito
aleatorio.

Un vistazo rdpido ao mapa da figura[2.2]apoia esta hipotese. Parace
haber aleatoriedade no enfiado dos documentos. Unha inspeccién
mais minuciosa, revela un entramado diferente entre esta rede e unha
aleatoria. De certeza, nunha rede aleatoria non aparecen nos altamente
conectados. Porén, nesta rede da imaxe coexisten ndés moi pouco
conectados cuns poucos hubs, que recordamos que son nds cun elevado
nimero de conexidns.

Se a rede WWW fose unha rede aleatoria, a conectividade da rede
de documentos seguiria unha distribucién Poissoniana que non foi o
caso. Porén, nunha escala log-log os puntos ordendbanse sobre una lifia
recta polo que podia estar a suxerir que a distribucion de conectividade
da WWW se aproximaba a unha distribucién de potencias como a da
expresion en [2.4L Nunha escala log-log, o expoifiente y € a pendente
desa recta.

A rede WWW ¢ unha rede dirixida xa que os seus documentos
estan caracterizados por unha conectividade de saida, k,,;, € outra de
entrada, k;. Mantemos a notacién saxona para ser fieis 4 literatura.
A conectividade de saida representa o numero de ligazons que certo
documento establece con outro. A conectividade de entrada son o
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Figura 2.2: Topoloxia da World Wide Web. Capturas da mostra da World
Wide Web mapeada por Hawoong Jeong en 1998, [42]. A secuencia
de imaxes amosa unha zona cada vez mdis magnificada da rede. No
primeiro panel amésanse os 325729 nds e da unha visién global da rede
nd.edu. Os nds con mdis de 500 ligazons estan coloreados en vermello e
nés con mdis de 500 ligazéns, en morado. Ao ir amplificando, revélase
a presenza de nos altamente conectados ou hubs que apuntan a unha
rede libre de escala. Extraido do texto de Barabasi do 2014 sobre as
propiedades das redes libres de escala [43]].

numero de documentos que apuntan cara certo documento. Se a rede
fose non-dirixida este nimero diferiria. Asi podemos distinguir duas
distribuciéns de conectividades. A probabilidade de que un documento
escollido de forma aleatoria apunte a k,,; documentos, ou P(kyy), € a
probabilidade de que k;,, apunten a certo documento ou P(k;,). Para a
WWW, en ambos casos, P (ko) € P(k;,) pédense aproximar por leis de
potencia:

P(kin) ~ k¥ (2.5)
P(kous) ~ k™Y (2.6)

onde ¥, € Y,ur SOn 0s expofentes para as conectividade de entrada e
de saida repectivamente. No caso da figura2.2] temos ¥, = 2.1 € Ypur =
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2.45. Os resultados, pois, amosan que a distribucién de conectividades
da WWW difiren abondo dunha Poissoniana que € a distribucion que
caracteriza as redes aleatorias. Estas redes son as que chamamos libres
de escala. Este exemplo darede WWW permitenos definir e comprender
o que son as redes libres de escala:

As redes libres de escala son aquelas redes nas que a sia
distribucion de conectividades segue unha lei de potencias.

A diferenza principal entre unha rede aleatoria e unha rede libre de
escala radica na cauda da distribucion de conectividades, que representa
a rexion das conectividades elevadas. Para valores pequenos das
conectividade k, a lei de potencias sobrepasa a Poissoniana o que quere
dicir que nas redes libres de escala hai un gran nimero de nds con
poucas conexidns, ausentes nas redes aleatorias. Para conectividades k
na proximidade do valor medio < k >, € a Poissoniana a que sobrepasa
a lei de potencias. Isto indica que nas redes aleatorias ha un exceso
de nds con conectividades similares ao valor medio, k ~< k >. Para
valores elevados da conectividade k, a lei de potencias sobrepasa de
novo a curva Poissoniana. Isto indica que a probabilidade de atopar
nos con conectividades elevadas ou hubs € mais alta nunha rede libre
de escala que nunha rede aleatoria. Con todo, o valor do expofiente y
da distribucion de conectividades para as redes libres de escala, marca
un afastamento ou achegamento desta rede 4 rede aleatoria. Canto
madis alto sexa o valor de 7, mdis se aproxima a distribuciéon a unha
Poissoniana; resulta indistinguible un modelo do outro.

Watts trataba as suas redes sociais como redes aleatorias no sentido
de que as conexidns entre os nos, individuos, se establecian de modo
aleatorio. Entre tanto, Barabdsi introduciu a preferencialidade das
uniéns. As redes tifian unha orde na dindmica de estruturacidn.
Dependia do grao de notoriedade ou popularidade que cada né posuia.
Ese padron de estruturacion respondia ao que Barabdsi expresou como
‘rich get richer’ [44]]. Os hubs ou nés cun nimero elevado de conexions
marcan a diferenza entre unha rede aleatoria e unhs rede libre de escala.

44



MARIAMO MUSSA JUANE

2.1.6 O modelo Barabasi-Albert para redes libres de
escala

O mapa € aberto, conectable en todas as sias dimensiéns, desmontable,
alterable, susceptible de recibir constantes modificaciéons. Pode
ser roto, alterado, adaptarse a distintas montaxes, iniciado por un
individuo, un grupo, unha formacién social, [45].

Para explicar como sistemas tan diferentes acadan a mesma
arquitectura, Barabdsi e Albert propuxeron un mecanismo dindmico
que designaron unién preferencial para explicar o aparecemento de
redes libres de escala. O mecanismo presentado tifia como idea
base que o crecemento das redes obedecia a algunhas regras. Os
novos nos adicionados 4 rede liganse de forma preferente aos nds con
conectividade maior. Outro feito a ter en conta en comparacion cos
outros dous modelos explicados ata o de agora, o er para redes aleatorias
e o Watts-Strogatz para redes de pequeno mundo, son o recofiecemento
de que crecemento e conexions preferenciais coexisten nas redes reais.

Partese de mp n6s. As conexions entre eles establécense de maneira
arbitraria de modo que cada no tefia, polo menos, unha conexion. A rede
constrdese da forma seguinte:

a Crecemento. En cada paso temporal, engddese un novo nd con
m < mg conexions que se une a m nds existentes na rede.

b Unioén preferencial. A probabilidade de que o novo né se conecte
a un no6 da rede i depende da conectividade k; de dito no:

ki
Likj
A unién preferencial segue unha regra probabilistica: un novo
n6 € libre de se conectar a calquera dos nés da rede. Porén, un

novo nd ten unha maior probabilidade de se conectar a un n6 de
conectividade elevada.

P(ki)

(2.7)

Despois de ¢ pasos de tempo, o modelo de Barabdsi-Albert xera
unha rede de N =t + mgy nds e mgy + mt conexions.
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Figura 2.3: Evoluciéon no tempo do modelo Barabasi-Albert. A
secuencia de imaxes amosa a emerxencia gradual de poucos nés moi
conectados, ou hubs, a través da union preferencial. Os circulos
brancos marcan os novos nds adicionados a rede que deciden con quen
establecer as suas ligazéns (m = 2) a través da union preferencial[43].

Dinamica da conectividade

Para entender a evolucion temporal do modelo Barabasi-Albert,
imos analizar a dependencia temporal da conectividade dun n6. No
modelo, un n6 ten a oportunidade de aumentar a sia conectividade cada
vez que un novo né chega a rede. Cando se engade un novo né 4 rede,
este unirase a m dos N(¢) nds presentes nese instante no sistema. O
no6 i ten m oportunidades de ser escollido pesado pola probabilidade de
union:

ki

ok .
szquj

5 mP(k;) = (2.8)

no denominador, suma sobre todos os nds da rede excepto o novo
(empézaseent = 1):

N—1
Y kj=2mt—m (2.9)
j
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8k,- k,‘ ki
2 = 2.10
ot m2mt -m 2t—1 ( )
parat — inf
ok; k;
—_— = — 2.11
Jr 2t @10
8/(1' 10t
- 2.12
k; 2t ( )
Integramos e temos en conta que en #; 0 nd i se une a m nods, ki(t,-) =
m:
ki(t) 1 ¢t
In = —In— (2.13)
k,‘(li) 2t

A conectividade de cada n6 i segue a mesma lei de crecemento:

1\ B
ki(t) =m (—> (2.14)
L
con B = 1/2. Canto antes se engada o nd, maior é a sua
conectividade. A centralidade do nd desta moi vinculada ao momento
en que o nd se aderiu 4 rede. Por tanto, o crecemento temporal da
conectividade k; de cada nd i:

dki(t) m 1
dt 2\ /it
que indica que nds madis antigos no tempo adquiren mais unions.

Ademais, canto antes se engada o n6, mdis central serd a stia posicion
na rede.

(2.15)

Distribucion da conectividade

O valor do parametro y das redes libres de escala na rede
Barabési-Albert é ¥y = 3. Como rede libre de escala, esta distribucion
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¢ independente do tempo e do nimero de nds da rede e conexidns m
establecidas.
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Figura 2.4: Distribucion de conectividades para a rede Barabasi-Albert.
Mostra de que P(k) é independente dos parametros m e mg para unha
rede de N = 10° e mg = m = 1 (red), 3 (green), 5 (blue) and 7 (purple).
Que as curvas sexan paralelas indica que ¥ € independente de m e my.
A pendente da curva punteada é —3 [43]].

Asi como a lei de escala libre observada nas redes reais
describe sistemas de diferetes tamafios en diferentes estadios de
desenvolvemento, esperase que un modelo correcto proporcione unha
distribucién cuxa caracteristica principal sexa a independencia co
tempo. Como amosa a figura P(k) é independente co tempo e en
consecuencia indenpendente do sistema de tamaiio mg + mt. Isto indica
que, a pesar do seu crecemento continuado, o sistema se autoorganiza
como un estado sen escala [38]].
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(a) SINGLE NETWORK

® N=10? N=10¢ N=10°

Figura 2.5: Dindmica da conectividade. (a) O crecemento da
conectividade dos nés engadidos a tempos ¢ = 1,10,10%,10%,10%,0°
(lifias continuas de esquerda a dereita) no modelo de Barabasi-Albert.
Cada n6 aumenta a sda conectividade seguindo a lei preferencial.
Como consecuencia, a cada paso temporal, os ndés mais antigos tefien
conetividades superiores. A lifia punteada correspondese coa predicion
analitica con § = 1/2 dada en[2.14] (b) Distribucién de conectividades
para a rede despois de engadir N = 10%,10%, 10° para os tempos ¢ =
10%,10*, 109 sinalados con frechas. Canto maior é a rede, mdis evidente
se fai a lei de potencias natural das redes libres de escala. A distribucion
pr amodsase en escala linear para que se observe mellor a emerxencia dos
estados libres de escala, [43]].

2.2 Redes reais. Twitter

Neste capitulo, ata 0 momento, presentamos diferentes modelos
que se empregan na literatura para describir comportamentos colectivos.
Neste apartado, pretendemos amosar como grandes bases de datos nos
poden permitir construir unha rede interactiva que despois podemos
introducir nos nosos modelos. A evolucion dos sistemas reactivos se
verd modificada en relacidon a rede real que insertemos. Introducir
unha rede real aproximanos mdis ao comportamento social que se pode
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estar dando nun lugar concreto con circunstancias concretas. Podemos
modelar cunha rede pequeno mundo unha vila da costa galega e unha
vila da costa levantina pero as estruturas sociais de seguro non son as
mesmas. De ai o poder de posuir eses datos locais. SO precisamos
unha tdboa de datos que identifique os nds e outra que identifique as
conexions establecidas entre eles.

Twitter, (www.twitter.com), € unha rede social de balde creada no
2006 que ofrece un servizo de microblogueo. O microblogueo € un
medio de transmision en lifia que existe como unha forma especifica de
blogueo. Un microblogueo diferénciase dun blogue tradicional porque
o seu contido € normalmente menor tanto no tamafio do ficheiro real
como no agregado.

Twitter lidera os sistemas de microblogueo. A idea é simple: unha
caixa de texto para escribir mensaxes de ata 280 caracteres (antes 140)
chamados tweets que se amosan na paxina principal da conta. Ademais
de publicar mensaxes, en Twitter pddese seguir a outras persoas as que
chamamos followers. Por defecto, as mensaxes son publicas pero tamén
se poden difundir de maneira privada de forma que s6 se amosen a
seguidoras determinadas.

Parte moi importante do labor investigativo que realicei durante
todos estes anos foi 0 manexo de grandes bases de datos de Twitter. A
través da aplicacion do paquete de Office NodeXL, [46|], descargamos
grandes bases de datos da rede social que despois visualizamos con
Gephi, [47], ou puidemos correr nos nosos sitemas dindmicos ao
transformar a informacién en matrices Laplacianas.

Facebook, a rede social mdis grande do mundo, con 2701
milléns de contas rexistradas. Facebook, ademais, postie Whatsapp e
Instagram, que estin na cuspide das 6 con mdis de 1 millén de contas
rexistradas, [48]]. Ningunha delas facilita os seus datos, polo menos non
cunha ferramenta de acceso libre. E por iso que nos decantamos por
Twitter. Salientamos a escolla de Twitter como exemplo de rede social
real pola accesibilidade dos seus datos.

Twitter pode ser un indicador da axitacion social en Internet. No
traballo Incorporating social opinion in the evolution of an epidemic
spread [17], empregamos unha rede de redes de hashtag de Twitter.
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Construimos dudas redes. Unha dun momento previo a epidemia
do COVID-19, outubro de 2019, e outra dun momento do primeiro
confinamento, abril 2019. Despois, esa rede meteuse nun modelo
epidemioldxico tipo SIR [[16]. Substraéronse dous resultados. Primeiro,
que a epidemia se propaga menos se se establece algin tipo de control
sobre a poboacion. Segundo, que, durante o confinamento, o nivel
de axitacion social era menor e que, por tanto, a epidemia era mais
facilmente controlable.

Na figura amosanse as duas redes de hashtag creadas para os
dous momentos, antes e durante a epidemia. A figura c € a distribucion
de conectividade axustada segundo unha rede tedrica libre de escala. A
rede de outubro ten un coeficiente ¥ menor. Isto implica que é unha
rede libre de escala "mais pura” onde existe unha xerarquizacién mais
acusada e, por tanto, hubs con maior influencia sobre o resto. A rede
do comezo da pandemia, ten un coeficiente Y maior o que a aproxima
mais a unha rede aleatotia onde non hai nds preferenciais. Neste caso,
os intercambios son mdis comuniais € horizontais con menos xerarquias
e propagar una idea neses tempos era mais doado xa que redes dese tipo
facilitan a propagacion.
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Figura 2.6: Estrutura da rede de redes de hashtag de Twitter. (a) Rede
de Twitter de outubro de 2019. (a) Rede de Twitter de abril de 2020.
Cada cor marca as diferentes subredes de hashtag. As contas coloreadas
en gris marcan as contas ponte. Os enlaces tefien a cor da conta de orixe.
(c) Distribucién de conectividade das duas redes. Usouse o algoritmo
ForceAtlas2 de Gephi para xerar as duas representacions. O algoritmo
ForceAtlas?2 estimula o sistema fisico para organizar a rede no espazo
segundo o balance de forzas. Os nos repélense uns dous outros como se
fosen particulas coa mesma carga eléctrica mentres os enlaces atraen os
n6s cunha forza elastica que segue a lei de Hooke. N6s mais distantes
intercambian menos informacion [17]].
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Capitulo 3

Inestabilidade de Turing
deslocalizada

3.1 Inestabilidade de Turing

En 1952 Alan Turing suxire que, ante certas condicions, duas ou
mais especies quimicas poden reaccionar e difundirse coa consecuente
xeracion de padréns espaciais heteroxéneos estacionarios no tempo.

Unha reacciéon quimica € un proceso polo cal ddas ou madis
especies, 0s reactivos, interactian para dar lugar a novas especies,
os produtos. A reaccidén provoca a reorganizacion dos atomos que
compofien os reactivos para dar lugar aos produtos. A difusién € un
proceso fisico derivado dunha asimetria espacial ou perturbacién das
concentracions das especies presentes. A asimetria implica un gradiente
de concentracions que se anula mediante o fluxo das especies. As
ecuacions que describen este proceso fisico-quimico son:
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% = f(u,v) +V?u

(3.1)

% = g(u,v) +dV>

onde u e v son densidades locais das especies activadora e
inhibidora, respectivamente. Activadora porque activa a reaccion e
inhibidora porque a inhibe. Os primeiros termos da ecuacion recollen o
proceso quimico. As funciéns f(u,v) e g(u,v) especifican a cinematica
do activador, que autocataliticamente aumenta a sua concentracion, e
a cinemética do inhibidor que reprime o aumento do activador. Os
segundos termos recollen o proceso fisico: Turing demostrou que a
razon das constantes de difusion das especies activadora D, e inhibidora
D,, (d = D,/D,), pode desestabilizar o estado uniforme inicial e asi
emerxer, de forma espontanea, padrons espaciais. Altérnanse zonas
ricas e pobres en activador. As condicions que se deben cumprir para
que no sistema xurda a inestabilidade son:

1) En ausencia de difusién, u e v evolucionan a un estado
estacionario estable e uniforme.

2) Con difusién, é dicir, con perturbacién espacial, o punto fixo
desestabilizase e aparecen as estruturas de Turing.

Asi, ao contrario do que podemos intuir, Turing demostra que a
difusién sexa un proceso que anula un gradiente de concentraciéns é
dicir unha asimetria espacial non implica que reestableza a situacién
de estabilidade uniforme inicial senén que pode dar lugar a unha nova
asimetria estacionaria. A difusion non € un proceso estabilizador en si.
A difusion pode dar lugar a novas estruturas estables que denominamos
estruturas de Turing. O fendmeno recibe o nome de inestabilidade
de Turing xa que as novas estruturas derivan dunha perturbacién do
medio. Este mecanismo é de gran importancia porque na actualidade
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se considera o mecanismo diferenciador que a natureza emprega para
xerar estruturas e atopase presente en multitude de sistemas, que
exemplificamos no apartado seguinte.

3.1.1 [Inestabilidade de Turing como mecanismo
diferenciador

En 1971, Othmer e Scriven [49] suxiren unha teoria mais xeral
que a proposta por Turing. Inestabilidades dindmicas nos procesos
reactivo-difusivos en grupos de células intercomunicadas podian facer
emerxer padrons e oscilacions periddicas. Othmer e Scriven estaban
a falar de que a inestabilidade de Turing podia darse en sistemas
organizados en redes. A estrutura da rede influenciaria a interaccién
entre as reaccidons quimicas intracelulares e as transferencias difusivas
intercelulares e, asi, a estabilidade do estado estacionario da rede. Con
esta teoria, os efectos dos cambios na topoloxia da rede, podense tratar
de xeito sistemético. Esta interconexion celular, cun equilibrio entre
a reaccion intracelular e a difusion intercelular, debe xogar un papel
fundamental nos estadios temperans da morfoxénese bioldxica, xa que
os morfoxenes se difunden a través de conexions intercelulares.

Un sistema, homoxéneo de orixe, pode, mdis tarde, desenvolver
padréns ou estruturas debido a unha inestabilidade no equilibrio
homoxéneo, disparado por unha perturbacion aleatoria [50]. A rotura
espontdnea da simetria desestabiliza o sistema e xera gradientes que
se resolven cos procesos difusivos que nos ocupan. Organismos
multicelulares primixenios puideron usar a rotura espontidnea da
simetria como estratexia para definir o seu eixo embrionario, [S1].
A orientacion da polaridade do cigoto pode deberse a numerosos
gradientes ambientais, como a luz ou a gravedade.

O exemplo tipo é o caso do animal invertebrado hidra. Hidra é
un organismo que nos serve de mostra de como a rotura espontdnea
da simetria é un aspecto crucial na autoorganizacion e formacion de
padrons. Hydra vulgaris é un polipo de augas doces de 1c¢m de longo
con forma cilindrica cunha boca rodeada de tentdculos dun lado e un pé
do outro. O corpo estd composto dunha bicapa de células en continua
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proliferacion. As células que se orixinan no corpo cilindrico, migran as
extremidades onde se diferencian de xeito irreversible e forman tecidos
especializados antes de morrer.

O desenvolvemento de hidra esta controlado por un grupo pequeno
de células localizadas na parte apical da cabeza. Este grupo de células
constitien o chamado “organizador da cabeza” (head organizer) e 0s
sinais xerados nesta rexion transmitense ao corpo para establecer un
gradiente de informacion posicional que organiza e padroniza o animal.
O primeiro equipo en estudar o mecanismo diferenciador da hidra foi o
de Beloussov [52]]. Na sda rexeneracion, a hidra primeiro forma unha
béla oca formada por una bicapa celular. A simetria esférica rompese
en estadios avanzados do desenvolvemento cando a hidra crea un punto
mais débil na bodla oca. Como resultado desta rotura da simetria, a
hidra desenvolve un grupo de células diferenciadas irreversibles que
constitien o centro organizador da cabeza. Esta e a primeira estrutura
en se formar. Tras disto, xérase a cabeza, os tentdculos e o pé. Turing
foi o primeiro en recofiecer a relevancia do proceso reactivo-difusivo no
proceso de morfoxénese da hidra [50].

Queremos ilustrar con fermosos exemplos do xurdimento de
estruturas de Turing debido a un intercambio de informacién co medio.
Velai a nosa inquedanza por cofiecer e indagar mdis sobre os nosos
comportamentos como rede. A natureza é rede. Con tan s6 2mm de
didametro, Volvox carteri € unha colonia de algas unicelulares que se
xuntan para operar como un unico organismo [53]], [54].

En 1700, Antoni van Leeuwenhoek foi o primeiro en observar
Volvox, [55]. Leeuwenhoek € cofiecido por ter inventado o microscopio
e mais polo seu traballo pioneiro nas dreas da bioloxia celular e da
microbioloxia. Estad considerado como un dos primeiros microscopistas
e microbidlogos. Foi o primeiro en observar e describir organismos
unicelulares.

Pénsase que Volvox desenvolveu o seu estilo de vida colonial hai
200 milléns de anos, durante o Tridsico, [56], periodo onde aparecen os
primeiros mamiferos.

Volvox non s6 fascina ao mundo da bioloxia senén que se
converteu en organismo modelo para a investigacion sobre o paso
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da vida unicelular a pluricelurar de interese noutros eidos, como no
noso: a fisica. Volvox € un fermoso exemplo de estrutura de Turing
deslocalizada. Inestabilidade de Turing pola morfoxénese da colonia
a partir de organismos unicelulares e deslocalizada pola necesidade da
rede que as interconecta.

Outro paradigma de autoorganizacion en redes son os sifonéforos,
Siphonophora. Dentro dos sifonéforos podemos atopar ata 175 especies
con diversidade en formas e tamafios dependendo do hébitat no que
habiten. Os sifond6foros de maiores dimensions [57]], [58]] viven nas
profundidades dos océanos € son un dos animais mdis longos da Terra,
poden chegar a medir 40m. Siphonophora funciona como unha maquina
con diferentes partes altamente especializadas. Algunhas partes cazan,
outras dixiren, outras reproducen e outras nadan. Algunhas son
bioluminiscentes. Entre os sifon6foros atopamos unha especie do
xénero erenna que € unha das ddas Unicas especies animais que emite
bioluminescencia vermella. Polo que os sifonéforos tamén viven como
colonia.

Xa temos dous exemplos de colonias de organismos unicelulares
para ilustrar a inestabilidade de Turing. Unha alga, Volvox, e un
animal, Siphonophora. As bacterias tamén poden formar colonias
chamadas biofilms e comunicarse a través do quorum sensing [59|.
Quorum € un cultismo que nos chega do latin e refirese ao ndmero de
persoas necesarias para poder tomar decisions. En bioloxia, quorum
sensing € a abilidade de modificar a regulacidon xenética ao detectar
cambios na densidade de poboacion celular. O quorum sensing
permite as bacterias restrinxir a expresion de certos xenes ante un
aumento na densidade celular polo que o fenotipo serd mais beneficioso.
Alguns destes biofilms que forman polo quorum sensing especializanse.
Por exemplo, comunidades de Cellulophaga lytica emiten diferentes
cores e as unidades iridiscentes elementais son similares en tamafio a
subcomunidades de células bacterianas [60]. Estdnse autoorganizando
e formando padréns.

Ademais da sabida regulacién da inestabilidade de Turing na
morfoxénese nos primeiros estadios da maduracién, outros procesos
que responden ao mesmo mecanismo de especializacion estin a
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ter lugar a diario no interior do noso corpo: o crecemento do
pelo, a rexeneracién da pel, ... A pesar de que as células estan
compartimentalizadas, pddense comunicar unhas coas outras para
regular a expresion xenética que marca o inicio dun novo ciclo de
desenvolvemento. Estd a operar o mesmo quorum sensing bacteriano.
Outro exemplo de especializaciéon de Turing é a hematopoiese [61]].
A hematopoiese xera toda a variedade de compofientes celulares do
sangue a partir de células nai indiferenciadas. E isto s6 € posible grazas
a ocurrencia do proceso dentro do sangue. Ser parte do ambiente e
reaccionar nel e con el, modifica certos comportamentos colectivos.

Para asentarse nas suas entornas, como a galifia da que falabamos
ao inicio deste capitulo, os ancentros diversificanse. Puido acontecer
isto na especializacion tempera de fotétrofos e heterétrofos dun ancestro
mixotrofo, capaz de obter enerxia tanto de fontes inorgédnicas como
de organicas [62]. A mixotrofia estd amplamente estendida nos
protistas plancténicos. De seguro, o plancto, segundo a dispoiibilidade
enerxética do ambiente, pode reaxustar a sua estratexia tréfica, autotrofa
ou heterétrofa [63]. Recordemos que o plancto é a base da cadea
trofica ocednica e contribue con case a metade da producion primaria
da Terra. Asi pois, o plancto € tan crucial no ciclo do carbono como
todas as plantas terrestres xuntas [64] e, por tanto, modulador do cambio
climatico a ter en conta [65]].

Subindo en complexidade, os animais sociais forman comunidades
en entornas moi concretas. Fora das cofiecidas formigas e abellas, o
peixe pallaso, por exemplo, vive en matriarcados formados por unha
femia lider, un macho e o resto de peixes pallaso asexuais que coidan
dos ovos e a anémona onde viven [66]. Cando a femia morre, o macho
cambia de sexo e convértese na lider e o mais forte dos peixes pallasos,
no macho.

Turing non menciona en ningdn momento as redes pero estin
implicitas na sda andlise. Para que exista difusion debe existir algin
tipo de interaccion entre as especies que estan a reaccionar. Definidos
os conceptos de matriz de adxacencia A;; e de conectividade k; co
capitulo adicado a redes, podemos comezar a trasladar o formalismo
da inestabilidade de Turing dos medios continuos ao espazo discreto
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reticular.

3.1.2 Inestabilidade de Turing deslocalizada

Turing estableceu as condiciéns necesarias para que as estruturas
de Turing emerxeran nun medio continuo. O que non sopesou € que
este era un caso particular do caso madis xeral que é comprender que os
elementos na natureza interactian a través de redes. O medio continuo
¢ unha rede sinxela na que os seus constituintes establecen conexions
de curto alcance. Imos ampliar o formalismo matemético ao espazo
discreto propio das redes. No espazo continuo, o transporte difusivo
aparece debido a un gradiente de concentracions:

Ju= Duvzu(x,t)

(3.2)

Jy= DVVZV(x,t)

Denominase Lei de Fick a aparicion dese fluxo difusivo j, e j,
debido ao gradiente das especies u € v no espazo x e tempo t. D, e D,
son os coeficientes difusivos das especies u e v respectivamente.

No espazo discreto a localizacion especifica x desaparece e s6 seran
necesarias as relacidns que se establecen entre os distintos nds. A matriz
de adxacencia A;; dd informacion das conexions entre os N nds que
compofien a rede. Usemos A;; para definir o fluxo difusivo en medios
discretos:

N
ju,i ~ Z A,-j(uj - u,-) (33)

Jj=1
O fluxo j,; da especie activadora u no né i e proporcional as
diferenzas de concenctraciéns entre todos as concentraciéns dos nds
J conectados co n6 i. A matriz de adxacencia A;; anula os fluxos
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entre os nos que non estan conectados e permite os fluxos entre os nds
conectados. Buscamos unha expresion mais elegante:

—_

™M=

N N
Aij(uj—u,-) = ZA,-juj—u,-ZAij:
4 =

~

N (3.4)

N
Aijuj—uik,- = ZAijuj_ki Z 5,']'1/!]'
1 j=1 j=1

I
™=

J

No caso da especie inhibidora v; fariase de igual modo.
Introducimos a definicién da ecuacién (2.I) da conectividade e a
definicion da delta de Kronecker no segundo termo. Agora definimos
o operador Laplaciana L;; que nos serve para expresar o fluxo difusivo
dun xeito méis compacto. A Laplaciana substitie a nabla nos medios
discretos:

Li; = Aij—k;6;j (3.5)

Vemos que a Laplaciana L;; contén informacion das conexions que
se establecen entre os distintos nds a través da matriz de adxacencia
A;j pero tamén o nimero de conexions que cada né ten a través da
conectividade k;. O operador Laplaciana L;; dd conta das conexions
existentes entre os N nds da rede e ademais da sda centralidade na rede.
Queremos facer notar que o operador L;; existe na literatura matematica
pero co signo oposto. Diremos que nos interesa usalo con este signo
para que a expresion nas ecuacions quede cun signo positivo. Asi, o
fluxo en medios discretos pddese escribir de forma sincrética como:

. _ %N
Juji = Xj—1 Liju;

(3.6)
Jvi = Z]]yzl Lijv;
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Onde j,; € o fluxo da variable # no n6 i debido a existencia dun
grandiente de concentracions entre un total de N nds que compoiien a
rede. A difusidn so se dard se existe unha diferenza de concentracions
entre nos conectados. A informacion da existencia de conexions € o
numero delas albérgaa a matriz Laplaciana L;;.

Por tanto, as ecuacibns que gobernan un sistema
activador-inhibidor en redes cun mecanismo reactivo-difusivo que
posibilita a aparicion de estruturas de Turing son:

Sui = f(ui,vi) + €LY Liju;
(3.7

Svi = g(ui,vi) + €0 LN Lijv;

A evolucion da especie activadora u; depende do seu proceso
reactivo f(u;,v;) que pode ter dependencia das ddas especies activas
e depende tamén das perturbacions que poidan existir na sua
concentracion dentro do sistema interconectado ao que pertenza. A
difusién s6 terd lugar entre nds que estean conectados cun peso €, no
caso da especie activadora, que € a constante que asignan Mikhailov
et al. [67] para o coeficiente difusivo: € = D, para a especie u e
o =D, /D, é arazén dos coeficientes difusivos.

f(ui,vi) e g(ui,v;) representan a cinemdtica local do sistema
activador-inhibidor en cada n6 e deben cumprir a primeira e a segunda
condicion de Turing.

3.1.3 Analise de estabilidade linear

Para poder predicir a evolucion dun sistema dindmico,
achegdmonos 4s proximidades dun punto fixo estable do mesmo.
Observamos como evoluciona o sistema ao longo das variables das
que depende, polo que vai haber derivadas involucradas no célculo.
Chamamos a este procedemento anélise de estabilidade linear, linear en
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tanto que nos achegamos ao comportamento linear nas proximidades do
punto fixo estable e despreciamos comportamentos de ordes superiores.
En redes, a andlise de estabilidade linear realizase de xeito andlogo ao
caso de medios continuos. E mdis, a andlise para redes é o caso xeral
como veremos a continuacion. No caso clasico de medios continuos,
as perturbacidons descompodiiense nun conxunto de modos de Fourier
que representan ondas planas con diferentes nimeros de onda [67]].
Nunha rede, o papel das ondas planas e dos numeros de onda xégano,
respectivamente, os autovectores ®* = (¥, ..., Y ) e autovalores Aq,
o = 1,..,N da matriz laplaciana L;;:

N
Y Lij@% = Ag®f (3.8)
=1

Esta expresién define os autovalores Ay e autovectores O
da matriz Laplaciana L;;. Ao aplicar o operador Laplaciana L;;
sobre os vectores <I>l‘-x, estes non cambian a sua direcciéon e o
factor polo que cal se dilataron son os autovalores Ay, o =
1,..,N. Pensando no proceso difusivo, conectar o sistema de N
dun xeito concreto determinado pola matriz Laplaciana L;; introduce
direccions preferenciais de deformacion dadas polos autovectores
cunhas amplitudes de deformacién dadas polos autovalores. Todos os
autovalores Ay son reales e negativos.

As perturbaciéns du; e dv; toman a forma:

6“1 - Caelat(biﬂl
3.9)

6V[ = CaBaekatq)ia

O primeiro paso para realizar a andlise de estabilidade linear é
obter o punto fixo estable do sisttema. Con ese fin, buscamos a
solucion estacionaria e anulamos a cinematica, f(u,v) = g(u,v) =0,
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que converxe a un punto fixo. Para saber se € estable, hai que establecer
un modo de determinar como a cinemadtica varia con u e v. A esta
pregunta responde unha derivada. Interésanos linearizar a cinematica
para ver a dependencia multivariable. Escribimos a matriz Jacobiana
do sistema:

Ju o
J= (3.10)

8u &v

Onde f, € a derivada parcial de f con respecto a u e asi para o resto
de funciéns e variables. Queremos analizar a estabilidade do punto
fixo polo que a Jacobiana debe de evaluarse no punto fixo acadado
con anterioridade. Obtemos os autovalores asociados a Jacobiana. Se
ambolos dous son negativos quere decir que baixo esa cinemdtica, na
entorna do punto fixo, as traxectorias de evoluciéon caen no val de
atraccion do punto fixo. De forma intuitiva, un punto fixo é estable
se para calquera traxectoria o suficientemente proxima ao punto no
momento inicial, por exemplo a unha distancia pequena 8, permanece
préoxima ao punto para todo tempo, € dicir, a traxectoria permanece
sempre dentro dun circulo de centro o punto e radio moi pequeno.

Unha vez temos un punto fixo e estable, queremos ver como se
comporta o sistema acoplado a unha rede. O estado perturbado (u;,v;) =
(uo,vo) + (8u;, 8v;) introdiicese nas ecuacions 3.7|linearizadas en torno
ao punto fixo (ug,vo):

9 8u; = fubu;+ f,8vi+ X Lijou;
3.11)

%5\/,- = g,0u;+g,0vi+ €0 ley:1 L;jév;

Introducimos as definicions das perturbacions nas ecuacions
linearizadas do sistema:
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)uaCaelatq)lq = fMCaelatq)lq + vaaBaela[q)lq + gzljy:l LijCaelatq)?c

laCaBaekatq)lq - guCaekatq)lq + ngaBaelat(qu + 80211\]:1 LijCaBaelat(D;x
(3.12)
Dividimos por Cge”*' e usamos a definicién de autovalor da rede

dada pola ecuacién O resultado son N ecuaciéns linearmente
independentes para os distintos modos normais Q:

Aot

1 fut€Aq fv 1
> = (3.13)

B 8u g+ EC0Ay By

O factor de crecemento € o autovalor asociado & matriz Jympliadas
ecuacion e € un medidor do ritmo de evolucion coa que se acada o
novo estado estacionario tras unha perturbacién. Canto maior é o valor
absoluto do factor de crecemento, mdis rapido se acada o novo estado
estacionario.

JutE€Ag Jo
Jampliada = (314)

8u g +E0Ay

Observamos que chamamos a matriz asociada os factores de
crecemento Jacobiana ampliada. Esta matriz é equivalente a matriz
Jacobiana da ecuacion [3.10| cuns termos na diagonal asociados 4 rede
difusiva. Se anulamos a difusion, € = 0, o problema reducese 4 anélise
dos autovalores da Jacobiana. Por iso dicimos, que o caso de redes € un
caso xeral de medios continuos.

Entén, o factor de crecemento Ay € un medidor do ritmo co que
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evoluciona o sistema a un novo estado estacionario. Ademais, danos
informacién sobre a existencia ou non da inestabilidade de Turing. A
inestabilidade de Turing aparece cando, polo menos, a parte real do
factor de crecemento é positiva para algiin dos modos o, Re(Ay) > 0,
a=1,..,N.

3.2 A constante difusiva e o seu significado

As ecuacions reactivo-difusivas amosadas con anterioridade,
describen moi ben migracions dunha especie A dun territorio de orixe x
a outro destino y debido, por exemplo, a falta de recursos no territorio
de orixe. Que pasa se existe unha especie B que tamén compite
por eses recursos? como podemos modificar as nosas ecuacions
reactivo-difusivas para modelizar a interaccion das especies A € B non
por como reaccionen senoén por como se difundan para reestablecer
equilibrios?

Realicemos un desenvolvemento a segunda orde das ecuaciOns
reactivo-difusivas do sistema:

%”i = f(uj,v;) —i—ZIJy:lLij(S +aiu;j +a12vj)uj

(3.15)

%Vi = g(ui,vi) —1—21}1:1 Lij(EG—l-azluj —I—azzvj)vj

Os termos aj; € azy son correccions a segunda orde do termo
difusivo en €. Podémolos chamar termos de autodifusion. Os termos
aps e ay; fan referencia a difusion cruzada.

Se os termos de autodifusion son positivos, aji,az; > 0, significa
que as especies se moven cara nds onde a sua concentracion € menor,
con maior magnitude que para a difusiéon simple en €. Acudir a un
mitin politico ou ir a un concerto son exemplos de autodifusion. Se
estes coeficientes son negativos, aj1,a2 < 0, as especies movense cara
nés onde a sda concentraciéon € maior como acontece nos ’ghetto’ ou
areas de concentracion de minorias, hospitais psiquidtricos, carceres,
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Todas as tribus urbanas ou os movementos de musica e danza
urbana exemplifican a autodifusion negativa, lugares de seguridade e
autoafirmacion de identidades oprimidas. Recordemos os movementos
feministas ou LGTBI+ nos seus comezos.

Os parametros de difusion cruzada regulan difusions onde hai unha
competicion entre as dias especies implicadas polo espazo ocupado. Se
son os pardmetros de difusién cruzada os que son positivos, ajz,az; > 0,
significa que, por exemplo, a especie A se move cara a outro nd se a
concentracion da especie contraria B € inferior no n6 de destino como
no ’bullying’. Pola contra, se a difusion cruzada € negativa, ajz,az; <0,
significa que o fluxo se opon ao gradiente. A especie A migra cara
nés onde a concentracidon da especie B é maior. Unha arafia devorada
ao caer no seo dunha colonia de formigas. A nivel social, pensemos
nas migracions en distintos momentos do século XX cara as Américas
ou cara Europa Central. Un grupo minoritario dunha cultura diferente
que chega a nudcleos industriais con supostas grandes oportunidades
laborais. Os nas migracions actuais que cruzan Europa. Ou as invasions,
guerras e bombardeos: Iraq, Guernica, Vietnam, Hiroshima e Nagasaki,
... O tréfico humano ou o terrorismo...

Nun contexto lingiiistico, introducir difusion cruzada pode permitir
a coexistencia de linguas, [19]. Para entendelo, situémonos na Galiza
de inicios do século XX. A migracion galega cara Nova lorque pddense
parametrizar cunha constante de difusién cruzada negativa, ajp < 0.
Unha comunidade pequena, neste caso galega, migra cara un territorio
ocupado por unha comunidade moito maior cunha cultura dominante
e hexemonica e ainda asi consegue se asentar e manter as sdas formas
culturais, nas que se inclde a lingua.

Moitas veces, un desenvolvemento a primeira orde non basta
para acadar a inestabilidade de Turing porque a condicidén necesaria
de que o factor de crecemento sexa negativo en mdédulo non se da.
Realizar un desenvolvemento a segunda orde pode resolver o problema.
Pédese precisar da difusién cruzada para que apareza a inestabilidade
de Turing, [68]]. Encontramos traballos, por exemplo, cun modelo
predador-presa no que introducir autodifusion favorece a aparicion das
estruturas, [[69].
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Vemos que introducir esta correccién de segunda orde no modelo
abre un grande abano de fenémenos biol6xicos e sociais que se poden
analizar baixo o prisma dun sistema reactivo-difusivo. Do mesmo
modo que analizamos a estabilidade linear nas ecuacions de primeira
orde, tamé o podemos facer aqui. Como a diferenza é na magnitude,
anulamos os termos aj; y apy para sincretizar a andlise. Primeiro
que todo, calculamos os autovalores da rede que son independentes do
proceso difusivo, ecuacion [3.8] Linearizamos en torno ao punto fixo
up,vo-:

%5% = fu5ui+fv5v,~+ZIJy:1L,-j((£+a11uo +6112VQ)5uj —|—a12u05vj)

%6\/1' = gu0u; +g,0v; +21}/:1 Lij(a21v05uj + (8(5 +ar1ugp —|—2a22v0)5vj)

(3.16)

Introducimos as perturbaciéns que definimos en[3.9] dividimos por

Cye?e! e usamos a definicién de autovalor da rede dada pola ecuacién
3.8l O factor de crecemento € o autovalor asociado 4 matriz:

fu+ (e+aiup+ainvo)Aq fvtanuyAq

8u+ a21voAq gv+ (€0 +aziug+anvy)Aa

(3.17)
Que € equivalente a matriz Jympiiadas ecuaci(’)n se anulamos os
termos de difusion cruzada. Introducir difusiéon cruzada pode modificar
o signo do factor de crecemento e asi a estabilidade do sistema.
Daquela tanto a estrutura da rede como as formas en que se
difundan as especies, isto €, as magnitudes e signos das constantes
difusivas (epsilon, ©, a1, ayz, a»;, az) poden estar detrds da
emerxencia de estruturas autoorganizadas. No traballo que realizamos
Turing instability in nonlinear chemical oscillators coupled via an
active medium, [30], a apariciéon de estruturas organizadas debiase a
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rede, que analizaremos con madis detalle no capitulo de redes, pero
tamén do proceso difusivo de migracién das especies quimicas. O
parametro da difusion cruzada debia ser negativo para o xurdimento
da inestabilidade de Turing.
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Se somos quen de transformar datos en matrices de adxacencia
A;j, a obtencion da matriz de difusion Laplaciana L;; € directa
a través da conectividade k;j, Unha vez temos a rede,
podemos acoplala 4 dindmica que queiramos. A andlise do sistema
reactivo-difusivo orixinado permitiranos atisbar a posibilidade ou
non de acadar a inestabilidade de Turing co signo do factor de
crecemento.  Valores negativos do factor de crecemento facilitan
a aparicion da inestabilidade. Se non abonda coa rede, podemos,
ademais, modificar os sentidos da difusion a través dos pardmetros
da difusion (g, o, ayy, aiz, az1, azy). Tras sufrir perturbacidns, os
sistemas tratan de reestablecer un equilibrio. Pero ese equilibrio non
implica homoxeneidade. Introducir unha perturbacién nun sistema
interconectado pode derivar na emerxencia de estruturas organizadas. E
esta € a aprendizaxe que sacamos da andlise da inestabilidade de Turing
deslocalizada. Equilibrio non significa homoxeneidade.

Como desde un substrato indiferenciado poden xurdir estruturas
heteroxéneas foi o fito que nos deixou Turing. Pensemos nun sistema
artellado en partes. Ese sistema € reactivo, isto €, cada unha das
partes son como pequenos tanques onde unhas especies se transforman
noutras. Ademais, ese sistema tamén € difusivo, estd permitido que
esas especies reactivas transiten os tanques todos que compofien o
sistema. Nun principio, o sistema estd en equilibrio. Non se dd nin
transformacién na forma de reaccion nin transferencia na forma de
difusion. Por algin motivo, o sistema perturbase. Pode ser, por algin
estimulo externo, como luz ou gravidade ou unha fonte de auga, por
poner exemplos. A natureza estd sempre na procura de balances e de
minimos de enerxia. Prodicese o que se chama unha rotura espontdnea
da simetria. Nun tanque en concreto, unha desas especies reactivas
ten unha concentraciéon andmala. A intuicion dinos que o sistema vai
reestablecer o equilibrio inicial. Pero isto pode non ocorrer ao ter
un sistema artellado en partes. A rede difusiva que as interconecta
pode alocar os vales de minimos de enerxia e reestruturar o sistema
nun xeito completamente novo. Dun substrato indiferenciado pero
coa capacidade de reaccionar e se difundir, emerxe un padron mais
adaptativo 4s novas circunstancias que o circundan. Esta é a base da
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inestabilidade de Turing.

E a resposta ante unha crise. Duas alternativas: perecer ou
reinventarse. Neste caso, a estrutura de Turing € unha solucién que
a natureza da ante perturbacions que poida sufrir un sistema natural.
Un sistema indiferenciado rompe a sua simetria por algun tipo de
perturbacién externa. Aparecen gradientes. Os gradientes resélvense
con fluxos das especies a través do sistema que sempre o levan a
minimos enerxéticos. O todo é madis que a suma de partes. Cada
unha das partes por separado, se as partes son iguais, ten 0 mesmo val
de minimo de enerxia. A rede difusiva aloca os vales de minimo de
enerxia. Se o sistema indiferenciado non sofre perturbacion algunha,
permanece nese estado metaestable inicial homoxéneneo. Agora ben,
unha pequena perturbacién pode transformar o sistema por completo
debido ao desprazamento dos minimos de enerxia. Emerxe un padron
mais eficiente.

Nestes sistemas artellados en partes con intrarrelacions, entre as
especies que forman as partes, e interrelacions, entre as especies
de distintas partes, unha perturbacion inestabilizadora pode xerar
estruturas con formas moi diversas. E iso vai depender do proceso
difusivo e por tanto da rede que interconecte as partes. Explicase asi a
proba evolutiva embrioléxica. Como dun gameto indiferenciado poden
xermolar organismos tan distintos e € que, de seguro, as redes que
establecen as partes dese gameto son distintas. Isto xera un feixe de
perfis de vales de minimos de enerxia distintos que explican as derivas
correspondentes. Este € o Turing deslocalizado. A topoloxia da rede
¢ relevante na formacion da estrutura heteroxénea. A rede determina o
padrén.

A inestabilidade de Turing deslocalizada € unha pedra angular de
morfoxéneses e evolucion. Morfoxéneses e evolucion aplicables a todo
sistema natural. Veremos que podemos sair da bioloxia e ollar con este
prisma a como se organizan as sociedades. Imos aplicar estas ideas
orixinarias da bioloxia a redes de interconexidns sociais centrandonos
na emerxencia de padréns lingiiisticos de coexistencia de linguas dentro
de territorios concretos.

Se somos quen de construir a matriz Laplaciana L;;, podemos obter
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os factores de crecemento A, asociados ao sistema. Estes factores
van depender tanto da reaccién do sistema, albergada na cinematica
do, como da difusion, propicidada pola interconexion das partes nunha
rede. Os factores de crecemento son os autovalores asociados a esa
matriz Laplaciana L;;. O modulo do factor de crecemento mide a
velocidade coa que se acada un estacionario tras o sistema sufrir unha
perturbacién. A continuacidn, veremos como este obxecto matemético
riguroso nos axuda a analizar un fendmeno social como € a evolucion
lingiiistica nun territorio.

O obxectivo €, pois, analizar os efectos que a rede pode ter no
xurdimento de padréns en concreto en como se distribien falantes
nun territorio. Para iso, estudaremos o efecto que pode ter a rede a
través da andlise de estabilidade linear da inestabilidade de Turing e
centrarémonos en modelos reactivo-difusivos.
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Usouse a linguaxe de programacion python, [[70], para resolver os
diferentes sistemas que se foron presentando. Parte fundamental do
traballo foi analizar a estabilidade linear das diferentes cinematicas,
do que xa se falou no capitulo adicado a inestabilidade de Turing.
Primeiro de todo, linearizase o sistema reativo-difusivo en torno ao
punto fixo. Recordemos que as ecuaciéns que gobernan un sistema
activador-inhibidor en redes cun mecanismo reactivo-difusivo que
posibilita a aparicion de estruturas de Turing son:

Sui = f(ui,vi) + €LY Liju;
(3.18)

Svi = g(ui,vi) + €0 LN Lijv;

Despois disto, séguese un desenvolvemento ata chegar a unha
matriz que € como unha Jacobiana ampliada que depende dos
parametros internos reactivos da cinemadtica (contidos en f(u;,v;)
e g(u;,v;)) e dos parametros reticulares difusivos ( €, o, ademais
dos coeficientes difusivos a segunda orde no caso de houber, e os
autovalores da matriz Laplaciana Agy). Os autovalores desa matriz
Jacobiana ampliada son os chamados factores de crecemento Ay que
dan conta da converxencia ou diverxencia tras perturbar o sistema
ademais da celeridade coa que isto acontece.

Na seguinte parte, adicada aos resultados, veremos traballos
con diferentes sistemas reactivos artellados con redes diferentes.
No primeiro traballo que se presenta, Turing patterns mediated
by network topology in homogeneous active systems, emprégase O
modelo Mimura-Murray propio da ecoloxia para estudar o balance
predaror-presa. Este traballo é o madis tedrico dos recollidos nesta
parte e pretende amosar que a dispersion nas conectividades do sistema
reticular son fundamentais para a emerxencia e mantemento do padron
no tempo.

A seguir, no artigo titulado Urbanity and the dynamics of language
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shift in Galicia, emprégase un modelo proposto por Seoane et al.,
esmiuzado no artigo [71]. Este modelo € un modelo lingiiistico que
contempla dous estados monolingiies madis un terceiro bilingiie. Esta foi
a primeira vez que se contemplou un modelo lingiiistico que contemple
un estado bilingiie. O resultado deste artigo previo € un mapa de
distribucién de falantes do territorio. Ademais, chégase a un resultado
secundario e é que o ritmo de evoluciéon da lingua € diverso e isto
depende do nivel de urbanidade de cada rexion. No artigo no que
tamén participamos nos, tomamos este modelo proposto como parte
reactiva e engadimos unha rede como parte difusiva. A través deste
plantexamento, puidemos artellar o territorio nunha rede e asi empregar
os factores de crecemento para acompaiar o resultado secundario do
artigo previo con todo o rigor matematico. O resultado secundario era
que o devir da lingua no territorio galego € heteroxéneo e depende do
nivel de urbanidade da rexion e o factor de crecemento €, pois, o obxecto
matematico idoneo por medir xusto iso: o ritmo de evolucién dun
sistema cara a un novo estado estacionario tras sufrir unha perturbacion.

O ultimo traballo recollido, Linguistic evolution driven by network
heterogeneity and the Turing mechanism, € unha continuacion deste
segundo xa que segue a analizar que acontece no territorio galego a nivel
lingiiistico afinando a rede ao construirmos unha rede de estradas que
vertebran os diferentes nicleos de poboacion. Neste caso, emprégase un
modelo loxistico con dudas linguas en interaccién como se dun modelo
predador-presa se tratase. O aporte deste artigo radica na ampliacion da
rede a unha rede real, a de estradas galegas, ademais da aplicacién do
modelo a outro territorio, Carintia.
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Como a rede afecta a
inestabilidade de Turing

No traballo Turing patterns mediated by network topology in
homogeneous active systems, [72], publicado no ano 2019 na
revista Physical Review E cun indice de impacto do 2.296 nese
ano ( https://doi.org/10.1038/s41467-019-09688-8), no que participei
derivado dunha estadia en Rochester, Nova lorque, analizamos como
a estrutura da rede podia afectar ao xurdimento da inestabilidade de
Turing. O proposito foi afondar mais na inestabilidade de Turing
deslocalizada e comprender como o tipo de rede que artellase as
diferentes partes do sistema podia estar a afectar na emerxencia da
inestabilidade. A mifla contribuciéon foi facer toda a traslaciéon do
aparello matemdatico da andlise de estabilidade linear asi como os
calculos derivados.

The author has the right to use the article or a portion
of the article in a thesis or dissertation without requesting
permission from APS, provided the bibliographic citation and the
APS copyright credit line are given on the appropriate pages
https://journals.aps.org/copyrightFAQ.html

Partimos dunha hipétese e € que a dispersion na conectividade
parecia dar lugar a padrons mais diferenciados e estables. Unha rede
sen dispersion na conectividade seria, por exemplo, unha rede cadrada,
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na que os nds estan colocados nos vértices dun mallado cadrado, con
conexions aos catro vecifios mdis proximos que nos leva a pensar
nas primeiras discretizacions as que nos afrontamos a hora de realizar
simulacions de espazos continuos. Estas redes sen dispersion presentan
unha distribucion sen dispersion xa que todos os nds tefien 0 mesmo
ndmero de conexidns, catro do caso do mallado cadrado.

Unha rede aleatoria pode ser o seguinte nivel. A conectividade
media presenta unha desviacion estindar baixa pero non nula. Non
todos os nds presentan a mesma conectividade. Hai variacions lixeiras.
O paradigma da dispersion nas redes que presentamos neste capitulo
¢ a rede libre de escala. Nestas redes podemos atopar moitos nds con
conectividades baixas e uns poucos nds altamente conectados.

Asi como o padrén se pode controlar coa modificaciéon da
conectividade media da rede, a natureza mesma do padron final esta
determinado por unha intrincada interaccion entre a fluctuacién da
conectividade e os coeficientes difusivos e a dindmica interna do
sistema. Pensemos na condicién necesaria para o xurdimento da
inestabilidade de Turing expresada no factor de crecemento onde este
€ o autovalor dunha matriz onde un dos pardmetros de control son os
parametros da dindmica interna mais os coeficientes difusivos sexan de
primeira ou segunda orde onde se englobaria a difusion cruzada. Nesas
redes cunha distribucién da conectividade méis picada, os padréns son
puramente estocdsticos e estdn determinados polas perturbacions do
estado inicial. Pola contra, as redes cunha fluctuacion da conectividade
maior inducen padréns madis robustos a perturbacions iniciais. Neste
caso, € a estrutura da rede a que determina o padrén final e non a
fluctuacion presente no estado inicial como acontece coas redes con
baixa dispersion na conectividade.

Usouse unha dindmica reactivo-difusiva como a proposta por
Mikhailov e Nakao [67], onde a dindmica interna segue o modelo
Mimura-Murray que se emprega en procesos ecoloxicos que involucran
poboaciéns predador-presa onde a presa xoga o papel de activador e o
predador se corresponde co inhibidor.

O estudo revela, primeiro, que o padrdn se estabiliza ao ralentizar
o proceso, facer que as especies fluian mdis devagar, que se regula
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coa constante difusiva. E segundo que, de comparar unha rede libre
de escala con outra aleatoria tipo Erdés-Renyi, a heteroxeneidade da
conectividade permite a estabilizacion do padrén no espazo.

A conclusion do traballo que realizamos titulado Turing patterns
mediated by network topology in homogeneous active systems é que
fluctuacions nas conectividades dos ndés dunha rede tenden a xerar
padréns (de Turing no contexto deste artigo que podemos ler como
sociais neste) estables no espazo-tempo mentres que redes mais
homoxéneas, como poden ser as aleatorias, a aparicion destes padrons
€ mais estocéstica.

Se aplicamos este resultado a andlise que fixemos das ddas redes
de Twitter do prepandémico e do pandémico, obxecto de estudo no
artigo baixo o titulo Incorporating social opinion in the evolution of an
epidemic spread, que xa tratamos no capitulo adicado a redes, podemos
visulizar como convencer a poboacion dunha idea concreta, non € mdis
que xerar estruturas de Turing de ideas que conviven. Asi é mais doado
durante a pandemia por ser unha rede mais aleatoria pero de igual modo
este convencemento pode ser mdis feble, azaroso e inestable no tempo
xa que as fluctuacions na conectividade son baixas. As politicas que
se poidan seguir durante a pandemia propdganse con grande facilidade.
Todo isto podémolo concluir pola estrutura da rede e é o resultado que
volcou o traballo Incorporating social opinion in the evolution of an
epidemic spread.
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Evolucion lingiiistica na Galiza

Neste capitulo, amoésase o traballo de investigacion
recollido no artigo Urbanity and the dynamics of language
shift in Galicia publicado no ano 2019 na revista Nature
Communications cun indice de impacto do 12.121 nese ano
( https://doi.org/10.1038/s41467-019-09688-8)  [[73] A mifa
contribucién foi tomar as ecuacidns reactivas que xa estaban
plantexadas e inserilas nunha rede. O modelo previo consideraba
o territorio como rexions illadas e con este aporte a evolucién depende
da rede que se establece entre elas. Asi, a mifia contribucion foi resolver
cunha simulacién as ecuacidns reactivo-difusivas, a determinacién dos
pardmetros do termo difusivo e a obtencidn dos factores de crecemento
do sistema que determinan os diferentes ritmos de evolucién das
distintas rexions.

Authors have the right to reuse their article’s Version of Record,
in whole or in part, in their own thesis. Additionally, they may
reproduce and make available their thesis, including Springer
Nature content, as required by their awarding academic institution
(https://www.springer.com/gp/rights-permissions/obtaining-permissions/8S82).







MARIAMO MUSSA JUANE

Non hai lingua en si, nin universalidade da linguaxe, tan sé hai
un cimulo de dialectos [...]. O locutor-ointe ideal non existe, nin
tampouco a comunidade lingiifstica homoxénea. A lingua é [...]
unha realidade esencialmente heteroxénea. Non hai lingua nai, senén
toma de poder dunha lingua dominante nunha multiplicidade politica.
A lingua estabilizase arredor dunha parroquia, dun obispado, duna
capital. [...] Evoluciona por talos e fluxos subterraneos, ao longo de
vales fluviais ou de lifias de ferrocarril, desprdzase por manchas de
aceite.

pdx 13, Mil Mesetas, Gilles Deleuze e Félix Guatarri

Como xa suxerimos na introducién, hai sistemas complexos
nos diversos eidos do cofiecemento. No paradigma complexo a
autoorganizacion, emerxencia e coadaptaciéon son claves. A lingua
tampouco foxe desta estruturaciéon. No libro colectivo Compléxica.
Cervell, societat i llengua desde la transdisciplinitat falase da lingua
como un sistema complexo adaptativo [74] xa que a stia composicion
consiste en multiples axentes que interactian entre eles. Estes
axentes basean o seu comportamento nas suas experiencias pasadas e
presentes, a sia competencia depende da stia percepcidon subxectiva
e das motivacions sociais. As estruturas da lingua emerxen da
experiencia, a interaccion social e os modelos cognitivos. Este
xeito de ver a lingua permite observar relacidons entre fendmenos
lingiiisticos aparentemente desvinculados, que van desde a sua
variacién ata todos os niveis organizativos da lingua, sociais e
territoriais. A accidon comunicativa € unha sintese das presions que
os seres humanos experimentan por comunicarse e por utilizar un
determinado cddigo lingiiistico. Estas presions estdn relacionadas
co prestixio da lingua que asi parametrizamos no presente traballo.
Ponse de manifesto que nos sistemas complexos existen presions
que provefien do imaxinario colectivo, do estado do mundo, nun
contexto cultural, histérico, xeogrifico e temporal concreto onde se
ubican as necesidades, ideoloxias, valores e crenzas, asi como la
maxima facilidade compartida. O concepto e pardmetro similariedade
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interlingiiistica d4 conta do grao de facilidade de cambiar dunha lingua
a outra e € outra presion para adoptar unha lingua ou outra. Todas
as presions exercen unha forza en diferentes direccions. A dominante
inflde na eleccion lingiiistica. Ao tratarse dun sistema complexo, os
mesmos codigos establecidos poden derivar de diferentes presions.
A xestion lingiiistica resulta imposible desde unha consideracion
mecanicista. Este traballo pretende dar unha achega desde a fisica da
complexidade do fenémeno da adopcion de linguas.

”No contexto galego, no entanto, un unico tema lingiiistico,
diferente da adquisicion das normas, penetra nos libros de texto. Tritase
do conflito entre linguas en contacto, tratado como contexto para certos
asuntos literarios - os séculos escuros ou, en xeral, a existencia de
periodos de baixa producion literaria - ou sociais - a diglosia - e non
como tema espifiento, cun amplo debate académico e social por tras.
Talvez excepcionalidade inflia en que o tema non estea tratado co
debido rigor [...]”[75].

Galiza |'| é un territorio caracterizado pola suda alta dispersion.
Asemade, hai que unirlle a sta crise demografica que fai que cada
vez mais nucleos queden despoboados. Estes dous factores fan que
concentre mais do 50% de entidades sigulares de poboacion con
menos de 100 habitantes do estado espaiiol, isto é case 1 de cada 6.
Unha entidade singular de poboacién, segundo o Instituto Nacional de
Estatistica, é “calquera drea habitable dun termo municipal, habitada,
ou excepcionalmente desabitada, claramente diferenciada dentro do
mesmo e que € cofiecida por unha denominacién especifica que a
identifica sen posibilidade de confusion”.

Neste territorio peculiar por esta demografia avellentada e
ordenacién territorial complexa, coexisten ddas linguas. O galego,
exclusiva do territorio, ainda que se fala en pequenas zonas limitrofes
con Portugal de Castela e Estremadura. E o castelan. O contacto entre
duas linguas € moi frecuente. Porén qUe o bilingiiismo poida parecer
a opcion preferente, a tendencia natural € a diglosia. Félase de diglosia

I Asi como a norma acepta tanto a forma Galicia como Galiza, tdmome a licenza
de empregar a segunda xa que nese fluido lingiiistico no que me atopo sumerxida as{
0 expresaria.
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cando unha das linguas € a hexemodnica ou que goza do maior prestixio
social e institucional. Como consecuencia, a lingua hexemdnica acaba
engulindo a outra por completo e xérase segregacion entre as pesoas que
falan as distintas linguas. Talvez a estrutura illada da sociedade galega
permite que o bilingiiismo sexa o fendmeno sociol6xico que prime na
Galiza. Estase mantendo a diversidade.

Falar de diversidade nun substrato comun, territorial, social e
cultural e falar de Turing deslocalizado. A emerxencia de duas
entidades lingiiisticas diferenciadas nun mesmo substrato xa se analizou
en traballos previos, [19]. Neste estudo, mediuse o efecto da
conectividade das persoas falantes desas linguas en coexistencia. De
forma inesperada talvez, en vez de homoxeneizar o sistema, demdstrase
que unha elevada conectividade axuda a manter a diferenciacién e a
pervivencia das duas linguas.

Imos, pois, estudar a dindmica lingiiistica do territorio galego
onde falantes de galego e casteldn estdn en contacto en forma de
monolingiiismo e bilingiiismo. A dindmica do sistema segue o
modelo proposto no artigo The importance of interlinguistic similarity
and stable bilingualism when two languages compete, [71]], que
presentamos no seguinte apartado.

Neste traballo de 2011, dividese o territorio en 20 rexiéns que
agrupan as 53 comarcas galegas. O modelo predi como seré a evolucién
lingiiistica segundo o valor duns pardmetros sociolingiiisticos asociados
a cada rexion (o prestixio e a similariedade interlingiiistica entre o
galego e o casteldn) despois de o Instituto Galego de Estatistica ter
realizado entrevistas as familias sobre o fio lingiiistico familiar. Que
linguas se falaron e falan no nucleo familiar.

Extréuxose un mapa con catro tendencias sociolingiiisticas
evolutivas: grupo A, comarcas con tendencia a substitucion lingiiistica,
con tendencia a estabilizacion 4 baixa de bilingiies e a desaparicion
de galegofalantes; grupo B, rexidns con tendencia a estabilizacion dun
bilingtiismo maioritario; grupo C, rexions con tendencia ao predominio
do bilingiiismo con maior peso do monolingiiismo en galego; grupo D,
rexions con tendencia ao mantemento do monolingiiismo en galego e
presenza reducida de monolingiiismo en casteldn. Porén, este modelo
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introduce ex profeso un pardmetro que axusta os ritmos evolutivos
das distintas rexions observando que estes ritmos eran mais pausados,
contraintuitivamente, nas rexions mais urbanas. No modelo, enténdese
cada un deses nucleos poboacionais como entes illados. A aportacion
do traballo que aqui se presenta e a interconexion desas 20 rexions.
Nunha aproximacién mdis axeitada, existen transferencias entre as
distintas rexions. O territorio estd artellado nunha rede.

No traballo The importance of interlinguistic similarity and
stable bilingualism when two languages compete, [/1], todas as
probabilidades de cambio dunha lingua a outra fan multiplicadas por
un pardmetro c relacionado coa escala temporal. Canto maior € o valor
de ¢, madis rapida é a evolucidon ao novo estado estacionario. Neste
novo artigo en conxunto, eliminase o pardmetro ¢ que se introduciu
ad hoc e carece de significado fisico. No seu lugar, acoplase una rede
ao modelo. As rexions non son sistemas completamente illados senon
que estan interconectadas as unhas coas outras. Como xa dixemos,
queremos demostrar que a evolucion diferenciada se explica pola
existencia da rede. O pardmetro c¢ substitiese polo factor de crecemento
A cun significado fisico claro. O concepto do factor de crecemento
introduciuse no capitulo da inestabilidade de Turing deslocalizada e
obtense da anélise de estabilidade linear do sistema. Recordamos que o
factor de crecemento € un medidor da velocidade coa que se acada un
novo estado estacionario tras perturbar un sistema.

Queremos amosar canto d4d de si o modelo creado ao engadir
a parte da rede. No modelo temos unha serie de pardmetros
que establecemos como fixos que son o prestixio da lingua s, a
similariedade interlingiifstica k e a fraccion de poboacion urbana u.
Os dous primeiros parametros, prestixio e similariedade interlingiiistica
refirense 4 dindmica interna do sistema. A fraccion urbana xa forma
parte da rede e regula o fendmeno difusivo. Hai unha relacién linear
entre o coeficiente difusivo K; e a fraccion de poboacion urbana u
mediado polos outros pardmetros modificables a e 3, K; = o (1 + Bu;).
Con esta configuracién, o pardmetro o mide o grao de acople a
rede e, por tanto, a homoxeneidade do territotio 4 hora de acceder
a informacion. E o parametro B é o peso que o factor urbano ten
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o <<l o>>1
B << 1| disperso, dindmica interna dominante ben conectada, igualitaria
B>>1 disperso, non igualitaria ben conectada, rede dominante

Table 5.1: Diferentes combinacions para os parimetros da constante
difusiva K. O caso galego poderiase incluir na primeira das filas. [73]

dentro do sistema: a dixitalizacion ou teconoloxizacion do territorio.
O punto galego pode encaixar nos déus casos da primeira fila onde
o efecto da urbanidade € baixo. Estamos nun territorio onde o peso
da dixitalizacién ou tecnoloxizacién € baixo. Esta andlise resulta de
alto interese xa que as politicas que se fagan poden ter isto en conta
a hora de facer lexislazion lingiiistica ou como indicativo do grao de
conectividade do territorio. De seguro, outros casos sociolingiiisticos
serdn diferentes en funcion de como estea artellado o territorio.

Por tanto, atopdmonos cun territorio moi disperso, que xa
adiantamos na introducién deste traballo en concreto, onde podemos
achar mdis da metade de nucleos poboados do Estado e a0 mesmo
tempo as taxas madis elevadas de dispersion. Recordemos que cada vez
son madis as aldeas a desaparecer por este motivo. No traballo previo,
The importance of interlinguistic similarity and stable bilingualism
when two languages compete, puidose facer unha predicion de
como diferentes rexions galegas podian evolucionar lingiiisticamente.
Obsérvanse catro grupos diferenciados. Dous grupos con tendecias
monolingiies, un cara ao galego e outro cara ao castelan. Tamén
podemos observar que coincide coas zonas madis rurais e urbanas
do territorio, respectivamente, a excepcion das rexions de Allariz,
Maceda, Caldelas, Trives e Valdeorras que se corresponden coa saida
da estrada a Ledn. Os outros dous grandes grupos son 0s grupos cunha
predominancia bilingiie con madis peso do galego ou do casteldn. Este
foi o resultado dese traballo previo.

Ao abeiro, outro resultado emerxeu. E € que, no modelo era
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necesario introducir un pardmetro temporal ¢ que axustase ben as curvas
de evolucion. Este pardmetro temporal estaba a indicar que as rexions
mais urbanas evolucionaban mdis devagar. A intencién do presente
traballo era eliminar ese pardmetro ad hoc e cambialo por unha rede que
artellase todo o territorio xa que, ata 0 momento, 0 modelo matematico
pensaba cada unha das 20 rexions por separado.

Con grande acerto, esa substitucion deu os seus froitos. A
eliminacion do pardmetro temporal ¢ non supuxo unha quebra do
resultado final. Servindonos da andlise de estabilidade linear que se
adoita facer para a inestabilidade de Turing deslocalizada, isto €, a
emerxencia de estruturas de Turing en sistemas reticulares, puidemos
explicar o fenémeno. O factor de crecemento A que é o expoiiente
dunha solucién aproximada exponencial dun sistema reticular, volcou o
resultado idéntico. Este factor de crecemento mide o ritmo de evolucion
do sistema a posteriori de ser perturbado.

As rexions mais urbanas xeraban factores de crecemento menores
en modulo o que implicaba a evolucién madis paulatina. O pardmetro
temporal ¢ introducido adrede xa non era necesario pois se podia
substituir por outro pardmetro con vigor cientifico. Pensar o territorio
como unha rede permite explicar os diferentes ritmos de evolucion.

Este forma diferente de afrontar o problema, permitenos extrapolar
o modelo a outros escenarios. O coeficiente difusivo que depende dos
parametros @ e 3 que podemos modificar vai establecer un balance
entre a dinamica interna e a rede, Cando o acople ao campo medio,
que € a rede coa que estamos a traballar, é suave, encontrimonos nun
rexime de o baixo por exemplo. Nesta situaciéon domina a dindmica
interna que € o caso do territorio galego no que as urbes evolucionan
mdis devagar. Podemos atoparlle un senso a este evoluir lento se
pensamos na intrincada organizacion territorial dunha cidade.

Unha cidade estd conformada por distintos barrios con distintas
formas de se relacionar a xente. Pola contra, unha vila, mais pequena,
funciona como unha comunidade toda ela onde se pode dicir que case
todo o mundo se cofiece. Chegar cunha idea atractiva a unha cidade é
mais complicado, no senso de que sexa captada e asimilada, que chegar
coa mesma idea a unha vila. Isto débese a estrutura do propio nucleo
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poboacional. A estrutura madis fragmentada da cidade artellada en
barrios impide a facil propagacion de dita idea o que non acontece nun
ambito mais comunal da vila. Un lugar que opere como comunidade
permite que ideas se compartan. Isto € o que pode estar a acontecer no
territorio galego coas linguas.

O resultado deste traballo € que neste territorio domina a dindmica
interna sobre a rede, ou sexa, os distintos territorios que a conforman
funcionan dun xeito bastante illado. Os procesos intrarreticulares pesan
mais que os interreticulares e isto provoca a evolucion mdis pausada das
linguas nas urbes debido a sua estrutura mais rota. Se o acople a rede de
campo medio fose maior, digamos que o peso da urbanidade seria maior
tamén o que indicaria que estariamos diante dun territorio altamente
dixitalizado e tecnoloxizado xa que o coeficiente B que modifica a
fraccion de poboacion urbana seria mais elevado. Neste escenario, cun
peso interreticular mdis elevado facilitado pola alta conectividade entre
os territorios e por ende alta tecnoloxizacion, 0s procesos sociais serian
mais rapidos nas urbes. A lingua modificariase mais rapidamente nos
territorios mais urbanos.

Con este entendemento, a evolucidon vai depender de variables
intrarreticulares e interreticulares a ter en conta. As variables
intrarreticulares propias do modelo como son o prestixio da lingua e
a similariedade interlingiiistica que se poden modificar con politicas
lingiifsticas e as variables interreticulares que dependen mais, para que
se comprenda, da carteira do Ministerio de Interior. Aqui colleria
todas as infraestruturas de ferrocarris, rede de estradas e Internet,
por exemplo, todo isto artella industrialmente ou tecnoloxicamente o
territorio.
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Figura 5.1: Representacion esquemadtica dos pesos das dindmicas
como o acople entre distintas areas con fraccions de poboacién urbana
diversas a un campo medio. a Dentro do modelo proposto, para
valores baixos para ambos parametros da constante difusiva o e f3,
falantes das distintas rexions evolucionan independentemente segundo
a sda dindmica interna. Os datos indicas que predomina a evolucion
mdis devagar nas rexions mdis urbanas neste réxime. Isto estd en
acordo cos resultados computacionais, que predi tempos madis lentos
de converxencia para redes madis complexas. A complexidade das
cidades fai que as suas linguas muden mais lento. b Este efecto
dildese se permitimos que os nds interactien nun campo medio. Isto
conseguimolo se elevamos os valores dos pardmetros o ¢ . ¢ A
conexion ao campo medio favorece as dreas urbanas. O noso modelo
predi que as areas urbanas poden evolucionar madis rapido que as rurais
se a conexion a ese campo medio supera 4 dindmica interna. As dreas
urbanas tefien a capacidade de seguir as tendencias de escalas territoriais
superiores. [[73]]
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Capitulo 6

Evolucion lingiiistica mediada
polo mecanismo de Turing

Neste capitulo, amoésase o traballo de investigacion
recollido no artigo Linguistic evolution driven by network
heterogeneity and the Turing mechanism publicado no
ano 2021 na revista Physical Review Research [70]
(journals.aps.org/prresearch/abstract/10.1103/PhysRevResearch.3.023241).
O indice de impacto para este ano ainda non se pode determinar pois
foi lanzada no 2020. Son necesarios dous anos de publicacidns polo
que recibird o seu primeiro indice de impacto no ano 2022. A mifia
contribucién foi ensinar todo o aparello conceptual dos factores de
crecemento e das ecuacions reactivos-difusivas e artellar a rede galega
de estradas cunha matriz de adxacencia gravitacional.

The author has the right to use the article or a portion
of the article in a thesis or dissertation without requesting
permission from APS, provided the bibliographic citation and the
APS copyright credit line are given on the appropriate pages
https://journals.aps.org/copyrightFAQ.html

Queremos presentar neste apartado outro traballo no que tivemos
participacion.  Este traballo xorde da colaboracion co equipo de
Rochester, Nova lorque, no que realicei a estadia. No artigo The
importance of interlinguistic similarity and stable bilingualism when
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two languages compete xerouse un mapa con tendencias evolutivas
para as linguas galegas, establecendo catro grandes grupos como xa
indicamos. No seguinte, Urbanity and the dynamics of language shift
in Galicia, deuse unha explicacion matemdtica ao distinto ritmo de
evolucién debido a maior ou menor urbanidade das 20 rexions das que
se tiflan datos. Ademais, ofrecéronse distintos escenarios evolutivos
dependendo do acople da dindmica interna 4 rede.

Neste traballo, recollido no artigo Linguistic evolution driven by
network heterogeneity and the Turing mechanism, [76]], pretendeuse
facer unha andlise mdis detallada ao pasar dunha rede de 20 nds a unha
rede de mdis de 500 n6s. Este salto cuantitativo conlevou a modificacion
do modelo xa que o presentado no artigo orixinario, precisa de datos
experimentais dos que non se conta para tantas localidades. Asemade,
este artigo compara dous casos socioloingiiisticos: o da Galiza e o da
Carintia.

Empregouse un modelo tipo Lotka-Volterra de predador-presa que
se propuxo por vez primeira en [/7] e [78] cun pardmetro relativo ao
prestixio da lingua, que se pode modificar para cada un dos nicleos
poboacionais, e introduciuse difusién cruzada, xa explicada no capitulo
da inestabilidade de Turing deslocalizada. De ter valores positivos, os
fluxos van contra grandiente de concetracions. Neste caso mais fino,
onde imos ter mdis nds que compoiian a rede a tratar, en comparacién
co traballo anterior, o modelo empregado € diferente. Isto débese a
que o modelo anterior tratdbase dun modelo con pardmetros empiricos
dos que, a nivel nd, non podemos contar neste caso a falta de datos.
Unha vez esta establecido a cinematica, hai que escoller que tipo de rede
interconecta os distintos distritos. Contase coa rede de estradas galegas
que interconecta todos os nicleos poboacionais. Escéllese un modelo
gravitatorio, [[79], [80], que depende das poboacions dos dous niicleos
pi € pj e dadistancia d;; entre eles para construir a matriz de adxacencia
Ajj= %. Tréatase dunha matriz pesada xa que os valores dos termos da
matriz de adxacencia non son discretos senén que A;; € (0,1) e dunha
matriz conexion todos con todos. A distancia d;; € a lonxitude da estrada
mais curta entre os dous nuicleos. O modelo gravitatorio indica que as
conexions serdn madis intensas entre nicleos mdis poboados e a menor

96



MARIAMO MUSSA JUANE

distancia.

Se aplicamos este modelo ao caso galego, estableceuse unha
distribucién bimodal para o prestixio lingiiistico. Un valor positivo
naqueles nucleos onde o galego tifia maior prestixio € outro negativo
na situacion oposta. Semella que se obtefien os resultados mais
adecuados se introducimos a heteroxeneidade do pardmetro de prestixio
e a natureza espacial da rede. Pode apreciarse unha predominancia
do castelan no eixo da AP-9 e nas comarcas da saida cara Leon: A
Limia Alta e Biaxa, A Terra de Celanova, Verin, Viana. Este modelo
non reporta a fraccién de bilingiies polo que non se pode cofiecer a
sta distribucién con el. O valor das constantes difusivas son baixos
puidendo indicar que o peso da rede € baixo como tamén se apreciou no
traballo anterior.

Para Carintia, acontece 0 mesmo, os resultados optimizanse se
temos en conta a natureza xeografica da rede e valores heteroxéneos
para o parametro de prestixio. Neste caso, a asimetria de valores para
este parametro estableceuse segundo cal fose a lingua maioritaria do
nicleo. Naqueles nicleos onde o aleméan é maioritario, escolleuse o
valor positivo e naqueles outros onde o eslovaco era maioria, negativo.

A relevancia deste traballo € a introducion dunha xeografia no
modelo, que ao final dd conta de topoloxias reticulares diferentes.
No caso galego, non somentes poder posuir un nimero de entidades
poboacionais madis de ddas ordes maior que no artigo anterior.
Comparemos os 20 distritos cos mais de 500 que temos aqui. Se
non tamén poder contar con datos de poboacion e de distancias
entre nucleos poboados. Forzar unha rotura da simetria, romper
a homoxeneidade do prestixio lingiiistico nun territorio fai que se
estableza unha inestabilidade de Turing. A pesar de que non ten en
conta a poboacion bilingiie, predi unha distribucion de falantes similar
ao artigo previo. Asemade, amosar o caso de Carintia demostra que
pode ser aplicable a mdis dun caso.
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Capitulo 7

Discusions xerais

A motivaciéon de iniciar esta tese debeuse a existencia do
artigo previo The importance of interlinguistic similarity and stable
bilingualism when two languages compete, [71]. Neste artigo,
conseguiuse adecuar a distribucion de falantes do territorio galego
experimental coas previsions dun modelo. Este modelo, desenvolvido
por este equipo de cientificos, ten en conta dous parametros: a
similariedade interlingiiistica entre as ddas linguas en contacto, que
mide cando se afastan ou aproximan dudas linguas, e madis o prestixio da
lingua. Ambos parametros axustironse a valores experimentais despois
de realizar enquisas a diversas familias. Ademais desta distribucion
de falantes, o modelo precisaba dunha correccién ad hoc para axustar
os ritmos de evolucién nas distintas rexiéns pois acontecia que nas
rexions mdis urbanas os ritmos eran madis pausados, isto é, mudar
dunha lingua a outra nunha cidade galega era mais dificil. Neste
artigo inicial, introduciuse un pardmetro que corrixiu os diferentes
ritmos de evolucion. Podiase solucionar doutro xeito. Aqui o xermolo
do artigo, coido central da tese, no que xa participa 0 noso equipo:
Urbanity and the dynamics of language shift in Galicia. Artellemos
o territorio galego nunha rede e eliminemos o pardmetro ad hoc pois os
factores de crecemento derivamos da anélise linear dun sistema reticular
responden do mesmo xeito que eses parametros vencellados ao ritmo de
evolucion. Os factores de crecemento, repetimos, miden canto de rapido



Capitulo 7. Discusions xerais

evoluciona un sistema despois de ser perturbado.

A razoén de que sexa o artigo Turing patterns mediated by network
topology in homogeneous active systems, [72], que abra esta parte €
que este artigo amosa a relevancia dos sistemas reticulares 4 hora de
que aparezan padréns diferenciados no espazo e sostidos no tempo. O
paradigma da emerxencia de estruturas diferenciadas € a inestabilidade
de Turing, 4 cal adicamos un capitulo nesta tese. Como a natureza esta
artellada en redes, era imprescindible trasladar todo o formalismo de
ecuacions reactivo-difusivas que Turing iniciou a redes, que foi o labor
que comezaron a realizar Nakao e Mikhailov, [67]. No traballo que
Turing realizou estaba a ter en conta, talvez sen se percatar, redes a
primeiros vecifios onde a difusion acontece entre entidades colindantes.
Unha vez consideramos conscientemente a rede como factor que afecta
a evolucion dun sistema, o segguinte paso € analizar como inflde o tipo
de rede. Adicamos, tamén, un capitulo enteiro as redes por este motivo.
Este artigo € un intento de facer achegas a esta cuestion. A conclusion
do mesmo € que redes con fluctuaciéns na conectividade dan lugar a
padréns de Turing mdis estables. Isto é, redes que tefian vamores de
conectividades diversas levaran ao sistema mais facilmente a un estado
estacionario onde apareza unha estrutura diferenciada.

Unha vez constatamos que a topoloxia da rede ¢ fundamental 4 hora
de que xurda unha estrutura estable no espazo e no tempo, voltamos ao
caso que deu orixe a esta investigacion doutoral. No artigo Urbanity
and the dynamics of language shift in Galicia, exposto en segundo
lugar neste apartado da tese, collimos o modelo proposto no artigo
The importance of interlinguistic similarity and stable bilingualism
when two languages compete e substituimos o pardmetro ¢ ad hoc por
unha rede. Como xa dixemos, este pardmetro da conta do ritmo de
evolucion de cada unha das rexions nas que se dividiu o territorio e
resultaba diferir para as diferentes rexions. Asi, rexions mais urbanas
tiflan valores de ¢ mdis baixos dando conta do seu ritmo de evolucién
madis pausado. A abordaxe era a seguinte. Ao interconectar as rexions
entre elas, a rede de seu explica os diferentes ritmos de evolucién xa
que o factor de crecemento a nivel conceptual equival ao parametro ad
hoc c. Eliminouse o parametro c, realizouse a andlise de estabilidade
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linear e obtivose o rango de valores do factor de crecemento que mellor
se adecuaba a situacion real. Asi se conseguiu explicar, co rigor
matematico necesario a través dos factores de crecemento derivados da
analise de estabilidade linear de sistemas reactivo-difusivos reticulares,
como o cambio de linguas nas urbes acontece mdis devagar no territorio
galego actual.

Unha vez se conseguiu explicar os diferentes ritmos de evolucién
dependendo do nivel de urbanidade das rexiéns, o seguinte que fixemos
foi analizar como o maior ou menor acople da cinemaética & rede
afectaba o ritmo de evolucion. O resultado de que as urbes evolucionen
madis devagar € un resultado que depende do tipo de conexidén que
se establece entre as distintas rexioéns. Isto pode variar no tempo se
esa relacion se modifica. Podemos trasladarnos a outros escenarios.
A figura resume de forma grafica que pode acontecer. En vez
do pardmetro ¢ ad hoc agora nas ecuacions aparece a fraccion de
poboacién urbana da rexién que iso € un dato experimenta. A fraccion
urbana forma parte das ecuacidéns e regula o fendmeno difusivo. Hai
unha relacidn linear entre o coeficiente difusivo K; e a fraccion de
poboacion urbana u mediado polos outros pardmetros modificables o
e B, Ki = a(1+ Bu;). Con esta configuracion, o parametro o mide
o grao de acople a rede e, por tanto, a homoxeneidade do territotio 4
hora de acceder 4 informacién. E o parametro 3 é o peso que o factor
urbano ten dentro do sistema: a dixitalizacién ou teconoloxizacioén do
territorio. O punto galego pode encaixar nos dous casos da primeira
fila onde o efecto da urbanidade € baixo. Estamos nun territorio onde o
peso da dixitalizacién ou tecnoloxizacion € baixo. Esta andlise resulta
de alto interese xa que as politicas que se fagan poden ter isto en conta
a hora de facer lexislazion lingiiistica. Asemade, estes valores tamén
son indicativos do grao de conectividade do territorio. De seguro,
outros casos sociolingiiisticos serdn diferentes en funcion de como estea
artellado o territorio.

O terceiro dos artigos presentados, Linguistic evolution driven
by network heterogeneity and the Turing mechanism, pretende ser
unha continuacién do segundo. Neste caso, realizouse unha estadia
en Rochester, Nova lorque, onde se puido obter a rede de estradas
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real galega que interconecta mdis de 500 nucleos poboacionais.
Non podiamos empregar o modelo do artigo The importance of
interlinguistic similarity and stable bilingualism when two languages
compete, [71], xa que este precisa de datos experimentais dos que non
se contan nun mallado tan fino. Optouse por un modelo de ecuacidns
loxisticas acopladas. Se aplicamos este modelo ao caso galego,
estableceuse unha distribucién bimodal para o prestixio lingiiistico.
Un valor positivo naqueles nicleos onde o galego tifia maior prestixio
e outro negativo na situacidon oposta. Acadaronse resultados mdis
adecuados ao introducir a heteroxeneidade do pardmetro de prestixio e
a natureza espacial da rede. O valor das constantes difusivas son baixos
puidendo indicar que o peso da rede € baixo como tamén se apreciou
no traballo anterior apoiando a idea de que o territorio galego non esta
moi industrializado. Asemade, este modelo tamén consegue reproducir
bastante ben a distribucion de falantes de Carintia, o que o valida para
futuros usos noutros territorios. Conseguironse bos resultados con este
modelo empregando unha rede de poboacions bastante grande. Contar
cunha base de datos experimentais cunha fragmentacion maior do
territorio, axudarianos a ver unha distribucion de falantes do territorio
mais fina, de ai a relevancia dos datos experimentais.

Asi, a partir da relevancia que a rede ten a hora de facer emerxer
padréns estables, [72], co modelo proposto para o coexistencia de
linguas, [71], artellamos o sistema nunha rede. Ao interconectar
as distintas rexions, [73[], para as que tifiamos datos experimentais,
puidemos explicar con rigor matematico por que as zonas mais urbanas
evolucionan madis devagar a nivel lingiiistico a través do factor de
crecemento. Unha vez explicado isto, quixemos ver como afectaba
o acople da rede a dindmica do sistema. Concluiuse que o territorio
galego ten un acople baixo 4 rede o que pode indicar unha baixa
tecnoloxizacion. Isto implica que se mudasemos o acople, poderiamos
atopar un marco completamente diferente onde as urbes fosen as que
sufrisen os cambios lingiiisticos dun xeito mdis drastico. Ampliamos
esta investigacién ao construir un sistema reactivo-difusivo coa rede
real de estradas galegas, co que se obtivo unha distribucion de falantes
similar. Ademais conseguise reproducir a distribucion de falantes
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doutro territorio, Carintia, validdndose o modelo para outros lugares.
En todos estes artigos, estudouse o efecto que a rede pode ter no
xurdimento de padréns en sistemas reactivo-difusivos.
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Si un hombre nunca se contradice, es porque nunca dice nada

Miguel de Unamuno

FParece claro e evidente, pero hai que dicilo: o saber illado, conseguido
por un grupo de especialistas nun campo limitado, non ten ningin
valor, unicamente a sia sintese co resto do saber

Bart Kosko

Un dia souben que a ciencia non é verdade. Non recordo que dia, si
o momento. O Deus do século XX xa non era Deus. Habia un erro, e
parecia que ninguén na ciencia deixaba de o cometer. Dicia que todo
era verdadero ou falso ... Os cientificos podian errar nas matemdticas
e na loxica. E eran quen de manter o seu erro con toda a soberbia e
intolerancia dunha secta relixiosa ...

Bart Kosko

El contexto es casi lo tinico que existe. Las cosas no son nada en st
mismas, [|81)].

Onde ficaria o cofiecemento que xa non nos molestamos en transcribir
a papel porque hai xa dispositivos electrénicos que o len?, [|S2]].
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Andentrdmonos no mundo dos sistemas complexos porque
comprendemos que, dentro do marco establecido, a natureza estd
artellada como tal. Desde unha célula onde os axentes interactuantes
serian os diferentes orgdnulos e as interacciéns os metabolitos
intercambiados. A unha cidade os axentes, xa sociais, serian as persoas
que as habitan e as interaccions todas as relaciéns que se dan entre
elas. Asi precisamos de facer unha introducién as redes para poder
diseccionar estes sistemas e comezar andlises de comportamentos que
emerxen do xeito en que as partes se relacionan. Parametrizamos as
redes. Definimos a matriz de adxacencia A;; que dd conta da existencia
de interaccién entre dous nés i, j. Se un elemento desa matriz é
nulo, non existe interaccién. A raiz de definir a matrir de adxacencia,
puidemos calcular a conectividade k; de cada né i vencellado a esa rede.

Puidemos, por tanto, graficar distribucions desas conectividades
0 que nos permite establecer clasificacions de tipos de redes coas
que se pode traballar. Acudimos a redes tedricas que existen na
literatura. As redes aleatorias, onde as conexions, como di o seu
nome propio, se establecen de xeito aleatorio € a un tipo especifico o
modelo Erdds-Rényi. Outro tipo de rede son as redes pequeno mundo
onde priman as conexions de curto alcance pero tamén se dan as de
longo alcance. Aqui o modelo mais sonado € o Watts-Strogatz onde
a disposicion inicial da rede é en anel. Neste modelo, eses nos estdn
conectados a un nimero especifico de primeiros vecifios e pddense
reconectar a outros nds con certa aleatoriedade predefinida. Obsérvese
que se esta aleatoriedade € nula teriamos unha rede conectada sé a
primeiros vecifios e se a aleatoriedade € médxima, 1, retomamos a rede
aleatoria. Asi, a rede de pequeno mundo € un caso intermedio entre a
rede aleatoria e a rede a primeiros vecifios. Se a meirande parte dos
nos tefien poucas conexions en contraste coa existencia duns poucos
nos que presentan un elevado nimero de ligazénsm, chegamos as redes
libre de escala. Nas redes libres de escala, o tamafio da rede non
importa no sentido de que a distribucion de conectividades se mantén o
modificar o mimero de nés mantendo a topoloxia. A grande escala ou
a pequena escala, fendmenos de grandes magnitudes son minoritarios e
a distribucion segue unha lei de potencias P(k) ~ k7. O paradigma é a
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rede Barabdsi-Albert. Este modelo permitenos construir unha rede libre
de escala cuxo expoiiente ¢ Y = 3. A continuacidn, para amosar que as
redes non s6 quedan nun plano tedrico, presentamos un tipo de redes
reais, obtidas de Twitter e coas que puidemos traballar [17].

Acto seguido mergulldimonos no formalismo matematico das
estruturas de Turing deslocalizadas, que dan conta desta inestabilidade
en sistemas reactivo-difusivos en redes complexas. A cinemadtica dun
fendmeno pddese conter na parte reactiva e a interaccions entre o0s
n6s modulase na parte difusiva. Se podemos contruir a matriz de
adxancencia A;; dun sistema reticular, podemos construir a matriz
Laplaciana L;; que alberga a informacion de como as especies se
difunden dentro do sistema xa que a relacién é directa a través da
conectividade k; = Zinj’ Lij = A,’j = k,ﬁ,’j.

En medios continuos podemos analizar como o sistema reacciona
ante unha perturbacion a través da matriz Jacobiana que se obten
tras linearizar o sistema en torno a un punto fixo. Os autovalores
desta matriz Jacobiana deterniman a converxencia ou diverxencia cara
ao punto fixo tras ser perturbado. Nos sistemas reticulares podemos
realizar unha andlise andloga. Linearizamos o sistema e na matriz
onde calculamos os autovalores que determinan a converxencia van
aparecer pardmetros a maiores relacionados coa rede. Desa matriz, a
cal nos referimos no corpo deste texto como matriz Jacobiana ampliada,
extraemos os autovalores que denotamos por factores de crecemento.
O obxecto matemadtico factor de crecemento permite medir o ritmo
de evolucion dun sistema tras sufrir unha perturbacion. O factor de
crecemento en sistemas reticulares é equivalente aos autovalores da
matriz Jacobiana nos medios continuos. O seu mddulo, negativo ou
positivo, indica que o sistema retorna ao estado inicial homoxéneo, no
primeiro caso, ou que pode evolucionar cara a un estado de equilibrio
novo, no segundo. Atopar valores positivos do factor de crecemento
danos a condicion necesaria para a existencia da inestabilidade. Se a
nova estrutura emerxe, existe unha rotura de simetria no sistema que se
mantén estable no tempo.

Poder escribir o sistema complexo de xeito matemadtico, como
unha parte reactiva dada pola cinematica do sistema mais unha parte
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difusiva expresada a través da matriz Laplaciana L;;, permitenos facer
andlise de diferentes sistemas que se concretan no noso caso no eido
social. O traballo central € a andlise dos distintos ritmos evolutivos
da lingua dentro do territorio galego a través do valor do factor de
crecemento. Partiuse dun traballo previo [71]] que conseguia corroborar
a actual e predicir a futura distribucion de falantes. Asemade, o estudo
verteu un segundo resultado. Nos sitios mdis urbanos a evolucién
sucedia dun xeito mdis lento. Isto €, nas urbes unha persoa muda
con mais dificultade de lingua ante unha influencia externa (medios
de comunicacidn, internet, ...). Nas ecuaciéons do modelo proposto
houbo que introducir a propdsito un parametro ¢ que da conta dos
diferentes ritmos de evolucion das rexions. No traballo que propuxemos
a raiz deste, eliminamos este pardmetro e introducimos unha rede que
interconecta as distintas rexions. Supuxemos o territorio como artellado
nunha rede. A traslacion era directa. O significado do pardmetro c era
o mesmo c¢6 do factor de crecemento. Conseguimos amosar con rigor
matematico e cun modelo que permite estados bilingiies e que se apoia
en datos experimentais que as urbes galegas sofren ritmos de evolucion
lingiiistica mdis lentos en relacion ao rural pois a sua estrutura interna é
madis intrincada, [[73]]. Asemade, este resultado fortaleceuse cun traballo
posterior noso, [76], ao obter unha distribucion lingiiistica similar ao
ampliar a rede 4 rede de estradas ademais de facer solido este este novo
modelo ao aplicalo a outro territorio, Carintia.

A inestabilidade de Turing € o mecanismo que estd por tras
da morfoxénese e diferenciacién de moitos procesos naturais, como
quedou plasmado nesta tese, desde a bioloxia ata o social. Desde
a metamorfése dunha bolboreta, pasando polo cambio de sexo dun
peixe para a viabilidade da sda reproducién, a como comunidades
establecen a sua lingua. Se trasladamos a unha linguaxe fisica, a
andlise da estabilidade linear destes sistemas amdsanos como cofiecer a
dindmica interna do sistema € necesaria para determinar a emerxencia
da inestabilidade mais non € suficiente. Como se interrelacionan as
partes ¢ determinante 4 hora de configurarse un novo estado. Por
exemplo, as relacions que se establecen dentro dunha cidade distan
moito das relacions dentro dunha aldea. E isto queda reflexado en como
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se tece a rede entre esas persoas que forman a comunidade. Asi, o papel
das redes de interconexion dentro das comunidades, como se recolleu
aqui, para poder determinar e predicir a emerxencia de novos padrons €
crucial.
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Capitulo 8

A parametrizacion do sistema

complexo mais alo de
Nakao-Mikhailov

Na andlise de estabilidade linear de Nakao e Mikhailov [67]] sobre
como xorde o padrén nos sistemas reactivo-difusivos, contemplan o
efecto da rede ao establecer solucidns exponenciais ortogonais:

8X; ~ M p¢ (8.1)

onde, recordamos, A, son os factores de crecemento e ®¥ son os
autovectores da matriz Laplaciana que describe o proceso difusivo dun
sistema de N nés con o = 1,..., N modos vibracionais onde i é cada un
dos nds. A vibracion do né j dentro da rede pédese descompofier en
modos de vibracion dados polas componentes j dos N ¢ autovectores
®* da rede. Os autovalores Ay, que despois chamamos factores de
crecemento, faran crecer (médulo positivo) ou decrecer (negativo) cada
unha desas compoiientes vibracionais.

Ademais de determinar a velocidade de evolucidn, a analise
dos moédulos do factor de crecemento permitiunos determinar se a
perturbacion ia facer diverxer ou converxer o sistema, interesindonos
o primeiro dos casos por se condicién necesaria para a emerxencia
de padréns estables no tempo e espazo. Buscabamos que a rotura da
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simetria dese lugar a novas estruturas madis estables enerxeticamente.

Unha das cuestions que me retumbaba & hora de calcular estes
autovalores A, da que chamamos Jacobiana ampliada era que aparecian
tantas series de autovalores Ay, como variables tifia o sistema de partida,
cada unha das series con N autovalores, tantos como nds ten o sistema.
Polo que se se nos presentaba un sistema con ddas especies, por
exemplo, aparecian ddas series con N autovalores. De inmediato,
tal e como facian Nakao e Mikhailov, colliamos unha das series e
continuabamos traballando desde ai. Eu seguia o pautado e operaba
segundo o indicado. Porén, seguia a pregunta, que sucede coa outra
serie? € unha solucion a desbotar ou € outra posible solucion?

Supoiiamos que o resto de series de autovalores son posibles. Como
aparecian tantas series como variables talvez a dindmica interna estaba
a ter un efecto sobre a dindmica total do estado perturbado, ademais do
efecto que podia ter o proceso difusivo definido por eses autovalores e
autovectores puramente reticulares. Con esta premisa 4 solucién dada
por Nakao e Mikhailov faltdballe algo... Partindo desta premisa dun
posible efecto da dindmica interna, reactiva, nos modos vibracionais
do sistema reactivo-difusivo, engadamos unha compofiente mais 4 nosa
solucion vibracional:

8Xik = Cope™ e uM o (8.2)

Para un ndé i hai tantos modos vibracionais como variables k
ten o sistema reactivo cuxa vibracién serd unha combinacion das
compofientes i dos autovectores @ da matriz Laplaciana do proceso
difusivo dentro dun sistema reticular de N nds. Se tivesemos un sistema
activador-inhibidor de duas especies intercambiando informacién
dentro dun sistema reticular, existirian dous modos vibracionais
determinados pola cinemadtica do sistema. Sen rede, todos 0s nos
evolucionarian do mesmo xeito. Porén, a difusidn, ao interconectar eses
nds dentro dunha rede, introduce asimetrias no sistema. Estruturas mais
complexas posuirdn maiores asimetrias e madis facil serd que xurdan
inestabilidades.

Escribimos o sistema reactivo-difusivo desta forma:
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N
Xie = f* (Xu) + D Y LijX (8.3)
J
onde Xj; son as variables que interactian e temos tantas variables k
como especies reactivas artelladas nunha rede con N nds i. O proceso
reactivo estd descrito con tantas funciéns k como varibles descrito en
X (Xi). O proceso difusivo, regulado pola constante Dy, outra vez,
tantas como variables, estd descrito no termo da Laplaciana L;; que
aplica sobre as k variables dos N nds.
Facemos o desenvolvemento linear aplicamos a definicion de
autovalor Ay da Laplaciana:

Aok Xix = fk8Xim + Dy XY LijCopetot uM o =

= [ 8Xim + CouDyukerad YN ;0% —= £ 5Xin + CopDiAge e u* D
(8.4)

Podemos dividir todo por hot u,‘}k e chegamos 4 expresion dada
por Nakao e Mikhailov:
Rt Cot® = Ca (fiy + Diha) B (8.5)

Os factores de crecemento Ay, son os autovalores da matriz
( fr —|—DkAa) e dan conta do ritmo de evolucion do sistema tras sufrir
unha perturbacion. Hai tantas series de factores de crecemento Aqy
como variables k ten o proceso reactivo e o proceso difusivo introduce
variacions entre as dinamicas dos distintos nés a través da estrutura da
rede determinada polos autovalores Ay, da rede.

A expresion 4 que chegan Nakao e Mikhailov € practicamente
idéntica a este fora do indice k. O indice k marca que existen tantos
modos vibracionais como variables ten o sistema. A dindmica interna
modifica a dindmica global non s6 a dindmica reticular. A expresion
dada para a perturbacién € mais concisa. A solucién para o sistema sen
redes, a andlise da estabilidade da dindmica interna que nos ensinan na
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carreira, esta contida en ( k4 DkAa) .

A dispersion da conectividade introduce variacions na dindmica de
cada né. Ao interconectar nés cunha cinemadtica idéntica cunha rede que
establece asimetrias na conectividade fai que perdan o seu caracter de
indistinguibilidade e isto poida permitir derivas dos nés moi diferentes
detro da mesma rede. Por exemplo, cunha rede libre de escala. Agora
ben, interconectar nds idénticos cunha rede mais homoxénea, unha
aleatoria, por exemplo, fai que os modos non se vexan tan modificados
dun né a outro o que fai que o padrén non se orixine.
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Xy = fk (Xik) + Dx ley LijXjx € o sistema complexo que
consideramos nesta tese. E a forma que teriamos de parametrizar
o sistema complexo. De como, a partir das premisas establecidas pola
ciencia, o ser humano sistematiza o que identifica como autoorganizado
e libre de escala en linguaxe matemdtica. Nakao e Mikhailov estaban
expresando o sistema complexo.

Vimos que o libre de escala xera as heteroxeneidades necesarias
dentro deses sistemas e proporciona acoples diferentes das distintas
partes que o conforman e facilita a autoorganizacion [72]. Por iso que
sexan caracteristicos dos sitemas complexos tanto a lei do escalamento
como a autoorganizacion. Son as caras da mesma moeda.

Este traballo non estd rematado nin pretende estalo. Vertéronse
dabidas, inquedanzas de moitos anos que fixeron que esta tese collese
a forma que ten. Non ten ningunha pretensiéon madis alé de servir as
persoas que vefian detrds coas suas propias inquedanzas.

Esta estacion que inicia, faime recordar a beleza desta disciplina,
a fisica, que coa sua linguaxe consegue expresar a formacion
das primeiras chuvias de abril. Imaxino todo o sistema Terra
reequilibrandose, tratando de reestablecer algtn tipo de equilibrio trala
rotura de simetria térmica que se presenta nas masas de aire. Ollo para
estas nubes primaverais doutro xeito pois son a materializacion de que o
ciclo non para e que se ha de repetir sen descanso. As nubes recérdanme
que na rotura da simetria estd o cambio.
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