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Breve descricion do contido

Unha superficie no espazo Euclideo dise separable se pode ser expresa-
da de forma implicita por unha ecuacion do tipo f(z)+g(y)+h(z) =0,
para algunhas funciéns reais f, g e h. A motivacién para estudar estas
superficies vén da anélise clasica de superficies minimais, con exemplos
como o catenoide ou o helicoide. O obxectivo do traballo é analizar as

superficies separables con curvatura de Gauss constante e curvatura

media constante.
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Resumo

O obxectivo desta memoria é estudar as superficies separables no espazo Euclideo.
Ditas superficies estan determinadas por unha ecuacion f(x) 4+ g(y) + h(z) = 0 onde f,
g e h son funciéns reais dunha variable real e contenen &s superficies de translacién e
de revolucién como casos particulares. Proporcionarase unha clasificaciéon completa das
superficies separables con curvatura de Gauss constante, distinguindo os casos en que dita
curvatura é cero ou non, asi como das superficies con curvatura media constante non

minimais.

Abstract

The objective of this project is to study separable surfaces in the Euclidean space. These
surfaces can be expressed as an equation of type f(z)+ g(y) + h(z) = 0 where f, g and h
are real functions of one real variable. The particular cases of these surfaces are translation
and revolution surfaces. We will provide a complete classification of separable surfaces
with constant Gauss curvature, telling the difference between K =0 and K = ¢ # 0, and

surfaces of revolution with constant mean curvature that are not minimal surfaces.
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Introducién

Intuitivamente, entendemos por curvatura dunha superficie & maneira na que o plano
tanxente 4 mesma varia en cada punto ou, o que é o mesmo, & maneira na que varia o seu
vector normal. A curvatura de Gauss e a curvatura media constitien as duas curvaturas
fundamentais dunha superficie e resultan ser moi distintas entre elas. En efecto, a curvatu-
ra de Gauss ¢ unha cantidade xeométrica intrinseca, que depende da propia xeometria da
superficie, mentres que a curvatura media é unha cantidade xeométrica extrinseca, pois o
seu valor depende de como a superficie estea inmersa no espazo ambiente tridimensional.
Dito doutra forma, unha mesma superficie pode meterse no espazo euclideo de diferentes
maneiras e con distintos valores para a sta curvatura media.

Por outra banda, o feito de que a curvatura, tanto de Gauss como media, dunha superficie
sexa ou non constante, pode resultar interesante e incluso importante. Por exemplo, en
problemas de optimizacién pode resultar de utilidade o feito de que, se unha superficie non
ten curvatura media constante, esta non pode minimizar o volume que encerra pois, mate-
maticamente, unha superficie con curvatura media constante do espazo ambiente minimiza
localmente, entre todas as superficies con igual fronteira, a area sen cambiar o volume que

encerra.

Consideremos agora o espazo euclideo 3-dimensional R? dotado da métrica euclidea que,
en coordenadas cartesianas (z,v, 2), se expresa como (-, - ) = dz?+dy*+dz>. O noso estudo
neste traballo terd como fin responder 4 pregunta de cales son as superficies separables de
R3 con curvatura de Gauss e curvatura media constante. Unha superficie regular en R3
dirase unha superficie separable se pode ser expresada mediante unha ecuacién implicita

do xeito
f(@) +g(y) + h(z) =0,

onde f(x), g(y) e h(z) son funciéns reais dunha variables real. Asi a condicion caracteris-
tica deste tipo de superficies non é xeométrica, sendén que constitiie un aspecto puramente

analitico. O estudo das superficies separables ten as sias orixes na teoria das superficies

IX
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minimais, sendo o catenoide (Euler, 1744) e o helicoide (Meusnier, 1766) as daas primeiras
superficies minimais descubertas na historia que tamén comparten a condicién de ser sepa-
rables. Porén, foi Scherk quen, en 1835, deu coas ecuaciéns explicitas de novas superficies
minimas e separables. Para iso, fixo uso de técnicas analiticas de separacién de variables.
Scherk conseguiu clasificar todas as superficies minimais do tipo z = ®(z) + ¥(y), onde ®

e U son daas funcions reais.

(a) ¥ = IOg cos(y) (b) y = 1 log cos(3y)

cos(z) - 3 cos(3z)

Figura 1: Superficie de Scherk similar a repeticiéon dunha cadeira de montar.

Mais tarde, en 1887, Weingarten mostrou que as superficies separables do tipo f(z) +
g(y) + h(z) = 0 constitufan unha ampla familia de superficies minimais dadas en termos
de integrais elipticas e superficies peridédicas. Non obstante, foi Fréchet quen mais tarde

proporcionou parametrizaciéns explicitas de algunha delas.

O principal obxectivo deste traballo sera determinar as superficies separables de R? con
curvatura de Gauss constante ou curvatura media constante, a excepcién das superficies
minimais. Dun modo mais preciso, o traballo estruturase como segue.

No primeiro capitulo introduciranse as condiciéns de regularidade que se dan sobre as
superficies, asi como as nociéns bésicas que podemos definir a partir delas, como o son a
primeira e a segunda formas fundamentais. Ademais, introducirase o concepto de superficie
dada en forma implicita e desenvolveranse as expresions explicitas das curvaturas de Gauss
e media para as mesmas, pois seran de utilidade no noso estudo.

No segundo capitulo, introducirase o concepto de superficie separable e farase unha
breve anéalise dos principais tipos de superficies separables sobre as que traballaremos.
Dunha forma xeral, e dependendo do comportamento das funciéns f, g e h, teranse distintos

casos particulares deste tipo de superficies que son ben conecidos ao longo da historia: as
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superficies cilindricas, as superficies de translacién e as superficies de revolucion.

No terceiro capitulo damos resposta ao primeiro problema deste traballo: cales son
as superficies separables con curvatura de Gauss constante. O feito de que as curvaturas
principais, e en consecuencia a curvatura de Gauss, sexan constantes é unha condiciéon moi
restritiva, pois unha superficie cumprindo tal condicién ha de ser localmente isométrica a
un plano, unha esfera ou un cilindro circular recto [11]. A esfera, o plano, o cilindro e o cono
son os exemplos méis conecidos de superficies con curvatura de Gauss constante cero, pero
existen moitos outros exemplos de tales superficies. A andlise das superficies separables
con curvatura de Gauss constante dependera de si dita curvatura é cero ou non. O caso de
curvatura de Gauss constante non nula é moi rixido e as tnicas posibles soluciéns vefnien

dadas polas superficies de revolucién como mostra o seguinte Teorema.

Theorem 3.3. [5] As tnicas superficies separables con curvatura de Gauss constante e
distinta de cero son as superficies de revolucidn con curvatura de Gauss constante cuzo

etxo de rotacion € paralelo a un dos tres eixos coordenados.

Notese que é posible construir exemplos de superficies con curvatura de Gauss cons-
tante positiva ou negativa a partir das superficies de revolucién, variando a curva xeratriz.
Asi, para o caso de curvatura positiva, aparecen ademais das esferas, outras superficies de
tipo barril ou balén de rugby. No caso de curvatura negativa, ademais da pseudoesfera,
aparecen outras familias de superficies do tipo conico ou hiperbélico. A esfera e a pseu-
doesfera correspondense cos valores limite das outras familias de superficies de revoluciéon
con curvatura de Gauss constante [1]. A situacién correspondente & anulacion da curvatura
de Gauss recolle un abanico mais amplo de superficies tal e como se enuncia no seguinte

Teorema.

Theorem 3.1. [5| As dnicas superficies separables con curvatura de Gauss identicamente

nula son COTLgT’U&TLtGS con:

1. Un cilindro recto sobre unha curva plana contida nun dos planos coordenados.
2. Unha superficie de translacion z = ax+ g(y), onde a # 0 e g € unha funcidn regular.
3. Unha superficie de revolucion con curvatura de Gauss cero.

4. Unha superficie cilindrica e unha superficie cénica con parametrizacions

mgz + n3 = (mix + n1)P(may + n2)?, (1)
n1e™?® 4+ noe™?Y + nge™3* =0, (2)
(maz +n1) Y07 4 (moy 4+ no)VO7R) 4 (mgz + ng) VR =, (3)

onde mij,n; ER, m+qg=1ek#1.
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No capitulo catro, darase resposta ao segundo obxectivo deste traballo, o estudo das
superficies separables con curvatura media constante e distinta de cero. Estas superficies
resultaran ser as que se conecen como superficies de Delaunay, que non son mais que as
superficies de revolucion con curvatura media constante. Asi, as superficies de Delaunay
son os cilindros, as catenoides, as onduloides e as nodoides. Estas constituiran os tnicos
exemplos de superficies separables con curvatura media constante distinta de cero, feito

que establece o seguinte teorema.

Theorem 4.1. [6] As superficies de Delaunay, excepto o plano e o catenoide, son as unicas
superficies separables no espazo Euclideo de R® con curvatura media constante e distinta

de cero.

A obtencion xeométrica destas superficies foi proposta tamén polo propio Delaunay.
Delaunay estableceu que as xeratrices das superficies de revolucién con curvatura media
constante obtéfiense como a ruleta das conicas (circunferencia, elipse, pardbola e hipérbole).
Se imaxinamos que nun foco da c6nica hai un lapis de cor e a facemos xirar, sen deslizarse,
sobre unha recta, o que pinta o lapis é a ruleta. Ao revolucionar a ruleta en torno a un
dos tres eixos, obténense as superficies de revolucién de curvatura media constante das que
falamos. Desta maneira, tense que facendo xirar a elipse sobre unha linia recta e pintando
a sua ruleta obtense unha ondularia, que é a curva xeratriz dunha onduloide. Como a
circunferencia é un caso particular da elipse, podemos considerar o cilindro un caso limite.
Isto é, se facemos rodar unha circunferencia con foco o centro, resulta claro que a ruleta sera
unha lifia recta horizontal, isto é, a xeratriz dun cilindro. Asi mesmo, facendo rodar unha

catenaria obtense unha catenoide e facendo rodar unha hipérbole obtense unha noidoide.



Capitulo 1

Preliminares

O obxectivo deste capitulo serd introducir a terminoloxia e nociéns bésicas da teoria de
superficies regulares. Denotemos por R3 o espazo Euclideo 3-dimensional, isto é, o espazo

vectorial real 3-dimensional coa métrica Euclidea
<'7 > :d$2+dy2+dz2,

onde (z,y, z) representan as coordenadas cartesianas de R3.

1.1. Superficies regulares

Introduciremos agora a nociéon de superficie parametrizada en R™, como unha xene-
ralizacion directa 4 dimensién 2 dunha curva en R™, isto é, como unha funcién de duias

variables cuxa imaxe é un subconxunto de R"™.

Definicion 1.1. Unha superficie parametrizada é unha aplicacion diferenciable
x: U — R"

sendo U un subconxunto aberto de R%. En xeral, se A ¢ un subconxunto arbitrario de
R?, dise que unha aplicacién x: A — R™ é unha superficie parametrizada se x pode ser
estendida a unha aplicacién diferenciable de U en R", sendo ¢/ un subconxunto aberto que

contén a A.
Esta definicién permitenos definir agora o concepto de superficie regular en R™.

Definicion 1.2. Un subconxunto non baleiro MC R™ é unha superficie regular se para
todo punto p de M existe un entorno aberto V de p en R" e unha aplicacién x: U — R™

dun subconxunto aberto U € R™ sobre ¥V N M tal que:
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(I) x: U — R™ é diferenciable;
(II) x: U -V N M é un homeomorfismo;

(IIT) para todo ¢ € U, a diferencial dx,: Rg — RZ((]) é inxectiva, isto é, cada aplicacién

x: U — M é unha superficie parametrizada regular.

Cada unha destas aplicaciéns x: U — M denominase carta local ou sistema de coordenadas

locais nun entorno de p € M.

A fin de recordar os conceptos de primeira e segunda forma fundamental, introduciremos

unha serie de definiciéns previas.

Definiciéon 1.3. Unha curva sobre unha superficie regular M C R™ & unha aplicacién
a: (a,b) = R” tal que at) € M paraa <t <b.
A curva « dise diferenciable se a composicién x o a: (a,b) — U & diferenciable para

calquera parametrizacion local x: U — M, sendo U C R2.

A anterior definicion permitenos introducir o concepto de vector tanxente a unha su-

perficie regular.

Definicion 1.4. Sexa M uha superficie regular en R" e sexa p € M. Diremos que v, € R}
¢ tanzente a M en p se existe unha curva a: (a,b) — R" tal que a(0) =p , &/(0) = vp e

a(t) € M para a <t < b. O espazo tanxente a M en p é o conxunto
M, = {v, € R} | v, & tanxente a M en p}.

Notacién 1.5. Cando falemos do espazo euclideo de R3 denotaremos o plano tanxente a
unha superficie M no punto p por TpM. A condicién (III) da definicion de superficie

regular vai resultar esencial para dotar ao plano tanxente da estrutura de espazo vectorial.

No espazo euclideo de R3, a restricién do produto escalar de R3 ao plano tanxente
TpM en cada punto da superficie induce unha norma, 4 cal chamaremos primeira forma

fundamental. Isto é, considerando a forma bilinear, simétrica e definida positiva,
(,)p: TpM x TyM — R,

que vén dada por (v, w), = (v,w), para calquera vectores v,w € T,M, chamaremos pri-

meira forma fundamental dunha superficie regular M no punto p 4 forma cadratica
I,: T, M — R
. 2
w = Ip(w) = [w]” = (w, w).

Dada unha parametrizacion local (U, x) da superficie M, temos a seguinte definicién.



1.1. SUPERFICIES REGULARES 3

Definicion 1.6. Sexa x: U — R™ unha superficie parametrizada. Chamamos coeficientes

da primeira forma fundamental &s funcions F, F, G: U — R dadas por:
E = (xu,Xu)p, F = XuXp)p, G = (Xp,Xu)p
Enton, podemos expresar a primeira forma fundamental como
I, = Edu® du+ F(du ® dv + dv ® du) + Gdv ® dv,

sendo {du, dv} a base de 7,”M, que é o espazo vectorial dual da base de campos coorde-

nados.

A primeira forma fundamental permitenos falar de aspectos xeométricos intrinsecos da
superficie como o son as lonxitudes, dngulos ou areas. Isto d& lugar a nocién de isometria
local, como aquela aplicacién que conserva a primeira forma fundamental entre duas su-
perficies e, en consecuencia, preserva todos os conceptos métricos que podemos definir a

través dela.

Definicion 1.7. Unha isometria local entre duas superficies regulares, M e Ms, é unha
aplicacién diferenciable ®: My — My que conserva a primeira forma fundamental, é dicir,

que conserva o produto escalar
(d®p(v), dPp(w)) = (v, w),
para cada p € M e calquera v,w € T, M.

Asi, ® é unha isometria local, se e s6 se, &€ unha aplicacién diferenciable onde a dife-
rencial d®;,: T, M1 — Ty, M2 € unha isometria lineal.
Se diias superficies M1 e M3 son localmente isométricas, sempre vai ser posible elixir pa-
rametrizaciéns de cada unha delas, con dominio comun, de tal xeito que os coeficientes da

primeira forma fundamental coincidan en ambas.

Observacion 1.8. A anterior definicién establece unha equivalencia xeométrica entre super-
ficies regulares. Porén, esta equivalencia s6 se da de forma local. Para poder atopar unha
identificacion total entre daas superficies é necesario, ademais, que ambas sexan idénticas
dende o punto de vista topoléxico e diferenciable. Un exemplo disto ocorre co plano e o

cilindro, onde a isometria global non ten cabida, pois non son nin sequera homeomorfos.

Outro tipo de aplicacién que se da entre duas superficies arbitrarias, M; e Mo, e
que nos vai ser de utilidade & hora de simplificar o noso estudo é a que introducimos a
continuacion. Denotemos por O(n) ao subgrupo ortogonal, isto é, aos isomorfismos lineais

G : R" — R" que preservan o produto escalar (GZ, Gy) = (x,y) para calquera Z,y € R™.
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Un movemento rizido de R3 ¢ unha aplicacion diferenciable, F': R? — R3, que conserva a

distancia euclidiana, isto é,

d(F(p), F(q)) = [F(q) = F(®)|l = llg — pll = d(p,q)

Claramente, toda transformacion ortogonal ¢ un movemento rixido, ao igual que as trans-
lacions Ty por un vector dado b € R3. O seguinte resultado mostra que, de feito, todo
movemento rixido vén dado por unha transformacién ortogonal especial e unha transla-

cién.

Teorema 1.9. Sera F : R3 — R3 un movemento rizido. Entén existe G € O(n) e unha

translacion Ty de forma que F =T 0 G.

Observacion 1.10. Toda transformacion ortogonal verifica que det G = 1. Se o det(G) =1
falaremos de movemento rixido directo ou que conserva a orientacién, pola contra falaremos

de movemento rixido inverso ou que inverte a orientacion se o det(G) = —1.

Definicion 1.11. Duas superficies, M e My, dinse congruentes se existe un movemento
rixido F: R3 — R3 de forma que My = F(M,).

Resulta sinxelo ver que duas superficies congruentes son isométricas. Porén, o reciproco
non é certo. Dias superficies poden ser isométricas e non existir ningiin movemento rixido
de R? entre elas, como ocorre no caso do cilindro e o plano.

Para poder introducir a definicién da segunda forma fundamental necesitamos recordar
o que conecemos por aplicaciéon de Gauss. Intuitivamente, a nocién de vector perpendicular
a unha superficie en R? é clara. O produto vectorial en R? proporciénanos un meétodo ttil
para a determinacién dun vector ortogonal a dous vectores dados. Deste xeito, para unha
superficie parametrizada regular x: U — R3 o campo de vectores normal e unitario ou

normal unitario U da superficie estd dado por:

Xy X Xy
= ) 1.1

Observaciéon 1.12. A posibilidade de construir un campo de vectores normais depende da
orientacién da superficie pero, como o noso traballo se vai centrar en cuestiéns locais,

asumiremos sen ningunha restricién esta condicidn.

A aplicaciéon que asigna a cada punto p dunha superficie, M € R3, o punto sobre a
esfera unidade, S?(1) C R3, cuxo vector de posicién vén dado polo vector unitario, U(p),
recibe o nome de aplicacion de Gauss.

Un bo método para poder determinar como se curva unha superficie regular M en R3

consiste en medir como varia a normal unitaria U da superficie punto a punto. O operador
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lineal autoadxunto que nos permitira facelo denominase Operador Forma, que aplicado a

un vector v, é o oposto da derivada de U na direccion de v,

Definicién 1.13. Sexa M € R3 unha superficie regular e sexa U unha normal unitaria
dunha superficie M definida nun entorno dun punto p € M. Para cada vector v, tanxente

a M en p, definimos o operador forma como o endomorfismo
S(vp) =-D,U.

O operador forma po6dese considerar como a aplicacion oposta da aplicacién tanxente 4

aplicacién de Gauss. Estamos xa en condicions de introducir a sequnda forma fundamental.

Definicion 1.14. Sexa M unha superficie regular e p € M un punto de M. Definese a
sequnda forma fundamental dunha superficie como a forma cadratica asociada ao operador

forma

I, Tp(M) — R3
w — I (w) = (S(wp),w) = —(DU(w), w).

En términos dunha parametrizacion local (U, x) dunha superficie temos
I, = edu ® du + f(du ® dv + dv ® du) + gdv ® dv,
onde as funciéns componentes e, f e g venien dadas por:
e = (U, Xyu)p, f = (U, Xuv)ps g = (U, xu)p-

Sabemos que o operador forma S é un operador linear simétrico sobre cada espazo
tanxente dunha superficie regular en R3. Por tanto, sabemos da alxebra lineal que os
autovalores de S son reais. Estes autovalores, k; e ko, representan os valores méximos
e minimos da Segunda Forma Fundamental restrinxida ao circulo unidade de 7,(S) e
reciben o nome de curvaturas principais. Os autovectores asociados denominanse direccidns
principais 7], [2]. O endomorfismo dado polo operador forma esté caracterizado, dende un
punto de vista alxébrico, polo seu polinomio caracteristico ou, o que o mesmo, polos seus
invariantes alxébricos: a traza e o determinante. Ambos definen funciéns sobre as superficies

e desempenaran un papel esencial no estudo das mesmas.

Definicién 1.15. Sexa M unha superficie regular en R3. A curvatura de Gauss, K, e a

curvatura media, H, de M son as funciéns K, H: M — R definidas por

K(p) = det(S(p)) e H(p) = 5tr(S(r). (12)
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Ademais, as definicidons de K e H non dependen da eleccion que se faga para a repre-
sentacion matricial do Operador Forma. Notemos tamén que, se ben o operador forma,
S, e a curvatura media, H, dependen da eleccién da normal unitaria, U, da superficie, a

curvatura de Gauss, K, é independente de dita eleccion.

Teorema 1.16. A curvatura de Gauss e a curvatura media dunha superficie reqular M C

R3 relacidnanse coas curvaturas principais mediante as expresions

1
K=kiky, e H= 5(1(1 —|—k2)

Considerando a base do espazo tanxente en cada punto, as curvaturas de Gauss e media
exprésanse como:

Teorema 1.17. Sexza x: U — R? unha superficie parametrizada reqular. Enton a curvatura

de Gauss e a curvatura media de X estdn dadas polas expresions:

_ eg— f?
K= b (1.3)
_ eG—2fF +gE
H= EC—T7) (1.4)

onde e, f e g son os coeficientes da sequnda forma fundamental de x e E, F e G son os

coeficientes da sta primeira forma fundamental.

A expresion en coordenadas da segunda forma fundamental xunto coas féormulas de
Gauss e Weingarten, as cales se poden consultar en [7]|, permitennos demostrar que a
anterior férmula da curvatura de Gauss admite unha expresiéon que depende unicamente
dos coeficientes da primeira forma fundamental, demostrando asi que estamos ante un

invariante intrinseco da xeometria dunha superficie.

Teorema 1.18 (Egregium de Gauss). Sexa ®: My — My unha isometria local entre dias
superficies requlares M1, Mo C R3. Denotemos as curvaturas de Gauss de My e My por
Ki e K5 respectivamente. Enton

Ki=Ky09®.

A pesar de ser un invariante intrinseco da xeometria dunha superficie, a curvatura de
Gauss non permite caracterizar totalmente a mesma, pois podemos atopar superficies coa
mesma curvatura de Gauss pero que non son localmente isométricas. De feito, o helicoide
e a superficie de revolucién determinada pola grafica da funcién logaritmo tenen a mesma
curvatura de Gauss, pero non son localmente isométricas [7]. Porén, o reciproco do Teo-
rema Egregium de Gauss si se da cando estamos ante superficies con curvatura de Gauss
constante [2], [7].

Teorema 1.19. (Minding) Se as superficies My e My tefien a mesma curvatura de Gauss

constante enton son localmente isométricas.
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1.2. Superficies dadas en forma implicita

Ata o de agora, consideraronse superficies regulares definidas mediante cartas locais,
isto é, a representacion paramétrica dunha superficie regular. Outra alternativa para des-
cribir unha superficie regular, M, é por medio dunha representacién non paramétrica. Para
unha superficie regular en R? isto significa que M ¢ o conxunto de puntos que son aplicados

por unha funcién diferenciable f: R? — R no mesmo ntimero real. Vexamos isto:

Definicion 1.20. Dada unha funcién f diferenciable, definida sobre un conxunto aberto
V C R? , dicimos que p é un punto critico de f se o vector gradiente é identicamente
nulo Vf, = (fz(p), fy(p), f-(p)) = 0. En tal caso, o valor f(p) denominase valor critico. Se

a € R? non é un valor critico dicimos que é un valor regular.

Proposicién 1.21. Sexa f : V C R? — R unha funcion diferenciable e a € R un valor

reqular de f. Enton:
M(a)={peR*| f(p) = a} = [}(a) (1.5)

¢ unha superficie reqular de R? denominada superficie de nivel. Ademais, o campo de vec-

tores Vf € perpendicular a M(a) en todos os seus puntos.

Demostracion. Para cada p € M(a) temos que atopar unha carta local dunha vecinanza
de p. A hipdtese de que Vf, # 0 ¢ equivalente a que polo menos unhas das derivadas

parciais,

of of of
ox’ 0y’ 0z |’

sexa non nula en p. Supofiamos sen perda de xeneralidade que %(p) # 0. O Teorema da

Funcién Implicita, que pode consultarse en [7], establece que, nestas condicions, a ecuacion

f(z,y, z) = a poédese resolver en z. De forma mais precisa, existe unha funcion diferenciable

h tal que
f(z,y,h(z,y)) = a.

Asi, a carta local buscada definese por:
x(11,v) = (1, v, h(u, v)).

Ademais, sexa v, = (v1,v2,v3), € M(a),. Existe entén unha curva o en M(a) con a(0) = p
e o/(0) = vp. Escribimos a(t) = (c1(t), ca(t), c3(t)). Posto que « esta contida en M(a),

verificase que f(c1(t), ca(t), c3(t)) = a para todo t. A regra da cadea implica entéon que

. 8u2 dt_ ’
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En particular,

de; 0
Z@ul C(O)_ af()i:vfp'vp'

Polo tanto, Vy & perpendicular a M(a), para cada p € M(c). O]

Como o gradiente dunha funcién f: R? — R é sempre perpendicular a cada unha das
sias superficies de nivel, existe un método moi sinxelo para obter a aplicacion de Gauss
de tales superficies. Sexan f: R? — R unha funcién diferenciable e a un ntmero real tal
que Vf & non nulo en todos os puntos da superficie de nivel M(a) = {p € R | f(p) = a}.

Entén, o campo de vectores U definido por

V(p)
IV £(p)ll

é unha normal unitaria definida globalmente sobre M(a). Polo tanto, a aplicacion de Gauss

U =

de M (a) podese definir globalmente. Tamén é posible obter a expresion xeral da curvatura
de Gauss e da curvatura media das superficies parametrizadas dadas en forma implicita.

A expresiéon dunha tal superficie vén dada por:
x(u,v) = (u,v, h(u,v)), (1.6)

como vimos na demostraciéon da Proposiciéon 1.21. Tendo en conta a expresiéon da curvatura

de Gauss en (1.3),
eg — f?
EG - F?’

para o calculo da mesma precisamos conecer os coeficientes da primeira e segunda forma

K(p) =

fundamental. O mesmo ocorre coa curvatura media, que se obtén mediante a expresion:

eG —2fF + gFE

H) = =56 —F)

Derivando en (1.6) con respecto a cada variable, obtemos os seguintes campos coordenados:
xy = (1,0, hy(u,v)), %, = (0,0, hy(u,v)).
As derivadas segundas:
Xuu = (0,1, huw),  Xuw = (0,1, ), Xow = (0,1, hy).-

Para o calculo do vector normal:
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polo tanto: .
U(u,v) = —————(—hy, —hy, 1).

2 2
1+ h2 +h?
Agora, xa estamos en condicions de calcular os coeficientes da primeira e da segunda forma

fundamental:

huu

V1+h2+h2’
F =< 24,2y >= hyh =< U, zyy >= ——Lur__
uy v u'vvy f s uUv l+h%+h%’

— J— 2 J— — h?)’“
G =< zy,xy, >=14+hZ, g =<U,z,, >= T

E =< xy,2, >= 1+ h?

T

e =< U, xy, >=

E, por tanto, podemos obter:

huu huv

1+ h2 hyh 2112 252

gij = u u v2 . Ly = \/14;Lhu+hv \/1—&;Lhu+hv
hyhy 1+ A3 LY el

V1+h2+h2  \/1+h2+h2
Calculando agora ambos determinantes:

huwhos — b2
o 2 2 o uu'tvv uv
det(gij) =1+ hu + h,U, det(L,-j) = m

De onde a curvatura de Gauss toma a seguinte forma:

eg — f? _det(Lyj;) hoywhoy — h2,

K(p) = - :
)= e det(gi)  (L+ h2 + h2)?

Seguindo un procedemento andlogo obtemos tamén a expresion da curvatura media en

funcién dos coeficientes da primeira e segunda forma fundamental:

eG = 2fF + gE  hyy(1+ h2) — 2hyyhyhy + By (14 h2)

Hp) = 2(EG— F?2) 2(1 + h2 + h2)3/2






Capitulo 2
Superficies separables

Posto que o obxectivo final deste traballo é chegar 4 clasificaciéon das superficies sepa-
rables con curvatura de Gauss e media constante, neste capitulo introducirase o concepto
de superficie separable en R? e daranse unha serie de resultados que nos serdn de gran
utilidade para o estudo. Ademais, como paso previo & clasificaciéon que se fara en capitu-
los posteriores, analizaranse as superficies cilindricas, de translaciéon e de revolucién como
casos especiais de superficies separables.

Localmente, calquera superficie de R? vén dada como un conxunto de nivel dunha funcion
F definida nun conxunto aberto de R3. No que segue, o noso interese centrarase naquelas
superficies onde a funcién F' é unha funcién separable nas stas variables. Introdacese agora

de xeito formal o concepto de superficie separable.

Definicién 2.1. Unha superficie (regular) M dise separable se pode ser expresada como
M = {(z,y,2) e R*| f(z) + g(y) + h(z) = 0}, (2.1)

para algunhas funciéns regulares f : [1 CR - R, g: s CR > Reh: I3 CR — R.

Grazas a regularidade de S e das funciéns f, g e h caimprese que
F@)* 4+ 9 )?+h(2)*#0 paratodo (x,y,2) €I x I x I. (2.2)

Antes de comezar coa clasificacion destas superficies, veremos como se expresan a cur-
vatura de Gauss, K, e a curvatura media, H, para unha superficie separable e regular M
definida por unha ecuacién implicita F(x,y,z) = 0, con F unha funcién regular de R3.
Como se mostrou antes, a superficie M = F~!(0) vén dada como a imaxe inversa dun

valor regular e, polo tanto,
VF, = (F,,F,,F,)#0, entodopunto peM = F71(0).

11
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Esta condicién implica que, polo menos, unha das tres derivadas parciais ha de ser distinta
de cero. Ademais, como toda superficie regular M € R? vén dada, localmente e de xeito
tnico, pola grafica dunha funcion diferenciable da forma z = h(x,y), vy = g(z,y) ou
x = f(z,y), pddese suponer, sen perda de xeneralidade, que F), # 0 nalgin entorno de M

e que por tanto, a superficie M vén dada pola grafica dunha funcién h: R? — R, isto é,
M ={(z,y,2) € R®| F(z,y, h(z,y)) = 0}. (2.3)
Considérese a seguinte parametrizacion local:
x(u,v) = (u,v, h(u,v)) (2.4)

para unha funcién h: R? — R tal que F(x,y, h(z,y)) = 0. Como se demostrou no capitulo
anterior, a curvatura de Gauss vén dada pola seguinte expresion:

-~ det(LZ’j) B haalvyy — h:%y

K(p) = _ .
() det(gi;) (L4 2+ h2)?

Ainda que a funcion h(u,v) no se conece de forma explicita, as stuas derivadas parciais

poden ser calculadas a partir da ecuacion F(z,y,h(x,y)) = 0. Derivando:

0 F
0= %F(:[Hyvh(mvy)) :Fx‘i‘thx e, pOlO tanto, h,x = _Fz’

0 F
0= —F(z,y,h(z,y)) = Fy+ F.hy e, polo tanto, hy =——",

oy 2

onde o dltimo paso estd garantido grazas a condicién que se esté a suponer de que F, # 0.
De xeito semellante, obténense as derivadas segundas:

2

0
0 ;v F(z,y,h(z,y)) = Fpp + Fzzhg +2F, h, + F,hy: e, polo tanto,
X

1

z
82
0 :%F(as, Y, h(z,Y)) = Foshyhy + Fyy + 2F,.hy + Foyhy + Fohyy, e, polo tanto,

1
h:cy — _F(Fzzhyhx + Fa:y + F:L‘Zhy + Fzyh.Z’)J
z
02
0 :@F(x, y,h(x,y)) = Fyy + F..h? + 2F,.hy + F.hy, e, polo tanto,

1
hyy = =5 (Fyy + Fozhy + 2Fy2hy).
z
Substituindo agora estes valores na expresion da curvatura de Gauss:

K(p) = (F,*(Fyp + Foh2 + 2F,.hy) (Fyy + Fzzh;j + 2F,;hy)

z

—F N (Fozhyha + Foy + Fozhy + Foyha)?) (14+ F2F 2+ FJF?) 72
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Desenvolvendo o numerador:
F7? (Fag + Foohl 4 2F5.hy) (Fyy + Foohl + 2Fy.hy) = Fo N (Foohyho+ Foy+ Fohy+ Fayhg )?

=F A (FLF F P = 2F . Fo Fy F F % — 2F F FRF F% + Fop o FLF
+ FyyFoo F2F,? + AF,, F), Fy FyF, 2 — 2F, Fy, FyF b — 2F, F F F !
+ FouFyy) — FLH(FLF F P — 2F. Fo Fy F FL % — 2F, F FPF F°
+2F,, FpyFyFy F %2 + 2F,, FoyFyFy F % — 2F, Fy  FyFt — 2F, Foy F F 0
+ FLF)F;?+ FLF}F;? + F},)

=F }(FoaFyy — 2Fpa Fye FyF ' + Foo P FLF 2 = 2Fy Fo F FY
+ 2Fp . Fy Fo FyF? + Fyy Fo FoF > — F2FoF2 4 2F Fo Fy F
— F2 F2F % + 2Fyy FoyFu 7t — 2F. Fo FyF F2 — Fo

=F N(FauFyyF? = 2F3u Fy FyF. + FuoFo o Fy, — 2Fy Fo Fy F
+ 2Fp. Fy FoFy + Fy P Fy — Fo F) + 2F, Fo FyF,
— F2 F? 4+ 2F,,F,,F,F, — 2F,,F,,F,F, — F2 F?).

YT T Ty 2

Desenvolvendo o denominador:
(L+ha+h2)? =+ FiF P+ FyF ) = FNF2 4+ F + Fp) = F Y VF|2

E, por tanto, a expresiéon da curvatura de Gauss toma a seguinte forma:

KHVF”Q :Fl? Fyy Fyz yQ FZZ FZZ +F3 F$x ny
Fyz Fzz sz Fx:p xy Fyy (2 5)
F. F F,. F F. F '
—2F,F, | Y Y 2R, Y Y 2R, F, | T T
xz 2z xy rx Yz Fyy

Agora ben, como se estd a traballar con superficies separables definidas pola ecuacién
implicita F(z,y,2) = f(z) + g(y) + h(z) = 0, podese reducir ainda mais a expresion

da curvatura de Gauss que se acaba de obter pois, derivando por exemplo con respecto

a x temos que %—5 = F, = f’. Se derivamos de novo, obtemos que g;é; = Fp. = f".
Analogamente, tense derivando con respecto a y que %—Z =F,=4d¢ % =F, =4
e derivando con respecto a z que %—5 =F, =Ne gjgz = F,, = h”. Deste xeito, resulta
sinxelo ver que as derivadas cruzadas son identicamente nulas Fyy = F,, = F,, = F. =
F., = F,, = 0. Polo tanto, a expresion (2.5) serd agora:

B (f/)Qg//h// + (gl)Zf//h// + (h/)Qf//g//
¥ R ) ) C 20
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Para o calculo da curvatura media procédese de xeito similar. Asi, no capitulo anterior
vimos que a curvatura media, na parametrizacion local x(u,v) = (u, v, h(u,v)), vina dada
pola seguinte expresion:

Hip) = P (1 4 h2) — 2R hihy + oy (1 + h2)
Pr= 2(1 + h2 + h2)3/2 '

Procedendo do mesmo xeito que o fixemos para a curvatura de Gauss, obtemos o seguinte

v :hm(l + hj) — 2hgyhyhy + hyy (1 + h2)
2(1 + h2 4 h2)3/2

F? F, F,
- <(Fm + F..h2 4 2F,.h,) <1 + Fg) — 2(Fyzhyhy + Fuy + Frohy + Fzyhx)%fy
z z

z

3/2
F2 o F? 2
(Fyy + Fozhy + 2F,.hy) (1 + Fg)) —271p1 (1 + ﬁ + F2>
z

Simplificando a ecuacién anterior e substituimos os valores de h, = —% e hy = —%
z z
obtemos o seguinte:

1 F? F, F} E,F F,
H(p):_2<<Fxx+FzzF€_2szF> <1+F,2>—2(Fzz F2y+ny szFy
z z

z

F.\ F,F, F? F, F?
_F x)xy+ (Fy+Fzz 2Fyz )) <1+> F2(F2+F2+F2) 3/2

YF,) F2? F?2 F, F?2
1 F? F, F? F,F, F? F,
:2<Fxx+FzzFZ22szFZ+Fxsz22F$y F2 +Fyy+FZZFZ QFQZF
VR FQ)FQ(F2+F2+F2) 3/2
nyz

de novo, sacando factor comun FQ, obtemos o resultado:

1
H(p) = = 5 (FuaFZ + FuaF) + Fyy FZ + Fyy P + Foo F7 + FooFy — 2Fgy o Fy
—2F, . FyF, — 2F,.F,F.,) (Fz2 4 Fg? + F5>73/2.

Dado que se esta a traballar con superficies separables, ao igual que no caso da curvatura
de Gauss, obtense unha expresién mais sinxela para a curvatura media:

H( ) - _}f”(h,)Q + f//(g/)Q +g//(h/)2 +g//(f/)2 + h//(f/)? _|_h//(g/)2
M (77 + (g7 + W27

ou, 0 que € 0 mesmo,

P2 402 +g" (W2 (P +R ()P +(9)?) = —2H((F)+ () + (W), (2.7)
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2.1. Casos especiais de superficies separables

2.1.1. Cilindro recto.

Unha superficie cilindrica en R? ¢ unha superficie que ten
como base unha curva directriz plana C e as curvas xeratrices
son paralelas. En particular, un cilindro recto estd formado
por todas as rectas que son ortogonais a unha curva plana
dada. Tras un movemento rixido pode suporse que a curva C'

esta contida nun dos tres planos coordenados. Entén a super-

ficie é separable onde unha das funciéns f, g ou h é constante.
Pédese suporier, sen perda de xeneralidade, que a curva estd Figura 2.1: Cilindro so-

contida no plano z = 0 e, por tanto, sera da forma bre a curva do oito.

f@)+9(y)=a, a€R,

dando lugar ao cilindro recto {(z,y,z) € R?| f(z) + g(y) = 0}.

Curvatura de Gauss dun cilindro recto

Considerando a expresion da curvatura de Gauss dada en (2.6) e asumindo que a funcion

h é constante, un sinxelo calculo mostra que

(fl)Qg//h/l + (g/)Qf/lhl/ + (h')Qf”g" _ 0
(f)? 4 (¢')* + (1)

K(p) =
para toda superficie cilindrica.

Curvatura media dun cilindro recto

Ao igual que no caso anterior, utilizando a expresiéon obtida anteriormente para a
curvatura media e tendo en conta que a funcién h é constante, obtense o seguinte:
P+ 1+ 0+ g+ RS+ g
2 ((f1)%+ (g2 + (h)2)3/2
1f"(g")? +9"(f")?
C2((f)2 + (9)2)P?

H(p) =

2.1.2. Superficies de translacién

Unha superficie M C R3 dise que é unha superficie de translacién se pode ser expresada

como

z=¢(z) +¥(y),
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onde ¢(z) e ¥(y) son funciéns regulares. Esta superficie ¢ a suma das curvas planas

M
LY =

(z,0,¢(z))

y = (0,y,%(y))

de xeito que a superficie M parametrizase por

x(z,y) = a(z) + Bly) = (2,0,0(z)) + (0,4,4(y)) = (z,y, o(z) + D(y)).

Unha superficie separable é unha superficie de translacién se, e soamente se, unha das
tres funcions en (2.1) é linear. Témese, sen perda de xeneralidade h(z) = az + b, con
a,b € Re a0 (ocaso a =0 correspondese cun cilindro recto). Neste caso, e se se toma
¢(x) =ax +0b, a,b € R, a # 0, a ecuacion implicita da superficie é z = ax + b+ ¥(y) e,
por tanto, tratase dunha superficie cilindrica a excepcién do cilindro recto.

Na seguinte figura mostranse dous exemplos de superficies de translaciéon: no primeiro
deles temos unha superficies cilindrica onde a curva xeratriz é unha recta, mentres que
no segundo exemplo, temos unha superficie de translacion de tipo plano onde nin a curva

xeratriz nin a directriz son rectas.

(a) sen’®(z) +a2®=1 (b) z = sen(z) + sen(y)

Observacidon 2.2. Unha superficie regrada da forma x(t, s) = a(t)+sv(t) con v(t) constante
é unha superficie de translacion. Unha superficie cilindrica é unha superficie regrada coa
curva direccional constante v(t) = v, isto é, contén rectas paralelas pasando por cada punto
da superficie. Ademais, todas estas superficies son invariantes baixo calquera translacion na
direccion do vector v. Un sinxelo calculo méstranos que, con esta parametrizacion dunha
superficie cilindrica, os campos coordenados son x; = o e x9 = v e polo tanto as suas
derivadas x1; = o”, x12 = 0 e x99 = 0. Deste xeito, os coeficientes da segunda forma
fundamental verifican que Lo = La1 = Lop = 0, de onde se segue que det(L;; = 0) e, en

consecuencia, a curvatura de Gauss é cero.
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Curvatura de Gauss dunha superficie de translacion

Dada a parametrizacion x(x,y) = (x,y,o(x) + ¥(y)), podese calcular a primeira e

segunda forma fundamental dunha superficie de translacion:

o [(1HOEP @ o S@ 0\ g
T\ gy 1rvee ) T Ve o ey )
e, en consecuencia, a sia curvatura de Gauss

¢ (x)y" (y)
(14 ¢/(x)2 + ' (y)?)3/%

As superficies de translaciéon con curvatura de Gauss constante identicamente nula foron

estudadas e clasificadas polos autores en [10] probando que:

1. As tnicas superficies de translacion con curvatura de Gauss nula son as superficies

cilindricas.
2. Non hai superficies de translacion con curvatura de Gauss constante e distinta de
cero se unha das curvas xeratrices é plana.
Curvatura media dunha superficie de translacion

Dada a parametrizacion x(z,y) = (x,y, ¢(z) +1¥(y))), a expresion da curvatura media

dunha superficie de translacion vén dada por

(1+¢/2)¢/1+ (1+¢/2),¢)//
(1+¢/2+wl2>3/2 )

H(p):%

A descricion das superficies de translacion con curvatura media constante dividese en dous

casos segundo a curvatura media sexa cero ou non. Asi:

1. As superficies de translacién minimais son planos ou superficies de Scherk dadas por
z =log 24 9.

Cos T

2. As superficies de translaciéon con curvatura media constante H # 0 son os cilindros

circulares rectos [4].

2.1.3. Superficies de revolucién

Unha superficie de revolucién obtense ao xirar unha curva plana en torno a unha recta
de R3. De forma mais precisa, dado un plano II € R3 denominase superficie revolucion M

ao conxunto de puntos resultante de xirar unha curva C' en torno a unha recta L. A curva
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(a) Curva (b) Superficie de re-

xeratriz volucion

Figura 2.2: Superficie de revolucion que se obtén ao xirar a curva t — (2+ (1/2) sen(2t), t)

C recibe o0 nome de curva zeratriz e a recta L é o eizo de rotacion.
Tomarase, sen perda de xeneralidade, o plano y = 0 como plano II e para L tomarase o
eixo z. Ademais, a curva C terd unha parametrizacion « diferenciable. Unha tal superficie
de revolucion M ten a forma

h(z) = ® + o

e, por tanto, € unha superficie separable. En xeral, se o eixo de rotacién é paralelo ao eixo

z, a ecuacién implicita da superficie M toma a forma,
hz)=2"+y* +ax+by+c

con a,b,c € R.

Curvatura de Gauss dunha superficie de revoluciéon

Dada a parametrizacién local dunha superficie de revolucién

x(u,v) = (¢(v) cos(u), p(v) sen(u), (v)), con (u,v) € (0,27) X (a,b),

pédense calcular os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental:

Gii = ¢2 0 Lii — 1 —MW’ 0
P 0 graer 0 TITUEE 0 sign(@)(@ — 60
e, en consecuencia, o valor da curvatura de Gauss:
W2 40 o101
o VP Y
o(07 + vP)

Se a curva o = (¢, 0,) ten velocidade unitaria, enton os coeficientes da primeira e segunda

forma fundamental son:

¢* 0 —|oly’ 0
= . Lii= 2.9
9 (0 1) J ( 0 QWWNWW—dwv> 2
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e a curvatura de Gauss é o
lo| -

Neste traballo interésanos coniecer e analizar as superficies con curvatura de Gauss cons-

K:

tante. Resulta posible construir exemplos a partir de superficies con curvatura de Gauss
constante positiva ou negativa a partir das superficies de revolucién. Deste xeito, varian-
do a curva xeratriz poderemos obter exemplos para calquera valor desexado de curvatura
constante. Isto é, para curvatura de Gauss constante positiva teremos mais exemplos ade-
mais da esfera de igual maneira que, para curvatura de Gauss constante negativa, teremos

méis exemplos ademais da pseudoesfera.

Algans exemplos de superficies con curvatura de Gauss constante positiva

Na figura 2.3 vemos tres exemplos de superficies de revolucion con curvatura de Gauss

constante positiva. Todas elas venien dadas pola parametrizacién local

z(u,v) = (¢(v) cos(u), p(v) sen(u), ¢ (v)),
onde

o(v) =bceos(v/a),
v v 2
P(v) :/0 V1 —02/a2(sen(t/a))?dt = aF < b> ,

a’ a2
con (%, Z—z) integral eliptica de segunda especie e a,b > 0. Estas superficies tefien cur-

vatura de Gauss constante igual a 1/a?.

a) Se 0 < b < a, entén estamos ante unha superficie de revolucién de tipo ahusado
que se asemella a unha sarta infinita de abelorios, cada un dos cales ten unha forma
semellante a un balén de rugby cos vértices situados no eixo de revolucién. Neste
caso, a variable v ten que cumprir —oco < v < 0o. No exemplo temos que a = 2 ¢
b=1.

b) Se b = a, a superficie é unha esfera de radia a. No exemplo, temos a esfera de radio
1. Neste caso, a variable v ten que cumprir —7/2 < v < 7/2. Se aumentamos o rango

da variable v, obtemos unha familia de esferas tanxentes polos polos.

¢) Se 0 < a < b, atopamonos ante unha superficie de tipo pandeado con forma seme-
llante a dun tonel que non corta ao eixo de revolucién. Neste caso, a variable v ten
que cumprir que —a arcsen(a/b) < v < aarcsen(a/b). No exemplo temos que a = 1 e

b=15.
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(a) Tipo ahusado (b) Esfera (K=1) (¢c) Tipo pandeado ou barril

ou balon de rugby (K=1)
(K=1/4)

Figura 2.3: Superficies de revolucién con curvatura de Gauss constante positiva

Alguans exemplos de superficies con curvatura de Gauss constante negativa

Na figura 2.4 vemos tres exemplos de superficies de revolucion con curvatura de Gauss

constante negativa. Todas elas venen dadas pola parametrizacién local

z(u,v) = (¢(v) cos(u), (v) sen(u), ¢ (v)),
onde segundo a expresién que tomen ¢ e Y distinguimos os seguintes casos:

a) Tipo hiperboloide.

Neste caso tense que
¢(v) = bcosh(v/a),
. _b2
w(o) = —ia (2. 53 ).

a’ a?
para algunha constante b > 0 e con v acoutado por —asenh™!(a/b) < v < asenh™(a/b).

Na figura tense que as constante toman os valores de a = 10 e b = 2.

b) Pseudoesfera.
No caso da pseudoesfera a curva xeratriz o = (¢, ) pode tomar duas parametriza-

cions distintas en funcion dos valores que tome v. Para 0 < v < oo
v
alv) = <a6_”/a,/ V1-— e2t/adt) ,
0
mentres que se —oo < v < 0, tense
v
alv) = (ae”/a,/ V1-— e2t/adt> )
0

No exemplo, a variable v toma valores positivos, e a constante a toma o valor 1.
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¢) Tipo conico.

Neste caso a expresién da curva toma os seguintes valores:

¢(v) = bsenh(v/a),

. 1 b2
Y(v) = —iva? —b°E <a’ a2_b2> ’

Vo=

para algunha constante b con 0 < b < a, e v acoutada por —asenh™? ( 5

v < asenh™! (7“121;1’2)
No apartado (¢) vemos un exemplo con a =10 e b = 2.

Todas estas superficies tefien curvatura de Gauss constante igual a —1/a?.

15
10
’ 0
10 -5
0s 10
0 5 15
. . l X
5 0 2% 50
05 25 25 0 2%
0 o5 50-50 >
a0

(a) Tipo hiperboloide (b) Pseudoesfera (K=-1) (¢) Tipo coénico
(K=0.01) (K=0.01)

Figura 2.4: Superficies de revolucién con curvatura de Gauss constante negativa

Curvatura media dunha superficie de revolucién

Atendendo aos coeficientes da primeira e segunda forma fundamental dunha superficie
de revolucién calculados no apartado anterior, podemos calcular a curvatura media da
superficie separable, M, obtendo
B8V — ") = V(62 + )

Aol(@? + 0P

Do mesmo xeito que antes, se a curva a = (¢,0,%) ten velocidade unitaria, entén os

coeficientes da primeira e segunda forma fundamental toman os valores de (2.9) e por

conseguinte, a stia curvatura media é

_1 . "ot 7o d}/
i = 5 (siontore"s - o) - ).
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Esencialmente, as tnicas superficies de revolucién que son simultaneamente minimais son

o catenoide e o plano, tal e como mostra o seguinte resultado [1].

Teorema 2.3. Unha superficie de revolucion M que sexa minimal estd contida necesaria-

mente nun plano ou nunha catenoide.

Ademais, Delaunay demostrou que dada unha superficie de revolucion, M, completa e
con curvatura media constante, entén, salvo un movemento rixido do espacio euclidiano,
a superficie é unha esfera, un cilindro, unha onduloide, unha catenoide ou unha nodoide.
Probou que as superficies de revolucién con curvatura media constante son aquelas que se
obtenen ao xirar unha cénica, sen esvarar, sobre unha lifia recta. Estas superficies reciben

o nome de Superficies de Delaunay.

Definicion 2.4. Denominase seccion cénica, ou
simplemente coénica, & interseccién dun cono cir-

cular recto cun plano que non pasa polo seu vér-

tice. Clasificanse en tres tipos: elipse, pardbola e

hipérbole.

Tipos de conicas.
As curvas que daran lugar as xeratrices das superficies de revolucion van ser as ruletas

das conicas.

Definicion 2.5. O movemento que describe o foco dunha curva pechada e convexa que
roda, sen esvarar, sobre outra curva recibe o nome de ruleta. As ruletas descritas polo foco
das conicas que rodan ao longo dunha lina recta dan lugar 4s superficies con curvatura

media constante.

Distinguense catro tipos de superficies de Delaunay segundo o tipo de coénica.

Catenoide

A catenoide é a superficie de revolucién xerada pola curva catenaria. A catenoide vén

dada pola seguinte parametrizacion:
catenoide(v,u) := (ccosh(u/c) cos(v), ccosh(u/c) sen(v), u)

onde ¢ é unha constante.
Esencialmente, a catenoide xunto co plano, son as tinicas superficies de revolucién minimais

(H = 0), tal e como se enunciaba no Teorema 2.3.
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22 2.4 26 28 30

-2

(a) Catenaria (b) Catenoide

Figura 2.5: Curva xeratriz e catenoide

Cilindro

Por ser a circunferencia un caso particular da elipse, podemos obter a xeratriz dun
cilindro facendo rodar a circunferencia e obtendo como ruleta a recta horizontal descrita
polo centro da mesma. Como xa se demostrou en varias ocasiéns o cilindro é unha super-

ficie con curvatura media constante distinta de cero. O cilindro vén dado pola seguinte

parametrizacion:
cilindro(u, v) := (acos(u), asen(u), v) (2.10)
(a) Recta (b) Cilindro
Figura 2.6: Curva xeratriz e cilindro
Onduloide

A onduloide obtense ao revolucionar a curva ondularia, que se corresponde coa ruleta
dunha elipse. Esta superficie ten unha curvatura media constante distinta de cero.

A onduloide é a solucién da ecuacion diferencial

2
o2 g,

Vi
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onde a e b son constantes. A parametrizacion dunha onduloide pode vir representada por
onduloide(u, v) = (z(u), y(u) cos(v), y(u) sen(v)),

onde

va? —b2sen(u)(va? — b?cos(u) + a)

vaZsen2(u) + b2 cos?(u)

I

x(u) = /Ou Va2 sen2(¢) + b2 cos?(¢) dop +

() = b(va? — b2 cos(u) + a)
= VaZsen?(u) + b2 cos?(u)

Segundo os valores de a e b temos distintas onduloides:

(a) Ondularia (a=1.6, b=1) (b) Onduloide (a=1.6, b=1)

Figura 2.7: Curva xeratriz e onduloide

f&

(a) Ondularia (a=1.6, b=1.44) (b) Onduloide (a=1.6, b=1.44)

Figura 2.8: Curva xeratriz e onduloide
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(a) Ondularia (a=2,45, b=1.35) (b) Onduloide (a=2.45, b=1.35)

Figura 2.9: Curva xeratriz e onduloide

Nodoide

A nodoide é unha superficie de revoluciéon con curvatura media constante distinta de
cero que se obtén ao revolucionar con respecto ao eixo de rotacién a curva nodaria . Esta
curva resulta de facer xirar unha hipérbole sobre unha lifia recta.

A ecuacién paramétrica dunha nodoide é
nodoide(u, v) = (z(u), y(u) cos(v), y(u) sen(v)),

onde

=a|1l-cos(u t_sen’(e) «
z(u) = (1 (u) + ; \/Wd>

y(u) = a(sen(u) + v/sen?(u) + B).

con = a® + b2, onde a e b son constantes, e con curvatura media H = % Ao igual que
ocorria co onduloide e a stia curva xeratriz, temos diferentes tipos e nodoides. No segundo
exemplo que temos a continuacién, os signos do primeiro seno e coseno nas expresions

analiticas para x e y estan cambiados e no ultimo exemplo prescindese deles:
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(a) Nodaria
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(b) Nodoide

Figura 2.10: Curva xeratriz e nodoide

(a) Nodaria

2

(b) Nodoide

Figura 2.11: Curva xeratriz e nodoide

(a) Nodaria

(b) Nodoide

Figura 2.12: Curva xeratriz e nodoide



Capitulo 3

Superficies separables con curvatura

de Gauss constante

Neste capitulo centrarémonos no estudo de superficies separables con curvatura de
Gauss constante e proporcionaremos unha descricién completa das mesmas obtendo as
stuas parametrizacions explicitas. Estes resultados dependeran de se a curvatura é constan-
temente cero ou distinta de cero, tal e como mostran os seguintes Teoremas.

Se a curvatura de Gauss toma constantemente o valor cero, as superficies separables
correspondentes seran as superficies cilindricas, de translacién e conicas que se mostran a

continuacioén.

Teorema 3.1. [5]| As dnicas superficies separables con curvatura de Gauss identicamente

nula son congruentes con:
1. Un cilindro recto sobre unha curva plana contida nun dos planos coordenados.
2. Unha superficie de translacion z = ax + g(y), onde a # 0 e g é unha funcidn regular.
3. Unha superficie de revolucion con curvatura de Gauss cero.

4. Unha superficie cilindrica e unha superficie cénica con parametrizacions

m3z + n3 = (miz +n1)? (may + na)?, (3.1)
nie™* + nge™?Y 4+ nze* =0, (3.2)
(miz +n1) Y07 4 (may + n2) 7R 4 (mgz + ng) R =, (3.3)

onde mj,n; ER, m+qg=1ek #1.

Observacion 3.2. Chegados a este punto, obsérvase que un primeiro caso a distinguir na

clasificacion dase cando unha das funciéns f, g ou h, na expresion (2.6) é constante. Sen

27
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perda de xeneralidade, podese suponer que h é constante e, polo tanto, h(z) = a, z € I3,
para algtn a € R. Enton, a ecuacion da superficie sera do xeito f(x) 4+ g(y) + a = 0, isto

é, a superficie correspondese cun cilindro recto sobre a curva plana

C ={(z,y) €R*| f(x) + g(y) +a =0},

que ten curvatura de Gauss K = 0. Este caso correspéndese co primeiro apartado do

Teorema 3.1.

No caso de que a curvatura de Gauss sexa constante e distinta de cero, as tnicas

superficies separables que daran solucién ao problema seran as superficies de revolucion.

Teorema 3.3. [5] As tunicas superficies separables con curvatura de Gauss constante e
distinta de cero son as superficies de revolucidon con curvatura constante cuzo eixo de

rotacion € paralelo a un dos tres eizos coordenados.

Notacion 3.4. Antes de afondar nestes resultados, imos introducir unha notacién que nos
serd de axuda para entender as stas respectivas demostraciéns. Suponiamos que as derivadas
f(x)g' (y)W (z) # 0 para todo punto (z,y,z) € I x Is x I3 pois, doutro xeito, estariamos

no caso anterior. Podemos ent6n introducir novas variables u, v e w dadas por:

de xeito que a condiciéon de separabilidade f(x) + g(y) + h(z) = 0 se traduce en que ditas
variables determinan un subespazo vectorial © + v + w = 0. Ademais, definimos novas

funcioéns:

X(u)=f(2)%, Y(u)=g¢()* Zu)="H()? (3.4)
de forma que as sias derivadas venen dadas por:
X'(u) =2f"(x), Y'(u)=2¢"(x), Z'(u)=2n"(z). (3.5)
Empregando esta notacion, a expresion da curvatura de Gauss en (2.6), redicese a
AK(X +Y + 22 =XY'Z +YX'Z' + ZX'Y’, (3.6)

pra todo punto (u,v,w) no subespazo u+ v+ w = 0.

E importante resaltar que as variables u, v e w non son independentes pois estan baixo
a condicién v + v + w = 0. Por isto, introduciranse dous resultados que nos seran de
axuda para o que resta: o primeiro deles d4 unha relacién entre as derivadas dunha funcién
implicita nas tres variables u, v e w; mentres que o segundo permite expresar os tres tipos
de superficies que estamos a analizar en termos das funciéns X, Y e Z que acabamos de
definir.
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Lema 3.5. Seva Q = Q(u,v,w) unha funcion regular definida nun dominio Q C R3. Se
Q(u,v,w) = 0 para toda tripla (u,v,w) € QNI onde I1 € o plano de ecuacion u+v+w = 0.
Enton temos que

Qu = Qv = Qw en an H, (37)

onde Qy, Qy e Q denotan as derivadas parciais de Q.

Demostracion. Como u + v + w = 0 entén, podemos pensar a funcién @ como funcién de
duaas variables tomando w = —u — v e, polo tanto, Q(u,v,w) = Q(u,v, —u — v) = 0 para

calquera valores das variables u e v. Derivando con respecto a primeira variable:

;Q(u, v, —u—0) =Qy — Quw=0 e, polo tanto, Q= Q- (3.8)
u
Analogamente,
;Q(u, v,—u—v) =Qy— Qu =0 e, polotanto, Q, = Q. (3.9)
v

Agora séguese de (3.8) e (3.9) que Qu = Quw = Q, no subespazo v+ v+ w = 0, o que

conclue a proba. O

Observacion 3.6. Coas expresions introducidas na Notacién 3.4, temos as seguintes posi-

bilidades para unha superficie separable:

1. Se unha das funciéns X, Y ou Z se anula, entén a superficie é un cilindro recto

sobre unha curva plana contida nun dos tres planos coordenados.

2. Se unha das funciéns X', Y’ ou Z’ se anula, enton a superficie ¢ un cilindro recto
sobre unha curva plana contida nun dos tres planos coordenados ou unha superficie

de translacion.

3. Se unha das funciéns X' —Y’, X'—Z7'ouY’'—Z' se anula, entén a superficie é unha
das superficies dos dous casos anteriores ou é unha superficie de revolucién cuxo eixo

de rotacién é paralelo a un dos tres eixos coordenados.

Demostracién. Probaremos cada un dos tres casos por separado, se ben o primeiro apartado
xa foi tratado ao comezo deste capitulo. En cada un deles, utilizaremos a Notacién 3.4 para
coniecer de maneira explicita a expresion que toma cada unha das funcions f(z), g(y) e

h(z) dunha superficie separable.

1. Este caso xa foi visto ao comezo da seccién na Observacién 3.2. Coa notacién in-
troducida, isto equivale a considerar que unha das funciéns X, Y ou Z se anula en
(3.4). Polo que, tomando Z = h/(2)? = 0 e integrando, concluimos que a superficie é

un cilindro recto sobre unha curva plana contida nun dos tres planos coordenados.
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2. Suponamos, sen perda de xeneralidade, que Z’ = 0. Enton,
Z=h?*=a con aeRT,

de maneira que

W(z)=Va=a con acR,
de onde se ten:
h(z):/h’(z) dz:/adz:az—H), beR
e por tanto a nosa superficies é un dos dous casos seguintes:

= Caso a = 0. Estamos no caso anterior, pois
h(z)=b deonde f(z)+g(y)+b=0
e a nosa superficies é da forma:

S ={(z,y,2) €R®| f(z)+ g(y) +a =0},

isto é, un cilindro recto.

s Caso a # 0.
h(z) =az+b, deonde f(z)+g(y)+az+b=0

e tomando ¢ = 1 e b = 0, atopamonos ante unha superficie de translacién con

ecuacion z = f(x) + g(y).

3. Suporiamos, sen perda de xeneralidade, que X’ — Y’ = 0. Como X' — Y’ = f"(x) —
g"(y) = 0, que son funciéns en variables distintas, ten que existir unha constante
a € R tales que X’ =Y’ = a. Distinguimos os seguintes casos:
= Caso a = 0. Estudado nos casos anteriores.

» Caso a # 0. Neste caso, se resolvemos as ecuacions X'(u) = a e Y'(v) = a,
temos:
X'"(u) =a, X(u)=au+b =af(x)+b,

Y'(u) =a, Y(u)=av+b =ag(y)+bs,

con by, by € R3. Como f/(z) = X(u) e ¢’(x) = Y (v), temos as seguintes EDO’s:

fl@)?=af(x)+b, ¢u)?*=ag(y)+be.
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Como neste caso o noso interese radica en cofiecer a expresion explicita das

funciéns f(z) e g(y), resolvendo as EDO’s anteriores temos:

Fla) = (af(@) + bk — —,
(af(z)+b1)2
de onde (af(fﬂc)lj-bﬂ% N %(af(:z) - bl)% Th kel
[ dx =z + ko, ko €R
e, por tanto, 5 )
E(af(l") +01)2 + ki =2+ ko,
elevando ao cadrado,
4(af(x) +b1) = (ax + 1),
obtemos o resultado que buscabamos:
ar+c1)®> b
oy = Tl h

onde ¢; = aka—kj ea,c1,b; € R. Analogamente, g(y) = W—% cona,cy, by €

R. Como estamos a traballar con superficies separables que cumpren a expresion

f(z) 4+ g(y) + h(z) = 0, temos o seguinte:

h(z) = f(x) + g(y)
(ax+c1)* b n (ay +c2)* by

4a a 4a a
2 2
_a, o 9 a c2 cl+02_b1+b2
—4(x +y)+4x+4y+ 4a a

=22+ >+ Gz + Gy + D,

onde a ultima igualdade se debe a suposicién a £ 0 e con ¢1, 62,0 € R.
Polo tanto, concluimos que a nosa superficie M é unha superficie de revolucién

con respecto a unha lina paralela ao eixo z.

O

3.1. Superficies separables con curvatura de Gauss constan-
temente nula
Nesta seccion probaremos o Teorema 3.1. No que segue suporemos que a curvatura de

Gauss € constantemente nula, o que simplifica a ecuacion que tiiamos en (3.6) da curvatura

de Gauss, que pasa a tomar a seguinte forma :

XY'Z'+YX'Z'+ ZX'Y'=0, paratodo u+v+w=0. (3.10)
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Pola Observacion 3.6 temos que se unha das funciéons X, Y, Z é constante, X', Y/, Z' ¢
ceroou X' =Y’ Y' - 7' X' — 7 & cero, entén atopamonos nos tres primeiros apartados
do Teorema 3.1.

Por tanto, no que queda suporemos que a nosa superficie non se corresponde con ningiin dos
tres casos anteriores. En particular, suporemos que X', Y, Z' # 0 e polo tanto podemos

escribir a ecuacion (3.10) da curvatura de Gauss con K = 0 do seguinte xeito:

X Y Z
X/Y/Z/ ()(l + ? + Z/> - 0,

ou, de forma equivalente, por seren X', Y’ Z’ # 0,

X Y Z
T tytz)=0 (3.11)

Asi, 0 noso obxectivo reducirase a demostrar o apartado restante do Teorema 3.1, isto
é, probaremos que cando a curvatura de Gauss é constantemente nula os tnicos tipos
de superficies separables que podemos ter son as superficies cilindricas e cénicas que se
enuncian no apartado 4 do Teorema 3.1 e completaremos asi a demostracién do mesmo.

Se nos fixamos, a expresion anterior, (3.11), atopase nas condiciéons do Lema 3.5, de xeito

(¥) -(7) - (%)

Como nos atopamos ante tres funciéns dependendo das variables u,v e w, ten que existir

que se cumpre que

necesariamente unha constante k € R tal que

(&) -G -

Chegados a este punto, distinguimos dous casos en funcion dos valores de k. Recordemos
que a condicién de separabilidade dunha superficie cimprese cando f(z)+g(y)+h(z) = 0.
Deste xeito, intentaremos obter as expresions que toman cada unha das funcions f(x), g(y)
e h(z) para poder chegar asi a expresion xeral das superficies separables correspondente

para cada valor da constante k.

s Caso k=0. Como X', Y/ e Z’ son distintos de cero, tamén o son X, Y e Z e, por

tanto,
X Y Loy,
Tomando k1 = a/2, ko = b/2 e ks = ¢/2 tales que
X Y. 72 _a b e,
Xy zZr 2 2 2
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cimprese que a + b+ c = 0.

Integrando con respecto a u a expresion % = 3, tense que

2
In(X)=-u+eé.
a

Se agora substituimos X = f'(z)? e u = f(z):

de onde, tomando logaritmos:

f() = —aln (“’“) .

—a

Supoitiendo agora, sen perda de xeneralidade, que ‘”_—Zk > 0 e renomeando as constan-

tes, chegamos ao resultado desexado:
f(z) = —aln(miz + ny).
De xeito anélogo, obtemos:

9(y) = —bIn(may + na),
h(z) = —cIn(msz + ng3).

Agora ben, como a nosa superficie é separable sabemos que f(z) + g(y) + h(z) =0,

polo que a ecuacion implicita toma a seguinte forma :
—aln(miz + n1) — bln(may + n2) — cln(mgz + ng) = 0.
Aplicando as propiedades dos logaritmos e empregando a exponencial,

pln((miztn1) = (may+n2) ~ (maz4n3) =) _

)
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chegamos a seguinte expresion:
(maz +n1)~*(may + ng) "(msz +n3) ¢ =1,

e, por tanto,
(myz + ny)*(may + n2)b(mgz +n3)¢ = 1. (3.13)

Como m; # 0 para todo i € {1,2,3} e a+ b+ ¢ = 0, podemos expresar a anterior

ecuacion do seguinte xeito:

ny \? no \? nsg \ ¢
o (o4 20 ) o (4 22 ) g (s 22
ny a no b n3 a+b
<:J: + ) (y + > = ml_“m;bngrb <z + ) )
mq mo ms3

E esta superficie correspéndese co cono xeneralizado de vértice [ =2, =22 =03 ) ¢
m1’ mz ' m3

directriz a curva plana

n1\* ng \" ng \ “
<£L' + ) (y + > = m] “my m§+? (d + 3>
mi m2 m3
—n
r=d# —
m3
Outra forma maéis sinxela de expresar a ecuacion (3.13), pode ser
(m3z 4 n3)¢ = (mix +n1) " %may +n2)"%, c=—(a+b),
de xeito que, se tomamos ¢ = 1, obtemos:
mgz +ng = (mll‘ + nl)p(mQy + nZ)qv p=—a, g= _b7 pP+q= 17 (314)

que se corresponde con unha superficie dada polo produto de duas funciéns nas
variables x e y da forma z = ¢(z)1(y). Este tipo de superficies constitien un caso

particular do apartado 4 do Teorema 3.1 e foron estudadas en profundidade en [10].

Caso k # 0. Intentaremos ver, coma no caso anterior, quen son as funciéns f(x), g(y)
e h(z) e obter a expresion xeral da superficie separable. Como k # 0, tomaremos como

k o valor k = - Asi, a ecuacion (3.12) queda do seguinte xeito:

(2 (- () -

e, integrando con respecto a cada variable,

X\ 1
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obtemos: /
X 2k
— = . 3.15
X u+a ( )
Analogamente,
Y’ 2k A 2k

= e = .
Y ou+b Z w+ec
Substituindo as ultimas expresions en (3.11), temos:

u+a+’u+b+w+c_0
2k 2k 2k
ut+tv4+w+a+b+ec=0

e, como as novas variables que definimos en Notacién 3.4 determinan un subespazo
vectorial u+v—+w = 0, concluimos que as constantes a, b e ¢ cumpren que a+b+c = 0.
Ao igual que nos casos anteriores, interésanos conecer a expresion de f(z), g(y) e h(z)

polo que, integrando con respecto a u a expresion (3.15), obtemos
In(X) =2kIn(u+a)+d
e, dado que X = f'(x)?, tense o seguinte:
In(f'(z)?) = 2kIn(f(z) 4+ a) + d.

Aplicando as propiedades do logaritmo e a exponencial e suponendo, sen perda de

xeneralidade, que f'(z), f(xz)+a > 0, tense finalmente que

(@) = (f(x) +a)te?.

Renomeando as constantes obtemos:

f(x) = ma(f(z) +a).

De maneira anéloga,

con m; € R\ {0} coniel,23.

Para poder obter a expresion explicita da forma f(x) + g(y) + h(2) = 0 que toma
a superficie separable correspondente, precisamos resolver de novo estas EDO’s. Ob-
teremos agora a soluciéon das mesmas en funcién dos valores de k, a excepcién do

Cero.
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k=1.
Se buscamos a solucién da primeira EDO’s que acabamos de obter, f'(z) =

m1(f(z) + a) temos que, se integramos,
fz) /
/ Fo) + ada? = | mydx,

In(f(z) +a) =mz+kyi;  f(x)+a=e™%e,

obtense o seguinte:

Renomeando €' = nq, obtense:
f(x) = nie™* —a.
Do mesmo xeito chégase a que

g(y) = nae™ — b,

h(z) = n3e™* — ¢,

con n; € R para ¢ € {1,2,3}. Por tanto, a ecuacion da superficie M é da forma
f(x) 4+ g(y) + h(z) = n1e™ 4 nge™Y + nze™* =0, (3.16)

por ser a + b+ ¢ = 0. Con isto, concluimos que esta superficie é un cilindro

xeneralizado cuxas xeratrices son paralelas a (i, L i) e con curva directriz
mi1’ ma’ ms

z
Ty
mi ma ms3

n1e™* + nge?Y 4+ nze™* =0

Asi, os cilindros xeneralizados constitiien o segundo caso particular do apartado
4 do Teorema 3.1.

k#£ 1.

Ao igual que no caso anterior, buscamos as solucions das distintas EDO’s que se
obtiveron para conecer os valores de f(x), g(y) e h(z) e, en consecuencia, o tipo
de superficie separable con curvatura de Gauss cero que nos falta por cofiecer.

Enton, integrando en (3.15),

(F@) + ) F 2 =zt f(@) +a = (1= K)(maz 4+ m)) 7.

obtense o seguinte:
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Isto d4 lugar a solucién:

1

F(@) = (1= k) (mz +n1)) % —a.

De igual forma obtemos,

conn; € Rparai € {1,2,3}. Enton, a ecuacion implicita da superficie separable

Mé
1

(M1 + n1))TF 4 (may + n2)) TF (maz + ng)) =% = 0, (3.17)

xaque k #1ea+b+c=0. Esta expresion correspondese coa ecuaciéon dunha

—_ni1 —n2 —n3

e como curva directriz
mi1’ m2 '’ ms3

conica que ten de vértice o punto (

(M1 +11)) TF + (may + ng)) TF = —(mgd + ng)) TF

—ng
z=d# —
mg
Cabe destacar que para alguns valores de k, como k = 2’%;1, n € N, a ecuacion
anterior representa a un Unico punto:
mix + ni + may + ng = —mad + ng.

Este dltimo caso correspéndese co terceiro caso particular do apartado 4 do

Teorema 3.1 e completa asi, a demostracién do mesmo.

Para rematar esta seccidn, veremos algiins exemplos concretos de superficies que se
mencionan na demostracion que se acaba de ver do Teorema 3.1, en particular, daremos
un exemplo de cada unha das superficies cilindricas e cénicas do apartado 4 do mencionado

Teorema.

Exemplo 1.

Veremos aqui un exemplo dunha superficie que se corresponde co primeiro dos casos

particulares do apartado 4 do Teorema 3.1:

msz +n3 = (mix + n)P(may +n2)?, p=—a, ¢g=-b, p+q=1.
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No caso especial en que os parametros p = 2,

ou11g)=
q= -1, m; =1emn; =0, obtemos a superficie
22 = yz ou, o que é o mesmo, z = x2/y con
y # 0 que temos a continuacion: T
6
Representacion grafica
da superficie z = 22 /y
Exemplo 2.

Veremos agora un exemplo das superficies con expresion xeral
n1e™* 4+ noe™?Y + nge’3* =0,

que se corresponden co segundo caso particular do apartado 4 do Teorema 3.1.

4

Tomando ny = —1, ng = ng =1e m; = 1 obte- .
K
mos a superficie separable con ecuacién implicita outizsr 20
—eP+e¥+e* = 0. Esta ecuacién pode expresarse ’2“-
como z = In(e® — eY¥), de xeito que unha repre- 3
sentacion desta superficie é por exemplo:
Representacion grafica

da superficie z = In(e® — e¥)
Exemplo 3.

Veremos agora un exemplo do tultimo dos tres casos particulares do apartado 4 do

Teorema 3.1, que se trata dunha superficie con ecuacion xeral

1

(miz + n1))ﬁ + (may + nz))ﬁ(msz +mn3))T=F = 0.

Tomando m; =1 en; =0, obtemos 1/x+1/y+

out[130}=

1/z = 0, ou 0 que é o mesmo, z = —zy/(z +

y). Esta ecuacion correspéndese cos figura que

aparece a continuacion: 7 R

Representacion grafica

da superficie z = —zy/(z + )
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3.2. Superficies separables con curvatura de Gauss constante

non nula

O obxectivo desta seccién serd probar que as tnicas superficies separables con curvatura
de Gauss constante e distinta de cero son as superficies de revolucién, como mostra o
Teorema 3.3. A proba do mesmo levarase a cabo por contradicién, isto é, suporemos que a
superficie non é unha superficie de revolucién con respecto a unha recta paralela a un dos
tres eixos coordenados. Para iso, desenvolveremos unha serie de resultados previos que nos
permitiran completar a proba.

Como estamos a supofier que a nosa superficie non é de revolucién, sabemos pola Ob-
servacion 3.6 que ningunha das funcions X' —Y’, X' —Z' ou Y’ — Z’ pode ser identicamente
nula. Por tanto, se retomamos a expresion que obtinamos da curvatura de Gauss en (3.6),
como K # 0, e a superficie non é nin cilindrica nin de translacién, ou o que é o mesmo,
XYZ #0e X'Y'Z'#0, a ecuacion (3.6) transformase en:

XY'Z +YX'Z +ZX'Y =4K(X? + Y2 +2XY + Z° + 2(X +Y)2).
Reagrupando en funcion da variable Z:
(XY' +YXNZ' + (XY -8K(X +Y))Z —4KZ? —4K(X +Y)? = 0. (3.18)
Simplificando a notacién obtense:

P(u,v) = XY'+YX/,
PZ'+QZ+R=4KZ con  Quv)=X'Y' —8K(X+Y), (3.19)
R(u,v) = —4K(X +Y)2.

Se nos fixamos as funcions Q(u,v) e R(u,v) non poden ser identicamente nulas, pois
X")Y'#0e X +Y non pode ser cero, xa que iso implicaria que X = —Y = A con A € R
por seren X e Y funciéns en variables distintas. Pero esta tltima afirmacién implicaria que
X' =Y’ =0, chegando de novo a unha contradicion, pois estamos a supofier que a nosa
superficie non é nin cilindrica nin de translacién. Enton, probaremos agora un Lema que

nos garantira que o coeficiente de Z’, isto é, a funcién P(u,v) non pode ser cero.

Lema 3.7. A funcion P(u,v) = XY’ + Y X' non pode ser identicamente nula en ningin

entorno aberto.

Demostracion. Por reducion ao absurdo suponamos que XY’ + Y X’ = 0 nalgin entorno
aberto, enton Y X’ = —XY” e en consecuencia Xyl = _TY/ =a, a €R.

Enton, o segundo termo que tifiamos da expresion da curvatura de Gauss en (3.6) seria
Y'z  X'7Z X’Y’)

2
YZ+XZ+XY =—-a"XYZ,

XY'Z +YX'Z +ZX'Y' = XYZ(
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dando lugar a ecuacién:
—a*XYZ =4K(X +Y + Z)? (3.20)

e,como XYZ #0, K#0,e X, Y, Z=#0, obtemos que a constante a # 0.

Para poder aplicar o Lema 3.5 a expresion
T=4K(X+Y +2)* +a*XYZ =0,

derivamos con respecto a u:

X’ X’
T,=8K(X+Y +2)X'+d’X'YZ=X <8K(X +Y +2)= + a2yz)
X X (3.21)
= XBKa(X +Y +2)+d*Y2)
€ con respecto a V.

!/ /
T,=8K(X+Y +2)Y' +d*Y'XZ =Y <8K(X +Y + Z)X + a2YXZ>
Y Y (3.22)

= —Y(8Ka(X +Y + Z) +d’X 2)
e asi, de (3.21) e (3.22), obtense:
XBKa(X+Y +2)+a’YZ)=-Y8Ka(X +Y + 2)+a*X 7).
Simplificando esta expresion,

8KaX(X+Y +2Z)+a*XYZ = —8KaY (X +Y + Z) —a®*XY Z,

obtense:
AK(X + Y)Y X +Y + 2) = —a*XY Z, (3.23)

de xeito que, combinando (3.20) con (3.23) e empregando o feito de que a # 0 tense o
resultado pois,
AK(X+Y) X +Y +2) =4K(X +Y + Z)%,

de onde
X+Y=X+Y+Z,

que darfa lugar a que Z = 0 pero, como se estaba a suponer que Z # 0, chégase a unha
contradicion que vén de supofier que o coeficiente de Z’, P(u,v), era identicamente nulo.

Deste xeito, concliese a demostraciéon do Lema. O

Unha vez visto isto, retomamos a ecuacion simplificada (3.19) e derivamos con respecto

a u e v aplicando o Lema 3.5:

(Pu - P’U)Z/ + (Qu - QU)Z + (Ru - Rv) = 07
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ou, de xeito equivalente,
(X"Y - XY"Z'+(X"Y' - XY -8K(X'-Y")Z -8K(X +Y)(X'-Y') =0 (3.24)

e denotaremos a partir de agora:

A(u,v) =P, — P, = X"Y — XY,
B(u,v) = Qu — Qv = X"Y — X'Y" —8K(X' —Y"),
C(u,v) = Ry — Ry = 8K (X + Y)(X' = Y').

Asi, podemos simplificar a ecuacion (3.24) como:
AZ'+ BZ + C =0, para todo u +v +w = 0. (3.25)

Recordemos que o noso obxectivo é demostrar que as tnicas superficies separables con
curvatura de Gauss constante e distinta de cero son as superficies de revolucién. Para iso,
estabamos supofiendo que a nosa superficie non eran de revolucion, de xeito que obtifia-
mos unha expresién para a curvatura de Gauss en funcién das variable Z e coa notacién
introducida en 3.4. Acabamos de ver que os coeficientes desta ecuacién non podian ser
identicamente nulos o que nos permitia obter unha nova simplificacion, (3.25), da expre-
si6n da curvatura de Gauss para unha superficie separable que non é nin cilindrica, nin de
translacién, nin de revolucion.

A demostracién do Teorema 3.3 completarase levando a cabo sucesivas aplicacions do
Lema 3.5. Porén, antes precisamos probar dous lemas técnicos necesarios para a mesma.
O primeiro deles mostra que as funcions A, B e C da ecuacion (3.25) non poden ser
identicamente nulas e o segundo permite asegurar que as funcions B/A e C'/A son funcions

na variable u + v.

Lema 3.8. Os coeficientes A, B e C da expresion (3.25) non poden ser identicamente

nulos.

Demostracion. Resulta claro que se C' = 0 enton —8K (X + Y)(X' —Y’) = 0, o cal
implicarfa que X’ — Y’ = 0 e, por tanto, a nosa superficie serfa de revolucion, chegando a
unha contradicién.

Suponse agora que A = 0 ou B = 0 e mostraremos cada un dos casos procedendo por

contradicion:

1. Caso A(u,v)=0.
Tense neste caso que A(u,v) = P, — P, = XY — XY” = 0 de onde despexando
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X7 = Y. — 4 € R. Deste xeito, a expresion (3.24) queda:

X// Y// X//Y/ X/y// X/ _ Yl
F=XY |- -—)Z'+XY - — 8K Z
< X Y ) * < xv  xv B xy >

8K (X +Y)(X —Y)
=(a(XY' - X'Y)—8K(X'—Y'))Z - 8K(X +Y)(X' —Y’) =0.

Polo Lema (3.5), temos que F,, — F}, = 0 e ent6n, derivando e empregando o feito de

X// _ LI/ _ .
que & = 3~ = a € R, obtense:

F, = (a(X'Y = X"Y) = 8KX")Z —8K(X'(X' = Y") + (X + V)X")

"

X/Y/ X// X// , , ,
= <aXY<XY —X> —8KXX> Z — 8K <X (X' =Y+ (X +Y)X

= (a(X'Y' —aXY)-8KaX)Z —8K(X'(X' - Y')+ (X +Y)Xa) =0,

F, = (a(XY" = X'Y') = 8KY")Z —8K(Y'(X' = Y') + (X + Y)Y")

Y// X/Y/ Y// Y//
=|aXY | — — —8KY— | Z-8K ([Y'(X'-Y)—(X+Y)Y —
(w0 (5 =5 ) -0y ) 2w (v v -y

= (a(aXY = X'Y") = 8KaY)Z —8K(Y'(X' = Y") — (X +Y)Ya) = 0.
E por tanto, aplicando de novo o Lema 3.5:
G:=F,—F,=2aX"Y' - 2a*XY —8Ka(X +Y))Z - 8K((X' - Y')(X' —Y")
+a(X +Y)(X +Y))
=(2aX'Y' —2a*XY —8Ka(X +Y))Z - 8K((X' —Y')?
+a(X+Y)H) =0.

Se empregamos de novo o Lema 3.5 para a funcién G,

Gy =(2aX"Y' —2a*X'Y —8aKX")Z —8K(2(X' —Y") X" +2a(X + Y)X')
=(2a*°XY" — 2a*>X'Y — 8aKX')Z — 8K (2a(X' = Y")X +2a(X + Y)X')
=0,

(3.26)
Gy =(2aX'Y" = 20> XY’ — 8aKY")Z — 8K (2a(X + Y)Y —2(X' —Y")Y")
=(2a*X'Y — 2a>XY' — 8aKY")Z — 8K (2a(X +Y)Y' —2a(X' —Y")Y) (3.27)
=0.
obtense que, de (3.26) e (3.27),
Gy — Gy =(4a2XY' — 4a’X'Y — 8aK(X' —Y'))Z —16aK (X' - Y')(X +Y)
—16aK (X' —Y')(X +Y)
=(4a2 XY — 4a’X'Y — 8aK (X' —Y"))Z — 320K (X' - Y')}(X +Y) =0
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e, por tanto, restando esta expresion de 4aF' temos:
4aF — (Gy — Gy) =4a*(XY' — X'Y)Z — 320K (X' —Y")Z
—32aK(X +Y)(X' -Y")
—4a*(XY' - X'Y)Z 4+ 8aK (X' - Y")Z
+32aK(X'-Y) (X +Y) =0,
de onde deducimos que 24aK (X' —Y')Z = 0 o cal non pode ser, xa que estamos a
suponer que tanto a curvatura de Gauss, K, como a constante a son distintos de cero

e que a nosa superficie non é nin cilindrica, nin de translacién, nin de revolucién, en
particular, Z/ #20 e X' —Y' #0. Asi, 24aK (X' —=Y")Z # 0.

2. Caso B(u,v)=0.
Neste caso, tense que B(u,v) = Q, —Q, = X"Y' = X'Y" -8K(X'—Y"’) = 0 de onde,
como X' # 0 e Y’ # 0, por non ser a nosa superficie de cilindrica, nin de translacion,

nin de revolucion,

X// X/ Y// Yl
YY/X, + 8Kylf == X/Y/? + 8KX/?,

simplificando esta expresiéon, obtense:

X// 1 Y// 1
<X’ +8KX,> XY = (Y’ +8KY/> X'y’

e, por tratarse dunha igualdade de expresiéns en variables distintas,

X// 1 Y// 1
()(V+8K)(v> = a= (Y,—|—8KY,>,

onde a € R. Se agora despexamos:
X"=aX"-8K, Y"=aY' —8K. (3.28)
Deste xeito, a expresion (3.24) é da forma:
F=((aX'—8K)Y — X(aY' —8K))Z' + ((aX' = 8K)Y' — X'(aY' — 8K)
—8K(X'-Y")Z -8K(X +Y)(X'-Y") (3.29)
=(a(X'Y = XY)+8K(X -Y))Z' -8K(X +Y)(X'-Y") =0.
Derivando con respecto a u e v e empregando (3.28),
F,=aX"Y - X'Y"+8KX") 7 —8K(X' (X' -Y')+ (X +Y)X")
=(a*’X'Y —8KaY —aX'Y' +8KX")Z' —8K(X'X' — X'Y' 4+ aX X'
—8KX +aX'Y —8KY),
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F, =(a(X'Y' — XY")+8KY")Z —8K(Y'(X' = Y') — (X + Y)Y")
=(aX'Y' — a®XY' +8KaX —8KY")Z' —8K(Y'X' = Y'Y’ — aXY'
+8KX —aYY' +8KY)

e aplicando o Lema 3.5 a F' temos:

G=F,—F,=0@*X'Y +XY') - 2aX'Y —8Ka(X +Y)+8K(X' +Y'))Z'
—8K(X?4+Y"? - 2XV' +a(XX' + XY +YY' +YX')
—16KX — 16KY)
=(@*(X'Y + XY') = 8Ka(X +Y) —2aX'Y' + 8K (X' +Y"))Z’
—8K(X' - Y)Y —8aK(X+Y)( X' +Y') +128K*(X +Y) =0.

De novo, aplicando o Lema 3.5 a funcién G e empregando (3.28),

Gu =(a*(X"Y + X'Y') = 8aK X' —2aX"Y' +8KX")7Z' —16K(X' —Y") X"
—8aK(X'(X'+Y') + (X +Y)X") + 128 K?X’
=(@®X"Y' +a*X'Y —8a’KY — 8aK X' —2a>°X'Y' 4+ 16aKY' + 8aK X'
—64K%) 7' — 16K (X' = Y")(aX' — 8K) — 8aK (X'X' + X'Y' + aX X'
+aYX' —8KX —8KY) + 128 KX/,

Gy =(@*(X'Y' 4+ XY") —8aKY' —2aX'Y" +8KY")Z' + 16K (X' - Y")(Y")
—8aK(Y'(X'+Y') + (X +Y)Y") + 128K?Y’
=(a®’X'Y' + a3 XY' —8Ka’X — 8aKY' — 2a>°X'Y" 4+ 16aK X' + 8aKY’
—64K* 7' — 16K (X' -~ Y') (8K —aY') — 8aK(Y'X' + Y'Y’ + aXY’
+aYY' —8KX —8KY) + 128K?XY",

e enton,

Gu— Gy =(a®(X'Y = XY') = 16aK (X' —Y') + 8Ka*(X —Y))Z' — 16K (X’
Y (a(X'+Y") - 16K) — 8a’K(X + Y)(X' - Y') — 8aK (X'X’
—Y'Y') + 128K3(X' - Y')
=(a*(X'Y — XY') = 16aK (X' = Y') + 8Ka*(X - Y))Z' — 24aK (X’
—YNX' +Y") = 82K (X + Y)(X' —Y") + 384K*(X' - Y') = 0.

E, por tanto, se a = 0 temos que X’ — Y’ = 0 e a superficie seria unha superficie de

revolucion, contradicion que vén de suponer que B = 0. Asi, concluese que a # 0 e
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combinando a ecuacién anterior con (3.29) multiplicada por a?,

(@3(X'Y = XY+ 8’ K(X —Y)Z' —8°K(X +Y)(X' -Y') — (a*(X'Y — XY")
+16aK (X' —Y') - 8Ka*(X —Y))Z' + 24aK(X' = Y')(X' +Y') + 8a°K (X
+Y)(X' —Y') - 384K?*(X' - Y)
=16aK (X' —Y")Z' +24aK (X' —Y')(X' +Y’) — 384K*(X' - Y"),

temos o seguinte:

H:=2aZ+3a(X'+Y’) — 48K = 0.

Esta ultima ecuacion obtense de dividir por 8K (X’ —Y"), onde todos os términos son
distintos de cero. Se agora aplicamos o Lema 3.5 & funcion H e empregamos (3.28),

temos o seguinte:

H, =3aX" = 3a(aX’' — 8K),
H, = 3aY" = 3a(aY’ — 8K),
H, - H,=3d*(X"-Y")=3*X"-Y') =0,

o cal é unha contradicién, pois implicaria que a = 0 e acabamos de ver que non pode

ser.

O

Derivando a ecuacién simplificada da curvatura de Gauss que tifamos en (3.25) con

respecto a u e v e aplicando o Lema 3.5 obtemos a seguinte ecuacién
(Ay — A)Z' + (B, — By)Z + (Cy, — Cy) = 0.

Probaremos agora o segundo Lema técnico que nos permitird completar a proba da demos-
tracién do Teorema 3.3. Este Lema vainos permitir demostrar que as funciéns % e % son

funciéns na variable u + v.

Lema 3.9. Coa notacion introducida temos

A,—A, B,-B, C,-C,
A B C

ou, 0 que € 0 Mmesmo,

(3).=(G). (.-G (5).-6),
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Demostracion. Se despexamos Z' da ecuacion (3.25),

—-BZ -C

AZ'+BZ+C =0, deonde Z = "

e substituimos o seu valor na expresion (3.18) co fin de eliminar Z’, obtemos:

(XY + XYNZ'+ (XY —8K(X +Y))Z —4KZ*> —4K(X +Y)?

—BZ —
=(X'Y + XY’)TC + (XY —8K(X +Y))Z —4KZ? —4K(X +Y)?
=(X'Y + XY')(-BZ) — (X'Y + XY")C + (X'Y' —8K(X +Y))AZ — 4K AZ*
—4K(X +Y)?A

= 4AKAZ> + (XY = 8K(X +Y)A— (X'Y + XY')B)Z — 4K (X +Y)?A
— (XY + XY')C =0,

escrito doutro xeito,
AKAZ? + (8K (X+Y) = X'Y)A+(X'Y +XY")B)Z+4K (X +Y )2A+(X'Y +XY')C = 0.
Se simplificamos a notacién:

LZ* 4+ MZ + N =0, (3.30)
onde

L =4KA,
M=BKX+Y)-XY)A+ (X'Y +XY')B=-QA+ PB,
N =4K(X +Y)?A+ (X'Y + XY')C = —RA + PC.

Se agora aplicamos o Lema 3.5 a expresion (3.30), derivando con respecto a u e v, obtemos:
(Ly — Ly)Z? + (M, — My)Z 4 (N, — N,) =0, (3.31)

onde

Ly, — L, =4K (A, — A,),
M, - M, =—-QuA—-QA,+ P,B+ PB, +Q,A+ QA, — P,B — PB,
=BK(X+Y) - X'Y') (A, — A,) + (X'Y — XY')(B, — By,),
N,—- N, =— R,A— RA, + P,C + PC, + R,A+ RA, — P,C — PC,
=4K (X +Y)*(Ay — Ay) + (XY + XY')(Cy — Cy).

E asf distinguiremos dous casos:
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1. Ly — Ly # 0.
As ecuacions (3.30) e (3.31) tefien as mesmas soluciéns pois supohiamos que Zj e Zy

son solucions da ecuacion (3.30), temos entén que se cumpre
LZ? + MZ;+ N = 0.
Derivando esta Gltima ecuacién con respecto a u e v temos:

LuZ? + M,Z; + N, = 0,
L,Z? + M,Z; + N, = 0,

se agora as restamos, obtemos:
(Ly — Ly)Z7 + (My, — M) Z; + (N, — N,y) = 0,

e, por tanto, as solucions Z; con ¢ € {1,2} de (3.30) tamén son soluciéns da ecuacion
anterior, isto €, da ecuacion (3.31). Deste xeito, por teren (3.30) e (3.31) as mesmas
soluciéns, cimprese polas férmulas de Vieta que

L,—L, M,—M, N,—N,
L M N

ou, 0 que é 0 mesmo,

M(Lu - Lv) = L(Mu - M’U)v
N(Ly, — L,) = L(N, — N,).
Substituindo os valores de cada unha das variables, temos:
M(L, — L,) = L(M, — M,)
AKB(X'Y + XY") (A, — Ay) = 4KAX'Y — XY")(By — By)
B(X'Y + XY") (A, — Ay) = A(X'Y — XY")(By — By)
e, por outro lado,
N(L, — Ly) = L(N, — Ny)
AKC(X'Y + XY')(A, — Ay) =4KAX'Y + XY')(Cy — Cy)
C(X'Y + XY')(A, — Ay) = AX'Y + XY')(C, — Cy)
e como (XY 4+ XY”) # 0, chegamos ao resultado que querfamos probar:

A,—A, B,-B, A,-A, C,—C,
A B A C
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2. L,— L, =0.
Se M,, — M,, =0, entén N, — N, = 0 e, por tanto,

Ly — L, = 4K (A, — A,)
M, —M,=BK(X+Y)-XY")(A, — A,) + (X'Y — XY')(B, — B,),
N, — N, =4K(X +Y)?(A, — A,) + (XY + XY')(C, — Cy),

0
0
0

de onde A, — A, = B, — B, = C, — C, = 0, pois estamos a supoiier que o resto dos
termos son distintos de cero, por non ser a nosa superficie de revolucion.

Se M,, — M, # 0, entéon

N, — N,

(Mu — MU)Z + Nu — NwU = 0, deonde Z = ﬁ

Como as ecuacions (3.30) e (3.31) tenen as mesmas solucions e neste caso a (3.31)
s6 ten unha solucién para Z deducimos que o discriminante da ecuacion (3.30),
M? — 4ALN, ten que ser cero e asi, obtemos tamén unha tnica soluciéon para Z:

7= —

5 de onde 2LZ + M = 0.

Derivando e tendo en conta que se estd a suponer que L, — L, = O:
2Ly — Lu)Z = —(M, — M,); M, — M, =0,
chegando asi a unha contradicién con que M, — M, # 0.
O

Unha vez probados os Lemas 3.8 e 3.9 xa podemos completar a demostraciéon do Teo-
rema 3.3. Recordemos que estabamos a suponer que a nosa superficie era de revolucién e
tifiamos por obxectivo chegar a unha contradicién. Do Lema 3.9 que acabamos de probar,

deducimos que existen funciéns ® e ¥ dunha variable tales que

Por outra banda, polo Lema 3.8 tense que A # 0 e enton L = 4K A # 0 de xeito que

podemos escribir a ecuacion (3.30) como

M N
7P+ =7+ = = 32
+TZ+ 7 0, (3.32)

tendo asf unha ecuacién polinémica na variable Z.

As duas raices desta ecuacion, Z1(w) e Zy(w) satisfan:

Zy(w) + Za(w) = 4, Zi(w)Za(w) = =,
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e M _ -Q, PB_-N_—-R, PC . : _
onde as funciéns = = 7 + + 4% 5 dependen s6 da variable —w = u+wv

IKAC T T IK
debido ao Lema 3.9. Asi, denotamos

M (u,v N(u,v
Uy = L((u,v)) e & = L((u,v))

e, renomeando a ecuacion (3.32),
7224+ 0Z+ & =0.
Aplicando de novo o Lema 3.5 e derivando con respecto a w e u, obtemos:
(2Z +V)Z' -V Z — &) = 0.

Se agora despexamos o valor de 7/,

U7
QZ—l-\I/l ’

co fin de eliminalo da ecuacién da curvatura de Gauss (3.19), que obtinamos tendo en

conta que a nosa superficie non era nin cilindrica, nin de translacién, nin de revolucién,

<q>g+\11’12

7+ R=4KZ>
QZ+\I/1>+Q + ’

obtemos o seguinte:
(2Z +U)Q + PV Z + (2Z + V)R + P®| = AKZ*(2Z + ¥y)
ou, 0 que € 0 mesmo,
SKZ3 4+ 4KW32Z? —2Q7% — v,QZ — PV, Z —2ZR+ U R — P®| = 0.

Reordenando os termos,

U Q U,Q + PU, + 2R U\R + PY
73 1% )2 1 7 _ 1
+ < 2 4K> < 8K 8K

=0,

chégase a unha ecuacién polinémica na variable Z.
Sexan Z1(w), Za(w) e Z3(w) as tres raices desta ecuacion. Enton, polas formulas de Vieta,
a funcién

T(u+v) = Zi(w) + Za(w) + Z3(w)

é 0 oposto do coeficiente de Z2 na ecuacién que acabamos de obter, isto é,

Q(u,v) B Uy (u+ v)'

T —
(u+v) i 5
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Se aplicamos unha tdltima vez o Lema 3.5 a este expresion, obtemos:
Qu _ Qo
4K 4K’

de onde

B(u,v) =0,

1 1
E(Qu - Qv) = E

o que implica que B(u,v) = 0 chegando a unha contradiciéon co Lema 3.8 que vén de supofier

que a superficie non era de revolucion e conclie asi a demostracion do Teorema 3.3.



Capitulo 4

Superficies separables con curvatura

media constante

As superficies de revoluciéon con curvatura media constante reciben o nome de Super-
ficies de Delaunay. Unha construcién xeométrica destas superficies foi vista no capitulo 2.
Veremos agora que as superficies separables con curvatura media constante e distinta de
cero son, salvo movementos rixidos, a esfera, a catenoide, a onduloide e a nodoide, tal e

como mostra o seguinte Teorema.

Teorema 4.1. [6] As superficies de Delaunay, excepto o plano e o catenoide, son as unicas
superficies separables no Espazo Euclideo de R3 con curvatura media constante e distinta

de cero.

Procederemos agora coa demostracion deste Teorema que nos dard unha proba de que
as unicas superficies con curvatura media constante distinta de cero seran as superficies de
revolucién, en concreto, as superficies de Delaunay. Para a proba do mesmo empregaremos
a notacién e os resultados introducidos na seccién anterior.

Un primeiro caso a distinguir dése cando unha das funciéns f, g ou h é constante. Sen
perda de xeneralidade, podese suponer que h é constante e, polo tanto, h(z) = a, z € I3,
para algin a € R. Enton, a nosa superficie separable M sera da forma f(z)+g(y)+a =0

que se corresponde cun cilindro recto sobre a curva plana

C = {(z,y) €R?| f(x) + g(y) +a =0},

que ten curvatura de Gauss K = 0, tal e como vimos no capitulo 3 deste traballo. A
curvatura media desta superficie vén dada por H = &, onde & se corresponde coa curvatura
da curva C. Asi, se H = 0 entéon £ = 0 e a curva C da que falamos é unha lifia recta e

consecuentemente a superficie é€ un plano. Outro caso moi conecido ocorre cando H é unha

o1
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constante distinta de cero. Neste caso, a curva C tratase dun circulo, ou parte del, con

1
2[H|

media toma o valor H = :l:Q—IT, segundo a eleccion da aplicacion de Gauss.

radio r = de xeito que M é un cilindro circular. Neste caso, terfamos que a curvatura
No que segue, supoiieremos que ningunha das funciéns f, g ou h é constante ou, o que

¢ 0 mesmo, suponeremos que
f'(x)g' (y)h' (z) # 0,

no dominio de definicién das tres funcions Q = Iy x Iy x I3. Unha superficie separable
determinada por f(z)+¢(y)+h(z) = 0 é unha superficie de translacion z = ¢(x) +1(y) se,
e 56 se, unha das funcion f(x), g(y) ou h(z) é linear. Suponamos, sen perda de xeneralidade,
que a funcién h(z) = az + b con a,b € R € linear. Liu probou en [10] que as superficies de

translacién con curvatura media constante H # 0 vehien dadas por

V1 2
z= %\/1—4H2x2—|—ay

e correspéndense con cilindros circulares de radio ﬁ e, polo tanto, son superficies de
Delaunay.

Acabamos de ver que se a superficie separable M é unha superficie de translacion enton,
M é un cilindro circular e, en particular, unha superficie de Delaunay.

Agora probaremos que cando a superficie non é de translacion, a tnica posibilidade
para que a curvatura media, H, sexa constante e distinta de cero é que esteamos ante
unha superficie de revolucién. A proba desta afirmacion levarase a cabo por contradicién,
isto &, suporemos que a nosa superficie non pode ser de revolucidon e chegaremos a unha
contradicién.

Coa notacién introducida, e como estamos a supofier que a nosa superficie non é nin

de translacién nin de rotacioén, temos que, pola Observacion 3.6:
(X' =YY" -Z)NZ' - X')#0en Q. (4.1)

Deste xeito, podemos escribir a ecuacion da curvatura media (2.7) como unha ecuacion

lineal en Z:
(X+YV)Z' + (X' +Y)Z+ XY + XY' = —4H(X + +Y + 2)*/2. (4.2)
Se aplicamos o Lema 3.5 a esta ecuacién, obtemos o seguinte:

)
5 = XZ +X"Z+X"Y +X'Y' = —6H(X +Y + 2)'/2X’,
u
o)
5= Y'Z'+Y"Z+ XY + XY" = —6H(X +Y + 2)'/?Y",
v
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de onde se ten
(X' —YNZ' + (X" =YY" Z+X"Y - XY" = —6H(X' =Y (X +Y + 2)"/2,
Como estamos a suponer que a nosa superficie non é de revolucién, podemos supofier, sen

perda de xeneralidade, que (X’ —Y”) # 0. Asi, podemos despexar Z’ da ecuacién anterior,

—(X” _ Y//)Z _ (X//Y _ Xyl/)

7' = 6H(X +Y + Z2)Y2
(X+Y+2)/°+ X =) ,

e combinala coa expresion da curvatura media, (4.2), obtendo:

GBHX +Y)(X' - YNX+Y +2)Y?2 - (X +Y)(X"-Y"Z - (X +Y)(X"Y — XY")
+ (X' +YNX =YNZ+ (XY + XY)X' —Y') = -dH(X +Y + 22X’ = Y"),

de onde

(X?-Y? (X+Y)X'"-Y")Z+ (X' -Y)X'Y + XY
—(X+YV)X"Y = XY")=2H(X' =Y (X +Y —22)(X +Y + 2)"/2.

Se denotamos por:

P = (X/2 o Y/2 o (X +Y)(X// _ }///))7
Q=(X-Y)X'Y +XY) - (X +Y)(X"Y - XY"),

a ecuaciéon da curvatura media redicese a
PZ+Q=2H(X'-Y)(X+Y —2Z)(X +Y 4 2)'/2.
Agora, elevemos ao cadrado a expresion que acabamos de obter,
(PZ+Q)?=(QHX' —Y)X +Y =2Z)(X +Y + 2)!/?)?
e entdn, tense que

P27? + Q* +2PZQ =4H*(X' — Y2 (X +Y)? +42° —4Z(X +Y) (X +Y) + Z)
=16H*(X' - Y")?Z3 - 12H*(X' - Y')*(X +Y)*Z
+4H* (X' - YA (X +Y)?

ou, 0 que é 0 mesmo, se agrupamos en funciéon da variable Z:

16H*(X' - Y2273 — P27 — (12H*(X' - Y)A(X +Y)? +2PQ)Z
+4H (X YA X +Y)P -@Q*=0.
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Se agora denotamos por

L=16H*X'-Y")?,
M =— P?

N =—-12H*(X' - Y") (X +Y)* - 2PQ,
R=4H*(X' - Y (X +Y)> - Q%

podemos escribir a expresién anterior como:
LZ*+MZ*+ NZ+ R =0.
Como por hip6tese estamos a suponer que a curvatura media non se anula, H # 0, e que

a nosa superficie non é de revolucion, (X' —Y’) # 0, enton L # 0 e podemos escribir:

M N R

de xeito que chegamos asi a unha ecuacién polindémica en Z onde os coeficientes van

depender das tres raices solucion da mesma: Z;(w), Z2(w) e Z3(w). Ademais, como u +

v+w = 0, temos que w = —(u+v) e as anteriores son funciéns nunha variable. Definimos
enton:
M (u,v)
) =
) =)
N(u,v)
) =
) = )
R(u,v)
) = .
3(u+v) T(u,0)

Con esta notacion, temos que (4.3) se converte en
2%+ 0127 + 927 + 03 = 0.
Derivando con respecto a w, obtemos:
3727 — 2% 420,27 — Y7 + D7 — B = 0,

de onde
(322 + 28,7 + 09) 7' = ) 2% + BYL7Z + 4. (4.4)

Da ecuaciéon da curvatura media, (4.2), sabemos que Z’ &

7= — (X' +YNZ+X'Y + XY' +4H(X +Y + 2)%/?),

X+Y
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de maneira que usando isto na ecuacion (4.4) que acabamos de obter, chégase a:

(3224281 Z + &) (X' +Y)Z+ X'Y + XY' +4H(X +Y + 2)*/?)
= (P 2%+ DLZ + L) (X +Y),

ou, 0 que € 0 mesmo,

(32% 42017 + ©o) (X' +YNZ + X'Y + XY') + (B, 22 + DYZ + ®4) (X +Y)
= —AH(X +Y + 2)%?(32% + 28, Z + ®,).

Recordemos que o noso obxectivo é atopar unha contradicién por suponer que a nosa
superficie separable con curvatura media constante e distinta de cero non é de revolucién.
Asi, traballaremos coa ecuacion anterior ata chegar a algunha contradicion. Elevemos agora

ao cadrado esta expresion:

(32242017 + 02)* (X' + YN Z + X'Y + XY')? + (P, 2% + ®LZ 4+ D4)*(X +Y)?
+2(32% 420172 + ) (X' + YN Z + XY + XY (P 2% + L7 + D) (X +Y)
=16H*(X +Y + 2)3(32% + 20,1 Z + ®y)°.

Se nos fixamos, a ecuacion anterior é unha ecuaciéon de grado 7 en Z, o que implica que
7 ., . .
ano anZ"™ = 0 para algins coeficientes ay. Para calcular o valor do coeficiente a7 basta

con desenvolver o término da dereita da ecuacién anterior

16H*(X +Y + 2)3(32% + 20,7 + ®3)? =16H?*(92* + 49317% + 120,73 + ®3
+2(32% 420, 2)®9) (X3 + 3X?Y
+3X%Z +3XY? +6XYZ +3XZ7?
+Y34+3Y2Z +3Y 2%+ Z3),

de onde concluimos que a7 = 144H?, que non pode ser cero. Os restantes coeficientes vefien
determinados polas raices do polinomio asociado mediante as férmulas de Vieta, polo que
son funcions da variable w = —(u + v). Vexamos que ocorre co coeficiente ag.

Se nos fixamos na ecuacién, entendemos que para obter grado seis precisamos tanto o

término da dereita como o primeiro término da esquerda. Facendo un sinxelo calculo tense
X' +Y")Z% = 16H*(27(X +Y) + 1281) 25,
de onde obtemos que

ag = 16H?(27(X +Y) + 12d1) — 9(X' + V).
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Se agora derivamos con respecto a u e con respecto a v e aplicamos o Lema 3.5, obtemos

)
5,06 = 432H°X" — 18(X' + Y X",
u

)
5506 = 432H?Y" — 18(X' + YY",
v

(a6)u + (ag)y = 24H*(X' —Y') — (X' + YN (X" - Y") =0,

onde a ultima igualdade se obtén ao dividir entre 18 o resultado da resta das ecuaciéns
previas. Como estamos a supofier que a nosa superficie non é de translacién nin esta dada
por unha funcién lineal temos que X’ + Y’ # 0. Doutro xeito, terfamos que se X’ +Y’ =0
enton, X' — Y’ = 0 e chegarfamos a unha contradicion con (4.1), pois se isto fose asf,

estariamos ante unha superficie de revolucién. Enton, despexando:

X -Y
2 o "N
U S = X" =Y.

Derivando esta tltima igualdade con respecto de u, obtemos:

X/ + Y/) _ (X/ _ Y/)X// B 48H2 X//y/ _ X”/

24 H? X =
(X’ —|—Y’)2 (X/ + Y/)Q

Derivando isto de novo con respecto a v,

X//y//X/ _ X//y//y/ B 0

X"y"(x' +Y! 2 _ AoX"Y!' (X' + YY"
(X' +Y") (X' Y)Y o

48H?
8 (X’+Y’)4 (X’+Y’)3

de onde Sy
ABH*(X' —Y)———5 =0
( ) (X’ + Y’)3
Como X' —Y" # 0 concluimos que X”Y"” = 0. Se en (4.2) cambiamos os roles das variables

X eY por Y e Z e finalmente, por X e Z, obtemos: X"Z" =Y"Z" = 0 e, por tanto,
X”Y” — X”Z” — Y//z// — 0

De aqui concluimos que polo menos unha das funcions X”, Y”, Z” ten que ser cero. Se,
por exemplo, tomamos X” = Y” = 0, ent6én a expresion que nos dé o coeficiente ag implica
que 24H?(X' —Y') = 0, o cal é unha contradicién, pois estamos a supofier por hipotese
que a nosa superficie non é de revolucion e por (4.1) tense que X’ — Y’ # 0. O mesmo
ocorre se suponemos que Y’ = Z"” = 0 ou que X" = Z"” = 0, chegando a unha contradicion
en cada caso. Esto completaria a proba do Teorema 4.1 o que nos permite concluir que o
eixo de rotacion é paralelo a un dos eixos coordenados ou, en caso de que non sexa asi, a
superficie é un cilindro circular, caso que aparece cando a superficie é de translacién con

eixo arbitrario.
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