S C FACULTADE DE MATEMATICAS

UNIVERSIDADE
DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA

Traballo Fin de Grao

Introducciéon a los métodos
asintoticos en problemas de

perturbacion relativos a ecuaciones
diferenciales ordinarias

Andrea Fernandez Precedo

2020/2021

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






GRAO DE MATEMATICAS

Traballo Fin de Grao

Introduccion a los métodos
asintoticos en problemas de
perturbacién relativos a ecuaciones
diferenciales ordinarias

Andrea Fernandez Precedo

2020/2021

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






Trabajo propuesto

Area de Conecemento: Matematica Aplicada

Titulo: Introduccién a los métodos asintéticos en problemas
de perturbacién relativos a ecuaciones diferenciales ordina-

rias

Breve descricion do contido

Se considerard una familia de problemas relativos a EDOs dependiente
de un pequefio parametro €. Se asumira que la solucion de la familia es
expresable como una serie de potencias de € y se calcularan los prime-
ros coeficientes de esa serie. Finalmente, se tratara de complementar

el proceso anterior con una estimacién del error de aproximacion.
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Resumen

El objetivo de este trabajo de fin de grado es dar a conocer alguna de las técnicas
de la teoria de la perturbacién sobre problemas que requieren de EDOs e involucren un
pequeno parametro €. Para ello, profundizaremos fundamentalmente en el método de desa-
rrollos asintéticos para ciertos problemas en particular y analizaremos brevemente algunos

problemas de perturbacién singulares con el objetivo de caracterizarlos.

Abstract

The major objective of this Bachelor’s Degree Final Project will be to bring attention to
some of the perturbation theory techniques about problems requiring ODE’s and involving
a small € parameter. In order to do this, we will mainly go into detail about the asymptotic
developement method concerning various problems in particular and we will briefly analyse

several singular perturbation problems with the aim of characterizing them.
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Introduccion

En las ciencias y la ingenieria ha estado siempre presente el desarrollo de modelos
matematicos para entender mejor muchos de los fenémenos fisicos que nos rodean. Con
frecuencia, estos modelos se pueden expresar en términos de ecuaciones diferenciales que
contienen al menos un pequeno parametro €. Dichos problemas se denominan problemas
de perturbacion.

Para comprender la necesidad de la teoria de la perturbacion (basandonos en [3|) debemos
saber que ha estado con nosotros, de una forma u otra, durante un poco mas de un siglo
(aunque el término “perturbacion singular” data de la década de 1940). Dicha teorfa, y
las técnicas asociadas a ella, han evolucionado durante este periodo como una respuesta
a la necesidad de encontrar soluciones (en forma analitica) a problemas complejos. Estos
problemas pueden surgir en diversos campos. Por ejemplo, en quimica, para establecer
céomo cambia la concentraciéon de reactivos con el tiempo en una reaccién, se hace uso de

la ecuacion diferencial

—/(t) = eu®(t).

Otro ejemplo ilustrativo es el oscilador armoénico simple, relativo al &mbito de la mecéanica.
Si consideramos un sistema formado por una masa y un muelle que se mueven a lo largo

de una recta, la ecuacién del movimiento vendra dada por la ecuacién diferencial
"
u'(t) = —eu(t).

Sin embargo, la mayoria de estos problemas presentan ciertas caracteristicas que los
excluyen de una resolucién analitica exacta. Incluso aunque la solucién exacta pudiera
encontrarse explicitamente puede resultar méas util recurrir a las técnicas de perturbacion
para poder obtener mejor informacién sobre tales soluciones. Entre los métodos de aproxi-
macién los mas importantes son los métodos asintdticos o métodos de perturbacion singular
cuyo objetivo principal es proporcionar una expresién razonablemente precisa de la solu-
ci6n mediante el desarollo de ciertas técnicas. Dichos métodos han sido uno de los avances

mas importantes en matematica aplicada en este siglo. El proposito de este trabajo es
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X INTRODUCCION

exponer alguna de estas técnicas de perturbacion para ecuaciones diferenciales ordinarias.



Capitulo 1

Conceptos previos de EDO’S

El propésito de este capitulo es hacer una recopilacién de algunos conceptos bésicos de
la teoria de ecuaciones diferenciales ya que es de gran importancia en el estudio de modelos
matematicos de las ciencias aplicadas. No se trata de una profundizacién en el tema sino
de exponer algunas ideas para poder utilizarlas en el capitulo siguiente. Se han utilizado
los libros de Nagle, R. K. - Saff, E. B. - Snidder, A. D. [8] y George F. Simmons [9].

1.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias

Una ecuaciéon diferencial ordinaria es una igualdad que relaciona la variable indepen-
diente con la n-ésima derivada de la variable dependiente (y usualmente también derivadas

de orden menor). Més precisamente:

Definicion 1.1. Una ecuacién diferencial ordinaria es una ecuacién que se puede

expresar en la forma:
F(Iﬁ,y,y,,,yn)) =0; (].].)
donde F' es una funcion de la variable independiente z, de la variable dependiente y, y de

las derivadas de y hasta el orden n. Suponemos que x varia en un determinado intervalo

1. Al mayor orden de derivaciéon n se le llama orden de la EDO.

Definiciéon 1.2. Cuando se puede despejar ™ de (1.1), es decir,

YV = f(z,9,9, .y V) (1.2)

la EDO se dice explicita o en forma normal.
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Algunos ejemplos de EDO son:

Desintegracion radiactiva:

A = kA,

donde A = A(t) es la cantidad de sustancia radiactiva y k es la constante de decai-

miento radiactivo.

Oscilador masa-resorte amortiguado:
ma” + bx' + kx = f(t)

donde = = x(t) es la posicion, m se corresponde al valor de la masa, b es un término

asociado a la friccién , k la constante del muelle, y f la fuerza externa.

Circuitos eléctricos:

1
Lq"+ Rq' + ai= E(t)

donde ¢ = ¢(t) es la carga, L la inductancia, R la resistencia, C la capacitancia y F

la fuerza electromotriz.

Definiciéon 1.3. Se llama soluciéon explicita de la EDO (1.1) o (1.2) en un intervalo [ a
una funciéon y = y(x) que esté definida y sea derivable, tantas veces como indique el orden

de la EDQ, en el intervalo I y que satisface la E DO para todo valor de x € I.
Definicion 1.4. Una relacién de la forma
G(z,y) =0 (1.3)

se llama solucion implicita de la EDO (1.1) o (1.2) en I, si se pueden obtener las

derivadas de y y al sustituirlas en (1.1) o (1.2) se verifica ésta para todo valor de z € I.

A diferencia de las ecuaciones algebraicas, las ecuaciones diferenciales tienen por solu-
cién una funciéon. Ademés, una ecuacion diferencial tiene generalmente un namero infinito

de soluciones que recibe el nombre de solucién general.
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Definicién 1.5. Se llama solucion general de la EDO (1.1) o (1.2) en un intervalo I a
una funcién

y:y(xvclac%“wcn) (14)

que depende de n constantes arbitrarias (tantas como el orden de la EDO), definida y
derivable (tantas veces como indique el orden de la EDQO) en el intervalo I y que verifique

la EDO para todo x € I y para cualquier valor de las constantes C7, Co, ..., Cy,.

Algunas ecuaciones diferenciales tienen soluciones que no pueden obtenerse de la solu-

cioén general v en este caso reciben el nombre de soluciones singulares.

Cuando tenemos una EDO, algunas de las cuestiones que se nos plantean son si tiene
solucién, cudntas tiene, cuil serd la que nos interesa y cémo podremos calcularla. Es por
esto por lo que, en ocasiones, se desea encontrar una solucidn particular que satisfaga cier-
tas condiciones adicionales llamadas condiciones iniciales. El problema de determinar
una solucién de una ecuacién diferencial que satisfaga ciertas condiciones iniciales se llama

problema de valores iniciales o problema de Cauchy.

Definicién 1.6. Un problema de Cauchy o de wvalores iniciales para la ecuacion (1.1),

consiste en encontrar una funcion y = y(x) definida en un intervalo I que verifique:

yV = f(@, 9,9y V) Vo €I,
y(xo) = Yo,
(PVI) Y (z0) = 1, (1.5)

yn—l) ($0) = Yn—1

donde xg € I e yo,y1, ..., Yn—1 Son constantes dadas.

En particular, para ecuaciones diferenciales de primer orden, este problema se reduce

a hallar una funcién y = y(x) definida y derivable en un intervalo I tal que:

y'(z) = f(x,y(z)), Vo € 1,
y(xo) = Yo,

(PVI)

En el préoximo capitulo haremos uso de algin ejemplo practico de problema de contorno,

por tanto, resultard conveniente dejar constancia la siguiente definicién:
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Definicion 1.7. Un problema de valores en la frontera o problema de contorno de tipo
Dirichlet es aquel que consta de una ecuacién diferencial ordinaria de orden n y de n con-
diciones impuestas sobre la funcién desconocida en n valores de la variable independiente,

de modo que

yV = f(z, 9,9,y V), Vo € I,
y(xo) = yo,
(PC) y(wl) =1, (1~6)

donde xq,...,zn_1 € I € Yo, Y1, ..., Yn—1 SON constantes dadas.

1.2. Resultados de existencia y unicidad de solucién para
EDO

Esta seccién la dedicaremos a recapitular los resultados que garantizan la existencia y

unicidad de solucién para el siguiente problema.

Sea f : (z,y) € A C RxR" —» f(x,y) € R" y consideremos el problema de valores

iniciales para ecuaciones diferenciales de primer orden

(PVI) Y =1@y), (1.7)

y(xo) = yo,

El siguiente resultado garantiza la existencia (local) de solucion. Las hipotesis consti-
tuyen una condicion suficiente pero no necesaria para la existencia de soluciéon. Tampoco

establece el numero de soluciones.

Teorema 1.8. (Teorema de Cauchy-Peano). Sea A un abierto de de R"*!, f la apli-
cacion [ : (z,y) € A C R X R" — f(x,y) € R" y ¢y = f(z,y) la ecuacién diferencial
asociada.

Si f es continua en A, entonces, fijando un punto (xo,y0) € A, existe solucion de la

ecuacion pasando por (zo,yo), definida en un entorno de xy.
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Estableceremos ahora una condicién suficiente para que exista soluciéon del problema y

que sea unica.

Definicién 1.9. Diremos que la funcion f : (z,y) € A C R x R" — f(x,y) € R" es
Lipschitziana en A con respecto a la variable y si existe kK € R, k > 0 tal que, cualesquiera

que sean (z,y1), (z,y2) € A, se cumple que

Hf(‘T?yl) - f(xva)” < kHyl - yQH
En ese caso, escribiremos f € L(A,y) o f € Lg(A,y).

Definicion 1.10. Diremos que f es localmente Lipschitziana en A con respecto a la va-
riable y, y escribiremos f € Lj,.(A,y), si, para cada (zg,yo) € A, existe un entorno U de
(0, y0) tal que f € L(U,y).

Teorema 1.11. (Teorema de Picard-Lipschitz). Dada la ecuacion diferencial
Yy = f(z,y), si A es un abierto, f es continua en A y f € Lio.(A,y), entonces, fijado

(xo,y0) € A, existe solucion de y' = f(x,y) pasando por (xo,yo) y es inica.

Este dltimo teorema resultard fundamental para garantizar la existencia y unicidad de

solucién en los problemas practicos que relataremos en el siguiente capitulo.
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Capitulo 2

Método de desarrollos asintoticos

En este capitulo haremos una introduccién de cémo reconocer distintos problemas de
perturbacién asi como la ejemplificaciéon de cada uno de ellos. También describiremos con
detalle el método de desarrollos asintdticos o de perturbaciones, que cabe destacar que
es uno de los métodos de aproximacién mas potentes que existe hoy en dia. Se siguieron
fundamentalmente los textos de J.A Alvarez Dios y J.M Viafo [1] y C.M Bender y S.A
Orszag [2].

2.1. Algunos ejemplos de problemas de perturbacién en EDO

La teorfa de la perturbacion es una gran coleccién de métodos iterativos para obtener
soluciones analiticas aproximadas a problemas que involucran un pequenio parimetro €.
La idea basica de la teoria de perturbacion es tratar de descomponer un problema dificil
en un numero infinito de problemas relativamente faciles.

Luego, en esta seccién vamos a mostrar como podemos aplicar la teoria de perturbacién
en algunos problemas particulares de diferentes ambitos como biologia, cinética quimica o
mecanica. Veremos que dichos problemas van a resultar siendo problemas de perturbacion
reqular. Para comprender el funcionamiento de resolucion de estos problemas haremos uso

de un sisteméatico método que comenzaremos describiendo mediante un sencillo ejemplo.

Ejemplo 1. Vamos a considerar un modelo que se usa para representar el crecimiento
de poblaciones que viene dado por el siguiente problema de valor inicial lineal de primer

orden
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donde u es el tamano de poblacion, K es la tasa de crecimiento de la poblacién, y
ap es la poblacién inicial. Supongamos que la constante K toma cierto valor pequeno
positivo. Trataremos este problema mediante las técnicas de perturbacién por lo cual lo
embeberemos en una familia de problemas que involucren un pequeno pardmetro ¢ de for-
ma que el problema para € = 0 se pueda resolver fiacilmente. Cuando € = 0 el problema se

conoce como problema no perturbado. Luego,

u'(t) = eu(t)
() (2.2)
u(0) = ag
donde € € (—¢q,£0), para un cierto gy positivo, de forma que se puede recuperar el proble-

ma original para el valor de ¢ = K.

Claramente, para cada valor de &, este problema tiene solucién tnica debido al teore-
ma de Picard, por tanto, para resolver este problema, asumiremos que dicha solucién tiene

la forma

ue(t) = uo(t) + ur(t)e + ug(t)e® + ... = > upn(t)e” (2.3)
n=0

es decir, que la solucién tiene un desarrollo en serie de potencias de e. Esta expresion
se conoce como desarrollo asintético o serie de Poincaré. Luego, sustituyendo (2.3) en la

ecuacion diferencial de (2.2) se obtiene que
(ufh + uje + uhe +...) — e(ug +ure +uge® +...) =0

Hay que tener en cuenta que vamos a asumir en todo momento que las distintas operacio-
nes infinitesimales van a poder ser realizables término a término. Ahora, desarrollando y

agrupando en términos de potencias de € tenemos que

2

ug + (uy —up)e + (uhy —up)e” +...=0

Debido a que ¢ es variable, podemos concluir que el coeficiente de cada potencia de ¢ tiene
que ser igual a cero. Por otra parte, desarrollemos también la condicion inicial u(0) = ag

que podemos reescribirla del siguiente modo

u(0) = up(0) + u1(0)e + uz(0)e* + ... =ag +0-e+0-&* + ...
Luego, igualando los coeficientes de las potencias de ¢ se obtienen las distintas condiciones
iniciales

UQ(O) = ao,ul(O) = O,UQ(O> = O,
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Por tanto, hemos llegado finalmente al siguiente sistema

r_
uy =0

Uo(O) = ap

Uy, — Up—1 =
un(0) =

Este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias se puede resolver facilmente, pues
ug(t) =0 = ug(t) = Cp.
Imponiendo las condiciones iniciales, ug(0) = ag = Cp. De lo que se deduce que
uo(t) = ap.

Esta solucién se conoce como soluciéon de orden cero y, en los problemas de perturbacién
regular, coincide con la solucién del problema no perturbado. Generalmente, es la existencia
de una solucién de orden cero lo que asegura que los términos de orden superior también
pueden determinarse analiticamente.
Ahora,

uy(t) —up(t) = 0 = uj(t) = uo(t) = ap = u1(t) = aot + C1.

Imponiendo las condiciones iniciales, u1(0) = 0 = C; . De lo que se deduce que
ui(t) = aopt.

De esta forma, de manera general, podemos escribir el término de orden n (n > 1) como

sigue:

Un(t) = /0 t Un—1(s)ds.

Para obtener una expresiéon més explicita del término general u,,, haremos uso del principio
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. ) a
de induccion en n. Probemos entonces que uy,(t) = —?t" para todo n € N.
n!
Para n = 1 se tiene que la formula es valida, pues ya hemos visto que ui(t) = aot.

Supongamos ahora, por hipdtesis de induccion, que la formula se cumple para u,_1, €s

decir,
ao

tTL*l
(n—1)!

Un—1 =

Entonces, sabemos que

t t n |t
agp n—1 ago S
un(?) /ou 1(s)ds /0 -1 T m-Dn

que es lo que querfamos comprobar. Por tanto, con esto termina nuestra prueba por in-

ao
0 n.

duccién y podemos concluir que la formula es véilida para todo n € N. Por consiguiente,
teniendo en cuenta la expresion de u.(t) que usamos en (2.3) resulta que:
a a L a

ue(t) = ag + (aot) & + (—Otz) 24+ (;?t”) =Y Dynen (2.4)

2 n!

n=

Por tanto, por una parte, hemos conseguido reducir el problema (2.2) a un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias de facil resolucién, y, por otra parte, hemos aproximado
la solucién exacta del problema por los primeros términos de un desarrollo o serie asintd-

tica.

Para completar el problema, daremos ahora una cota de nuestro error de aproximacion
entre la solucién exacta del problema y la solucién aproximada mediante el método de

desarrollos asintéticos. La solucién exacta del problema es

u(t) = age,

de modo que el error cometido al aproximar hasta el término €™ es

m
3
et ao ,n _n € m+1
— E —te"| < — (et
o€ ot n! ~ (m+ 1)!( )

con 0 < ¢ < et, por la féormula del resto de Lagrange para el polinomio de Taylor.

A continuacion, vamos a plantear un modelo, ya mencionado en la introduccién del
trabajo, que establece cémo cambia la concentraciéon de reactivos con el tiempo en una

reaccién quimica de orden dos.
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Ejemplo 2. Este modelo viene dado por un problema de wvalor inicial no lineal de pri-

mer orden

(PVI) —u(t) = Ku*(t) (2.5)
u(0) = agp

donde u(t) es la concentracion de reactivos y K la constante cinética o constante
de velocidad. Suponiendo que la constante K toma cierto valor pequefio positivo, con-
vertiremos este problema en un problema de perturbacién incluyéndolo en una familia de

problemas que dependen de un pequefio parametro . Entonces, identificando K con ¢

(py O =D (2.6)
u(0) = agp

donde € € (—¢q,£0), para un cierto gy positivo, de forma que se puede recuperar el proble-

ma original para el valor de ¢ = K.

Utilizando el mismo argumento que el ejemplo anterior, sabemos que, para cada valor
de €, este problema tiene solucién dnica por el teorema de Picard. Luego, para resolverlo
mediante el método de perturbacion, asumiremos que la soluciéon u.(t) de este problema

tiene una expresién de la forma
[e.e]
ue(t) = ug(t) + ur(t)e + up(t)e + ... = > up(t)e” (2.7)
n=0
Ahora, sustituyendo (2.7) en la ecuacion diferencial de (2.6) obtenemos
(ufh + uje + uhe® + ...) + e(ug + ure + uge? + ...)% = 0,
esto es
(ufh + uie + ube® + ...) 4+ e(ud + 2uguie + 2uguae? + uie? + 2uguze® 4+ 2uquge® +...) =0,
desarrollando y agrupando en términos de potencias de € se tiene
up + (v +ud)e + (uh + 2uguy )e? + (uh + 2ugug + ud)e® + ... = 0.

Igualando a cero los coeficientes de € y teniendo en cuenta las condiciones iniciales del
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problema obtenemos el siguiente sistema

I _
ug =0

up(0) = ag

uf +ud =0

(75} (0) =0

ub + 2upu; =0

u;l + (wotup—1 + urtp—2 + ... + up—_1up) =0

u,(0) =0

Es importante destacar en este ejemplo que hemos partido de un problema no lineal y
hemos conseguido reducirlo a un sistema de ecuaciones diferenciales que son lineales. Si

resolvemos el sistema tenemos que
ug(t) = 0 = up(t) = Cp.
Luego, imponiendo las condiciones iniciales, u¢(0) = ag = Cp. De lo que se deduce que
uo(t) = ap.

Ahora,
uy () + u%(t) =0=uj(t) = —u%(t) = —a% = ui(t) = —a%t + 1.

Entonces, imponiendo las condiciones iniciales, u1(0) = 0 = C; . De lo que se deduce que
ui(t) = —adt.

De este modo, de manera general, podemos escribir el término de orden n (n > 1) como

sigue:

¢
up(t) = / —(UpUp—1 + UUp—2 + ... + Up—_1up)(8)ds.
0
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Vamos ahora a obtener una expresion més explicita del término general u,. Para esto,
utilizaremos el principio de induccién en n. Probemos que uy,(t) = (—1)"al ™" para todo

n € N.

Para n = 1 se cumple la formula anterior, pues como acabamos de ver wuj(t) = —a3t.
Supongamos ahora, por hipétesis de induccién, que la formula es véilida hasta wu,_1, esto
es

o
uj = (=1)7ay"t,

para todo j > 0 con j <n — 1. Sabemos que

up(t) = /Ot —(UpUp—1 + ULUp—2 + ... + Up—1up)(S)ds.
Pero observemos que
w1 = (1)) (-1 e ) = (-1
UL - Up—g = ((—1)1a(2]t1) ((—1)”72a6‘_1t”72) = (—1)"71a6"~'1t”71
y, en general,

Uk~ Un—1—-k = ((—1)ka§+1tk) <(_1)n*1*kag—ktn717k) _ (_1)n71a8+1tn71

Entonces

t

¢
Un(t) = | —(uoup—1+ urtp—2 + ... + up—1up)(s)ds = / —((=1)"tagtts" . n)ds
0

t

n
(=D)"afg ™" n ds = (71)"a8+1% “n

/Ot
f

que es lo que queriamos comprobar. Hemos terminado de esta forma la prueba por in-
duccién y concluimos entonces que la formula es véilida para todo n € N. En definitiva,

hemos encontrado una solucién aproximada de la forma (2.7) para el problema (2.6) de

modo que
o
ue(t) = ap + (—aft)e + (aft?)e® + ..+ ((—1)"af ™M™ + ... =D (=1)"ag "™ (2.8)
n=0

De la misma forma, que el ejemplo anterior, vamos a dar, por ultimo, una cota de nuestro
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error de aproximaciéon. La soluciéon exacta del problema es

1
et+1/ag

u(t) =

luego, el error cometido al aproximar hasta el término €™ es

mn m I(—1)m+t 2
st+11/ao = (=D)ragteen| < oL (1131 + 1()5' FOD T eyt = (—aymh ()2
n=0 '

con 0 < & < et, por la formula del resto de Lagrange para el polinomio de Taylor.

Otro modelo interesante, que también se destaco en la introduccion del trabajo, es el

oscilador arménico simple (extraido de los apuntes de Modelizacion Matemética [7]).

Ejemplo 3. Si consideramos un sistema formado por una masa y un muelle que se mueven
a lo largo de una recta y despreciamos cualesquiera fuerzas de amortiguamiento o externas
que puedan estar presentes, la expresion del desplazamiento de la masa en funciéon del

tiempo t viene dada por el siguiente problema de valor inicial lineal de sequndo orden

mu” (t) = —Ku(t)
(PVI) § u(0) = ag (2.9)
' (0) =0
donde u(t) es la posiciéon de una masa puntual m y K es la constante de rigidez o

constante del muelle. Ademas, estamos asumiendo que la velocidad inicial es cero.

Simplifiquemos la ecuaciéon diferencial de (2.9) dividiendo por la masa m y asi tenemos

que

: K . N o .
Suponiendo que la constante — toma cierto valor pequeno positivo, vamos a convertir este
m
problema en un problema de perturbacién introduciéndolo en una familia de problemas

. . . K
que involucren un pequeno pardametro €. Asociando — con € obtenemos
m

u”(t) = —eu(t)
(Pe) § u(0) = ag (2.10)
u'(0) =
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donde € € (—e&g, €p),para un cierto ¢ positivo, de forma que se puede recuperar el problema

original para el valor e = —.
m

Vamos a asumir ahora que la solucién u.(t) de este problema tiene una expresion de

la forma

oo
ue(t) = up(t) + ur(t)e + up(t)e + ... = > up(t)e" (2.11)
n=0
Por tanto, si sustituimos (2.11) en la ecuacién diferencial de (2.10) obtenemos

(ug + ufe +uze? +...) + e(ug +ure +uge? +...) =0,

desarrollando y agrupando en términos de potencias de ¢ se tiene
ug + (uf +uo)e + (uy +up)e* + ... = 0.

Igualando a cero los coeficientes de € y teniendo en cuenta las condiciones iniciales del

problema obtenemos el siguiente sistema

ug =0

uo(0) = ao, up(0) =0
u’1’+u0 =

w(O) =0, w(0) =0
uhy +up =0

u2(0) =0, ub(0) =0
u;; + Up—1 = 0

un(0) =0, Uy, (0) =0

Resolviendo el sistema tenemos que
ug(t) =0 = uy(t) = Co = up(t) = Cot + Cj.
Como up(0) = ag, entonces

UO(O) =ap = Cl = Cl = ayp.
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Ahora, ug(t) = Cp, y como ug(0) = 0, entonces Cy = 0. Se deduce, por tanto, que
ug(t) =0-t+ ag = ap = ug(t) = ap.
Del mismo modo,
ul(t) +uo(t) =0 = uf(t) = —up(t) = —ap = u)(t) = —apt + Cb.
Como ¢} (0) = 0, entonces Cy = 0. Luego, v} (t) = —apt.
Ahora,

ui(t) = —apt = u1(t) = —ap—= + Cs.

Como u1(0) = 0, entonces C3 = 0. Se deduce, por tanto, que

De manera general, podemos escribir el término de orden n (n > 1) de la siguiente forma:

t s
:/ / —Up—1(r) dr ds.
0 JO

Vamos a obtener una expresion més explicita del término general u,, utilizando induccién

—1)"a
en n. Probemos que u,, = Qt%
(2n)!
2
Para n = 1 se cumple la formula anterior, pues hemos visto que uq(t) = —ao . Su-

pongamos ahora, por hip6tesis de induccion, que la férmula es valida para w,—1, es dec1r

(—1)"ag 9, 5
(2n — 2)!

Up—1 =

Entonces, sabemos que

)" tag 2n—2 L (=Drag 1)
//—unl drds-// ( (@n—2)! >drds—/0 (2n—2)!2n—10d$
:/ —1)"ag s*"! ds—/ —1)"a0 an-1, (~1)"ag s> |' _ (=D"a £
0 2n—2)12n—1 o (2n— 1) @2n—-1!2n|, (2n-1)!2n
(_1)11&0 2n

T e
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que es lo que querfamos comprobar. Con esto termina nuestra prueba por induccién y
podemos concluir que la férmula es valida para todo n € N.
En consecuencia, hemos encontrado una solucién aproximada del problema (2.10) de la
forma

00

us(t) = ag + <_2aot2> £+ (g—it"‘) 24 ..+ <(_(213:)L!a0t2"> e+ ... = Z (_(212:;!6“)752"5”
(2.12)

Para complementar el problema, vamos a acotar el error de aproximacién entre la solucién
exacta y la solucion aproximada del problema por la formula del resto de Lagrange para

el polinomio de Taylor. La solucién exacta del problema es

u(t) = ag cos(v/ct),

por tanto, el error cometido al aproximar hasta el término €™ es, o bien

< G ey

—1)"™/?sin(¢ m
U0 pyen| < U

=m0

S —1)"a n_n
ap cos(y/et) — 7;) WtQ 5

si m es par , con 0 < & < /et, o bien

m

—1)"ag o,
ag cos(v/et) _;((27)1)!%2 e"| <

si m es impar, con 0 < & < /et.
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2.2. Generalizacion del método

En todos los ejemplos discutidos anteriormente cabe destacar que se ha utilizado el
mismo procedimiento de resolucién para cada uno de los problemas dados. Dicho método
se denomima método de desarollos asintoticos o método de perturbaciones y esla base para

obtener la solucién de un problema de perturbacion regular.

Por tanto, de manera general, dado cualquier problema fisico que pueda representarse

mediante una EDO o mediante un problema de valores iniciales,

u™ = ft,u(t), ' (t),...,u” "D (t)) vtel,
u(0) = ao,

siendo tg = 0 € I el tiempo inicial y ag,ay,...,a,—1 constantes dadas, seré posible trans-
formarlo en un problema de perturbacién embebiendo dicho problema en una familia de
problemas que involucren un pequefio parametro €, donde £ es un parametro representativo

del problema.
u™ = Lo(t,u,u/(t), ..., u™ V() + eLy(t, u(t), u (t), ..., u" D (t)) Vtel,

u(0) = ao,
(Pe)  4/(0) = ay,

(2.14)

para € € £(0), siendo £(0) un pequeno entorno del cero. Las funciones Ly y Ly presentaran

las mismas caracteristicas que la funcion f del problema original

Para cada uno de los problemas de valor inicial de (2.14) que resultan de cada valor
de €, la deduccién de la existencia y unicidad de solucién, serd cuestion de aplicar los teo-
remas de Cauchy-Peano o Picard-Lipschitz anteriormente expuestos. Simplemente, basta
tener en cuenta que toda ecuacién diferencial real de orden n puede ser escrita como una

ecuacién diferencial de orden 1 sobre R” o, en otras palabras, un sistema de n ecuaciones
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diferenciales de orden 1. En consecuencia, asumiremos que la funcién f es continua (exis-
tencia de solucién) y lispchitziana respecto a las n ultimas variables (unicidad de solucion).

Definiendo entonces la funcién
u:e € €(0) — u=u(e) =u € CHI)

y asumiendo que esta funcién es suficientemente regular tenemos que u. tendra un desa-

rrollo en serie de potencias en torno al punto cero de la forma
ue = ug + ui(e — 0) + ua(e — 0)2 4= ug + ulE 4 uge? + ...

Por tanto, formalmente, podemos concluir que este método consiste en encontrar una

solucion para el problema (2.14) en forma de potencias de € (para £ pequeno)
o0
Ue = Ug + ULE + Uuge’ + ... = Zunsn (2.15)
n=0

donde u,, es independiente de € y ug es la solucion del problema no perturbado. El desarrollo

(2.15) se llama desarrollo asintdtico o serie de Poincaré.

Como ya hemos visto en los ejemplos, los coeficientes u, se determinaran sustituyendo

la expresion formal (2.15) en la ecuacion
u™ = Lo(t,u, /' (£), ..y D (8)) + e Ly (¢, u(t), v (£), ..., u” (1)),

seguidamente se desarrolla para e pequeno y se identifican los coeficientes de la misma
potencia de €. Dado que estas ecuaciones deben ser satisfechas para todos los valores de
g, cada coeficiente de € debe ser cero independientemente dado que las sucesiones €™ son
linealmente independientes. Esto da lugar, como ya hemos visto, a ecuaciones mas simples

para u, que pueden resolverse de forma mas sencilla.

De este modo tenemos que la solucién del problema original se “aproxima” por los pri-
meros términos de esta serie constituyendo asi una aproximacién uniformemente valida de

la solucién en todo el dominio del problema.

Vamos a introducir ahora una serie de ejemplos de problemas de perturbacién regular

algo mas complejos que los vistos anteriormente.
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Ejemplo 4. Consideremos el problema de valor inicial no lineal de primer orden que

hemos recogido de [5]

) u/(t) + 2tu(t) — eu?(t) = 0 (2.16)
u(0) =1

con<t<ooye—=0

Vamos a asumir que la solucion u.(t) de este problema tiene una expresion de la forma
[e.e]
ue(t) = ug(t) + ur (t)e + ug(t)e® + ... = Y un(t)e” (2.17)
n=0

Si sustituimos (2.17) en la ecuacién diferencial de (2.16) se obtiene que
(ufh + uje + uhe® + ...) 4+ 2t(ug + ure + uhe® + ...) — e(ug + ure + uge? + ...)2 =0,
esto es
(up+ufet..)F2t(ugture+...) —e(ud+2uour e +2uguac?® +ule® +-2uguzed +2uiused+...) = 0,
desarrollando y agrupando ahora en términos de potencias de €, podemos reescribirlo como
(ufy + 2tug) + (uf + 2tus — ud)e + (uh + 2tug — 2uguy)e® + ... = 0.

Igualando a cero los coeficientes de € y teniendo en cuenta las condiciones iniciales del

problema, obtenemos el siguiente sistema:

ug + 2tug =0
up(0) =1

uf + 2tug —ud =0

uby + 2tug — 2ugug =0

ul, + 2tuy — (Uolp—1 + UUp—2 + ... + Up—1up) =0

un(0) =0
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La primera ecuacion diferencial del sistema es una EDO de variables separadas, luego

du du
utilizando la notaciéon uf = dito’ se escribe de la forma d—to + 2tug = 0. Entonces
d d
T oty = 0 = _otay.
dt U

Asi pues, tomando integrales indefinidas en ambos miembros, se tiene
du
0 / —2tdt,
U

Inug = —t>+C

de modo que

y, por tanto,
UO(t) == €_t201.

Imponiendo ahora la condicién incial up(0) = 1

U0(0)21201:>01:1.

Por lo que finalmente obtenemos

uo(t) = et

., . . o942 .
Para calcular uy(t) en la segunda ecuacién diferencial u} + 2tu; = e2%" utilizaremos el

método del factor integrante. Sea

A(t) = /—2tdt.

Multiplicaremos ambos miembros por e~ 4®) = et’ que serd el factor integrante. Luego,

2 2 42
e ul et 2tuy = et

. . . 2 , .
El primer miembro es la derivada de e'” u, asi pues, se tiene

%(etQul) ="

Integrando en ambos miembros tenemos

et2u1 = /e_tzdt +C
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Y, por tanto,

t
uy(t) = et </ e Pt + C’) =e " </ e ds + C’)
0

Imponiendo ahora la condicién incial u1(0) = 0,
w(0)=0=C= C=0.

Por lo que finalmente obtenemos

Por consiguiente, teniendo en cuenta la expresion de u.(t) que usamos en (2.17) resulta

que :

t
ue(t) = e 4 <et2/ eszds> €+ ... (2.18)
0

Ejemplo 5. Consideremos el problema de condiciones de contorno no lineal de sequndo

orden que hemos extraido de [3]

(Pe) §u(0) =1 (2.19)
)

con 0 <t<1.
Primero, asumiremos que hay una solucion u.(t) del problema (2.19) de la forma
[e.e]
ue(t) = ug(t) + ur (t)e + ug(t)e® + ... = Y un(t)e” (2.20)
n=0

Sustituyendo (2.20) en la ecuacion diferencial de (2.19) tenemos que
(ug +ufe +..) + (uf + uie + ...) + e(ug + ure +..)2 =0,

es decir,

(ug+ufet..)+(up+ule+...) Fe(ud+2uoure +2uguge® +uie® + 2uguze® +2uiuged +...) = 0.
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Ahora, desarrollando y agrupando en términos de potencias de ¢, reescribimos como
(ug + up) + (uf + ) +ud)e + (uh +uh + 2upu)e* + ... = 0.

Los coeficientes de cada potencia de & deben ser cero, luego teniendo en cuenta las condi-

ciones de contorno del problema, obtenemos el siguiente sistema:

ug +uy =0

uf +uf +ud =0

uly + uhy + 2upuy =0
u% + u'n + (uotp—1 + U1tp—2 + ... + Up—1up) =0

| un(0) =0, un(1) =0

La solucion general de la primera ecuacién diferencial es
uo(t) = Ag + Boe ™" (2.21)

donde Ag, By son constantes arbitrarias. La funcion ug(t) estd claramente definida en
0 <t <1, por lo que podemos imponer las condiciones de contorno dadas para obtener
que

up(0) =Ag+By=1=By=1- Ay

ug(1) = Ag+ (1 —Ag)e t=e 1= 4y=0

asf pues, se deduce que
Ay =0, By =1.

Sustituyendo dichos valores en (2.21) tenemos que
ug(t) = e *.
Entonces, la segunda ecuacion diferencial del sistema se convierte en

uf +uy = —ug = %
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que, a su vez, tiene como solucién general
1
ui(t) = Ay + Bie " — 56—% (2.22)

donde Aj, B; son nuevas constantes arbitrarias. La funcion uy () esta claramente definida

en 0 <t <1, por lo que podemos imponer las condiciones de contorno dadas para obtener

que
1 1
U1(0)2A1+Bl—§:0:>31:§—141
U1(1> = A+ (5 —Al)e — 56 =0

desarrollando y despejando A; en la segunda ecuacion, se deduce finalmente que

1
Al = ——e” , B = 5(1 + 6_1).

Sustituyendo dichos valores en (2.22) tenemos que

En consecuencia, hemos encontrado una soluciéon de la forma (2.20) para el problema
(2.19) de modo que

(et —etqe it o2y 4 (2.23)

Para finalizar con estos ejemplos, vamos a mostrar por altimo un problema ligeramente

maés sofisticado extraido de [2].

Ejemplo 6. Consideremos el problema de valor inicial lineal de sequndo orden
y' = f(x)y
(PVI)<{ y(0)=1 (2.24)

y'(0) =
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donde f(x) es continua.

La caracteristica de este problema es que no tiene solucién que pueda resolverse de
forma exacta salvo para casos muy especiales de la funcion f, por tanto, trataremos de
encontrar una soluciéon aproximada.

En primer lugar transformaremos el problema (2.24) en un problema de perturbacién in-
troduciendo artificialmente un parametro € de forma que el problema no perturbado se

pueda resolver facilmente. Luego,

y' =ef(z)y
(P) §y(0)=1 (2.25)
y'(0) =

donde se puede ver que podemos recuperar el problema original haciendo € = 1.

Asumimos que la solucién y(z) del problema (2.25) tiene una expresion de la forma:
y(x) = yo(z) + y1(x)e + ya(x)e® + ... = Z y(z)e™ (2.26)
n=0

Entonces, sustituyendo (2.26) en la ecuacion diferencial de (2.25) tenemos

(Yo +yfe +yhe® +..) = ef (@) (yo + y1e + y2e? + ...).

Desarrollando y agrupando en términos de potencias de € obtenemos que

o + (W —wof (@)e + (vs —yf(x)e? +... =0

Ahora igualando a cero los coeficientes de € y teniendo en cuenta las condiciones iniciales
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del problema, resulta el siguiente sistema:

(2.27)

Yn(0) =0 Yn(0) =0 n>1

Resolvamos ahora la primera ecuacion diferencial del sistema, que coincide con la solucién

del problema no perturbado:

Yo (z) = 0= yo(z) = Co = yo(z) = Coz + Ci.
Como yp(0) = 1, resulta que
yo(0)=1=C1 = Cy = 1.
Ahora, yy(z) = Co, y como y;(0) = 1, tenemos que
y5(0)=1=Co= Cyp=1.

De modo que
yo(x) =z + 1.

Es importante tener en cuenta en este ejemplo que, mediante las técnicas de perturbacioén,
se ha transformado la ecuacion original (2.25), que es intratable salvo para casos especiales
de f(z), por una sucesion de ecuaciones no homogéneas (2.27) que pueden resolverse facil-
mente siempre que se conozca la solucién de la ecuacién homogénea asociada. En nuestro
caso, la ecuacion homogénea es precisamente el problema no perturbado 3” = 0, del cual
conocemos su solucién, por eso es tan importante que el problema no perturbado sea re-

soluble.
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Asi pues, podemos escribir el término general de la siguiente forma

e =[] tf(s)ym(s)ds} i (=)

y, por tanto, hemos llegamos a una soluciéon aproximada de (2.25) de la forma (2.26)

yg(x)zl—kx—i-s/ox [/Otf(s)(l—i—s)ds] dt

+52/: [/Otf(s) [/0 Uov(uu)f(u)du] dv] ds} dt + ...

Esta serie es sumable para todo z pues f es una funcién continua y el término N-ésimo de

(2.28)

la serie estd acotado por

eNa?N KN (1 4 |z))
(2N)!

donde K es un limite superior para |f(t)| en el intervalo 0 < |t| < |z|. Luego, la serie es
convergente para todo x. También concluimos que si 22K es pequefio, entonces la serie
para € = 1 es rapidamente convergente y se puede obtener una aproximacién precisa del

problema original (2.24) calculando inicamente los primeros términos de la serie.

En definitiva, hemos visto que si consideramos el problema de encontrar una solucién a
la ecuacién

L(t,u, o, ...,u™,e) =0 (2.29)

que contiene el parametro € y cuya incognita es un elemento u(e). Para ¢ = 0 el problema

L(t,u, o, ...,u™,0) =0 (2.30)

se denomina problema no perturbado. Por tanto, si u(e) es la solucién al problema (2.29)
y u(e) tiende a la solucion wug del problema (2.30) cuando ¢ tiende a cero entonces diremos
que el problema (2.29) es del tipo de perturbacion regular. En otro caso, estaremos ante un
problema de perturbacion del tipo singular del cual hablaremos de forma muy concisa en

el siguiente capitulo.
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Capitulo 3
Problemas de perturbacion singular

Este ultimo capitulo tiene como finalidad caracterizar los problemas de perturbacién
singular y dar a conocer algin ejemplo de los mismos. Se ha hecho uso de los libros de J.A
Alvarez Dios y J.M Viafio [1] y Mark H. Holmes [6].

3.1. Ejemplos

Definicion 3.1. Un problema de perturbacion singular es un problema en el cual la serie
de perturbacién

a) no puede tomar la forma de serie de potencias, o

b) puede tomar la forma de serie de potencias con radio de convergencia igual a cero

En este tipo de problemas la solucién exacta del problema no perturbado es totalmente
diferente en caracter de la solucién del problema perturbado, es decir, tienen propiedades

notablemente diferentes.

Para tratar de reconocer este tipo de problemas y observar las diferencias que presentan
con respecto a los problemas regulares vistos hasta ahora, mostraremos de forma breve

algtin ejemplo de ellos.

Ejemplo 7. El problema que se plantea es el siguiente,

ey’ + 2y +2y =0, 0<z<1
y(0) =0 (3.1)
y(1) =1

Una indicacién importante de que este problema no va a ser tan sencillo como los proble-

mas resueltos en el Capitulo 2 es la presencia del pequefio parametro e multiplicando la

29
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derivada de mayor orden, pues, si hacemos € = 0 entonces el problema no perturbado ya
no es de segundo orden a diferencia del problema perturbado. Esto conduce a lo que ge-
neralmente denominamos como problema de perturbacion singular, aunque la singularidad
puede ocurrir por otras razones.

Para empezar a intentar resolverlo, buscaremos la solucién segin el método de perturba-
ciones, luego, vamos a asumir que la solucién se puede expresar en potencias de €. En otras

palabras,

y(@) = yo(x) + y1(2)e + y2() + .. = Y _y(w)e" (3.2)
n=0

Entonces sustituyendo (3.2) en (3.1), se obtiene que

e(yg + e + yhe® +..) + 2(yh + yhe + vhe® + ) + 2(yo + yre + yoe® +...) =0

Desarrollando y agrupando en términos de potencias de € obtenemos que
(250 + 2y0) + (45 + 291 +2y1)e + (4 + 205 + 2y2)e” + ... = 0

Ahora igualando a cero los coeficientes de € y teniendo en cuenta las condiciones iniciales

del problema, resulta el siguiente sistema:

2yy +2yo =0
y0(0) =0 yo(1) =1

21 +2y1 = —yq
y1(0) =0 yi(1) =0
(3.3)
2y5 + 2y2 = —yf
y2(0) =0 y2(1) =0

La solucién general de la primera ecuacién es

yo(z) = ae™™ (3.4)
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donde a es una constante arbitraria. Observando ahora dicha solucién nos encontramos
ante un dilema ya que tenemos solamente una constante arbitraria que debemos hallar
pero tenemos dos condiciones de contorno dadas. Es decir, la condiciéon yo(0) = 0 requiere
que a = 0y la condicion yo(1) = 1 implica que a = e. Por tanto, esto significa que vamos a
ser incapaces de describir la solucién en todo el intervalo 0 < z < 1. Concretamente, este

tipo de problemas se denominan de capa limite.

Ejemplo 8. Consideremos ahora el siguiente problema de wvalor inicial no lineal de

sequnda orden

u” +u+eud =0, 0<t<oo
PV u(0) = o 5.5)
u'(0) =

Apliquemos de nuevo el método de desarrollos asintoticos en este problema y veamos que
ocurre en este caso. Es necesario tener en cuenta que se conoce que la solucién es acotada

para todo t cuando € > 0.

Asumimos que la solucion u, tiene una expresion de la forma:
o
ue(t) = uo(t) + ur(t)e + ug(t)e + ... = upn(t)e” (3.6)
n=0

Luego, sustituyendo (3.6) en la ecuacion diferencial de (3.5) tenemos que

(uf + ulfe +ule® 4+ ..) + (uo + ure + uge? + ...) + e(ug + ure + uge® + ...)3 = 0
Desarrollando y agrupando en términos de potencias de € obtenemos que

(ug + o) + (uf +ur +ul)e + (uh +up + 3udur)e® + ... = 0

Entonces, igualando a cero los coeficientes de € y teniendo en cuenta las condiciones ini-

ciales del problema, resulta el siguiente sistema:
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(3.7)

Resolviendo el sistema, tenemos que la solucién de la primera ecuacién diferencial es
uo(t) = acos(t).

Del mismo modo, la solucién de la segunda ecuaciéon del sistema es

3 3 3
ui(t) = —%tsinIH— %(cosSt — cost).

3
Es muy importante observar en la expresién anterior el término —?t sin t, pues se conoce

como término secular y proviene de resolver la ecuacién

3 3 3

uf +up = —a cost,

1 3
3
t=—— t— =
cos 4a cos 3 4a

33 : L . A
en la cual va a ser el término Za cost quien produzca la aparicién de dicho término secular.

Por tanto, teniendo en cuenta la expresion de u. que usamos en (3.6) tendriamos que

1, .
ue = acos(t) + 3550 (—cost + cos3t — 12tsint) + ...

Sin embargo, a causa del término secular mencionado anteriormente va a ocurrir que este
desarrollo asintético no es uniformemente valido en 0 < t < oo, en contradiccién con el
hecho de que la solucién del problema es acotada y continua para todo ¢. Esta aparicién de
términos seculares es caracteristica de los problemas de perturbacion singular y se necesi-

taran de ciertos métodos de supresion de dichos términos para corregir estas singularidades.
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Con esto queda claro que para poder abordar un problema de perturbacion singular
necesitaremos agregar algunas técnicas especificas para resolver ciertos tipos de ecuaciones
diferenciales. Estas técnicas se conocen generalmente como métodos asintéticos o métodos
de perturbacion singular. De entre dichos métodos se encuentran los métodos de supresién
de términos seculares, los métodos asintoticos en capa limite, los métodos WKB o los

métodos de multiple escala, pero no serdn objeto de estudio de este trabajo.
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