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Introduccion

Habitualmente se considera que los procesos reales que se producen a lo
largo del tiempo, en un determinado espacio fisico, son continuos: se desarrollan
como un flujo ininterrumpido desde que comienzan hasta que finalizan. «La
realidad —entendida como proceso o cambio— es continuay, suele decirse.

Sin embargo, cuando queremos conocer la evolucion de un determinado
sistema a través del tiempo, no siempre estamos interesados en obtener la
descripcion del mismo en todo momento. A menudo solo nos interesa conocer
el estado del sistema en determinados instantes, separados por intervalos de
tiempo, sin importarnos lo que ocurre durante esos intervalos.

A este tipo de procesos, de los que analizaremos su estado solo en momentos
concretos, los denominaremos procesos discretos. Adquieren especial relevancia
en el estudio de la evolucion —o dindmica— de poblaciones, en el area de la
economia y en el de las ciencias sociales, entre otras (pueden verse numerosos
ejemplos en las monografias [4, 47, 65, 95]).

La herramienta matematica adecuada para construir modelos que repre-
senten procesos discretos son las ecuaciones en diferencias.

Supongamos, por ejemplo, que analizamos el tamano de una determinada
poblacion generaciéon a generacion, y asumimos que el tamano x(k + 1) de
la generacion k + 1 es funcién del tamano de la generacion inmediatamente
anterior. Podemos expresar la antedicha relacion con la siguiente ecuacion en
diferencias de primer orden:

z(k+1) = g(x(k)), k e N.

Este es el caso méas simple, y existen abundantes tanto articulos cientificos
como libros y monografias de numerosos autores dedicados a su estudio.

Las ecuaciones en diferencias de orden dos o superior, que no han sido es-
tudiadas de manera tan extensa, juegan un importante papel cuando el estado
de un proceso después de k pasos depende de los n estados previos (con n > 1),
y no solo del inmediatamente anterior.

Utilizando la notacion z(k) = wy, la ecuacidn en diferencias general de
orden n:

xk+n:g(k?xka"'7$k+n)? kGN?
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en donde g : Nx R""! — R es una funcién continua, sera la protagonista de
los tres primeros capitulos de esta tesis.

Esta ecuacion es, en general, no auténoma (también llamada dependien-
te del tiempo o dependiente del estado). Una solucién de esta ecuacion es
cualquier sucesion de ntimeros reales {z }reny que cumpla dicha ecuacion para
k € N, aunque no es posible, en general, calcular soluciones de forma explicita.

Si en la ecuacion en diferencias general de orden n suponemos que la fun-
cion g no depende de la tltima variable, dicha ecuacion puede escribirse de la
siguiente manera:

xk+n:g(kaxka---7$k+n—l>7 k’GN,

en donde g : Nx R™ — R es una funcién continua. Este caso suele conocerse
como explicito (a diferencia del anterior, denominado implicito) ya que, cono-
cidos n valores reales x;, € R para 0 < k < n, puede calcularse explicitamente
la tnica solucion {xy }reny que cumple la ecuacion para k € N, y tal que los n
primeros elementos son xj para k € {0,...,n — 1}.

Por otra parte, las ecuaciones diferenciales con argumentos constantes a
trozos (EPCA), a cuyo estudio se dedica el Capitulo 4, aparecen a principios
de los afios ochenta ([39, 96, 101]) en un intento de extender la teoria de
las ecuaciones diferenciales funcionales con argumentos continuos a ecuaciones
diferenciales con argumentos discontinuos.

Un ejemplo tipico de EPCA es el siguiente:

7' (t) = f(t,2(t), z(h(t))),

en donde f : R® — R es una funcién continua y h : R — R es una funcion
constante a trozos, es decir, toma valores constantes en determinados interva-
los. Por ejemplo, en nuestro trabajo analizaremos casos en los que h(t) adopta
la forma [t — n|, en donde n es un ntmero natural y [-] representa la parte
entera de un nimero real.

La solucion de una EPCA como la anterior (de primer orden) se define
como una funcién continua y derivable a trozos que satisface la ecuacion en
esos intervalos, y estard determinada por un conjunto finito de datos inicia-
les, en lugar de una funcién-dato inicial como en las ecuaciones diferenciales
funcionales.

La continuidad de la soluciéon en los extremos de dichos intervalos provoca
que se establezca una relacion recurrente entre los valores de la solucién en esos
puntos. De esta manera, debajo de cada EPCA subyace un sistema dindmico
gobernado por una ecuacion en diferencias. No es sorprendente, por lo tanto,
que en el estudio de este tipo de ecuaciones se combinen técnicas clasicas
que habitualmente se aplican a ecuaciones diferenciales con otras comtinmente
utilizadas para ecuaciones en diferencias.
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A lo largo de esta tesis se utilizardn diversas herramientas bien conocidas
y ampliamente utilizadas tanto en el d&mbito de las ecuaciones diferenciales
ordinarias como en el de las ecuaciones en diferencias. Algunas de estas herra-
mientas aparecen en todos los capitulos de este trabajo —con la excepcion del
Capitulo 3— y estén estrechamente relacionadas entre si: el método de las sub
y sobresoluciones, el método mondtono y las funciones de Green.

El método de las sub y sobresoluciones es una herramienta clasica, a menu-
do denominada topoldgica, ampliamente utilizada en los &mbitos de las ecua-
ciones en derivadas parciales y de las ecuaciones diferenciales ordinarias, es-
pecialmente cuando se tratan problemas no lineales y/o con condiciones de
frontera no lineales. Dicho método permite no solo garantizar la existencia de
soluciones para un determinado problema, sino que también sitiia esas solu-
ciones entre dos funciones que satisfacen ciertas desigualdades.

La teoria de las sub y sobresoluciones arranca en un trabajo [89] de Pi-
card de 1890, aplicada a ecuaciones en derivadas parciales, y en otro [90] de
1893, aplicada en este caso a ecuaciones diferenciales ordinarias. Utilizando
este método, Perron [87] probé en 1915 la existencia de soluciones para el pro-
blema de Cauchy, mientras que Scorza Dragoni [94] hizo lo propio en 1931 para
problemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con valores de frontera tipo
Dirichlet.

En los libros de Bernfeld y Lakshmikantham [14] y Ladde et al. [70] se ex-
plican tanto el método de las sub y sobresoluciones como el —intrinsecamente
asociado— método monotono. Este tltimo es una técnica iterativa en la que,
empezando en la subsoluciéon y en la sobresolucion de un determinado proble-
ma, se construyen sendas sucesiones monoétonas en las que cada elemento es
la soluciéon de un problema lineal asociado. Estas sucesiones convergen, res-
pectivamente, a la menor y la mayor de las soluciones del problema original,
situadas entre la sub y la sobresolucion.

La aplicacién de estos métodos a las ecuaciones en diferencias es bastan-
te mas reciente, aunque podemos mencionar los trabajos de Eloe [48, 49|,
Agarwal [1] o Zhuang, Chen y Cheng [109], como también los libros de Laksh-
mikantham y Trigiante [71| o del propio Agarwal [2].

Cualquier persona interesada en estos métodos puede encontrar més infor-
macion, resenas historicas y referencias bibliograficas incluidas, en los trabajos
de Mawhin [79], en los de De Coster y Habets [45, 46|, o en el mas reciente de
Cabada [24].

Las funciones de Green fueron introducidas por el matematico George
Green [55] en 1828' en el ambito de las ecuaciones en derivadas parciales.
Neumann [83] las utiliz6 para su estudio de la ecuacion de Laplace y, tras

!Este trabajo de Green permaneci6é practicamente desconocido hasta su posterior publi-
caciéon entre 1850 y 1854.



4 Introduccion

el éxito obtenido, muchos otros matematicos y fisicos (como Hobson, Appell,
Sommerfeld o Kirchhoff, entre otros) comenzaron a usarlas en el estudio de la
ecuacion del calor y la ecuacion de onda.

El concepto de funciéon de Green para ecuaciones diferenciales ordinarias fue
introducido por Burkhardt [17] en 1894 para la ecuacion y” = 0, y generalizado
por Bocher [15] en 1901 para ecuaciones diferenciales lineales de orden n. Es
el propio Bécher el que extiende el concepto a las ecuaciones en diferencias en
un trabajo [16] de 1911.

Dedicaremos el Capitulo 1 de este trabajo a la busqueda de soluciones
positivas para el caso implicito de la ecuacién en diferencias general de orden
n, junto con condiciones de frontera periddicas del tipo

Ti=INys t=0,....,n—1,

en donde N € Nestalquel <n < N.

Con ese objetivo, combinaremos dos técnicas bien conocidas: el método
de las sub y sobresoluciones, y los resultados basados en el clasico teorema
de punto fijo para operadores definidos en extensiones o contracciones de un
cono, debido a Krasnosel’skii. Parte del estudio realizado se basa en el analisis
del signo de la funcién de Green asociada al problema de frontera.

Lo recogido en este primer capitulo es, esencialmente, lo publicado en el
trabajo [27].

En el Capitulo 2 se estudian las ecuaciones en diferencias con mdximo,
que son la version discreta de las ecuaciones diferenciales con méximo, un caso
especial de ecuaciones funcionales con retardo:

T (t) = f(t,:c(t),t}ilégcgtx(s)), t € 1[0,T7.

Estableceremos resultados de existencia de soluciéon para problemas implici-
tos con diversas condiciones de frontera, en general no lineales, en presencia de
un par de sub y sobresoluciéon. Bajo hipétesis més restrictivas, demostraremos
la existencia de soluciones extremas, y desarrollaremos el método monétono
para aproximarlas.

En la segunda parte del capitulo se estudia inicamente el problema impli-
cito con condiciones de frontera periddicas, aunque de una manera diferente a
la utilizada anteriormente.

Se deduciran resultados de existencia de solucién (tinica) no comparables a
los obtenidos en la primera parte, y se obtendran principios del méximo para
el problema linealizado, que permitiran la aproximacion de las soluciones del
problema general.

Los resultados mas importantes incluidos en este capitulo también pueden
verse en |9, 10, 29].
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Iniciamos el Capitulo 3 introduciendo una versién discreta de la bien co-
nocida desigualdad de Halanay, y aplicandola al estudio de la estabilidad de
ciertas ecuaciones en diferencias, al igual que la desigualdad original ha sido
utilizada por numerosos autores en el estudio de la estabilidad de ecuaciones
diferenciales funcionales.

Se estudian algunos ejemplos concretos, como la aplicacion de Lozi, y se
muestra que, al discretizar algunas ecuaciones diferenciales con retardo median-
te el método de Euler, el criterio clasico de estabilidad absoluta (estabilidad
independiente del retardo) se mantiene para la version discreta.

En la segunda parte del capitulo se establece una generalizacion del resul-
tado inicial, obteniendo nuevas condiciones que garantizan la estabilidad de
ecuaciones en diferencias. En particular, se introduce una versiéon discreta de
la condicion de Yorke, y se analiza la estabilidad de las ecuaciones diferenciales
con Mmaximo.

Todos los resultados expuestos en este tercer capitulo han sido publicados
en [75] y en [76].

Para finalizar, en el Capitulo 4 se aborda el estudio de las EPCA. Comen-
zamos mostrando como las soluciones del problema de orden n con condiciones
de frontera periddicas pueden escribirse en términos de la funcién de Green
asociada.

Como puede observarse, la funcion de Green retoma el papel esencial que
ha desempenado a lo largo de esta memoria. Mas, si cabe, ya que, hasta donde
sabemos, la teoria de funciones de Green no ha sido utilizada en el &mbito de
las EPCA antes de [30]. En este trabajo, junto con [28], estan recogidos los
principales resultados del capitulo.

A continuacién resolvemos el problema, de valor inicial de primer orden y, a
partir de su solucién, obtenemos la expresion de la funcion de Green asociada al
problema periédico. Dependiendo del signo de la citada funcion, establecemos
principios de comparacion para el operador de primer orden, tanto para el caso
de valor inicial como para el de condiciones de frontera periddicas.

Tomando como referencia los mencionados principios del maximo, y apli-
cando los métodos de las sub y sobresoluciones, y de las sub y sobresoluciones
débilmente acopladas, deducimos resultados de existencia de soluciones extre-
mas para el problema general no lineal de primer orden, con condiciones de
frontera en general no lineales, como también algunos resultados de unicidad
de solucion.






Capitulo 1

Soluciones positivas de ecuaciones
en diferencias con valores de
frontera periédicos

En el reciente trabajo [26], los autores utilizan el clasico teorema de Kras-
nosel’skii con el objetivo de probar un nuevo teorema de punto fijo para ope-
radores crecientes en espacios de Banach ordenados por un cono normal con
interior no vacio. Este teorema mejora el resultado obtenido previamente por
Persson en [88] para operadores mono6tonos definidos en R, el subconjunto de
R™ formado por los elementos con todas sus componentes positivas o iguales
a cero.

Es bien conocido que los clasicos teoremas de punto fijo tipo Krasnosel’skii
(véase |66]) de operadores definidos en conos permiten garantizar la existencia
de soluciones positivas de ecuaciones diferenciales, imponiendo restricciones en
el comportamiento asintotico de la parte no lineal de la ecuacion, tanto en 0
como en +0oo.

El método empleado en [26] permite deducir la existencia de soluciones
positivas sin imponer restricciones en el comportamiento asintético de la parte
no lineal de la ecuaciéon en 0, si bien se hace necesario asumir algin otro tipo
de condiciéon adicional.

En este capitulo, a partir del nuevo resultado de punto fijo probado en [26],
deduciremos la existencia de soluciéon de un problema discreto de orden n con
condiciones de frontera periddicas. Para ello combinaremos dos diferentes téc-
nicas: el método de las sub y sobresoluciones (ver [14, 21, 23, 24, 44, 45, 46, 70]),
y los resultados basados en el clasico teorema de punto fijo de Krasnosel’skii
para operadores definidos en extensiones o contracciones de un cono (ver, por
ejemplo, [8, 11, 50, 57, 60, 99]).

Organizamos este capitulo de la siguiente manera: en la Secciéon 1.1 presen-

7



8 1. Soluciones positivas de ecuaciones en diferencias

tamos algunas definiciones y algunos resultados conocidos que necesitaremos
para el desarrollo tanto del resto del capitulo como, en algunos casos, del resto
de la tesis. La Seccién 1.2 se dedica a probar la existencia de —al menos— una
solucién positiva para un problema general no lineal de valores de frontera pe-
riodicos de orden n. Expondremos, en la Seccién 1.3, condiciones que aseguran
la validez de algunos resultados de comparacion para operadores lineales. En
la Seccion 1.4 presentamos algunos casos particulares para los que obtenemos
condiciones méas concretas que garantizan la existencia de soluciones positivas.
Finalmente, en la Seccién 1.5 indicamos algunas conclusiones sobre todo lo
expuesto y sugerimos nuevas direcciones en este campo.

Los principales resultados que vamos a presentar en este capitulo estan
recogidos en [27].

1.1. Definiciones y preliminares

A lo largo de todo el trabajo, denominaremos N al conjunto de los ntimeros
naturales (considerando el 0 como tal), Z al conjunto de los niameros enteros
y R al conjunto de los ntimeros reales. Asimismo, R, sera el conjunto de los
ntmeros reales no negativos, es decir, R, = {z € R|z > 0} = [0, +0).

Definicion 1.1. Sea (N, || - ||) un espacio normado real, diremos que un sub-
conjunto K C N es un cono si es cerrado y verifica que K +K C K, \K C K
para todo namero real A > 0, y £ N (—=K) = {0}.

Todo cono K C N define un orden parcial < en el espacio N, para el que
denotaremos:

e x Xysiysolosiy—xek.

e x<ysiysolosizx<yyx#uy.

e x < ysiysolosiy—ax € int(K), siempre que int(K) # 0.

También denotaremos * = y siysolosiy <@, *x = ysiysolosiy <ax, vy
x > y siysolosiy< .

Diremos que N es un espacio normado ordenado si N estid ordenado por
un cono.

Diremos que un cono K es normal si existe ¢ € R, ¢ > 0, tal que ||z|| < ¢||y||
para todo ¢,y € N con 0 < = < y.

EJEMPLO 1.1. Como es bien conocido, el conjunto R™ = Rx xR, junto
con la norma euclidiana

m—1 1/2
||| = <Z xf) , para todo ® = (zg,...,Tm_1) € R™,
i=0
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es un espacio de Banach real.
El subconjunto de R™

RT:{(ﬂﬂoa--wxmﬂ)ER’"|:C¢ZOparatodoi:(),...,m—l}

es un cono.

La relacion de orden parcial inducida por R es el orden habitual en
R™, que utilizaremos a lo largo de todo el trabajo. A saber, dados & =
(Zoy -y Tm-1) €Y = (Yo, -, Ym—1) € R™, denotaremos:

o x < ysix <y paratodo k€ {0,...,m —1}.
e x<ysix <yyexiste k € {0,...,m — 1} tal que z} < yy.
o x < ysix, <y, paratodo k€ {0,...,m—1}.

Utilizaremos la notacion obvia para las desigualdades inversas. Por ejemplo,
denotaremos x > y si y solo si y < @.
Asimismo, denotaremos 0 = (0,.m.,0) € R™ y, dados x,y € R™ tales que
<y,
[z, y] ={z e R" |z < z < y}.

La norma euclidiana no sera la tnica que utilizaremos en el conjunto R™ a
lo largo de todo el trabajo. Aparecerda en numerosas ocasiones la denominada
norma del mdximo o norma infinito, definida para un € R” como sigue:

||m||00 N méx{|m0|, |£L‘1|7 cey |$m—1|}-

Definicion 1.2. Sea (N, || - ||) un espacio normado real, diremos que un ope-
rador T : N' — N es completamente continuo si es continuo y T'(D) es un
subconjunto compacto de N para cada subconjunto acotado D C N.

Presentamos ahora el clasico teorema de punto fijo en extensiones de un
cono debido a Krasnosel’skii, que puede verse, por ejemplo, en [66] o en [107,
Teorema 13.D].

Teorema 1.1. Sea N un espacio de Banach real con el orden inducido por un
cono IC. Supongamos que el operador T : IC — IC es completamente continuo
y una extension del cono, i.e., existen 0 < r < R tales que

x 2Tz para todo x € K con ||| =r (1.1)

x i Tz para todo x € K con ||z|| = R. (1.2)

Entonces T tiene al menos un punto fijo  en IKC conr < ||z| < R.
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A partir de este ultimo resultado se prueba en |26, Teorema 2.1] el siguiente
teorema, del que presentamos la demostracion para una mejor comprension del
texto.

Teorema 1.2. ([26, Teorema 2.1]) Sean N un espacio de Banach real, K un
cono normal con interior no vacio y T : K — K un operador creciente y
completamente continuo. Definamos S = {x € K : Tx < x} y supongamos
que:

1. Emiste x € S tal que & > 0.
2. S es acotado.
Entonces existe x € K, * # 0, tal que x = Tx.

Demostracion. Como & € int(K), entonces existe r > 0 tal que B(Z,r) C K.
Ahora bien, si € K con ||z|| = r esta claro que & — x € B(&,r) C Ky, por
lo tanto, x < Z.

Consideraremos dos casos diferentes.

Caso 1. Supongamos que existe € K con ||z|| = r tal que x < Tx.
Definamos la sucesion xy = @, x,, = Tx,,_; para todo n € N. Entonces

rxo=x Tx =Tx; = x,

por lo que, al ser T un operador creciente, se deduce por inducciéon que la
sucesion {x,}>°, es monotona creciente. Por otra parte, dado que = < Z,
T € Sy T es creciente, tenemos que

O<zxz=<x,=T"'x <T"x Xx paratodon €N,

con lo que el hecho de ser I normal implica que ||, || < ¢||&|| para todo n € N,
es decir, que la sucesion {x,}>°, esta acotada.

Ahora bien, debido a que T es un operador completamente continuo, la
sucesion {T'x,, }°° , = {x, }°2, es relativamente compacta y, consecuentemente,
existe una subsucesion {x,, }7>, convergente con limite *. Fijémonos en que
la sucesion {x,, }32, es creciente (ya que lo es la sucesion {x,}72 ), por lo que
x,, = x* para cada k y, asi, para cada n > n;, tenemos que x,, < x, <X x*. Al
ser KC un cono normal, de lo anterior se deduce que ||z* — @, || < c||lz* — x,, ||,
lo que implica que la sucesion {x, }°°; también es convergente con limite a*.

Como el operador T es continuo, entonces &* = Tx*, es decir, £* es un
punto fijo del operador T tal que 0 < & =< x* < &. En particular * € I\ {0}.

Caso 2. Supongamos, por el contrario, que A Tx para todo & € K con
||| = r. Como S es acotado, existe R > r tal que T £ « para todo € K
con ||z|| = R. Entonces el Teorema 1.1 garantiza, en este caso, la existencia
de un punto fijo distinto del cero. n
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Si tomamos N' = R™ y el cono K = R, un caso particular del teorema
anterior es el siguiente corolario, que resulta ser el resultado principal obtenido
por Persson en [88].

Corolario 1.1. (|26, Corolario 2.1] y [88, Teorema 5|) Supongamos que el
operador T' : R — R es continuo y creciente. Sea S = {x € R} : T'(x) <
x}. Si S es acotado y existe un T € S tal que T > 0, entonces erxiste > 0
tal que € = T'(x).

A lo largo del capitulo, dados n, N € N con 1 < n < N, denotaremos
I:={0,1,...,N—1}, J:={0,1,...,N+n—1}y

N = {wGRN+”|xi:xN+i,iE{O,...,n—l}}.

Dados Kj,...,K, € R, consideraremos el siguiente operador lineal
T,[Ko, ..., K, : Q¥ — RN definido por

To[Ko, ..., K|y = Tpyn + Z K; xp;, paratodok € I. (1.3)
=0

Pasamos ahora a introducir los conceptos de operadores inverso positivos
(inverso negativos) y fuertemente inverso positivos (fuertemente inverso nega-
tivos).

Definicion 1.3. Dados K, ..., K, € Rtalesque 14+ K,, # 0y 1+>_"" K, > 0,
decimos que el operador T,[Koy,...,K,| es inverso positivo en 7% si
T,[Ko,..., K, > 0 implica que > 0 para todo & € QF},.

Definiciéon 1.4. Dados K, ..., K, € Rtalesque 1+ K, # 0y 1+>_" K; > 0,
decimos que el operador T',[ Ky, . . ., K] es fuertemente inverso positivo en Q7%
si T, [Koy, ..., K,] > 0 implica que & > 0 para todo x € QY.

Definicion 1.5. Dados K, ..., K, € Rtalesque 14+ K,, #0y 1+>_" K; <0,
decimos que el operador T,[Ky,...,K,| es inverso negativo en QF si
T,[Ko,..., K, > 0 implica que < 0 para todo x € Q},.

Definiciéon 1.6. Dados K, ..., K, € Rtalesque 14+ K, # 0y 14+>_1 K; <0,
decimos que el operador T',[Ky, . .., K] es fuertemente inverso negativo en Q%
si T, [Ko, ..., K, > 0 implica que x < 0 para todo « € %

OBSERVACION 1.1. Es inmediato verificar que un operador fuertemente in-
verso positivo (fuertemente inverso negativo) en Q% es también un operador
inverso positivo (inverso negativo) en Q.
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OBSERVACION 1.2. Si el operador T,[Ky,...,K,] no es invertible en Q%,
entonces existe 0 # v € Ker(T,[Ky,...,K,]). Como el operador es lineal,
M € Ker(T,[Ky,...,K,]) para todo A € R, por lo que T',[K),..., K,] no
serd inverso positivo —como tampoco fuertemente inverso positivo— en dicho
caso.

Es por esto que en las definiciones 1.3 y 1.4 esté implicita la existencia del
operador inverso 1", I[KO, ..., K] v, por lo tanto, la existencia de la funcion
de Green asociada al operador T,![Ky, ..., K,] en QF%.

En el trabajo [31] puede verse como se construye dicha funciéon de Green,
aunque méas adelante, en este capitulo, expondremos un caso particular de tal
construccion.

Del mismo modo puede comprobarse que las definiciones 1.5 y 1.6 también
implican la existencia del operador inverso y su correspondiente funciéon de
Green asociada.

OBSERVACION 1.3. Esta claro que la condicion 1 + K, # 0 es necesaria para
asegurar que el operador T',[K), ..., K,] es un operador de orden n, y no de
orden inferior.

OBSERVACION 1.4. Como puede verse en [31], tomandou = {C,...,C} € Q%
con C' < 0, como T, [Ky, ..., K,Ju > 0 siempre que 1+ > " ; K; <0, es obvio
que el operador no sera inverso positivo en ese caso. Es por esto que la condicién
1+ 3" ,K; > 0no es restrictiva en las definiciones 1.3 y 1.4.

Razonando de una manera similar, podemos verificar que el operador
T,[Ky, ..., K,] nunca sera inverso negativo en caso de que 1+ >"" K, > 0,
por lo que la condicion 1+ , K; < 0 no es restrictiva en las definiciones 1.5
y 1.6.

OBSERVACION 1.5. El operador opuesto —T,[Ky, ..., K,| puede escribirse
también como T',[— Ky, ..., —K,_1,— K, — 2], y no es dificil comprobar que el
operador T',[Ky, ..., K,] es (fuertemente) inverso positivo en Q% si y solo si
el operador —T',[Ky, ..., K,] es (fuertemente) inverso negativo en %.

1.2. Un resultado general de existencia

Consideremos la ecuacion en diferencias general implicita no auténoma de
orden n,

Lk+n :g(k7xka"'7xk+n>7 ke ]7 (14)

en donde g : I x R""! — R es una funcién continua, junto con las siguientes
condiciones de frontera periddicas,

T =Ny, 1€90,...,n—1} (1.5)
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Definicion 1.7. Una solucion del problema (1.4)-(1.5) serd un elemento & =
(z1)Mr~1 € RV que satisfaga tanto la ecuacion (1.4) como la ecuacion (1.5).

Introducimos ahora los conceptos de sub y sobresolucion.

Definicién 1.8. Diremos que un elemento a € RV*" es una subsolucion del
problema (1.4)-(1.5) si verifica que

prn < gk, g, .. i), ke, (1.6)
a; < AN, iE{O,...,n—l}.

Definicién 1.9. Diremos que un elemento 3 € RY*" es una sobresolucion del
problema (1.4)-(1.5) si verifica que

/Bk—i—n > g(kyﬁk’a SR 7Bk+n)a ke Ia (18)
Bi > Bnsi, 1 €{0,...,n—1}.

En esta seccion probaremos, bajo ciertas hipotesis, la existencia de al menos
una soluciéon positiva para el problema (1.4)-(1.5). Para ello reescribiremos
la ecuacion (1.4) en términos del operador T',[Ky, ..., K,|, de la siguiente
manera:

T[Ko,...,Kn]l‘k :f(k:,xk,...,xk+n), kel, (110)

en donde la funcion f : I x R"*! — R esta definida por

flkyxp, .o Tpgn) = g(k, Thy o -« Tpyn) + Z Kixp.;. (1.11)

i=0
OBSERVACION 1.6. Claramente, la funcién f es continua si lo es la funcion g,
y los problemas (1.4)-(1.5) y (1.10)-(1.5) son equivalentes.

OBSERVACION 1.7. También podemos adaptar la definicién de subsolucién al
problema escrito en términos del operador T,[Ky, ..., K,] y la funcion f sin
més que escribir la condicion (1.6) como

T[KQ,...7Kn]O{k < f(k’,ozk,...,ozk+n), kel (112)

Y lo mismo ocurre con la definicién de sobresolucion.

Si el operador T,[Ky, . . ., K,] es invertible en Q%,, esta claro que x € RN
es una solucion del problema (1.4)-(1.5) si y solo si  es un punto fijo del
operador T : RN+ — RN*" definido por

N—-1
Tay =) Gk, j)f(G . 2500), paratodo k € J, (1.13)
=0
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en donde G : J x I — R es la funcién de Green asociada al operador inverso
T 'Ko,..., K,]

Veamos que dicha funciéon de Green es positiva siempre que se cumpla la
siguiente hipotesis:

(Hp) El operador T',[Ky, ..., K,] es fuertemente inverso positivo en % .

Lema 1.1. El operador T,[Ky,...,K,] es fuertemente inverso positivo en
Q% siy solo si la funcion de Green asociada al operador T, [Ky, ..., K,] es
positiva.

Demostracion. Supongamos que el operador T', [ K, . . ., K] es fuertemente in-
verso positivo en Q%. Por la Observacion 1.2 sabemos que T',, [ Ky, . . ., K] es in-
vertible en Q%. En [31, Corolario 5.1] se prueba que el operador
T,[Ko,...,K,] es inverso positivo en Q% si y solo si la funciéon de Green
G :J x I — R asociada al operador T, *[K,, ..., K,] es tal que G(k,j) > 0
para todo (k,j) € J x I.

Supongamos que existe (ko, jo) € J x I tal que G(kg,jo) = 0. Definamos

f:I — R como
=g
y sea u = (ug, ..., Unin_1) la solucion tnica del problema
To[Ko, ..., Kplup, = f(k), kel, w=uyy, ¢=0,...,n—1

Claramente u € Q% y T, [Ko, ..., K,]u > 0, pero

N-1

ury = Y G(ko, 4)1(j) = 0.

J=0

De todo esto se deduce que u % 0, lo que contradice el caracter fuertemente

inverso positivo del operador T',[ Ky, ..., K]
Para probar el reciproco, supongamos que la funciéon G es positiva, y tome-
mos u € Q% que verifique T,[Ky, ..., K,Ju = v > 0. Entonces existe jy, €

tal que v;, > 0, y asi

N-1
up = Z G(k,j)v; > G(k, jo)v;, > 0, para todo k € J.

J=0

Por consiguiente, u > 0 y la demostraciéon ha acabado. O]
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OBSERVACION 1.8. De manera similar, podemos concluir que el operador
T,[Ko, ..., K,] es fuertemente inverso negativo en QF; si y solo si la funcion
de Green asociada al operador T, '[Ky, ..., K,| es negativa en J x I.

Estamos ahora en condiciones de demostrar el resultado principal de este
capitulo, en el que se deduce la existencia de al menos una solucién positiva
del problema (1.4)-(1.5).

Teorema 1.3. Supongamos que se satisfacen tanto la hipdtesis (Hy) como las
siguientes condiciones:

(Hy) f(k,x) >0 para todo k € I y todo x € R/,

(Hy) f(k,z) < f(k,y) para todo k € I, y para todo =,y € R tales que
r<uy.

(H3) Eziste & € QY tal que >0y

TolKo, .o, Kp|@p > f(ky g, Tray- - o Tiyn), para todo k € 1.

(Hy) Eziste i€ {0,...,n} tal que

lim f(k’, LOyevos Lj— 1,5 L5, Ljtly- - - 7l’n) —
ZT;—>00 ZT; ’

para todo x; >0, j € {0,...,n}\{i}, y para todo k € I.

Entonces el problema (1.4)-(1.5) tiene al menos una solucion © € RY™™ tal
que & > 0.

Demostracién. Denotemos

= ) G(k,q M = 3 G(k. 7).
mi= i Gk ) y oéx Gk, j)

Utilizando la hipotesis (Hp) y el Lema 1.1, tenemos que 0 < m < M. Dado
que la condicion (Hj) implica que minge; Zr > 0, podemos elegir 0 < £ <
m/M < 1 suficientemente pequenio tal que

n Ty > £||Z|o-
min 7 > ¢|Z]]

Ahora definimos

K:={xeR"™| Igglxk > ¢l b (1.14)

que es un cono normal (¢ = 1) en R¥*" y con interior no vacio.
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Sea “=<” el orden inducido en RY*" por el cono K, i.e.,
x <Xy < min(yy — ) > €y — |-
keJ
También definimos
S={xel|Tx <z},

en donde T es el operador definido en (1.13).
Como paso previo a la aplicacion del Teorema 1.2, probaremos las siguien-
tes aserciones.

Asercion 1. T(K) C K.

Si @ € K, entonces z;, > 0 para todo k € J y, utilizando (H;), obtenemos
que

N-1
r]?mTﬁk manG (k) f(Jsxjyees Tjsn) > Z_;mf(j,xj,...wﬁn)

N-1 -1
ZZ§Mf(]7I]7 ‘r]-i-'n >§I£lea§< _ j?‘rjv"'7xj+n)
= &[T oo,

por lo que T'x € K, y la aserciéon esta probada.

Asercion 2. El operador T': K — K es monoétono creciente.

Sean x,y € K tales que * < y. Esta claro que también & < y, asi que,
usando la hipotesis (Hz) y realizando los calculos de manera anéloga a los de
la anterior afirmacion, llegamos a la conclusion de que

min (Tyr — Tay) > &[Ty — Tx||,

por lo que Tx <X Ty.

Asercion 3. El operador T : K — K es completamente continuo.

El operador T es continuo y esta definido en un espacio de dimension finita,
por lo que también es completamente continuo.

Asercion 4. 2 € Sy 0< &

Debido a como hemos elegido £ previamente y a la definiciéon de IC, tenemos
que & € int(K), o lo que es lo mismo, 0 < &.

Por otra parte, la condicion (H3) garantiza que existe una funciéon no ne-
gativa h : I — R tal que

Tu[Ko, ..., K%y = f(k, %k, Tks1, - - -, Than) + hi para todo k € 1.
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Como el operador T,[K), ..., K,] es invertible en Q% la igualdad previa
es equivalente a la siguiente expresion:

F

T — T3 =T, Ko, ..., Kuh = G(k,j)h; paratodo k € J.

<.
Il
o

Ahora, realizando céalculos similares a los utilizados en la demostracion de
la Asercion 1, deducimos que

keJ
lo que implica que TZ < Z y, por lo tanto, & € S.
Asercion 5. S esta acotado.
La condicion (Hy) nos dice que existen i € {0,...,n} y é > 0 tales que, si
x; > 0, entonces

1 1 1 1
f(k"5mN7"'7§mN’xi’§mN""’§mN> - 1
x; EmN

para todo k € I.
Tomemos a = méx{gm#N,cS} > 0. Entonces, si * € K es tal que
min ey x; > «, como f es creciente debido a (Hs), tenemos que

£ 1 1 1 1
f(j>33j7--~a$j+ia---’$j+n) >'f(‘]’SmN""’§mN’xj+i’EmN""7§mN> 1
Lj+i 4 Tjyi EmN

para todo j € I.
Debido a todo esto, si ¢ € K es tal que min;c; z; > o, entonces

N-1 N-1
Tx), = Z G(k,7)f(4,xj, .. Tjn) > Z G(k’j)—&:;\f
§=0 =0
«—_ &l
> . m gm]\(;o = ||@||oo > x, paratodo k € J.

o

<

De este modo T'x A @ y, como consecuencia, x ¢ S. Por lo tanto, siempre
que € S tenemos que min ey z; < oy, utilizando el hecho de que

> minz; >
o 2 minz; > {la]w,

deducimos que S C B(0,a/¢) y la afirmacion esté probada.
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Para finalizar, a partir del Teorema 1.2 y las aserciones previas, se deduce
que el operador T posee un punto fijo no trivial * € K, que es una soluciéon
del problema (1.4)-(1.5). Ahora bien, de la definicion del cono K se deduce
directamente que cualquier elemento € K o bien es & = 0 o bien es > 0,
por lo que x* es una solucion del problema (1.4)-(1.5) tal que =* > 0. O

OBSERVACION 1.9. De la hipotesis (H3) se deduce que & es una sobresolucion
del problema (1.4)-(1.5), mientras que esta claro que (Hp) implica que g = 0
es una subsolucion de ese problema. Debido a ello, el Teorema 2.1 en 31|
garantiza que tal problema tiene una soluciéon uw que verifica 0 < u < &. Sin
embargo, no podemos garantizar que uw > 0 (ni siquiera que u > 0).

Por otra parte, si existe una solucion u tal que u > 0 pero u % 0, pode-
mos asegurar, como consecuencia directa del teorema previo, que existen dos
soluciones distintas del problema (1.4)-(1.5).

OBSERVACION 1.10. En la demostracion del teorema anterior, utilizando tni-
camente las hipotesis (Hy) y (H3), podemos elegir un 0 < £ < m/M < 1
apropiado para construir un cono K adecuado para nuestros propoésitos. Debi-
do a esto, es posible relajar la hipotesis (Hy) de la manera siguiente:

(Hj) Existe i € {0,...,n} tal que

h,m f(]{?,l’(),...,xi_l,xi,$i+1,...,$n) > 1

para todo z; > (1/émN), j € {0,...,n}\{i} y para todo k € I.

1.3. Estudio del signo de la funciéon de Green

Como hemos visto en el Teorema 1.3, si la funcién de Green asociada al
operador T',[K), . .., K,] es positiva en J x I, imponiendo condiciones adicio-
nales a la funcion f, puede deducirse la existencia de al menos una solucion del
problema (1.4)-(1.5) con todas sus componentes positivas. El conjunto de va-
lores {Ky, ..., K,} en el que esta propiedad se cumple ha sido estudiado para
problemas con condiciones de frontera periddicas (ver [11, 31, 32]), condiciones
tipo Neumann ([33]) o, entre otros, problemas con condiciones multipunto de
orden superior ([4]). A pesar de esto, esta cuestion estéa lejos de ser totalmente
resuelta, solo los problemas de primer y segundo orden han sido estudiados en
profundidad.

Podemos ver en [31, 32| algunos resultados acerca del caracter inverso po-
sitivo del operador T',[Ky, ..., K] en funcion de los valores Ky, ..., K,. Esos
resultados se obtienen a partir del estudio del signo de la funcién de Green
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asociada al operador T, '[Kj, ..., K,], y la expresion de dicha funcién se cal-
cula resolviendo un sistema algebraico de n ecuaciones lineales. Presentamos
ahora un caso particular del Teorema 5.1 en [31], tomando K,, = 0, aunque el
caso general se obtiene directamente de este sin méas que dividir por 1 + K,,.

Teorema 1.4. Sean Ky,..., K,_1 nimeros reales fijados. Supongamos que el
operador T[Ky, ..., K,_1,0] es invertible en Q. Entonces, para o € RY, la
unica solucion del problema
Tn[Ko,...,Kn_hO]uk =0, kel, (115)
unyi = u;, 1 €90,...,n—1}, (1.16)
viene dada por la expresion
(k-1 N-1
Zk—j—10; + Z EN+k—j—103, stkel,
j=0 j=Fk
U =
k=1-N N-1
Z Zk—j—1-N Oj + Z Zk—j-107, stk e J\I,
[ 5=0 j=k—N

en donde z es la unica solucion del problema

ToKoy- s Kuo1,025=0, kel (1.17)
Zi_ZN+i207 1€ {0,...,71-2}, (].].8)
Zn—1 — AN4n—1 — 1. (119)

Ademas, a partir del Lema 1.1, no es dificil comprobar la certeza de los
siguientes resultados, que son una generalizacion del Corolario 5.1 en [31]:

Corolario 1.2. Supongamos que 1 4+ K,, > 0 y sea z la tinica solucion de
KO Kn—l

n 1+Kn771+Kn7

verificando las condiciones (1.18)-(1.19). Entonces, si 1 + > " (K; > 0, el

operador T, | Ky, ..., K,| es fuertemente inverso positivo en QU si y solo si
zr > 0 para todo k € I.

0:|Zk:0, ]{EEI,

Corolario 1.3. Supongamos que 1 + K, > 0 y sea z la tinica solucion de

T KO anl
n 1+Kn7"'a1+Kn7
verificando las condiciones (1.18)-(1.19). Entonces, si 1 + > "  K; < 0, el

operador Ty [Ky, ..., K,] es fuertemente inverso negativo en Q% si y solo si
2 < 0 para todo k € 1.

0:|Zk‘:Oa ke]a
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OBSERVACION 1.11. Por la Observacion 1.5, el operador T',[Ky,. .., K,] es
fuertemente inverso positivo (fuertemente inverso negativo) en Q% si y solo si
el operador opuesto T',[Lo, ..., L,] = T,[—Ko,...,—K,_1,—2 — K] es fuer-
temente inverso negativo (fuertemente inverso positivo) en Q.

Ademés resulta que 1+ L, = -1 - K, y1+> " Li=—-1->" K,

Entonces, en caso de que 1 + K, <0y 1+ > "  K; > 0, podemos aplicar
el Corolario 1.3 al operador T',[Ly, ..., L,| para obtener que T,[Ky, ..., K,]
es fuertemente inverso positivo en (2%, si y solo si z; < 0 para todo k € I.

De manera anéloga, siempre que 1 + K, < 0y 1+ > " K; < 0, po-

demos aplicar el Corolario 1.2 al operador T',[Lo, ..., L,] para obtener que
T, [Ky,...,K,] es fuertemente inverso negativo en Q% si y solo si z; > 0 para
todo k € I.

En [31, subseccion 6.1], los autores muestran que la expresion de la funcion
z asociada al operador T';[—\,0] —cuando este es invertible— viene dada por

)\k

= oW para todo k € J, (1.20)

2k
siempre que A\ # 0, y por z = {1,0,...,0} cuando A = 0. A partir de esta
expresion puede deducirse que z; > 0 para todo k € [ si y solo si A € (0,1),
mientras que 2z < 0 para todo k£ € I si y solo si A > 1.
Utilizando estos calculos, llegamos al siguiente resultado:

Proposicion 1.1. Sean Ky, K; € R tales que 1 + Ky > 0, entonces los si-
guientes enunciados son ciertos:

1. El operador T [Ky, K] es fuertemente inverso positivo en Q% si y solo
sil+ Ky >—Ky>0.

2. El operador T [Ky, K| es fuertemente inverso negativo en Q2% si y solo
st 1+ Kl < —Ko.

Demostracion. Como 1+ K; > 0, debido a los Corolarios 1.2 y 1.3 sabemos
que el operador T'1[ Ky, K] es fuertemente inverso positivo (fuertemente inver-
so negativo) en QX si y solo si la funcién z asociada al operador

Ky
T 0
1 LJrKf }

verifica que z; > 0 (< 0) para todo k € I.
Sin méas que tomar A = —Ky/(1+ K;) en la expresion (1.20), tenemos que
zr > 0 para todo k € I si y solo si

—K,
1+ K,

0< <1,
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que es equivalente a decir, en este caso, que 1 + K; > —Ky > 0.
Del mismo modo, sabemos que 2z < 0 para todo k € I si y solo si

_KO

1< ———-
14+ K’

o, lo que es lo mismo, 1 + K; < —Kj. O

OBSERVACION 1.12. En el caso de que 1 + K; < 0, de la Observacion 1.11 se
deduce que el operador T [Ky, K] es fuertemente inverso positivo en QY si
y solo si 1+ K; > —Kj, y es fuertemente inverso negativo en 2} si y solo si
14+ K < —Ky<0.

En [31, subseccion 6.2] podemos ver que la funcion z asociada al operador
T, (Ko, K1,0], cuando este es invertible, viene dada por una de las siguientes
expresiones, dependiendo de las raices del polinomio caracteristico del opera-

dor:

1. El polinomio caracteristico tiene dos raices reales distintas \; > Ao,

2 = ! M — X para todo k € J. (1.21)
A=A 1= 1\ )7

En este caso, zp > 0 para todo k € [ cuando 0 < Ay < \; < 101 <
Ay < A1. Por otro lado, z; < 0 para todo k € I cuando 0 < Ay <1 < Ay
En el resto de los casos z toma valores tanto positivos como negativos.

2. El polinomio caracteristico tiene una raiz real doble A\ = A\ = o,

CNTION(N — k) + k)
= TP

para todo k € J, (1.22)

siA#0,yz={01,0,...,0} si A = 0. Entonces z;, > 0 para todo
k € I cuando 1 # X > 0, mientras que z toma valores de distinto signo
o iguales a cero en cualquier otro caso.

3. El polinomio caracteristico tiene raices complejas rcosf 4 irsen 6, con
r>0y6e(0,mr),

rk=1(rN sen (N — k)6 + sen ko)
sen @ [(rV — cos N)? + sen? NO]’

2, = para todo k € J. (1.23)

Ahora z, > 0 para todo k € I si y solosi 6 € (0,7/N).

En el caso de que 6 € (7/N,7), z toma valores de distinto signo.
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Un cuidadoso analisis de estas expresiones nos permite obtener el siguiente
resultado:

Proposicion 1.2. Sean Ky, K1, Ko € R tales que 1 + Ky > 0. Ademds, si
K? —4 Ky (1+ Ky) <0 denotamos

—/4Ky(1 + Ky) — K?
§ = arctan ( VAR [}L 2) 1) € (0,m).
1

Los siguientes enunciados son ciertos:

1. Siempre que 14+ Ko+ Ky + Ky > 0, el operador Ty Ky, K1, K5 es fuerte-
mente inverso positivo en Q3 si y solo si se verifica una de las siguientes
condiciones:

(1) K% — 4K0(1+K2)<0y9€(0,7T/N).
(1) K} —4Ko(1+ K3) =09y 0< —K; #2(1 + K,).
(ZZZ) K2 0(1+K2)>0, 2(1+K2)+K1>0, K1<0yK020.
(ZU) K2 4K0( +K2)>03/2(1+K2)+K1<0
2. Siempre que 1+ Ko+ Ky + K5 < 0, el operador Ty Ko, K1, Ks| es fuerte-

mente inverso negativo en Q4 siy solo si K —4Ky(1+ Ks) >0, K; <0
y Ko > 0.

Demostracion. Para probar la primera parte, al ser 1+ K5 > 0, por el Corola-
rio 1.2 sabemos que el operador T'5[Ky, K7, K| es fuertemente inverso positivo
en Q% siysolosil+ Ko+ K| + Ky >0y la funcién z asociada al operador

e
N+ Ky 1+ Ky

verifica que z, > 0 para todo k € [.
Pero es claro que, si K7 —4K,(1 + K3) < 0, tomando

Ko
1+ Ky

r =

—AKy(1+ K;) — K12>

0 = arct
arctan < e

€ (0,m),

la funciéon z viene dada por la expresion (1.23). Por lo tanto, z; > 0 para todo
ke Isiysolosife (0,71/N).
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En caso de que K? —4Ky(1+ K3) = 0, la funcion z esta definida por (1.22),

con
_Kl

2(1+ Ky)’
por lo que z; > 0 para todo k € I siy solosi 0 < —K; # 2(1+ Ks).

Por tltimo, cuando K7 —4Ky(1+ K3) > 0, la funcién z resulta ser la de la
expresion (1.21), en donde

A:

. — K+ /K? — 4K, (1 + K>)
b 2(1 + Ky)

v . —Ki — K} —4Ko(1 + Ky)
p 2(1 + K>)

Asi, para que se cumpla que z; > 0 para todo k € I, 0o bien K;+2(14+K3) <
0,0bienK1+2(1+K2) > —K; >OyK020

Por otro lado, cuando 1+ K5 > 0, el Corolario 1.3 garantiza que el operador
T,[Ky, K1, K] es fuertemente inverso negativo en Q?\, siysolosil+Kg+ K+
Ky < 0y la funcién z asociada al operador

K K
T2 0 ) 4 70]
1+ Ky 1+ K,

verifica que 2z, < 0 para todo k € I.

A partir del anterior analisis del signo de la funcién asociada al operador
Ts[\1, Mo, 0] se deduce que z; < 0 para todo k € I siy solo si K7 — 4Ky(1 +
Ky) >0, K; <0y Ky >0. ]

OBSERVACION 1.13. En caso de que 1 + Ko < 0y 14+ Ko+ K; + Ky > 0,
tenemos que el operador T'5[Ky, K1, K] es fuertemente inverso positivo en Q%
siysolosi K —4Ky(1+K,) >0, K; >0y Ky <0.

Por otra parte, si 14+ Ko+ K7+ K3 < 0 el operador T'5[Ky, K7, K| es fuer-
temente inverso negativo en Q% si y solo si se verifica alguna de las siguientes
condiciones:

(i) K2 — 4K,(1+ K3) <0y 6 € (0,7/N).

(i) K2 —4Ko(1+ K3) =0y 0 < K # —2(1+ ).
) Ki
) K

(111 2—4K0(1+K2)>O,2(1+K2)+K1<O,K1>OyK0§O.

(iV 12—4K0(1+K2)>0y2(1+K2)+K1>0
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Para ecuaciones de orden superior solo se han obtenido resultados parcia-
les. En [32, Lemas 2.3 y 2.4] se estudia un problema de orden n utilizando
el hecho de que la composicién de operadores inverso positivos, definidos en
conjuntos apropiados, es también un operador inverso positivo, y expresando
dicho operador como la composiciéon de operadores inverso positivos de primer
y segundo orden.

Definiciéon 1.10. Dados m,n nimeros naturales positivos tales que m +n <
N,y dados Ky,..., K,y Lg,..., L, nimeros reales, denominaremos composi-
cion de los operadores T',[Ky, ..., K,] y Tw[Lo,- - ., Ly] al operador

T, Ko, ..., K, oTm[Lo, ..., Lyl : Q" — RY, (1.24)
definido por
T,[Ko,..., Ky oT (Lo, Lp|u = Ty[Ko, ..., K, (Tm[Lo, - .., Li]ut).

OBSERVACION 1.14. Tomando n < r < N, es posible relacionar biunivoca-
mente los elementos del conjunto Q% (puede interpretarse que RY = Q%) con
los del conjunto €2, de la siguiente manera:

A cada elemento

(T0y ey Ty v ey Ty e e oy EN—15 Xy - « -y Ti—1)
de Q% le corresponde el elemento
(X0y ooy Ty e e ey Ty e s EN1y Ly v ey Ty ey Tp—1)

de QY.
De este modo, la definicion del operador T,[Ky, ..., K,] puede ser gene-
ralizada extendiendo su dominio al conjunto {2}, e interpretar aquel como un

operador
T,[Ko,...,K,]: Qy — Q"

A partir de estas consideraciones, esté claro que la composicion de opera-
dores (1.24) esta bien definida.

OBSERVACION 1.15. Igual que hemos generalizado la definiciéon del operador
T,[Ko,...,K,], podemos generalizar las definiciones de operador inverso po-
sitivo (inverso negativo) y fuertemente inverso positivo (fuertemente inverso
negativo) a los nuevos operadores. Asi, dado n < r < N, resulta evidente que
el operador T,,[Ky, ..., K,] es inverso positivo (inverso negativo) en 7} si y
solo si lo es en 2%, y lo mismo ocurre si el operador es fuertemente inverso
positivo o fuertemente inverso negativo.
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Estamos ahora en condiciones de generalizar el Lema 2.1 de [32].

Lema 1.2. Si el operador T, [Ky, ..., K,] es fuertemente inverso positivo en
el espacio QF;, mientras que el operador T,,[My, ..., M,] es fuertemente in-
verso positivo (fuertemente inverso negativo) en QR, entonces el operador
composicion T,[Ky,...,K,| o T, [My,..., M,] es fuertemente inverso posi-
tivo (fuertemente inverso negativo) en QUxt™. Ademds, si ambos operadores,
T,[Ko,...,K, yTn[M,..., My,|, son fuertemente inverso negativos en, res-
pectivamente, Q% y QR entonces el operador composicion T,[Ko, ..., K,| o
T [ My, ..., M,] es fuertemente inverso positivo en Q™.

Demostracion. Sea u € Qu™ tal que
Tn[KO, SN Kn] o Tm[M(), cee Mm]u > 0.

Atendiendo a la Observacion 1.14, sabemos que T'p,[Mo, ..., My,|u € Q%
y, al ser T',[K, ..., K,] fuertemente inverso positivo en %, necesariamente
se cumple que T,,[My, ..., My,Ju > 0.

Como T,,[My, ..., M) es fuertemente inverso positivo en Q7, también lo
es en Q™ —Observacion 1.15— y, por consiguiente, u >> 0. O

A continuacion, siguiendo las ideas expuestas en [32, Lemas 2.3 y 2.4|,
presentamos un resultado general que nos permite, en funciéon de las raices
del polinomio caracteristico, asegurar que la funciéon de Green es positiva. En
la demostracion haremos uso del siguiente lema y la observacion adjunta, que

son una modificacion, respectivamente, de [31, Teorema 4.1] y [31, Observacion
4.1].

Lema 1.3. Sean K,..., K, numeros reales tales que 1 + K,, > 0 y 1 +
YooK > 0. Sean Ly, ..., L, numeros reales tales que L; > K; para todo
i €{0,...,n}. Supongamos que el operador T[Ky,. .., K,] no es fuertemente
inverso positivo en %, entonces el operador T',[Lo, ..., L,] no es fuertemente
inverso positivo en %

OBSERVACION 1.16. En caso de que 1+ L, > 0y 1+ > " K, < 0, si
reemplazamos la condicion L; > K para todo i € {0,...,n} por L; < K; para
todo i € {0,...,n}, el lema anterior es vélido para operadores fuertemente
inverso negativos.

Teorema 1.5. Sean K, ..., K,, Lg,..., L, numeros reales tales que 1+ K, >
0yl+>r K >0 Sean A\ € R, cons € {1,....k} y0 < k <mn,y
rs(cosfs i senby), cons € {l,...,5},0<j<n/2yk+j=n, las raices del
polinomio

p(A) = (1 + L))" 4 Ly A" 4+ + Lid + L.

Supongamos que:
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(i) rs >0 y b5 € (0,7/N) para todo s € {1,...,j}.

(17) Existe un nimero par 0 < m < k tal que \s > 1 para todo s € {1,...,m}
y As € (0,1) para todo s € {m+1,...,k}.

Entonces el operador T, [Ky, ..., K,| es fuertemente inverso positivo en
Q% siempre que K; < L; para todo i € {0,...,n}.

Demostracion. Es sencillo comprobar que el operador T',[Lo, ..., L,| puede
descomponerse de la siguiente forma:

Tn[L(), .. ,Ln] = (]. +Ln) Tl[—)\l,O] (O OTl[—Am,O] OTI[_)\m—‘rhO] O-+--0
T1[—Xi, 0] 0 Ta[r}, =27y cos0y,0] 0 --- o Tyfrs, —2r; cosb;,0].

La Proposicion 1.1 nos asegura que los operadores T'1[—\,, 0] son fuer-
temente inverso negativos siempre que s € {1,...,m}, y fuertemente inver-
so positivos si s € {m + 1,...,k}. Ademas, por la Proposicién 1.2 sabemos
que los operadores Ts[r2, —2 7, cosd,, 0] son fuertemente inverso positivos para
s € {l,...,j}. Asi, sin mas que aplicar el Lema 1.2, y teniendo en cuenta que
1+ L, > 1+ K, > 0, deducimos que el operador T',[Lo, . .., L,| es fuertemente
inverso positivo en Q%.

Ahora, utilizando el Lema 1.3, como 1+ Y " /K; > 0y 1+ K,, > 0, esta
propiedad sigue siendo valida para el operador T',[Ky, . . ., K,]. O

OBSERVACION 1.17. Como consecuencia de la Observaciéon 1.16, si en el enun-
ciado del teorema anterior cambiamos 1+ K, > 0 por 1 + L, > 0, 1 +
YoroKi>0porl+>" K; <0y m par por m impar, entonces el operador
T,[Ky,...,K,] es fuertemente inverso negativo en Q% siempre que K; > L;
para todo ¢ € {0,...,n}.

OBSERVACION 1.18. Reemplazando 1+ K,, > 0 por 1+ L,, < 0 y m par por m
impar en el enunciado del Teorema 1.3, sin mas que aplicar la Observacion 1.17
al operador —T',[Ky, ..., K,], se deduce que el operador T',[Ky, ..., K,| tam-
bién es fuertemente inverso positivo en 23, siempre que K; < L; para todo
ie€{0,...,n}.

EJEMPLO 1.2. El siguiente operador de orden 5:

Ts[Lo, - ., LsJug = 4upys — (16 + 4v/3)upss + (23 + 16V3)up s
— (22 + 19V/3)uppo + (19 + 6vV/3)upyy — bug,

es fuertemente inverso positivo en Q3.
Es sencillo verificar que 1 + Z?Zl Li=2—+3>0,1+L;=4>0, y que
el polinomio caracteristico asociado al operador puede escribirse como

p(\) = 4(\ — 2)()\ — ;) ()\ — %) (()\ — cos g)2 + sen? %)
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Por lo tanto, el polinomio caracteristico tiene tres raices reales,

y dos raices complejas conjugadas,

\ T L 0 \ T 0

= cos — +isen — = Ccos — —isen —.

! 6 6 Y " 6 6

Debido a que 7/6 € (0,7/5), esta claro que podemos aplicar el Teorema 1.5

para deducir que el operador T'5[Lo, . .., Ls| es fuertemente inverso positivo en
Ademas, cada operador T'5[Ky, . .., K5] de orden 5 que verifique 14+ K5 > 0,

1457 K, >0y Ky < —6, Ky <19+6V3, Ky < =22 — 193, Ky <

23 + 16\/5, Ky, < —16—4+3 y K5 < 4, es fuertemente inverso positivo en Qg

OBSERVACION 1.19. Dado que 7/6 € (0, 7/6], podemos asegurar —como pue-
de verse en [31, secciones 6.2 y 6.3]— que el operador del anterior ejemplo es
inverso positivo en el espacio Q2. Sin embargo, el Teorema 1.5 no garantiza
que sea fuertemente inverso positivo en €22, aunque, como este teorema tni-
camente proporciona condiciones suficientes, tampoco garantiza lo contrario.
Para saber si ese operador es o no fuertemente inverso positivo en 22, hemos
de obtener la expresion de la funcion de Green asociada y realizar un estudio
de su signo.

1.4. Casos particulares

En esta seccion, con el objetivo de obtener resultados que garanticen la exis-
tencia de soluciones positivas de determinados problemas de valores de frontera
periédicos —tanto de primer y segundo orden como de orden superior—, ha-
remos uso de los resultados previamente obtenidos, junto con algunos de los
argumentos utilizados en [32] para ciertos operadores periddicos de orden n.

De aqui en adelante, a lo largo de todo el trabajo, denotaremos

Az = Ty — T,
All‘k = A(Al_ll‘k),

paratodo k€ Iyl € {2,...,n}.
Ademaés, durante toda la seccion, reescribiremos la hipotesis (Hy) de la
siguiente manera:

k
(Fp) lim Sk, z) = o0 paratodo k € I.

T—00 xX
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1.4.1. Problemas de primer orden

En primer lugar vamos a estudiar el problema explicito de primer orden,
que aparece en el desarrollo del conocido método de Euler para calcular apro-
ximaciones de las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias:

Axy = f(k,x), kel, xzp=uxy. (1.25)
Por la Proposiciéon 1.1 sabemos que el operador
Tl[M— 1,0] T = Al’k +M$k

es fuertemente inverso positivo en Q) si y solo si M € (0,1).
A partir de ahi, llegamos al siguiente resultado de existencia para el pro-
blema (1.25).

Teorema 1.6. Supongamos que se cumplen tanto la hipdtesis (Fy) como las
siguientes condiciones:

1. Eziste M € (0,1) tal que f(k,z) + M x es mayor o igual que cero y
creciente para todo k € I yx > 0.

2. Emiste T € Q, tal que T > 0 y Az > f(k,Zy) para todo k € I.

Entonces el problema (1.25) tiene al menos una solucion x € QL tal que
x> 0.

Demostracion. Para cada M € (0,1) dado, el problema (1.25) puede reescri-
birse de la siguiente manera:

Tl[M—1,0]J}k:f<k3,$k)—|—M:L‘kEg<k‘,l’k), k€I7 To = ITN.

La condicién (Hyp) se cumple, ya que el operador T [M — 1, 0] es fuertemen-
te inverso positivo en Q. Claramente g verifica (Hy), (Ha) y (Hy), y & es una
sobresolucion positiva del problema considerado. Entonces, a consecuencia del
Teorema 1.3, podemos garantizar la existencia de una solucién, con todas sus
componentes positivas, del problema (1.25). ]

EJEMPLO 1.3. El siguiente problema

k
Az = ‘/E£+2 - k——HSenxka kel= {07 172}? Lo = T3,

tiene una solucion & € QF con todas sus componentes positivas.
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Demostracion. Este problema es un caso particular del problema (1.25), to-
mando

k
k+1

f(ka x) = $k+2 -

senx,

y N =3.
Por lo tanto,

lim ik z) = lim <ask+1 R senx) =0
k+1 =z

T—00 x T—00

para todo k € I.
Tomando M = 2/3 tenemos que

k +23:
Ssenxr —
+1 3’

flk,2) + Mz = 22 — 2

y no es dificil comprobar que la funcién f(k, z)+ Mx no toma valores negativos
y es creciente para todo k € [ y * € Ry.
Por ultimo, puede verificarse que

_ (1 4 776 —-729sen (3) 1
R 1458 '3

es una sobresolucion (tal que & > 0) para este problema.
El Teorema 1.6 garantiza la existencia de una solucién, sin componentes
negativas ni iguales a cero, para este problema. O]

A continuacion consideraremos el caso implicito,
Axy = f(k,xps1), k€I, m)=zN. (1.26)
La Proposicion 1.1 muestra que el operador
T[—1,M]xp =Axp + Mgy,

es fuertemente inverso positivo en Q) si y solo si M > 0.
Con argumentos analogos a los utilizados en la demostracion del teorema
anterior, podemos obtener el siguiente resultado para el problema (1.26).

Teorema 1.7. Supongamos que se cumplen tanto la hipdtesis (Fy) como las
siguientes condiciones:

1. Exziste M > 0 tal que f(k,x)+ M x es mayor o igual que cero y creciente
para todo k € I yx > 0.

2. Eziste & € QX tal que T > 0 y AZy, > f(k,T41) para todo k € 1.
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Entonces el problema (1.26) tiene al menos una solucion x € Qj tal que
x> 0.

EJEMPLO 1.4. El problema

Arp =z 4 —kapy, kel={0,1,2}, z=uxs,
tiene, al menos, una soluciéon con todas sus componentes positivas.
Demostracion. Este problema es un caso particular del problema (1.26) to-

mando f(k,z) =2*>—kxzy N = 3.

Asi que
k
lim L7 lfm (z — k) = 00
Z—00 T Z—00

para todo k € I.
Por otra parte, tomando M = 2, tenemos que la funciéon

flk,z)+ Mz =2* + (2 — k)

no toma valores negativos y es creciente para todo k € I y x > 0.
Para finalizar, no es complicado comprobar que

_ 1 12-v21
€XTr = B Sy =
AN XY ) ) -
es una sobresolucién, con todas sus componentes positivas, de este problema.

Por consiguiente, la existencia de una solucion € R* (con & > 0) del
problema tratado es una consecuencia directa del Teorema 1.7. O

Consideremos ahora los siguientes problemas:

—Ary = f(k,ry), kel, xo=2n, (1.27)

—Axy = f(k,x541), ke€l, xy=zxp. (1.28)

A tenor de lo expuesto en la Observacion 1.12, sabemos que el operador
T[M+1,-2] = —Ax + Mxy,

es fuertemente inverso positivo en QX si y solo si M > 0, mientras que el

operador
T[1,M — 2| = —Axp + Mz

es fuertemente inverso positivo en QX si y solo si M € (0,1).
Por lo tanto, razonando del mismo modo que en la demostracion del Teo-
rema 1.6, podemos establecer los resultados que se enuncian a continuacion.
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Teorema 1.8. Supongamos que se cumplen tanto la hipdtesis (Fy) como las
sigutentes condiciones:

1. Eziste M > 0 tal que f(k,x)+ M x es mayor o igual que cero y creciente
para todo k € I yx > 0.

2. Eriste & € QY, tal que T > 0 y —Azy > f(k,Zy) para todo k € I.

Entonces el problema (1.27) tiene al menos una solucion con todas sus
componentes positivas.

Teorema 1.9. Supongamos que se cumplen tanto la hipdtesis (Fy) como las
siguientes condiciones:

1. Eziste M € (0,1) tal que f(k,z) + M x es mayor o igual que cero y
creciente para todo k € I yx > 0.

2. Existe & € QX, tal que @ > 0 y —AZy, > f(k,Try1) para todo k € I.
Entonces el problema (1.28) tiene al menos una solucion con todas sus

componentes positivas.

1.4.2. Problemas de segundo orden

Prestaremos ahora atencion a los siguientes problema de segundo orden:

AQZL'k = f(k},l'k), ke ], Ti = TN+, 1 € {0, 1}7 (129)
N’zy = f(k, o), k€L, m=aNny, i€{0,1}, (1.30)

y
A’y = f(k,2ri2), ke€l, x=xyy, i€{0,1} (1.31)

Sin més que aplicar la Proposicion 1.2, sabemos que se verifican las siguien-
tes propiedades:

1. El operador Ty[My+ 1, —2,0] x), = A% 2, + My x, es fuertemente inverso
positivo en Q3 si y solo si My € (0, tan® T).

2. El operador To[1, My —2,0] x;, = A% x, + M, w141 es fuertemente inverso

positivo en Q3 si y solo si M; € (0,4sen® 75).

3. El operador T[1, =2, My] ), = A% x), + My 1419 es fuertemente inverso

positivo en Q3 si y solo si M, € (0,tan® ).

Por lo tanto, al igual que obtuvimos el Teorema 1.6, podemos obtener los
siguientes resultados:
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Teorema 1.10. Supongamos que se cumplen tanto la hipdtesis (Fy) como las
siguientes condiciones:

1. Eziste M € (0,tan* %) tal que f(k,z)+ M x es mayor o igual que cero
y creciente para todo k € I yx > 0.

2. Eziste & € Q%, tal que T > 0 y Az, > f(k,Ty) para todo k € I.

Entonces el problema (1.29) tiene una solucion con todas sus componentes
positivas.

Teorema 1.11. Supongamos que se cumplen tanto la hipdtesis (Fy) como las
siguientes condiciones:

1. Eziste M € (0,4 sin? 57) tal que f(k,x)+M x es mayor o igual que cero
y creciente para todo k€ I yx > 0.

2. Eziste & € Q%, tal que T > 0 y A%T), > f(k,Zy1) para todo k € I.

Entonces el problema (1.30) tiene una solucion con todas sus componentes
positivas.

Teorema 1.12. Supongamos que se cumplen tanto la hipdtesis (Fy) como las
siguientes condiciones:

1. Eziste M € (0,tan* %) tal que f(k,z) + Mz es mayor o iqual que cero
y creciente para todo k € I y x > 0.

2. Existe & € Q%, tal que T > 0 y A%y, > f(k, o) para todo k € I.

Entonces el problema (1.31) tiene al menos una solucion con todas sus
componentes positivas.

EJEMPLO 1.5. El siguiente problema:

kE+1
A’zy, = xp41 log (%H + k—H>a k€{0,1,2},

xg=1x3, x1 =x(4),
tiene, por lo menos, una solucién con todas sus componentes positivas.
Demostracion. Este problema es un caso particular del problema (1.30) to-

mando N =3y
k+1
k,x) =1l — .
f(k,z) x0g<x+k+2)

Es inmediato comprobar que la condicion (Fp) se cumple.
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Por otra parte, tomando M = log(2) < 1 = 4sen*(7/6), tenemos que
f(k,x) + Mx es mayor o igual que cero y creciente para todo k € [ y z € R,.

Asimismo, es sencillo verificar que & = (1/4,...,1/4) es una sobresolucion,
con todas sus componentes positivas, de este problema.

Asi pues, el Teorema 1.11 garantiza que este problema tiene, al menos, una
solucién con todas sus componentes positivas. ]

Al considerar los problemas

—Nxy, = f(k,ay), k€I, x=any, i€{0,1}, (1.32)
—AQZL‘k = f(k?,ZL‘k+1), kel, z,=zny, 1€ {O, 1}, (133)

y
_Aka = f(kak+2)7 ke I; Ty = TN+is (&S {07 1}7 (134>

como consecuencia de la Observacion 1.13 sabemos que los operadores

— A2z, + Mxy, =A%z, + My y —A2x), + Mx,o son fuertemente inverso

positivos en Q3 siy solosi M € (0,1], M >0y M € (0,1), respectivamente.
Debido a esto, podemos deducir los siguientes resultados:

Teorema 1.13. Supongamos que se cumplen tanto la propiedad (Fy) como las
sigquientes:

1. Existe M € (0,1] tal que f(k,z) + M x es mayor o igual que cero y
creciente para todo k € I y x > 0.

2. Existe & € Q%, tal que T > 0 y —A%Ty, > f(k,Z) para todo k € I.

Entonces el problema (1.32) tiene al menos una solucion con todas sus
componentes positivas.

Teorema 1.14. Supongamos que se cumplen tanto la propiedad (Fy) como las
stquientes:

1. Eziste M > 0 tal que f(k,x)+ M x es mayor o igual que cero y creciente
para todo k € I yx > 0.

2. Existe & € Q%, tal que T > 0 y —A%Ty > f(k,Zpy1) para todo k € 1.

Entonces el problema (1.33) tiene al menos una solucion con todas sus
componentes positivas.

Teorema 1.15. Supongamos que se cumplen tanto la propiedad (Fy) como las
siguientes:
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1. Eziste M € (0,1) tal que f(k,z) + M x es mayor o igual que cero y
creciente para todo k € I yx > 0.

2. Emiste T € Q%, tal que T>> 0 y —A?Zy > f(k,Ty2) para todo k € I,

Entonces el problema (1.34) tiene al menos una solucion con todas sus
componentes positivas.

1.4.3. Problemas de orden n

En esta subsecciéon nos ocuparemos del siguiente problema general de
orden n:

A'xy = f(k,x), kel, x;=zny, 1€{0,....,n—1}. (1.35)

Por medio de argumentos similares a los utilizados en [32, Lema 2.3|, y
aplicando el Teorema 1.5 al operador A" x;, + M x, obtenemos el siguiente
resultado:

Lema 1.4. Sea M > 0, entonces el operador A™ vy + M x5, es fuertemente in-
verso positivo en R, siempre que se cumpla una de las siguientes condiciones:

tan =

L.n=4p,pe{l,2,...} yM< W] 7

33

2. n=2+4p, pe{0,1,..} yM< [L} \

) i
1+tan ~ €os

3. n esimpar y M < [ ton & ]

o 2m T
tan 7 Cos —+cos o

Asi que, al igual que en el Teorema 1.6, utilizando en este caso el Lema 1.4,
obtenemos los siguientes resultados de existencia para el problema (1.35).

Teorema 1.16. Sea f una funcidn que satisfaga la condicion (Fy). Suponga-
mos que existe & € Q% tal que & > 0 y A"y, > f(k,Zy) para todo k € I, y
que se cumple una de las siguientes propiedades:

1.n=dp, p € {1,2,...}, f(k,x) + Mx es positiva y creciente para todo

n
tan T

k:EI,xEOyalgan<M<[ N

(1+tan ;) cos 7

2.n=2+4p,pe{0,1,...}, f(k,x)+ Mx es positiva y creciente para todo

ke[,xZOyalgan<M<[mrl%] .
N n
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3. n es impar, f(k,z) + Mx es positiva y creciente para todo para todo

tan % n

k:E],xZOyalgdn0<M<[ = -

27 T
tan N Cos —“+cos 5

Entonces el problema (1.35) tiene al menos una solucion positiva.

EJEMPLO 1.6. El problema
4 k+3 $£+2
Awk:/\<xk _k——|—2>’ kGI:{O,...,4},

T; = T54i, ie{O,...,S},
tiene al menos una solucién positiva para todo A € R tal que

v
tan 3

(14 tan T)cos 7§

4
O<)\<12[ } ~ 1,505136.

Demostracion. Este es un caso particular del problema (1.35) tomando n = 4,

N=5y D,
, k+3 L
f(k‘,x)-A(m k:+2>'

Si A > 0, entonces se cumple que

k+1
O <xk+2 L ) A

T—00 €T T—00 B k =+ 2

para todo k € I.
Por otra parte, la funcion h(z) = f(k,z) + Mz es tal que, para todo k € I,
h(0) =0y W (z) = A((k + 3)z¥"? — 2**1) + M. Por lo tanto, siempre que

M > g(z) = M= (k + 3)2"? + 2™, (1.36)

la funcion f(k,x)+ Mz es creciente y mayor o igual que cero en R, para todo
kel

Puede comprobarse que la funcién g alcanza su maximo valor en R, cuando

E+1

(k+2)(k+3)

De este modo, tomando M = \/12, la desigualdad previa (1.36) se cumple
para todo k € I. Ademés, a partir de nuestras hipotesis, tenemos que

A { tan T
(

M=2
1 +tan g)cos ]

4
] ~ 0,125428.
4
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Por ltimo, es sencillo ver que

_ 1 1
T=\=,...,=
676

es una sobresolucién, con todas sus componentes positivas, de este problema.
Entonces el Teorema 1.16 garantiza que este problema tiene una solucion

N 4
positiva para 0 < A < 12 [@%} : []

Consideraremos ahora el siguiente problema:
—A"xy = f(k,xg), ke€l,mi=xny,1€{0,...,n—1}. (1.37)

Sabemos —ver Observacion 1.5— que el operador —A"™ z;, + M x}, es fuerte-
mente inverso positivo si y solo si el operador opuesto A" xp, — M xy, es fuerte-
mente inverso negativo. Asi pues, podemos utilizar argumentos similares a los
usados en la demostracion de [32, Lema 2.4| para obtener, como consecuencia
del Teorema 1.5, el siguiente resultado:

Lema 1.5. Sea M < 0, entonces el operador —A" xp + M x}, es fuertemente
inverso positivo en Q% a condicion de que se verifique una de las siguientes
propiedades:

I.n=4dp,pe{l,2,...} y M < [%] ,

s
14+tan « COs =

2n:2+4p7p€{0,17}yM<[ tan& 27rj|n;

us
cos n—l—tan 7 COs <

s n
tan ~ :|
™ LT L .
tan w COs & —+cos

3. n ampar y M <

2n

De aqui, utilizando el Lema 1.5 y razonando como en la demostracion
del Teorema 1.6, puede deducirse el siguiente resultado de existencia para el
problema (1.37):

Teorema 1.17. Sea f una funcion que satisfaga la condicion (Fy). Suponga-
mos que existe T € Q% tal que & >0 y —A"Zy > f(k,Zx) para todo k € I, y
que se cumple una de las siguientes propiedades:

1.n=d4p, p € {1,2,...}, f(k,x) + Mx es positiva y creciente para todo

kel x>0 yalguin 0 < M < [%} .
N n
2. n=2+4p, pe{0,1,...}, f(k,x)+ Mz es positiva y creciente para todo
kel, x>0 yalguin 0 < M < [cos£+ttzz§cosl”
n N n
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3. n es impar, f(k,x)+ Mx es positiva y creciente para todo k € I, x> 0

sl
tan N

s s s
tan ~ COS —+cos Ty

yalgzan<M<[

Entonces el problema (1.37) tiene al menos una solucion con todas sus
componentes positivas.

EJEMPLO 1.7. El problema
4 k+3 IZH
—A%z = A - — kel=H0,...,4
Tk (zk k+2)7 € { ’ ) }a
T = X544, iE{O,...,g},

tiene una solucién positiva para todo 0 < A\ < 12tan* T~ 3,34369.

Demostracion. Esta problema es un caso particular del problema (1.37) con
n=4, N =5y f(k,z) = Nz**3 — 22 /(k + 2)). Estamos considerando los
mismos valores de n, N y la misma funcién f del Ejemplo 1.6, asi que f verifica
la condicion (Fp) y solo tenemos que comprobar que

M=2= <
12

ny

A [ tan £
2

4
1 — tan? = ~ 0,27864,
1 + tan £ cos 5

que es una consecuencia directa de nuestra hipotesis.

Ademas,
_ 1 1
rT=\|=,...,=
6 6

es una sobresolucién, con todas sus componentes positivas, de este problema.
Por todo ello, como consecuencia directa del Teorema 1.17, el problema
tiene al menos una solucién positiva para esos valores de A. O

1.5. Algunas conclusiones

Hemos obtenido diversos resultados de existencia para ecuaciones en dife-
rencias de orden n, en este caso combinando dos técnicas diferentes: el método
de las sub y sobresoluciones junto con el clasico teorema de punto fijo en conos.

En esta situacion hemos deducido la existencia de una solucién asumiendo
que existe al menos una sobresoluciéon e imponiendo cierta condiciéon sobre el
crecimiento de la parte no lineal de la ecuacién en el infinito.

Sin embargo, no hemos sido capaces de localizar la solucién de manera
mas precisa, como es habitual cuando tenemos la presencia anadida de una
subsolucién, o alguna condicién sobre el crecimiento de la parte no lineal en el
inicio.
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La localizacion de la solucion es un tema interesante que podria —deberia—
ser estudiado en desarrollos futuros de esta teoria.

Como hemos visto a lo largo de este capitulo, el anélisis del signo de la
funciéon de Green asociada a la ecuacion es clave para la obtencion de los
resultados. El estudio de la expresion de dicha funcién de Green permitiré
obtener mejores estimaciones sobre los valores del conjunto de parametros
{Ky, ..., K,} para los que la funcion tiene signo constante y, en consecuencia,
deducir nuevos resultados de existencia de solucién para los problemas no
lineales considerados.



Capitulo 2

Ecuaciones en diferencias con
maximo

Una ecuacién diferencial del tipo:

2 (t) = f(t,x(t),t_rggzcgtx(s)), t € 10,77,

en donde 7' > 0, es un caso particular de ecuaciéon funcional con retardo que
se conoce como ecuacion con mdxrimo. En este tipo de ecuaciones, el compor-
tamiento de una solucién en un cierto instante ¢ depende del valor méaximo
alcanzado por dicha solucién en un intervalo previo [t — h,t|, donde h > 0 es
un parametro de retardo. Por esta razon sirven de modelo a numerosos proce-
sos en Fisica, Ingenieria o Biologia (ver, por ejemplo, [91, 105] y las referencias
alli citadas).

En muchos procesos reales resulta interesante considerar el anélogo discreto
de la ecuaciéon diferencial que se utiliza como modelo, lo que conduce a las
ecuaciones en diferencias.

Estas ecuaciones discretas adquieren especial relevancia en el diseno de
métodos numeéricos para aproximar las soluciones de ecuaciones diferenciales.
Por ejemplo, la desigualdad

Ugy1 +aug +b max u; <0, a,beR, keN,
le{k—h,...,k}

conocida como desigualdad de Halanay discreta, que es protagonista del si-
guiente capitulo de esta tesis, fue utilizada en [81] para obtener resultados de
estabilidad de ciertas discretizaciones de ecuaciones diferenciales con retardo.

A lo largo de este capitulo supondremos que h,T € N, con h >0y T > 1.
Asimismo, denotaremos I, = {-h +1,...,—1}, I = {0,..., T -1} y J =
L,ul={-h+1,...,T —1}.

39
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Dedicaremos nuestros esfuerzos al estudio del siguiente problema implicito:

Au = | (k’ukH’ZG{k—ﬁ?i(..,kJrl}ul) » kel 1)
up, = p(k,u), k€I, (2.2)

en donde f € C(I x R x R,R) y ¢ € C(I;, x RT*" R), cuyas soluciones son
elementos w = (u_p41,..., U, ...,ur) € RTT" que verifican (2.1) y (2.2).

En la Seccion 2.1 presentaremos algunos resultados y definiciones impres-
cindibles para la comprension del resto del capitulo.

En la Seccion 2.2 se buscaran soluciones del problema que satisfagan condi-
ciones de frontera funcionales —en general no lineales— del tipo B(ug, u) = 0,
en donde B : R x RT*" — R es una funcién continua. Obtendremos resulta-
dos de existencia de soluciones en presencia de un par de sub y sobresoluciéon
relacionadas. Dichos resultados estan recogidos en [10].

En la Seccion 2.3 se estudia el mismo problema pero con condiciones de
frontera periodicas (ug = ur). Se deducen resultados de comparacion (prin-
cipios del maximo) para dicho problema, y se desarrollan posteriormente el
método monotono y el método de las sub y sobresoluciones, con el objetivo de
construir sucesiones convergentes a las soluciones del problema. Fl estudio es
analogo al que puede verse en [9).

2.1. Resultados previos

Los contenidos de esta seccion han sido extraidos de [35].

Definicién 2.1. Diremos que un conjunto parcialmente ordenado Y esta di-
rigido superiormente si dados y;,y2 € Y existe y3 € Y tal que y; < y3 e
Y2 < Y3

La definicion de conjunto dirigido inferiormente es analoga invirtiendo las
desigualdades. Diremos que Y esta dirigido si lo estd tanto superior como
inferiormente.

Definicion 2.2. Se dird que un conjunto parcialmente ordenado Y es un re-
ticulo si para todo y1,y2 € Y existen sup{yi, 5.} € Y e inf{y;, 5.} € Y. Un
reticulo Y se dice completo si cada subconjunto no vacio tiene supremo e infimo
en Y.

Definicién 2.3. Dado un operador T : D C N/ — N, en donde N es un
espacio normado ordenado, diremos que & € D es el punto fijo minimo de T
sizx =Txyx < yparatodoy €D cony=Ty. El punto fijo mdrimo de T
se define de modo similar invirtiendo la desigualdad. Llamaremos puntos fijos
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extremos de T tanto al punto fijo minimo como al punto fijo maximo de T', en
el caso de que existan.

Teorema 2.1. ([35, Teorema 2.1]) Sean N un espacio normado ordenado,
D C N un subconjunto no vacio, acotado, cerrado y convezo, y T : D — D un
operador completamente continuo. Entonces el conjunto de puntos fijos de T

P={xeD|Tx =z},
es compacto y no vacio. Ademds:

i) Eziste el punto fijo mdzimo (minimo) de T si y solo si P estd dirigido
superiormente (inferiormente).

i1) Si P es un reticulo entonces P es un reticulo completo.

2.2. Condiciones de frontera no lineales

A lo largo de esta seccién se estudiara el siguiente problema implicito de
primer orden:

Auk = f (k‘, Uk4-1,5 (¢u)k+1) : k € 1, (23)
= p(k,u), k€ I, (2.4)
B(ug, w) = 0, (2.5)

en donde B € C(R x R+ R), y el operador ¢ : RTt" — RT+! esta definido
por

= i tod k 0,....7T}%. 2.6
(pu) le{gl_lgif"k}uz, para todo €{0,....,T} (2.6)

Una solucién de este tipo de ecuaciones serd un elemento de RT*%
u = (U_pi1,...,U,...,ur), que verifique (2.3), (2.4) y (2.5).

Para obtener resultados de existencia de solucién, asumimos la existencia
de un par de sub y sobresolucion relacionadas, cuya definicién es la siguiente.

Definicién 2.4. Diremos que dos elementos &« = (a_py1,.-.,00,...,Q7) ¥
B = (B_hits---s B0, -, Br) de RT™ son un par de sub y sobresolucion rela-
cionadas del problema (2.3)-(2.5) si a < B en J,

Aaqy, < f(]{? Oy 1, ( ) ke I

1),
ABe 2 f(k, Bet1, (#B)k+1), k€1,
ap < ok, o) < ok, B) < B, kel

B(ag,u) <0< B(fy,u), paratodo wu € [a,(]. (2.7)
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OBSERVACION 2.1. Cuando B(ay,-) vy B(fo,-) son decrecientes, entonces la
ecuacion (2.7) se transforma en

B(ag, a) <0 < B(f,8),

lo que provoca que puedan definirse los conceptos de subsolucién y sobresolu-
cion de manera independiente, de hecho la subsolucién y la sobresolucién no
estan relacionadas.

En este grupo podemos considerar algunos casos particulares del proble-
ma (2.3)-(2.5), como el denominado problema periddico (ug = ur), para el
que

B(l‘,y) =T — Y,

o el problema de condiciones de frontera multipunto (uo = ZZ:O ay ujk>, para

el que
!

Blay) =243 autin
k=0
con ag >0y {jrti_o C J.
Es importante observar que en este tltimo caso también se estan conside-
rando las componentes con indice negativo de wu.
Resaltaremos que el problema de valor inicial (uy = ¢p) también esté cu-
bierto, definiendo, en este caso,

B(l’,y) = T — Co,

con lo que agp < ¢y < fy.

La denominacion relacionadas solo cobra sentido cuando B(«y, ) o B(fo, )
no son decrecientes. Por ejemplo, si B(ag, ) y B(fo, -) son crecientes, entonces
la ecuacion (2.7) puede escribirse de la siguiente manera:

B(ag, B) <0 < B(fo, @).
Es el caso, entre otros, del problema antiperiddico (ug = —ur), en el que
B(w,y) =z + yr.

Es importante resaltar que en este tipo de condiciones de frontera pueden
aparecer casos no lineales como

up = maxug, con JyC J,
keJg

up = minwug, con J; C J,
keJy
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Uy = Z gr(ug), con Jy C J,

keJa

eligiendo convenientemente las funciones gy.

Advertimos que en estos tres casos, como en el antedicho caso del proble-
ma de condiciones de frontera multipunto, se estan considerando también las
componentes con indice negativo de u.

Esta seccion se desarrollard como se explica a continuacion. En la Subsec-
cion 2.2.1 se prueba que el problema (2.3)-(2.5) tiene al menos una solucion
entre a y 3. En la Subseccion 2.2.2; suponiendo que la funciéon B verifica algu-
nas propiedades de monotonia, se prueba la existencia de soluciones extremas
del problema considerado. Ademés, se desarrolla el método monotono, que nos
permite calcular aproximaciones de dichas soluciones extremas. Por tltimo, en
la Subsecciéon 2.2.3, exponemos algunos ejemplos que ilustran y explican los
resultados obtenidos.

2.2.1. Existencia de soluciones

Probaremos ahora la existencia de soluciones para el problema (2.3)-(2.5).
Se generalizan los resultados dados en [34] para el caso implicito sin retraso y
condiciones de frontera no funcionales, en [23] para el caso sin retraso y en |9
para el problema periodico.

Obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.2. Supongamos que existe un par, o y B, de sub y sobresolu-
cion relacionadas del problema (2.3)-(2.5). Supongamos, ademds, que B €
C(RxRT* R), f(k,-,-) es una funcion continua en el conjunto (a1, Bri1] X
()11, (08)kr1] para todo k € I, y @(k,-) es una funcion continua en [o, 3]
para todo k € Ij,.

Si f(k,z,-) es creciente para cada (k,x) € I X [ogt1, Brs1] y @(k,-) es
también creciente para cada k € Iy, entonces el problema (2.3)-(2.5) tiene al
menos una solucion u € [a, 3].

Demostracion. Consideremos el siguiente problema modificado:

AUk = f(k7ﬂk+l) (qu)kﬂ)u k € ]7
up = p(k,a), k€ I, )
Uy = p(07 Uy — B(“Oa ’U,)), (210)

en donde
p(k,r) = méx {ag, min{r, G }}
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para todo k € J y r € R, @ se define como @y, = p(k,uy), y ¢ : RT+h — RT+!
esta definido por (¢u)y = (¢u), para todo k € {0,...,T}.

Esta claro que u es una solucion del problema (2.8)-(2.10) si y solo si el
vector w = col(u_py1,...,Uo,...,ur) es una solucion de la ecuacion matricial

Au = F(u), (2.11)
en donde A = (a;;) es una matriz cuadrada de orden 7"+ h definida por
1, sii=j,
Q5 = —1, Slh+1§@2]+1,
0, en otro caso,

y F(u) es el traspuesto del vector

(gp(—h +1,a),...,0(—1, ﬂ),p(O, uo — B(uo, u)),
£(0,p(1,u), (Guhr), ... F(T — 1, p(T, uz), (&u)T))

Entonces, una solucion de la ecuacion (2.11) seré una solucion de la ecuacion
u = A"'F(u) = Hu, en la que H es claramente una funcién continua de
RT+h a RT*". Debido a la definicion de p, existe K > 0 tal que ||Hul|, < K.
Por lo tanto, el teorema del punto fijo de Brower garantiza la existencia de un
punto fijo de la funcion H y, como consecuencia directa de esto, la existencia
de —al menos— una soluciéon al problema (2.8)-(2.10).

Sea u una de tales soluciones. Supongamos que v 7? o en J.

Podemos deducir, a partir de la definicion de p, que w € [a;, B]. Ahora bien,
el caracter creciente de @(k,-) garantiza, pues, que aj < ug < i para todo
ke I.

Como g < uy, resulta que jo = min {j € I tal que a;; > u;} > 1. Es obvio
que aj,—1 < uj,—1 y, consecuentemente, como p(k, u(k)) > oy, para todo k € J
y f es creciente en la tercera variable, de las definiciones de ¢ y ¢ se deduce
que

Aujo_1 = f(jo — 1, ajo, (u)jo) > f(jo — 1, ajy, (9r)j,) > Acrjy_y.

Entonces, necesariamente 0 > u;, — oy > uj,—1 — aj,—1 > 0, y esto es una
contradiccion.

Si suponemos ahora que u £ 3 en J, razonando de manera similar, obte-
nemos de nuevo una contradiccién. Por lo tanto, u € [e, 3.

Si ug — B(ug, u) < ap, debido a la definicion de la funciéon p, sabemos que
uy = ap y, entonces, como u € [a, 3], a partir de la condicion (2.7), llegamos
a la conclusion de que

ap > apg — Blag, u) > o,
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lo que resulta ser una contradiccion.
La desigualdad ug— B(ug, u) < [y se obtiene razonando de manera analoga.
Por lo tanto, cada solucion u de (2.8)-(2.10) es también una solucion de
(2.3)-(2.5), y esté en el intervalo [a, 3]. O

Como consecuencia directa de este teorema, pueden probarse los siguientes
corolarios.

Corolario 2.1. Supongamos que existen o y 3 elementos de RT™" tales que
a < B en J y verifican las siguientes desigualdades

Aoy — f(k, apr, (da)r1) <0< ABy — f(k, Brra, (08)ki1), keT

ap < cp < B, kE{—h+1,...,O}.

i f(k, ") es una funcion contima en @, fr] % [(G0)esr. (68 ¥ f (k..
es creciente para cada (k,z) € I X [a+1, Brs1], entonces el problema de valor
inicial

AUk a f(ka Uk+1, <¢u)k+1)7 ke -[7
U = Cp, ke{—h+1,...,0},
tiene al menos una solucion u € [, B.

Corolario 2.2. Supongamos que existen o y B elementos de RT™" tales que
a < 3 en J y verifican las siguientes desigualdades

Aag = f(k, ap, (9)r1) 0 < ABy = f(E, Brar, (98)k1), k€,

ap < @k,a) <@k, B) < Bk, kel
ag<ar Yy Bo> Pr.

Si f(k,-,-) es una funcion continua en [agi1, Brr1] X [(0Q)ki1, (08)ks1] tal
que f(k,x,-) es creciente para cada (k,x) € I X [ags1, Bri1] ¥y ©(k,-) es una
funcion continua en [a, B] tal que p(k,-) es creciente para cada k € I, entonces
el problema periodico

Auk = f(kauk—l-l? (¢u>k+1)7 k € -[7
up = @(k,u), k€ I,

Up = ur,

tiene al menos una solucion u € [a, (3.
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Corolario 2.3. Supongamos que existen o y 3 elementos de RT™" tales que
a < 3 en J y verifican las siguientes desigualdades

Aay, — f(k, g1, (@) k1) <0 < APy — f(k, Brgr, (08)k41), ke,

ap < go(k:,oz) < @(l{,ﬁ) < 5k> ke [h’
ag < —Br Yy Po=>—ar.

Si f(, ") es una funcion continua en [aksr, Bia] X [(9)ksn, (9F)esa]
tal que f(k,z,-) es creciente para cada (k,x) € I X [ogy1, Brt1], ¥ ©(k,+) es
una funcion continua en [a, B] tal que p(k,-) es creciente para cada k € I,
entonces el problema antiperiodico

Auk = f(k7uk+1> (¢U)k+1)7 k€ ]7
Ur = (p(k’,’LL), ke Ih7

Uy = =ur,
tiene al menos una solucion u € [a, B].

Siempre que p(k,u) = ug para todo k € I, este tultimo resultado es el
mismo que |5, Corolario 2.1| para el caso sin retraso en el que f no dependa
de la tercera variable.

2.2.2. Soluciones extremas

Mejoraremos ahora el resultado de existencia expuesto en la previa sub-
seccion en el caso particular de que B(x,-) sea una funcién decreciente para
cada x € |y, Bo], ¥ que ¢ sea tal que p(k,u) = ¢(k, ug) para todo k € I, (por
lo que se considerara definida en I, x R). Para ser precisos, probaremos que,
bajo las hipotesis del Teorema 2.2, si B y ¢ verifican las citadas propiedades,
entonces el problema (2.3)-(2.5) tiene las soluciones maxima y minima en el
intervalo [a, 3.

Definicién 2.5. Diremos que &* es la solucion mdzima en [a, 3] del problema
(2.3)-(2.5) si cualquier otra solucion y € [a, 8] del problema (2.3)-(2.5) verifica
que y < x*. El concepto de solucion minima en [a, 3] es similar, solo tene-
mos que cambiar el orden de la desigualdad en la definicién. Denominaremos
soluciones extremas tanto a la soluciéon méxima como a la solucién minima.

Como hemos resaltado en la presentacion del capitulo, este resultado podré
aplicarse, entre otros, al problema de valor inicial, al problema periédico y al
problema de condiciones de frontera multipunto.
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La condicién sobre la monotonia de la funcion B es imprescindible. Pode-
mos comprobarlo sin més que pensar acerca del siguiente problema de frontera
antiperiodico, un caso particular del problema (2.3)-(2.5) en el que B(z,u) =
x+ur es estrictamente creciente en la segunda variable para cada = € [ayg, o).

EJEMPLO 2.1.
Aug = g(ugyr), k€I, upy=wuy=—-up, ke€l,, T impar, (2.12)
en donde la funciéon g : R — R esta definida como

4 -2z, six>1,
g(z) =< 2ux, si |z <1,
—2r —4, siz<—1.

Es obvio que a« = —2 y B = 2 son un par de sub y sobresolucion relacio-
nadas del problema (2.12). Entonces, el Teorema 2.2 asegura la existencia de
al menos una solucién de este problema, u € [—2, 2].

Sea u una solucion de la ecuacion

Aug = g(upy1), k€L
Como f(x) = x — g(z) verifica las siguientes propiedades:

= [ es estrictamente creciente en (—oo, —1] U [1, +00),
» f(z) = —x para todo z € [—1, 1],

= [ es biyectiva en (—o0, —5/3) U (5/3, +00),

= f[=5/3,5/3] = [-1,1],

podemos deducir que la ecuacion uy = f(x), con uy € (—1,1), tiene exac-
tamente tres soluciones, pero solo una de ellas esta en el intervalo (—1,1),
la que es igual a —ug. Las otras dos soluciones son x; = (up+4)/3 > 1y
xe = (up—4)/3 < —1. No es dificil comprobar que las soluciones que empiezan
en r; y rs son estrictamente mondtonas.

Por otra parte, esta claro que f(z) = 41 si y solo si * = u; = FI1, o
r =wv; = F5/3, y la soluciéon que empieza en v; es estrictamente monotona.

Si ug € (1,2], entonces u; = (ug +4)/3 > 1y, por recurrencia, podemos
ver que ug > 1 para todo k € J, esto es, u no puede ser solucion de (2.12).

De manera analoga puede verificarse que, si vy € [—2,—1), entonces las
soluciones son estrictamente decrecientes.

Como consecuencia de esto, las tnicas soluciones del problema (2.12) en el
intervalo [—2,2] verifican que ug € [—1, 1]. En este caso, puede comprobarse
que uy, = (—1)¥ug son las tinicas soluciones del problema (2.12), de lo que se
deduce que este problema no tiene soluciones extremas en [a, 3. n
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En los trabajos [5, 23] pueden verse condiciones suficientes que aseguran
la unicidad de solucién, en esta ocasiéon para ecuaciones sin retraso, asi como
el desarrollo de métodos iterativos para aproximar tal solucion. En [51] se
obtienen resultados de existencia de solucion, utilizando definiciones diferentes
de subsolucién y sobresolucion.

Probaremos, ahora, la existencia de soluciones extremas.

Teorema 2.3. En las hipdtesis del Teorema 2.2, si B(ug,-) es una funcion
decreciente para cada ug € |, Bo] v p(k,u) = o(k,ug) para todo k € Iy,
entonces el problema (2.3)-(2.5) tiene soluciones extremas en |a, B3].

Demostracion. Por el Teorema 2.2 sabemos que el problema (2.3)-(2.5) tiene
al menos una solucion en [a, 3].
Tomemos @ y @3 dos soluciones del problema (2.3)-(2.5) en [a, 3], y defi-
namos los vectores v y 6 como 7y, = max {xy,, xe, } v O = min {zy,, z9, }.
Veamos que (a,d) es un par de sub y sobresolucion relacionadas. Para
calcular Ady, con k € I, existen cuatro opciones:

Ty, 2 X, = Ok+1 Y T1, > T2, = Op. Entonces
Adp = Axo, = f(K, Okgrs (022)k41) > f(E, Orr1, (00)1q1).
" T, > Ty, = Opy1 Y Tz, = Ty, = 0. Entonces
Adp = Axy, = f(F, Okr1s (021)k41) = f(E, Okgrs (00) g1 ).
" 7y, > Ty, = Oke1 Y To, > Ty, = 0. Entonces
Ady, = T2 — L1y, > Aka = f(kv 51~c+1, (¢$2)k+1) > f(ka 5k+17 (¢5)k+1).
" Ty, > Ty, = Opy1 Y T1, = Tz, = 0. Entonces

Aby = x1,,, — T2, > Awy, = f(k, Opg1, (021)k41) = f(E, kg1, (00) 1)

Para los elementos con indice k& € I, puede ocurrir que z1, < 9,, ¥
entonces x1, = p(k,z1,) < p(k,z9,) = x29,, 0 bien que xy, > 3, y, por lo
tanto, xo, = @(k,2,) < @(k,z1,) = z1,. En cualquiera de los dos casos se
obtiene que, para k € I},

Sp(kwrlo) = X1, = 5k7 si L1 S T2y,

o(k,z9,) = 9, = 0k, S 21, > Ta,.

ar < p(k, ap) < p(k,do) = {
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Con respecto a las condiciones de frontera, caben dos posibilidades,

B(xlov )

«
B(zg,, @)

Asi que B(dp, ) > 0, y la desigualdad B(ap,d) < 0 se debe a que v es
una subsolucion del problema (2.3)-(2.5).

Acabamos de ver que (a, ) es un par de sub y sobresolucion relacionadas
del problema (2.3)-(2.5). Asi, utilizando de nuevo el Teorema 2.2, sabemos que
existe una solucion u, del problema (2.3)-(2.5) en [, 8], por lo que u; < § <
x1y u; < 68 < xy. Entonees el conjunto de soluciones del problema (2.3)-(2.5)
en [a, B3] es dirigido inferiormente, y el Teorema 2.1 garantiza la existencia de
una solucion minima.

Utilizando argumentos anélogos puede verse que (v, 3) es un par de sub y
sobresolucion relacionadas del problema (2.3)-(2.5), con lo que obtendriamos
una solucion us de tal problema en [v, B] verificando ug > v > @y y ug > v >
@o. Por lo tanto el conjunto de soluciones del problema (2.3)-(2.5) en [a, B] es
dirigido superiormente y existe una solucién maxima. O]

(xloaxl) = 07 s Ty, S T2,

> B
B(ég,&):{ ;B

(9, x2) = 0, si x1, > 2,.

Ahora, podemos aproximar las soluciones extremas como se explica a con-
tinuacion.

Teorema 2.4. Supongamos que se cumplen las hipotesis del Teorema 2.3 v,
ademds, que existe una constante m > 0 tal que

fk,z, 2) +mx < f(k,y,2z) + my, (2.13)

para todo k € I, para todo x,y € [agi1,Brt1] con x < y y para todo z €

[(6)k+1, (98)k+1]-

Entonces existen dos sucesiones mondtonas en RT™" {~ } y {8,}, tales
que @ =y, < 7,, < 8, < 8y = B para todon € N, que convergen (componente
a componente) a las soluciones minima y mdxima del problema (2.3)-(2.5) en
[, B], respectivamente.

Demostracion. El Teorema 2.3 garantiza que existen & < x, las soluciones
minima y méaxima del problema (2.3)-(2.5) en [a, B].
Consideremos, para cada 1 € [a, 3], el siguiente problema:

Ay, = Gy (k, ugy1, (Qu)kt1), k€1,
(Py) § ur = py(k,ug), k€ I,
Bn(uo, ’U,) = 0,
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en donde

Gﬂ(kv$7y) = f(k777k+1a (¢n)k+1) + m(nk’-i-l - ZIZ'), ke [7
SO"](]{:JI) = Sp(k7770)7 k € Ih7
By(z,y) = B(z,n).

Dado que f, ¢ y B verifican las hipotesis de regularidad y monotonia
exigidas en el Teorema 2.3, estd claro que G, ¢, y B,, tal y como estdn
definidas, también verifican tales hipotesis.

Veamos que o y B son un par de sub y sobresolucién del problema (P,)
para cada ) € [a, 3]

A partir de (2.13), debido a que f(k,z,-) es creciente para cada (k,z) €
I X [agy1, Bry1], llegamos a

Gk, agrr, (0)ks1) — f(k; arpr, (0a)iyr) =
S Meg1, (00 k41) + M(kga — qiyr) — (K, apgr, (0)ri1) >
B g1, (9Q)ky1) + Mk — aiyr) — f(B, @y, (d)ri1) > 0,

de donde se obtiene
Aozk < Gn(k‘, Ol 1, (¢a)k+1), ke [, (2.14)

e, igualmente,

ABy > Gk, Brg1, (0B)k41), kel (2.15)

A su vez, como @(k, -) es creciente y e y 3 son un par de sub y sobresolucion
del problema (2.3)-(2.5), resulta que

ap < @k, a0) < o(k,n0) = pn(k,an0), k€ I, (2.16)
Bk Z Qp(k7ﬁ0> Z 90<k77]0> = (pn(k750)7 k € Ih- (217)

Asimismo, debido al caracter decreciente de B(z,-) para todo z € [, B,
podemos ver que

Bn(ama) = B(ao,n)
Bn(ﬂo,,@) = B(bo,n)

< Blag, @) < 0, (2.18)
> B > 0.

(5o, B) (2.19)

De (2.14), (2.16) y (2.18) se deduce que a es una subsolucion del pro-
blema (P,) para cada n € [a, 8], y de (2.15), (2.17) y (2.19), que 3 es una
sobresolucién de dicho problema.
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Ademas, para todo n < &,

A& = [k, Erer1s (0 k1) + M1 — Mgt
> [k Mrrs (G€)ke1) + mneyr — M
> [k, sty (00 it1) + m (M1 — &)
= Gk, &kt1, (B k1), k€I,

como también

& = o(k, &) > @(k,m0) = ¢n(k, &), k€ I,

B,(&0,&) = B(&.,m) = B(&,€&) = 0.

Acabamos de ver, entonces, que a y &€ son un par de sub y sobresoluciéon
del problema (P,) para todo n € [, §] y, de igual manera, puede comprobarse
que x y B son un par de sub y sobresolucién del problema (P,) para todo
n € [x. 8.

Por lo tanto, el Teorema 2.3 garantiza la existencia de ~y,, la solucién mini-
ma del problema (P,) en [e, €], y también nos permite definir, por recurrencia,
Y41 como la solucion minima en [v,,, &] del problema (P, ). Debido a esta de-
finicion, es evidente que la sucesion {7, } esté acotada y es creciente en J vy,
como consecuencia, existe ¥ € RT+! tal que

Y= lim v, k€ J
n—oo

Dado que f, ¢ y B son continuas, no es dificil deducir que 1) es una solucién
del problema (2.3)-(2.5) y, sin mas que tener en cuenta que ¥ € [7,,&] para
todo n € N, necesariamente @ = & es la solucién minima del problema (2.3)-
(2.5) en [a, B].

Si ahora tomamos §; como la solucién méaxima del problema (Ps) en [x, 3]
y definimos, por recurrencia 8,1 como la soluciéon maxima del problema (P;,)
en [x, d,], podemos construir la solucion maxima del problema (2.3)-(2.5) en
[a, B] de forma similar a la construccion de la soluciéon minima. O

Como hemos podido comprobar a lo largo de la demostracion, la suposicion
de que la funcién f sea creciente es fundamental para deducir el resultado. De
hecho, tal suposiciéon no puede ser eliminada, como podemos ver en el ejemplo
siguiente, en el que la funciéon f es decreciente en la tercera variable y, a pesar
de que verifica la condicion (2.13) para cualquier m > 0, no existe solucion
entre un par de sub y sobresoluciéon dado.
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EJEMPLO 2.2. Consideremos el siguiente problema, con h = 2,
Auy = —2(¢u)k+1, ke {07 1}, U_1 = Up = Us.

Es sencillo constatar que la funcién constante igual a cero es la tinica solu-
cion de este problema. Ahora bien, a = {—1,—-1,-1,-1} y 8 = {1,1,—1,0}
son, respectivamente, una subsolucién y una sobresolucion del problema que
verifican a < (3 en J. Sin embargo, no existe solucion en [a, 3]. ]

OBSERVACION 2.2. Como hemos advertido previamente, los resultados obte-
nidos hasta el momento para el problema (2.3)-(2.5) son también validos para
el problema peridédico. Cuando la funcién f no tiene dependencia de la tercera
variable, el Teorema 2.4, aplicado al problema periodico con ¢(k, ug) = ug para
todo k € Iy, esta probado en [31].

Para concluir esta subseccién, proporcionamos un resultado de existencia
para el problema periddico en el que la hipotesis (2.13) es reemplazada por una
mas fuerte, eso si, con la ventaja de no tener que comprobar, en cada caso, la
existencia de un par de sub y sobresolucion. Este resultado es el siguiente.

Teorema 2.5. Supongamos que, para todo k € I, @o(k,-) es una funcion
creciente y continua en R. Supongamos también que, para todo k € I, f(k,-,-)
es una funcion continua en R x R, existe M > 0 tal que f(k,&,7)+ ME es
decreciente in &, creciente en T Y que

ig%f(k:,o,x) >—oco y supf(k,0,z) < 0. (2.20)

x>0

Entonces el problema periddico (con p(k,uw) = p(k,ug)) tiene al menos una
solucion.

Demostracion. Escojamos L > 0 tal que L > sup{f(k,0,z)|k € I, x > 0}.
Sea u una soluciéon de

Aug + Mug,y =L, k€I, wu,=@(k,ug), k€I, ug=ur.

Sin mas que usar el hecho de que la funciéon de Green asociada al operador
Auy + Muyyq en el espacio {u: {0,..., T} — R|ug = ur} existe y es positiva
(ver [31]) sabemos que este problema tiene una tnica solucion 3, que es positiva
en {0,...,T}.

A partir de que f(k,&, )+ ME es decreciente en £, tenemos que, para todo
kel,

DB+ MBrir =L > f(k,0,(08)k+1) = f(E, Br1, (08)k1) + M Brgr.

Como consecuencia de esto, B es una sobresolucion del problema periodico.
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Para encontrar la subsolucién, consideremos la soluciéon tnica a;, que es
negativa en {0, ..., T}, del siguiente problema de valores de frontera periddico,

Aup + Mupy =R, kel, u,=p(ku), kelp u=ur,

en donde R < 0 verifica que R < inf{f(k,0,z)|k € I, = < 0}. Al igual
que en el caso anterior, comprobamos que « es una subsoluciéon del problema
periddico.

Entonces o < 0 < g para ken I,y B = o(k, Bo) > o(k, ag) = ay para k
en [j. Asi, el Teorema 2.2 garantiza la existencia de al menos una solucién del
problema en [, 3] O

2.2.3. Ejemplos

EJEMPLO 2.3. Sean J; = {0,1} € I ={0,1,2}, m, n, [ € N impares y ¢ <0
para todo k € Ij,. Consideremos el siguiente problema:

- (_1)k+1

Auk = 9

— w1 + ((Pwi1)'", ke,
up = ug + or, k€I, uy= (min{ui}) )
keJy

No es dificil comprobar que & = (¢_p41,-..,%-1,0,1,—1,0) es una sub-
solucion del problema, mientras que 8 = (¢_pi1,...,9-1,0,2,3,4) es una
sobresolucion. El Teorema 2.2 garantiza que existe al menos una soluciéon del
problema entre a y 3. n

EJEMPLO 2.4. Sea f es una funcién real, continua, creciente y que verifica
f(0) = 0. Sean m,n € N tales que m < n,l € {l,...., T}, h=1y C > 2.
Consideremos el siguiente problema

Aup =1+ f((Qu)fhy = uiy1), k€L
ug = uy/C.

Para cualquier nimero real a tal que a > 21/(C' — 2), podemos ver que
a = (0,0,...,0) es una subsolucion y B = (2a,2(a + 1),...,2(a + T)) es
una sobresolucion del problema de valores de frontera. Entonces, utilizando el
Teorema 2.2, podemos garantizar la existencia de, al menos, una soluciéon del
problema entre a y 3. n

Como hemos visto en la Subseccion 2.2.2, 1a hipétesis sobre la monotonia de
la funcion f en la tercera variable es una condicion suficiente que, en general, no
puede eliminarse. Sin embargo, en el siguiente ejemplo exponemos un problema
en el que tal hipdtesis no es necesaria.
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EJEMPLO 2.5. Sean n € N impar, n > 3 y ¢ € R tal que ¢, < 0. Considere-
mos el siguiente problema:

Auy = up1 — ((Pu)es1)", k€,
up = ug + o, k€I,

Ug = ur.

Tomando & = (=2 + ¢ _py1,...,—24+¢_1,—1,..., =)y B=1(2,2,...,2),
tenemos un par de subsolucién y sobresolucion relacionadas para este proble-
ma, y es facil comprobar que f(k,x,y) = x — y" no verifica la hipotesis sobre
la monotonia del Teorema 2.2. Sin embargo, v = (¢_p11,-..,9-1,0,...,0) es
una solucién del problema, y esté entre o and (3. O

Hemos de resaltar que el ejemplo previo nos muestra un problema para el
que no se cumplen las condiciones del Teorema 2.2 y que, sin embargo, tiene
soluciéon. Queda claro, por lo tanto, que las condiciones impuestas en dicho
resultado no son necesarias.

El Teorema 2.2 garantiza la existencia de solucién del problema (2.3)-(2.5)
siempre que existan un par de sub y sobresolucion relacionadas de dicho pro-
blema, y estas no siempre son faciles de encontrar. En el préoximo ejemplo
se han anadido condiciones —suficientes— sobre la funcion f que garantizan
que las soluciones de las ecuaciones explicitas son, a su vez, un par de sub y
sobresolucion del problema estudiado.

EJEMPLO 2.6. Consideremos el problema

Auk = f(/{?,uk+1, ((¢u)k+1), ke I, (221)
up = ug = 0, ke [h; (222)

en donde f es una funciéon que cumple las hipotesis del Teorema 2.2.
Supongamos que existen A, B > 0 tales que f verifica las siguientes de-
sigualdades:

f(kyzy) <(x+y)/2+A Vr,y>0, (2.23)
flk,z,y) > —(z+y)/2—B Vz,y <0. (2.24)

Consideremos ahora el siguiente problema:

Aup = (U1 + (Qu)p41)/2+ A, ke,
up = ug = 0, k€ 1.

Es facil comprobar que la tnica solucién de este tiltimo problema es estric-
tamente creciente y, como consecuencia de ello, no negativa en {0,...,7T}. Por
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lo tanto, la desigualdad (2.23) implica que dicha solucion es una sobresolucion
del problema (2.21)-(2.22).

Utilizando la desigualdad (2.24), obtenemos que la tinica solucién del pro-
blema

Aup = —(Up1 + (Pu)r1)/2 = B, ke,
up =ug =0, k€I,

nos proporciona una subsolucion que, ademas, es estrictamente decreciente y
negativa en {0,...,7T}.

Hemos construido, de este modo, un par de sub y sobresoluciéon del pro-
blema (2.21)-(2.22) que, ademaés, estan bien ordenadas en J. El Teorema 2.2
garantiza la existencia de solucion de dicho problema. O]

2.3. Condiciones de frontera periédicas

Estudiaremos el problema implicito de primer orden (2.3)-(2.5) en el caso
particular de que ¢(k,u) = ug para todo k € I, y B(up,u) = uy — ug, es decir

Auk & f (k, Uk+1, (¢U)k+1) , k e ], (225)
U = Ug, k e Ih, (226)
Uy = Ur. (227)

Este es un caso particular del problema periédico, con lo que varios de los
resultados obtenidos en la seccion previa son vélidos para este problema. Con-
cretamente podemos aplicar el Corolario 2.2, el Teorema 2.3, el Teorema 2.4
y el Teorema 2.5, para obtener diversos resultados de existencia y construc-
cion de soluciéon, como también de existencia de soluciones extremas para el
problema (2.25)-(2.27).

En esta seccién abordaremos el estudio del problema (2.25)-(2.27) de un
modo diferente, basado en el establecimiento de principios del maximo para
el problema linealizado, y el desarrollo del método monétono. Obtendremos
resultados alternativos a los de la secciéon anterior, en los que las condiciones
exigidas seran diferentes y, en general, no comparables.

Si encontramos un elemento uw = (ug, ..., ur) de RT™ que cumpla (2.25)
y (2.27), y lo extendemos a un elemento de R7*" sin mas que definir u, = ug
para todo k € I, esta claro que el resultado que obtenemos es una solucion
del problema (2.25)-(2.27).

Para ser totalmente precisos, hay que resaltar que la operacién antedicha
solo se podria hacer considerando el operador ¢ definido, dependiendo del
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caso, en RT™" o en RT*!, teniendo en cuenta que, para todo k < h, resulta
que maxje{k—h,.. .k} W = MaXjefo,... k} Ui-

Un ejemplo més sencillo de este tipo de ecuacion es el que podriamos llamar
caso cuasilineal:

Ay, + Muyq + N(gbu)kH =0, kel, (228)

en donde M, N € Ry o, € R para todo k € I.

Asi, denominaremos problema no lineal, (PN), a la ecuaciéon (2.25) junto
con la condiciéon periddica (2.27) y, atendiendo a lo expuesto anteriormente,
consideraremos que una soluciéon es un elemento u € RT*! que verifica (2.25)
y (2.27).

Del mismo modo, denominaremos problema cuasilineal, (PL), a la ecua-
cién (2.28) junto con (2.27), siendo asimismo sus soluciones elementos de R* .

En la siguiente subseccion estudiamos el problema cuasilineal, para el que
obtendremos resultados de existencia y unicidad de soluciéon, como también
resultados de comparacion.

En la Subseccion 2.3.2 aplicamos los resultados de comparacion obtenidos
al problema no lineal, y deducimos resultados de existencia de soluciéon en
presencia de un par de sub y sobresolucién. Presentamos, ademés, algunos
ejemplos que ilustran los resultados obtenidos.

2.3.1. El problema cuasilineal

Comenzamos nuestro estudio del problema cuasilineal (PL) analizando al-
gunas de las propiedades del operador ¢.

Lema 2.1. El operador ¢ definido en (2.6) verifica:

(1) —(¢(—u))p = min .

(i) p(v —u) > p(v) — P(u).
(iii) ¢ es continuo.

Demostracion. (i) y (ii) se deducen directamente de la definicion de ¢.
La demostracion de (iiz) es sencilla a partir de la siguiente propiedad ele-
mental:

méx u; — mix | < ||u— v, paratodou,v e RTT.  (2.29)
1€{0,....T} 1€{0,....T}

]
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La linealidad, sin embargo, no es una de las propiedades del operador ¢.
Debido a esto, si queremos utilizar técnicas para ecuaciones lineares mediante
funciones de Green, tendremos que incorporar el término N (¢u),y1 a la parte
no lineal de la ecuacion asociada. A continuacion, presentamos resultados de
unicidad de solucion para el problema (PL).

Teorema 2.6. Supongamos que M y N verifican la condicion
0<|N|< M. (2.30)
Entonces el problema (PL) tiene una tnica solucion en RTHL.

Demostracion. Antes de nada, hemos de darnos cuenta de que u es solucién
del problema (PL) siy solo si

uy, = iGM(k’j)[Uj — N(du)jt1],

en donde

G §) = 1 (1+ M)k si0<k<j<T-1,
MBI E T 0+ My T )1+ My T, 6i0<j<k<T-—1,

(2.31)

es la funcion de Green asociada al problema lineal con condiciéon periodica
Ay, + M'LLk_H = hk, ke I, Ug = UT. (232)

A continuacioén, definimos el operador F' : RT*! — R7*! como

T-1

(Fu)y =Y Gulk,j)loj — N(pu)jl.

j=0

Esté claro que u es solucion del problema (PL) si y solo si w es un punto
fijo del operador F'. En particular, si F' es un operador contractivo, el Teorema
del punto fijo de Banach asegura que el problema (PL) tiene solo una solucion
w en RTHL,

Por otra parte,

T-1

(Fu)p — (Fo)p = =N Y Gu(k, j)[(¢u)j41 — (¢0)j11], k€ {0,...,T}.

J=0
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Ahora bien, a partir del hecho de que Gy > 0 y utilizando (2.29), es

inmediato comprobar que, para todo k en {0,...,T}
T-1
|(Fu)i = (Fo)el < NI Gk, )llle — vl

=0

T-1
NNV
= N = vl 3 G le) = ]

=0

De esta manera

L
|Fu— Folle < lu— vl

y, teniendo presente la condicién (2.30), podemos afirmar que F' es una apli-
cacion contractiva. O

OBSERVACION 2.3. Es importante resaltar que cuando |N| es igual a M el
anterior resultado de unicidad de soluciéon, en general, no se verifica, como
podemos ver en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.7. Tomando M =1, N = —1, h =1y o, = 0 para todo k en la
ecuacion (2.28), obtenemos el siguiente problema:

Aug + U1 = (QUe1 =0, k€L, wuy=ur.

Es evidente que cualquier elemento u = (C,. .., C) € RT*! es una solucién
del problema. O]

En cualquier caso, el teorema anterior nos proporciona tnicamente una
condiciéon suficiente para la existencia y unicidad de soluciéon del problema
(PL), como podemos comprobar en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.8. Tomando, en la ecuacion (2.28), M = N = 1, oy = 0 para todo
k 'y h =1, el problema (PL) puede escribirse de la siguiente manera:

Aug + ugr1 + (pu)pe1 =0, ke, wug=ur.
Es sencillo ver que la tnica solucién del problema de valor inicial
Aug + U1 + (¢u)k+1 =0, kel, wuy=a,

viene dada por (a,0,...,0), si a > 0, y por uy = a/3%, k > 0, cuando a < 0.
Debido a esto, a pesar de que la condiciéon del Teorema 2.6 no se cumple,
el problema periédico tiene una tnica soluciéon w tal que ui = 0 para todo
ke{0,...,T}. O
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OBSERVACION 2.4. Hemos de advertir que cuando M = 0 el problema (2.32)
no tiene solucién tnica, por lo que no existe funciéon de Green asociada. Sin
embargo, esto no quiere decir que ese problema (PL) no tenga solucion tunica,
como ocurre en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.9. Si en (2.28) tomamos M = 0, N = 1, 0, = k para todo k,
T =2y h=1, el problema (PL) se escribe

Aug + (pu)ps1 =k, k€ {0,1}, up = us.

Esté claro que cada solucion de este problema verifica que (¢u); = (pu)s.
Entonces, una de las siguientes propiedades se cumple: o bien (¢u); = ug, o
bien (¢u); = u;.

Es sencillo ver que esta tltima posibilidad es falsa y que, debido a ello, este
problema tiene solo una solucion dada por (1/2,0,1/2). O

A continuacion estableceremos principios del méximo que nos permitiran
desarrollar el método mondtono para el problema (PN).

Teorema 2.7. Sean w € RT™' M > 0 y N > 0 tales que
(1) Aug + Mugiq + N(ou)gr1 >0, kel
(11) uy > ur.
(iii) (M + N)T < 1.
Entonces uy, > 0 para todo k € {0,...,T}.

Demostracion. Supongamos que el resultado no es cierto, entonces existe b €
{0,...,T} tal que uy = minjeqo,.. 73w < 0.

Ahora bien, si u, < 0 para todo k € {0,...,T}, la condicion (i) garantiza
que Auy > 0 para todo k € I. Entonces, sin mas que usar (7i) podemos deducir
que uy, = up < 0 para todo k € {0,...,T}, lo que contradice (7).

Tomemos pues u, = maxeqo,.. 7w > 0, con a € I. Siempre que ur < 0,
también podemos tomar Auy, = mine,,. 7—1) Ay < 0. Entonces

T-1
Up — Uy = ZAUS > (T — a)Aug, .

Por otra parte, de (i) se infiere que Aug, > —Mug, 41 — N(Qu), 41, y de
ahi

—Uq 2 ur — Uq = Dty (T = a) = (= Mug, 41 — N(¢u)r, 1) (T — a)
> —(M+ N)ug(T —a) > —(M + N)u, T,
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de lo que se deduce directamente que 1 < (M + N)T, y esto contradice la
tercera condicion.

Hemos llegado a la conclusiéon de que ur > 0 y, por lo tanto, siguiendo la
hipotesis (ii), que 1o > 0. Tomemos ahora u, = max;c(o,..»} w > 0. Entonces
existe kg en {c,...,b— 1} tal que

b—1

Up — Up = ZAuS > Auyg, (b —c).

S=c
Sin més que usar la condicion (i), podemos concluir que
—Ue > Up—Ue > Aup, (b—c¢) > (= Mugys1— N(Pu)gyr1)(b—c) > —(M+N)u,.T,
y, consecuentemente, que 1 < (M + N) T, lo que de nuevo contradice la hipo-
tesis (4i). O

El resultado del Teorema 2.7 es independiente del valor del pardametro de
retardo h. A continuacion presentamos un nuevo resultado de comparacion en
el que aparece la dependencia del parametro de retardo.

Teorema 2.8. Sean u € RT™, M >0 y N > 0 tales que
(i) Aug + Mugy1 + N(pu)p1 >0, kel
(i) ug > ug.
(iii) NT(1+ M)~ < 1.
Entonces u, > 0 para todo k en {0,...,T}.

Demostracion. Sea H : RTT! — RT+! ]a aplicacion definida
Si denotamos v = Hu, las hipotesis (i) y (i7) se convierten en

Av, > —N(1+ M)* (¢(H 'v)) (2.33)

k+1

Vo = Ug Z ur = (]. + M)—TUT.

Como M > 0, resulta evidente que probar que u; > 0 para todo k es equi-
valente a probar que v, > 0 para todo k. Supongamos que la tltima afirmacion
es falsa, es decir, que existe b en {0, ..., T} que verifica que v, < 0. Razonando
de manera analoga a la utilizada en la demostracion del Teorema 2.7, podemos
tomar v, = maxeqo,.. 7y 1 > 0.
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Siempre que vy < 0, tenemos que

T-1

Vp — Vg = ZAUS > Avg, (T — a)

sS=a

para algtn ki en {a,...,7 — 1}. Sin méas que utilizar la desigualdad (2.33),
obtenemos que

Av, > —N(1 + M= (¢(H_1v)) —N(1+ M)ty

k‘1+1 —

Entonces
—Vg > Up — Vg 2> Avg, (T —a) > —N(14 M), T,

por lo que 1 < NT(14 M)~'*" lo que contradice la hipétesis (147).

Hemos llegado a la conclusion de que vy > (1+ M) Tvr > 0, asf que existe
cen {0,...,T} tal que v, = maxieqo..ppv1 > 0, y vy — Zb 1Avs >
Auvg,(b—c¢), con ky en {c,...,b— 1}.

Para acabar, —v, > v, — v. > —N(1 + M) "™, T, lo que contradice la
hipotesis (i2i) de nuevo. O

OBSERVACION 2.5. Advertimos que, cuando N = 0, el Teorema 2.8 puede
escribirse de la siguiente manera:
Si M > 0 entonces

Aup + Mug1 20, kel, uy>upr=u,>0, ke{0,...,T}.

Este resultado ha sido probado en [31]. Este hecho nos indica que el Teo-
rema 2.8 puede interpretarse como la generalizacion natural del caso en el que
se consideran las ecuaciones sin retardo.

No ocurre lo mismo con el Teorema 2.7, desde el momento en que este
teorema impone la condiciéon 0 < MT < 1 para el caso sin retardo.
OBSERVACION 2.6. La condicion (7i7) del Teorema 2.8 generaliza la condicion
(7i1) del Teorema 2.7 para 1 < h <T.

Para ver esto, fijemos h y T estrictamente positivos. Los valores de M y
N para los que tanto la condicion (iii) del Teorema 2.7 como la condicion
(i17) del Teorema 2.8 se cumplen pertenecen a dos subconjuntos de R?, que
denotaremos A y B respectivamente:

A={(M,N) € (0,+00) x (0,+00)|(M + N)T < 1},
B ={(M,N) € (0,+00) x (0,400)|NT (1 + M) "*" < 1}.

Probar nuestra proposicién es equivalente a probar que A C B siempre que
1 < h <T,lo que veremos a continuacion.
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Es evidente que (M, N) es un elemento del conjunto A si y solo si se verifica
que NT < 1—MT,y que (M, N) pertenece a B siy solo si NT < (1+ M)=".
Debido a esto, para ver que A C B sera suficiente probar que, si 1 < h < T,
entonces 1 — MT < (1+M)*" o, lo que es lo mismo, (14+M)'""+MT—1 > 0.

Consideremos la funciéon ¢ : [0, +00) — R definida por la siguiente relacion:
o) =1 +z)"" =14+ Tz,

Es sencillo comprobar que la funcién verifica que ¢(0) =0, ¢'(0) = T—h+1
v ¢"(z) = (1 +2) " h(—1 + h) para todo x € [0,+00). Cuando 1 < h < T
esté claro que ¢/'(0) > 0 y que ¢”(x) > 0 para todo = € [0,+00). Por lo tanto
¢ es estrictamente positiva en (0, +00) y, en particular, (1+M)*"+MT -1 =
w(M) > 0.

2.3.2. El problema no lineal

A continuacién pasamos a desarrollar el método mondtono con el objetivo
de estudiar la existencia y la aproximaciéon de soluciones para el problema no
lineal (PN). Lo primero que haremos sera definir los conceptos de subsolucion
y sobresoluciéon para dicho problema.

Definicién 2.6. Diremos que un elemento e € RT*! es una subsolucion del
problema (PN) si ag < ar y Aay, < f(k, age1, (0a)rs1) para todo k € 1.

Definicién 2.7. Diremos que un elemento 8 € R”*! es una sobresolucion del
problema (PN) si 5y > 6r v ABk > f(k, Bra1, (08)r+1) para todo k € 1.

El siguiente teorema nos permitiré desarrollar el método monétono para el
problema (PN).

Teorema 2.9. Sean o, 3 € RTT! respectivamente, una subsolucion y una
sobresolucion del problema (PN). Supongamos que se cumplen las siguientes
condiciones:

(i) o < B.

(ii) Existen N >0y M > 0 verificando que, si x ey son elementos en [a, G
tales que x <y, entonces

J(E, Tpy1, (02)ky1) + Mapyq + N(OT)ppa
< fks Yrrrs (@Y)rr1) + Mypyr + N(y)rra-

(iii) Se cumple una de las dos condiciones siguientes:

(iii)(a) (M + N)T < 1.
(iii)(b) NT(1+ M)""+h <1,
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(iv) N < M.

Entonces, si f(k,-,-) es continua en [ogy1, Bri1] X [(0Q) k11, (08)ks1] para
todo k € I, existen dos sucesiones mondtonas {a,} y {B,} que convergen,
respectivamente, a la solucion minima p y a la solucion mdxima =y del problema
(PN) en [a, 8], es decir, si u es una solucion del problema (PN) en [a, 3],
entonces w € [p,~y].

Demostracion. Para cada € [a, 8], denotaremos (PL), al problema (PL)
tomando o, = 0,k = f(K, Met1, (00 k+1) + MNk1+ N(¢n)k41. El Teorema 2.6
nos permite definir el operador A : [a, 8] — RTT! como

Am := tnica solucion del problema (PL),,.

Veamos que el operador A verifica las dos propiedades siguientes.

Propiedad 1. a <nm<B=a< An <.

Sea u = An y tomemos v = u — . Utilizando el Lema 2.1 y la condicion
(77) tenemos que

Avy, + Muvgyq + N(gbl))k_H = Auy + Mugq — Aoy, — Moy

+ N(¢(u — @)1

> Auy + Mugyy + N(pu) 1 — Aoy — Magyq
— N(pa)p11

> (ks s (OMrr1) + Mnpegr + N(dn)ra

— f(k, apy1, (PQ)rs1) — Magi1 — N(da) i1
> 0.

Ademas vg = ug — a9 > up — ap = V.

Segun utilicemos la condicién (iii)(a) o (i7i)(b), el Teorema 2.7 o el Teore-
ma 2.8, respectivamente, aseguran que vx > 0 y, consecuentemente, o < An.
Utilizando argumentos analogos puede probarse que 3 > An.

Propiedad 2. o <my <my < B=>a< An, < An, <.

Sean u; = Any, uy = An, y v = uy — u;. Razonando de manera similar
a la utilizada en la demostracion de la Propiedad 1, es sencillo comprobar que
wu; < Uus.

Es posible pues, tomando ag = a 'y B, = 3, definir dos sucesiones {a, }
y {B,} como a1 = Aa,, v B, = AB,. Sin mas que utilizar las dos
propiedades anteriores, es inmediato comprobar que

ogy=a<o<...0,<...58,Z2...68,<B,=0, paratodoneN.

La sucesion {a,,} es monotona creciente y acotada superiormente, por lo
que es convergente con limite p. Del mismo modo, por ser decreciente y acotada
inferiormente, {3, } es convergente con limite ~.
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Ademas, de la definicién de (PL), y pasando al limite, se deduce que p and
~ son soluciones de (PN).

Para probar que p y « son las soluciones extremas del problema (PN)
en [, 3], consideremos cualquier solucion u de (PN) en [a, 3]. Debido a la
definicion del operador A, es evidente que u es un punto fijo de dicho operador.
Entonces u = Au € [a,,, 3, para todo n € Ny, por lo tanto, w € [p,v]. O

OBSERVACION 2.7. Este resultado es una alternativa al Teorema 2.4. Hay que
senalar que las hipotesis que se exigen en el Teorema 2.4 y las que se exigen
en el Teorema 2.9 son, en general, no comparables.

En el proximo ejemplo mostramos una aplicaciéon del daltimo teorema.

EJEMPLO 2.10. Consideremos el problema (PN) con 7" = 2, h = 1y
f(k, s, (Ou)gs1) = cos (km) —(1/3)(du)k41, es decir,

1
~ §(¢U)k+1, k € {O, 1}, Ug = U3.

Auy, = cos (k)

Si tomamos N = 1/3, para cualquier namero real M > 1/3 se cumplen las
condiciones del Teorema 2.9.

No es dificil verificar que e = (2, —1, =2) y 8 = (0, 1, 0) son, respectivamen-
te, una subsolucién y una sobresoluciéon de este problema. Como consecuencia
directa del teorema anterior, podemos garantizar la existencia de soluciones
extremas en |a, 3.

Por otra parte, puede comprobarse que cualquier soluciéon u del problema
que estamos considerando verifica que (¢u); = (¢u)y = 0. Consecuentemente,
u = (—1,0,—1) es la tnica solucion de este problema.

Hay que resaltar que la condicion (ii7)(a) del Teorema 2.9 no se cumple en
este caso. O

Presentaremos ahora resultados de existencia de solucién con condiciones
mas débiles que las del Teorema 2.9. Més concretamente, probaremos un re-
sultado en el que no ha de cumplirse necesariamente la condicion (ii) de dicho
teorema, aunque no podremos asegurar la existencia de soluciones extremas.
Primeramente, obtendremos un resultado de existencia a partir del caracter
acotado de la funcion f.

Teorema 2.10. Sean 0 < N < M fijos y f(k,-,-) una funcion continua en
R xR para todo k € I. Supongamos que existe K > 0 verificando Q/(M —N) <

K, en donde Q > 0 es tal que Q@ > méx |f(k,&,7)| para todo k € I.
[§|<K,|r|<K

Entonces el problema de valores de frontera periddicos (PN) tiene al menos
una solucion y tal que ||yYllo < K.
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Demostracion. Sea P := {y € R : ||y|loo < K}, y definamos el operador
F :RT* — RT* como

T-1

(Fulk =) Gar(k, 8)(f (s, usr1, (9)s1) = N(ou)ss1)

s=0

para todo k € J, en donde G es la funcién de Green definida en (2.31).
Resulta claro que las soluciones del problema (PN) son los puntos fijos del
operador F'.

Es sencillo ver que F : P — RT*! es un operador continuo. A continuacion
probaremos la siguiente afirmacion:

Asercion. F(P) C P.

Sea y € P. Entonces, para cada k € J sabemos que

T—1
(Fy)el =Y Gu(k,s) (f(5:Yss1, (0Y)s41) — N(0Y)st1)
e
< GM<k7 S)|f<57 Ys+1, <¢y)s+1> — N(¢y)s+1|
s=0
T-1
< mix (64 NK) Gl o) < TENE < i

~ sel|7|<K|¢§|<K M -

Il
=)

s

lo que implica que ||Fyllo < K , es decir, Fy € P.
Por lo tanto, el teorema del punto fijo de Brower garantiza que F' tiene un
punto fijo en P, que es una solucion del problema (PN). O

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente resultado de existencia.

Teorema 2.11. Sean o, 3 € RT*! una subsolucion y una sobresolucion, res-
pectivamente, del problema (PN). Supongamos que se cumplen las condiciones
(1), (1i1) y (iv) del Teorema 2.9 y, ademds, también se verifica

(11°) Existen N >0 y M > 0 verificando que, para todo x € |, B],

J (ks gy, (9)rr1) + Magin + N(da)i 41
< [, 2y, (02) 1) + Mapyr + N(OT)kpa
< f(k, Bry1, (08)k41) + M Bryr + N(08) k1.

Entonces, si f(k,-,-) es continua en [agi1, Bria] X [(9a)kt1, (98)k+1] para
todo k € I, el problema (PN) tiene al menos una solucion en |e, 3].
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Demostracion. Consideremos el siguiente problema de valores de frontera

Auk + MukH + N(¢U)k+1 = F(l{i, Uka1, (¢u)k+1) + Mp(/{? + 1, uk+1)
+ N6(k+ 1, (du)p1), ke, (2.34)
Ug = U, (2.35)

en donde

F(k,& 1) = f(k,p(k+1,8),6(k+1,7)),
p(k, &) = méx {ay, min {, By} },
5(k7 T) = max {(¢a)k7 min {7-7 <¢6)k}}7

para todo k € I.

Claramente la funcion F' esta acotada para todo k € I y para todo &, 7 € R,
y es continua en la segunda y la tercera variables. Asi, el Teorema 2.10 garantiza
que existe una solucion w del problema de valores de frontera (2.34)-(2.35).
Veamos que u > a.

Tomemos m = u — a. Por una parte, esta claro que mg > my. Ademas, a
partir del Lema 2.1 y la condicion (ii'), tenemos que, para todo k € I,

Amy, + Mmpy1 + N(om)pg1 >
Auy + Mugyr + N(ow)prr — Aap — Magy1 — N(¢a)pr >
F(k, ugi1, (9u)gt1) + Mugya + N(ou)rs1
— f(k, @ii1, (@Q)k41) — Mgy — N(da)gi1 > 0.

Sin méas que usar el Teorema 2.7 o el Teorema 2.8, llegamos a la conclusion
de que m > 0.

De manera analoga podemos ver que u < 3. Entonces u es una solucién
del problema (PN) en [, 8] O

OBSERVACION 2.8. Este tltimo resultado es una alternativa al Corolario 2.2,
derivado del Teorema 2.2, en el que se pide que f(k,x,-) sea creciente para
cada (k,z) € I X [agi1, Br]-



Capitulo 3

Estabilidad de ecuaciones en
diferencias. La desigualdad de
Halanay discreta

En [59, Section 4.5, Aristides Halanay prob6 una formula asintotica para
las soluciones de una desigualdad diferencial en la que aparecia el funcional ma-
ximo, y la utiliz6 para obtener resultados acerca de la estabilidad de sistemas
de ecuaciones diferenciales lineales con retraso. La mencionada desigualdad
fue bautizada en algunos trabajos [12, 52, 63, 78, 81, 91| como desigualdad de
Halanay.

Algunos autores [12, 81| comenzaron a extender este tipo de técnicas al
estudio de la estabilidad de ciertas ecuaciones en diferencias, obtenidas como
aproximaciones numéricas de ecuaciones diferenciales funcionales.

Como acertadamente se senala en [81], aunque existen numerosos métodos
numéricos para aproximar las soluciones de sistemas continuos, el comporta-
miento asintotico de ambos tipos de sistema (el discreto y el continuo) es, a
menudo, muy diferente. En [38] puede obtenerse mas informacion acerca de las
diferencias entre la dinamica de una ecuacién diferencial continua con retraso
y su version discreta.

Consideraremos la ecuacion en diferencias general de orden n + 1 no auto-
noma

Tpt1 = f(k,xk_n,...,xk), keN, (31)
en donde f: N x R""! — R es una funcién continua. Conocidos n + 1 valores
reales {z_,,..., 2z} siempre es posible calcular una soluciéon (una sucesion

{&k }x>_n de numeros reales que verifica (3.1)) de forma explicita utilizando la
formula (3.1).

Denominaremos punto de equilibrio de (3.1) —o equilibrio— a cualquier
sucesion constante (con todos sus términos iguales) z, = {x.}r>_n que sea

67



68 3. La desigualdad de Halanay discreta

solucion de la ecuacion. Asumiremos, a no ser que se indique lo contrario, que
el tnico equilibrio de (3.1) seré la sucesion constante cero, también llamada
solucion trivial o solucion cero. Es decir, supondremos que f(k,c,...,c) = ¢
para todo k € N, en donde ¢ es un ntmero real, si y solo si ¢ = 0.

Cualquier persona interesada en la estabilidad de las soluciones de la ecua-
cion (3.1) puede encontrar en el trabajo [74| de Liz resultados bastante recien-
tes, obtenidos a partir de desigualdades de Halanay discretas y también con
otro tipo de técnicas.

En la Seccion 3.1 introduciremos la desigualdad de Halanay discreta, y la
utilizaremos para obtener resultados de estabilidad exponencial para algunas
ecuaciones en diferencias como la ecuacion (3.1), y haremos un estudio es-
pecifico de la aplicaciéon de Lozi. También veremos que, eligiendo un tamano
de paso suficientemente pequeno, al discretizar determinadas ecuaciones fun-
cionales con retardo utilizando el método de Euler, el criterio clasico de la
estabilidad absoluta (estabilidad independiente del retardo) se mantiene para
la ecuaciéon en diferencias obtenida.

En la Seccion 3.2 presentamos una generalizacion de la desigualdad de Ha-
lanay discreta, y la aplicamos al estudio de la estabilidad exponencial de ciertas
ecuaciones en diferencias, estableciendo una condicién analoga a la denominada
condicion de Yorke para ecuaciones diferenciales funcionales.

Para finalizar, en la Seccién 3.3 aplicamos los resultados obtenidos en las
secciones anteriores al estudio de la estabilidad de las ecuaciones en diferencias
con maximo.

Los principales resultados que se presentan en este capitulo estan recogidos
en [75] y [76], utilizando en ocasiones las versiones que aparecen en |74].

Como paso previo, introduciremos algunas definiciones ttiles para la com-
prension del capitulo.

Definicion 3.1. Para la ecuacion (3.1) diremos que la solucion trivial:

(i) es estable si para cada par de numeros reales € > 0 y kg > 0 existe un
namero real d(e, ko) > 0 tal que si {x} }r>_n es una solucion de (3.1) que
cumple ||(Zky—n, - - -, Ty )||oo < J, entonces resulta que |zx| < € para todo
k> k.

(ii) es uniformemente estable si para cada € > 0 el niumero ¢ de la definicion
anterior puede elegirse independientemente de k.

(iii) es un atractor si existe un numero real p > 0 tal que limy_,, xx = 0 para
cada solucion {xy }r>_n de (3.1) tal que ||[(z_pn, ..., Z0)|loco < g

(iv) es uniformemente asintéticamente estable si es un atractor y es unifor-
memente estable.
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(v) es un atractor global si limy_, xp = 0 para cualquier solucion {zg }r>—_n

de (3.1).

(vi) es globalmente asintoticamente estable —o globalmente estable— si es
estable y es un atractor global.

(vii) es globalmente exponencialmente estable si existen dos numeros reales
M >0y A€ (0,1) tal que, para cada solucion {zy}r>_, de (3.1), la
desigualdad

|| < M)\k( max |:vl|>
! 0}

geeay

se cumple para todo k € N.

OBSERVACION 3.1. Podemos establecer algunas relaciones entre las propieda-
des de estabilidad de la Definicién 3.1. Por ejemplo (vii) = (vi) = (v) = (iii),
o (vil) = (vi) = (iv) = (ii) = (i). Senalar que, en el caso de las ecuaciones en
diferencias lineales, también ocurre que (vi) = (vii)

3.1. Lema de Halanay discreto

En esta seccion estableceremos la version discreta de la original desigualdad
de Halanay.

Los enunciados de los resultados que involucran desigualdades tipo Halanay
en |12, 81] son bastante engorrosos, debido a que las ecuaciones en diferencias
son obtenidas como aproximaciones numeéricas de los modelos continuos, con
lo que las originales y sencillas ideas de Halanay quedan, de alguna manera,
desdibujadas en las demostraciones. Debido a ello, aunque el siguiente resul-
tado pueda deducirse de [81, Teorema 3.1], expondremos una demostracion
completa en la que se revela como la constante \g que aparece en la féormula
asintotica puede obtenerse de manera sencilla.

Teorema 3.1 (Desigualdad de Halanay discreta). Sean n > 0 un nimero
natural y {xg }r>_n una sucesion de nimeros reales que cumpla la desigualdad

Tpo1 <axp+b méx 1w, keN, abeR. (3.2)
le{k—n,....k}

Si0<b<1—a<1, entonces existe un nimero real A\g € (0,1) tal que
rr <max{0,2_p, T pi1,...,To} Mo, k€N
Ademds, Ao puede elegirse como la inica raiz de la ecuacion
AN g\ — b =0 (3.3)

en el intervalo (0,1).



70 3. La desigualdad de Halanay discreta

Demostracion. Sea {yy }r>—n una solucion de la ecuacion en diferencias

=a b ma k € N. 3.4
Yk+1 = Yk + le{k_n?f“k} Yis (3.4)

Demostraremos, por induccion, que si {zy}x>—_, cumple la condicion (3.2)
y x < yp para k € {—n,...,0}, entonces z; < y, para todo k € N. Por una
parte tenemos que xy < yo. Por otra parte, si suponemos que z; < y; para
todo k € {0,...7}, ya que a,b > 0, entonces

Trp1 < axr, +b max x <ay,+b maAxX Yy = Y4,
le{r—n,...,r le{r—n,...,r
con lo que x; < y, para todo k € N.

Ahora bien, para cualesquiera M > 0y A € (0,1), la sucesion {yg}tr>—n
definida por y, = MM* es una solucién de la ecuacion (3.4) si y solo si A es
una raiz de (3.3).

Definamos p(A) = A" — a\™ — b. Entonces resulta que p es una funciéon
continua en R, en particular en el intervalo [0, 1], p(0) = —b < 0, y p(l)
1—a—b> 0y, como consecuencia de esto, existe A\g € (0,1) tal que p()\o)
Ademas p es derivable, y de la expresion de su derivada p'(\) = (n + 1)\"
an\""! se deduce que tiene, a lo sumo, una raiz A\, = an/(n + 1) € (0, )
Asi pues, el hecho de que p(\) tuviese exactamente dos raices en (0,1) seria
incompatible con que p(0)p(1) < 0, mientras que el hecho de que p(\) tuviese
més de dos raices en (0, 1) serfa incompatible con que p'(\) solo tenga, como
mucho, una. Por lo tanto, Ay es la tnica raiz de p(\) en (0, 1).

Una vez elegido g, se tiene que {ys} = {MAE}1>_,, es una solucion de (3.4)
para cada M > 0, en particular, para M = max{0,x_,,...,xo}. Claramente
yr > xp para todo k € {—n, ..., 0}, y asi, haciendo uso de la primera parte de
la demostracion, se llega a que x5, < yp = M\ para todo k € N. O]

3.1.1. Estabilidad exponencial de ecuaciones en diferen-
cias
Dado a € R, consideremos ahora la siguiente ecuacién en diferencias

Tpy1 = axg + f(k,xp_p,...xx), k€EN, (3.5)

en donde f es como en (3.1).

Es evidente que tomando a = 0 en la ecuacion (3.5) recuperamos la ecua-
cion (3.1).

El siguiente resultado proporciona un valor para la estabilidad exponen-
cial de las soluciones de (3.5), estimado a partir del uso de la desigualdad de
Halanay discreta.
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Teorema 3.2. Supongamos que existe un niumero real positivo b tal que 0 <
b<l—a<l1ly

|k, 2)| < bl|x]eo, VxR yVkeN. (3.6)

Entonces existe \g € (0, 1) tal que para cada solucion {xg}tr>_n de (3.5) se
cumple

< A Ay, k€N,
o < (i )

en donde \g puede calcularse de la forma explicada en el Teorema 3.1.
Como consecuencia de esto, la solucion trivial de (3.5) es globalmente ex-
ponencialmente estable.

Demostracion. Sea {xy}r>_, una solucion de la ecuacion (3.5), entonces

k—1

k k—1—i g
Tp = a"xro + E a fO,zpyiy. .. 2z), keN,
i=0

y, a partir de (3.6), se obtiene

k—1
<k k—1-i 2 k € N.
|zk| < a”|xo| + ;a le{—IS-%Z?,{.~~7i} |21 ],

Definamos {vy }x>—p, como v = |zg| para k € {—n,...,0} y

k—1
9, le{—n+i,...,i}

para k > 0. Esta claro que |zx| < v para todo k > —n y, por lo tanto,

Vpr1 = avg +b  max |z <avy+b mix v, keN.
le{k k} le{k

Para acabar, el Teorema 3.1 garantiza que

|z <o < < max vl) o= <l {méx }|x2|> A, keN,
€

le{—n,...,0} —n,...,0
con Ag calculado como se indica en el enunciado del teorema. O

Corolario 3.1. La solucion trivial de la ecuacion (3.1) es globalmente expo-
nencialmente estable si la condicion (3.6) se cumple para algin nimero real
be(0,1).
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EJEMPLO 3.1. En [58] se analiza la siguiente ecuacion en diferencias:

AZL‘k = —5[L‘k + f(l‘k_n), o> 0, (37)

que es una caso particular auténomo de la ecuacion (3.5), con a =1 — 4.
El Teorema 3.2 asegura que si existe b > 0 tal que |f(x)| < b|x| para todo
x,y b < <1, entonces todas las soluciones de (3.7) tienen limite igual a cero.

EJEMPLO 3.2. La ecuacion en diferencias lineal de orden n
Trer = Y bi(k)azr—s, bi(k) ERVi€{0,...,n}, keN, (38
i=0

es un caso particular de la ecuacion (3.1), tomando a = 0y f(k, 2g_p,....xx) =

> i bi(k)wp—s.

Siempre que se cumpla

sup Yy [bi (k)| < 1, (3.9)

keN o

f cumple la condiciéon (3.6) y el Corolario 3.1 garantiza la estabilidad expo-
nencial global del equilibrio.

Hay que resaltar que la ecuacion (3.8) tiene, en general, coeficientes no
constantes. En el caso de que los coeficientes fuesen constantes, i.e. b;(k) =
b; € R parai € {0,...,n}, la condicion (3.9) pasaria a ser

> bl < 1. (3.10)
=0

Esta condicién es la misma que se obtiene en [47, Seccion 4.2] a partir del
teorema de Rouche para funciones complejas.

Por ejemplo, la ecuacion zg1 = (1/p)(xg—n + -+ + x1) satisface la con-
diciéon (3.10) siempre que p > n + 1, por lo que, en ese caso, el equilibrio es
globalmente exponencialmente estable.

EJEMPLO 3.3. La ecuacién en diferencias lineal de primer orden
Tr+1 = bxy, (3.11)

es un caso particular de (3.8), para el que la condicion (3.10) que proporciona
el Teorema 3.2 es exactamente |b| < 1.

En este caso, no es atrevido decir que nuestro resultado ofrece una estima-
cion 6ptima.
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EJEMPLO 3.4. Dados a € R y b € R,, prestemos atencion a la siguiente
ecuacion en diferencias lineal de orden 5:

Tr+1 + aTg + bry_4 = 0, k € N. (312)

Cuando a > 0, la condicion (3.10) se convierte en a + b < 1, que es la
condicién exacta para la estabilidad asintética de la solucion trivial obtenida
a partir del criterio de Schur-Cohn ([47, Seccion 4.2]).

Sin embargo, para a < 0 la condicion dada por la férmula (3.10) es b—a < 1,
mucho menos precisa que la condicion exacta de estabilidad asintotica |a+b| <
1, b(b—a) < 1, como podemos ver en la Figura 3.1.

Figura 3.1: Region de estabilidad asintotica para la ecuacion (3.12) en el caso
a <0y b>0.En oscuro, la region calculada a partir de la formula (3.10). En
color claro, la parte que hay que anadir a la anterior para obtener la region
exacta dada por el criterio de Schur-Cohn.

3.1.2. La aplicaciéon de Lozi
Dados a,b € R, la aplicacion de Lozi

es una funcién de dos variables reales introducida por Lozi en 1978, y estu-
diada por él mismo y muchos otros matemaéticos (ver |72, 80| y las referencias
bibliograficas alli mencionadas). Puede ser considerada como una version lineal
a trozos de la aplicacion de Hénon.

Si se analiza qué ocurre al aplicar reiteradas veces la aplicacion,

LF(z,y) = Lo 2 oL(z,y),
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se comprueba que aparece un comportamiento cadtico para ciertos valores de
los pardmetros a y b. Resulta, pues, interesante determinar para qué valores
de los parametros un punto estacionario (xg,y) es el atractor global, esto es,
limy, 00 L*(2,y) = (70, y0) para todo (z,y) € R2.

Veamos que el Teorema 3.2 es un herramienta atil para obtener algunos
resultados en este sentido.

Definamos L (z,y) = 1 —a|z|+by. Entonces las iteraciones de la aplicacion
de Lozi (3.13) pueden escribirse como

{ Tp1 = Li(xg, yr),

3.14
Yk+1 = Tk, ke N, ( )

en donde (g, yo) € R? es una condicién inicial determinada.
Por lo tanto, (3.13) es equivalente a la siguiente ecuacion en diferencias de
segundo orden:

Thy1 = Ll({L‘k,iL‘k_l) =1- a|$k| gl bl'k_l, ke N, (315)

con o € Ry z_; =y € R fijados.

Analizaremos tinicamente el caso de un equilibrio positivo, ya que los otros
casos pueden ser estudiados de manera similar.

Es inmediato comprobar que el equilibrio positivo z, = (1+a—0b) ! existe
si y solo si @ +1 > b. En este caso, el cambio de variables 2z, = z; — z,
transforma (3.15) en

Zkr1 = f(zk—1, 2k) = —a|2zg + .| + @z + b2y, k€N (3.16)

Por una parte, esta claro que la convergencia x,, a x. es equivalente a la con-
vergencia de z, a 0, mientras, por otra parte, de (3.16) se deduce directamente
que

F(zr1, )] < (lal + [bl) méx{zeals [aal}, &k € N.

Consecuentemente, podemos utilizar el Teorema 3.2 para obtener el siguien-
te

Corolario 3.2. Si |a| + [b] < 1 entonces
. k/2
|z, — 2] < méx {|zo — z.], |21 — .|} (Ja] + |b]) / , keN,

para todas las soluciones {xy}r>_1 de la ecuacion (3.15).

OBSERVACION 3.2. En particular, si |a| + [b] < 1, (2., x,) es el atractor global
del sistema dinamico de dimension dos generado por (3.14). Este resultado es
6ptimo para a > 0, b > 0, ya que, en ese caso, el equilibrio (z,z,) es un punto
desillasia>1—b.
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3.1.3. Discretizacion de ecuaciones diferenciales con re-
tardo

Counsideremos la ecuacion diferencial funcional
' (t) = —ax(t) + () f(t,x), 0= 9, 3.17)

(
donde ¢ € C(I), I = [—7,0], x; € C(I) esta definido por z.(s) = z(t + s) para
sel, f:RxC(I)— R es un funcional continuo, a > 0y b € L>®(R,R).

Utilizando la desigualdad de Halanay continua, puede probarse (ver [59,
Corolario 3.2]) que si |f(t,¢)] < ||¢]| = méxses |p(s)| para todo ¢ € C(I), vy
esssupl|b(t)| = b < a, entonces todas las soluciones de (3.17) convergen a cero.

Tenemos interés en estudiar si la condicion b < a (independiente del retar-
do) para la estabilidad global de (3.17) se mantiene cuando aproximamos las
soluciones de (3.17) con un método numérico.

Para obtener dicha aproximaciéon procederemos de la siguiente manera:
dividiremos el intervalo I en n subintervalos, todos de longitud h = 7/n (h
sera el tamano de paso), y denotaremos

to =0, trys =ty + ih, x(ty) = xp, x(ty, +ih) = 24y, 1 € Z.
Ya que la funcion inicial ¢ es conocida, podemos calcular z; = ¢(t;) para
k € {—n,...,0}. Por otra parte, dados n + 1 puntos
Pr—n = (tk—na xk—n); <3Pk = (tka xk)a

definimos ¢y : [tg—n,tx] — R como la funcion lineal a trozos que conecta los
puntos Pg_n, - - - Pk, ¥ @r(t) = ¥p(t — tg). Como ¢y € C(I), es posible evaluar
f(tr, on)-

Entonces podemos utilizar el método de Euler explicito para aproximar las
soluciones de (3.17) de la siguiente manera:

Tr4+1 — Tk
h

en donde f(k,Zp_p, ..., o) = b(t,) f(tn, ©n). Alternativamente podemos escri-
bir (3.18) de la forma

Tpy1 = (1 —ah)zp + hf(k, Tpn, ..., 78), Kk >0.

= —awp + f(k, 2p_p,...,2), k>0, (3.18)

Ademas,

De ahi, el Teorema 3.2 nos permite asegurar que todas las soluciones
de (3.18) convergen a cero si bh < ah <1, es decir, sib < ay h < 1/a. Por lo
tanto, para un tamano de paso suficientemente pequeno, podemos afirmar que
las propiedades de estabilidad asintotica de la ecuacion (3.17) se mantienen
para la ecuacion en diferencias (3.18).
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3.2. Desigualdad de Halanay discreta generali-
zada

Presentamos, en esta seccion, una generalizacion de la desigualdad de Ha-
lanay discreta.

Dados A, B,C, D, E, F numeros reales, consideremos las siguientes desi-
gualdades:

g1 < Aug + Bug + Cog + Doy, k€N, (3.19)
up < Afug + S A" Y(Bua; + Cv; + Doy), k€N, (3.20)
v < Bug, + FZi:TZ, keN, (3.21)
en donde uy = max{ug_n, ..., U}, O = MaX{Vk_py. .., 1} y n > 1.

Denotemos u = {ug }g>—n, v = {vx}x>_n. Antes de continuar, resaltar que
no es dificil probar por induccién que, cuando A > 0, si el par (u,v) cumple
la desigualdad (3.19) entonces también cumple la (3.20).

Teorema 3.3. Supongamos que el par (u,v) cumple las desigualdades (3.20)-
(3.21). Si B,C,D,E,F >0, FD+B >0y

B+ (C+D)(E+F)<1-A<1, (3.22)
entonces existen constantes K1 > 0, Ko > 0, y A\g € (0, 1) tales que

up < K8 v < Ko)S, keN.

Ademds, \g puede elegirse como la mds pequena de las raices de la ecuacion
p(A) =0 en el intervalo (0,1), en donde

p(A) = A" — (A+ CE)A\*" — (B+CF + DE)\" — DF. (3.23)
Demostracion. Sean ¥ = {Tpti>—n ¢ ¥ = {Ur}r>—n tales que (z,y) es una
solucion del sistema de ecuaciones en diferencias

k—1
w = Abzg + AN (BT + Cy + D), 594
i=0 (3.24)
yr = Ex, + Fxy,, keN.
Como A, B,C, D, E, F > 0, es sencillo probar por induccién que si u, < x

y vx < Y para todo k € {—n,...,0}, entonces u, < 71 y vp < yp para todo
k e N.
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Por otra parte, el sistema (3.24) es equivalente a
Try1 = Axy + By, + Cyr + D, }

B (3.25)
yr= Fxp + Fx, keN.

A continuacion probaremos que existe una solucion (z,y) al sistema (3.25)
de la forma z, = A, yp = a)b, con a > 0y A\ € (0,1). De hecho, un par (z,y)
asi definido es una solucion de (3.25) si y solo si

M= AN+ BAI" 4+ Cadk + Daly ™, }

(3.26)
ANy = ENf+ FA™", keN.

A su vez, esto es equivalente a la existencia de una solucion Ay € (0,1) de
la ecuacion p(A) = 0, en donde p es el polinomio definido en (3.23).

Supongamos ahora que DF # 0, entonces p(0) = —DF < 0y, en virtud
de (3.22), p(1) =1—-A—- B —(C + D)(E+ F) > 0. Por lo tanto, al ser p
una funcion continua en [0, 1], existe A\g € (0, 1) tal que p(Ag) = 0. Como p(\)
es un polinomio, solo puede tener un ntimero finito de raices y, por lo tanto,
siempre podemos elegir la més pequena de ellas.

En el caso de que DF = 0, tomando ¢(\) = p(A)A™™, tenemos que ¢(0) =
—(B+FC+ED)<0yqg(l)=1-A—-B—-C(E+F)— DE > 0. Asi, existe
un Ao € (0, 1) tal que p(Ag) = g(Ao) Ay = 0.

En cualquiera de los dos casos, (Mg, &) es una solucion de (3.26), siendo
a=E+ F\" >0.

Para este valor de A, el par (Kz, Ky) es una solucion de (3.25) para todo
K > 0. Entonces, tomando

© mAx{0, U _p, -y Ugy @ 0y g}, sia >0,
{ max{0,u_p,...,uo}, sia=0,

tenemos que u, < KAf vy v, < KaA} para k € {—n,...,0}. Por lo tanto,
haciendo uso de la primera parte de la demostracion, llegamos a la conclusion
de que u, < KXE v vp < Kaf para todo k € N. O

OBSERVACION 3.3. Como A > 0, entonces (3.19) implica (3.20) y, tomando
v = 0, recuperamos las conclusiones del Teorema 3.1.

3.2.1. Estabilidad de ecuaciones en diferencias

Con la ayuda del Teorema 3.3, a continuacién analizaremos la estabilidad
de las soluciones de la ecuaciéon

Tpy1 = axp — bf (K, Thny, Tp—ns1, - -, Tk), Kk EN, (3.27)

en donde a,b € Ry f es como en (3.1).
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Teorema 3.4. Supongamos que existe un niumero real positivo b tal que se
cumple una de las siqguientes condiciones:

(i) b<a<lyO<bn<l,
(ii) a>1y0<bn<(l—a+0b)(-1+a+b)"
St ademds [ satisface las relaciones

[f (k)| < l(zo, - -, Tn) |, Ve e R"™ yVkeN, (3.28)
If(k,x) — 2| < nl[(Azo, ..., Azp_1)||cos Ve e R"™ yVEkeN, (3.29)

entonces existen K >0 y A\ € (0, 1) tales que para cada solucion {xy}r>_, de
la ecuacion (3.27) se tiene que

lzk| < KNS, k€N,

en donde \g puede calcularse de la manera explicada en el Teorema 3.3.
Como consecuencia, la solucion trivial de (3.27) es globalmente exponen-
crtalmente estable.

Demostracion. Si {xy}r>—n es una solucion cualquiera de la ecuacion (3.27),
también verifica que

Tpy1 = (@ —b)xy — b(f(k,mk_n, Te, @ xk), keN,

y de ahi,
k—1
wr = (a =) zo+ > (a— b7 (=b) (i, 2oppir- o) —2:), kEN.
=0

Tanto si se cumple (i) como si se cumple (i7), tenemos que a — b > 0, asi
que de (3.29) se deduce que

k-1
2] < (a — b)F|zo| + Z(a — b)k_l_ibnméx{|Am_n+i|, oo |Aziq|y, keN.
=0

Por otra parte, a partir de la ecuacion (3.27), teniendo en cuenta (3.28), se
obtiene
|Azg| < |a — 1||zg| + dbméx{|zr_p|, ..., |2k}, k€N

Tomemos ahora uy = |xx| v vx = |Axy| para k > —n, A =a—0, B =
C=0,D=bn, E=|a—1y F = b. Entonces el par (u,v) cumple las
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desigualdades (3.20)-(3.21), por lo que podemos aplicar el Teorema 3.3 siempre
y cuando también se cumpla la desigualdad (3.22), que en este caso resulta ser

(Ja—1]+b)bn<1l—a+b<1. (3.30)

Para finalizar, resaltar que (3.30) se deduce tanto de la condicion (i) como
también de la condicion (7). O

OBSERVACION 3.4. Hay numerosos ejemplos, algunos bien conocidos, de ecua-
ciones en diferencias, tanto lineales como no lineales, que cumplen (3.28)
y (3.29). Como, para todo € R"! se tiene que

| méax{zo, ..., 2, } < max{|xo|,...,|xn]} = [|2] c0,
y
n—1
Ty — T = Z Az; < nmax{Axg,...,Azx,_1}, Vie{0,...,n},
j=i

no es dificil comprobar que si se satisface la condicion

min  x; < f(k,z) < méx 1z, Ve eR"yvVkeN, (3.31)
le{0,...,n} 1€{0,...,n}

entonces también se satisfacen tanto (3.28) como (3.29).
La condiciéon (3.31) es analoga a la denominada condicion de Yorke para
ecuaciones diferenciales funcionales (ver |63, 68]).

OBSERVACION 3.5. Podemos analizar la estabilidad exponencial global de la
ecuacion (3.27) a partir de la desigualdad de Halanay discreta y el Teorema 3.2,
pero solo cuando 0 < b <1 —a < 1.

Por el contrario, el Teorema 3.4 nos permite obtener la estabilidad exponen-
cial global de la ecuacion (3.27) para algunos valores tales que 0 < 1 —a < b,
y también para 1 —a < 0.

Queremos también poner de relieve que las condiciones en el Teorema 3.2
son independientes del orden de la ecuacion (retardo), mientras que las condi-
ciones proporcionadas por el Teorema 3.4 si que dependen de dicho retardo.
EJEMPLO 3.5. La ecuacion (3.12) fue analizada en el Ejemplo 3.4, y el Teore-
ma 3.2 proporcionaba la condicién b — a < 1 para la estabilidad exponencial
global cuando a < 0y b > 0.

Si aplicamos ahora el Teorema 3.4 al mismo caso, obtenemos la estabilidad
exponencial global cuando se cumplan cualquiera de las siguientes condiciones:

(i) a>—-1,a+b<0y4db<1

(1) a<—-1y4b(b—a—1) < (1+a+b),
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mejorando la region de estabilidad asintotica obtenida en el Ejemplo 3.4.

En la Figura 3.2 podemos ver las regiones de estabilidad exponencial global
para la ecuacion (3.12), obtenidas a partir de diferentes condiciones. En azul
la region calculada a partir del Teorema 3.2. En rojo las calculadas con el
Teorema 3.4: la oscura se deduce de la condicion (i) y la clara de la condicion
(77). En verde la region que hay que anadir a las anteriores para obtener la
region exacta dada por el criterio de Schur-Cohn.

I

Figura 3.2: Regiones de estabilidad exponencial global para la ecuacion (3.12)
calculadas como se explica en el Ejemplo 3.5.

3.3. Estabilidad de ecuaciones en diferencias con
maximo

En esta seccién analizaremos algunas propiedades asintoticas de las solu-
ciones de la siguiente clase de ecuaciones en diferencias:

Axp = — 3 R. .32
T a.rk—i—bk_rggfgkxl, a,be (3.32)

Resaltar que la ecuacion (3.32) puede interpretarse como el caso discreto
de algunas ecuaciones diferenciales con maximo (ver (63, 91]).
Como consecuencia de que la funcién f definida por

T, ..., Tp) = MIX <«
f( 0, ) n) 1640} l

claramente satisface la condicion (3.31), podemos aplicar el Teorema 3.4 para
obtener algunas relaciones entre a y b que garanticen la estabilidad exponencial
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global de la solucion trivial. Ademas, a partir del Teorema 3.2 sabemos que la
ecuacion (3.32) es globalmente exponencialmente estable si |b] < a < 1.

Sin embargo, parece muy complicado encontrar un criterio para la estabili-
dad asintotica global como el expuesto en [91] para la correspondiente ecuacion
diferencial

2'(t) = —ax(t) + b méx z(s). (3.33)

t—n<s<t

Por ejemplo, en [91] puede verse que la ecuacion (3.33) no tiene soluciones
periddicas diferentes de la trivial cuando a # b. Es mas, todas las soluciones
no triviales son, de hecho, estrictamente mondétonas.

No ocurre lo mismo con la ecuacion (3.32), como se expone en el siguiente
ejemplo:

EJEMPLO 3.6. Paraa =2,b =1y n =1 la ecuacion (3.32) se convierte en

Tpy1 = —Xp + max{ry_1, Tx}-

Esta ecuacion tiene una solucion periédica {xy }x>_1, de periodo 2, definida
por x; = 0 si k es impar, y rp = 1 si k es par.
Algunas propiedades pueden deducirse facilmente para el caso general.

Teorema 3.5. La solucidn trivial de la ecuacion (3.32) es inestable si se sa-
tisface una de las siguientes condiciones:

(i) b>a,
(i) a > 2, a>b>0.

Demostracion. Para cualquiera de los casos que contemplaremos en la demos-
tracion, calcularemos una solucion {zy }x>_n de (3.32) a partir de una cadena
inicial {x_,,...,z_1,%0} tal que g > 0y &y > méx{x_,,...,x_1}, con lo que

max x; = xg9 > 0.
1e{k—n,....k}

Caso (i). Cuando b > a también ocurre que 1 —a+b > 1, asi que cualquier
solucion de (3.32) vendra definida por x, = (1 — a + b)*zy para k € N, y es
obvio que diverge a +0o0.

Caso (i1). Supongamos inicialmente que a > b+2, entonces A = a—b—1 > 1
y se tiene que x1 = —Axg < 0. Asi pues, 1 < xg y

ro = (1 —a)xy +brg > (1 —a)zy > —x1 = Az > 0.

Razonando de la misma manera para los términos de indice superior, obtene-
mos una subsucesion {xq;} tal que xo, > N para todo & > 1. Como A\ > 1,
dicha subsucesion es divergente, de lo que se deduce la inestabilidad.
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Supongamos ahora que a = b+ 2. En este caso, se llega a que
T =—29<0, x9= (2b+ 1)$0 > T,

y se obtiene una subsucesion o, = (2b+ 1)¥zy para k € N. Ya que 20 +1 > 1,

esta subsucesion es divergente y se deduce de nuevo la inestabilidad.
Finalmente, consideremos el caso de que 2 < a < b+ 2 y b < a. Como

—1<1—a+0b<1obtenemos que x; = (1 —a+b)xg < g y

zy = (1 —a)zy +bzo = ((1 — a)(1 — a+ b) + b) .

Denotemos

é(a,b) = (1 — a)(1 —a+b) +b. (3.34)

Entonces ¢(a,b) > 0 cuando 0 < b < a y, en ese caso, ¢(a,b) > 1 si y solo si
a > 2. Por lo tanto, en caso de que a > 2, resulta que o = ¢(a,b)xy > g, y

se obtiene una subsucesion g, = (gb(a, b))kxo divergente, de donde se deduce
la inestabilidad. O

OBSERVACION 3.6. Cuando a = b, esta claro que todas las sucesiones cons-
tantes son soluciones de (3.32). En ese caso, (3.32) se convierte en

Az, = b( — T+ mix xl), ke N. (3.35)
1e{k—n,...k

De ahi, si ademéas a = b > 0, resulta que Az, > 0 y, consecuentemente,
cualquier solucion {z} es creciente para k € N. Por lo tanto, méaxy_,<;<x 2, =
xp para k > n, y entonces (3.32) toma la forma Az, = 0, es decir, z;1 = xp
para todo k > n. Como consecuencia de esto, la solucién trivial es estable pero
no asintoticamente estable.

Sia=0b <0, resulta que Az, < 0, y cualquier solucion es decreciente.
Entonces las soluciones {z,} de (3.32) también son soluciones de la ecuacion
diferencial lineal

Trr1 = (1 — a)zg + axy_y,. (3.36)

Asi, en este caso, el conjunto de soluciones de (3.32) es el conjunto de
soluciones decrecientes de (3.36), y estas vienen determinadas por las raices
reales positivas del polinomio caracteristico

p(A) =X (@ — 1N —a.

Ahora bien, p(0) = —a > 0, p(1) = 0, limy_, ;o p(A) = +00, y la tnica raiz
positiva de p'(A\) =0 es ¢ = (r —ra)/(r + 1), por lo que se deduce que p(\)
tiene solo dos raices positivas: A\ = 1 y Ao. Distinguiremos tres casos:
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» —a > 1/r. Entonces Ay > ¢ > 1y la solucion trivial de (3.32) es inestable.

» —a = 1/r. También la solucién trivial es inestable. Aqui Ay = ¢ = 1
es una raiz multiple del polinomio caracteristico y, por lo tanto, {z;} =
{—mk} es una soluciéon de (3.32) para todo m € R,.

» —a < 1/r. Ahora Ay < ¢ < 1y la solucion cero es estable.

Los Teoremas 3.2, 3.4 y 3.5 proporcionan condiciones suficientes para la
estabilidad o inestabilidad de las soluciones de la ecuacién (3.32). En general,
para un orden cualquiera n € N no conocemos la naturaleza de la estabilidad
de las soluciones de la ecuacion (3.32) en el caso restante: a > by 1 < a < 2,
cuando tanto a como b son positivos.

Sin embargo, podemos abordar es estudio de la estabilidad para el caso
particular en que n = 1, es decir, para la ecuacion

Axy, = —axy + bmax{x, 1,25}, a,beER,, keN. (3.37)

Teorema 3.6. La solucion trivial de la ecuacion (3.37) es globalmente asin-
toticamente estable si y solo si b < a < 2.

Demostracion. Teniendo en cuenta los resultados de los Teoremas 3.2 y 3.5,
solo necesitamos analizar el caso 1 < a < 2.

Consideremos, inicialmente, una solucion {x;} construida a partir de una
cadena inicial {z_1,xp} que satisfaga la condicion xzy > z_;, con lo que z; =
(1—a—+b)xy. Segun xqy sea cero, positivo o negativo, nos encontraremos en uno
de los tres siguientes casos.

En el caso de que xy > 0, veamos, por induccion, que

z = ¢la,b)rp_o, k> 2, (3.38)

en donde ¢(a, b) es el definido en (3.34).
Como 1 —a+b < 1 resulta que 1 = (1 — a + b)xy < o, por lo que

Ty = (1 —a)zy +bxo = ((1 — a)(1 — a+b) + b)zo = ¢(a, b)zo,

es decir, la formula (3.38) se cumple para k = 2. Supongamos que se cumple
para k € {2,...,r}, veamos que también se cumple para k = r+ 1. Asumamos
que 7 es par (el caso r impar se demuestra con argumentos similares), entonces

Ty = (b(a; b>T/2xO

Zr1 = ¢a,b)"* ey = 6(a,0)"P7H (1 = a + b,
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Como ¢(a,b) >1—a+0by ¢(a,b) > 0 cuando b < a < 2, necesariamente
Ty > x,_1 Y, de ahi,

Ty = (1 —a+b)z, = (1 —a+b)¢la,b)"xe = d(a,b)*z; = ¢(a,b)z, 1,

con lo que (3.38) queda probado.

Debido a que ¢(a,b) < 1 para b <a <2y ¢(2,b) =1, de (3.38) se deduce
que limy_, oo 7 = 0 si @ < 2, mientras que {xy} oscila entre zo y (b — 1)z en
el caso de que a = 2.

Cuando x5 < 0 analizaremos dos casos distintos. Si —1 <1 —a+b < 0
resulta que =1 > 0 > zg y 23 = ¢(a,b)xy, asi que este caso es similar al
inmediatamente anterior. Si, por el contrario, 0 < 1 —a +b < 1, es muy
sencillo comprobar que

T+l = (1 —a-+ b)k+1$0, keN,

de donde se deduce directamente que limy_, 1o 2 = 0.

Para finalizar esta parte de la demostracion, si xg = 0, entonces esté claro
que z = 0 para todo k£ € N.

Si consideramos ahora una soluciéon {xy} construida a partir de una cadena
r_1,Tp con xg < x_1, existen dos posibilidades: o bien existe ng > 1 tal que
Tpy = Tpg—1, y entonces el comportamiento de la solucién {zx} para k > ny
sera analogo al del caso ya estudiado, o bien la solucion {zx} es estrictamente
decreciente y, debido a ello, la ecuacion (3.37) se convierte en la ecuacion lineal
de segundo orden

Ty = (1= a)x, + brg—y, keN. (3.39)
El polinomio caracteristico de (3.39) es
p(A\) = A + (a = 1)\ — b,

el cual, en el caso que nos ocupa (0 < b < ay a > 1), tiene dos raices reales:
A1 € (0,1) y Ao < —A; < 0. Ya que solo estamos interesados en las soluciones
de (3.39) que son estrictamente decrecientes (las que también son soluciones
de (3.37)), la tinica posibilidad son soluciones {z}} de la forma x; = zoA¥, con
xo > 0. Por lo tanto, tales soluciones convergen exponencialmente a cero, lo
que completa la demostracion. O

OBSERVACION 3.7. Hemos realizado varios experimentos numeéricos que pa-
recen indicar que las conclusiones del Teorema 3.6 son validas para la ecua-
cion (3.32) con a,b € Ry y cualquier orden n € N.

Sin embargo, para un orden n arbitrario, nuestro método conduce a con-
siderar un nimero muy elevado de casos, lo que complica excesivamente la
demostracion, y nos hace pensar que hay que abordar el problema desde otro
punto de vista.



Capitulo 4

Ecuaciones diferenciales con
argumentos constantes a trozos

El estudio de las ecuaciones diferenciales con argumentos constantes a tro-
zos comenzd a principios de los anos ochenta, y desde entonces ha sido am-
pliamente tratado en la literatura. Este tipo de ecuaciones, en cuyo estudio
se combinan técnicas tanto de ecuaciones diferenciales como de ecuaciones en
diferencias, modelan, entre otros, fenémenos biologicos (ver [18, 19, 20, 54| y
las referencias alli citadas), la estabilizacion de sistemas de control hibridos con
controlador discreto retroalimentado [69], o el comportamiento de osciladores
amortiguados [104]. Asimismo, en [41] se explican modelos de dispositivos de
ingenieria construidos con ecuaciones de este tipo, como el movimiento de una
rueda de Ginebra o el soporte flexible de un agitador electrodinamico.

Podemos encontrar algiin ejemplo més concreto en el estudio del efecto
de la pesca en la dindmica de una poblaciéon de peces. La ecuacion logistica,
introducida por Verhulst [100] en 1838, describe el crecimiento de una pobla-
cion de una tnica especie mediante un —a dia de hoy bien conocido— modelo

matematico: P P(t)
- —rpP 1 — 7
= (1-50),

en donde P(t) representa la poblacion o biomasa en el instante ¢t > 0, K > 0 se
denomina capacidad de persistencia (capacidad de carga del sistema), y r > 0
es la tasa intrinseca de crecimiento de la poblacion.

Schaefer [93] anade al modelo de Verhulst una funcién que incorpora el
efecto de la pesca sobre el crecimiento de la poblacion:

& —rp (1 - %) — CEP(1).

Aqui E > 0 es el esfuerzo pesquero, que mide la intensidad de las actividades

85
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humanas para capturar el pescado, mientras que ¢ > 0 es un coeficiente que
mide la porcién de poblacién que es capturada por unidad de esfuerzo.

En este modelo de Schaefer se asume que por cada unidad de esfuerzo
pesquero se captura siempre el mismo porcentaje de poblacién, como también
que el esfuerzo pesquero no varia con el tiempo, por lo que la cantidad cE es
constante.

Sin embargo, lo mas frecuente es fijar el esfuerzo pesquero o el coeficiente de
captura (o ambos) a partir de la poblacion estimada de peces al inicio de cada
temporada de pesca. Concretamente, el producto cE pasa a ser un porcentaje
de dicha poblacién estimada. Si tomamos la temporada de pesca como unidad
de tiempo, el modelo de Schaefer se convierte en el propuesto por Gourley en
[53]:

dP P(t)
& =rr(1- 52 ) = er@ro,
en donde [-] representa la parte entera de un nimero real, y esta es una ecuacion
diferencial con argumentos constantes a trozos.

Los primeros estudios en este campo aparecen en [39, 96, 101], tras lo
cual diversos autores —consultar los trabajos [40, 41| y sus referencias biblio-
graficas— han estudiado la estabilidad de las soluciones, propiedades de osci-
lacion y existencia de soluciones periédicas, entre otros aspectos.

El método de las sub y sobresoluciones fue empleado en [108] para obtener
resultados de existencia de soluciones periddicas. Con este objetivo, los autores
presentan varios principios del méximo para el operador

' (t) + Myx(t) + Max([t — 1])

con condiciones de frontera periddicas y deducen la existencia de al menos una
solucion de una ecuacion no lineal de primer orden con argumentos constantes a
trozos, localizada entre la subsolucion y la sobresolucion. En [84] se establecen
varios principios del méximo para el operador lineal

'(t) + ma(t) + na([t])

en el espacio de las soluciones periddicas. Este operador también ha sido estu-
diado en [103], en este caso para el problema de valor inicial.

El antedicho método de las sub y sobresoluciones, como también el método
de las —alli denominadas— sub y sobresoluciones débilmente acopladas, se
utiliza en [64] para obtener condiciones que garantizan la existencia de solucion
para un problema de valores de frontera no lineales relativo a una ecuacion
diferencial en la que el retardo es una funcién continua.

Los principales resultados que vamos a exponer en este capitulo estén re-
cogidos en [28] y en [30]. Mejoraremos los resultados de comparacion dados
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en [84], para lo que construiremos la funciéon de Green asociada al operador
lineal de primer orden

' (t) + ma(t) + Mz([t]),

y obtendremos nuevos resultados de comparaciéon dependiendo del signo de
m+ M.

Si bien la teoria de funciones de Green ha sido ampliamente estudiada para
ecuaciones diferenciales ordinarias, creemos que no habia sido utilizada para
ecuaciones con argumentos constantes a trozos antes del trabajo [30]. Con
posterioridad a la aparicion de este trabajo, podemos ver funciones de Green
asociadas a ecuaciones con argumentos constantes a trozos, en este caso de
segundo orden, en [86] y en [106].

Este capitulo estd organizado como se explica a continuaciéon: en la Sec-
cion 4.1 presentamos las principales herramientas que utilizaremos en el resto
del capitulo. En la Seccién 4.2 desarrollamos una férmula para el problema
periddico general de orden n, que nos permite escribir su solucién en términos
de la funcién de Green asociada. En la Seccién 4.3 resolvemos el problema de
valor inicial de primer orden y, a partir de su solucion, obtenemos la expresion
de la funcién de Green asociada al problema peridédico. La Seccion 4.4 esta
dedicada a obtener principios de comparacioén para el operador de primer or-
den, tanto para el caso de valor inicial como para el de condiciones de frontera
periddicas. Finalmente, en la Seccién 4.5 deducimos resultados de existencia
de soluciones extremas para el problema general no lineal de primer orden, con
condiciones de frontera en general no lineales, como también algunos resultados
de unicidad de solucion. Obtenemos dichos resultados a partir de los principios
del maximo estudiados en la seccion anterior y de la aplicacion de los méto-
dos de las sub y sobresoluciones, como también de las sub y sobresoluciones
débilmente acopladas.

4.1. Preliminares

A lo largo de todo el capitulo supondremos que 7' es un ntmero real es-
trictamente positivo, que [-] representa la parte entera de un numero real,
denotaremos I = [0,7] C R y

Ny {[T], s [T] < T, 1)
T.

A partir de aqui definimos I* = T U {—1,—-2,...,—Np}, I := [k, k + 1)
para cada k € {0,..., Ny — 1}, como también definimos Iy, := [Nr,T].
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Denotaremos como A al conjunto de todas las funciones y : I — R que son
continuas en [, y tales que existe y(t~) € R para todo ¢t € {1,..., Nr}.

Para todo r > 1, denotaremos como 2" al conjunto de todas las funciones
z: I — R que son de clase C"~! en I y verifican que existe (™ € A. También
denotaremos como € = Q! al conjunto de las funciones z : I — R continuas
en I y tales que existe 2’ € A.

Asi, dadas u,v € Q", diremos que u < v si y solo si u(t) < v(t) para todo
t € I y, en este caso, definiremos

[u,v] :={z € Q" |u <z <wv}

Para cada s € I, denotaremos como A, al conjunto de todas las funciones
v : R — R que son continuas en [k, k+ 1) para todo k € Z tal que k # [s], son
continuas en [[s],s) y en [s, [s] + 1), y existe v(k~) € R para todo k € ZU {s}.
Hay que resaltar A = A, siempre que s € Z.

En el caso de que r > 1, para cada s € I, denotaremos como {2 al conjunto
de todas las funciones v : R — R que verifican:

e veC%(R).
o 0D € ¢((00,) NC (15, +o0)), ¥ existe o D(s7) € B
[ ] 'U(T) € As-

Asimismo, para cada s € I, denotaremos como €2, = Q! al conjunto de las
funciones v : R — R que son continuas en (—o0,s) y en [s,00), y tales que
existen v(s7) e Ry v’ € A,.

Utilizaremos, en el anélisis de varios de los problemas que apareceran en el
capitulo, diversas propiedades de la funcion hps,, : R = R, en donde m y M
son constantes reales, definida de la siguiente manera —ver [30]—:

h(t) == hasm(t) = e (4.2)

Es muy sencillo comprobar que
§\4m<t> =—(m+ M)e™, teR,

y, como consecuencia directa, hys,, es estrictamente monétona creciente en R
cuando M < —m y estrictamente mondtona decreciente en R si M > —m. Es
obvio que hjps,, es una funcion constante igual a 1 cuando M = —m, y que
h(0) = 1 para cualquier valor tanto de m como de M. Ademés, denotaremos

C = h(1), (4.3)
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que es estrictamente mayor o estrictamente menor que 1 siempre que m—+ M <
0 o m+ M > 0, respectivamente.

Dados un intervalo I C R, un intervalo compacto J = [a,b] C R y una
funcion f: I x J — R, si la funcion f; : J — R definida por fi(s) :=
integrable en J para cada t € I, diremos que

[ sty = [ gt.s9as

es una integral pammétrica (con parémetro t € I) que determina una funcion
h: I — R definida por h(t) fftsds

Dados un intervalo I C R y dos funciones acotadas a: I — R, b: [ — R,
consideremos el conjunto

S(a,b) = {(t,s) € R |t € I,a(t) < s < b(t)}, (4.4)

y una funcion f : S(a,b) — R. Si la funciéon f; : [a(t),b(t)] — R definida por
fi(s) :== f(t,s) es integrable en [a(t), b(t)] para cada t € I, diremos que

b(#) b(t)

fi(s)ds = f(t,s)ds
a(t) a(t)

es una integral paramétrica (con parametro t € I) que determina una funcion

h: I — R definida por h(t) = [ (£, 5)ds.

Los siguientes lemas (ver [42]) seran clave en las primeras demostraciones
que se realizardn. Los dos primeros garantizan, bajo ciertas condiciones, que
las integrales paramétricas que acabamos de definir son funciones continuas.
Los dos siguientes son versiones especificas de la archiconocida y cominmente

denominada regla de Leibniz de derivacion bajo el signo integral.

Lema 4.1. Sean I C R, J = [a,b] C R dos intervalos compactos, y
f:IxJ — R una funcion continua en I x J. Entonces la funcion h(t) =

fb f(t,s)ds es uniformemente continua en I.
a

OBSERVACION 4.1. En las hipotesis del teorema anterior, puede asegurarse
que, para cualquier ¢, € I, existen los siguientes limites y se verifica:

b
h’m/ f(t,s)ds:/ hmf (t,s ds—/ f(to, s)
t—to a a

En el caso de que ty fuese uno de los extremos del intervalo I, los limites
que aparecen en la formula anterior serian limites laterales.
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Lema 4.2. Sean I C R un intervalo compacto; a : I — R, b : I — R dos
funciones continuas, y f : S(a,b) — R una funcion continua en S(a,b) (de-
finido en (4.4)). Entonces la funcion h(t fb(t) (t,s)ds es uniformemente
continua en 1.

OBSERVACION 4.2. En las hipotesis del teorema anterior, puede asegurarse
que, para cualquier ty € I, existen los siguientes limites y se verifica que:

thr? b(t) b(to)
h’m/ f(t,s)ds —/ * lim f(t,s)ds —/ f(to, s)ds.
li

t—to 1m (l(t) t—to a(to)

En el caso de que ty fuese uno de los extremos del intervalo I, los limites
que aparecen en la féormula anterior serian limites laterales.

Lema 4.3. Sean I C R un intervalo abierto y J = [a,b] C R un intervalo
compacto. Sea f : I x J — R una funcion continua en I x J tal que existe la
derivada parcial Of /Ot, que a su vez es una funcion continua en I X J.

Entonces la funcion ff f(t,s)ds es derivable en I, y su derivada viene dada

por:
b b
%/ f(t,s)dsz/ g—{(t,s)ds, tel. (4.5)

Lema 4.4. Sean I C R un intervalo abierto; a : I — R, b : I — R dos
funcwnes acotadas en I; y una funcion f : S(a,b) — R (S(a,b) definido
n (44)).
Sia y b son funciones de clase C* en I, y f es continua y admite deri-
vada parcial Of /Ot continua en S(a,b), entonces la funcion f;((f)) f(t,s)ds es
deriwable en I, y su derivada viene dada por:

d b(t) b(t) af . .
— » f(t,s)ds = /a E(t,s) ds+ f(t,b(t)b'(t) — f(t,a(t))d'(t), tel.

dt (t)
(4.6)

OBSERVACION 4.3. En cualquier intervalo compacto K C [ seguirian sien-
do validos tanto el Lema 4.3 como el Lema 4.4, aunque las derivadas en los
extremos de K habria que entenderlas como derivadas laterales.

OBSERVACION 4.4. De las formulas (4 5) v (4.6) se deduce, respectivamente,

que las derivadas de las funciones f f(t,s)ds y f ((tt)) (t,s)ds son funciones

continuas en el intervalo 1.
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4.2. El problema lineal de orden n

Dados A € Ry 0 € A, estudiaremos el siguiente problema, al que nos
referiremos como problema (P):

M (t) + nz: m; 29 (t) + ZT Mz([t —j)) = o(t), tel, (4.7)

x(i)(O) — 2® (T)
x(nfl)m) _ x(nfl)@)

0, ie{0,...,n—2}, (4.8)
A,

en donde m;, M; € R paratodoi € {0,...,n—1}y j € {0,...,Nr}.
Diremos que una funciéon = : I* — R es una solucion del problema de
valores de frontera (P}) si 2y € Q" y x verifica (4.7)-(4.9).
A partir del problema (P}), ¥ con el objetivo de encontrar la solucién del
mismo, estudiaremos la siguiente familia de problemas, que denotaremos (PY),

con s € I:

n—1 Nt
V() + Y ma@(t) + > Mju([t —j]) =0, teR, (4.10)
i=0 j=0

v(i)EO_) — (TF)

0, i€{0,....,n—1}, (4.11)
™D (sH) = ot D(s7) = 1.

(4.12)

Diremos que una funcion v : R — R es una solucion del problema de
valores de frontera (P7) si v € QF y verifica (4.10)-(4.12).

Teorema 4.1. Supongamos que G(-,s) es la unica solucion del problema (PY)
para todo s € I, entonces la funcion z : I* — R definida por

x(t) == /OT G(t, s)a(s)ds + A\G(t,0), (4.13)

es la tinica solucion del problema (P)).

Demostracion. Denotaremos, para cada t € I*, tanto R(t) = G(¢,0) como
tambien Ha(t) = 2™ (t) + S0 m; 2O(t) + Z;V:TO M;z([t — j]), por lo que

x([t—j])—/o G([t—j), 8)o(s)ds+ AR([t—j]), t € I, j € {0,..., Np}. (4.14)

Veamos que, si G(-,s) es solucién del problema (P!) para todo s € I,
entonces la funcion definida en (4.13) es solucion del problema (P2).
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Asumamos, inicialmente, que n > 2. Entonces R (su restriccion al intervalo
I) es una funcién de clase C" ' en I y R™ € A.
Por una parte, tenemos que

d

T
/ G(t,s)o(s)ds+ AR'(t), tel, (4.15)
0
de donde, aplicando el Lema 4.3 a la funcién G(¢,s)o(s) en cada conjunto
I x I con k € {0,...,Nr}, obtenemos

d [T I d
— G(t,s)o(s)ds = —/Gt,sasds
), Gtsos =33 [ Gttslat

=> /I %—f(t, s)o(s)ds (4.16)

oG
et _— [
/0 T (t,s)o(s)ds, tel,

lo que finalmente nos conduce a

T oG
2 (t) = —(t,8)o(s)ds + AR'(t), tel.
0 Ot

Aqui, como en el resto de la demostracion, las derivadas en los extremos de
intervalos cerrados han de interpretarse como derivadas laterales (ver Obser-
vacion 4.3).

En realidad G(-, s) € C"2(R) por lo que el Lema 4.3 puede aplicarse a las
funciones (9'G/0t%)(t, s)o(s) para cada ¢ € {1,...,n — 2} en cada conjunto
I x Iy con k € {0,..., Np}. Asi, razonando como en el calculo de 2/(t), por
inducciéon obtenemos que

Toa

0=,

(t,s)o(s)ds + ARO(t), tel, ie{l,...,n—2} (4.17)

Para calcular ("9 en el conjunto I hemos de tener en cuenta que la
derivada (0"~VG/0t"1)(t,s) no es continua cuando t = s. En el caso de
que t € 7Z podemos seguir aplicando el Lema 4.3 a dicha funciéon en cada
conjunto I x Iy con k € {0,..., Nz}, por lo que podemos garantizar, como en
el célculo de las derivadas de orden inferior, la existencia de la derivada y que
la formula (4.17) es valida también para i =n — 1 cuando t € I N Z.

Sin embargo, cuando t ¢ Z, el Lema 4.3 puede usarse para cada conjunto
Ix I conk €{0,...,Nr} tal que k # [t] de igual manera que se hizo para las
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derivadas de orden inferior, pero no es aplicable al conjunto I x [[t], [t] + 1], ¥
tendremos que utilizar el Lema 4.4 para calcular 2("~1(t).
Para todo t € I tal que t € 7Z, se tiene que

[t]-1 _
o 1G d t]+1 on— QG
(n—1) e -
2D (1) = g /I g (900 + gy | B (4 9o (s)as
B (4.18)
n—1
/8 G(ts) ()d8+)\R("1()
k= [t+1 T
en donde
d [t]+1 8n72G an QG
E ” 8tn_2 ( ) ) ( )dS It 3t" Anm—2 (t7 S)U(S)ds 19
d i+ gr-2q (419
+ % , W(t, S)O'(S)ds.

Aplicando el Lema 4.4 obtenemos que, para todo t € I tal que t € Z,

d t an—2G an IG 8n—2G
— | =t R ~ —(t.t)o(t
it J, o (t,8)o(s)ds B ———(t,s)o(s)ds + 53 (t,t7)o(t7),
y que
d [t]+1 o2 [t]+1 oG o2 N N
G| Gt e = /t b s)ols)ds — (1, 1) (r"),

y, al ser (0""2G/0t"?)(t, s)o(s) una funcién continua en I x [[t], [t] + 1],

d [t]+1 2@ [t]+1 o1G
— —F(t ds = — (2 d
i), o = [ s

an—2G 3 B 8n—2G N N
+W(t,t Jo(t )—W(tat Jo(th)

[t]+1 on— lG
= t,s)o(s)ds.
- [ e

(4.20)
Por lo tanto, hasta el momento hemos demostrado que
2O (t) = o7 (t,s)o(s)ds + ARO(t), tel, die{l,...,n—1}, (4.21)
0

v que (Observacion 4.4) la funcién z(t) es de clase C" ! en I.
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Pasemos a calcular (™ (¢) para cualquier ¢ € I. Ahora resulta que la deri-
vada (™G /0t™)(t, s) es una funcién de A, para cada s € I, debido a lo cual
no puede utilizarse el Lema 4.3 en cada conjunto I x I; como hasta ahora.

Siempre que t € I y t € Z, podremos aplicar el Lema 4.3 a cada conjunto
([t],[t] + 1) x I con k € {0, ..., Nr} tal que k # [t] para obtener

[t]-1 _
N oG d [t]+1 o-1G
l'( )(t) = Z . W(t, S)O‘(S)ds + % ’ W(t, S)U(S)ds
k=0 v Ik
(4.22)
L[ oG
+ Z / ——(t,s)o(s)ds + AR™ (1),
7. ot
k=[t]+1 'k
en donde, aplicando el Lema 4.4 como en el calculo de la derivada (™1,
d t]+1 an—1 [t]+1 an
L0 G o (s)ds = / PGt So(s)ds
anflG B _ anflG
+ g (61 )0(8) = S (8 1) o ()
Ahora, hemos de tener en cuenta que o(t*) = (¢~ ), como también que
an—lG 8n—1G an—lG 3n_1G

W(t,f) = i (t",t) vy S (t,t7) = W(fi),

y que G(-,s), al ser solucion del problema (PZ), verifica la condicion (4.12).
Entonces (4.23) pasa a ser

d [ on-ia i onG
pr . W(t,s)a(s)ds = /[t] W(t’ s)o(s)ds
an—lG » 6n—1G 3
+ ((%”‘1 (t 7t) _ otn—1 (t 7t)) U(t)

t]+1 an
= / a—G(t, s)o(s)ds + o(t),
[t] atn

y, por lo tanto,
oG

——(t,8)a(s)ds + \R™(t) +o(t), t€l,t¢Z.  (4.24)
o Ot

) (t) =

Hemos visto que (™ existe y es continua en el interior de los intervalos I},

para k € {0,..., Ny}. En general, para k € {0,..., Ny}, no existira 2 (k),
pero si podremos calcular 2™ (k*) € Ry 2™ (k™) € R:

T an
2™ (kT) = lim G

t—kt 0 8tn

(t, 8)o(s)ds + AR™ (k*) + o (kF), (4.25)
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en donde, aplicando el Lema 4.1 en cada conjunto [, x I; con k # j,

, Tora , "G
tl_l}}g 0 otn (ta S)O-(S) - o tl—lglg /IZ W(L S)O-(S>d5
X[ OG
= Z 5 (k™. 8)o(s)ds (4.26)
i=0,ik Y i ¢
k+1 n
+ lim 0 G(t,s)a(s)ds

t—kt k at”

A su vez, aplicando el Lema 4.2, se llega a que

k+1 n
lim 0 G(t s)o(s)ds = lim / (t,s)
t—kt Jp otn t—k+ 8t
M1 on@
li t d 4.27
thm [ g helollds (420
k+1 oG
= kT d
[ Gt et
En conclusion, para k € {0,..., Nz} se tiene que
T or@
2O = | Sk, s)o(s)ds + AR (K®) + o (k). (4.28)
0
y, utilizando argumentos similares, que
AP
™ (k7) = om (k~,s)o(s)ds + AR™ (k™) 4+ (k™). (4.29)
0
Ya se ha comprobado anteriormente que z(™ es una funciéon continua en el
interior de los intervalos I, para k € {0,..., Np}, asi que finalmente 2™ es
una funcion en A. Ademas,
(n) toG (n)
x"(t) = 5 (t,s)o(s)ds + AR™(t) +o(t), tel, (4.30)
0

tomando z(™ (k) = 2 (k) para cada k € {0,..., Np}.
Utilizando (4.14), (4.21) y (4.30) se llega a que

Hz(t) = i 867:5 (t,8)o(s) + AR™(t) + o(t)

+ ni m; ( /0 ) %i—g(t, s)o(s)ds + /\R(i)(t))

S (/OTG@ ~ ). s)o(s)ds + AR(t —j])),




96 4. Ecuaciones diferenciales con argumentos constantes a trozos

de donde, agrupando convenientemente los sumandos, se obtiene que
TG N Je. ali .

- >\<R(”) (t) + nz_: m; R (t) + i M;R([t — j])) +o(t).

Si tenemos en cuenta que G(+, s) verifica la condicion (4.10) por ser solucion
del problema (PY) para cada s € I, en particular R(t) = G(¢,0) es solucion
del problema (P?), llegamos a que

Hax(t) = 2™ (t) + imix(i)(t) + ZT M;z([t — j]) = o(t). (4.31)

Por otra parte, a partir de (4.21), para todo i € {0, ...,n— 1} tenemos que

29(0) — 2(T) = /0 (%(0, s) — %(T, s)) o(s)ds + )\(R(i)(O) — RY(T)).

Como, por ser solucion de (PY), G(t, s) verifica (4.11) y esta en Q7, no es
dificil comprobar que

/OT (aai_t?(o’s) - aai—f@m) o(s)ds =0

para todo i € {0,...,n — 1}, como también que R®(0) — RO(T) = 0 para
todo i € {0,...,n —2}.

Ademas, a partir del hecho de que R(t) = G(t,0) verifica (4.12) por ser
solucién de (PJ), es sencillo deducir que R~V (0) — R™(T) = 1.

Debido a todo lo anteriormente expuesto, resulta claro que

2D(0) —2(T) =0, ie{0,...,n—2}, (4.32)

y que
2Y(0) — (7)) = A (4.33)

A partir de (4.31), (4.32) y (4.33) es evidente que z verifica la ecuacion y
las condiciones de frontera del problema (P}).

Previamente ya se comprob6 que z es de clase C" ' en I y que (™ € A, es
decir, que € Q" y, por lo tanto, « es solucion del problema (P2)).

Para acabar esta parte de la demostracion, cuando n = 1 la expresion de
2’ puede obtenerse igual que se obtuvo la de (™ cuando n > 2, y el resto de
los célculos se realizarian de manera analoga.
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Finalizaremos la demostracion comprobando que el problema (P}) tiene
solucién unica si cada problema (P7) tiene solucién tnica para todo s € I.

Si suponemos que existen dos soluciones, x1 y w9, distintas del problema
(P2), necesariamente v = ; —  serd una soluciéon no trivial del problema
homogéneo (P?). Entonces, para todo s € I, G(-,s) + u sera una solucién del

problema (P7) distinta de G(-, s), lo que contradice las hipotesis del teorema.
[

No seré sencillo, en general, encontrar las soluciones de los problemas (P?)
y, con ellas, las del problema (P;\l), aunque en la siguiente seccién podemos ver
como calcular la expresion de la funcion de Green para el problema lineal de
primer orden.

4.3. El problema lineal de primer orden

Estudiaremos en esta seccion los problemas de primer orden (P}) y (P1)
conmg=mER, My =M Ry M; =0 para j > 1, y los denotaremos (P*)
y (P,) respectivamente.

En concreto, dados A\, m, M € Ry ¢ € A, denominaremos problema (P*)
al problema

' (t) + ma(t) + Mx([t]) = o(t), tel, xz(0)—xz(T)=M\, (4.34)
mientras que, para cada s € I, el que denominaremos problema (P,) sera

z'(t) + ma(t) + Mx([t])) =0, teR, (4.35)
z(07) —z(TT) =0, z(s")—z(s7) =1 (4.36)

Previamente estudiaremos el problema lineal pero con valor inicial.

4.3.1. El problema de valor inicial

Dados dos valores m, M € R y una funciéon ¢ € A, prestemos atencion al
siguiente problema:

' (t) + mx(t) + Mz([t]) = o(t), t€]0,4+00), x(0)=x, (4.37)

en donde xg es un ndamero real.

Teorema 4.2. El problema de valor inicial (4.37) tiene una tnica solucion
para cada xo € R.
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Demostracion. Para cualquier xy € R, el problema (4.37) puede reformularse
como una familia de problemas de valor inicial en los intervalos [k, k + 1) para
k € N, esto es,

' (t) + ma(t) + Mz([t]) = o(t), telkk+1), z(k)=ux, (4.38)

para k € N.
Ya que z([t]) = x para todo t € [k, k + 1), la tinica solucion del proble-
ma (4.38) viene dada por

x(t) = zph(t — k) + /t o(s)e ™= ds, (4.39)

siendo h la funcion definida en (4.2).
Debido a la necesaria continuidad de x, llegamos a la siguiente ecuacion en

diferencias lineal
Tpy1 = Crp+gr, keN, (440)

en donde C esta definido en (4.3) y
k+1
gk = / o(s)e”™*H1=9ds ke N. (4.41)
k

Para cada xy € R dado, la ecuacion discreta (4.40) tiene una tnica solucion
dada por la expresion

k—1
= Ctzo+ Y _CF g, keN. (4.42)

=0

Por lo tanto, el problema (4.37) tiene una tnica solucion dada por

( t
xo h(t) +/ o(s)e ™9 ds, sitel0,1],
0
t
xy h(t —1) —i—/ o(s)e™)ds, site (1,2,
1

x(t) = : (4.43)

t
xp h(t — k) + / o(s)e ™ ds, site [k k4 1],
k

\ o

en donde zj es el de la expresion (4.42) y h la funcion definida en (4.2). O

El siguiente corolario es una consecuencia directa de este resultado.
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Corolario 4.1. Dados m, M € R y o € A, el problema de valor inicial
'(t) + mx(t) + Mz([t]) = o(t), tel=[0,T], =x(0)=x, (4.44)

tiene una unica solucion para cada xo € R.

Corolario 4.2. Dados m, M € R tales que C # 0 (C definido en (4.3)), y
o € A\, el problema de valor intermedio

2'(t) + mx(t) + Mz([t]) = o(t), teR, =z(0)= o, (4.45)
tiene una unica solucion para cada xo € R.

Demostracion. La clave de la demostracion del Teorema 4.2 es resolver la ecua-
cion diferencial en cada intervalo [k, k+1) para cada k € N, aunque en realidad
es posible resolverla para cada intervalo [k, k 4+ 1) con k € Z.

Es por esto que las formulas (4.40) y (4.41) son validas para k € Z, aunque,
para cada g € R, la ecuacion en diferencias (4.40) solo puede resolverse para
k < 0 cuando C # 0. En ese caso, para cada xg € R, la tnica solucién de esta
ecuacion viene dada por la expresion

( —1
CkCCQ — ZC’jgk_j_l, sik < 0,

J=k

(4.46)

T =

k—1
Chag+ Y CH g, sik>0.
> j=0

Por lo tanto, para cada zy € R, el problema (4.45) tiene una tnica solucion
dada por

t
2(8) = ph(t — k) + / o(s)emds b ek k+1), keZ, (447)
k

en donde zy es el de la expresion (4.46) y h la funcion definida en (4.2). O
OBSERVACION 4.5. Una forma alternativa —y mas simple— de expresar la
solucion del problema (4.45) es la siguiente:

z(t) = zyh(t — [t]) + /mta(s)em(ts)ds, t € R, (4.48)

en donde xp; se obtiene partir de las expresiones (4.41) y (4.46), es decir,

-1
wg = Clag = > Chgyir, t € (—0,0), (4.49)
k=It]
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o bien,
[t -1

zp = Oz + Z Cl=1=kg, €0, +00). (4.50)
k=0

Las expresiones (4.48) e (4.50) son validas para expresar tanto la solucion
del problema (4.37) (substituyendo ¢t € R por t € [0,+00)), como la del pro-
blema (4.44) (reemplazando t € R por ¢ € I).

OBSERVACION 4.6. Si tomamos ¢ = 0, para cada xy € R la soluciéon tnica del
problema (4.45) viene dada por

2(t) = Claoh(t — [t]), t€R. (4.51)

4.3.2. Funcién de Green para el problema periédico

Ahora vamos a obtener las soluciones del problema (P*) en funcién de las
soluciones de los problemas (P,) con s € I. Veremos que tal problema tiene
una unica solucion si y solo si los problemas (P,) también tienen una tnica
solucién para cada s € I.

Teorema 4.3. Dados 0 € A, \ € R y s € I, los problemas (P) y (P,) tienen
una unica solucion si y solo si m+ M # 0. En ese caso, la unica solucion del
problema (P) viene dada por la siguiente expresion.:

x(t) = /OT G(t, s)o(s)ds + AG(t,0), (4.52)

en donde G(-,s) es la unica solucion del problema (P,).

Demostracion. Para resolver el problema (P, ), y asumiendo que tiene solucion,
denotaremos por G(t, s) al valor de la solucién de (P,) en el punto t € R.
Consideraremos varios casos distintos.

(a) s =0. En este caso, las condiciones de frontera (4.36) se convierten en
ro=2(0") =2(07)+1=2(T")+1=2T) +1,
y asi, G(t,0) es la solucion del problema
Z'(t) + ma(t)+ Mz([t]) =0, teR, xzo=uxz(T)+1.

Entonces, para todo t € [0, 4+00), G(t, 0) viene dada por la expresion (4.51),
por lo que

G(T,0) = C*Tzoh(T — Nr),
y, debido a ello, g = x(T") + 1 si y solo si
B 1
11— CONth(T — Np)’

xg (4.53)
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(b) s =T. Ahora las condiciones (4.36) pasan a ser
zo=2(0")=2(07) =a(T") =a(T"7) + 1,
y G(t,T) es la solucion de
Z'(t) + ma(t) + Mx([t])) =0, teR, zo=x(T")+1.

Asi es que, de nuevo, G(t, T') viene dada por (4.51), lo que quiere decir que
G(t,0) = G(t,T) y este caso es analogo al anterior. Por lo tanto, tenemos
que xg = z(T7) + 1 si y solo si 2y viene dado por la expresion (4.53).

(¢) 0 <s<T.En este caso, G(t, s) es solucion del problema

2(0) = 2(T), a(st) =a(s7) + L. (4.54)

{x’(t) 4+ ma(t) + Maz(jt]) =0, teR,
Entonces, para todo t € [0, s), G(t, s) es la solucion del problema
2 (t) + ma(t) + Mx([t]) =0, te€]0,s), x(0)=x,

y, una vez mas, vendra dada por la expresion (4.51).
Por otro lado, para todo ¢ > s, G(t, s) sera la solucion del problema

2'(t) + ma(t) + Mz([t]) =0, tE[s,+00), z(s) =z, (4.55)
y hemos de distinguir varios casos para calcularla.
(cl) s € Z. Tenemos que

2(s7) = G(s,8) = C'agh(s — (s — 1)) = C¥xy,
debido a lo cual
ro=z(s)=x(s)+1=Cr+1
y, para cada s € (0,7,

Claoh(t —[t]), si0<t<s,
G(t,s) = (4.56)
Cl=sz.h(t —[t]), si0<s<t.

Entonces
G(T,s) = CN Sz ,h(T—Ny) = CN"woh(T— Ng)+CNT=5h(T—Ny),
y 2(0) = x(T) si y solo si

CNT*Sh(T — NT)

= oMK =N (4.57)

Zo



102 4. Ecuaciones diferenciales con argumentos constantes a trozos

(c2) s € Z. Por lo tanto s € ([s],[s +1]) v
z(s7)=G(s,s) = C[S]xoh(s — [s]),
con lo que
2y =a(sT) = x(s7) + 1 = C¥lagh(s — [s]) + 1.

Para calcular la funcion de Green hemos de tener en cuenta que,
para todo t € [s, [s] + 1), resulta que [f] = [s] y G(¢, s) es la tnica
solucién del problema

() +ma(t) = —MG([s],s) = —MC¥zy, x(s) =2z, (4.58)

es decir,
G(t,s) = C[ﬂxoh@ — [t]) + e e, (4.59)
Ahora, para todo t > [s] + 1, G(t,s) sera la tunica solucion del
problema
z'(t) + ma(t) + Mx([t]) =0, x([s]+ 1) = z[g41, (4.60)

en donde w41, debido a la necesaria continuidad de la funcién de
Green, se calcula a partir de (4.59) de la siguiente manera:

21 = G([s] + 1, 8) = ClItly, 4 emmilelii=s),
Por lo tanto, para todo t > [s] + 1 tendremos que
G(t,s) = (C[S}on + e_m([s]“_s))C[t]_[s]_lh(t — [t]). (4.61)

De ahi que, a partir de (4.51), (4.59) y (4.61), para todo s € (0,7

tal que s € Z,
CHaxoh(t — [t]), si0<t<s,

G(t,s) = § Clagh(t — [t]) + ™09 sis <t < [s] + 1, (4.62)
Cl-l=1g g h(t — [t]), sifs]+1<t.

Entonces x(0) = z(T) si y solo si

—m(T—s)
e
1T < 1
= CNTh(T — Np) ATk .
T = .
0 efm([s}«l»lfs)h(T o NT)CNTi[S]il
,siT > [s]+ 1.

1— CNoi(T = Nyp)
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Hemos probado que, en todos los casos previos, el problema (P,) tiene una
tinica solucion si y solo si CNTh(T — Nr) # 1.

Pero cuando M +m > 0, se cumple que h(T'— Np) > 1y C =h(1) > 1,y
ast CNTh(T — Nr) > 1.

Del mismo modo, h(T'— Nr) < 1y C < 1si M +m < 0, por lo que
CNTh(T — Nr) < 1 en ese caso.

Finalmente, la funciéon A es constante con valor 1 siempre que M +m = 0,
asi que C' = h(1) =1=h(T — Ny) y CVh(T — Ny) = 1.

Por todo lo anterior, esta claro que el problema (P,) tiene una tnica solu-
cién siy solo si M +m # 0.

Por otra parte, a partir de la expresion (4.51), si estamos buscando la
solucién del problema (P°) con ¢ = 0, al ser un elemento de ©, tenemos que
zg=x(T)siysolosizg =0 (i.e.z=0)0o CNTh(T—Nr) =1 (i.e. m+M = 0).

Como consecuencia de esto, el problema (P*) tiene una tnica solucion si y
solo si m + M # 0.

La segunda parte del resultado es un caso particular del Teorema 4.1. [J

4.4. Resultados de comparaciéon

En esta seccion se prueban algunos resultados de comparacion para los
problemas de primer orden, tanto para el problema periédico como para el
problema de valor inicial. Siguiendo los argumentos dados en [21], puede com-
probarse que la soluciéon de (P’\) —con A\ y 0 no negativas— tiene signo cons-
tante en [ si y solo si la funcién de Green asociada tiene signo constante en
I x I. Entonces, es suficiente discutir para qué valores de m y M la funciéon de
Green G no cambia de signo en [ x [.

Los siguientes dos resultados son relativos al problema peridédico, en el
primero exponemos las estimaciones optimas de las constantes reales m y M
para las cuales las soluciones de (PY) —con A y ¢ no negativas— son no
negativas en [.

Lema 4.5. Supongamos que m+ M # 0. Sean o € A una funcion no negativa
en I y A > 0. Entonces la unica solucion del problema (P’\) es no negativa en
I si y solo si se cumple una de las siguientes condiciones:

(i) 0#£—m <M<

em—1°

(ii) 0=—m < M <1.

Demostracion. Antes de nada, fijémonos en que, cuando m + M # 0, la tnica
solucién del problema (P%) con o = 1 viene dada por la expresion 1/(m + M).
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Por lo tanto, m + M > 0 es una condicién necesaria para asegurar que el
resultado se cumple para cualquier o € A que sea no negativa en I.

Por otra parte, el Teorema 4.3 garantiza que (4.52) es la expresion de la
tinica solucion del problema (P*), por lo que es evidente que si la funcion de
Green asociada al problema (P,) es no negativa en I x I, entonces la tunica
solucion de (P?) sera no negativa en 1.

Como M +m > 0, sabemos que el problema (P*) tiene una tinica solucion
en {2y, en este caso, como la funcién h definida en (4.3) es estrictamente
decreciente, tenemos que 1 = h(0) > h(t) > h(1) = C para todo ¢ € (0,1), por
lo que h(t) > 0 para todo t € [0,1] si y solo si C' > 0.

Por otra parte, a partir de (4.53), (4.57) y (4.63) obtenemos que, si C' > 0,
entonces xy > 0 en todos los posibles casos descritos en el Teorema 4.3. Por lo
tanto, teniendo en cuenta la expresion de la funcion de Green en (4.51), (4.56)
y (4.62), no es dificil comprobar que G(t,s) > 0en I x I siy solo si C' > 0.

Pero, para M > —m # 0, C' > 0siy solosi M <m/(e™ — 1), de lo que se
deduce que el caso (i) es cierto.

Por otra parte, si M > —m = 0 entonces C' = 1— M y, en este caso, C' > 0
si y solo si M < 1, lo que prueba el caso (ii) y finaliza la demostracion. O

En el siguiente resultado se trata el caso en el que las soluciones de (P*) son
no positivas. En dicho caso las estimaciones de los valores de los parametros
no son las mejores posibles, obtener los valores 6ptimos para m y M queda
como un problema abierto.

Lema 4.6. Supongamos que m + M < 0, y sea Ny el definido en (4.1). Sean
o € N una funcion no negativa en I y X > 0. Entonces, si una de las cuatro
condiciones siguientes se cumple, la unica solucion del problema (PA) €s no
positiva en 1.

(1) 0< M.
(1) m >0y
—m 1 1/(Np+1) _ ,—m
(e +1) C <M< (4.64)
eem—1
(i4i) m <0y
~m(T-N1) 4 {\U/(Np+1) _ p-m
mle 1) C <M<o. (4.65)
etm—1
(iv) m=0y

1— 2% < M < 0.
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Demostracion. Razonando como en el teorema anterior, esté claro que pode-
mos reducir la demostraciéon a comprobar que la funcion de Green asociada al
problema (P,) sea no positiva en I x I.

Ademaés, para conseguir —en este caso— una solucién negativa de (PO) con
o =1, la condicion m + M < 0 ha de cumplirse.

Como M < —m sabemos que el problema (P*) tiene una tinica solucion
y, por otra parte, que la funciéon h definida en (4.3) es estrictamente creciente
en (0,1), por lo que h(t) > 1 = h(0) para todo ¢t € [0,1] y, en particular,
C =h(1)>1.

Entonces, de las expresiones (4.53), (4.57) y (4.63), se deduce sin dificultad
que g < 0 en todos los casos contemplados en el Teorema 4.3. De aqui, a
partir de (4.51), resulta evidente que G(¢,s) < 0 para todo ¢ cuando s esta en
uno de los casos (a) o (b) del citado teorema, mientras que, de (4.56) y (4.62),
se deduce que esa funcién de Green es no positiva para cada t € [0, s) si s esta
en el caso (c).

Veamos ahora que también se cumple que G(t,s) < 0 para todo t € [s, T
cuando s esté en el caso (¢), para lo que hemos de distinguir que s esté en el
caso (cl) o (¢2).

Cuando s esta en el caso (cl), si se cumpliese que z; > 0, tendriamos
que G(t,s) > 0 para todo t > s (en particular G(7,s) > 0), lo que seria
contradictorio con el hecho de que la funciéon G es periddica en la primera
variable.

Asi, necesariamente z, < 0, por lo que G(t,s) < 0 para todo t > s.
Entonces G(t, s) es no positiva para todo ¢ cuando s esté en el caso (cl).

Siempre que s esté en el caso (¢2) y T' > [s] + 1, razonando de la misma
manera se comprueba que zj4; < 0y la funcién de Green G(t, s) es no positiva
para todo t > [s] + 1.

Consideremos ahora la funcién

r(t) = e™G(t, s)

definida en el intervalo [s,[s] + 1]. Cuando M > 0, necesariamente m < 0y
esta funcion es, debido a que xy < 0, mondtona creciente en dicho intervalo.
En el caso de que T' > [s] + 1, acabamos de ver que

G([s+ 1], ) = a1 <0,

debido a lo cual ([s] + 1) < 0y, consecuentemente, r(t) < 0y G(t,s) <0 en
[s, [s] +1].

Por otra parte, si ' < [s] + 1, entonces r(T") < 0y, por lo tanto, r(t) <0
y G(t,s) <0en [s,T].

Hemos visto, pues, que la funciéon de Green G(t, s) es no positiva en I x [
a condicion de que M > 0, lo que completa la demostracion del caso (7).
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Supongamos ahora que M < 0. En este caso r es mondtona decreciente en
[s,[s] + 1] y solo tenemos que verificar que G(s*,s) < 0. No es dificil probar
que si m # 0 la ecuacion (4.64) implica que G(s™,s) < 0 cuando T < [s] + 1,
como también lo implica la ecuacion (4.65) siempre que 7' > [s] + 1.

Hemos de resaltar que es necesario que ambas desigualdades se verifiquen
simultaneamente, pero cuando m > 0 la condicion (4.64) implica (4.65), mien-
tras que (4.65) implica (4.64) en caso de que m < 0. Con esto se acaba la
demostracion de los casos (i7) y (7).

El caso (iv) puede probarse con argumentos similares, por lo que la demos-
tracion esta completa. O]

A continuacion, presentamos resultados de comparacion para el problema
de valor inicial.

Lema 4.7. Sean o € A tal que 0 <0 en I yxy < 0. Entonces la inica solucion
del problema (4.44) es no positiva en I si se cumple

‘ m m \
maX{em—l’emT—l}’ sim # 0,

1
méx{l,f}, sim = 0.

Esta condicion es dptima en el sentido de que, para cada M > bp(m) y para
cada valor xy < 0, podemos definir una funcion o < 0 en I, para la que
la solucion del problema (4.44) cambia de signo en I. Asimismo, siempre que
M > br(m), para cada funcion o < 0 en I, podemos encontrar un valor xy < 0
para el que la solucion del problema (4.44) cambia de signo en I.

M < bp(m) = (4.66)

Demostracion. Supongamos en un primer momento que 7' > 1. En este caso
m

b(m) = bp(m) =< €~ 1
1, sim = 0.

sim # 0,

Dado que 0 < 0 en I y zo < 0, de la expresion (4.42) deducimos que si
C > 0 entonces z; < 0 para todo k € {0,1,..., Np}.

Ademas la solucion viene dada por la expresion (4.48), la cual, siempre que
se verifique que C' > 0 (y asi, en este caso, z, < 0 paratodok € {0,1,..., Nr}),
es una suma de términos no positivos, por lo que z(t) < 0 para todo t € I.

En la demostracion del Lema 4.5 se prueba que C' > 0 si y solo si M < b(m),
finalizandose la primera parte de la demostracion para este caso.

Para probar el caracter 6ptimo de la implicaciéon anterior, supongamos que
M > b(m), con lo que C' < 0. Dado cualquier xy < 0, sin mas que tomar ¢ = 0
se obtiene que x1 = C'zy > 0, por lo que la soluciéon cambia de signo en I.



4.4. Resultados de comparacién 107

Por otro lado, al ser ¢ < 0 en I, o bien k = minge;{o(t)} <0 o bien o = 0.
En caso de que 0 = 0, razonando igual que en el parrafo anterior, sabemos que
para cualquier zy < 0 la solucién cambia de signo en 1.

Supongamos ahora que M > b(m) y o # 0, entonces tomamos

y, por (4.48), tenemos que

1 1
ey = " (asoc+ / a(s)e-mﬂ—s)ds) > em (:):QC+ / k:e_m(l_s)ds>
0 0

(b =M ko k ko
- ( b(m) >+b<m>> bm) " bm)

por lo que x; > 0. En cualquiera de los dos casos la solucién cambia de signo
en I.

Consideremos ahora el caso en el que T' < 1. En esta situacion el valor de
la funcién by sera

m .
T ) Sim #0,
br(m) =9 4
?, sim = 0.

Ademas, la tnica solucion del problema (4.44) en I = I, = [0, T viene dada
por (4.39), que es una suma de términos negativos siempre que h(7) > 0. Pero
R(T) > 0siysolosi M < bp(m), con lo que se concluye la prueba del principio
del méaximo.

Sea ahora M > by(m), si zg < 0, sin mas que tomar o = 0 se obtiene que
xp = h(T)xo > 0. Por otro lado, si ¢ < 0 en / y no es idénticamente nula,
argumentando de manera anéloga al caso T" > 1, podemos encontrar siempre
un o < 0 para el que el valor de la soluciéon en t = T es positivo. O

OBSERVACION 4.7. En la Figura 4.1 podemos observar la regiéon en la que el
principio del méaximo anterior se verifica.
En oscuro, la regiéon para T° > 1. En color claro, la regiéon que hay que

anadir a la anterior si 7' < 1 (en este caso esta representada la region para
T =0.5).
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Figura 4.1: Region en la que los valores de m y M verifican el principio del
maximo.

Para el caso en el que xy = 0, es posible obtener un resultado mejor que el
Lema 4.7.

Lema 4.8. Sean o € A tal que 0 <0 en I yxg = 0. Entonces la unica solucion
del problema (4.44) es no positiva en I siempre que se verifique una de los dos
siguientes afirmaciones (br definida en (4.66)):

1. T<1.
2.T>1 yM < bT_l(m).

Esta condicion es optima en el sentido de que, cuando T > 1, para cada
M > br_1(m) podemos construir una funcion o < 0 en I tal que la inica
solucion del problema (4.44) con xo = 0 cambia de signo en I.

Demostracion. Supongamos que T < 1. Como xy = 0, a partir de (4.39)
sabemos que la tunica soluciéon del problema (4.44) en I = I, = [0,7] viene
dada por z(t) = f(f o(s)e”™=%)ds. Por lo tanto, es obvio que si ¢ < 0 entonces
z < 0.

En caso de que T' > 1, razonando como antes, esta claro que x; < 0. De
este modo, aplicando el Lema 4.7 en el intervalo [1, T, se demuestran tanto la
condicién 2 como el cardcter 6ptimo de esta desigualdad. O]
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4.5. El problema no lineal

Estudiaremos a lo largo de esta seccion el siguiente problema —en general
no lineal— de valores de frontera —en general no lineales—:

2(t) = Fa(t), tel=1[0,T], 0=g(x(0),z(T)), (4.67)

en donde Fz(t) = f (t,z(t), z([t])), con f € C(I x R* ,R) y g € C(R x R, R).

Una soluciéon de este problema, como parece obvio, serd una funciéon x :
I — R que verifique (4.67).

Dependiendo de las condiciones de monotonia de la funcién g respecto de la
segunda variable, utilizaremos el método de las sub y sobresoluciones o el mé-
todo de las sub y sobresoluciones débilmente acopladas para, en combinacion
con los resultados de comparacién obtenidos en la secciéon anterior, obtener
resultados que garanticen la existencia de solucion para el problema (4.67).

4.5.1. Sub y sobresoluciéon débilmente acopladas

Si la funcion g, que define las condiciones de frontera, es una funcion crecien-
te en la segunda variable, utilizaremos el método de las sub y sobresoluciones
débilmente acopladas. Sera el caso, por ejemplo, del problema con condicio-
nes de frontera antiperiodicas (z(0) = —z(7T')), en el que la funcién g vendra
definida por g(y, 2) =y + 2.

Definiciéon 4.1. Diremos que «, § € 2 son un par de sub y sobresolucion dé-
bilmente acopladas del problema (4.67) si verifican las siguientes desigualdades

o(t) < Fa(t), tel, gla(0),5(T))

0,
B(t) > FB(t), tel, g(B(0),a(T)) > 0. (4.68)

(AVARIVAN

OBSERVACION 4.8. El nombre «débilmente acopladas» ha sido tomado de [64].
Se denominan acopladas porque la definiciéon de ambas esta relacionada, no
puede definirse la subsolucién sin tener en cuenta la sobresolucion, y viceversa.
El acoplamiento se dice débil porque se produce solo en las condiciones de
frontera. Esta denominaciéon no puede considerarse universal, ya que pueden
encontrarse casos en que la subsolucion y la sobresolucion se definen de manera
dependiente (como en esta situacion), y se les da un nombre diferente. Sin ir
maés lejos, en el Capitulo 2 de esta tesis una situacion muy similar conduce a la
definicién de un par de «sub y sobresolucion relacionadas». Nos remitimos a la
Observacion 2.1 para ver por qué la denominacion acopladas (o relacionadas)
solo tiene sentido cuando la funcién g es creciente en la segunda variable.
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Definicion 4.2. Diremos que z,y € () son cuasisoluciones acopladas del
problema (4.67) si verifican las siguientes condiciones

v(t) = Fz(t), tel, g(x(0),y(T))
y(t)=Fy(t), tel, g(y0),z(T)) =

0, (4.69)

Teorema 4.4. Sean o, [ € Q0 un par de sub y sobresolucion débilmente aco-
pladas del problema (4.67) tales que o < 8 en I. Supongamos ademds que se
cumplen las siguientes hipotesis:

(Hy) FEzisten constantes reales m y M, tales que M < br(m) y, para todo
tel,

f(t,y,Z) - f<t7g72> < m(ﬂ - y) + M(Z - Z) (47())
cuando o(t) <y < g < B(t) y a([t]) < 2 < 2 < B([t]).

(Hy) Para todo y € [a(0), 5(0)] la funcion g(y,-) es creciente en el intervalo
[a(T), B(T)], es decir,

9(y,2) < g(y,2) siaT) <z<z<p(T). (4.71)

(H3) Para todo z € [o(T), B(T)] la funcion g(-,z) verifica la siguiente condi-
cion de Lipschitz lateral: existe una constante real K > 0 tal que

9,2) =9y, 2) < K(g—y) sia0) <y<y<p0) (4.72)

Entonces el problema (4.67) tiene cuasisoluciones acopladas p y v en [a, ]
tales que p < . Ademds, p y v son extremas en el sentido de que, si ju y n
son cuasisoluciones acopladas del problema (4.67) tales que o < pu < n < j3,
entonces p < p<n < 9.

Demostracion. Dados &, ¢ € [a, ], consideremos los siguientes problemas de
valor inicial:

2'(t) + ma(t) + Mx([t]) = FE~E) + mé(t) + ME([t]), t e,

4.73
#(0) = £(0) — 0(£(0), £(T)), )
y
2'(t) +ma(t) + Mz([t]) = Fo(t) + me(t) + Mo([t]), tel,
(4.74)

#(0) = 9(0) — 20(4(0),£(T)).
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El Corolario 4.1 nos permite definir los operadores A, B : [, 5] X [«, 8] — Q
como
A(&, ) := tnica solucion del problema (4.73),

B(£, ) := tnica solucion del problema (4.74).

Veamos, en un primer momento, que si £ y ¢ son un par de sub y sobre-
solucion débilmente acopladas del problema (4.67) tales que a < £ < ¢ < f,
entonces

a<é<u<v<p<p (4.75)

en donde u = A(&, ) y v = B(&, p).
Tomemos r = £ —uy § = v — . Sin mas que tener en cuenta que £ y ¢
son un par de sub y sobresolucion débilmente acopladas, llegamos a que

r'(t) +mr(t) + Mr([t]) = &' () + m&(#) + ME([t]) — FE(t) —me(t) — ME([t])
=¢'(t) — F&(t) <0,
1

Ahora bien, como M < brp(m) por (H;), entonces el Lema 4.7 garantiza
quer <0ys<O0enl,esdecir,  <uyuv<op.
Sea ahora w = u — v, a partir de (H;) se deduce que
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Aplicando de nuevo el Lema 4.7 obtenemos que w < 0, es decir, que u < v.
Queda probado, pues, que la desigualdad (4.75) se cumple.

Demostraremos ahora que u y v son un par de sub y sobresoluciéon débil-
mente acopladas del problema (4.67). Razonando igual que antes, de (H;) se
deduce

u'(t) = Fu(t) = FE(t) — Fu(t) + m(£(t) —u(t)) + M(E([t]) — u([t]))
V(t) = Fo(t) = Fe(t) — Fo(t) +m(e(t) — o(t)) + M(e([t]) — o([t]))

mientras que (Hs) y (Hs) nos llevan a

0 = K(u(0) = £(0)) + 9(£(0),¢(T)) = g(u(0), o(T)) = g(u(0),v(T)),
0= K(v(0) = ¢(0)) + 9(#(0),£(T)) < g(v(0),6(T)) < g(v(0), u(T)).

Por lo tanto, queda probado que u y v son un par de sub y sobresolucion
débilmente acopladas del problema (4.67).

El siguiente paso sera construir dos sucesiones que converjan a las cuasisolu-
ciones extremas del problema (4.67). Con este fin, tomemos ag = ay Sy =y
definamos las sucesiones {«;} y {#;} como a;.1 = A(ay, Bi) vy Biy1 = Blay, 5y).
A partir de la propiedad (4.75), es inmediato comprobar que

a(t) <ar(t) < <ogt) < < Bilt) <o < Bit) S B(), VEE L VI EN,

<0,
> 0,

)
)

debido a lo cual las sucesiones {ay} y {;} estan uniformemente acotadas.

A partir de las definiciones de los problemas (4.73) y (4.74) y de las propie-
dades de f, no es dificil verificar que las sucesiones {o/(¢)} y {5/(¢t)} también
estan acotadas en I. Entonces {a;} v {£} son equicontinuas en C(I) y el teo-
rema de Ascoli-Arzelad garantiza la existencia de subsucesiones convergentes
{ay,} C{au} y {B,} € {A}, con limites uniformes p, v € C(I) respectivamen-
te. Al ser ambas sucesiones {«o,} v {/;} mono6tonas, necesariamente convergen
uniformemente a p y -y respectivamente.

De la definicion de los operadores A y B sabemos que, para todo [ € N se
cumple que

a;41(0) = oy(0) — %9(@1(0% Bi(T)) v Biy1(0) = B(0) — %9(51(0% y(T)).

Consecuentemente, de la continuidad de g y pasando al limite, obtenemos
que
9(p(0),7(T)) = 0= g(7(0), p(T)). (4.76)
Ademas, de la expresion (4.48) se deduce que

a1 (t) = cua ([E)A(E — [t])

+ /[;} (f(S,al(S);Oél([t])> + mal(s) + Mal([t]))e_m(t_s)d37
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Bisa(t) = B ([thh(t — [t])

[ (A B + mas) + M)

De este modo, debido a la continuidad de f y pasando al limite, podemos
concluir que

p(t) = p(k)h(t — k) + /kt(f(S,p(S),p(k;)) +mp(s) + Mp(k))e ™9 ds,

(0 = 2B =)+ [ (9060 20) + mr(s) + e (R,
(4.77)

en cada intervalo I}, y para todo k € {0,..., Np}.

Por consiguiente p, v € Q y asi, debido a (4.76) y (4.77), deducimos que p
y 7 son cuasisoluciones acopladas del problema (4.67).

Para finalizar la prueba de este resultado, mostraremos el carécter extremo
de las cuasisoluciones acopladas p y v. Para ello, supongamos que p < n son
cuasisoluciones acopladas del problema (4.67) en [«, 5]. Veamos, utilizando el
principio de induccién, que necesariamente ha de verificarse que oy < p <7 <
B; para todo [ € N.

Es evidente que esta propiedad es cierta para [ = 0. Supongamos que se
verifica para un determinado [ € N. Tomemos r = ag.1 — p y s = n — P41,
entonces

r'(t) = Fay(t) + m(au(t) = i (£) + M(eu([t]) — aria (1)) — Fu(t)
< —mr(t) — Mr([t]),

7(0) = au(0) — u(0) + = (9((0),0(T)) — g (en(0), A(T)))
(

g(1(0), B(T)) — g(u(0), 5(T))) <0,

m (B (t) = Bi(1)) + M (B ([t]) — Bul[£]))
),

(9(81(0), u(T)) — g(n(0), u(T)))
(9(6:1(0), w(T)) = g(n(0),,(T))) < 0.

—

s'(t) = Fn(t) — FBi(t)
< —ms(t) — Ms([t]

5(0) = n(0) — H1(0) +

< 1(0) — 5(0) +

=

1

=

Como M < br(m), solo queda utilizar el Lema 4.7 para comprobar que
a1 S p<n < Py
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Tomando limites en la expresion previa deducimos que p < u < n < . Por
lo tanto, p y v son cuasisoluciones acopladas extremas del problema (4.67) en

[, B]. 0

En el caso de que las sub y sobresolucion débilmente acopladas coincidan en
el origen del intervalo, es posible probar la existencia de soluciones extremas
del problema de partida bajo condiciones més débiles en las condiciones de
contorno. El resultado obtenido es el siguiente.

Teorema 4.5. Sean o, [ € Q0 un par de sub y sobresolucion débilmente aco-
pladas del problema (4.67) tales que o < 8 y a(0) = 5(0). Supongamos que se
verifican las hipdtesis (Hy) y (Ha).

Entonces el problema (4.67) tiene soluciones extremas en [a, [3].

Demostracion. Como «(0) = ((0), es inmediato comprobar que se verifica
también la hipotesis (Hs3) para cualquier K > 0. Se cumplen, pues, todas las
condiciones del Teorema 4.4 y, por lo tanto, existen cuasisoluciones acopladas
extremas p < 7 del problema (4.67) en [a, f].

Entonces a(0) = p(0) = v(0) = £(0), de donde se deduce que

y
0= g(7(0), (7)) = g(p(0), p(T))
Por lo tanto p y = son soluciones extremas del problema (4.67) en [a, /],
con lo que el resultado queda probado. O

EJEMPLO 4.1. El siguiente problema

o' (t) = ") — x(t), tel=10,5], 0=ux()cos®(52(0)), (4.78)

t+1 2 2

tiene soluciones extremas en el sector [—t — 1,2 ¢ —1].

Demostracion. Es evidente que este problema es un caso particular de (4.67)

con
1

f(taya Z) =e" — H—ly y g(:yvz) = ZCOSQ (% y)
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Tomemos o(t) = —t — 1y B(t) = 2t — 1, entonces

d(t)=-1<Fat) =

et+1, sitel0,1),
e 241, site[l, 5],

, 3 t+1)’
_ 2> FB(4) =

B'(t) 22 B(t) 61/2_%’ sitell,Z),
9((0),8(3)) =g( -1, —1) =0 <0,
9(6(0),a(3)) =g(=1,-5—-1) =0>0.

Por lo tanto, o y 8 son un par de sub y sobresoluciéon débilmente acopladas
del problema (4.78). Claramente se verifica la hipotesis (Hs) y, tomando m = 1
y M =0, también se verifica la hipotesis (H).

Dado que a(0) = —1 = 5(0), podemos aplicar el Teorema 4.5 para deducir
que el problema (4.78) tiene soluciones extremas en [a, f3]. O

OBSERVACION 4.9. De hecho, este problema tiene solucion tnica en [«, 3]. Ello
se debe a que al coincidir a y 8 en el origen del intervalo, las soluciones del
problema considerado que se encuentren en [a, 8] son soluciones del siguiente
problema de valor inicial:

t
2/ () + 2 _ e ter=100,7%, 20)=-1. (4.79)
=l
Al igual que en la demostracion del Teorema 4.2, podemos reescribir el
problema (4.79) como una coleccion de dos problemas de valor inicial en los
intervalos [0,1) y [1, 7]. En primer lugar resolveremos el problema

/ x(t) -1 [
( ) n 1 €, 0 [ ) )7 $( ) 5

que tiene soluciéon tnica dada por

2+ 2t — 2e
H=-——-"" "
z(t) 2e(t +1)

Teniendo en cuenta que z(1) = 322¢ y que la solucién del problema (4.79)
ha de ser una funcién continua, resolvemos ahora el problema

Qfl(t) 4 :Ij'(t) 3—2e _ 3 — 2e

e e tel, =[1,3], x(1) P
que también tiene solucién dnica, en este caso dada por

1T

2e+3

et (t2+2t—3)—2e+3
2e(t+1)

x(t) =



116 4. Ecuaciones diferenciales con argumentos constantes a trozos

Por lo tanto, la tnica solucion del problema (4.79) viene dada por

2+ 2t — 2
Pastz e si0<t<l,
2e(t+1)
=9 g (2 +2t—3) —2e+3
de — —
‘ ‘ sil1<i<I

2e(t+1) ’
También es la solucion tnica del problema (4.78), ya que
9(2(0),2(3)) = 9( — Lx(3)) = x(3) cos® (=5) = 0.

En la siguiente figura podemos ver representadas la soluciéon tnica y las
sub y sobresolucion débilmente acopladas del problema (4.78).

Figura 4.2: En rojo y en azul, respectivamente, a y (3, sub y sobresoluciéon dé-
bilmente acopladas del problema (4.78). En negro, la solucién tunica de dicho
problema.

Bajo ciertas condiciones adicionales podemos garantizar la unicidad de so-
lucion del problema (4.67). El resultado es el siguiente.

Teorema 4.6. Sean o, B € ) sub y sobresolucion débilmente acopladas del
problema (4.67) tales que o < B. Supongamos que se verifican las hipdtesis

(Hy), (Ha) y (H3). Supongamos que también se verifican las siguientes hipdte-
518:

(Hy) Ezisten dos numeros reales Ky y Ko tales que K > Ky > 0 (en donde
K es la constante que aparece en la hipdtesis (Hs)), Ko >0, y

9. 2) —9(7,2) < —K1(§ — y) + K2(Z — 2) (4.80)

sia(0) Sy <§<BO) ya(T) <z <7< BT).
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(Hs) Para todo t € I y para todo y € [a(t), B(t)], la funcion f es decreciente
en la tercera variable en el intervalo [«([t]), 5([t])]. Ademds, existe una
constante real p tal que m +p > 0 y, para todo t € [ y todo z €

la([t]), B([t])], se verifica que

[y, 2) = f(t,9,2) > —py—y) si al)<y<yg<p(t). (4.81)

(Hg) Se verifica que
Kye!' < K. (4.82)

Entonces el problema (4.67) tiene una tinica solucion en [« f3].

Demostracion. El Teorema 4.4 garantiza que existen p < 7 cuasisoluciones
acopladas extremas del problema (4.67) en [«, 5]. Sea ¢ = p—, utilizando (Hy)
obtenemos que

0= g(p(0),%(T)) — g(7(0), p(T)) < K1¢(0) — Koq(T). (4.83)

Por otra parte, para todo t € I, (Hs) nos lleva a que

q'(t) = f (& p(6), p([t]) = f (¢, 7(2), 1([2]))
F(t o), ([t)) = f (E2(@®), () = pa®).

vV

Ahora bien, como ¢" € A, podemos deducir que
q(t) > q(k)e!™P  teT,.
Dado que la funcién ¢ es continua, por induccién en k, se llega a que
q(t) > q(0)e”, tel, (4.84)
y, en consecuencia, de (4.83) obtenemos
0 < q(0)(K; — KyePT).

Esta ultima desigualdad, junto con (4.82), implican que ¢(0) > 0, asi que
(4.84) conduce a que p > .

Por lo tanto, p = v € [«, 5] es una solucién del problema (4.67). Debido a
que p y 7 son soluciones extremas en [«, (], esta solucion tiene que ser tnica
en este sector. [
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OBSERVACION 4.10. Hay que resaltar que las hipotesis (H;) y (Hs) pueden
cumplirse simultaneamente. Si analizamos el comportamiento de la funciéon f
respecto a la segunda y la tercera variables, dichas hipotesis nos llevan a

—m < LB Z; - i(t’y’@ <p sia(t) <y<y<B)yall]) <=2 < A1),

f(t7y72) B f(t,y,Z)

zZ—z

—-M <

<0, sialt) <y<p)yaft]) <z<z<B([]) .

En caso de que la funciéon f sea diferenciable, estas condiciones se convierten
en

< %(t,y, D<p sial®)<y<BE)yalf]) < =< A,

< Pty <0 s at) <y <8 y o(l) < = < B

También son compatibles las hipotesis (Hz), (Hs) y (H4). Si analizamos
ahora el comportamiento de la funciéon g, a partir de dichas hipotesis obtenemos
las siguientes condiciones

9(y, zz —9g(y, 2)

K < <K sia0) <y<y<p0)yal) <z<B(T),

9(y,2) — gy, 2

) <Ky sia0)<y<p0)yaT) <z<z<pB(T),
(4.85)

las cuales, en caso de ser g diferenciable, pasan a ser

dg
K, < 3y
0<%y ) <Ky sia0)<y<B0)yall) < =< HT).

P =

(y,2) < K sia(0) <y <B0)y a(T) < 2 < B(T),

EJEMPLO 4.2. El siguiente problema

7' (t) = %tﬁ(t) — %m([t]), tel= [0, g}, 0= 11

5 2(0) + e*3/? | (4.86)

tiene una tnica solucion en el sector [—1, &].

Demostracion. El problema (4.86) es un caso particular del problema (4.67)

con
1 1 11

f(ty,z) = §ty2 —37 ¥ 9ly2) = Sy +en
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Las funciones a(t) = —1 vy 8(t) = —1 son un par de sub y sobresolucion
débilmente acopladas del problema (4.86). Si tomamos m = 3/8, M = 1/3,
K=K, =11/2, Ky = €'/ y p = 3/32, entonces f y g verifican las hipotesis
(Hy)-(Hs). Asimismo, se verifica la condicion (4.82) del Teorema 4.6.

Por lo tanto, se verifican todas las hipotesis del Teorema 4.6 y el proble-
ma (4.86) tiene una tnica solucion en el sector [—1, &]. O
Teorema 4.7. Sean «, B € € sub y sobresolucion débilmente acopladas del
problema (4.67) tales que o < § en I. Supongamos que a(0) = B(0) y que se
verifican las hipotesis (Hy), (Hs) y (Hs).

Entonces el problema (4.67) tiene una tinica solucion en [, [3].

Demostracion. El Teorema 4.5 garantiza la existencia de soluciones extremas
p <~ en [a,B]. Tomemos q = p — ~, utilizando (Hs) y razonando como en el
Teorema 4.6, llegamos a la desigualdad (4.84).

Al ser ¢(0) = p(0) —~(0) = 0 deducimos que p > v en I. Por lo tanto p = =y
es la tinica soluciéon buscada. O

4.5.2. Sub y sobresoluciéon clasicas

A continuaciéon utilizaremos el método de las sub y sobresoluciones para,
suponiendo ahora que la funcién g que define las condiciones de frontera es
decreciente en la segunda variable, deducir algunos resultados de existencia
para el problema (4.67). Es el caso, por ejemplo, del problema periodico (z(0) =

z(T)), en el que g(y,z) =y — 2.

Definicion 4.3. Diremos que a € Q es una subsolucion del problema (4.67)
si verifica las siguientes desigualdades

o'(t) < Fa(t), tel, g(a(0),a(T)) <0. (4.87)

Asimismo, diremos que § € Q es una sobresolucion del problema (4.67) si
verifica que

B'(t)y>FpA@r), tel, g(8(0),5(T)) >0. (4.88)

Teorema 4.8. Sean «, f € Q sub y sobresolucion, respectivamente, del pro-
blema (4.67) tales que o < 3. Supongamos que se verifican las hipdtesis (Hy)
y (Hs). Supongamos, ademds, que se verifica la siguiente condicion:

(H}) Para todo y € [(0), 5(0)] la funcion g(y,-) es decreciente en el intervalo
[a(T), B(T)], es decir,

9(y,2) > g(y,z2) sia(T)<z<z<B(T)ya0) <y<p(0). (4.89)
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Entonces el problema (4.67) tiene soluciones extremas en |a, ().

Demostracion. Dado £ € |a, 8], consideremos siguiente el problema de valor
inicial
o' (t) + mx(t) + Mz([t]) = FE~) +mé&(t) + ME(t]), tel,
2(0) = £(0) — %9(£(0),&(T)).

El Corolario 4.1 nos permite definir el operador L : [«, 5] — €2 como sigue:

(4.90)

L¢ := tnica solucion del problema (4.90).

Entonces, tomando g = 'y By = 3, podemos definir dos sucesiones, {«;}
y {6}, como ayy1 = Loy y Bio1 = L, para todo [ € N.

Razonando de manera analoga a la utilizada en la demostracion del Teo-
rema 4.4, puede comprobarse que {a;} y {£;} convergen uniformemente a las
soluciones extremas del problema (4.67) en [, f]. O

Corolario 4.3. Sean «, B € € sub y sobresolucion, respectivamente, del pro-
blema (4.67) tales que a < B y o(T) = B(T). Supongamos que se verifican las
hipdtesis (Hy) y (Hs).

Entonces, el problema (4.67) tiene soluciones extremas en [a, f].

Demostracion. Como o(T') = S(T'), es evidente que la hipotesis (Hj) se cum-
ple. Por lo tanto, todas las hipotesis del Teorema 4.8 se verifican. O

OBSERVACION 4.11. En el caso de que a(T") = (T), la existencia de un par de
sub y sobresolucion débilmente acopladas del problema (4.67) es equivalente a
la existencia de un par de sub y sobresolucién del problema (4.67). Asimismo,
x,y € |a,B] son cuasisoluciones acopladas del problema (4.67) si y solo si
x, y € [a, f] son soluciones del problema (4.67).

Por otra parte, es obvio que, en ese caso, se verifican tanto la hipotesis (Hs)
como la (HJ).

Debido a esto, siempre que « y 3 sean sub y sobresoluciéon débilmente aco-
pladas del problema (4.67) tales que a(T") = 5(T'), el Corolario 4.3 es también
un corolario valido para el Teorema 4.4.

Corolario 4.4. Sean «, 8 € ) sub y sobresolucion, respectivamente, del pro-
blema (4.67) tales que a < B y a(0) = 5(0). Supongamos que se verifican las
hipdtesis (Hy) y (HY).

Entonces, el problema (4.67) tiene soluciones extremas en [a, [3].

Demostracion. Como «(0) = ((0), es inmediato comprobar que (Hjs) se ve-
rifica para todo K > 0. Entonces, se cumplen todas las hipotesis del Teore-
ma 4.8. [
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Corolario 4.5. Sean «, B € Q sub y sobresolucion, respectivamente, del pro-
blema (4.67) tales que o < B y a(0) = B(0). Supongamos que se verifica la
hipdtesis (HS). Ademds, supongamos que T' < 1 y existe un nimero real m tal
que, para todo t € I,

flty,2) = f(8,9,2) <m(y —y) sialt) <y <g<p(b). (4.91)
Entonces, el problema (4.67) tiene soluciones extremas en [a, f3].

Demostracion. Como T' < 1y a(0) = B(0), de (4.91) se deduce facilmente
que la hipotesis (H;) se cumple para cualquier constante real M tal que M <
br(m). Por lo tanto, podemos aplicar el Corolario 4.4. ]

Corolario 4.6. Sean a, f € Q sub y sobresolucion, respectivamente, del pro-
blema (4.67) tales que o < 3, a(0) = 5(0) y (T) = B(T'). Supongamos que la
hipdtesis (Hy) se verifica.

Entonces, el problema (4.67) tiene soluciones extremas en [a, f3].

Demostracion. Como «(0) = B(0) y a(T) = B(T), es facil comprobar que se
cumplen tanto la hipotesis (HJ), como la hipotesis (H3) para cualquier K > 0.
Debido a esto, el Teorema 4.8 garantiza la existencia de soluciones extremas
del problema (4.67). O

Corolario 4.7. Sean «, B € Q sub y sobresolucion, respectivamente, del pro-
blema (4.67) tales que o < B y a(0) = B(0) y a(T') = B(T). Supongamos que
T < 1 y se verifica la condicion (4.91).

Entonces, el problema (4.67) tiene soluciones extremas en |a, f3].

Demostracion. Debido a que o(T') = B(T), esta claro que la hipotesis (H)) se
cumple, asi que podemos aplicar el Corolario 4.5. O

OBSERVACION 4.12. Como «(T) = B(T) es una hipotesis tanto del Coro-
lario 4.6 como del Corolario 4.7, sabemos —ver la Observacion 4.11— que
a 'y [ también son un par de sub y sobresoluciéon débilmente acopladas del
problema (4.67). Por consiguiente, esos resultados siguen siendo validos como
corolarios del Teorema 4.5.

Si anadimos ciertas hipotesis adicionales al Teorema 4.8, estaremos en con-
diciones de garantizar, en presencia de un par de sub y sobresolucion, la uni-
cidad de solucion del problema (4.67).

Teorema 4.9. Sean «, § € Q sub y sobresolucion, respectivamente, del pro-
blema (4.67) tales que o < B. Supongamos que se verifican las hipdtesis (Hy),
(H)), (Hs), (Hs) y (Hg). Supongamos, ademds, que
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(H}) Existen constantes reales Ky, Ky tales que K > Ky > 0 (con K la
constante que aparece en (Hz)), Ky >0, y

9y, 2) —9(5,2) < —K1(§ —y) + K2(Z — 2) (4.92)

sia(0) <y<y<B(0)ya(T) <z<z<B(T).

Entonces el problema (4.67) tiene una tunica solucion en [a, [].

Demostracion. La omitiremos por ser totalmente similar a la del Teorema 4.6.
m

OBSERVACION 4.13. Queremos llamar la atenciéon sobre el hecho de que las
hipotesis (HS), (Hs) y (H}) son congruentes. Aunque las hipotesis (Hy) y (Hy)
han sido reemplazadas por, respectivamente, las hipotesis (H}) y (H}), el ana-
lisis realizado en la Observacién 4.10 acerca del comportamiento de la funcion
g con respecto a la primera variable sigue siendo valido. Sin embargo, al estu-
diar ahora el comportamiento de g respecto a la segunda variable, obtenemos
que

—K, < <0 sia(l)<z<z<p(T)yal0) <y<p(0),

(4.93)

9y, 22 —9g(y, 2)

que pasa a ser, cuando g es diferenciable,

—K5 < %(y, 2) <0 siafT)<z<B(T)y a(0) <y < 5(0).

Por otra parte, siempre que «(T) = B(T), es obvio que se satisfacen las
condiciones (4.93) y (4.85). Supongamos que, en este caso, se cumple también
la siguiente hipotesis:

(HY) Existe una constante real K tal que K > K; > 0 verificando que
9(y,2) = 9(9.2) < ~Ki(y —y) sia(0) <y<y=p0). (494

Entonces también se cumplen tanto la hipotesis (Hy) como la (H}).

Teorema 4.10. Sean «, § € Q sub y sobresolucion, respectivamente, del pro-
blema (4.67) tales que o <  y a(T) = B(T). Supongamos que las hipdtesis
(Hy), (Hy), (HY) y (Hy) se cumplen

Entonces, el problema (4.67) tiene una unica solucion en |a, ().
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Demostracion. El Corolario 4.3 garantiza la existencia de p < =, soluciones
extremas del problema (4.67) en [«, J].

Tomando ¢ = p—~ < 0y utilizando (H5) como en el Teorema 4.6, obtene-
mos la desigualdad (4.84). Si suponemos ahora que ¢(0) # 0, necesariamente
q(0) < 0y, entonces, a partir de (HJ) podemos deducir que

0= g(p(0), p(T)) — g(v(0), p(T)) < K19(0) <0,

que es una contradiccion.
Por lo tanto ¢(0) = 0 y, entonces, p = 7 es la tnica solucion del proble-
ma (4.67) en [a, f]. O

OBSERVACION 4.14. Es fécil darse cuenta de que, cuando «(7) = B(T), la
funcion g verifica la hipotesis (Hs). En tal caso, si se cumple la hipotesis (HY),
también se verifica la hipotesis (Hy). Es méas, como se ha explicado en la Obser-
vacion 4.11, los conceptos de sub y sobresolucion débilmente acopladas y de
sub y sobresolucion coinciden en este caso, como también los conceptos de
cuasisolucion y solucion.

Debido a esto, el Teorema 4.10 mantiene su validez en caso de que o'y 3
sean un par de sub y sobresolucién débilmente acopladas del problema (4.67).

EJEMPLO 4.3. El siguiente problema
2'(t) = —cos (tx(t)) —23([t]), t€0,1], 0=2*0)+z(0) —x(1), (4.95)
tiene una tnica solucion en el intervalo [2¢ — 2, —% + 1].

Demostracion. El problema (4.95) es un caso particular del problema (4.67)
con T =1,

fty,z)=—cos(ty)— 2> y gly.2) =y’ +y— =z

Las funciones a(t) = 2t — 2 y B(t) = —t* + 1 son, respectivamente, sub y
sobresolucion del problema (4.95) tales que o < Sy (1) = B(1) = 0.

Tomandom =1, M =p=1, K =4y K, =1, entonces f y g verifican las
hipotesis (Hy), (Hs), (HY) y (Hs). Por lo tanto, se cumplen todas las hipotesis
del Teorema 4.10. [

Teorema 4.11. Sean «, [ € 2 sub y sobresolucion, respectivamente, del pro-
blema (4.67) tales que o < f y a(0) = B(0). Supongamos que las hipdtesis
(Hy), (HS) and (Hs) se cumplen.

Entonces, el problema (4.67) tiene una tnica solucidn en |o, f].

Demostracion. La prueba de este resultado es similar a la del Teorema 4.7, en
este caso para una subsolucién y una sobresolucion. O]
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Corolario 4.8. Sean «, B € Q sub y sobresolucion, respectivamente, del pro-
blema (4.67) tales que a < B, a(0) = B(0) y a(T) = B(T). Supongamos que
las hipotesis (H1) y (Hs) se cumplen.

Entonces, el problema (4.67) tiene una unica solucion en [, f].

Demostracion. Como «(T') = (T, es obvio que la hipotesis (H}) se cumple.
Debido a esto, estamos en condiciones de aplicar el Teorema 4.11. O

Corolario 4.9. Sean «, B € € sub y sobresolucion, respectivamente, del pro-
blema (4.67) tales que a < B y a(0) = B(0). Supongamos que T' < 1 y que la
condicion (4.91) se verifica. Supongamos, también, que se cumplen las hipdtesis
(HY) y (Hs).

Entonces, el problema (4.67) tiene una unica solucion en [, ).

Demostracion. Debido a que «(0) = §(0) y T' < 1, de la condicion (4.91)
deducimos que la hipotesis (H;) se verifica. Estamos, pues, en condiciones de
aplicar el Teorema 4.11. O]

Corolario 4.10. Sean o, 3 € € sub y sobresolucion, respectivamente, del
problema (4.67) tales que o < B, a(0) = B(0) y a(T') = B(T). Supongamos
que T < 1 y que se cumple la condicion (4.91). Supongamos, también, que se
cumple la hipdtesis (Hs).

Entonces, el problema (4.67) tiene una unica solucion en [, 3.

Demostracion. Razonando como en la demostracion anterior, sabemos que se
cumple la hipdtesis (H;). De este modo, podemos aplicar el Corolario 4.8. [

OBSERVACION 4.15. En este caso, a partir de las Observaciones 4.10 y 4.13,
sabemos que el problema periodico z(0) = (T (g9(y,z) = y — z) cubre las
hipotesis (Hj), (Hs) y (H}), asi que todos los resultados de existencia expuestos
en esta subseccion son validos para el problema periédico siempre que p < 0.
Lo mismo podemos decir, en este caso para todo p € R, para el problema de
valor inicial 2(0) = zo (g(y,2) = y — o).

El problema terminal z(T) = xr (g9(y, 2) = —z + x7) cumple las hipotesis
(H)) v (H3), no asi la hipotesis (H}). Entonces, podremos aplicar el Teore-
ma 4.8, pero solo podremos aplicar los Teoremas 4.9 y 4.10, que garantizan la
unicidad de solucion, si a(0) = 5(0) y a(T") = B(T) = 7.

Al problema de condiciones de frontera antiperiodicas x(0) = —z(T) (g(y, 2)
y+2z) sele pueden aplicar nuestros resultados siempre y cuando a( ) =pB(0) =

—B(T) = —a(T).
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