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Breve descripcién del contenido

A pesar de la sencillez de su expresion, la ecuaciéon de Riccati no puede
ser, salvo en algunos casos particulares especiales, resuelta analitica-
mente usando funciones elementales o cuadraturas, siendo el método
de series de potencias el mas comtunmente utilizado para su resolu-
cion. En este trabajo, se estudiaran algunos enfoques clasicos para un
caso particular de la mencionada ecuacion, la transformacion del caso
general en una ecuaciéon diferencial lineal homogénea de segundo or-
den con coeficientes variables, asi como la posibilidad de su reduccion,
una vez conocida una de sus soluciones particulares, a una ecuaciéon de
Bernoulli (y, por tanto, a una ecuacion lineal de primer orden). Tam-

bién se presentaran posibles aplicaciones de esta ecuacién a diversos

campos.
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Resumen

A pesar de la sencillez de su expresion, la ecuacion de Riccati no puede ser, salvo en algunos
casos particulares especiales, resuelta analiticamente usando funciones elementales o cuadraturas,
siendo el método de series de potencias el mas cominmente utilizado para su resolucién. En
este trabajo, se estudiaran algunos enfoques clasicos para un caso particular de la mencionada
ecuacion, la transformacion del caso general en una ecuacién diferencial lineal homogénea de
segundo orden con coeficientes variables, asi como la posibilidad de su reduccién, una vez conocida
una de sus soluciones particulares, a una ecuacién de Bernoulli (y, por tanto, a una ecuacion
lineal de primer orden). También se presentaran posibles aplicaciones de esta ecuacion a diversos

campos.

Abstract

Despite the simplicity of its expression, the Riccati equation cannot be analytically solved
using elementary functions or quadratures, except in some special particular cases. The method
of power series is the most commonly used approach for its resolution. In this work, we will study
some classical approaches for a specific case of the mentioned equation: transforming the general
case into a second-order linear homogeneous differential equation with variable coefficients, as
well as the possibility of reducing it to a Bernoulli equation (and, therefore, a first-order linear
equation) once one of its particular solutions is known. Possible applications of this equation in

various fields will also be presented.
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Introduccion

La ecuaciéon de Riccati recibe este nombre en honor a Jacopo Francesco Riccati (1676 -
1754). Riccati ingres6 en la Universidad de Padua para estudiar Derecho, a pesar de que estaba
interesado en las Ciencias. Asistiéo a un curso de Astronomia en el que hizo amistad con su
profesor Stefano degli Angeli, quien lo introdujo en el mundo de las Matematicas.

Fue autodidacta, estudiando las obras de los principales matematicos de la época y sus estudios se
centraron en hidraulica, lo cual fue de gran utilidad para la construccién de canales en Venecia, asi
como en la resolucion de ecuaciones diferenciales. En cuanto a esto tltimo, destacan sus métodos
para reducir el orden de una ecuacién y el de separacién de variables, aunque es principalmente

conocido por la ecuaciéon que lleva su nombre.

Figura 1: Jacopo Francesco Riccati.

La ecuaciéon de Riccati tiene la siguiente forma general:
(1) = p(t) + q(t)z + r(t)a. (1)

Riccati estudid esta ecuacion centrandose en la resolucion de algunos casos especificos. Sin em-
bargo, fue Euler el primer matemaéatico que propuso una solucién para la misma y D’Alembert
quien le dio nombre. Bernoulli también estudié la ecuacién en su obra Ezercitationes quaedam
mathematicae.

Estos datos biograficos han sido consultados en [7].
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x INTRODUCCION

Al tratarse de una ecuacion diferencial de primer orden no lineal su resolucién no es sencilla,
pues, generalmente, no es integrable de forma elemental. Por este motivo, el objetivo de este
trabajo es estudiar algunos de los diferentes casos en los que se puede determinar su solucién.
En el primer capitulo, se trataran los casos particulares en los que la ecuacion se reduce a una
ecuacién de variables separadas, a una ecuacién lineal o a una ecuaciéon de Bernoulli, que son
ecuaciones cuya soluciéon se puede calcular mediante procedimientos generales. Se explicaran los
métodos para resolver estas ecuaciones.

En el siguiente capitulo, se abordara el empleo de una o dos soluciones particulares para hallar la
solucién general, asi como el método de las series de potencias para la busqueda de una solucién
particular.

En el tercer capitulo, se estudiara la resolucion de la ecuacién bajo ciertas hipotesis para los
coeficientes y, finalmente, en el ultimo capitulo, se ilustraran algunas aplicaciones de la ecuacion

de Riccati, tanto en Matematicas como en otros campos.



Capitulo 1
Consideraciones previas

Para comenzar con el estudio de la ecuaciéon de Riccati, se presentaran definiciones y resul-
tados teodricos relacionados con las ecuaciones diferenciales ordinarias, asi como las propiedades
de sus soluciones, que servirdn de base para presentar esta ecuaciéon en el marco teédrico. Estos

resultados han sido consultados en los libros [3] y [11] .

Definicién 1.1. Se denomina ecuacion diferencial ordinaria (EDO) a una ecuacion que se escribe

en términos de una funcién de una variable real y algunas de sus derivadas.

El orden de una EDO es el mayor orden de las derivadas involucradas en la ecuaciéon. Una

EDO de orden k puede representarse de la siguiente forma:
F <t,:c,:n’,m”,...,:rk)> =0,

donde ¢ es la variable independiente, z la variable independiente y #/, 2", . .., %) son las sucesivas

derivadas de x con respecto a t. Se dice que esta EDO estd dada en forma implicita.

Definicion 1.2. Sea f : @ C R x R® — R" una funcién, se llamard ecuacion diferencial

ordinaria de primer orden en forma explicita relativa a la funcion f a

= f(t,x). (1.1)

Definicién 1.3. Sea I C R un intervalo y sean p,q,r : I — R funciones reales de una variable

real. Se dice que la EDO de primer orden en forma explicita
a' = p(t) +q(t)x + r(t)z? (1.2)

es una EDO de Riccati.



2 1. Consideraciones previas

Observacion 1.4. En el contexto de la Definicion la funcién f : I x R — R asociada a la
EDO de Riccati viene dada por f(t,z) = p(t) + q(t)z + r(t)z%.

En relacién a la clasificacion de las ecuaciones diferenciales, también cabe mencionar la forma

general de algunas ecuaciones de primer orden con las que se trabajaré en los proximos capitulos.

Definicion 1.5. Una ecuacion 2/ = f(t,x) se dice que es de variables separadas si f(t,z) es el

producto de una funcién de ¢ por una funcién de x. En concreto, estas ecuaciones son de la forma

donde h(t) y g(x) se suponen continuas en ciertos intervalos abiertos (a,b) y (¢, d), respectiva-

mente.

Definicion 1.6. Una ecuacién diferencial lineal de primer orden tiene la siguiente forma general:
2'(t) = p(t)z + q(t),
donde p y ¢ son funciones continuas en un intervalo (a,b) C R.

Definicion 1.7. La ecuacion diferencial de Bernoulli es una ecuacion diferencial ordinaria de
primer orden de la forma:

'+ p(t)x + r(t)z® =0,
donde o € R, p y 7 son funciones continuas en un intervalo abierto (a,b), con (a,b) C R.

Definicion 1.8. En el caso de una ecuacion diferencial general, el problema del valor inicial
(PVI), o problema de Cauchy, consiste en determinar una soluciéon de una ecuaciéon diferencial
' = f(t,z) que satisfaga la condicion inicial z(tg) = zg, con (tg,xo) € . Suele escribirse de la

forma:

(1.3)

Geométricamente, este problema consiste en encontrar una solucion z(t) de la ecuaciéon de forma

que su grafica pase por el punto (tg, xg).

Definicién 1.9. Dada una funciéon ¢ : I € R — R”, siendo I un intervalo de R, se dirda que ¢
es una solucion de la EDO (|1.1)) si cumple que:

1. (t,p(t)) € A, paratodo t € I,
2. @ es derivable en I,

3. ¢'(t) = f(t,¢(t)), para todo t € I.



Definicién 1.10. Dada
fiQCRXxR* — R"
(t,x) — f(t,x)
se dice que f es Lipschitziana en €} con respecto a la segunda variable si existe L > 0 tal que
1f(t,2) = f(t,y)l| < Lllx =yl para todo (¢,z), (t,y) € Q2.

Ademas, se dira que f es localmente lipschitziana en ) con respecto a la sequnda variable si
para cada (to,zo) € 2, existe un entorno, Uy de (o, o) tal que fiy, es localmente lipschitziana

con respecto a la segunda variable.

Uno de los teoremas mas importantes en el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias
es el que establece las condiciones suficientes para asegurar la existencia y unicidad de la solucion

para el problema de valor inicial.

Teorema 1.11 (Teorema de Picard-Lipschitz). Sean Q@ C R x R™ un abierto, (to,zo) € Q y
f:Q — R™ una funcion continua y localmente Lipschitziana con respecto a la variable x en €.
Entonces existe a > 0 tal que el Problema de Cauchy (1.3) tiene solucion unica en un intervalo

de la forma I = [tg — a, to + o, para un cierto a > 0.

Este resultado permite garantizar la existencia y unicidad de la solucién, sin embargo, esto no
quiere decir que, en la préctica, sea siempre posible obtenerla de forma elemental. Por ejemplo,
la ecuacion

o' =t + a2
no es resoluble elementalmente a pesar de que si cumple las hipotesis del teorema de existencia
y unicidad.
Otro teorema de existencia y unicidad més restrictivo pero cuyas hipdtesis son mas sencillas de
comprobar, es el que aparece en el libro [I1].

Corolario 1.12. Supongamos que fy % son funciones continuas en el rectdngulo definido como

R={(t,x): —a <t <a,—b <z <b}, entonces existe un intervalo (—h,h) C (—a,a) en el cual

estd definida una inica solucion ¢(t) del problema de valor inicial.

Traducido a la ecuacion de Riccati, una condicién suficiente para que exista solucion y esta
sea unica es que las funciones p(t), q(t) y r(t) sean continuas en un intervalo I y que la funcion
p(t) + q(t)x + r(t)x? sea derivable con respecto a x y con derivada continua en dicho intervalo.
Es importante destacar que la condicién de que esta derivada sea continua se satisface siempre
que p, ¢ y r sean continuas. En efecto, la derivada parcial de f con respecto a x es q(t) + 2r(t)

y serd continua siempre que las funciones g y 7 lo sean.
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También son necesarias ciertas nociones bésicas con respecto a las series de potencias para
la comprension del Capitulo 3, en el que se desarrolla el método de las series de potencias para

la resolucion de ecuaciones diferenciales. Estos resultados se han obtenido de los libros [I] y [9].

Teorema 1.13. Sea Y 7 jan (x —¢)" una serie de potencias con radio de convergencia R > 0
y denotemos la suma mediante f(x) = Y 2 an (x —¢)", para © € (c — R,c+ R). Entonces la

funcion f es derivable y, para cada x € (¢ — R,c+ R), se tiene:
o0
f(z) = Z nan (z —¢)" ', (1.4)
n=1
Definicion 1.14 (Producto de Cauchy). Dadas dos series Y 2 an y > oo by, definimos
n
Cn = Zakbn_k, paran = 0,1,2,...
k=0

La serie )2 ¢y se llama el producto de Cauchy de > 7 jan v Y pe bn.



Capitulo 2

Casos particulares en la resoluciéon de la

ecuacion de Riccati

En este capitulo, se estudiaran las condiciones que deben cumplir las funciones continuas p, ¢
yr:I CR— R, con I intervalo, para que la ecuaciéon de Riccati 2’ = p(t) +q(t)x+r(t)z? adopte
la forma general de una ecuacién de variables separadas, una ecuacién lineal o una ecuaciéon de
Bernoulli, respectivamente. También se explicaran los métodos de resolucién de estas ecuaciones.

Para la elaboracion de este capitulo, se han utilizado los libros [I1] y [3] y los articulos [§] y [5].

2.1. Ecuaciones de Variables Separadas

Existen numerosos casos para los cuales la ecuacion afopta la forma 2’ = g(z)h(t), siendo las
funciones h(t) y g(x) continuas en los intervalos abiertos (a,b) y (c,d), respectivamente. Dicha
ecuacién se puede resolver mediante el método de variables separadas. Se enuncian dichos casos

a continuacion, ofreciendo la correspondiente solucion.

1. Cuando p(t) = q(t) = r(t) # 0, la ecuacion se puede reescribir de la siguiente forma:
2’ = p(t) + p(t)x + p(t)a® = p(t) (1 + = + 2%) .

Separando las variables e integrando cada miembro de la igualdad, se obtiene

! 1 2 2x+1) .
s)ds= | ——— dx = — arctan [ ——— | + C,
/top() /1+m+fv2 V3 ( V3

donde tg € I esta fijado e ftto p(s)ds es una primitiva de la funcion p, por lo que la soluciéon

5



2. Casos particulares en la resolucion de la ecuaciéon de Riccati

general de la EDO seré:

_ V3tan (8 fi p(s)ds +C) —1

(1) ; ,

C eR.

. Cuando p(t) = q(t) Z 0y r(t) =0, la ecuacion es de la forma
o' =p(t) +p(t)r =p(t) (1 + ).

Separando las variables e integrando cada miembro de la igualdad, se obtiene, fijando
to €1,

t
1
s)ds= | ——dr= In|l+z|+C, 2.1
| peas= [ 1+l (2.1)
por lo que la solucién general de la EDO sera
t
2(t) = Keho?9% 1 K R, (2.2)

Véase que, cuando la soluciéon tome el valor —1, la divisiéon por 1 4+ x en la ecuacién
(2.1) no tendria sentido, por lo que se anade la solucion x(t) = —1 en la expresion (2.2)),

considerando también K = 0.
. Cuando ¢(t) = r(t) #0y p(t) # 0, la ecuacion es de la forma
7 = qt)z + q(t)x* = q(t) (z +2?).

Separando las variables e integrando cada miembro de la igualdad, se obtiene, para tg €
fijado,

t
1
/q(s)ds—/ 5dr= Inlz| —In[l+z[+C, CEeR,
to s
por lo que la soluciéon general de la EDO sera

x(t) !

donde también se ha anadido la solucion z(t) = 0.

. Cuando p(t) =r(t) Z 0y q(t) == 0, la ecuacion es de la forma
2’ = plt) + p(t)a? = p(t) (1+22).
Separando las variables e integrando cada miembro de la igualdad, se obtiene, para ty € [
fijado,
¢ 1
/ p(s)ds = /14_362 dx = arctan(z) + C,

to
por lo que la solucién general de la EDO sera

2(t) = tan (/tp(s)ds + c) , CeR.

to
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5. Cuando p(t) = ¢(t) =0y r(t) # 0, la ecuacion es de la forma

Separando las variables e integrando cada miembro de la igualdad, se obtiene, para ty € I

fijado,
¢ 1 1 . .
/ T(s)ds:/de: -—+C, CEeR,
to x x
por lo que la solucién general de la EDO sera
1
r(t) = ——F———
Jyy7(8)ds +C

anadiendo z(t) = 0.

6. Cuando p(t) =7(t) =0y ¢(t) # 0 la ecuacion es de la forma

Separando las variables e integrando cada miembro de la igualdad, se obtiene, fijando
to € 1,

t
1 A R
/q(s)ds:/:rdx: In|z|+C, CEeR,
0

¢
por lo que la solucién general de la EDO sera

t
z(t) = Celio Q(s)ds, CeR.
7. Cuando ¢(t) = r(t) =0y p(t) Z 0, la ecuacion es de la forma

a’ = p(t),

de integracion inmediata, por lo que la soluciéon general de la EDO seréa:

t
x(t) = / p(s)ds+ C, C € R, donde se ha fijadoty € I,
to
8. Cuando ¢(t) y r(t) son funciones constantes, con ¢(t) > 0y r(t) < 0 y p(t) = 0, entonces
la ecuacion

7 = ax — bx?

es la ecuacion logistica, que modela el crecimiento de la poblaciéon de una especie. Es una

ecuacion de variables separadas, que se puede resolver de forma analoga a los apartados

d A a
/f:/dt+c, CeR,
bz (§ — x)
para tg € I fijado, obteniendo, como solucién general
a/b
) = —————
z(?) 1+ Ce—at’

anteriores

C eR.



8 2. Casos particulares en la resolucion de la ecuaciéon de Riccati

9. Otro procedimiento a través del cual se podra obtener una ecuacién de variables separadas
a partir de una ecuacion de Riccati es realizando la transformacion z(t) = u(t)z(t)%, siendo

u(t) una funciéon a encontrar. Si partimos de la ecuacion de Riccati de forma general
2’ =p(t) +q(t)e +r(t)a?,

se tiene que

Despejando 2/, se llega a la expresion

[NIES

2 = 2r(B)u(t)=(0)? + 2 (alt)ult) — u(t)) =(0) + —p(t)z(1)?.

Al imponer la condicion q(t)u(t) — u(t)’ = 0, la cual es equivalente a que u(t) = Cel a®adt,

C € R, la ecuacion a resolver pasa a ser la siguiente:

Njw

2 = 2r(t)u(t)=(t) p(t)z(t)z.

2
_i_i
U

Realizando, ahora, el cambio de variable 8 = z(t)% con ' = %z(t)f%z(t)’, se obtiene
B =r(tyu(t)8” — —<p(t).
Finalmente, si se cumple que p(t) = r(t)u(t)?, la expresion se reduce a

B —r(tyu(t)® —r(tyu(t) =0

0, equivalentemente ,
B = r(tyu(t)(8* + 1),

ecuacion diferencial de variables separadas cuya solucion general es:

B(t) = tan (/ u(t)r(t)dt + C’) , CeR.
Ejemplo 2.1. Hallar la solucién del problema de valor inicial
=32 + 3t21:,
x(0) = 0.

Se trata de una ecuacién de variables separadas, pues la ecuaciéon se puede escribir como:

dx
1+=x

= 3t2dt.

Integrando, tenemos
In|l+z|=t2+C, CcR,
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y, despejando x,
a(t)=Ke —1, K€eR.

Imponiendo la condicién inicial z(0) = 0, se obtiene el valor de la constante K
Ke'—1=0 = K =1,

por lo que la solucion del problema de valor inicial es x(t) = et — 1,teR.

2.2. Ecuaciones Lineales

En los casos en los que r(t) = 0, la ecuacion de Riccati es la ecuacion lineal de primer orden
2 = p(t) + a(t)a. (2.4)
Su solucién general viene dada por la expresion:
2(t) = xn(t) + 2p(t)

donde x,(t) se corresponde con la solucioén general de la ecuacion lineal homogénea y z,(t) con
una solucién particular de la ecuacién lineal completa.

La solucion de la ecuacion lineal homogénea asociada, zp,(t), tiene la forma zp,(t) = K eﬁb q(s)ds,
K € R, donde ty € I esta fijado, mientras que una solucién particular, x,(t), puede ser deter-
minada mediante el método de variacién de constantes. Este método consiste en suponer que la

_ kol als)ds

constante K de la solucion de la ecuacion homogénea, x(t) , es reemplazada por

t
una funcion de ¢, K(t), de modo que zp(t) = K(t)efto a(s)ds
Posteriormente, se impone la condicién de que z,(t) es solucion de la ecuacion lineal completa,

para ello, se calcula x},(t),

-’B;(t) — K/(t)eftto q(S)ds + K(t)q(t)eftto q(s)ds

y se sustituye este valor y el de xp(t) en la expresion (2.4), obteniendo
t + .
K/(t)efto q(s)ds + K(t)q(t)efto q(s)ds _ p(t) + q(t)K(t)eftO q(s)ds7
es decir,
K/(t)eftio q(s)ds _ p(t),

lo que equivale a
t
K'(t) = p(t) [e Lo 1]

que es una ecuacion diferencial que se puede resolver integrando a ambos lados de la expresion.

De hecho, se puede elegir K(t) como una primitiva de

SD(t) — p(t)ef ftto Q(S)ds'
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Una vez obtenida la expresion de K (), se sustituye en x,(t), para obtener
(1) = K (£)elo 1%,
por lo que finalmente se llega a que la solucién general de la ecuacion lineal es
x(t) = xp(t) + xp(t) = el a()ds + K(t)eftto q(s)ds, tel.
Ejemplo 2.2. Hallar la solucién del priblema de valor inicial

' =t + 2z,
z(0) = 1.

Como se ha expuesto anteriormente, la solucion general viene dada por x(t) = xx(t) + xp(1),
siendo la solucion de la EDO lineal homogénea asociada zp,(t) = K elo2sds — ¢ e’ K eR.

A continuacion, se busca una solucion particular de la forma

Derivando z(t) y sustituyendo dicho valor y el de z,(t) en la ecuacion del enunciado, se obtiene
K'(t)e?” + 2te” K (t) = t + 2K (t)e"”

y, simplificando,

Integrando, resulta

Por tanto, una solucién particular de la ecuacién completa es
1
xp(t) = —5, te R,

y la solucién general sera )
x(t) = Ket” — 2 teR.

Por altimo, aplicando la condicién inicial z(0) = 1, se calcula el valor de K correspondiente

x(0) 5 = 5
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2.3. Ecuacion de Bernoulli

En el caso en el que p(t) = 0, la ecuacion x’ = q(t)z +r(t)x? se corresponde con una ecuaciéon

de Bernoulli con o = 2, siendo las funciones ¢(¢) y r(t) continuas en un intervalo (a,b) C R.

2

Para resolverla, se comienza reescribiendo la expresion anterior dividiéndola por x*, siempre que

esto sea posible

' q(t)
y se realiza el cambio de variable u = + = ! (u' = —x 2%/ ), gracias al cual la ecuacion ([2.5))
se reduce a la ecuacion lineal
—u' = q(t)u+r(t), (2.6)

es decir,

u = —q(t)u —r(t).

Por tltimo, se resuelve la ecuacion lineal del mismo modo que en el apartado anterior y se deshace
el cambio de variable z(t) = [u(t)]~! para obtener la soluciéon de la ecuaciéon de Bernoulli, que

sera la siguiente
-1

Y

2(t) = ( Ko i a()ds _ K(®) <€7 I q(s)ds)>

donde ty € (a,b), K € Ry K(t) es una primitiva de ¢(t) = p(t)e Jio q(s)dsr(t). Se anade también

la solucion z(t) = 0, que habia sido descartada al dividir por 22 y realizar el cambio de variable.

Ejemplo 2.3. Hallar la solucién del problema de valor inicial

' = =2z + ta?
z(0) = 1.

Se comienza dividiendo por z? de forma que la ecuacién adopta la siguiente forma
i

2 g

para x # 0 y se realiza el cambio de variable

obteniendo, asi, la ecuacién lineal

0, equivalentemente,
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La solucién de la EDO lineal homogénea asociada es up(t) = K eho2ds — e?t. por lo que se
busca una solucién particular de la forma u,(t) = K(t)e*.

Derivando u,(t) con respecto a t y sustituyendo este valor y el de u,(t) en la ecuacion del
enunciado, se obtiene:

K'(t)e* + 2K (t)e* = 2K (t)e* —t,

es decir,
K't)e* =—t = K'(t)=—te
y,calculando su primitiva,
(2t +1)e %
1 .

Al sustituir el valor de K (t) en la expresion de uy(t), se llega a que

K(t) =

2t+1
uplt) = =,

por lo que la solucién general de la ecuacion es:

20+1  4Ke* +2t+1

t) = Ket
u(t) e“’ + 1 1

Finalmente, deshaciendo el cambio de variable, se obtiene como resultado

4

T
™) = e o 1

Para que se cumpla que x(0) = 1, tenemos

4 N 3
4K +1 4

1=z(0)

por lo que la solucién del problema de valor inicial es

4

)= 55—
z(t) 3e2t +2t 41

definida en un intervalo que contiene a 0.



Capitulo 3

Resoluciéon mediante el empleo de

soluciones particulares

En este capitulo, se calculara la solucién de la ecuaciéon de Riccati cuando son conocidas una o
dos soluciones particulares. También se estudiardn métodos de aproximacién de soluciones. Para
la elaboracion de este capitulo, se ha consultado el libro [4], en el que se menciona la posibilidad de
obtener la solucién general de la ecuacion de Riccati a partir de una o dos soluciones particulares.
De los libros [I11 3], se han extraido las ideas sobre el método de las series de potencias y de las

aproximaciones sucesivas de Picard.

3.1. Una solucién particular

Otro de los métodos que permite resolver la ecuacion de Riccati (1.2]) es realizar el cambio
de variable x(t) = y(t) + ¢(t) tras haber encontrado una solucion particular ¢(t).
Derivando z(t) con respecto a t, se obtiene z'(t) = y'(t) + ¢'(t) y, sustituyendo en la forma

general, se sigue

Y (1) + @' (1) = p(t) + a(t) (y(t) + o (1) + r(E)(y(t) + o(t))

0, equivalentemente,

Y () +¢'(t) = p(t) +a(t)y(t) + at)p(t) + r(t)y* (1) +r()?(t) + 2r(y(t)p(t). (3.1)

Por ser ¢(t) solucion particular de la ecuacion, satisface que

¢ (t) = p(t) + q(t)(t) + r(t)°(t)

y, sustituyendo esta igualdad en la expresion (3.1)), se llega a
Y (t) = a(t)y(t) + 2r()e()y(t) + r(t)y*(2),

13



14 3. Resolucion mediante el empleo de soluciones particulares

que es una ecuaciéon diferencial de Bernoulli con @ = 2 y se puede resolver, de la misma for-
ma que la Seccién 2.3, realizando el cambio de variable y(t) = [u(¢)] . En la practica, si se

conoce una solucion particular ¢(t) de la ecuacion de Riccati, se utiliza directamente el cambio

z(t) = @(t) + ﬁ

Ejemplo 3.1. Hallar la solucién del problema de valor inicial

w':ac2—2t:n+t2+1,
z(0) = 1.

siendo ¢(t) = t una solucién particular.

En efecto, ¢/(t) = 1 = (¢(t))? — 2te(t) + 2 + 1.

Como se ha explicado anteriormente, para resolver la ecuaciéon se puede realizar el cambio de
variable z(t) = ¢(t) + ﬁ, que, en este caso, es z(t) =t + ﬁ
w'(t)

Como z(t) = t+ ﬁ, entonces ' (t) = 1— - ORL al sustituir estas dos expresiones en la ecuacion

inicial, se llega a la expresion

1—;‘;((’?) = <t+u(1t)>2—2t <t+u(1t)> +2+1

y, simplificando e integrando, tenemos

—'(t)=1 = u(t)=—-t+C, CeR.
Se deshace el cambio de variable para obtener las soluciones

1

y por tltimo, se aplica la condicién inicial z(0) = 1,

obteniendo como solucién del problema de valor inicial:

1
z(t)=t+ ——.
(t) T3
A continuacion, se representaran seis soluciones particulares de la ecuacion diferencial
x' = x? — 2tz +t?> + 1. Se denotaran por xg, 1, T2, ¥3, T4 y 5 para los valores de C =0, C =1
y C =2
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- X
L3 X4 x5 Lo 1

Figura 3.1: Representaciéon de algunas soluciones particulares de 2/ = 22 — 2tz + t? + 1.

3.2. Dos soluciones particulares

Si se conocen dos soluciones particulares x1(t) y z2(t) de la ecuacion de Riccati, es posible
realizar un cambio de variable que permite determinar la soluciéon de la ecuacion (|1.2]).

Dada v una funcién a determinar, se considera el cambio de variable

. X1 — VT2
1—w
de forma que x’ viene dada por
_ / _ _ _ _ !/
s (1 —vz)' (1 —v) — (21 —vxa)(1 — ) . (3.2)

(1—0)?
Si se sustituye la expresion (3.2]) en la ecuacion de Riccati (|1.2), se tiene la expresion:

"z — v — ) = (21 — vzo)(—0' T — vx r1 — vag )2
(@ — s ><é_>) (21 — o) >:p<t)+q(t)11_v2+r(t> <1_> . (33)

Por ser 1 y x2 soluciones particulares de ((1.2)), cumplen las siguientes igualdades
1 = p(t) + q(t)zy + r(t)af,

zh = p(t) + q(t)z2 + r(t)z3.
Sustituyendo estas dos expresiones en ({3.3)), se llega a que el primer término de esta toma la
forma

[p(t) + q(t)z1 + r(t)x? — v'zy — v (p(t) + q(t)x2 + r(t)23)] (1 —v) N 21V — vav
TP 0P
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Multiplicando y agrupando términos en la expresion anterior, resulta

p(t)(1 —v)2 + q(t)(z1 — vo2)(1 — v) + 7(t)(2? — vo3 — va? + v22d) — Vay + vv'ze + 210" — VU 1y
(1—-v)? 7

mientras que el segundo término de (3.3)) es de la forma

P(O)(L = v)? + q(t) (21 — vas)(1 = v) + r(t)(a? — 2vw12s + v%a)
(1= 0)? |

Por tanto, al simplificar, se obtiene
V(21 — x2) = 7r(t) (21 — x2)2 v,

equivalentemente,

v =or(t) (v — x9) .

Entonces, se llega a la expresion
t
v(t) = Celo T(S)(xl(s)_m(s))ds, C € R, donde ty € I esta fijado,

por lo que una solucién de la ecuacién es

x1(t) — v(t)xa(t)
1—w(t) ’

x(t) = siendo v(t) = Celio re)ms=e)ds oo g

Una vez vistos estos métodos de resoluciéon de la ecuacién de Riccati, surge la duda de como
se puede calcular una solucion particular, ¢(t), ya que en la mayoria de los casos, la bisqueda de
una solucién particular no resulta intuitiva. Para ello, pueden ser tutiles el método de las series

de potencias y el método de las aproximaciones sucesivas de Picard.

3.3. El método de las series de potencias

El método de las series de potencias tiene un gran interés teérico pues permite conocer una
solucién aproximada de una ecuacién diferencial o, en ocasiones, soluciones exactas. Consiste en

suponer que la solucién del problema de valor inicial

' = f(t,z) (3.4)
x(to) = X0 (35)

admite un desarrollo en serie de potencias

2(t) = ag+ a1t —to) + ag(t —to)” +--- = > _ax(t —to)"
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e imponer las condiciones (3.4) y (3.5) para obtener los coeficientes de la serie de z(t) para
encontrar la solucién exacta o aproximada del problema de valor inicial. El método de las series
de potencias admite dos variantes: el método de coeficientes indeterminados y el método de la

serie de Taylor, esencialmente equivalentes, pero distintos en cuanto a su desarrollo.

Meétodo de coeficientes indeterminados

Como se ha explicado anteriormente, el método consiste en suponer que la solucion del

problema admite un desarrollo en serie de potencias, en este caso, con coeficientes desconocidos
a:(t) :a0+a1(t—to)+a2(t—t0)2+_..+an(t_t0)n+.__

A continuacion, se deriva la serie de potencias, teniendo en cuenta que, por el Teorema la

derivada de la serie es la serie de las derivadas primeras de cada término.
[o.¢]
2/ (t) = a1 + 2a2 (t — to) + 3az (t — t0)* + -+ nan (t—t0)" '+ = kay (t —t0)* .
k=1

Teniendo en cuenta el producto de Cauchy, se calcula z2(¢) como

$2(t) = [ao+a1(t—to)+--'+an(t—to)"+~-][a0+a1(t—to)+--'+an(t—to)"+~-]
= a + 2apa1 (t — to) + (a3 + 2apaz)(t — tg)* + - --
+ (apan + a1an_1 + agan_2 + -+ + ap_1a1 + anag)(t —to)" + - -

De forma anéloga, también supondremos que las funciones p, ¢ y r se pueden desarrollar en serie

de potencias como:
o0
p(t) = pr(t — to)",
k=0
[e.e]
q(t) =Y ar(t — to)F,
k=0

r(t) = iﬁc(t — to)",
k=0

respectivamente.
Sustituyendo las expresiones anteriores y las de x(t), #2(t) y #/(¢) en la ecuacion de Riccati

2’ = p(t) + q(t)z + r(t)x?, se tiene la siguiente igualdad

a1—|—2a2(t—to)—|—-~+nan(t—to)"+---=po+p1(t—to)—I—--~+pn(t—to)”+'--—|—[qo—l—-“—i-

qn (t—1t0)" +-]ao+ar(t —to) +- -+ an(t—to)" +---]+[ro+ri(t—to)+ - +rnt—1to)" +---

[a% + 2apaq (t — to) + (a% + 2&0&2)(t — to)Q + - (aoan +ai1an—1 + a20p_92 + -
+an—1a1 + anag)(t —to)" + -+ -]
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La tnica forma de que dos series de potencias sean iguales es que todos sus coeficientes sean

iguales, por lo que se obtiene la cadena de igualdades:

a1 = po + qoap + Toag,
2as(t — to) = p1(t — to) + [qoar + qrao] (t — to) + [roaoar +riag] (t —to),
3as(t — t0)? = pa(t — t0)? + [qoaz + qra1 + qeao) (t — to)* + [ro(a? + 2apaz) + riagar + read] (t — to)?

nay (t—10)""" = pp_1(t —t0)" ' + [a0gn_1 + @1Gn—2 + - - - + Gn_2q1 + an_1q0] (t — to)" "

+ [To(aoanfl + -+ an—1a0) + r1(a0an—2 + a1an_3 + - + an_2a0) + - + rnflaﬁ] (t—to)"!

y, simplificando estas expresiones, se obtienen las expresiones de los coeficientes a,,

2
a1 = po + qoao + roay,

1
az =3 [p1 + goar + quao + roagar + Tlaa] ’

1
a3 =3 [p2 + qoaz + qra1 + qaao + ro(af + 2a0az) + riagar + r2a§] ’

an = Pn-1 + [@0qn-1 + a1qn—2 + - - + an—2q1 + an—1qo] + [ro(ao@n-1 + - - + an—1a0)

+ r1(apan—2 + a1an_3 + - 4+ an_2a0) + - + Tn—m%] ;

donde el valor ag se obtiene al imponer la condicién inicial del problema de valor inicial.

Esto permite concluir que si tenemos garantizada la existencia de una solucién y esta puede ser
desarrollada en serie de potencias, entonces debe ser obtenida por este procedimiento.

El resultado que se muestra a continuacién servird para saber cuando la solucién puede desarro-

llarse en serie de potencias, se ha obtenido del libro [3].

Teorema 3.2 (Teorema de Cauchy). Si f(t,z) admite un desarrollo en serie de potencias

f(t, 37) = Z Z bij (t — to)i (:L' — xo)j

i=1 j=1

convergente en un rectdngulo

R={(t,z):to—a<t<to+a,xo—b<z<zp+b},
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entonces el problema de valor inicial
¥ = f(t,r)
x(to) = X

tiene una unica solucion x(t) y esta admite un desarollo en serie de potencias
o0
(t) = ap + ar (t — to) + az(t — to)> + - = Y ax(t — to)"
k=0

convergente en un cierto intervalo I = (tg — 0,19 + ).

Método de la serie de Taylor

Este método consiste en suponer que la solucion z(t) admite un desarrollo en serie de poten-

cias, es decir,a través de su serie de Taylor:
1 1
z(t) = z(to) + 2’ (to) (t — to) + 5a:”(to) (t—to)*+ -+ Exn) (to) (t —to)" + - -

Aplicando las condiciones (3.4]) y (3.5)) se podréan calcular los términos de la serie anterior. Para

obtener las n-ésimas derivadas, basta con derivar x(t) sucesivamente y evaluar en el punto to:

2'(to) = f(to, z(t0)) = f(to,z0),

" (to) = filto, z(to)) + falto, 2(t0))2’ (to) = fi(to, o) + fulto, w0)z’ (to),

" (to) = fu(to, x(to)) + 2fuu(to, (o))" (o) + fuu(to, x(to))a’ (t0)* + fulto, 2(to))z" (to),
donde se ha supuesto que las parciales mixtas de f coinciden, y, asi, sucesivamente hasta calcular

2™ . Los subindices z y t denotan las derivadas parciales con respecto a las variables z y t.

Entonces los términos de la serie serén:
1
— n)
Ay = X to).

Igual que en el caso anterior, esto permite concluir que si la soluciéon z(t) existe y admite un
desarrollo en serie de Taylor convergente, sera la calculada a través de este método. Para saber si
la solucién admite un desarrollo en serie de potencias se comprobaran las hipotesis del Teorema

Esto quiere decir que a fse le pide mucha regularidad.

Ejemplo 3.3. Sea el problema de valor inicial

/
x =rz,

x(0) = xo.

Se calculara la solucion por el método de coeficientes indeterminados y por el método de la serie

de Taylor.
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Primero, para hallar su solucién por el método de coeficientes indeterminados, se observa que
la solucién existe y es tinica pues f(t,2) = rx es continua en todo R? y su derivada parcial con
respecto a x también lo es en dicho conjunto. Se supone entonces que la solucion z(t) admite

desarrollo en serie de potencias
z(t) = ag 4+ a1(t —to) + ag(t —t)? + -+ an(t —to)" + -+ = ag + a1t + agt> + - + apt™ + - - -
asumiendo que se toma ty = 0. Entonces,
o' (t) = a; + 2a9t + -+ nat" "t -
y, sustituyendo estas expresiones en 2’ = rz, se deduce que
ai + 2ast + -+ + napt" '+ -+ = rag + rait + ragt> + -+ rapt" + - - -

y se obtiene la cadena de igualdades:

a1 = rap,
1 15
ag = —ray; = =r Qo
2 2 ’
1 1 4
az = -rag = Zr Qo
3 6 ’
T,n
an = —ao, para todo n.
n!

Al tener en cuenta la condicion inicial z(0) = xg, se obtiene ag = xo. Por lo tanto,
1 2,2 1 nyn 1 242 1 nin
x(t):ﬂso—karort—kxogrt +-~+xgﬁrt +-- =20 1+rt+§rt +---+ﬁrt +--

En este caso, la serie de potencias es facilmente reconocible y representa a la funcién exponencial

ya que
oo 1
T __ n
e’ = E . L (3.6)
n=

por lo que la solucién sera
z(t) = zpe™. (3.7)

Ahora, se calculara la soluciéon por el método de la serie de Taylor. Se comienza suponiendo

que la solucién tiene serie de Taylor centrada en ty = O:

1 1
x(t) = z(0) + 2/ (0)t + 5;1:"(0)t2 +e Eaz”) (0)t"™ + - - -



3.4. El método de aproximaciones sucesivas de Picard 21

Por las hipotesis del problema, se tienen las igualdades:

2'(0) = rz(0) = rxo,
2" (0) = ra’(0) = r’xy,

2”(0) = r2”(0) = r3a0,

" (0) = r"xp,

de donde se deduce que los términos de la sucesiéon son

an = To—T", para cada n.

n!

y, entonces, la solucién es

z(t) = zpe™. (3.8)

Como se puede observar, el resultado coincide con el resultado obtenido por el método anterior

y también con el esperado para una ecuacién de variables separadas de primer orden.

3.4. El método de aproximaciones sucesivas de Picard

Otro de los métodos iterativos que permite obtener una solucién de una ecuacién diferencial

es el método de aproximaciones sucesivas de Picard. Considérese el problema de valor inicial:

x = f(t,.%'),

x(to) = xo. (39)

Si la funcion f(t,x) es continua, entonces la ecuacion diferencial puede integrarse desde ¢y hasta
t:

/t:x/<s> - t:f(s,w(S))ds,

equivalentemente,
t
x(t) — z(ty) = (s,z(s))ds

to

y, despejando x(t):

z(t) = x0 + t f(s,z(s))ds.



22

3. Resolucion mediante el empleo de soluciones particulares

Gracias a esta igualdad, se puede construir la sucesion x,(t):

.fo(t) = Xy,
x1(t) = xo + t f(s,z0(s))ds
zo(t) = x0 + t f(s,z1(s))ds

t
zn(t) =zo+ | f(s,zn-1(s))ds, para todo n,
to

donde las funciones z,(t) se llaman aproximaciones sucesivas o iterantes de Picard.

Este método permitira concluir alguna expresion cuando la sucesion anterior sea convergente. Si

la sucesién es convergente, entonces esta convergeré a la solucién del problema de valor inicial.

Ejemplo 3.4. Hallar la solucién del problema de valor inicial

' =2t(1 — z),

o) 2, (3.10)

con el método de las aproximaciones sucesivas de Picard Como, en este caso, f(t,z) = 2t(1 —x),

se construira la siguiente sucesion de forma iterativa:

.’Eo(t) = 2a
t
Il(t) =T+
to
t
.%'2<t> = X0 -+
to
t
IEg(t) =9 +

to

f(s,z1(s))ds

t
f(s,zo(s))ds =2 -l—/ —2sds = 2 — t?
0

t 4
t
2+/ 28(—1+82)ds:2—t2+5
0

tt 6

t 4
f(s,mg(s))ds:2—|—/ 2s <—1+52—82>ds:2—t2+—
0

2 6

y, en general, x,(t) se podra expresar de la siguiente forma:

t

:En(t) =x0 +
to

t2 (—t2)2 (—t2)3 (_tz)n>
1! 2! 3! n! ’

f(s,xn_1<s)>ds=1+<1+‘+ G

. . . . . _42
Las aproximaciones son las sumas parciales del desarrollo en serie de potencias de 14+ e~*", que

serd la solucion del problema anterior. Su representacion grafica es
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Figura 3.2: Representacion de la solucién del PVI (3.10), #(t) = 1 4 e~ "






Capitulo 4

Coeficientes relacionados mediante

formulas

En este capitulo, se tratara la resolucion de la ecuaciéon de Riccati suponiendo que se cumplen
ciertas relaciones entre los coeficientes. Estas relaciones pueden ser de dos tipos: coeficientes
relacionados mediante EDOs y coeficientes relacionados mediante otra expresion especifica. Estos

resultados se han consultado en los articulos [2] y [5].

4.1. Coeficientes relacionados mediante EDOs

Existen casos en los que los coeficientes de la ecuacién estan relacionados entre si por medio
de una ecuacién diferencial ordinaria y esto permite que se pueda determinar la solucién general
de la ecuacién no lineal. En concreto, en este apartado, se estudiaran cuatro casos en los que la
ecuacion se transforma en una ecuacion de Bernoulli y, por tanto, se puede encontrar la solucion

general sin conocer una solucién particular.

Teorema 4.1. St los coeficientes de la EDO
' =p(t) + q(t)z + r(t)z? (4.1)
son continuos en I satisfacen la condicion
d (q(t)
t)y=—— (22
p(t) dt (r(t) ’
entonces la solucion general de (4.1) viene dada por:

t s -1
x(t) = —qu +e Jig a(5)ds [C — / r(s)e Jio Q(U)dvds] , C eR, para un cierto ty € I fijado.
T to

25
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Demostracion. Si los coeficientes de la ecuacién de Riccati cumplen la EDO p(t) = —4 (%),
entonces dicha ecuacién se puede reescribir de la siguiente forma

d t

¢ -2 (19

= —a T‘(t)) +q(t)a: +T(t>x2,

d q(t)\ _ q(t)
i (74 7) =0m (T =)
Realizando el cambio de variable y = x + % se llega a:

y’zr(t)y< —zgg)

es decir,

Se obtiene, por tanto, la EDO de Bernoulli

Y =r(t)y® —a(t)y

que se puede resolver dividiendo por y? y utilizando el cambio de variable

gracias al cual la EDO pasa a ser v/ = ¢(t)u — r(t), una ecuacion lineal que se puede resolver

Ji, as)ds

tomando u(t) =e como factor integrante, para todo tg € I fijado. . De este modo, la

solucion seré

t s
u(t) = eftto q(s)ds [_/ r(s)e” Ly Q(v)dﬂd8+ C] . CeR

to

y, deshaciendo los cambios,

t R -1
z(t) = —@ +e ftto a(s)ds | o _ / r(s)e Juo a(w)dv , CeR.
T(t) to

Ejemplo 4.2. Calculamos ahora la solucién general de la ecuacién
o =t2? + 3 — 1.

La EDO satisface la condicién propuesta por el Teorema pues —1 = —% <§—2>, por lo que

se puede reescribir de la siguiente forma:

d 2
g(aj—kt) = tz(x +1).

Haciendo el cambio de variable y = x 4 ¢, se llega a la ecuaciéon de Bernoulli:

y = ty(y—t) = t2y° — %y
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o0, equivalentemente, para y # 0

! 3
¥y _ 2 i
5 =
Yy Yy
/ ., ., . .
Tomando u = i y, por tanto, u’ = f% la ecuacién se transforma en la ecuacion diferencial
lineal
W =—t? + t3u,

cuya solucion general viene dada por

t4 t 84
U(t) =e4 |:/ —Szeffds + C:|
0

+4
al tomar el factor integrante u(t) = e~ 7.

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién de Riccati es

-1

4 t st
r(t)=e T {C —/ sze4ds] —t, CeR.
0

Teorema 4.3. Si los coeficientes de la EDO
x' = p(t) + q(t)x + r(t)z?

son continuos en I y satisfacen la condicion

7‘():@ m

entonces el inverso de la solucion general viene dado por

L s / T, ] a(t)
w0 e [C’ + \ p(s)e ds (D)

d [Q(t)] 7

Demostracion. Dividiendo la EDO (#.3]) por 22 siempre que sea posible, se obtiene

;C;:i(?z)%-?%-r(t).

Ahora, se puede hacer el cambio de variable

1 , x
u=— u=—-——
x’ x?
y la EDO se convierte en
= p(t)u? + g(t)u + r(b).

Aplicando la condicién que satisfacen los coeficientes, se tiene

i [uﬂ(”] — p(t)u [uﬂ(t)]

di p(t) p(t)

C eR.
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De nuevo, se realiza un cambio de variable, tomando ahora y = u + %, por lo que

—y' = p(t)y (y - Zg) =p(t)y® — a(t)y.

Esta es una ecuacion de Bernoulli, cuya solucion se puede determinar dividiendo por y?,siempre
que sea posible,
y | a()

ety MY

y realizando el siguiente cambio de variable

tras el cual la EDO pasa a ser
v+ q(t)v = p(t).

t
Tomando el factor integrante p(t) = efto Q(s)ds, para ty € I fijado, se llega a la solucién

t s
v(t) = ¢ Jro 1) [ / p(s)elo MW g 4 C’} , CeR.
to

Deshaciendo los cambios de variable realizados se llega a la solucién general dada por

L _ S atsas {c / ! ()t a0 ]1 ) oem
— = e + s)e’to s ===, eR.
(1) ! p(t)

Ejemplo 4.4. Calculamos ahora la solucion de la ecuaciéon
2
a:':7+xlnt+1 (4.3)

En este ejemplo se satisface la condicion de la hipotesis del Teorema [4.3] pues se cumple que

1 d
- = () (4.4)

Dividiendo (4.3) por x2, cuando sea posible, se obtiene

zZ 1 Int 1
+7

2t x x2’

. . . / .,
Haciendo el cambio de variable u = % ,u = — 3, se llega a la ecuacion

1
—u' = n + In(t)u + u?.
Gracias a la igualdad (4.4]), se puede reescribir como

d
% (u+1Int) = In(t)u + u>.
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Tomando y = u + Int, se llega a

—y =y? —ylnt
0, equivalentemente,
—;/; + lnyt =1, cuando sea posible la division por y?.
Realizando el cambio v = i v = —5—;, se llega a la ecuacion
v +ovlnt =1,

t
_ efto In(s)ds

que se puede resolver tomando el factor integrante pu(t) , para un ty > 0 fijado,

siendo, por tanto, la solucién

t t s
v(t) =€ Jig In(s) ds < elto MW g 4 C) , CeR
to
y, deshaciendo las transformaciones realizadas la solucién general sera
1 ! 1nsd C o neas

= Jiptnsds <C+ el s sds) —1Int, CeR.

f]}'(t) to
Teorema 4.5. Si los coeficientes de la EDO o' = p(t) + q(t)x + r(t)x? son funciones continuas

en el intervalo I y satisfacen la condicion

d [ |pt)\ _ p(t)
7 ( r(t)) =q(t) D) + 2p(t),

donde se asume que p y r son positivas en I, entonces la solucion general viene dada por:

-1
o) = [P s O [ [yl o Bing]
r to

para ty € I fijado.

Demostracion. El primer paso consiste en reescribir la ecuaciéon del siguiente modo:

2
z’ = r(t) <a:2 + ]}?Eg) +q(t)z =r(t) <x — fgg) + q(t)z + 2r(t) fg;x.

Haciendo el cambio de variable

_ . [P 4 [p()
¥y= r(t) YT a\ vy

se obtiene la expresion

y’+% 1:8 =r(t)y” + q(t) <y+ ]T)(t)> + 27 () p(t) <y+ M)
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y, tras simplificar, usando la hipotesis, se tiene la EDO de Bernoulli:

y =ty + (Q(t) +2r(t) fég) y

Dividiendo por 32, se llega a:

se deduce la EDO lineal

u + (q(t) +2r(t) fgg) u= —r(t).

_ eftto q(s)dse2 f:o r(s) fg:ids

Esta EDO lineal se puede resolver con el factor integrante pu(t) , para
un cierto tg € I. Por tanto, la solucién de la ecuacion es:
1 t
u(t) = — —/ rs),us)ds—i—C’}, CeR
( ) N(t) [ to ( (
y, deshaciendo el cambio de variable,
(1) t -
2(t) = |22 4+ () [—/ r(s)u(s)ds—i—C’} , CeR.
T(t) to

O

Teorema 4.6. Si los coeficientes de la EDO x' = p(t) + q(t)z + r(t)z? son funciones continuas

en el intervalo I y satisfacen la condicion

d( ’"“))zq@) ) L o),

St \ | p(t) p(t)

donde se asume que p y r son positivas en I, entonces la solucion general cumple que

(s t S S r(w _1
L = 7“(153 + e f’/to q(s)ds =2 ftto p(s) p%SidS </ p(s)e Jrg aw)dw=2 i p(w)y, pgw;dwds + C> )

to

para C € R y tg € I fijado.

Demostracion. Al dividir la EDO por 22, se llega a

;c;ngg)—i-g)—i-r(t).
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Haciendo el cambio de variable

Lol oo =Y
x’ 2’
la EDO se convierte en
2
t) r(t) r(t)
—u' = p(t {uQ—l—T(]—i—qtu:pt u— | —=| +q)u+2(/ —=p(t)u
() |2+ T | Fattm=p) fu—\ [T a2y )
Se realiza un nuevo cambio de variable, tomando ahora
_ r(t) gy )
’ t)’ A )

y se obtiene lo siguiente

d |r(t) r(t) r(t)
/ 2
— |y + = =2 | =pO)y? + 24 —Zpt)y + 2r(t) + q(t)y + q(t) ] —=.
[y o p(t)] (t)y o) )y 4 2r(t) + q(t)y + q(t) o)
Operando y simplificando usando la hipotesis, se tiene la siguiente ecuaciéon de Bernoulli:

’ 2 r(t)

—y =p)y” + [q(t) +2p(t)y | —5 | v
() + [alt) + 2p(0) m&

y, dividiendo por 32,

Y rt)| 1
5 (t) (t) p(t)] ; (t) (4.5)
Se realiza un tercer cambio de variable
1 / _yl
v = -, vo= y 46
y Y (46)
obteniendo la siguiente expresion
) r(t)
v — |q(t) + 2p(t v =p(t), 4.7
(t) (t) p(t)] (t) (4.7)

que se corresponde con una ecuacién diferencial lineal que se puede resolver tomando como factor

integrante

N(t) — e ftto q(s)ds—2 ftto p(s) ;Ez; ds7 (48)
para tg € I fijado. Por tanto, se obtiene la soluciéon
1 t
v(t) = — /psusds—l—C), C eR,
=5 ([ romuts

y, al deshacer el cambio de variable,

R O ) s o)
mw‘Vmw*ww‘Vmo*“m<A?”“)d+C>’ cek
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4.2. Coeficientes relacionados mediante formulas mas generales

Teorema 4.7. Dada la ecuacion ' = p(t) +q(t)z +7(t)x?, conr(t), q(t) y p(t) € C(I), r(t) #0

para t € I. Si, para un cierto ty € I, se cumple que

p(t) = so”(t)v"(tig—(t;’(t)so’(t) (W) +m(t)ets ¢<s)¢<s)ds>
+ i/(ig) <1/Jl(t> + m/(t)eftto w(s)‘»@l(s)ds + m( ) fto dsw(w@/(t)) (49)
_ (w;8>2 [w(t) + m(t)elio w(S)v’(S)dsr _ Q(tr)(si’) (t) [w(t) + m(t)elo VO S)ds] |
parat € I, m(t) # 0 y ¢'(t) # 0, para todo t € I, entonces una solucion particular es la siguiente:
alt) = £ [0+ mip) e 7 0] (4.10)

y la solucion general es:

20/(0)(wie)+m(0efo ") ()
e

C - ftf) r(s)e

z(t) = xp(t) +

20/(5) (s m(s)eSo V7 40

Demostracion. Derivando xp(t), se obtiene:

o (1) = g0//(t)v"(tiz_(;)a/(t)sof(t) (1/)(75) +m(t)elo w(s)cp’(s)ds>

+ £ (510 =m0l YOO ) O ) ).

Al sustituir en la ecuacion de Riccati las expresiones (4.10]) y (4.11), se llega a que la expresion

(4.11)

(1) = r(B)22(1) — a(t)y(1)

es igual a

e"()r(t) - r'(H)¢'(t) ( D(E) + m(t)elio VO s)ds)

()
* f(ﬁ? (/) + ' ()ela POP O )l VOF Oy (1) 1))
(¢'(1)? I w)e (5] a()¢' () St (s)e!(s)ds
-8 [0 () +m(t)e | - = [0 () +m(t)e ]

siendo esta tltima expresion igual a p(t) en virtud de (4.9), por lo que z,(t) es una solucién
particular. Como se ha estudiado anteriormente, al conocer una solucién particular, la solucién
general se puede escribir como

z(t) = xp(t) + — (4.12)
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siendo u(t) la solucion de la ecuacion diferencial lineal
u' = —2r(t)z,(t) + q(O)]u—r(t), tel.
Resolviendo la ecuacion anterior se obtiene wu(t)
t
u(t) = e @ [C / eW(S)T(s)dS] , tel, (4.13)
to
siendo
t /
At = 20/ (8) [() + m(t)elo 7] g g(2). (4.14)

Sustituyendo las expresiones (4.13) y (4.14)) en (4.12) se llega a la expresion de z(t) del enunciado,

por lo que queda probado el teorema.

O

Ejemplo 4.8. Se sabe que, para la ecuacion ' = 22 + f(t)x — a3 — aof(t), z(t) = ap es una

solucion particular. Por ello, a continuacién, se probara haciendo uso del teorema anterior, para

ap # 0, pues el caso ag = 0 es obvio y asumiendo f continua.

En efecto, la ecuacion cumple las hipotesis del Teorema para r(t) = 1,q(t) = f(t),p(t) =
—a3 —apf(t),o(t) =t,9(t) = 0y m(t) = ao, por lo que, al sustituir en ([.10]), la solucién sera:

zp(t) = ao.

La solucién general viene dada por:

€2a0+f(t) C
t) = , € R.
x( ) ag + o_ f; e2a0+1(s) g







Capitulo 5
Aplicaciones de la ecuacion de Riccati

La ecuaciéon de Riccati tiene numerosas aplicaciones, tanto en Mateméticas como en otros
campos, especialmente por la posibilidad de transformar ecuaciones de segundo orden en una
ecuacion de Riccati y viceversa. En este capitulo, se veran algunas de esas transformaciones

aplicadas a problemas reales. Se han utilizado el articulo [6] y la monografia [10].

5.1. Aplicaciones en Fisica

Se estudiara un problema en el que es til la ecuacion de Riccati, el estudio del movimiento
de una particula bajo la influencia de un potencial central V(r) = Kr€. Cuando la energia total
es nula, la ecuaciéon del movimiento se puede expresar en la forma de una ecuacién de Riccati de

la que se puede obtener una solucion.

Después de aplicar el principio de conservacién del momento angular, la ecuaciéon de la con-

servacion de la energia, en el caso del potencial central V (r), viene dada por la expresion

po Lo N 12
= —mr
2 2mr?

+ V(r), (5.1)

donde el potencial viene dado por la expresion V(r) = Kr¢, siendo K la constante de acopla-
miento que determina la fuerza de una interaccion y el exponente € una constante positiva o
negativa.

Derivando (5.1]) con respecto al tiempo, se tiene

2 dv(r)

F—— =0. 5.2
i —— dr (52)
Teniendo en cuenta que
dv
(T’) — GKT'E_l,
dr

35
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la expresion (5.2)) es igual a
2

mit — —= + eKret =0,
mr

que, en términos del potencial, se escribe como

L vy =0
mi — ——=+ -V (r) =
mr3 r ’
por lo que se tiene
mir 12
Vir)=— . 5.3
(r) € + emr? (53)
Sustituyendo (5.3 en (5.1)), se tiene
1 5 (1 1\ 1 mir
it (2 4+-) — - _E=o. 5.4
2" +<2+e>mr2 € (54)

Bajo la condicién de que E = 0, esta expresién nos llevard a una ecuaciéon de Riccati. Para ello,
consideramos el angulo 6, como se acostumbra a hacer en problemas con potenciales centrales.

Concretamente, se tomaran

: l , _dr !
0= —5 , r= y w=_.

Ademas, de las igualdades anteriores se deduce que

d d 1
dt ~ df mr? (5:5)
Moo (2
w = rr-\ (r r? (5.6)

)

Para llegar a la ecuacion de Riccati de (5.4), con E = 0, se comienza multiplicando dicha

€ d \? n e+2\ 12 d d 0
-m | —r ——-—m|——r|r=0.
2 dt 2 mr? dt dt
Ahora, teniendo en cuenta la igualdad (5.5)) y la notacion de 7/, se tiene la expresion

2 (r')? (6+2> 12 12 T”T_O

expresion por e

€
2m2rt 2 2 m2rt  m2rt 2

simplificando, se tiene que,
e(r)? e+2 r'r

= — =0,
2 r2 2 72
anadiendo términos convenientes, se deduce que
e(r’)2+(r’)2 (M2 r e+2 0
2 r2 72 r2 r2 2

y, teniendo en cuenta la expresion de w y w’, se obtiene

w/—6+2w2+6+2
) 2
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Esta es la ecuacion de Riccati para el movimiento de una particula con potencial central poliné-
mico, asumiendo la hipoteis de que la energia es nula.

Cabe mencionar el caso particular en el que ¢ = —2,donde la elecciéon de £ = 0 solo es posible
cuando % + K < 0. En este caso, se puede deducir directamente de (5.1) que w = %/ es una
constante. Para el resto de valores de ¢, la ecuacion diferencial se puede resolver a través

del método de variables separadas de la siguiente forma

dw €+2, o

calculando primitivas en ambos lados de la igualdad se tiene
d 2
(w? +1) 2

2
arctan(w) = 6—; 0+ C,

0, equivalentemente,

por lo que la solucién de la ecuacion diferencial de Riccati es
2
w = tan (”;e+c>, CeR.

Entonces, la solucién del problema inicial es

R
r(0) = 1
[1 4 cos((e +2)0 + C]=+
donde R es una constante que, en el caso ¢ = —2, solo puede ser determinada insertando la

ecuacion ((5.7)) en la ecuacion (5.1). El valor de R es

2\ e
- (o)

En resumen, la ecuacion de Riccati nos ha permitido calcular una solucién analitica del problema

del movimiento de una particula con potencial V (r) para los casos en los que la energia total es
nula. Sin embargo, este resultado puede ser generalizado para la resolucién de otros problemas

de mecénica clasica.

5.2. Aplicaciones en Analisis Matematico

En el libro [10] se deja como ejercicio probar que existe un cambio de variable que convierte
la ecuacién de Riccati en una ecuacion diferencial de segundo orden, este cambio es 1til pues

existen casos en los que la ecuaciéon de segundo orden si que se puede resolver por medio del
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método general.

El ejercicio consiste en probar que la ecuaciéon
'+ q(t)x + r(t)z® = p(t) (5.8)

se puede transformar en la ecuacién de segundo orden
r'(t)
r(t)

u” 4o (q(t) - ) —pt)r(H)u=0 (5.9)

usando la transformacion

u==e

t
fio r(s)x(s)ds (510)

Teniendo en cuenta la expresion ([5.10)), se tiene que la solucion de (5.8)), z(t), es de la siguiente

forma,
(Inw)" Luf’
r(t)  r(t)u’

Por ser solucion de la ecuacion diferencial (5.8)), se verifica
o\ q(t) o\
2 (e = p(t
(@) i 0 () =r0
y, operando se llega a

uur(t) — (u)?r(t) +uu'r'(t)  q(t) u 1 2
w22 (t) HEORRRE0) < >

Simplificando se obtiene la expresion

0, equivalentemente,

Y (q(t) _ :g;) — p(O)r(t)u = 0.

Esta ultima ecuacion diferencial se corresponde con la ecuacion del enunciado (5.8)), por lo que

xdt

se ha probado que utilizando la transformaciéon v = el r®)zdt oo puede transformar una ecuacién

de Riccati en una ecuacion de segundo orden.

Ejemplo 5.1. Transformemos la siguiente ecuacién de Riccati en una EDO de segundo orden y
calcular su solucion.
' —x+elr? 4+ 5e7t = 0. (5.11)

Apoyéandonos en el resultado anterior, la ecuacion de Riccati (5.11]) se puede transformar en la
siguiente ecuacion de segundo orden

¢
u” <—1 — €t> + 5etely = 0,
e
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aplicando el cambio (5.9). Por lo tanto, para hallar la solucion de la ecuacion de Riccati basta

con calcular la solucién de la ecuacién de segundo orden

u” —2u' + 5u = 0. (5.12)
Mediante el cambio de variables
u = ui,
’U/ = U2,

se obtiene el sistema plano equivalente

!/
Uy = u2,

u'2 = 2u9 — duq,

90
Uy — U

Para resolver (5.13)), hay que calcular los autovalores de la matriz
0 1
-5 2,

Como los autovalores son complejos conjugados, la solucion general de (5.12)) es

o, en forma matricial,

queson A\; =1+4iy Ay =1— 4.

u(t) = Kye' cos(4t) + Koel sen(4t), K, Ky eR

por lo que la solucion general de (5.11) es

1 W Kjy(cos(4t) — 2sen(4t)) + Ky (sen(4t) 4 2 cos(4t))
2(t) = rit)u el (K cos(4t) + Ko sen(4t)) » KLKa2eR

La ecuacién de Riccati también puede ser empleada en la resolucién de otro tipo de ecuaciones

diferenciales. Se verédn algunos ejemplos a continuacién

1. Para la ecuacién de Sturm-Liouville
Lu = (pu')/—i—qu:O (5.14)

si u es una solucién no nula de esta ecuacion, se puede considerar la funcién

con derivada
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que satisface la ecuacién

,r.2

'+ Ol q(t) =0, (5.15)

pues es equivalente a ([5.14]).La ecuacion ([5.15]) llama ecuacion de Riccati de ([5.14)).

Por lo tanto, si 7(t) es una soluciéon de la ecuacion de Riccati ([5.15)), entonces la expresion

bl g . . o .
u(t) = elto 55 s una solucion no nula de la ecuacion de Sturn-Liouville del enunciado.

. Para la ecuaciéon

w4+ gt +qt)u=0 (5.16)

la funcion

satisface la ecuacion de Riccati
2422 4 g(t)z +q(t) = 0.

Por lo tanto, si z(t) es una solucion de la ecuacion de Riccati anterior, la expresion u(t) =
t
z(t)ds <. ..
elio 9 o5 yuna solucion no nula de la ecuacion (15.16)).
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