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Trabajo propuesto

Area de Conocimiento: Analisis matematico.

Titulo: La Transformada de Laplace y sus aplicaciones a la resolu-

cion de ecuaciones diferenciales.

Breve descripcion del contenido

Se trata de estudiar las propiedades mas importantes de la transfor-
mada de Laplace asi como sus aplicaciones a la resolucién de ecuacio-
nes diferenciales. En particular, se hard especial hincapié en el analisis
matematico y resolucién de ecuaciones en derivadas parciales relacio-

nadas con problemas medioambientales.
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Resumen

En este trabajo nos centraremos en el estudio de la Transformada de Laplace. Presentare-
mos conceptos basicos, como su definicién, teoremas de existencia y unicidad y las principales
propiedades, viendo después como se aplican estas para la resolucién de ecuaciones diferenciales
ordinarias y ecuaciones diferenciales parciales. Por tultimo, veremos como se utiliza la Transfor-
mada de Laplace para resolver un problema realista como es la dispersién de un contaminante

en la atmosfera.

Abstract

In this memory we will focus on the study of the Laplace Transform. We will present basic
concepts, as its definition, existence and uniqueness theorems and the main properties, then we
will see how these are applied to solve ordinary differential equations and partial differential
equations. Finally, we will see how the Laplace Transform is used to solve a realistic problem

such as the dispersion of a pollutant in the atmosphere.
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Introduccion

La Transformada de Laplace tiene muchas aplicaciones en la ciencia en general, y sobre todo
en la ingenierfa, ya que es una herramienta para resolver ecuaciones diferenciales. Por ejemplo,
es muy Util en el campo de los sitemas de control y en automatizacién de procesos, algo que hoy

en dia se utiliza en muchas empresas.

En este trabajo haremos un estudio sobre la Transformada de Laplace. En el primer capitulo
nos centraremos en mencionar y demostrar los teoremas de existencia y unicidad, exponiendo
seguidamente las principales propiedades. También nos serd 1til la Transformada inversa, para

la que tambien definiremos y mencionaremos sus propiedades.

Una vez visto esto, en el segundo y tercer capitulo, podemos pasar a ver cémo se aplica
la Transformada de Laplace para la resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) y
ecuaciones derivadas parciales (EDPs), respectivamente. En el caso de las EDOs definiremos un
problema de valor inicial para ver su resolucién en un caso general, y después pondremos algtin
ejemplo con valores concretos. Para las EDPs tenemos varios casos, por lo que en primer lugar
veremos su clagificacion y después un ejemplo para cada uno de ellos. Para la ecuacion de tipo
parabélico elegimos la ecuacidon del calor; para la de tipo hiperbélico, la ecuacién de ondas; y

para la de tipo eliptico tenemos la ecuacién de Laplace.

Por altimo, en el cuarto capitulo, veremos una aplicacién real de la Transformada de La-
place, la dispersién de contaminantes en la atmoésfera. Este problema nos interesa porque la
concentracién de un contaminante liberado en el aire puede describirse mediante la ecuacién de
adveccion-difusion, la cual es una ecuacién diferencial parcial de segundo orden de tipo parabé-
lico, como la ecuacién de ondas que mencionamos. Para obtener una solucién analitica debemos
hacer una serie de hipo6tesis, tomar las condiciones de contorno apropiadas y luego aplicar la
Transformada de Laplace y sus propiedades para llegar a la ecuacién conocida como la solucion

de Gaussian plume para la ecuacion de adveccién-difusion.

IX



INTRODUCCION




Capitulo 1

Definicién y propiedades basicas.

En este capitulo veremos la definicién de transformada de Laplace, transformada de Lapla-
ce inversa y sus propiedades maés importantes, asi como otras especificas que emplearemos en

capitulos sucesivos. Para ello, hemos consultado las referencias bibliograficas [3], [4], [5] y [8].

1.1. Definiciéon

Definiciéon 1.1 (La transformada de Laplace). Dada una funcién arbitraria f(t) definida en el

intervalo 0 < ¢ < oo, llamamos transformada de Laplace de la funcion f(t) a

F(p) = LU (D} (p) = /O T e (o),

siempre que la integral exista, es decir, cuando exista el siguiente limite

00 b
/ e*ptf(t)dt:blim e PLE(t)dt.

0 —o0 Jo

Ejemplo 1.2. En el Cuadro tenemos algunos ejemplos béasicos:

1



2 1. Definicién y propiedades basicas.

f@) | Flp) = £L{5®)}(p)
! v
! ”
t T
pat ]ﬁ
sin(at) ﬁ
cos(at) ﬁ
sinh(at) P
cosh(at) > P

Cuadro 1.1: Algunos ejemplos.

Vamos a resolver alguno de ellos en detalle, el cdlculo del las transformadas de Laplace que

no veremos en este documento, como también algunos ejemplos concretos, pueden consultarse

en [2], [ y [8]-

» Para la funcion f(t) =t tenemos:
oo
Fo) = £(t)p) = [ et
0
Aplicando integraciéon por partes llegamos a lo siguiente
o0 —pt > e8] e—pt —pt > 1
/ e Pltdt = [—te] - / ——dt = {—62] =2
0 P 1o 0 p 2 ) p

» Para la funcion f(t) = e®:

HM—H¢WM—Amf%%ﬁ

Procedemos haciendo un cambio de variable, sustituyendo del siguiente modo u = t(a — p)

y du = (a — p)dt

/ e Ple®qt = / ella=P gy — /e“du =
0 0 a—p a—p

Y deshaciendo el cambio de variable y considerando el caso p>a, ya que si no la integral

diverge, nos queda lo siguiente

/ gy = | €9 L
0 a—p 0 p—a




1.2. Existencia y unicidad

» Para la funcion f(t) = cos(at):

F(p) = L{cos(at)}(p) = /OOO e P! cos(at)dt

Aplicamos integracion por partes dos veces

00 e Pt S 0 o—pt
/ e P! cos(at)dt = {— cos(at)] —/ ———asin(at)dt
0 b 0 0 p

1 00 1 —pT o0 00 —pt
=-42 / e Psin(at)dt = — + 2 <[—6 sin(at)] —/ S cos(at)dt)
p p p 0 0 p

1
- / cos (at)dt

Y en este caso para obtener el resultado de nuestra integral vamos a despejar del siguiente

modo:
o} a2 o] 1
/ e P cos(at)dt = — —|— / tcos(at)dt = (1 — ) / e P cos(at)dt = —

0 p 0 p
; p
P _

:>/ " cos(at)dt = A T gt

p2

1.2. Existencia y unicidad

En esta seccién nos vamos a centrar en enunciar y demostrar los resultados de existencia y

unicidad de la transformada de Laplace.
Teorema 1.3 (Existencia). Podemos afirmar que eziste la transformada de Laplace de una

funcion f(t) cuando se cumplen las siguientes condiciones:

1. f(t) es continua a trozos en 0 < t < oo, esto quiere decir que el siguiente limite lim,_,o+ f(t) =

F(O%) existe y f es continua en cada intervalo finito (0,b) excepto en un nimero finito de

puntos,

2. f(t) es de orden exponencial, es decir, existen constantes ¢ y M tal que

If(t)] < Me sip>ec.

Demostracion. Podemos escribir la transformada de Laplace del siguiente modo:

b

CLF)} ) = / S (o)t 4 Jim [ e p(dn

to



4 1. Definicién y propiedades basicas.

Por la hipotesis de continuidad a trozos de f(t), tenemos que la primera integral del segundo

miembro existe. Vamos a ver que existe la segunda:

b b b
/ eptf(t)dt) < | JePrf(t)]dt < M | e Pletdt
t to

0 to

b
b c—
=M [ Pl = M [6( p)t]

t p—c
0 to

e(c_p)b —_ e(c_p)t()

c—p
Y aplicando ahora el limite tenemos
b elc=p)b _ o(c—p)to e—(p—o)to
lim le Pt f(t)|dt < lim M =M
b—oo Jy, b—o0 cC—Dp p—c
o
cuando p > ¢. Como la parte de la derecha de la desigualdad converge, la integral / e PLf(t)dt
to

converge por comparaciéon. Por lo tanto, tenemos asi que la transformada de Laplace existe

cuando p > ¢, como queriamos demostrar.

Teorema 1.4 (Unicidad o teorema de Lerch). Si

F(p) = /0 T e ()t p > v, (L1)

se cumple para una funcion continua f(t), donde v es una constante, no existe otra funcion

continua que satisfaga dicha ecuacion.
Antes de proceder con la demostracion del resultado, es conveniente enunciar el siguiente
lema, cuya demostracion se puede encontrar en |2, pagina 23|

Lema 1.5. Sea ¢(x) una funcidn continua en [0,1] y

1
/ 2" p(x)de =0, n=1,2,....
0

FEntonces
PY(x)=0,en0 <z <1.

Veamos entonces la demostracion del Teorema

Demostracion. Suponemos que g(t) es otra funcion continua que satisface (1.1)) y definimos
h(t) = f(t) — g(t), que por ser la diferencia de dos funciones continuas también es continua.

Entonces ~
/ e *'h(t)dt =0, s > . (1.2)
0



1.3. Propiedades basicas 5

Sea s = v 4+ n, donde n es cualquier nimero entero positivo. Luego

/ e~ O (t)dt = / e (e h(t))dt
0 0

o0

_ [ent /0 t eV“h(u)duL +n /0 et { /0 t e”“h(u)du} dt
—n /0 et [ /0 t eWh(u)du] dt,

/oo e "o(t)dt = 0, (1.3)

0

y de (1.2) se sigue que

donde: ,
P(t) = / e h(t) dt. (1.4)
0
Ahora, consideremos en ([1.3) el cambio de variable z = e~ (t = In(1/x), dv = —e~tdt = dt =
—r 1 dr):

[e%) 0
—nt = z"o(In(1/z)) —z ' dx
‘Ae ¢mﬁ—[ o(in(1/z)) — 71 d
1
::]Q " ¢(in(1/) da,

esto es: 1
/ 2" Y(z)dr =0, n €N,
0

donde ¥ (x) = ¢[In(1/x)]. Ademas, es claro que ¢(z) es continua en el intervalo cerrado [0, 1],

tomando:
$(0) = Jim 6(t) y ¥(1) = 6(0) = 0.
Se sigue entonces del lema que Y(x) =0en 0 <z <1y, por lo tanto,

t
B(t) = /0 e " h(t)dt =0, Vt > 0.

Como e "'h(t) es continua cuando ¢t > 0, se sigue de la igualdad anterior que e~ "h(t) = 0,
YVt > 0, es decir h(t) = 0, cuando ¢t

queriamos probar.

>
> 0. En consecuencia, g(t) = f(t) cuando ¢t > 0 como

Observacion 1.6. En nuestro caso serd méas conveniente hablar de inyectividad, en vez de unicidad,
ya que no puede haber mas de una funcién continua f(t) que tenga la misma transformada, es

decir, la Transformada de Laplace es inyectiva.

1.3. Propiedades basicas

Antes de enumerar las propiedades vamos a dar la siguiente definicion, que serd imprescindible

para el segundo teorema de traslaciéon:



6 1. Definicién y propiedades basicas.

Definiciéon 1.7 (Funcién escalon unitario). La funcion U(t — a) se define como sigue:

0, 0<t<a,
Ut —a) =
1, t>a.

Proposicion 1.8. Las principales propiedades de la transformada de Laplace son las siguientes:

1. Linealidad:
L{af(t) + Bg(t)}(p) = aF(p) + BG(p).

1I. Primer teorema de traslacion:
L{e" f(t)}(p) = F(p— a).

111. Sequndo teorema de traslacion:

Si F(s) = L{f(t)} y a > 0, entonces
L{f(t = a)U(t — a)}(p) = e P F(p).
Iv. Transformada de la derivada:
L{f (1)} p) = pF(p) — £(0)
V. Transformada de la derivada de orden n:
LL (O} p) = p"LLf ()} =" (0) = p" 2 F/(0) = p" P f7(0) — .. — FT(0)

V1. Transformada de una integral:

e{ [ s} oy = £2.

L{=D)"" (1)} ) = F™ (p).

VIl. Derivada de la transformada:

VIIL. Integral de la transformada:

E{fit)} (p) = /pOOF(p)dp.

1IX. Convolucion:

L{(f * ) (D} p) = £ { [ - T)gde} () = FR)G ).

Se define la convolucion como la integral del producto de ambas funciones después de des-

plazar una de ellas una distancia t.
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Demostracion.

I. Sean f v g dos funciones para las que existe la Transformada de Laplace y o, 8 € R. En-

tonces:

ﬁ{af@>+-ﬁgaﬂ«p>=uémlf*%af@>+-ﬁgu»dt

:a/o e_Stf(t)dt+ﬁ/() e Stg(t)dt

= aLl{f(t)}(p) + BL{g(t)}(p)
= aF(p) + BG(p).

11. La demostracion es inmediata a partir de la definicion:

zwwﬂwﬂ>:;/wewt“ﬂ>
:/ aptf
— F(p—a).

[e.9]
111. Expresamos / e P f(t—a)U(t—a)dt como la suma de dos integrales y tenemos en cuenta

la definicion 1?6:
L{f(t—a)U(t—a)} = /a e PLF(t — a)U(t — a)dt + /OO e PLf(t — a)U(t — a)dt
0 a
= /OO e PLf(t — a)dt.

Ahora hacemos el siguiente cambio de variable, v=t-a, dv=dt y entonces
L{f(t—a)U(t—a)} = / Pta) £(1)dv = eap/ e P f(v)dv =e " "PL{f(t)}.
0
Iv. Si aplicamos integracion por partes a la definicion:
o0
£OY) = [ e
* d
_[-pt oo —pt
=)y - [T Germa
— 5O +p [ e
0
=pF(p) — f(0).

v. Para esta demostracion partimos de la propiedad anterior:

L{f'(t)}(p) = pF(p) — f(0)



8 1. Definicién y propiedades basicas.

y aplicando induccién llegamos al resultado que queriamos:
L{FM 0} p) = p"L{F (O} = p" 1 (0) = p"2F1(0) = p 2 F1(0) — . = FUD(0)

VI. Para esta demostracién vamos a aplicar la propiedad III, la transformada de la derivada:

et = {4 ([ so) o
:pﬁ{ [ rwat o [ o

t
—pe{ [ staif
Despejando obtenemos:

LU00) _F) _ / fo ).

VII. Aplicando la definicion e intercambiando el orden de integracién obtenemos lo siguiente:

/ " Fp)p = / [T e sy
_ /O - /p " ePLf () dpdt

VvIIl. Procediendo del mismo modo que en el apartado anterior tenemos:

c {/0 flo— t)g(t)dt} - /Ooo ¢ b [/0 flo— t)g(t)dt} do
_ /OOO [/Ow ez — t)g(t)dt] dz
_ /Ooo U;O P (g — t)d:c] g()dt.

Ahora, realizando el cambio de variable z = s + t, se tendra que:

L[ ettt = [T [T e psyas] atoar
/ / e P () g (t)dsdt
[ et ] [ [ g

= F(p)G(p).
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1.4. Transformada inversa

Definicién 1.9 (Transformada inversa de Laplace). Llamamos transformada inversa de Laplace

de F(p) a la siguiente funcion:

ft) = L7HF(p)}.

El siguiente resultado fue obtenido del articulo [I].

Teorema 1.10 (Existencia de la Transformada Inversa de Laplace). Sea f : [0,00) — R una

funcién continua, tal que e Pt f(t) € L']0,00) para algin p € R y existan las derivadas laterales
o

de [ y sean finitas en [0,00), esto quiere decir que / le P f(t)|dt < oo y que los siguientes

0
L . f(zo+h) — f(xo) / . flwo+h) — f(xo)
limit ! =1 -1
tmites, f3(w0) = lim, h y f-@o) = lim N
finitos en [0,00), entonces podemos afirmar que existe la Transformada inversa de Laplace de

, eristen y son

una funcion f(t).

Ejemplo 1.11. Veamos algunos ejemplos:

n L1 {p213r4} = cos(2z)
» L1 {p2i4} = sin(2x)
o)

Observacion: En el caso de la transformada inversa de Laplace de una funcién F'(p) puede no

haber unicidad, es posible que L{f(t)} = L{g(t)} v, sin embargo, f # g. Para nuestro proposito
no nos va a preocupar esto, ya que si f y g son continuas a trozos y de orden exponencial en
[0,00), v si L{f(t)} = L{g(t)}, las funciones f y g son esencialmente iguales, esto quiere decir,

que pueden diferir s6lo en los puntos de discontinuidad.

Proposicion 1.12. Las principales propiedades de la transformada inversa de Laplace son las

siguientes:

1. Linealidad:
L HaF(p) + BG(p)} = aL™H{F(p)} + BLTHG(p)} = af(t) + By(t).

11. Forma inversa del primer teorema de traslacion:

L7HE(p—a)} = LTHE(D) [psp-a} = e f (D).

donde p — p — a significa que se sustituye p por p — a en F(p).
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1. Forma inversa del teorema de convolucion. Tiene sentido aplicarla cuando f(t) y g(t) son

dos funciones continuas a trozos en [0,00) y de orden exponencial:
EHEDIG) = ()0 = [ 1=
Demostracion.

I. Sean F'y G dos funciones para las que existe la transformada inversa de Laplace y «, 8 € R.

Entonces:

L {aF(p) + BG(p)} = L7} {a/o e SUf(t)dt + 5/0 e_Stg(t)dt}
= alL Y{F(p)} + BLTH{G(p)}
= af(t) + Bg(t).

11. Simplemente aplicando la definicién tenemos:

LUF(p—a)t = £ {/OOO e<a—p>tf(t)dt}
=Lt {/OOO e_pte“tf(t)dt}

= LTHL{e F(1)}} = e f (D).

111. Sean
F(p) = LU (D} (p) = / e g ()t
y
G(p) = L{g(r)}(p) = /0 ePg(r)dr,
entonces:

e reIGw) = { ([T e s )(/000”79(”@}
_ 1{/ / PIHT) £()g (7 )dtdr}
— [ 1{/0 g(t )dT/O =P+ £ (1) dt }

Mantenemos fija la 7 y realizamos el cambio de variable x = 7 4 ¢:

£ { /0 () /0 " i) f(t)dt} _ ! { /0 ~ y(rydr / e (g — T)da:}
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Puesto que f y g son continuas a trozos en [0,00) y de orden exponencial podemos inter-

cambiar el orden de integraciéon:

£ {/OOO o(r)dr /TOO eV — T)dx} e {/Ooo Py /O () flz — T)dT}
. {/OOO e [/Ozg(T)f(x _ T)df} }
e {c {/Oxg(r)f(a: - T)df}}

= L7HL{(Fx9)(0)}} = (f * 9)(2).
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Capitulo 2
Aplicacion a la resolucién de EDOs

Un 4rea importante para la aplicacion de la transformada de Laplace es la resolucion de
ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. Este tipo de ecuacién diferencial se
puede reducir a una ecuacion algebraica en la variable transformada. Para entenderlo, veamos el

problema, del valor inicial:

dn dn—ly dy
anw+an—lW+'--+ala+a0y_g(t)a o1
y(0) = yo, (2.1)

y,(o) = Y1, ay(n_l)(o) = Yn—1,
donde a;,i = 0,1,..,n ¥ Yo, ¥1, .., Yn—1 son constantes. Aplicando la transformada de Laplace a

dicha ecuacion diferencial v teniendo en cuenta la linealidad de la misma tenemos:

%x{if}+%4£{£:f}+m+mc{ﬁ}+m¢@}:ﬁ@@». (2.2)

Ahora, aplicando la propiedad IV de la transformada de Laplace vista en el capitulo anterior, la

ecuacion (2.2) equivale a:

an[p"Y (p) — p"Vy(0) — .. =y (0)] + an_1[p" Y (p) — p"Py(0)
—. = y"2(0)] + .. + aY (p) = G(p). (2:3)

Despejando nos quedaria lo siguiente:
[anpn - anflp(n_l) + ..+ aO]Y(p) = an[pn_ly(o) + ..+ ynfl]
+an-1[p""2yo + -+ yn2] + . + G(p),
donde Y (p) = L{y(t)} vy G(p) = L{g(t)}. Despejamos Y (p) en (2.3) y ya podemos obtener y(t)

mediante la transformada inversa:

y(t) = LY (p)}.

13



14 2. Aplicacion a la resoluciéon de EDOs

Como podemos observar, aplicando este método no hay necesidad de calcular las constantes en
la solucién general de la ecuaciéon diferencial, ya que ya las incorporamos directamente en la

solucién.

Ejemplo 2.1. Resolucién de una ecuacion diferencial de primer grado:

dy _ 2t
E 3y—€7

y(0) =

Aplicando la transformada en cada lado de ecuacién y teniendo en cuenta la linealidad de la

(2.4)

misma tenemos:
dy

L {dt} —3L{y} = L£{e*}.

Ahora resolvemos cada una de las transformadas que nos quedaban:

L {ZZ;Z} = pY(p) —y(0); 3L{y} =3Y(p) y L{e*} = pi2

vy a continuacién sustituimos: .
Y(p)—1-3Y(p) = ——.
pY (p) (p) o

Despejamos Y(p) y descomponemos en fracciones parciales:

p—1 —1 2
YO =008 T po2 o3

Y por ultimo utilizamos la transformada inversa para obtener y(t):

y(t)=—L7" {plQ} +2,7t {13} = —e* 4 2¢%.

p—

Ejemplo 2.2. Resoluciéon de una ecuacion diferencial de segundo grado:

Yy — 6y 4+ 9y = t2e3Y,
y'(0) = 6.

Aplicando la transformada en ambos lados de la ecuaciéon y teniendo en cuenta la linealidad:
L{y"} —6L{y'} +9L{y} = L{t*c™}.
Procedemos igual que en el caso anterior y resolvemos las transformadas:
L{y"} =p*Y (p) —py(0) —y'(0); —6L{y'} = —6[pY (p) —y(0)];

9L{y} = 9Y (p); L{t**'} =

(p—3)3%

Sustituimos:

P*Y (p) = py(0) — /' (0) = 6 [pY (p) — y(0)] + 9Y (p) = =3
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y aplicamos las condiciones iniciales y simplificamos:

(p* —6p+9)Y(p) =2p—6+ = (p—3)*Y(p)=2(p—3) +

(p—3)3
P P

(p—3)3

Utilizando ahora la transformada inversa:

y(t) = 2L { p_lg} e { (v f!3)5 } ‘

Y a diferencia del ejemplo anterior, en este tenemos que aplicar la forma inversa del primer

teorema de traslaciéon para resolver lo siguiente:
4!
-1 _ 443t
L {5 } =t"e”.
P lp—p-3

1 .
) = 963t 4 A3t
y(t) e +12 e

Llegamos asi a nuestro resultado:

Se puede aplicar el mismo procedimiento para resolver ecuaciones no lineales, como vamos a

ver a continuacion.
Ejemplo 2.3. Vamos a resolver la siguiente ecuacién no lineal:

{ zy" + @Bz — 1)y — (4 +9)y =0, (2.6)

y(0) = 0.

Igual que haciamos en los otros ejemplos, el primer paso es aplicar la transformada en ambos

lados de la igualdad y tener en cuenta la linealidad de la misma:

L{zy"} +3L{xy'} — L{y'} — 4L{zy} — 9L{y} = 0. (2.7)

Resolvemos cada una de las transformadas:

£y = —jj)a{y”} - —;;[p?wp) ~ pw(0) — Y (O)];

32 {ay'} — £ {y'} =3 [—jpz{y'}} Y () - y(0)] =3 [—j; PY (p) — (0)]] — (¥ () — 9(0)]

d d
Lo} ~9L(s} =4 |~ L L1 - 9V (0) = ~4 Y ()~ OV )
Sustituyendo en (2.7) nos queda

d

W) - w0 - 0] +3 [—;; Y (o) - y(O)}} Y () — O]+ 45 () — 9 (5) = 0
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v aplicando las condiciones iniciales nos queda:

- inY(p) - 3C;pY(p) - pY(p) + 4;}’(19) —9Y(p) =0

dp d
= —2pY(p) — pQ(Z)Y(p) —3Y(p) - 3PCZQY(P) —pY(p) + 4;;1/(19) —9Y(p) =0
= (—p2—3p+4) CZDY(p) —2p+3+p+9)Y(p)=0
== (7 + 3= 1) LY () = (B +12)Y ()
== ) -1 LY =30+ DY)
d 3
:*@Y(p) = o 1>Y(p)-

Resolviendo la, EDO por variables separadas nos queda

1

3
v =T oon®
1 3
= [yt = [ o+
= log(Y (p)) = —3log(p— 1)+ C =log((p—1)*) + C
=Y (p) = ! e =c !
(p—1)3 (p—1)3

y por udltimo, aplicando la transformada inversa

T .2
y(x):cﬁl{(p_ll)S} :06; = cz?e”.




Capitulo 3
Aplicacion a la resolucién de EDPs

En este capitulo vamos a ver como aplicar el método de la transformada de Laplace para
resolver EDPs, reduciendo el problema inicial a una EDO més simple. Para ello hemos consultado

las referencias [4] y [5].

Para una funcién de dos variables v = wu(x,y), la EDP lineal de segundo orden tiene la

siguiente forma

0%y 02 32u 8 ou

donde a, b, c,d, e, f, g dependen solamente de x e y. La forma de la ecuacién es semejante
a la de una cénica y da lugar a la siguiente clasificacion:
I. elipticas si b2 — ac < 0,
11. hiperbélicas si b — ac > 0,

111. parabolicas si b2 — ac = 0.

Ejemplo 3.1. Vamos a ver un ejemplo de cada una de ellas:

= La ecuacion del calor
ou 0%u
— =C5 5 (3.2)
ot ox

donde ¢ es una constante, llamada difusividad, y u(x,t) es la temperatura en la posicion z

y tiempo ¢, es una ecuacién parabélica.

17
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= El movimiento ondulatorio de una cuerda estirada a lo largo del eje x con el extremo

izquierdo en el origen puede ser descrito por la siguiente EDP

O’y 0%

Siendo y(z,t) el desplazamiento transversal en la posicion x y en el tiempo t, y la constante
a viene dada por a = \/%, donde T es la tension de la cuerda y p su masa por unidad de

longitud. Se tiene que la ecuacién de ondas es una ecuaciéon de tipo hiperbélico.
= La ecuacién de Laplace
0*u  0%u

22 T a2 =

es eliptica.
Al final del capitulo nos centraremos en la resolucion de las dos primeras.

El Método de la Tranformada de Laplace consiste en considerar la funcion v = u(x,t)
donde t > 0 es la variable del tiempo. Denotamos por U(z,p) a la transformada de Laplace de

u con respecto a t, es decir:

U(z,p) = L(u(x,t)) = /000 e Plu(x, t)dt,

donde z es la “variable no transformada’.

Observacion 3.2. En lo que sigue de capitulo vamos a dar por ciertas las siguientes hip6tesis:

Hipétesis 1

ou o0 0 o [ 0
gul _ -t 2 tdt:/ “Ply(z, t)dt = — .
ﬁ{@:p} /0 e awu(ﬁ:, ) oz /. e Pu(x,t) 83}U(:L‘,p)

En otras palabras, “la transformada de la derivada es la derivada de la transformada”.

Hipotesis 2

o0 [o¢]
lim eptu(x,t)dt:/ e Plu(xg, t)dt,
T—IQ 0 0
esto es,
lim U(x,p) = U(zo,p).
Tr—x0

Ademas, notemos que en el siguiente contexto la propiedad de la transformada de la derivada

vista en el primer capitulo tiene la siguiente forma

ou

L {(%} = pL(u(z,t)) —u(z,0") = pU(z,p) — u(z,0").
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El método de la transformada de Laplace aplicado a la resolucién de EDPs consiste en aplicar
primero la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacién, como haciamos en la resolucion
de EDOs. Esto nos dara lugar a una EDO que involucra a U en funcién de la variable x. Por

ejemplo, veamos como se harfa de forma genérica, si tenemos

ou Ou
_ 2= 4
ox ot (3-4)

entonces, aplicando la transformada en ambos lados de la igualdad nos queda
ou ou
LA— =L —
) =2l a)

LU, p) = pU(p) — u(z, 07),

Y podemos resolver asi la EDO obtenida. Si tuviéramos una condicién inicial u(x,0%) = z para

v por lo tanto

la ecuacion (3.2), la solucién general vendria dada por

1
p?

U(x,p) = ceP” + % + (3.5)

Los problemas de EDP en entornos fisicos suelen venir con una o méas condiciones iniciales,
supongamos que para (3.2) tenemos la siguiente condicion inicial
u(0,t) =t.

Dado que las condiciones iniciales también expresan u en funcién de ¢, suena logico tomar la

transformada de Laplace de dichas condiciones, es decir, en nuestro caso

U(O,p) = ﬁ{u(ovt)} = ?

Al introducir esto en (3.3) se obtiene ¢ = 0, de modo que

z 1
U(x,p) = —+ —.
(z.p) =+ 3

Dado que esta es la transformada de la funcién que queremos obtener u(x,t), invirtiendo

tenemos la solucion

u(z,t) =z +t.

Este simple ejemplo muestra las técnicas basicas involucradas en resolucién de ecuaciones en

derivadas parciales utilizando la transformada de Laplace.
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Ejemplo 3.3. Vamos a ilustrar lo anterior con el siguiente problema:

dy Oy

T==+ —4ay=bx®, x>0,t>0,ab constantes,

or Ot
y(0,4) = 0, (3.6)
y(z,0%) = 1.

Sea L{y(z,t)} = Y (x,p) y tomando la transformada de Laplace en ambos lados de la igualdad

tenemos

b 2
xYy(x,p) + pY (z,p) — y(z, 0+) +aY (z,p) = %7

v utilizando una de las condiciones iniciales nos queda

dy ba?
putall y — 22
T +(p+a) p
o de otro modo,
dy b
¥ ray b o)
dx T P

Resolvemos la EDO de primer orden utilizando factores de integracién y tenemos

b 2
Y(x,p) = p v + ez~ (PFa) (x> 0,p>—a).

(p+a+2)

Tomando ahora la transformada de la condicién de frontera inicial nos queda

Y(0,p) = L{y(0,)} =0,

llegando asi a que ¢ = 0. Por lo tanto,

v por ultimo, invirtiendo nos queda,

ba? (a
y@¢%=a+20—6(+m)

En la figura mostramos una representacién grafica de la soluciéon tomandoa =1y b=1
en el rectangulo {(z,t) € R?: z € [0,10], t € [0,30]}.
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Solucion del ejemplo 3.3 Solucion del ejemplo 3.3

- \\ [

25

20

Variable temporal
w

10 s

1 5

0 0 .

0 2 4 6 8 10 Variable temporal 0 0 Variable espacial

Variable espacial
(a) Lineas de contorno asociadas a la solucion (b) Grafo asociado a la solucion
. . sz P s : _ ba? —(a+2)t

Figura 3.1: Representacion gréfica de la solucién obtenida y(z,t) = 55(1 —e (@+2)t) en el

rectangulo (x,t) € [0,10] x [0, 30].

Ahora, como comentamos al principio del capitulo, nos vamos a centrar en la resolucion de
la ecuacion del calor y la ecuacién de ondas. En primer lugar vamos a mencionar el siguiente

teorema, que nos serd util a continuacién:

Teorema 3.4. Se tendrd que:

(i) L7H{e VP} = ﬁe—*/‘*t (a > 0).
i) £71 e ovr _ 1 e~/ (g
0 2 ) e o

Ejemplo 3.5. En este caso, vamos a resolver la ecuacion del calor (3.2) para c=1, con unas

condiciones iniciales dadas, es decir,

R2u O
a—;;:a—?, >0, t>0,

para,
(i) u(x,()—") =0,
(ii) u(x,t) = f(t), t >0,

(iii) lim w(z,t) = 0.

T—00
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En primer lugar aplicamos la transformada en los dos lados de la igualdad

5{82“} - c{a“’} = dd—;U(ac,p) = pU(z,p) — ulz,0").

o2 ot
Aplicando la condicion inicial (i) y despejando nos queda una EDO homogénea
d2

cuya solucién viene dada por
Ul(zx,p) = c1eVP* 4 coe™ VP"

y en vista de la condicién (iii) nos queda
Ul(z,p) = coe” VP,
Ahora, utilizando (ii) tenemos
U(0,p) = L{u(0,0)} = L{f (1)} = F(p),

por lo que co = F(p) y
Ulz,p) = F(p)e V™.

Haciendo uso del Teorema (3.3) que vimos anteriormente y de la convolucion, nos queda

t
x 2
t) = AT —7)d
u(z,t) /02 —° f(t —7)dr,

= 22 /47, llegamos a nuestra solucién

y por ultimo, haciendo la substitucion o2

o) 2
u(z,t) = lﬂ_ //2\/i e f (t - %) do.

En la figura [3.2] mostramos una representacion grafica de la solucién tomando f(t) = sen(t)
en el rectangulo {(z,t) € R? : z € [0,10], t € [0,5]}.

p

>

(a) Lineas de contorno asociadas a la solucién (b) Grafo asociado a la solucién

Figura  3.2:  Representacion  grafica de la  solucion  obtenida  wu(x,t) =

\/%? fm°72ﬁ e sin (t — %) do en el rectangulo (z,t) € [0,10] x [0, 5].
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Ejemplo 3.6. Vamos a resolver la ecuacion de ondas (3.3]) con unas condiciones iniciales con-

cretas.
62y

_ 2
o2 =

82
Y >0,t>0,

%7
para,

(i) y(z,07) =0,z >0,

(ii) y(z,0%) =0,2 >0,
(iii) y(0,?) = f(?) (f(0) =0),

(iv) limy oo y(x,t) = 0.

Primero aplicamos la transformada en ambos lados de la igualdad

0%y 2 0%y > L0 LdY
L’{atz} —L’{a W} = pY(z,p) — py(z,0 )—ay(aﬁ,() )=a 2

que aplicando la condicion inicial (i) y despejando nos queda como

a2y p?

dx? EY =0

Resolviendo la EDO homogénea tenemos
Y (z,p) = creP/a)x 4 o e=(p/a)z
De la condicion (iv) podemos obtener que ¢; = 0, por lo tanto
Y (z,p) = 626—(17/00907
y por la condicion (iii), Y (0,p) = L{y(0,t)} = L{f(t)} = F(p), por lo que ca = F(p), y entonces
Y (z,p) = F(p)e”#/*",
Y por ultimo, invertimos haciendo uso del segundo teorema de traslacién, y nos queda lo siguiente
yla,t) =us@f (1= %)

o lo que es lo mismo,

ft—=x >z
y(fE, t) — ( a) ’ a’
, t<Z
Como podemos ver, la cuerda permanece en reposo hasta que el tiempo es t = 7, y a partir de

aquf realiza el mismo movimiento que el final en x = 0, con un retardo de tiempo de 7.
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En la figura mostramos una representacion grafica de la soluciéon tomando f(t) = sin(t)
en el rectangulo {(z,t) € R?: z €[0,10], t € [0,10]}.

10 Solucion de la ecuacion del ondas Solucion de la ecuacion del ondas

0.8

0.6

Variable termporal
o

-0.2
-0.4
3F 0.4
2 e -0.6
1 -0.8 08
5
0 :
0 2 4 6 8 10 Variable temporal 0 0 Variable espacial
Variable espacial
(a) Lineas de contorno asociadas a la solucién (b) Grafo asociado a la solucién

Figura 3.3: Representacion grafica de la solucion obtenida y(z, t) en el rectangulo (z,t) € [0, 10] x
[0, 10].



Capitulo 4

Aplicaciéon a un problema de dispersion

de un contaminante.

En este capitulo abordaremos el estudio de un problema realista asociado a la dispersién de

contaminantes en la atmosfera, y para ello nos centraremos en el articulo [7].

En primer lugar vamos a contextualizar un poco dicho problema. Nos vamos a centrar en el
estudio de la descripcién matemaética del transporte de contaminantes en la atmésfera, lo cual
recibe el nombre de modelado de dispersion atmosférica. El término dispersién en este contexto
se utiliza para describir la combinacién de difusion, por el movimiento turbulento de remolinos;
v adveccién, por el efecto del viento; que se da en el aire que estd cerca de la superficie de la
Tierra. El motivo de que nos interese especialmente este problema es que la concentracion de un
contaminante liberado en el aire puede describirse mediante la ecuaciéon de adveccién-difusion,
que es una ecuacién diferencial parcial de segundo orden de tipo parabélico, como la ecuacion

del calor [3.2] que veiamos en el capitulo anterior.

La solucién exacta mas simple para el problema de la dispersién atmosférica recibe el nombre
de Gaussian plume, que corresponde a una fuente puntual continua que emite contaminantes en
un viento unidireccional que sopla en un dominio infinito. Los modelos de Gaussian plume se han
aplicado en el estudio de emisiones de grandes operaciones industriales, asi como en la liberacién
de cenizas de erupciones volcanicas, dispersiéon de semillas, polen e insectos o en la propagacion
de olores de las instalaciones ganaderas. A parte de estos casos, también hay un gran interés en

aplicaciones relacionadas con la liberacién de contaminantes nucleares y biolégicos.

25
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concentration

/ profiles

Figura 4.1: Representacion grafica del modelo Gaussian plume (Imagen obtenida del articulo [[7])

Como podemos ver en la figura una pluma contaminante es emitida desde una fuente
puntual continua, con la direccién del viento alineada con el eje x. Los perfiles de concentracion
se dan en dos ubicaciones a favor del viento, en vertical en rojo, y en horizontal en azul, y la
forma gaussiana de las secciones transversales de la pluma se muestran con respecto a la linea

central, y es por esto que el modelo recibe el nombre de Gaussian plume.

4.1. Modelo Gaussian Plume

Ahora que ya estamos en contexto, comenzaremos derivando la solucién de Gaussian plu-
me para la ecuaciéon de adveccién-difusion, estudiando sus propiedades matemaéaticas y sacando
conclusiones sobre su utilidad y sus limitaciones. El modelo se ilustra utilizando una versién sim-
plificada de un escenario de emisiones industriales real en el que los contaminantes transportados

por el aire se liberan de una operacién de fundicién.

FEn nuestro caso nos centraremos en el transporte de un solo contaminante, cuya concentracion
de masa (o densidad) en el lugar & = (x,y,2) € R3 y tiempo ¢ > 0 pueden describirse mediante
una funciéon uniforme C(Z,t). La ley de conservacion de la masa para C puede expresarse en
forma diferencial como

oC

StV I=5, (4.1)

donde S(Z,t) es un término fuente o sumidero y la funcién vectorial J representa el flujo de
masa de contaminante debido a los efectos combinados de difusién y adveccion. La difusién del

flujo surge del movimiento de remolinos turbulentos en la atmosfera, y se puede suponer que la
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difusién atmosférica sigue la ley de Fick, que establece que el flujo de difusiéon es proporcional
al gradiente de concentraciéon o Jp = —KVC. El signo negativo nos dice que el contaminante
fluye desde las regiones de alta concentracion a regiones de baja concentracion, y el coeficiente de
difusion K(Z) = diag(K,, Ky, K ) es una matriz diagonal cuyas entradas son las difusividades de
remolinos turbulentos que en general son funciones de posiciéon. La segunda contribucion al flujo
se debe a la simple adveccién lineal del viento, que puede expresarse como Js = C1iu, donde @ es
la velocidad del viento. Juntando las dos, obtenemos el flujo total J = jD + jA = Cu— KVC,
y después de sustituir en la ecuacion de la conservacion de la masa (4.1) obtenemos la ecuacion

tridimensional de adveccion-difusion

%(; +V.-(Cu)=V-(KVC)+ 5. (4.2)

El siguiente paso es hacer una serie de hip6tesis que daremos por ciertas con el fin de obtener

una solucién analitica:

H1. El contaminante se emite a un ritmo constante Q desde un solo punto fuente Z = (0,0, H)
situado a una altura H sobre la superficie del suelo. El término fuente puede escribirse de
la siguiente manera

S(7) = Q8(2)3(y)5 (= — H),
donde 4(+) es la funcién delta de Dirac.

H2. La velocidad del viento es constante y esta alineada con el eje positivo x, de modo que
@ = (u,0,0) para alguna constante u > 0. Mas adelante, tomaremos una hipotesis menos
restrictiva que nos permita un campo de viento uniforme que varia en el tiempo @ = u(t),

con |i| > 0.

H3. La solucién es el estado estacionario, lo cual es razonable ya que la velocidad del viento y
los demas parametros son independientes del tiempo y la escala de tiempo que nos interesa

no es suficiente amplia.

H4. Las difusividades de los remolinos son funciones de la distancia x a favor del viento, y la

difusién es isotropica, por lo tanto, K (z) = Ky(z) = K,(z) =: K(x).

H5. La velocidad del viento es lo suficientemente alta como para que la difusién en la direcciéon

x sea mucho mas pequefia que la adveccion, asi el término K,02C puede despreciarse.

H6. Las variaciones en la topografia son insignificantes, por lo que tomaremos la superficie del

suelo como el plano z = 0.

H7. El contaminante no penetra en el suelo.
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Una vez visto esto, haciendo uso de las hip6tesis H1-H6, la ecuacién se reduce a

oC 0*C 0?C
us :Ka—yQ—i—K@—i—Qé(x)d(y)é(z—H), (4.2a)
y solo nos preocupa la solucion para los valores de x, z € [0,00) e y € (—00,00). Para obtener
un problema bien planteado, necesitamos un conjunto apropiado de condiciones de contorno, que

serdn las siguientes:

C(O7y7 Z) = 07 C(OO, Y, Z) = 07 C(.%', :tOO, Z) = 07 C(.%',y, OO) =0. (42b)

La primera condicién es una consecuencia del viento unidireccional y la hipétesis de que no
hay fuentes contaminantes para < 0. Las condiciones restantes en el infinito son consecuentes
con el requisito de que la masa total de contaminante debe permanecer finita. De acuerdo con la
hipodtesis H7, el flujo vertical en el suelo debe desaparecer, lo que nos da la dltima condicién de

contorno

K%(:U,y,()) =0. (4.2¢)

Con las condiciones {.2a] [4.2b] y [4.2d, tenemos un problema bien planteado para un estado

estable de la concentracién de contaminante C(x,y, 2).

Una formulaciéon equivalente de este teorema podemos encontrarla eliminando el término

fuente de la PDE e introduciendo en su lugar una funcién delta en las condiciones de contorno:

aC 0%C 0*C
% _ kY kY 4.
Yor Oy? + 0227 (4.3)

C(0,y,2) = %(5(y)5(z — H), (4.3b)
C(o0,y,2) =0, C(x,+00,2) =0, C(x,y,00) =0, (4.3¢)
K?}g(m,y, 0) =0. (4.3d)

La demostracion de la equivalencia entre los problemas (4.2a))-(4.2c) y (4.3a)-(4.3d)), para

x > 0, la podemos encontrar en [0, p.59]. En nuestro caso utilizaremos esta segunda forma de

las ecuaciones para derivar la solucién analitica.
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4.2. Solucién analitica del modelo Gaussian Plume

En la mayoria de libros y articulos se presenta la solucién de Gaussian plume omitiendo
detalles importantes de la derivaciéon y de las hipétesis consideradas. Por ello, en nuestro caso
lo vamos a resolver con suficiente detalle para que el problema pueda resolverse generalizando a

otras situaciones més complicadas.

Los coeficientes de difusién de remolinos en la capa limite de la atmosfera son funciones
fuertes de la distancia a favor del viento, y varian con las condiciones climéticas y el tiempo, por
lo que en la practica son dificiles de determinar, y es por esto que suele reemplazarse x con la

nueva variable independiente

1 X
r=v | K@ (1.4)

cuyas unidades de medida son los [m?]. Este cambio de variables elimina los coeficientes

K que tenfamos antes, lo que nos deja el siguiente problema de coeficientes constantes para
c(r,y, z) :=Cl(x,y, 2):
dc 0% 0%
— =+ (4.5)
or Oy 0z
Las condiciones de contorno para ¢ son idénticas a las de C' de [£.3b] .3 y {.3d], con la

diferencia de que x se reemplaza por r.

Ahora aplicamos el método de separacion de variables a [.5] suponiendo que la dependencia

de la solucién de y y z se puede separar de la siguiente manera

c(ryy,z) = %a(r, y) - b(r, 2). (4.6)

Asi obtenemos dos problemas de dimension reducida que tienen forma de ecuaciones de

difusion de dos dimensiones:

2
gi:gygpamogr<ooy—oo<y<oo, (4.7a)
a(0,y) = 0(y), a(oo,y) =0, a(r,+o00) =0, (4.7b)
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2
gizgzgparaogr<ooy—oo<z<oo, (4.8a)
ob
b(0,2) =0(2 — H), b(oo,z) =0, b(r,00) =0, &(r, 0) =0. (4.8b)

En ambos problemas, la variable r puede verse como una variable similar al tiempo y asi,
las condiciones de contorno en r = 0 acttan como condiciones iniciales para las respectivas

ecuaciones de difusion.

Una vez visto todo esto, podemos pasar a resolver dichos problemas utilizando transformadas
de Laplace. Empezamos con el problema para a(r,y) y tomamos la transformada de Laplace de
la EDP en r para obtener

R d%a
pa — a(0,y) = a7
donde a(p,y) := Lo{a(r,y)} = [;" e P a(r,y)dr y p es la variable transformada. Aplicando la
condicion de contorno [4.7bl obtenemos la siguiente ecuaciéon diferencial ordinaria para a:
24
gy;l — pa = —6(y),

v a continuacién aplicamos la transformada de Laplace en y,
. 9a .
22 N 2
n-a—na(p,0) — 5-(p,0) — pa = —1,
y
donde a(p,n) = L{alp,y)} = [y e ™Ma(p,y)dy y 1 es la variable transformada. Esta ultima

ecuacion puede resolverse para obtener

(p n):w
) 7727[)7

Q>

donde definimos ¢; = a(p,0) y c2 = 9ya(p,0) — 1. Ahora aplicaremos la transformada inversa en

n
. - c+c _ _ 1
a(p7y)_£rl{n; 2}_61£r1{ 277 }_02£r1{ 2 }
n—p n—p n—p

— e L] n L) 1
GRS b
= ¢y cosh(y/py) — \C/Qﬁ senh(y/py)

] o]

Para que @ — 0 cuando y — 00, es necesario que ¢; = cz/,/p, y asi la formula anterior para a se

reduce a

a(p,y) = ﬁf
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Suponiendo que co es independiente de p, se puede aplicar la transformada inversa en p para
obtener a(r,y) = (co/y/7r) exp(—y?/4r). Utilizando ahora la funcién identidad delta 6(y) =
lim,_,q exp(—y?/4r)/v/4mr, vemos que ¢z = 1 es una constante y que

1 - T
a(r,y) = \/Tﬁe y?/4r (4.9)

Hasta ahora nos restringimos a valores de 0 < y < oo para aplicar las transformadas de Laplace.
Sin embargo, el problema original claramente tiene simetria uniforme sobre y = 0, y
dado que la solucion también es una funcién par, entonces podemos extender el dominio para

a(r,y) ay € (—o0,00).

Pasamos ahora a la soluciéon de N para b(p, z) y aplicamos la transformada de
Laplace en r de la PDE para obtener

%
@—Pb:—d(Z—H)a

donde b(p, 2) := L,{b(r,z)} = Jo e P"b(r, z)dr. Tomando la transformada de Laplace en z y
definiendo b(p, ¢) := L£.{b(p, z)}, tenemos

<2§Af<@(p70)A*gg(p70)47p2==‘*6‘<H-

Después de aplicar la condicién de frontera de tipo Neumman 8213(p, 0) = 0, podemos resolver

CB(P, 0) B e_CH
¢G=p

>

(p, Q) =

v aplicar la transformada inversa en (

; e ¢b(p,0) — e=¢H _ 3 _1{ ¢ }_ —1{6<H}
b(pv C) - ﬁr { CQ —p } - b(p> O)Er CQ —p £7“ CQ —p

> -1 ¢ a1 e <
e WD Rk e
b(p,0) cosh(y/pz) — \% senh(y/p(z — H)).

Ahora, imponemos la condicién de que b — 0 cuando z — oo, lo que quiere decir que I;(p, 0) =
exp(—/pH)/\/p, y por lo tanto

- 1
b(p7 z) — ﬁ <e*\/,5(sz) + efﬁ(erH))

Y finalmente, aplicando la transformada inversa en p se obtiene

1
b(r,z) = i (e_(z_H)2/4T + e_(z+H)2/4T) . (4.10)
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Sabiendo esto, ya podemos determinar la concentracion del contaminante sustituyendo [£.9]y [£.10]

en [
c(ry, 2) = FQW exp <_Zi> [exp <—(Z_4f)2> + exp <—(Z+4f)2)] . (4.11)

Esta ecuacion se conoce cominmente como la solucién de Gaussian plume para la ecuacion de
adveccion-difusion, debido a que la dependencia exponencial de y y z es similar a la de una

funcién de tipo gaussiano.

Ejemplo 4.1. En el caso de considerar K(x) = K constante, se tiene que la expresion (4.4]) se

1 [7 K
r:/ Kd{z—x
u Jo u

por lo tanto, la solucion del modelo Gaussiano (4.11)) quedaria:

PO B, CJEEHPY (e HY?
C\T,Y, = —47ereXp u4KQZ exp u AK T exXp u KT .

En particular, para z = 0, tenemos:

Q 2+ H?
c(x,y,0) exp (—uy + )

reduce a:

2rKzx 4Kz
A continuacion mostramos algunas graficas con el comportamiento de la solucion considerando

los siguientes datos:

Q=10.0,K =1.0,H =1.0,u = 2.0.

Solucion del modelo Gaussiano Solucién del modelo Gat

0.9
08
0.8
0.7

0.6

0.5

Variable espacial y

0.4

0.3

0.2

0.1

Variable espacial y -0 0 Variable espacial x

Variable espacial x

(a) Lineas de contorno asociadas a la solucién (b) Grafo asociado a la solucién

Figura 4.2: Representacion grafica de la solucion obtenida ¢(z,y,0) = % exp (—u 91}52> en
el rectangulo (z,y) € [0, 10] x [—-10, 10].



Anexo A

Codigos de Matlab desarrollados

FEn este apéndice listamos los coédigos desarrollados en Matlab que hemos empleado para la

realizacion de las graficas 3.2, B3y H.2
» Codigo para la gréfica

% ok ok ook sk ok ko ok ok ok sk ok sk sk o sk ok o ok sk sk ok sk ok ok o ok ok o sk ok ok ok ok sk o ok ok ok ok ok
% Script de Matlab para graficar la solucidén del

% ejemplo 5.4 del libro:

h

% Joel L. Schiff. The Laplace transform. Undergraduate

% Texts in Mathematics. Springer- Verlag, New York, 1999.

% Theory and applications

h

% Alba Rey Santiago, 17/06/2021

% %k 3k >k ok sk ok sk ok 3k 5k 3k ok 3k ok >k ok K ok %k Kk 5k %k 5k 5k 3k 5k 3k 5k 3k 3k 3k ok >k 5k >k Kk %k Kk %k %k %k 5k %k 5k %k 3k %k 3k ok %K ok >k %k *k *k kK k

clear all

format long e

% Parte 1.- Parametros modificables por el usuario

Y o o e

% Definimos algunos parametros que emplearemos
Tmin=0; % Tiempo inicial

Tmax=10; % Tiempo final de la simulacion
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Xmin=0; % x inicial

Xmax=10; % x final

ndivT=100; % Numero de divisiones de la unidad para el mallado temporal
ndivX=100; % Numero de divisiones de la unidad para el mallado espacial
a=1.0;

b=1.0;

% Declaramos la funcidén asociada a las condiciones de frontera
%syms t;
£f=0(x,t) (b*x.~2)./(a+2).*(l-exp(-(a+2).7t));

% Parte 2.- Codigo asociado a la representacion grafica

Y m o

% Generamos el mallado para la representacion grafica
tt=linspace(Tmin,Tmax,ndivT*(Tmax-Tmin)) ;

xx=linspace (Xmin,Xmax,ndivX* (Xmax-Xmin)) ;

[TT,XX] = meshgrid(tt,xx);

nval=size(TT);

usol=zeros(nval);

% Evaluamos la funcion en los nodos del mallado
for i=1:nval(1l) % Bucle en tiempo
for j=1:nval(2) % Bucle en espacio

% Comprobamos si TT(i,j)>=XX(i,j)/a

% if (TT(i,j)>=XX(i,j)/a)
% usol(i,j)=f(TT(i,j)-XX(i,j)/a);
% else

usol(i,j)=f(XX(i,3),TT(i,j));
end

end

% Realizamos la representacion grafica
figure

contourf (XX,TT,usol) ;

title(’Solucidén del ejemplo 3.37)
xlabel(’Variable espacial’)

ylabel(’Variable temporal’)



colorbar

pause

figure

[M,c] = contour3(XX,TT,uso0l,100);
c.LineWidth = 3;

title(’Solucidn del ejemplo 3.37)
xlabel(’Variable espacial’)
ylabel(’Variable temporal’)

colorbar

Codigo para la grafica

Y% kokok sk ok ok sk o ok sk ok ok sk ok ok sk sk ok sk sk ok sksk sk ok sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk skok sk skok sk ok
% Script de Matlab para graficar la solucidn de la ecuacidén
% del calor del ejemplo 5.6 del libro:

h

% Joel L. Schiff. The Laplace transform. Undergraduate

% Texts in Mathematics. Springer- Verlag, New York, 1999.

% Theory and applications

h

% Alba Rey Santiago, 17/06/2021

o/o %k >k 3k ok sk ok 5k ok 3k 3k 3k 3k 5k ok >k 5k >k %k %k %k 5k 5k 5k 5k 5k ok 3k 3k 3k 3k 5k 3k >k >k >k %k >k %k %k %k %k 5k 5k 5k %k 3k %k 3k 3k 3k ok >k >k *k >k k k %

clear all

format long e

% Parte 1.- Parametros modificables por el usuario

Y o o oo

% Definimos algunos parametros que emplearemos

Tmin=0; % Tiempo inicial

Tmax=10; % Tiempo final de la simulacion

Xmin=0; % x inicial

Xmax=5; % x final

ndivT=10; J Numero de divisiones de la unidad para el mallado temporal

ndivX=10; % Numero de divisiones de la unidad para el mallado espacial
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% Declaramos la funcidén asociada a las condiciones de frontera
syms t;
£=0(t) cos(t) .*sin(t);

% Parte 2.- Codigo asociado a la representacion grafica

Y — o

% Declaramos la funcion que luego tenemos que integrar
Syms X sigma;

fun=0(x,t,sigma) (2/sqrt(pi))*exp(-sigma."2).*f(t-x"2./(4*sigma."2));

% Generamos el mallado para la representacion grafica
tt=linspace(Tmin,Tmax,ndivT*(Tmax-Tmin)) ;

xx=linspace (Xmin,Xmax,ndivX*(Xmax-Xmin));

[TT,XX] = meshgrid(tt,xx);

nval=size(TT);

usol=zeros(nval);

% Evaluamos la funcion en los nodos del mallado
for i=1:nval(1l) % Bucle en tiempo
for j=1:nval(2) % Bucle en espacio
% Comprobamos si el tiempo es cero
if(TT(1,j)==0)
usol(i,j)=0.0;
else
% Calculamos el valor de la integral en el nodo
usol(i,j)=integral(@(sigma)
fun(XX(i,3),TT(i,j),sigma) ,XX(i,j)/(2*sqrt(TT(i,j))),1.e4);
end
end

end

% Realizamos la representacion grafica
figure

contourf (XX,TT,usol) ;

title(’Solucién de la ecuacidén del calor’)
xlabel(’Variable espacial’)

ylabel(’Variable temporal’)



colorbar

pause

figure

[M,c] = contour3(XX,TT,uso0l,100);
c.LineWidth = 3;

title(’Solucién de la ecuacidén del calor’)
xlabel(’Variable espacial’)
ylabel(’Variable temporal’)

colorbar

Codigo para la grafica 3.3

Y% kokok sk ok ok sk o ok sk ok ok sk ok ok sk sk ok sk sk ok sksk sk ok sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk skok sk skok sk ok
% Script de Matlab para graficar la solucidn de la ecuacidén
% de ondas del ejemplo 5.9 del libro:

h

% Joel L. Schiff. The Laplace transform. Undergraduate

% Texts in Mathematics. Springer- Verlag, New York, 1999.

% Theory and applications

h

% Alba Rey Santiago, 17/06/2021

o/o %k >k 3k ok sk ok 5k ok 3k 3k 3k 3k 5k ok >k 5k >k %k %k %k 5k 5k 5k 5k 5k ok 3k 3k 3k 3k 5k 3k >k >k >k %k >k %k %k %k %k 5k 5k 5k %k 3k %k 3k 3k 3k ok >k >k *k >k k k %

clear all

format long e

% Parte 1.- Parametros modificables por el usuario

Y o o oo

% Definimos algunos parametros que emplearemos

Tmin=0; % Tiempo inicial

Tmax=10; % Tiempo final de la simulacion

Xmin=0; % x inicial

Xmax=10; % x final

ndivT=100; % Numero de divisiones de la unidad para el mallado temporal
ndivX=100; % Numero de divisiones de la unidad para el mallado espacial

a=1.0; % Termino asociado a la ecuacion de ondas
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% Declaramos la funcidn asociada a las condiciones de frontera
%syms t;
f=0(t) sin(t);

% Parte 2.- Codigo asociado a la representacion grafica

Y — o oo

% Generamos el mallado para la representacion grafica
tt=linspace(Tmin,Tmax,ndivT*(Tmax-Tmin) ) ;

xx=linspace (Xmin,Xmax,ndivX*(Xmax-Xmin)) ;

[TT,XX] = meshgrid(tt,xx);

nval=size(TT);

usol=zeros(nval);

% Evaluamos la funcion en los nodos del mallado
for i=1:nval(1l) % Bucle en tiempo
for j=1:nval(2) % Bucle en espacio
% Comprobamos si TT(i,j)>=XX(i,j)/a
if(TT(i,j)>=XX(i,j)/a)
usol(i,j)=£f(TT(i,j)-XX(i,j)/a);
else
usol(i,j)=0.0;
end
end

end

% Realizamos la representacion grafica
figure

contourf (XX,TT,usol);

title(’Solucidén de la ecuacidén del ondas’)
xlabel(’Variable espacial’)
ylabel(’Variable temporal’)

colorbar

pause

figure
[M,c] = contour3(XX,TT,usol,100);



c.LineWidth = 3;

title(’Solucién de la ecuacidén del ondas’)
xlabel(’Variable espacial’)
ylabel(’Variable temporal’)

colorbar

Codigo para la grafica

Y% sk sk ok ok sk o ok sk o ok sk o ok sk o ok sk sk ok sksk sk ok sksk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk skok sk ok
% Script de Matlab para graficar la solucion en el plano

% z=0 del modelo Gaussian Plume deducido en

h

% J. Stockie. The mathematics of atmospheric dispersion

% modeling. SIAM Review, 53(2):349-372, 2011.

h

% Alba Rey Santiago, 29/06/2022

% %k 3k >k ok ok ok %k ok 3k %k 3k 5k 3k ok 3k 5k >k %k %k %k 5k %k 5k %k %k %k 3k %k 5k 5k 5k oK >k >k >k %k %k %k %k %k %k 5k %k %k %k 3k %k %k %k >k >k >k >k *k *k k *k *k

clear all

format long e

% Parte 1.- Parametros modificables por el usuario

Y m

% Definimos algunos parametros que emplearemos
Xmin=0.0; % x inicial

Xmax=10; % x final

Ymin=-10.0; % y inicial

Ymax=10; % y final

ndivX=100; % Numero de divisiones de la unidad para el mallado espacial

ndivY¥=100; % Numero de divisiones de la unidad para el mallado espacial

% Parametros necesarios
Q=10.0;
K=1.0;
H=1.0;
u=2.0;
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% Declaramos la funcion asociada a la solucion
£=0(x,y) Q*exp(-ux(y. 2+H"2)./(4xKxx))./(2*pi*K*x);

% Parte 2.- Codigo asociado a la representacion grafica

Y — o

% Generamos el mallado para la representacion grafica
xx=linspace (Xmin,Xmax,ndivX*(Xmax-Xmin)) ;

yy=linspace(Ymin, Ymax,ndivY¥*(Ymax-Ymin)) ;

[XX,YY] = meshgrid(xx,yy);
nval=size (XX);

usol=zeros(nval);

% Evaluamos la funcion en los nodos del mallado
for i=1:nval(1l) % Bucle en tiempo
for j=1:nval(2) % Bucle en espacio
% Comprobamos si el tiempo es cero
if (XX(i,3)==0)
usol(i,j)=0.0;
else
% Calculamos el valor de la integral en el nodo
usol(i,j)=f(XX(i,j),YY({1,j));
end
end

end

% Realizamos la representacion grafica
figure

contourf (XX,YY,usol);

title(’Solucidén del modelo Gaussiano?’)
xlabel(’Variable espacial x’)
ylabel(’Variable espacial y?’)

colorbar

pause

figure
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[M,c] = contour3(XX,YY,usol,100);

c.LineWidth = 3;
title(’Solucién del modelo Gaussiano’)

xlabel(’Variable espacial x’)
ylabel(’Variable espacial y’)

colorbar
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