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Trabajo propuesto

Area del Conocimiento: Analisis Matematico

Titulo: La ecuaciéon del calor

Breve descripcion del contenido

Se trata de llevar a cabo un estudio sobre modelos matemaéticos que
emplean la ecuacién del calor en distintas dimensiones espaciales, ob-
tiendo las expresiones de las soluciones.

El caso unidimensional tratado en el tercer curso del Grado en Mate-
méticas de la USC servird como punto de partida y motivacion para
el andlisis de los casos en dimensiéon superior. Entre las herramientas
que se emplearan para llevar a cabo el estudio da la ecuacién se in-
cluyen las soluciones autosimilares y las series y la transformada de
Fourier.

Se empleard el ordenador para la realizacion de célculos y represen-
taciénes gréaficas, para el cual se usard el software que el alumno o

alumna escoja.
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Resumen

En este trabajo estudiamos el calculo de soluciones de la ecuacion del Calor, prime-
ro desde un punto de vista sencillo, el caso unidimensional y posteriormente el caso n-
dimensional.
Para realizar el célculo de soluciones en el contexto unidimensional empleamos series de
Fourier, mientras que para el caso de dimensiones superiores utilizamos la transformada
de Fourier. Una vez obtenida la solucién, probamos la unicidad aplicando el principio del
maximo. En el caso n-dimensional es necesario restringir el problema a funciones acotadas,
de forma que sea posible aplicar el principio del maximo.
Por ultimo, realizamos una representacion grafica de algunas soluciones con el software ma-
tematico Maple, con el objetivo de que el lector pueda visualizar cémo son las soluciones

de los distintos problemas estudiados.

Abstract

In this work we will study how to solve the heat conduction problem, first from a sim-
ple approach, in the one-dimensional context. Afterwards, the n-dimensional case will be
analyzed.

In order to obtain the corresponding solutions in the one-dimensional setting, Fourier series
will be employed, whereas the Fourier Transform will be used for higher dimensions. Once
a solution is obtained, we will prove its uniqueness by applying the maximum principle.
In the n-dimensional context, it will be necessary to restrict the problem to bounded fun-
ctions, so that it is possible to apply the maximum principle.

Lastly, we will show some of the solutions by graphically representing them with the mat-
hematical software Maple, with the objective of providing a better visualization of the

solutions for the different problems studied.
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Introduccion

Dentro del curso de series de Fourier y ecuaciones en derivadas parciales se profundiza
en tres ejemplos fundamentales. Uno de ellos es la ecuaciéon del calor ya que ésta permite
ejemplificar los conceptos necesarios para un primer acercamiento a las ecuaciones diferen-
ciales parciales. Jean Baptise Joseph Fourier (1768-1830) present6 los primeros resultados
referentes a la ecuacion del calor, inspirandose en los trabajos realizados por Daniel Ber-
noulli (1700-1782), para dar solucién a la ecuacion de ondas. El trabajo desarrollado por
Fourier no quedé limitado solamente a la solucién de la ecuaciéon del calor, sino que tam-
bien motivo el comienzo de una nueva rama matemética como es el andlisis de Fourier (ver
Ibarra, 2014).

El objetivo del presente trabajo es estudiar algunos modelos matematicos que permiten
obtener las expresiones de las soluciones de la ecuacién del calor en distintas dimensiones
espaciales y analizar algunas propiedades de las soluciones encontradas.

En el primer capitulo, partiendo de la consideracién del fenémeno fisico que pretende ser
modelado con esta ecuacion, haremos la deduccion de la ecuaciéon del calor unidimensio-
nal. Posteriormente, utilizaremos el método de separacién de variables para encontrar una
primera solucién a la ecuacién del calor, tanto para el caso en el que el problema tenga
condiciones de frontera de tipo Dirichlet, como para el caso en el que el problema tenga
condiciones de frontera de tipo Neumann. Por otra parte, mostraremos también un re-
sultado referente a la regularidad de la solucién encontrada. Para concluir este capitulo,
resolveremos el caso particular de un problema bidimensional con series de Fourier dobles
y representaremos graficamente la solucién obtenida.

En el segundo capitulo estudiaremos una solucién del problema en dimensiones superiores
haciendo uso de la transformada de Fourier. Para finalizar este capitulo estudiaremos la
existencia y unicidad de las soluciones encontradas por este método. Obtendremos resulta-
dos que podran ser aplicados a las soluciones encontradas en el primer capitulo, utilizando
las hipotesis apropiadas.

Finalmente, en el tercer capitulo se presentaran las principales conclusiones del trabajo.
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Capitulo 1

La ecuacion del calor en el caso

unidimensional

La ecuacién del calor unidimensional es una ecuaciéon en derivadas parciales que describe
las variaciones de temperatura en una varilla a lo largo del tiempo.
Una ecuacién en derivadas parciales es una relacién expresada por una igualdad en la
cual figuran una o varias derivadas parciales de una funcion desconocida con més de una
variable independiente. Cuando la funcién incégnita depende s6lamente de dos variables

independientes, ésta es de la forma
A(z, t)ugy + B(x, t)ug + C(, t)uy + D(x, t)u, + E(x, t)uy + F(x, t)u = G(x,t),

donde A, B, C'y D son funciones de dos variables que dependen de x y de ¢, uy, (resp.
uy) es la derivada parcial segunda de la funcion incognita u = u(x,t) con respecto a x
(resp. t) dos veces, u; (resp. ug) es la derivada parcial primera de la funcion incognita
u = u(x,t) con respecto a x (resp. t) una vez y uy es la derivada parcial segunda de la
funcion incognita v = u(x,t) con respecto a x y luego con respecto a t.

Si G(z,t) = 0, la ecuacion se denomina homogénea. Estas ecuaciones se clasifican en varios
tipos. En concreto, la ecuaciéon que se estudia en este trabajo es de tipo parabdlico. Se dice
que una ecuacion es de este tipo si es homogénea y ademas B? — 4AC = 0.

En la ecuacién del calor se tiene

B(z,t) = C(x,t) = D(x,t) = F(x,t) =0 VY z,t

A(z,t) =a VY z,t,
donde a > 0 es un dato. Por lo tanto la ecuacién del calor es de la forma

Up — AUz = 0. (1.1)
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Esta ecuacion es de orden uno en tiempo, por consiguiente, solo tendr& una condicién ini-
cial.

En la Seccion veremos c6mo se obtiene la ecuacién teniendo en cuenta determi-
nados principios fisicos. Las ideas reflejadas en este capitulo estaran guiadas por lorio y
Magallaés (2001), Apostol (1976), Peral-Alonso (2014) y Mizohata (1973).

1.1. Deducion de la ecuacion del calor en una dimensiéon

Consideramos un objeto en 3 dimensiones a través del cual puede fluir el calor. La tem-
peratura u varia respecto al tiempo t y respecto a las coordenadas (x,y, z) en el espacio.
Nuestro objetivo es describir de manera explicita la funciéon u y para ello hacemos una
reconstruccién del trabajo realizado por el fisico-matematico Jean-Baptiste Fourier.
Fourier afirma que por medio del flujo de calor en un objeto y de la consideracion de
algunos principios fisicos propios de la temperatura, es posible mostrar que la funcién

satisface la llamada ecuacion del calor:

2 (g + Uy + Usz) = Uy,

donde « depende de la conductividad térmica del objeto, de su densidad y el calor especifico
del material del que estd hecho el objeto. Realizamos una reconstrucciéon para el caso
unidimensional basdndonos en el enfoque expuesto por Simmons (1991).

Tenemos en cuenta los siguientes principios fisicos:

1. La cantidad de calor ganado o perdido por un objeto cuando su temperatura cambia,
es decir, el cambio en la energfa térmica, es proporcional a la masa del objeto y al
cambio de temperatura (este factor de proporcionalidad se denota por ¢ y es llamado

calor especifco de la sustancia).

2. La rapidez de cambio con la cual fluye el calor a través de un area es proporcional
al 4rea y a la rapidez de cambio de la temperatura con respecto a la distancia en
direccion perpendicular al area. (este factor de proporcionalidad se denota por k y

es llamado conductividad térmica de la sustancia.)
3. El flujo de calor va de una regioén caliente a una menos caliente.

Consideramos ahora el flujo de calor dentro de una barra cilindrica delgada cuya secciéon

transversal tiene drea A, como se ve reflejado en la Figura [I.1
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! & \ Az |
Figura 1.1: Barra cilindrica con seccion transversal de area A.

El flujo de calor no circula fuera de la barra si la superficie estd completamente aislada,
y por tanto, la temperatura sélo depende de la posicién sobre el eje x y el tiempo ¢. Es
decir, es de la forma u = u(z,t).
Por otra parte, supongamos también que no se esta generando calor dentro de la barra,
asfi que la cantidad de calor ganada depende s6lo del flujo de calor que pasa a través de las
caras de la barra.
Estudiamos la rapidez de cambio de la cantidad de calor almacenada en el trozo de barra
dado por las posiciones x y x + Az. Si denotamos la densidad de este trozo de la barra por

p, entonces la masa de dicho trozo viene dada por
Am = pAAx.

Ademas, si denotamos por Au el cambio de temperatura en el punto x en un intervalo de
tiempo pequeno At, entonces, aplicando el principio [3] tenemos que la cantidad de calor

almacenada durante este periodo de tiempo estd dada por
AH = cAmAu = cpAAzAw.

A partir de lo anterior se tiene que la rapidez con la que el calor es almacenado es aproxi-
madamente A A
H U
— = cpAAx—. 1.2
At~ PEETAY (1.2)
Aplicamos ahora el principio 2] y tenemos que la rapidez con la que fluye el calor a través
de la cara izquierda esté dada por

kAug |y .

Analogamente, para la cara derecha tenemos que
kAu, |w+Az .
Por tanto, la variacién total en el trozo de barra considerado es

kAug |prane —kAug |y (1.3)
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Si combinamos las ecuaciones (1.2} y (1.3) obtenemos

ﬁ Uy ‘erAx —Ug |x o &
cp Az At

Haciendo Az — 0 y At — 0 tenemos

augy = uy, (1.4)

donde o? = %, y 1) es la ecuacién del calor para el caso unidimensional. Asi, denotando
2

a” = a consideramos problemas de valores iniciales del siguiente tipo

U — auzy =0 YV (x,t) € (0,L) x (0,00), (1.5)
u(z,0) = f(z) Vaxel0,L], (1.6)
uw(0,t) =u(L,t)=0 VYt>0. (1.7)

uz(0,t) = uy(L,t) =0 Vt>0. (1.8)
u(—=L,t) =u(L,t) YVt>0 (1.9)
Us(—L,t) = ug(Lyt) ¥Vt>0 (1.10)

La solucion u(z,t) representa la temperatura de la varilla en el punto = y en el tiempo t.
La funcién u debe satisfacer las tres condiciones , y 0 ) y .
La primera es una ecuacién en derivadas parciales de segundo orden. La segunda repre-
senta la distribucion inicial de temperatura y la tercera significa que la temperatura en los
extremos de la varilla considerada se mantiene en 0°.

Esta altima condicién también nos permite reconocer el tipo problema, siendo asf{ un pro-
blema con condiciones de frontera tipo Dirichlet (véase (1.7)) , condiciones tipo Neumann
(véase ([1.8))) o condiciones de frontera periodicas (véase y ([1.10)).

Se dice que una condicién de frontera es de tipo Dirichlet cuando en una ecuacién en deri-
vadas parciales se especifican los valores de la solucién que necesita la frontera del dominio.
Por otra parte, se dice que una condicién de frontera es de tipo Neuman cuando en una
ecuacién en derivadas parciales se especifican los valores de la derivada de una solucién
tomada sobre el contorno del dominio. Un tercer tipo de condicién son las condiciones de
frontera peri6dicas, que consisten en imponer que las funciones u y u, tengan el mismo
valor en los dos extremos del intervalo [0, L]. Por ultimo, existen condiciones de frontera
de tipo mixto, que consisten en considerar una condicién de tipo Dirichlet en un extremo
v una condicién de tipo Neumann en el otro.

En este capitulo nos centramos en la resolucién de problemas en el caso unidimensional con

condiciones de frontera tipo Dirichlet y tipo Neumann, ya que en los siguientes capitulos
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nos centramos en resolver estos problemas en dimensiones superiores. El caso en el que las
condiciones de frontera sean de tipo peridédico o de tipo mixto no resulta de gran interés

puesto que solo se considera en el caso unidimensional.

1.2. Una solucién del problema con condiciones de frontera
de tipo Dirichlet

En esta seccién consideramos el problema del tipo
up — auzy, =0 YV (x,t) € (0,L) x (0,00),
u(z,0) = f(z) Vzxel0,L],
u(0,t) =u(L,t) =0 Vt>0.

v lo resolvemos por el Método de Fourier.
Método de Fourier para problemas de tipo Dirichlet.
En este apartado resolvemos el problema considerado en la seccién aplicando el método

de Fourier. La resoluciéon se lleva a cabo en tres etapas.

Etapa 1. Aplicamos el método de separaciéon de variables a la parte homogénea del
problema, esto es, el problema —, que consiste en hallar soluciones no nulas y de
la forma

u(z,t) = v(x)w(t). (1.11)

Primero calculamos w¢(x,t) = v(z)w'(t) v uze (2, t) = " (x)w(z). Sustituyendo estas ecua-
ciones en (|1.5) obtenemos

v(z)w' (t) — av”(2)w(t) =0 V (x,t) € (0,L) x (0,00),
de donde se sigue que
v(z)w' (t) = av" (x)w(t) V (x,t) € [0, L] x (0,00). (1.12)

Por lo tanto, deben existir g € [0,L], to € (0,00) tales que v(zp) # 0y w(ty) # 0.
Consideramos (z,t) = (xo,to) en (1.12)) obteniendo como resultado

v(zo)w'(to) = av” (zo)w(to)-

Como v(zg) # 0 # w(ty), podemos despejar obteniendo

w/(to) . U”(.’Eo)

aw(ty)  v(wg)




6 CAPITULO 1. LA ECUACION DEL CALOR EN EL CASO UNIDIMENSIONAL

Ahora denotamos
wl(ty) v"(zg)

aw(ty)  w(tp)
Sustituyendo en (1.12)) ¢ = ¢y obtenemos una ecuacion diferencial para v,

= Ao.

v(z)w'(ty) = av”(z)w(ty) VYV x €0, L].

Despejando v”(z) tenemos

U}/(to)
aw(tp)

V' (x) = v(xz) = Nv(z) Vx €]0,L].
Analogamente, sustituyendo en , T = 9 , deducimos
v(zo)w'(t) = av” (zo)w(t) t >0,
y despejando w'(t) llegamos a
av” (wo)w(t)

w'(t) = ————2w(t) = alow(t) Vt>0.
v(zo)

En conclusion, si u(z,t) = v(z)w(t) es solucion no nula de (|1.5)), entonces existe A € R tal

que v y w son soluciones no nulas de

V' (z) = Mv(z) (1.13)
wl(t) = a w(t) (1.14)

Por otra parte si u(z,t) = v(x)w(t) verifica (1.7) tenemos
0=u(0,L) =v(0)w(t) Vt>O0, (1.15)
y como w debe ser distinta de cero en algin punto, debe ser
v(0) = 0. (1.16)
Ademas de , también tenemos que
0=wu(L,t) =v(L)w(t) Vt>0, (1.17)
vy por un razonamiento analogo obtenemos la segunda condicién
v(L) = 0. (1.18)

Después de haber obtenido las condiciones (1.16) y (1.18), resolvemos el problema de
autovalores y autofunciones, que consiste en hallar todos los A € R para los que ((1.14])
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y la ecuacion (1.13), con las condiciones de frontera ([1.16]) y (1.18)), tienen soluciones no

triviales. Ademas, construimos una base del espacio de soluciones hallando para cada A € R
funciones v y w no nulas tales que definiendo la funcién producto nos da una solucién
del problema homogéneo. Como siempre, la busqueda de autovectores comienza por la
basqueda de autovalores. Para calcular los valores de A\ para que el problema de frontera
bajo las condiciones mencionadas en y tenga soluciones no nulas, fijamos
un A € R y resolvemos con el proceso general calculando la ecuacién caracteristica.
Sustituyendo v”(z) = p? y v(x) = p en y despejando p obtenemos

p?—A=0.

Analizamos las posibilidades aceptables para la constante A. Estudiamos con més detalle
el caso A < 0, ya que en los casos A = 0 y A > 0, una vez aplicadas las condiciones de
contorno, nos llevan a una solucién idénticamente nula que no resulta de gran interés.

En el caso A < 0 la ecuaciéon caracteristica asociada es
P2 =M <0=p=v-M\.

El sistema fundamental asociado a 1} es {sin(v/=Az), cos(v/—Az)}. Por tanto, la solu-
cion general de ((1.13)) es

v(z) = Acos(vV—Xz) + Bsin(v-\z) VAB€ER. (1.19)

Finalmente, empleando las condiciones obtenidas en (1.16) y (1.18) a la ecuacion (1.19)),
obtenemos los valores de A y B. Es facil ver que aplicando (1.16]) en ([1.19) se tiene que

A = 0. Por otra parte veamos que si aplicamos ([1.18) a ([1.19) obtenemos como resultado

los valores de \.

B =0 = v(z) = 0 solucién que no nos interesaria

sin(vV—AL) =0 & A= =21 VnpeN.

v(L) =0 < Bsin(v/=X\z) =0 = {

Si A = A, entonces las soluciones no nulas de ((1.13) son
v(x) = Bsin(y/—A\pz) = Bsin(?).

En resumen, 1’ tiene soluciones no nulas si y solo si A = A\, = _222”2 VneNyen tal
caso una soluciéon no nula de (|1.13)), tomando B =1, es

. nmx
Up = Sin ——.
L

(1.20)

Por otro lado, para cada n € N, calculamos una soluciéon no nula de (1.14]), que viene dada
por
wi(t) = adw(t) = w(t) = ke®t k€ R.



8 CAPITULO 1. LA ECUACION DEL CALOR EN EL CASO UNIDIMENSIONAL

— t . s s
Tomando w, = e*t = ¢~ "2 " se tiene que para cada n € N la funcion
_gni i, . nmx
Up(x,t) = wpv, =€ 1% “sin ——

L
es la solucion del problema homogéneo, es decir, del problema ([1.5)-(1.7).

Etapa 2. Construimos la solucién del problema completo en forma de serie de autofun-
ciones por superposicion de soluciones del problema (1.5)-(1.7)). Buscamos una solucion de

la forma
nwT

o oo 2 2
—a T ¢ .
u(z,t) = Zanun(x,t) = Z ane” L7 “sin A
n=1 n=1

para ciertos ay, n € N, que debemos determinar para que se cumpla la condicién inicial

(1.6). Por tanto se tiene que

f(z) = u(z,0) = Zansin? vV x e 0,L].

n=1

Consideramos los o/, s como los coeficientes de la serie de senos de f, es decir
9 L
ap =b, = L/ f(x) sin?dm Y (z,t) € [0, L] x (0, 00).
0

Etapa 3. Comprobacién de que la fuciéon obtenida es solucion. El resultado que enun-

ciamos a continuacion nos permite comprobarlo.

Teorema 1.1 (Existencia de solucién para el problema Dirichlet). Si f € H'([0, L] )II] y
f(0) = f(L) =0, entonces la funcidn

> > n?r2, nwx
u(z,t) = E apun(x,t) = g bpe 12 'sin <
n=1

n=1

con by, siendo el n-ésimo coeficiente de la serie de senos de f, pertenece a C([0, L] x [0, 00)) x

NC>=([0,L] x (0,00)) y resuelve el problema (1.5), (1.6) v (1.7).

1.3. Una solucién del problema con condiciones de frontera

de tipo Neumann
En esta seccién consideramos el problema del tipo siguiente

U — augy =0V (z,t) € (0,L) x (0,00), (1.21)

lHl(OvL) = {g e ([0, L]) | g € ['2([0’1’})}
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u(z,0) = f(z) Vazel0 L], (1.22)
uz(0,t) = ug(L,t) =0 V¢ >0. (1.23)

v lo resolvemos por el Método de Fourier. Mediante un procedimiento analogo al realizado
en la Seccion llegamos a que la solucion obtenida para el problema (1.21), (1.22)) y

(1.23) es de la forma

© © 77,27\'2
u(x, t) = aguo(z,t) + Z apun(z,1) = ag + Z ane” T2 ' cos ?,

n=1 n=1

para ciertos «q, ayn, n € N, que debemos determinar para que se cumpla la condicién inicial

(1.6). Por tanto se tiene que

> . nTT
f(z) =u(z,0) = a0+2ansmT vV x e |0, L],

n=1

es una serie de cosenos. Consideraremos «q y a,, como los coeficientes de la serie de cosenos

de f, es decir,
_ag _ 1 [F
Qo = 2 - L/O f([lf)dl‘,

2 [F nwT
ap = ap = L/o fx) COS(T)dl’.

1.4. El principio del maximo para la ecuacién del calor uni-

dimensional

La unicidad del problema Dirichlet, planteado el la Seccion y del problema Neu-
mann, planteado en la Seccion [I.3] serd consecuencia del principio del méximo que enun-
ciamos a continuacion.

Sean L >0, T >0y Dp =[0,L] x [0,T]. La frontera parabélica de Dr es el conjunto
Iy = ([0, L] x {0}) U ({0, L} x [0, T1).

Teorema 1.2 (Principio del méximo y del minimo). Si u = u(z,t) es continua en Dr y,

ademds, para algin a > 0 se verfica que
ur(x,t) — auge(z,t) =0 V (x,t) € (0,L) x (0,77,
entonces u alcanza su mdximo y su minimo en la frontera parabdlica Dy, es decir,

MAax u = maxu
Dt I'r
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min v = min .
Dr I'r
Interpretacion fisica: La temperatura mdzima (respectivamente minima) se alcanza en
algin punto de la frontera parabdlica, es decir, o bien se alcanza en el instante inicial en

algin punto x € [0, L] o bien ent € [0, L] en alguno de los extremos de [0, L].

Observacion 1.3. Si ueC(Dr), ut — auzy =0 en (0,L) x (0,7) y u =0 en I'y, entonces
u(z,t) =0V (z,t) € Dr.

Finalmente enunciamos el teorema que prueba la unicidad de solucién para los proble-

mas de Dirichlet y de Neumann.

Teorema 1.4. Si f € H'([0,L]) y f(0) = f(L) = 0 entonces el problema
Ut — gy = 0 V(z,t) € [0, L] x (0,00),
u(z,0) = f(z) ¥z € 0, T,
u(0,t) =u(L,t) =0 Vt > 0.

tiene a lo sumo una solucién continua en [0, L] x [0, 00).

Las demostraciones de (1.2]) y ([1.4) las dejaremos al interés del lector y podran verse
en Canada (2002).

1.5. Resoluciéon de un problema bidimensional con series de

Fourier dobles

Consideremos una placa rectangular delgada, con longitud a y anchura b cuya tempe-
ratura viene dada por la funcién u(z,y,t) que depende del tiempo t > 0 y de la posicion
(@, y)

Las condiciones iniciales nos fijan la temperatura de la placa en el instante inicial t =0y
las condiciones de contorno se dan sobre los puntos de la frontera.

Queremos determinar la solucion u(z,y,t) del problema inicial de frontera de la tempera-
tura de la placa rectangular, que viene dado por el siguiente problema de la ecuaciéon del

calor

u =kV?u, 0<z<a, 0<y<b t>0, (1.24)

u(z,y,0) = f(z,y); 0<z<a, 0<y<b,
uz(0,y,t) =0, ug(a,y,t) =0,
u(z,0,t) =0, u(z,b,t) = 0.
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Buscamos soluciones no triviales de la parte homogénea del poblema inicial y de la forma

U(z,y,t) = U(z,y)T(t) que vienen dadas por

w=kV?u, O<z<a, O0<y<b t>0, (1.25)

u$(0>y7t) =0, uft(aa y7t) = 0;
u(z,0,t) =0, wu(x,b,t)=0.

Sustituyendo en ([1.25) vemos que existe algin A € R tal que U(z,y) y T'(t) satisfacen

T+ T =0 (1.26)
V32U + AU =0
Uz(0,y) = Uz(a,y) =0 (1.27)

U(z,0) =U(x,b) =0.

Anélogamente a la Seccién buscamos los valores de A € R para los que (1.27)) tiene
soluciones no nulas y del tipo U(z,y) = X (z)Y (y). Las EDO que resultan son

X"~ pX =0, X'(0) = X'(a) =0, (1.28)

Y'+(A+p)Y =0,Y(0)=Y(b) =0. (1.29)

Para resolverlas, buscamos primero los valores de u € R para los que la ecuacion (1.28)

tiene soluciones no triviales.
= Sip > 0 entonces la tnica solucién es trivial.

= Sip <0, lasraices del polinomio caracteristico son +¢,/—pu, donde la solucién general

es
X (x) = ¢; cos V—px + cosen y/—px; con ci, e € R.
Calculamos X'(z):
X'(z) = —c1v/—psen /—px + co/—pucos /— jux

y aplicando las condiciones de frontera tenemos

0= CQ\/T, Cy = 0,
0 = —c1v/—psen/ —pa + con/— 1 cos v/ —pua,
como co = 0, —c1v/—psen/—pa = 0.

X'(0)
X'(a)
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Llegamos a que ([1.28)) tiene soluciones no nulas si u = u,, = —m27w2/a?, en cuyo caso una
g q = ) y

solucién no nula es
mm
Xm(x) = cos (—x), conm=0,1,2,...
a

Ahora, con los valores de ., dados, queremos determinar todos los A € R para los que

(1.29) tiene soluciones no nulas.

» Si (A4 py) <0, la Gnica solucion es la trivial.

» Si(A+ pm) > 0, entonces v = —(A 4 p) < 0 y tiene soluciones no triviales si

n?n?

bT(HEN)'

v =
Por ejemplo, una solucién no nula es

Y, (y) = sen (n—bﬂy), n € N.
Por lo tanto, (1.27)) tendra soluciones no nulas y seran del tipo U(z,y) = X (z)Y (y) para

m2n?  n2r?

a? b2’

siendo una solucién no nula asociada a A, la dada por

A=A = conm=20,1,2,... yn €N,

Upn = Xm(2)Y,(y) = cos (%x) sen(%y).

Ahora queda obtener una solucion no nula de (1.26) para A = Ay, Integrando la ecuacion
T" + AkT = 0 obtenemos

T’ T’
T' = —\KT, o = =Mk, /Tdt - /—Akdt,

In |t| = — Akt
y una solucién no nula es
T(t) = e Amnht,
Por tanto, la solucién del problema es de la forma
g 2 /024 m2 /b2 )2 mm nm
u(z,y,t) = Z mene_(m [am = /bR (o (735) sin (7y>, (1.30)

m=0n=1
donde las constantes b,,, deben escogerse para que se cumpla la condicién inicial no ho-

mogénea, u(x,y,0) = f(z,y), es decir,

flz,y) = i i bynn COS (%x) sen <n?7ry)

m=0n=1
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En este caso los coeficientes de la serie de Fourier doble vienen determinados por

bon, = —/ / f(z,y)sen —y)dxdy, para m = 0;
byn = E/o /0 f(z,y) cos (%x) sen (Tﬁy) dxdy, param > 1.

Y la solucién al problema de la placa rectangular es ([1.30))

(z,y,t Zbo o= (/0 mkt oy (%y)
(1.31)
+ mz::lnz::l bmnef(mz/a%"z/bz)”% cos (%x) sen (%y),

con los coeficientes de Fourier bg, y by definidos anteriormente.
A modo de ejemplo consideraremos el siguiente problema cuya resoluciéon se llevo a cabo

mediante el software Maple. Tomamos la funcion f(z,y) =y(r —y),a=b=ny k= 1.
Una suma parcial de la solucion (1.31)) se representa en las Figuras v .

Figura 1.2: Representacion grafica de una suma parcial de la solucion de la ecuacion ((1.31)

del problema ([1.24) en t=0.
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t=2.0000

Figura 1.3: Representacién grafica de una suma parcial de la solucidn de la ecuacion (1.31)

del problema ([1.24]) en t=2.



Capitulo 2
La ecuacién del calor en RY,

La ecuacioén del calor,

up — Au = F(z,t), (2.1)

es el modelo mas sencillo de ecuacién de difusién, y en el primer capitulo fue estudiada
en detalle para el caso unidimensional. En este capitulo se proyecta estudiar el problema
de Cauchy en RN comprobando que es compatible, si bien es necesaria una condicién para
obtener solucién tnica. Con el fin de poder demostrar resultados de unicidad, se establecera
el principio del maximo para la ecuacién del calor.

En la Subseccion 2. Ilobtendremos la solucion fundamental. Con ella tendremos una solucion
del problema de Cauchy homogéneo. El objeto de estudio de la Subsecciéon seran los
teoremas de unicidad mas simples y el principio del maximo en dominios acotados. Por
altimo, en la tercera seccién, estudiaremos el problema no homogéneo.

La mayor parte de la teoria presentada en este capitulo es una reconstruccién de la teoria
expuesta por Peral-Alonso (2014), aunque también se consultaron los trabajos de Mijailov
(1978), Protter (1984), Treves (1975), Myint y Debnath (2006) y John (1981).

2.1. Nicleo de Gauss. Construccion de soluciones.

En esta Seccion trataremos de obtener soluciones de la ecuacion del calor que son sin-
gulares en el origen.
Una solucién singular es una funcion que verifica la ecuacion, pero que no se obtiene par-
ticularizando la solucién general, es decir, es una solucién de la ecuacién que no consiste
en una solucién particular de la general.
Empezaremos por el caso de dimensién espacial uno que serd mas sencillo de escribir. En

este caso usaremos un argumento de homogeneidad frente al cambio de escala, que reducira

15
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el problema a una ecuacién ordinaria.

A) En el caso de dimensién N = 1 buscamos soluciones autosemejantes, es decir, solucio-
nes que al cambiar de escala convenientemente permanecen invariantes. Observando
que en la ecuacién del calor hay una derivada en tiempo y dos en el espacio queda
determinada la escala conveniente. Con esta observacion hacemos el cambio de escala

z =\, t = Ms y consideramos una solucion u,
v(y, s) = u(\, \s) = u(z, ).

Para que v sea solucion se tiene que verificar,

Vs — Uyy = 0.
Sin embargo, si calculamos,

Vs — Vyy = My — A2y,
de forma que si § = 2a, obtenemos
Vg — Vyy = )\B(ut — Ugy) = 0.

Como consecuencia, parece razonable buscar soluciones que cumplan la propiedad de
que existe v € R tal que u(A%y, \?s) = yu(y, s). Esta propiedad se tiene si u(x,t) es

del tipo
T

ule,t) = *f(2) (2.2)

Si imponemos que w verifique la ecuacion u; — ug, = 0, debemos tener

§

71O+ 516~ af(©) =

donde £ = %-. Desde el punto de vista fisco tenemos que imponer la conservacion de

la cantidad de calor, es decir,

/_0; u(z,t) = /_Z taf(%)dx constante.

Haciendo el cambio de variable y = % tenemos

| e =i [ g e =i [ G =t [ g

que es constante si y solo si a = —%. La ecuacién ordinaria puede escribirse como

(2f' +&f) =
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Tomamos en particular las soluciones de

2f' +&f =0,
es decir,
52
f(§) =ce 7. (2.3)
En efecto, aplicando separacion de variables tenemos
[ _ ¢
2f = —£f(6) = X =2
©= e "2

Luego, integrando en los dos miembros de la igualdad
/ﬁ@:_/ﬁ
f(€) 2’
52

Por altimo, aplicando exponenciales a ambos lados de la igualdad

obtenemos que

_&
f(&) =ce” T,
y tendriamos probada la igualdad (2.3]). Para que (2.3]) tenga integral uno, debemos
tener
22
w(z,t) = (4nt) 2T, (2.4)

denominado nucleo de Gauss, que es la solucién fundamental que buscabamos.

Incluiremos la representacion grafica de (2.4) que se ve en la Figura

Figura 2.1: Representacion grafica de la solucion ([2.4))
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El método puede extenderse a mas dimensiones. Se omiten més detalles, pues tenemos

un método alternativo que estudiamos a continuacion.

Para obtener la soluciéon fundamental en dimensiones mayores usaremos la transfor-

mada de Fourier, y para ello introduciremos algunos conceptos necesarios.

Definicion 2.1. Se dice que una funcién pertenece a S(R) si ella y cualquier derivada

suya tiende a cero en el infinito més rapidamente que cualquier polinomio, es decir,

dn
S(R) ={f € C>|sup ]:rm—f(x)| < epm < 0o,m,m € N}
z€R dz™ '

Definicién 2.2. Sea f una funcién integrable en R, es decir, medible y tal que

/OO 1f(t)] dt < oc.

—00
Se definira la transformada de Fourier de f como la funcion

fie) = [ ity

Ademas, si f € S(R), tomando en la definicion n =0y m =2, se tiene que
| (14 |2*) f(2) [< |f(@)] + [«* f(2)] < M,

por tanto,

o o0 d
/_If(:v)ldeM/_ 1_1_73;2<oo, (2.5)

es decir, f es integrable.
La observacion anterior implica que la transformada de Fourier de f € S(R) esta

bien definida pues
fo = [ e, (2.6
RN

y la integral es finita. En efecto,

Fo1= [ 1e e

donde
| e <1y f e S(R),

por tanto,

/ e~ 2 £()dt < oo,
RN



2.1. NUCLEO DE GAUSS. CONSTRUCCION DE SOLUCIONES. 19

Observaremos que ademés de (2.5)) se tiene (2.6]) por lo que concluimos que

sup | 7)1 [ 17 do < o 27)

EeR —o0

A partir de las propiedades mas elementales de la transformada de Fourier de fun-
ciones temperadas se deduce cémo seran las aplicaciones de ella a las ecuaciones en

derivadas parciales.
Teorema 2.3. Sea f € S(R), entonces

a) fe C>®(R) y ademds

d*f ~ , Nk
@(5) =9(§), siendo g(x) = (—2miz)"f(z). (2.8)
b) Z%{(w) € S(R), verificindose que
Ef oo g
T1 €)= Crie) fie) 29)

c) Si se supone también que g es una funcidn integrable y se define

— [ 10— e = 1+ g(a), (2.10)

integral de convolucion de f y g, se tiene que h es integrable y que

o~ ~

h(&) = f(§)3(&)- (2.11)
d) f(&) € S(R).
Demostracion.

a) Si se escribe la tranformada de Fourier como sigue

fo = [~ e

—0o0

y ademas, teniendo en cuenta que c%c( f(x)e2m#) es integrable en valor abso-

luto, se puede derivar bajo el signo de la integral, obteniendo

dé_k / f dé_k 727rzt§ dt / f 271'175 k 72mt£dt

= [ e =g,

y llamando g(x) = (—2miz)* f(z).
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b) Por la definicion de S(R) tenemos que Z’;—; € S(R). Para establecer la formula
(2.9) basta hacerlo para k = 1 y repetir la prueba. Pero, integrando por partes,

~

Ty = [ el = (-amie) [ s = (-2mie) fO)

que es (2.9) con k = 1.

¢) Por el Teorema de Fubini-Tonelli sobre inversion del orden de integraciéon tene-

mos que h es integrable. En efecto,

/OO [h(z)] < /OO (/OO |F()] |g(x — t)| dt)dz =

=7Z o / i \g_<: ~ldade= [~ 1701([ lgtuldude =
= il dw.

Para obtener efectuamos el calculo directamente
E(ﬁ) = / e_zmtfh(t)dt = / 6_2”“5(/ f(@)g(t — x)dz)dt =
—00 — 0o —00
= [ @] gte— e Do s — fleyge),

que es la identidad buscada.

d) Establecemos que si m > 0 y n > 0 son ntmeros enteros, se verifica que
md"f
dgn

que por los apartados a) y b) anteriores, es equivalente a

1€ €)= C,

57”%(5) = " (~2riz)" f(x) = €" /_ Z eI (—2mit)" f(t)dt =

_ /_ Z ¢~ 2TIHE (Lo mie\ ™ (— 2P (17 (1))t = a /_ Z e—mﬁ%(tn F6)dt,

siendo a = (—2mi)"~ ™.
Por definicién, la funcion 42 (2" f(z)) € S(R), por tanto 1D implica [g(¢)| <

C como queriamos demostrar.

Observacion 2.4. La transformada de Fourier se extiende a RN por la férmula
foy = [ et s, (212)
RN

donde (,) es el producto escalar en RY.
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Observacion 2.5. La transformacidon de Fourier permite transformar un problema

diferencial en un problema algebraico.

Ejemplo 2.6. Hustramos la transformacion (2.5) con un ejemplo. Se quiere resolver

el problema
Au=f enR? (2.13)

que se transforma en
—4n? [P a(8) = F(9). (2.14)

En efecto,

—_—

AU = Uy + Ty = Ty + Ty = (2mi€)*U(E) = —4n | A(E) = (). (2.15)

Aplicando la condicion (2.8]) del teorema en la tercera igualdad de (2.15), la
igualdad (2.14)) queda probada.

Para que la estrategia expuesta culmine con éxito el calculo de una solucion ([2.13)),
es necesario saber si es posible recuperar una funcién a partir de su transformada de

fourier, es decir, necesitamos saber calcular la inversa de la transformada de Fourier.

Definicion 2.7. Sea ftransformada de Fourier de f € S(R),
() = [ e fie)de.
RN

Observacion 2.8. Sean f,g € S(R). Entonces [ F)g(y) = 7 fF(w)a(y)

Observacion 2.9. La demostracion de la igualdad g(&) = %6_53 siendo g(x) =

—ar|z|?

e que utilizamos en el siguiente resultado puede verse en Peral-Alonso (2014)

con detalle.
Teorema 2.10 (La tranformada inversa de Fourier).

Si fe S(R), entonces (})V(t) = f.

Demostracion.

Probemos que -
f = [ e fey. (2.16)

Para € > 0 consideramos la gaussiana

ge(§) = ™ EE, (2.17)
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aplicando el resultando mencionado en la observacion resulta que
| e i@aion = [ ree e (2.18)
Llamando he(x) = e?™g.(s) tenemos

]Z(?) _ / 672wi£sh6(8)d8 — / 6727ri£s€2m'tsg€(8)d8 —

> —2mis(&— ~ 1 —7'("57”2
— [ e i = g -1y = 2
Sustituyendo en (2.18]) obtenemos
% omite B o\ e > 1 _plet? e
oo Cag= [ pote e . @

Llamando ¢(z) = e™™" se tiene que ¢(z) >0y Jg ¢(x)dx = 1. Para € > 0 definimos

6ele) = (%), (220)

y haciendo un cambio de variable en la integral obtenemos ffooo de(x)dr = 1.
Por tanto, podemos escribir la dltima igualdad de (2.19)) como

0= | T () 6u(e — ).

It /.(x) = /(@)

En efecto, haciendo el cambio de variable £ = ey,

Demostramos que

fule) — f(@)] < / b€ — x) — f(a)|de = /°°¢><y>|f<ey—x>—f<x>|dy.

Dado n > 0, elegimos R > 0 tal que

/ b(y)dy <
ly|>R

entonces si M = sup,eg |f(y)| podemos escribir

1\3\3

0 R
/_ bWy — 2) — f(@)|dy < / o)1 6y — ) = f(@)ldy+
+ /M W€y —2) — f(@)|dy <

/¢ )€y — 2) — f(2)|dy + Mp.
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Pero la continuidad uniforme de f sobre compactos implica que dado n > 0 podemos
elegir 6 > 0 tal que si |ey| < 6, se verifica que |f(ey) — f(z)| < n para cualquiera que

sea |z| < R; por tanto

00 R
/_ S| €y — x) — f(@)|dy <7 / olu)ldy + M < o1+ M),

que es lo que queriamos demostrar. Para concluir la demostracién, observamos que
en el primer término de (2.19) podemos aplicar el teorema de convergencia dominada
de Lebesgue, obteniendo

lim / " Fleyermie g = / " emie fle)de. (2.21)

e—0

O

Después de esta breve introduccién, consideramos el problema de Cauchy homogéneo

y lo resolveremos. Sea

—Au=0 RN t>0
{ut U , T € , L > (2.22)

u(z,0) = f(z), = € RN, fec S(RY)

el problema de Cauchy homogéneo considerado en RY. No imponemos condiciones
de frontera porque, en realidad, no tenemos frontera. Sin embargo, para que tenga
sentido calcular la tranformada de Fourier respecto de la variable espacial z de la
funcién u, suponemos implicitamente que dicha funcion tiende a cero rapidamente
cuando x — 00 0 x — —o0. Recordemos que S es el espacio de funciones temperadas
definido anteriormente, en el cual la transformada de Fourier se conserva bien. Si
calculamos la transformacion de Fourier en las variables espaciales de la ecuacion en
derivadas parciales y de su condicién inicial , es decir,

(e, ) = / =2 y (2. 1) de,
RN
tenemos,

{ (&, 1) + 4n|E2a(E, 1) = 0, £ € RN, £ >0,
e, t) = f(&).

La igualdad Au = 472 (€|?U(€, t) se obtiene en virtud de 1D .

Si integramos la ecuacién ordinaria en t y consideramos £ como pardmetro, obtenemos

U, t) = fle)e R, (2.23)
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En efecto, sea y(t) = u(,t), con £ fijado, entonces tenemos la siguiente ecuacion

diferencial
y'(t) = —4m?(¢Py(t).

Si aplicamos separacion de variables e integramos a ambos lados de la igualdad

obtenemos

y'(t)
y(t)

Por dltimo, aplicamos exponenciales a ambos lados

y(t) = F(&)e P

y tendremos probada la igualdad (2.23)).

4212 Y't) [ a2 4212
= —4Ar°|¢|* = y(t)dt—/47r |€]°dt = In(y(t)) = —47°|E|“t + k.

Solo nos resta calcular la transformada inversa de Fourier de esta funcién y asi ob-

tenemos la solucion del problema original. Como se trata de una funcién gaussiana

podemos calcular su transformada de Fourier, resultando otra gaussiana a la que

llamamos nucleo de Gauss.

Mas precisamente

R 2

(4mt)
Por tanto, a partir de (2.10) tenemos

u(a t) = —— /R = f(y)dy,

(4mt) =z
que al ser f € S(R), est4 bien definida.
Denotamos
1 _?
K(:C) = ~xE 1,
(4m) %
y definimos
Kilw) = — K(7)
x) = —),
ANOERNY
es decir,
1 _l=?
Ki(x) = —e 4t
(4mt)2

En virtud de (2.25)), podemos escribir (2.24)) de la forma

e t) = —— [ pwydy = [ Kita =) ).

(4mt) =z

Ademas, se verifica

(2.24)

(2.25)
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a) K¢(x) >0, para todo z € RY,

b) fRN Ky(z)dx =1,

¢) limy_y0 f|:p\>6>0 Ki(x)dz = 0.
Para interés del lector, la comprobaciéon de estas tres propiedades puede verse en
Peral-Alonso (2014).
A Ki(z) la llamamos solucién fundamental de la ecuaciéon del calor. El siguiente
resultado justifica esta denominacion.

Observamos también que si suponemos que f € C(RY) y esta acotada, la formula

(2.24) tiene sentido. Por eso formulamos el siguiente resultado en ese contexto.

Teorema 2.11.

Sea f € C(RY) tal que |f(x)| < M si x € RN. Entonces, u(x,t) definida por (m
verifica

(1) u e C(RN x (1,00)),

(2) ug — Au=0sizcRY t>0,

(3) HH(I) u(zo,t) = f(xo) siendo la convergencia uniforme,
T—

(4) lu(z, )] < sup,eg | f(2)], (2,t) € RY x (0,00).

Demostracion. ,
. |z—y]
Para probar el apartado (1) tenemos en cuenta el hecho de que la funcion e T oes

C*> para todo x € RN y ¢ > 0, més la posibilidad de derivar respecto al signo de la
integral. Estas dos propiedades nos permiten concluir que u es C* para todo z € RN

y t > 0 que es lo que querfamos probar. Ademés,

(O — Ng)u(x,y,t) = 1 . K(z,y,1) f(y)dy =
(4mt)=2 JRN
1
- (47rt)% /JRN (8t N Ax)K(ZL‘,y,t)f(y)dy =0,

asi que uy = Awu para todo t > 0. De esta manera el apartado (2) quedaria probado.

En cuanto al apartado (3) para 2o € RY, escribimos

)~ Flao)| =1 [ Katan —)f0)dy ~ Flao) [~ Kilao — )] = (226)
oy / " Ku(zo— 9)(f(y) — f(zo))dyl. (2.27)
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Por la continuidad de f, dado € > 0 existe 0 > 0 tal quesi |[y—xo| < 0, |f(y)— f(x0)| <

€; entonces en ([2.26] ) tenemos que
uoo.t) ~ f@ol < [ Ko = )If(0)  Flao)ldy+
|zo—y|<d
b Kiao-wlf) - faldy=c [ Kian - y)dy+
|zo—y|>d |zo—y|<d
+ 2 sup | f(y)] Ki(xzo — y)dy < 2,
£€RN |zo—y|>d

en virtud de las propiedades del niicleo K.

La conclusién (4) se obtiene de la propiedad (2) para el nucleo de Gauss K;. O

Ejemplo 2.12 (Ejemplo de Tychonoff). Con este ejemplo ilustramos la no unicidad
del Problema de Cauchy para la ecuacion del calor.
El problema ([2.22)) es caracteristico, por lo que sin condiciones adicionales no cabe

esperar unicidad. Consideremos el problema

(2.28)

Ut — Ugy = 0, (z,1) € R x (0, 00)
u(z,0) =0,

que tiene la soluciéon cero. Para buscar soluciones de (2.28)) usamos el problema no

caracteristico,

Ugyr = Ut, ( ) S R}{
w(0,1) = g(t), t € R (2.29)
uz(0,t) = 0.

Elegimos ¢(t) = 0 si t < 0 para conseguir u(z,0) = 0 y buscamos

)= g;(t)r’, (2.30)
j=0

para que sea solucién. Suponiendo regularidad suficiente, podemos derivar término a

término en (2.30) y sustituyendo en la ecuacion obtenemos

Zg] t)a! = Z] (j — 1)g;(t)z? 2. (2.31)

Para verificar las condiciones iniciales de (2.29)) sustituimos en ([2.30) dichas condi-

ciones y tenemos
u(0,t) = go(t) = g(t), (2.32)
uz(0,t) = g1(t) = 0. (2.33)
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De (22.31)) resulta que para j > 2,
g9;(t) = (G + 1)(j + 2)gj+2(t),
que junto a (2.32) y (2.33) obtenemos
i) Sij=2k+1,g; =0.
i) Sij= 2k,
1 dFg

91(8) = Gy e O

Sustituyendo en (2.30)) resulta
o0 x2kz dk
k)! dtk

(2.34)
k:O

Después de este calculo formal pasamos a elegir g de forma que tengamos la conver-
gencia necesaria para que (2.34) defina una solucion clasica de la ecuacion del calor.

Para a > 1 tomamos la funciéon

De este modo, g € C*(R) y %(0) = 0, con lo que se comprueba directamente que
se verifica el dato inicial u(x,0) = 0.

Para estudiar la convergencia de la serie (2.34)) estimamos el comportamiento de
d*g
dtk
de Cauchy sobre el contorno

(t) como funciones de variable compleja. Para ello utilizamos la formula integral

I'={zeC||z—t|=0t},

con 0 a determinar.
Se dejan al interés del lector los detalles que se podréan ver en Peral-Alonso (2014).
Como consecuencia, hemos calculado una soluciéon no nula del problema ([2.28)), lo

que implica que no se tiene unicidad.

En la seccién siguiente estudiaremos resultados de unicidad poniendo la restricciéon

de que la solucion esté en una clase de funciones adecuada.
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2.2. Principio del maximo en dominios acotados. Unicidad de
soluciéon

En esta seccién estableceremos el principio del maximo débil para el problema de Di-

richlet. Como consecuencia, tendremos la prueba de unicidad para el problema

ug(x,t) — Au(x,t) = F(x,t) si (z,t) € Q x (0,00)
u(z,0) = f(x), v €Q
u(z,t) =0, x € 0Q,t > 0,

donde 2 ¢ RY es un dominio acotado con frontera regular 02, y sea 0 < T < oo.
Definiremos Dy = € x (0,T) y la frontera parabolica de Dy (véase Figura[2.2)),

I, =(Qx{0})uU (02 x [0,T]).

Q
a9 aQ

'Q

Figura 2.2: Representacién de la frontera parabolica de Dr.

Teorema 2.13.
Supongamos u € C(Dr) y tanto uy como ug,.; eziten y son continuas sobre (DpU(QxT)),
iji=1,2.. Ny

u—Au<0 en Dr=Qx(0,T).

Entonces

max = max.
T, Dr

Demostracion.

Si anadimos la hipotesis adicional

up—Au<0 en Qx(0,7), (2.35)
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el resultado es inmediato. En efecto, si tenemos que el méximo se alcanza en un punto
(xo,t0) € D =Q x (0,T"), T" < T, ha de verificarse que

u(zo,t0) = 0,

por el criterio de méximo, y
Au(xo,to) < 0,

con lo cual se contradice (2.35). En efecto,
ut(xo,t0) = 0 = ug(x0,t0) <0=>Au<0=>—Au>0.

Por consiguiente, en la hipotesis (2.35)) el maximo no se puede alcanzar en Dy cualquiera
quesea T < T.

Por otra parte, si el maximo se alcanza en (zg,7") € Q x {T'} tenemos

que contradice también (2.35). Por tanto, en la hipotesis (2.35), el maximo se alcanza
en I',. Quitamos ahora la hipdtesis adicional. Para ello consideramos para cada € > 0 la
funcién

v(x,t) = u(x,t) + ez

La funcién v goza de la misma regularidad que u ya que v es regular y la funcion e|z|? € C*.

Ademas, la funcion v verifica
v — Av=u — Au— 2N, <0,

de acuerdo con las hipotesis sobre u. Entonces, puesto que v verifica la hipotesis (2.35)),
concluimos que

MAax v = maxo.
T, Do

Pero entonces,

méxu < maxv = maxv < maxu + € max |z|>.
Dr Dr rp I, Q

Como es para € > 0 arbitrario, tenemos

max u < max u.
Dr T,

Por otra parte,

max v < max u,
T, Dr

ya que T}, C Dp. Por tanto el resultado quedaria probado. O
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Observacion 2.14. El principio del mdximo para la ecuacion del calor excluye la frontera

temporal en la direccion del tiempo creciente.

Observacion 2.15. Este principio de mdzimo se llama débil porque no excluye que el

mdximo se tome en un punto interior.

A continuacién, aplicamos el principio del méaximo débil a la obtencion de algunos
resultados de unicidad.

Sea  C RN un dominio acotado con frontera regular 9. Consideramos el problema

uy—Au=0 z€Q t>0, (2.36)
u(z,t)=0 Vreod t>0, (2.37)
u(z,0) =0 z€Q. (2.38)

Aplicando directamente el principio del maximo tenemos el siguiente corolario, el cual esta-
blece la unicidad del problema. En efecto, como consecuencia de (2.37) y (2.38)) obtenemos

que v = 0 en Dr. Por tanto se tiene que

maxu = 0.
Dr

Aplicando ahora el principio del maximo resulta

maxu = maxu = 0.
Dr Tp

Finalmente, como consecuencia se tiene que u = 0 en todo el dominio.

Corolario 2.16. Sea u € C(Dr) tal que uy,uze;€ C(Dp U (Q x T)), i,j = 1,2,...,N
solucion del problema (2.36) , (2.37) y (2.38). Entonces u = 0.

Como hemos visto en el ejemplo en general, el problema de Cauchy puedr
tener méas de una soluciéon. No obstante, si nos restringimos a ciertas clases de funciones
podremos demostrar la unicidad.

En esta seccién nos limitamos al ejemplo de funciones acotadas. Demostraremos que dentro
de esta clase de funciones, el problema tiene una tnica solucién. La prueba de este
resultado es consecuencia del Principio del méximo; el inconveniente estd en que en el
Problema de Cauchy se tiene todo RY y no un dominio acotado. Es decir, sobre la frontera
lateral de la frontera parabdlica no tenemos condiciones. Esta dificultad queda solventada
con el conocimiento de ciertas soluciones explicitas de la ecuacién del calor, con las cuales
haremos un proceso de comparacién.

Es claro que cualquier funcién de la forma

ik
We (2, 1) = a2t + T), acR
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es una soluciéon de la ecuacion del calor en RY x [0,00). Estas son las soluciones de la
ecuacién del calor que usaremos para comparar.
Después de esta consideracién, podemos pasar a establecer el resultado de unicidad con

precision.
Teorema 2.17. Sean uq,us soluciones acotadas del problema

uw—Au=0, zeRN t>0
u(z,0) = f(x), = € RN, [ continua y acotada en RY.

Entonces u1p = us.

Demostracion.
Si |up(z,t)] < Ky, |ua(z,t)| < Ko, lamamos K = max {K;, Ko}. La funcion v = u; — ug
verifica el problema

vw—Av=0, zeRN t>0
v(x,0) =0, r € RV,

Aplicamos a v el principio del méximo como en (2.16)). Directamente esto no es posible
dado que el dominio es todo RY; para resolver esta dificultad, consideramos para R > 0 la
bola |z| < R y la funcién

2NK |z|?

R (2t+W), ReR,

wg(x,t) =

que como hemos visto verifica la ecuacion del calor, en particular en |z] < R, ¢t < 0.
Ademés wg(z,0) > 0 = |v(z,0)] y wr(y,t) > 2K > |v(y,t)], si |y| = R, t > 0. Aplicando

el principio del maximo en el cilindro |y| < R, t € [0,T] a v —wgr y a wr — v resulta que
—wg(x,t) <v(z,t) < wg(z,t), (2.39)

para cada (z,t) tal que |z| <R, 0 < ¢ < T. Si fijamos (z,t), la desigualdad es valida si

R > |z|. Entonces tomando limite para R — co tenemos
v(x,t) = 0.

Como (z,t) es arbitrario concluimos que

como queriamos demostrar. O
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2.3. Problema no homogéneo.

Pasaremos seguidamente a ocuparnos en esta Seccion del anélisis de la existencia y/o

unicidad de solucién del problema de Cauchy no homogéneo. Analizamos el problema

{ w — ANu=F(z,t), 2 € RN, £ >0 (2.40)

’LL(Q?,O) = f($)7 T e RN»
donde suponemos la regularidad suficiente de los datos F' y f para que sean ciertos los
cédlculos que realizamos. Mas tarde estudiamos cuales son las condiciones de regularidad
suficientes.

Escribimos ahora la solucién fundamental con la singularidad desplazada, es decir, consi-

deramos v(z,t,y,s) = K;—s(x — y). Por tanto se tiene que
1 _lz—y?
v(z,t,y,s) = ———e W) t>s. (2.41)
(Am(t —s))=2

Mediante célculo directo obtendremos el siguiente resultado.
Lema 2.18. Sea v definida por (M}, entonces,

1. vp—Ayv =0 sit>s.

2. vs+Ayv=0s1t>s5.

El primer apartado nos indica que fuera de la singularidad la solucién fundamental ve-
rifica la ecuacion del calor respecto a t y a y, mientras que en el segundo apartado establece
que la funcién v verifica la ecuacién del calor retréogradacomo funcién de s, y lo cual se
cumple porque tener s el signo contrario a .

Por otra parte también observamos que si tomamos el laplaciano con respecto a = se sigue
verificando el lema 2.18

Lema 2.19. Sea v definida por , entonces
/ v(x,t,y,s), para cada x € RN yt > s.
RN

La importante propiedad anterior de la funcién v viene dada por un cambio de variable

z= 2% y lo visto en la Seccion En efecto,
1 _(1z=yl\? 1 (1z=yl\?
/ v(x,t,y,s)dy:/ — e (%/E) dy = N/ e (2 f*S) dy =
RN RN (47t(t — s))2 (Ar(t —s))z JRN

1 2/t — )N
:N/ e_ZQ(Q\/t—s)Ndz:%:l.
2 JRN 2

(4 (t — s)) N (t— )
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Lema 2.20. Sea v definida por y Q € RY un dominio, entonces

V(m,t—s):/v(az,t,y,s)dy,
Q

verifica

1 st 2€Q
lim V(z,t—s)= o ’
t=s—=0 0 si =¢S.

Para la comprobacién de este resultado basta aplicar el teorema [2.11] a la funcién
caracteristica de Q.
Suponemos ahora que u es solucién regular del problema y consideramos B € RN
la bola de centro el origen y radio R.
Observemos que por el lema denotando por (y,s) las variables espacio y tiempo

respectivamente, tenemos
(uv)s = usv +vsu =v A u—ulwv. (2.42)

Teniendo en cuenta (2.42), utilizando la formula de Green[] en la integral de espacio e

integrando en Br % (0, 00), obtenemos la siguiente identidad

/Ot /BR vFdyds = /Dt /BR(u(vs + Av) — v(Au — ug))dyds = (2.43)

t
= lim uvdy — lim uvdy+/ / (U@ fu@)da(y)ds, (2.44)
BR 0 6BR

s—t~ JBg s—0t

donde n es la normal exterior a Br y do(y) el elemento de superficie sobre 0 Bp.
Si suponemos, por ejemplo, que u es acotada, como v y % decaeran exponencialmente
cuando R — oco. Pasando al limite en (2.43) obtenemos

t
/ / vFdyds = lim uvdy — lim uvdy. (2.45)
0 JBg

s—t~ JBpR s—=0% /By

Segun el teorema observamos que

im [ u(y, s)v(z, t,y, s)dy = u(z,t), (2.46)
s—=t~ JBp
y también, por (2.11)),
lim u(y, s)v(z,t,y,s)dy = / u(y,0)v(x,t,y,0)dy = |  f(y)v(z,t,y,0)dy,
s—0Tt Br Bg Br
(2.47)

Ho(v(@) Au(z) —u(@) Av(@))de = [, (0(2) Fi (@) — ul@) §i (2))do(x)
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sustituyendo (2.46)), (2.47)) en (2.45)) y despejando obtenemos que si u es solucién regular
del problema (2.40]), entonces

t
w(a ) = /0 /B ot )P )dyds + [ (0ol t, .00y

Por ultimo, si sustituimos el valor de v tenemos,
t 1 _la—y? 1 _Jz—y|2
u(z,t) = / / —————x¢ I F(y,s)dyds + fly)——————Fxe T dy.
0 JBr (4n(t —s))2 Br (Ar(t—s))2
(2.48)

Puesto que ya hemos conjeturado cémo podemos escribir la solucién, sélo falta un resultado

que nos asegure la regularidad en funcion de la regularidad de f y F' que nos permita
concluir que la funcion u definida por (2.48)) es solucion del problema ([2.40)). El siguiente

resultado de regularidad de funciones definidas por una integral nos sera de gran utilidad.
Lema 2.21. Sea Q0 y Qo abiertos de RN,
1. Sea f:Q x Q9 C RN x RN = R wverificando:

a) Para cada x € Q1, la funcion y — f(x,y) es integrable.
b) Para cada y € Qo, la funcion x — f(x,y) es continua.

c¢) Ezistird una funcion no negativa g integrable en Qo tal |f(z,y)| < g(y) para
cada y € Qo. Entonces

h(z) = ; f(z,y)dy

es continua.
2. Si ademds f wverifica,

d) Para cada y € Qo, la funcion © — f(x,y) tiene derivadas primeras continuas

respecto a xj,t =1,..., N,

e) Eriste una funcién no negativa g integrable en Qg tal que |V f(z,y)| < g(y) para
cada y € Q9. Entonces,

h(z) = ; f(z,y)dy

tiene derivadas primeras continuas que ademds se calculan por la férmula

8%1‘ N Qo (995@

(x,y)dy, i=1,...,N.

Demostracion.
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1. Sea z0 € Q1 y {@p} ey tal que limy_o 2 = 0. Entonces consideremos
h(zg) = [ f(og,y)dy.
Qo
La sucesion de funciones {gr(y) = f(xk,y) }en verifica que

lim gx(y) = f(x0,¥)

k—o0

por la hipotesis de continuidad de f y por ¢) |gx(y)| < g(y), por consiguiente podemos

aplicar el teorema de convergencia dominada de Lebesgue para concluir que

im [ fody = [ i fo) = [ Jim fao.9) = hao),

lim h(z) =
k—o00 k—o00 o —00

y como se verifica para cualquier sucesién, quedard probada la continuidad de h.

2. Sea {t}ren una sucesion de nimeros reales tendiendo a cero.
Sea {e; | i = 1,..., N} la base canoénica de RY y consideremos
h(a: + tkei) - h(.%') / 1

Q

t = | —(fw+treiy) — flz,9))dy.
k 5 Uk

Por el teorema del valor medio se tiene que

h(z +tre;) —h(z) [ Of(x+ m(y)es, y)t du = of (x + me(y)ei, y) p
t - ox; KAY = ox; Ys
k Qo 1 Qo 7

donde 0 < 7(y) < 1. Por la condicion e) y la continuidad de las derivadas parciales,

resulta

81’2‘

lim

h(z +tge;)) —h(z) [ Of(z,y)
k—o0 ik N /92 4y,

cualquiera que sea la sucesion, es decir

oh(z) [ 0f(z,y)
8@ _/QQ axi dy’

como queriamos demostrar. Por la continuidad de las derivadas parciales se obtiene

el apartado 1) de[2.21}

O

A continuacién enunciamos un resultado que da condiciones suficientes para la existen-

cia de solucion del problema no homogéneo (2.40)).
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» - N OF (x,t) . _

Teorema 2.22. Sea f(z) la funcion continua y acotada en R y sean F(x,t) y Tfl_,z =

1,...,N funciones continuas y acotadas en RN x (0,T), para algin T > 0.

Entonces la funcion u(z,t) definida para (x,t) € RN x [0,T) por

t
uet) = [ Ko =nf@ay+ [ [ Ko =P, s)dyas

verifica
1. ue C(RY x [0,T)) ,
2. 5 €CRY%[0,7)), 52, € CRY % [0,1)),i,j=1,..,N,

3. u es la inica solucion acotada del problema .

Demostracion.
Denotamos
uy (1) = . Ki(z —y)f(y)dy
Y t
ug(x,t) = /0 - K _s(x —y)F(y, s)dyds. (2.49)

Por el teorema la funcién uy verifica (1) y (2). Como consecuencia de (L)) resulta que

ui(x,0) = f(z), y por tanto u; es soluciéon del problema homogéneo,

u—Au=0, z € RNt >0,
u(z,0) = f(x), r € RN

Basta entonces con demostrar que ug verifica , y es solucién del problema

ug — Au = F(z,t), = € RNt >0,
u(z,0) =0, z € R

Haciendo el cambio de variable j% = z en la integral 1' obtenemos

ety = [ [ il - )R s)dds =

:/t/ %e_ﬂ‘;gs‘fF(y,s)dyds:
0 JRY (4m(t —s))2

: 1 P N -
_/0 /RN me F(z — 2yt — s8,8)(t — 5) 2 dzds =

= / Ki1(2)F(z — 2/t — s,8)dzds.
0 JRN
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El integrando, h(z, z,t,s) = K1(2)F(x — zy/t — 5,5), es continuo en z,2 € RN y 0 < s < ¢

verificando ademas que V h(z, z,t, s) es continuo y que

|h(x, z,t,s)| = |K1(2)F(x — 2/t — s, 8)| <

e sup — [F(y,7)],
(ym)ERNx[0.T)

siendo también

Vah(z,2,t,8)] = K1(2)|[Vo F(z — 2Vt —s,8)| S Ki(z2)  sup Vo F(y,s)], (2.50)
(y,7)ERNX[0,T)

donde hemos sustituido el valor de Ki(z). Es decir, tanto A como su gradiente respecto
a = estan mayorados por funciones integrables. Por consiguiente, si aplicamos (2.43)) a la
funcién

g(z,t,s) = Ki(z)F(z — 2Vt — s, s)dz,

RN

resultara que es continua y acotada en RY x [0,7"), mas concretamente,

lg(z,t,8)| < sup |F(y,s)| | Ki(z)dz.
RNx[0,T7) RN

Si denotamos por M = supgn (o 7 | F(y, s)| obtenemos
lg(z,t,8)| < M.

Ademas por continuidad de F, para s — t, resulta g(z,t,t) = F(x,t). Por consiguiente,

tenemos
1. ug € C(RY x (0,00)),
2. uz(z,0) =0,
3. La funcién ug es acotada, siendo

sup |ug(z,y)| < MT.
(z,6)eRNx[0,T")

Aplicamos ahora la segunda parte del lema y tenemos que la funcién uo tiene

derivadas primeras continuas verificando

8’LL2 o 1 t ,ﬂ c")F
oz, (z,t) = (4@% /0 /RN e 4 oz, (x — 2Vt — s, 8)dzds.

Integrando por partes resulta

%(m t) = 1 /t ! / e
o T (471')% 0 Vt—sJry

2|2
4

%F(:c — 2\t — s, 8)dzds. (2.51)
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Por (2.50) podemos aplicar el lema a (2.51) y obtenemos que ug tiene derivadas

segundas respecto a z continuas en RY x (0,7) y en particular se tiene

N

1 t 1 22 z; OF
Auo(x,t :/ / e 2 T — 2Vt — s, s)dzds. 2.52
eti= oy [ [ g s, 25

Por otra parte, para calcular la derivada con respecto al tiempo ¢ escribimos

. gzt 1 [tk 1 [t
2(z,t+k) 2(x,t) _ / g(x,t+k,s)ds — / g(z,t,s)ds =
k k Jo k Jo

L[tk Pg(x,t+k,s) — glat
:/ g(x,t+k:,s)ds+/ 9@tk 8) = 9T 68) 4o 1y 4 L),
t 0

k k

Aplicando el teorema fundamental del calculo tenemos,

t+k
]11_1{(1) Li(k) = %11)% %) g(z,t+k,s)ds = (2.53)
t+k
= lim g(z,t+ k,t + k) + / —g(x,t+k,s)ds = F(z,t). (2.54)
k—0 t 8k

Puesto que F tiene derivadas parciales respecto a z, por el lema la funcién

g(x,t, s) tiene derivada respecto a t; ademas

(2,t,8) = — XN:/ S EOE s 8z
r,t,8) = —~—— e — T — 2Vt —s,s)dzds
gt (4@% ViE— s Jry 2 Ox;

y, por tanto, por (2.50) concluimos que

lim Ty (k) = — /t 1 i/ e—ﬁﬁaF(xfz\/tfss)dzds (2.55)
k—0 2 N (47’()% 0 Vt_si:l RN 2 Ox; ’ ’ .

En virtud de las igualdades (2.52), (2.53) y (2.55)), concluimos que ug verifica la

ecuaciéon del calor no homogénea, es decir,

Oua
— =Aug + F
n u9 s

como querfamos probar.
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Conclusiones

En el caso unidimensional serd posible calcular una solucién del problema de valores
iniciales y de frontera considerando una funcién que sea acotada sobre un intervalo finito
de R.

Por otra parte, asumiento que el comportamiento en la variable espacial es periédico, la
busqueda de soluciones al problema lineal permite la implementacién del anélisis de Fou-
rier para el problema con condiciones de Cauchy. Sin embargo, cuando no se supone la
periodicidad de la variable espacial es necesario recurrir al andlisis de Fourier no periédico.
Por otra parte, el nucleo de Gauss permite demostrar propiedades de regularidad para
las diferentes soluciones encontradas pasando asi a jugar un papel muy importante en la
definicién de las soluciones de la ecuacién.

Por tltimo, el problema de Cauchy en R podra tener mas de una solucion. Para la demos-
tracién de la unicidad de las soluciones encontradas necesitaremos una versiéon del principio
del méaximo para problemas parabdlicos donde restringiendo el problema de Cauchy a do-

minios acotados se tendra la unicidad buscada.
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