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Resumen

En este trabajo hablaremos sobre los espacios de Sobolev-Bochner W™P(B). Estos
espacios son una generalizacion de los espacios de Sobolev W™P(I), cuya construccion
se debe al matematico ruso Serguéi Sobolev. No obstante, para poder definir los espacios
de Sobolev-Bochner a partir de estos tltimos serd necesario debilitar la nociéon clasica de
derivada y definir un nuevo tipo de integral, ademés de dejar atras el uso de funciones con
valores en un espacio vectorial de dimension finita para emplear funciones cuya imagen es-
té contenida en un espacio de Banach genérico. Ademés, los espacios de Sobolev-Bochner
W™P(B) tienen especial interés, sobre todo, en el estudio de la existencia de soluciones
de ciertas ecuaciones en derivadas parciales como, por ejemplo, las ecuaciones de evolu-
cion parabdlicas. Entre dichas ecuaciones se encuentra la ecuacién del calor, cuyo analisis

matemaético esta entre los objetivos de este trabajo.

Abstract

In this document we will talk about the Sobolev-Bochner spaces W™P(B). These spa-
ces are a generalisation of the Sobolev spaces WP (I), whose construction is due to the
Russian mathematician Serguéi Sobolev. However, in order to define the Sobolev-Bochner
spaces from the latter, it will be necessary to weaken the classical notion of derivative and
to define a new type of integral, as well as to leave behind the use of functions with values
in a finite-dimensional vector space in order to use functions whose image is contained in
a generic Banach space. Furthermore, the Sobolev-Bochner spaces W™P(B) are of special
interest, above all, in the study of the existence of solutions of certain equations in partial
derivatives such as, for example, the parabolic evolution equations. Among these equations

is the heat equation, whose mathematical analysis is among the objectives of this work.
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Introduccion

Aunque los primeros conceptos mateméticos aparecieron muy temprano (sobre el 2000
a.C), los primeros desarrollos en el campo del analisis mateméatico no aparecen hasta media-
dos del siglo XVIII con la definiciéon formal de limite. Aunque dicho campo fue avanzando
dando pasos muy pequenios durante el siglo XIX, ya a principios del siglo XX, el calculo
se formaliza usando la teoria de conjuntos. En esta época, Lebesgue resuelve el problema
de la medida y David Hilbert introduce los espacios de Hilbert para resolver ecuaciones
integrales. Mas adelante, la idea de espacios vectoriales normados estuvo en ciernes y en
los anos 1920 Banach crea el analisis funcional. Todos estos descubrimientos y algunos
todavia més recientes son necesarios para poder llegar a conceptos més sutiles del analisis
matematico, como pueden ser los espacios de Sobolev-Bochner, en los que nos vamos a
centrar en este trabajo.

Sin embargo, aunque dichos espacios recogen los nombres de los matematicos Serguéi
Sobolev, quien defini6 y caracterizo los espacios de Sobolev W™1(Q) y Salomon Bochner,
quien construyd una integral que generaliza la de Lebesgue, también intervinieron presti-
giosos mateméticos como Banach, en el sentido de que definiendo los espacios de Banach
abri6 las puertas a muchos matematicos para que intentasen trasladar los resultados que ya
existian en espacios més concretos, y Laurent Schwartz, a quien se le atribuye el desarrollo
de la teoria de las distribuciones.

Dada la gran cantidad de conceptos que son necesarios para entender el tema central
de este trabajo, en el primer capitulo deberemos empezar introduciendo los espacios de
Banach y algunas de sus propiedades més importantes, asi como un breve recordatorio de
los espacios LP, ya estudiados en el curso de Calculo Vectorial e Integracion de Lebesgue.
Por otra parte, trataremos algunos conceptos topolégicos como los distintos tipos de es-
pacios segun la convergencia de sus elementos, ademés de una introduccién a la teoria de
distribuciones. Por ultimo, finalizaremos el primer capitulo con una breve definicién de los
espacios de Sobolev.

Una vez introducidos la mayor parte de los conceptos previos necesarios, en el segundo

capitulo pasamos a generalizar la integral de Lebesgue. Para ello, definiremos un nuevo

XI



XIT INTRODUCCION

tipo de integral, la integral de Bochner, la cual se define en espacios méas genéricos que la
integral de Lebesgue.

Ya adentrados en el capitulo tercero estudiaremos los espacios de Sobolev-Bochner, que
no son mas que los espacios de Sobolev ya definidos en el primer capitulo con la salvedad
de que sus elementos toman valores en un espacio de Banach. También enunciaremos
importantes resultados sobre ellos, que nos ayudaran a comprender un poco mejor sus
propiedades mas interesantes.

Para acabar con este trabajo, en el capitulo cuarto estudiaremos una de las aplicaciones
que tienen los espacios que hemos presentado al analisis matemaéatico de ecuaciones en
derivadas parciales de tipo parabolico. En él presentaremos una formulacion de la ecuacién
del calor y, después, estudiaremos algunos resultados sobre la existencia y unicidad de
solucion de ella. Para terminar, expondremos un ejemplo de resoluciéon de la ecuaciéon del
calor junto con una simulacién numérica empleando el método de Elementos Finitos. Dicha
simulaciéon nos permitird comprobar que las técnicas que hemos estudiado para analizar
la existencia de solucién desde un punto de vista matematico, proporcionan también un

algoritmo numérico para aproximar la solucién del problema continuo.



Capitulo 1

Preliminares

Para el desarrollo de esta seccién nos hemos apoyado en fuentes bibliogrificas como
[Bartle, 1995|, ademas de |Leoni, 2017] y [Brezis, 2011]. En esta primera seccién empeza-
remos a tratar algunos temas fundamentales para poder definir los espacios de Sobolev,
tales como los espacios de Banach, los espacios LP, algunos conceptos topolégicos, tipos de

convergencia, y por ultimo, una breve descripcién de la teoria de distribuciones.

1.1. Espacios de Banach

Entenderemos que el cuerpo K del que hablamos a partir de aqui es R o C. Consideremos

un conjunto X.

Definicién 1.1. Una norma es una aplicacion ||-|| : X — [0, 0o) que satisface las siguientes

condiciones:

Si x € X es tal que ||z|| = 0, entonces x = 0. (1.1)

(i)
|Az|| = |A| - ||z]|, Vz € X, VA e K. (1.2)

(iii)
[z +yll < llzll + [lyll, Yo,y € X, (1.3)
En caso de que || - || : X — [0, 00) verifique las anteriores condiciones se dice que (X, || -||)
es un espacio vectorial normado. Si tenemos una aplicacion || - || : X — [0, 00) que sélo

verifica [1.2] y [[.3] se dird que es una seminorma.

Definicion 1.2. Una distancia es una aplicaciéon d : X x X — R verificando:
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d(z,y) =0z =y. (1.4)

(i)
d(z,y) = d(y,x), Y,y € X. (1.5)

(iii)
d(z,z) <d(x,y) +d(y,z), Vz,y,z € X. (1.6)

Al espacio (X, d) se le llamara espacio métrico.

Observacion 1.3. Si (X, ]|-]|) es un espacio vectorial normado, la aplicacion d(z,y) := ||[y—z||

es una distancia, denominada la distancia inducida por la norma.

Definiciéon 1.4. Un espacio métrico (X, d) se dice completo si toda sucesion de Cauchy

en X es convergente.

Observacion 1.5. Esta definicién también se cumple para todo espacio normado, pues todo

espacio normado es métrico con tan sélo considerar d(z,y) := ||y — x| como métrica.

Definicién 1.6. Un espacio normado (X, || - ||) se dice un espacio de Banach si es un

espacio métrico completo con la distancia inducida por la norma.
Ejemplos 1.7.

(i) (R,|-]) ¥ (C,|-|), con el valor absoluto y el modulo respectivamente, son espacios
de Banach.

(ii) Si Y es un conjunto y (Z,] - ||) es un espacio de Banach, consideremos, para toda
funcion f Y — Z,

[flloo := sup [|f ()] € [0, 00].
yey
Sea entonces
BY,Z):={f:Y = Z/ |[fllc <o0}.
El espacio de las funciones acotadas de Y a Z, (B(Y,Z),| - ||c), €s un espacio de

Banach.

(iii) Sea Y C R™. Si consideramos el conjunto BC(Y,Z) := {f € B(Y,Z)/ f es continua},
entonces el espacio de las funciones continuas acotadas de Y a Z, (BC(Y, Z), || - |loo)s

es un espacio de Banach.
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Definicién 1.8. Si denotamos por (-, ) el producto escalar, y (Y, (-, -)) un espacio vectorial

dotado de un producto interior. Entonces Y serda un espacio de Hilbert si es un espacio
vectorial métrico completo con la distancia inducida d(z,y) = \/(x — y,z — y).

Se puede comprobar que K" es un espacio de Hilbert.

Definicién 1.9. Un subconjunto ortonormal de un espacio de Hilbert H es un subcon-

junto E' cumpliendo las propiedades:
(a) para cada e € E, |le| =1,
(b) sier,ea € E'ye; # ea, entonces e L es.

Definiciéon 1.10. Una base de Hilbert de H es un conjunto ortonormal maximal.

1.1.1. Otras propiedades
Definicién 1.11. Si E es un espacio de Banach, definimos su espacio dual asociado como
E* := LB(FE,K),

es decir, el espacio de las funciones lineales acodadas de E a K. La norma se define en E*

Ccomo

[flle= = sup [f()].

llzll<1

zeFE
Debemos notar que, mientras que E puede ser un espacio cuyos elementos son vectores,
los elementos de E* pasan a ser operadores lineales acotados, con lo cual la notacién
comunmente usada para funciones aplicadas sobre un punto o vector f(z) no seria tan
adecuada en este caso, en el que nos referiremos a la aplicaciéon de un operador f € E*
sobre un z € E como (f, x), el cual se conoce como el producto escalar en el par dualidad

(E*, E).

Definicién 1.12. Dado x € E, la aplicacion f — (f,z) es un operador funcional lineal
continuo en E* luego es un elemento de E**, que denotaremos por Jz. En ese caso se
tiene:

(Jx, g g = (f,2)p~E, V€ E, Vf € E".

Dada la definicion de J queda claro que es lineal y es una isometria, es decir, ||Jz| g« =
] -

Definiciéon 1.13. Sea E un espacio de Banach y J : F — E** la inyeccién canodnica de
E a E**. El espacio E se dice reflexivo si J es sobreyectiva, es decir, J(E) = E**. Si un

espacio FE es reflexivo, normalmente se identifica E** con FE.
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Definicion 1.14. Un espacio métrico M se dice separable si existe un subconjunto N C

M que es numerable y denso en M.

1.2. Espacios L*

En primer lugar, es interesante recordar que una seminorma es una aplicacién que sélo
verifica las propiedades de linealidad de los elementos de K[I.2]y la desigualdad triangular
permitiendo asi, que la seminorma de elementos no nulos pueda ser nula.

Ahora definamos la seminorma || - ||, de una funcién f: Y — K como

1= ([ 1w du>; & 0,00,

De esta forma podremos definir en un primer lugar los espacios £P. En efecto, si p €
[1,00), Y es un conjunto, ¥ una o-élgebra (ver sobre Y y p una medida (ver
sobre Y, definimos

LY, 1K) = {f Y 5 K/ || f], < oo}

El conjunto anterior debe entenderse como un subconjunto del conjunto de las funciones
medibles de Y con valores en K (ver [A.6]).
Sin embargo, observamos que £P(Y, u, K) no puede ser un espacio normado, pues || - ||,

no es una norma, ya que existen funciones no nulas con norma p nula, tales como

1 si yel0,1]NnQ,
fly) = :
0 si yel0,1]\Q,
la conocida funcién de Dirichlet. En efecto, es claro que la funcién es no nula, ya que si

y€[0,1]NQ#0,f(y) =10,y como |f|P = f para todo p € [1,00),

1 = / P du = /
[0,1] [0,1

) )

]fd,u:O-u([O,l]\@)—i—l'ﬂ([oal]m@):0:>Hf”pzov

incumpliendo asi la condicion

Para resolver este problema introducimos la siguiente relaciéon de equivalencia

f~geu{yeY/ fly) #9(y)}) =0,

y entonces podemos definir a partir de esta relaciéon de equivalencia los espacios normados
LP, de la forma

LP(Y, p, K) == LP(Y, p, K|~

Podemos definir también el espacio L* como

L2, 1, K) ={f: Y = K/ |[fllec < o0},
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donde || - ||oo se define como
[flloc :=mf{S(N): N €X, u(N) =0},

siendo:
S(N) =sup{|f(z)|: = ¢ N}.

Donde, estamos considerando que inf () = co.

Un resultado de suma importancia es que LP es un espacio de Banach para todo p €

[0, 00]. La demostracion se puede encontrar en [Rudin, 1987, Theorem 3.11, pag 67].

A modo de ejemplo, si consideramos L*(Q) y (f,g) = [ fg du, entonces la norma
asociada es || f|| = [[ | f|? du]*/?. Un resultado clasico de teoria de la medida es que L?(Q)
es un espacio de Hilbert con la distancia inducida por la métrica anterior.

Otro resultado importante sobre los espacios L? es la desigualdad de Holder.

Teorema 1.15. [Bartle, 1995, Theorem 6.9, pdg 56/ Sean f € LP y g € L? donde p >
1,141 = 1. Bntonces fg € L' y gl < IIfllplglle

Sin embargo, para este estudio nos serdn mas utiles los espacios LP con valores en un
espacio de Banach, cuya definicién cambia ligeramente con respecto a los espacios LP usua-
les, y dado que aiin no estan definidos todos los conceptos necesarios para construirlos, se

hablara sobre ellos en el capitulo de la integral de Bochner.

p .

Por tltimo, podemos dar una definicion de los espacios L,

Definicién 1.16. Sea Q C RY abierto, 1 < p < co. Diremos que una funcion f: Q — K

p

e St fxr € LP(£2) para todo conjunto compacto K contenido en €2.

pertenece a L

Un tema interesante en cuanto a estos espacios es su topologia. Para saber un poco

mas en cuanto a ello, podemos referirnos al articulo [Horvath, 1987].

1.3. Tipos de convergencia

Para continuar con el desarrollo tebrico es importante indagar sobre la nocién de con-
vergencia de una sucesion, asi como su trasfondo topoldgico, del cual se profundizara un

poco mas en el la secciéon de las Distribuciones.

Definiciéon 1.17. Un espacio vectorial topolégico (EVT) es un espacio vectorial X

junto con una topologia 7 tal que:

(i) La aplicacion X x X — X definida por (z,y) — = + y es continua.
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(ii) La aplicacion K x X — X definida por (a, x) — ax es continua.

Definicién 1.18. Un espacio es localmente convexo si su topologia esta generada por

una familia de seminormas P tal que

() {z/ p(x) = 0} = {0}.
peEP
Como forma de interpretar mas facilmente la nocién de espacio localmente convexo
podemos pensar que, o bien alguna de las seminormas p; € P es una norma, o bien los
conjuntos {x # 0/ p;(x) = 0}; son mutuamente disjuntos. Ademaés, la topologia inicial que
generan es simplemente la mas gruesa que hace todas las p; continuas.
Dado un espacio vectorial topolégico localmente convexo X, para cada L € X' la

funcion pr, : X — [0, 00) definida por
pr(z) = |L(x)|, z € X,

es una seminorma. La familia {pr}rcx/ de seminormas genera una topologia localmente
convexa o(X, X') sobre el espacio X, llamada la topologia débil, tal que cada pj, es
continua con respecto a o(X,X’). En consecuencia, esto implica que cada L € X' es

continua en o (X, X').
Observacion 1.19. La topologia débil o(X, X’) sobre X es la topologfa inicial asociada a

la coleccion (pr.)rex:-

Definiciéon 1.20. Si (z,,) es una sucesion en X es convergente a = en la topologia débil
o(X, X’) escribiremos

Ty, — .

Para evitar posibles confusiones haremos referencia a mayores de que la convergencia es
en o(X,X’).

Definicion 1.21. La nocién de convergencia habitual la denotaremos convergencia fuer-

te, es decir, x,, — = fuertemente si y sélo si ||z, — z|| = 0.

Proposicion 1.22. [Brezis, 2011, Proposition 3.5, piag 58] Sea (x,) una sucesion en X.

Entonces
(i) [xn, — x débilmente en o(X,X')] & [L(xy,) — L(z), VL € X'].
(ii) Si xn — x fuertemente, entonces x, — x débilmente en o(X, X').

(iii) Si x, — x débilmente en o(X,X'), entonces {||xpn| }nen estd acotada y ||z| <

limy, 00 Inf ||z ]|
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(v) Sixz, — x débilmente en o(X,X") y L, — L fuertemente en X', entonces Ly () —
L(x).

Proposicion 1.23. [Brezis, 2011, Proposition 3.6, pig 58] Si X es de dimension finita,
la topologia débil o(X,X'") y la topologia usual (la generada por bolas abiertas de K" con
la distancia dada por la norma usual en K") coinciden. En particular, una sucesion (x,)

converge débilmente si y solo si converge fuertemente.

De forma analoga, en lugar de fijar L € X' y dejando libre x € X, definamos una

funcion p, : X' — [0, 00), para cada x € X por
p:(L) == |L(z)], L € X',
que también sera una seminorma.

Proposicion 1.24. La familia {p,}zex de seminormas genera una topologia localmente
convera o(X', X) sobre el espacio X', llamada la topologia débil estrella, tal que cada

Pz es continua con respecto a o(X', X).

Definicion 1.25. Sea X un ELC. Una sucesion {L,}, en X’ es débilmente estrella
convergente a L en X' si converge a L con respecto a la topologia débil estrella o (X', X).

Escribiremos
*
L, — L.

Proposicion 1.26. [Brezis, 2011, Proposition 3.13, pdg 63| Sea (Ly,) una sucesion en X'.

Entonces
(i) [Ln, — L débilmente estrella en o(X', X)| < [L,(z) — L(x), Va € X].

(i1) Si L, — L fuertemente, entonces L, — L débilmente estrella en o(X', X). Ademds,
si L, — L en o(X', X"), entonces L, = L en o(X', X).

(iii) Si L, — L débilmente estrella en o(X', X), entonces {||Ln| }nen estd acotada y
|L|| < ltmy—o0 Inf || Ly, ]|

(iv) Si L, — L débilmente estrella en o(X', X) y x, — = fuertemente en X, entonces
L, (x,) — L(x).
1.4. Teoria de distribuciones

En esta seccion trabajaremos con K = R y con el espacio de medida de Lebesgue en

RY. Entonces, dado un conjunto abierto 2 C RY, y dado el espacio de las funciones de
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clase infinito con soporte compacto K C Q de 2 a R, C°(Q2), dotaremos a este ultimo

de una topologia. Recordemos que el soporte de una funcion f se define como supp(f) :=

{z € RN/ f(x) # 0}. En este subespacio la topologia deberfa consistir en la nocién natural
de convergencia, que es la convergencia uniforme de las funciones y todas sus derivadas
parciales de cualquier orden.

Consideremos un conjunto abierto Q € RY y fijemos un conjunto compacto K C .
Sea D () el conjunto de todas las funciones en C2°(§2) cuyo soporte estd contenido en
K, es decir,

Dk () := {9 € C°(Q)/ supp(¢) € K}

Para cada j € Ny = NU {0}, definimos la norma || - ||k ; sobre Dk (£2) como
6l = sup{l0"é(a)] : 2 € K, € N, Ja] < 5.
Definicion 1.27. Una familia de conjuntos F es equilibrada si
VX € F,Vx e X,Vt € [-1,1],tx € X.
Ademas, un conjunto E se dice equilibrado si
Vo € E,Vt € [-1,1],tx € E.

Teorema 1.28. Si F es equilibrada, y también es una base local convexa de 0 para un
espacio vectorial topoldgico X, entonces la familia {py : U € F} es una familia de se-
minormas continuas. En consecuencia, dada una familia P de seminormas en un espacio

vectorial X, la coleccion de todas las intersecciones finitas de conjuntos de la forma
V(p,n):={ze X/ plx)<1l/n}, peP, neN

es equilibrada, base local convexa de 0 para una topologia T que convierte a X en un espacio

vectorial topologico localmente convexo tal que cada p es continua con respecto de T.

Sabemos, por el resultado anterior, que la familia de normas {|| ||k ;}; convierte Dg (£2)
en un espacio localmente convexo y la base para la topologia 7x estd dada por todos los

conjuntos de la forma

1 1
{6 € D@ Wollea < oo lolica < 1}

donde ji,...,5k € No vy l1,...,lx € NJk € N. Tomando j := max{ji,...,jrx} y | =

méax{ly,...,l;}, se sigue que

1 1 1
Viess = {6 € D) 16l < 1 } € {0 Dr@) Iollcs < oo lollc <
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por lo que sera suficiente considerar como base local para la topologia 7x la familia de
conjuntos Vi ;;, donde j € Ng y [ € N.
Ahora, para construir una topologia en C°(£2), sea By la coleccion de todos los conjuntos

convexos y equilibrados U C CZ°(Q2) tales que
Un DK(Q) € TK
para todo conjunto compacto K C 2.

Teorema 1.29. [Leoni, 2017, Theorem 10.2, pdg 282] Sea Q@ C RN un conjunto abierto.
La familia

B:={¢+V:¢pcDg(),VebB}

es una base de una topologia Hausdorff localmente convexa T en C2°(S2) que convierte C°(£2)

en un espacio vectorial topoldgico.

Este resultado nos permite denotar por D(€2) el espacio vectorial topolégico (C2°(2), ),
cuyos elementos se dicen funciones test. Notemos que para llegar a esta definicién hemos
dado mas vueltas de la que a priori parecen necesarias, pero la razén de esta constrccién
de la topologia 7 es que, de esta forma, el espacio resultante es completo, a diferencia de

otras posibles construcciones.

Teorema 1.30. [Leoni, 2017, Theorem 10.5, pdg 285] Sea 2 C RN wun conjunto abierto.
Entonces para todo conjunto compacto K C € la topologia Ti coincide con la topologia

relativa de D () como subconjunto de D(€2).
El siguiente resultado nos dice que D(2) es completo.

Teorema 1.31. [Leoni, 2017, Theorem 10.8, pdg 286/ Sea Q@ C RN un conjunto abierto.
Entonces el espacio D(Q) es completo. Ademds, la sucesion {¢n}n en D(Q) converge a

¢ € D(Q) con respecto de T si y sdlo si
(i) existe un compacto K C  tal que el soporte de cada ¢, estd contenido en K,
(i) limy, 00 0%Py, = 0%¢ uniformemente en K para cada multiindice cv.

El dual de D(2) se denota D'(€2) y sus elementos se llaman distribuciones. A menudo
usaremos la notacion dualidad (T, ¢) para denotar T'(¢). El espacio D/(2) tiene la topologia
débil estrella, entonces la sucesion {T},},, en D'(Q2) converge a T' € D'(Q) si T,,(¢) — T(¢)
para todo ¢ € D(2). En ese caso diremos que {7}, }, converge a T en el sentido de las

distribuciones.
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Es importante destacar que, como se expone en [Conway, 1990, Example 5.20 pag 121],
cada funcion f € L, (Q) = {f: Q = R/ f € L, .(K), VK C I compacto} induce una
distribucion Ty € D'(Q2) tal que:

Tf:LpED(Q —)Tf /f(pd/i

Ahora que disponemos de los ingredientes necesarios pasemos a estudiar la derivada en

el sentido de las distribuciones.

Definicién 1.32. Sea Q@ C RY un conjunto abierto y T € D’'(f2). Dado un multiindice
a € NJ"\ {0}, definimos la derivada de orden o de T como

2L (0) 1= (1T (a'ﬁ L6 ED(O).

Para cada j € N el simbolo V/T denota la derivada distribucional de orden v de T con

|a| = j. Por simplicidad denotaremos por 9 a MQ y por O a aaz

Observacion 1.33. Se puede comprobar que 9“T es una distribucién. De hecho, sea K C (2
es un conjunto compacto. Como, por [Leoni, 2017, Theorem 10.10, pag 287|, existe un

entero j € Ny y una constante cx > 0 tal que

T(9)| < cxll9llx,;

para todo ¢ € D (). Se sigue que

0°T(0)| = IT(9%¢)| < cx[|0%¢lIk.; < cxlldll i j+ial

paa toda ¢ € Dk (), lo cual prueba que 9*T € D'(Q), y que 9* : T € D'(Q) — 9°T €

D'(2) es continua, de nuevo por el teorema que usamos antes.

En particular, sean u € L} () y o un multiindice, entonces la derivada débil o dis-
tribucional de orden « de u es la distribuciéon 0%T,,. De una manera similar definimos las

derivadas direccionales de una distribucion.

Definicién 1.34. Sea Q@ C RY un conjunto abierto y sea T € D'(2). Dado un vector
unitario v € RV \ {0} y n € N, definimos la n-ésima derivada direccional de T en la

direccién de v como

G (@) = (1T (58 6 e Do),

En particular, si uw € Li (Q), v € RN\ {0} y n € N, entonces la derivada débil o

. . ., . . ., n
distribucional direccional n-ésima de u en la direcciéon de v es la distribucién %ﬁ“.
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Definicién 1.35. Sea @ C RY un conjunto abierto, u € L, (Q), y sea a € N} \ {0} un

loc

multiindice. Si existe una funcion v, € L}, () tal que

Too (9) = 0°Tu(9), Vo € D(Q),

entonces v, se dira la derivada débil o distribucional de orden « de T),. En tal caso

1. |l
escribiremos 0%u = %xau = U

Entonces, una funcién v, € L}, () es la derivada débil de orden o de u € L} () si

/Q bva dp = (—1)" /ﬂ w6 dy

para toda ¢ € C2°(Q2). Notemos que esto es consecuencia de la integracién por partes.
En los siguientes teoremas caracterizaremos las distribuciones como derivadas débiles

de funciones continuas.

Teorema 1.36. [Leoni, 2017, Theorem 10.22, pdg 293] Sea Q C RN un conjunto abierto,
T € D'(2). Entonces para todo compacto K C Q existe una funcion continua u: Q — R y

un multitndice o (ambos dependiendo de K ) tales que

T(¢) = (—1)l /Quaaqs du, Yo € D(Q).

Para esquivar la dependencia de v y o de K definimos el soporte de una distribucion,

y asi el resultado anterior es global.

Definicién 1.37 (Soporte de una distribucion). Sea © € RY un conjunto abierto, T' €
D'(Q). Si U C Q es abierto, entonces escribiremos T = 0 en U si T(¢) = 0 para todo
¢ € D(U). El soporte de T es el complementario de V' relativo a €, donde V' es la union
de todos los subconjuntos abiertos U C §2 en donde T = 0.

La notacién de soporte de una distribucién coincide con la de soporte de una funcién,
es decir, el soporte de T se denotara por supp(T'). A continuaciéon enunciamos la version

global del anterior teorema.

Teorema 1.38. [Leoni, 2017, Theorem 10.25, pdig 295] Sea Q@ C RN un conjunto abierto,
T € D'(2) tal que supp(T) es un compacto en Q. Entonces:

(1) Existe un entero j € No y una constante ¢ > 0 tales que |T(¢)| < ¢||¢||; para todo
¢ € D(Q) (en particular, T tiene orden finito I < j), donde ||-||; es la norma definida

al principio de esta seccion.
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(i) Si U es un conjunto abierto, con supp(T) C U C Q, entonces para cada multiindice
a, con o < = (1+2,...,1l+2), existe una funcion vy € C(2), con supp(ve) C U,

tal que

T(6)= 3 0P T (8) = 3 (~1)k! /Q 0206 dy, Yo € D(Q).

a<p «

Finalmente, usando particiones de la unidad, tenemos una representaciéon similar para

cada distribucion.

Teorema 1.39. [Leoni, 2017, Theorem 10.26, pdg 296] Sea 2 C RN un conjunto abierto,

T € D'(2). Entonces para cada multiindice « existe una funcion vy € C(Q) tal que:
(i) Cada conjunto compacto K C ) interseca el soporte de una cantidad finita de v

(ii) Para cada ¢ € D(Q),

T(¢) =3 0°T0,(9) = > (~1) /Q 0006 dy.

[0}

Notese que si T es de orden finito, s6lo haré falta una cantidad finita de v, no nulas.

1.4.1. Espacios de Sobolev

Ahora que hemos caracterizado brevemente el concepto de distribucién y derivada

distribucional, podremos presentar los espacios de Sobolev.

Definicion 1.40. Dado un conjunto abierto Q C R, n € N,y 1 < p < oo, diremos que una
funcion u € L}, (€;RM) admite derivada débil o distribucional de orden n en LP(Q; RM)

si existe una funcion v € LP(Q; RM) tal que

/uso(”) dp = (—1)”/ vp dp
Q Q

para toda funcion test ¢ € C2°(£2). La funcion v se denota por u(™),

Definiciéon 1.41 (Espacios de Sobolev). Dado un conjunto abierto @ C R, m € N, y
1 < p < o0, el espacio de Sobolev WP (Q;]RM ) es el espacio de todas las funciones
u € LP(Q;RM) que admiten derivadas débiles de orden n en LP(£;RM) para cada n =
1,---,m.

El espacio W™P(Q; RM) tiene la norma

m
HUHWmm(Q;]RM) = HUHLP(Q;RM) + Z Hu(n)HLP(Q;RM)-
n=1
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El espacio W7 (€; RM) se define como el espacio de todas las funciones u € LP (€; RM)

que admiten derivadas débiles de orden n en Lj (Q; RM) para cadan = 1,--- ,m. Cuando
M =1 por simplicidad escribiremos W™?(Q2) y W;"""(Q).
Se puede completar esta secciéon con la relacién entre las funciones de W™P(Q; RM) y

las funciones absolutamente continuas.

Teorema 1.42. [Leoni, 2017, Theorem 7.16, pig 189] Sea un conjunto abierto Q@ C R y
1 < p < oco. Entonces la funcion u : Q — RM pertenece a WIP(Q; RM) si y solo si admite

una representacion absoultamente continua @ : Q@ — RM tal que tanto @ como su derivada
a' pertenecen a LP(Q; RM),

Otro resultado de relevancia es que los espacios WP(Q; RM) son de Banach, tal y
como ocurria con los espacios LP. A continuacion, lo demostramos para el caso W1P(Q; R),

siendo la demostracién para el caso general WP (Q; RM) analoga.

Proposicién 1.43. Dado p € [1,00], el espacio WP(Q;R) es de Banach.

Demostracién 1.44. Sea {u, }nen € WIP(Q;R) una sucesion de Cauchy. En particular,
las sucesiones {uy }neny C LP(Q) y {ul, }nen C LP(Q) son de Cauchy. Como LP(Q) es un
espacio completo, se tendrd que existen elementos u, v € LP(Q)) tales que up, — w y u), — v
en LP(2). Si logramos demostrar que v es la derivada en el sentido de las distribuciones
de u, habremos terminado, pues, entonces, u, — u en WHP(Q). Ahora bien, dado que
un, — w in LP(Q), se tendrd que u, — u en D'(Y), ya que LP(Y) C L} () C D'(Q) con
la inyeccion continua. Por la continuidad de la derivada en el sentido de las distribuciones
se tendrd que u,, — v’ en D'(Q). Por otro lado, de la convergencia de u,, — v en LP(Q),

deducimos que u,, — v en D'(Q). Finalmente, por la unicidad del limite, v' = v en casi

todo punto, lo cual concluye la demostracion.






Capitulo 2
La integral de Bochner

En este capitulo vamos a introducir la integral de Bochner y los resultados méas impor-
tantes sobre ella. A modo de resumen, la integral de Bochner es una generalizaciéon de la
integral de Lebesgue para el caso de funciones con valores en un espacio de Banach. De

nuevo, nuestra fuente principal para desarrollar este capitulo va a ser [Leoni, 2017].

2.1. Funciones medibles

Definicion 2.1. Sea (X, X, i) un espacio de medida y sea (Y, ||-||) un espacio de Banach.

Una funcién simple s es una funciéon s : X — Y de la forma

l
s = E CiXE;,
i=1

donde I € N, ¢1,...,¢ € Y son distintos y los conjuntos E; C X pertenecen a X y son
mutuamente disjuntos (E; N E; =0, Vi # j).

(i) Una funcién u : X — Y se dice fuertemente medible si existe una sucesion { sy fnen

de funciones simples s, : X — Y tal que
Jim |5y (z) — u(z)] = 0
para casi todo z € X.
(ii) Una funcion u: X — Y se dice débilmente medible si para todo T € Y’ la funcion
rze X (Tulx)y y =T(u(x))
es medible, donde (-,-)y7y : Y/ x Y — R es el par dualidad definido por

(T, y)yy =T(y),

15
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paraT €Y eyeY.

(iii) Una funciéon u : X — Y se dice débilmente estrella medible si para todo y € Y

la funcién
ze X (ux),y)yy =u(z)(y)

es medible.

Lema 2.2. [Yosida, 1995, Theorem 1, pdg 133] Sea (X, X, 1) un espacio de medida y sea
(Y, |Ill) un espacio de Banach. Si una funcion u: X —'Y es débilmente medible, entonces

la funcion z € X — ||u(x)|| es medible.

Teorema 2.3 (Pettis). [Leoni, 2017, Theorem 8.3, pdg 206] Sea (X, X, u) un espacio de
medida y sea (Y,||-||) un espacio de Banach. Una funcion v : X — Y es fuertemente
medible si y solo si es débilmente medible y existe un E € X, con u(E) = 0, tal que el

conjunto u(X \ E) es un subconjunto separable de' Y (como espacio métrico).

2.2. La integral de Bochner

Definamos ahora la integral de Bochner de funciones simples y de funciones fuertemente

medibles.

Definiciéon 2.4. Sea (X, X, 1) un espacio de medida y sea (Y, ||-||) un espacio de Banach.

La funcion simple s : X — Y se dice Bochner integrable si tiene la forma

l
s = E CiXE;»
i=1

donde I € N, ¢1,...,¢ € Y son distintos, los conjuntos E; C X pertenecen a X y son
mutuamente disjuntos, y ¢; = 0 siempre que p(F;) = co. Para cada E € X, la integral

de Bochner de s sobre E se define por

l

sdu = au(E;NE),
s dui=3 B0 )

i=1
donde ¢;u(E; N E) seréa cero siempre que ¢; =0y pu(E; N E) = oo.
Definicién 2.5. Sea (X, X, u) un espacio de medida y sea (Y ||-||) un espacio de Banach.

Una funcién fuertemente medible v : X — Y es Bochner integrable si existe una sucesion

{sn}nen de funciones simples Bochner integrables tales que

i [|s,(z) — u(z)] = 0
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para casi todo x € X y

Jim [ s, =l du=o.

Para todo F € X la integral de Bochner de u sobre E se define como

/ u dp = lim Sn dt.
E

n—oo E

Nota 2.6. Debe verificarse que este tltimo limite existe y es independiente de la sucesién
particular {s,}nen. En efecto, en primer lugar se tiene que z € X +— |[|sp(x) — u(x)|| es

medible gracias al lema [2:2] Por otro lado, como consecuencia de la definicion de integral
de una funcién simple medible,

/snd,u,—/smdu :H/(sn—sm)du
Y

g/||sn—u||ydu+/|u—smuydu.

Por tanto, { [ s, du}nen es una sucesion de Cauchy en Y, que al ser espacio de Banach,

s/rrsn—smuydus
Y

es completo, se tiene que dicha sucesiéon es convergente en Y. Por lo tanto, existira el limite
limy, 00 [ 8, du en Y. Veamos ahora que la definicion es independiente de la sucesion
considerada, esto es, supongamos que existe {t,}n,en una sucesion de funciones simples
Bochner integrables tales que:

1w [ta(x) — u(z)]| = 0.

para casi todoz € X y

n—oo

/Eudu:JLngo/Etndu,
/Eudu:nlggo/Esndu.

Ahora bien, para funciones simples Bochner integrables, resulta claro que:

\/ sndu—/tnduH s/ l5n — bl dp
FE E B

g/ usn—undw/ ltn — ull du
E E

Tomando limite cuando n tiende a infinito llegamos a que:

lfm /Xth(x)—u(x)Hdu:O.

Veamos entonces que:

donde,

lim Spdp = lim tndu,
E

n—oo E n—0o0

tal y como querfamos demostrar.
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Definiciéon 2.7. Diremos que un espacio vectorial topologico (X, 7x) estd embebido en
un espacio vectorial topologico (Y, 7y) y escribimos X < Y si X es un subespacio de Y y

el embebimiento i : X — Y, dado por i(z) := z, es continuo.

Observacion 2.8. Sea (X, X, 1) un espacio de medida, sea (Y, ||-||y) un espacio de Banach,
y sea u: X — Y una funcién Bochner integrable. Si Y — Z, donde (Z, ||-|| ;) es un espacio

de Banach y ¢ : Y — Z es un embebimiento, entonces la funciéon i ou : X — Z es Bochner

/Eioud,u:i</Eud,u>

para todo E € X. Por tanto, podemos identificar sin pérdida de generalidad | ploudu
con [pu dp.

integrable y

2.3. Propiedades de la integral de Bochner

Una vez definida la integral de Bochner estudiemos algunas de sus propiedades. En el
siguiente resultado, cuya demostracion se puede encontrar en [Leoni, 2017], se muestra una

relacion entre la integral de Lebesgue de una funcién y la integral de Bochner.

Teorema 2.9. [Leoni, 2017, Theorem 8.9, pag 209] Sea (X, X, u) un espacio de medida,
sea (Y, ||-]]) un espacio de Banach. Una funcion fuertemente medible w : X — Y es Bochner

integrable si y sdlo si ||u|| es Lebesque integrable sobre X . Ademds, siu: X — Y es Bochner
H/ " duH < [l
E E

A continuacién enunciaremos tres teoremas que nos pueden ser bastante ttiles para el

integrable, entonces

para todo E € X.

desarrollo de la teoria de esta integral.

Teorema 2.10 (Lema de Fatou). Sea (X,X,u) un espacio de medida, sea (Y,|||) un
espacio de Banach. Seauy, : X =Y, n € Nyu: X =Y fuertemente medible y suponemos

que up () — u(z) cuando n — 0o y para casi todo x € X . Si

sup / luall dp < o,
neNJ X

entonces u es Bochner integrable y

/ lull du < lm o / el dpe.
X n—oo X
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Demostracion 2.11. Definamos, para todo k € N,

= inf .
Uk lllzlkllulll

/ o] du < / g |
X X

Por lo tanto, como cada vy, es medible y 0 < vy < vy < ..., y v — liminfy ||ug||, por el

Como |vg| < [Jugll,

teorema de convergencia mondtona, se tiene que

/vk d,u—)/ <h’minf||uk||>,

X X k

/ (h’minf”ukH) < h'minf/ |||l dpe.
X k ko Jx

Teorema 2.12 (Teorema de convergencia dominada de Lebesgue). [Leoni, 2017, Theorem

de lo que se deduce que

8.10, pag 210] Sea (X, X, 1) un espacio de medida, sea (Y, ||||) un espacio de Banach. Sea
Up: X =Y, neNyu: X =Y fuertemente medible y suponemos que ||un(z)| < v(x),
para todon € N y casi todo v € X, para alguna funcion Lebesgue integrable v : X — [0, 00),
y que up(x) — u(z) cuando n — oo y para casi todo x € X.

Entonces u es Bochner integrable y

Jin [ =l du=o.

En particular,

La demostracion de este altimo teorema puede verse en [Leoni, 2017].

Teorema 2.13 (de Egoroff). Sea (X, X, ) un espacio de medida con p finita, sea (Y, ||])
un espacio de Banach, y sean u,u, : X — Y,n € N funciones fuertemente medibles tales
que

I {|uy () — u(z)|| =0

n—oo
para cast todo x € X.
Entonces para cada € > 0 existe un conjunto medible E € X, con u(X \ E) < ¢, tal que

lim sup ||un(z) — u(z)|| = 0.
n—oo zeE
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Demostracion 2.14. Sin pérdida de generalidad, supondremos que la convergencia se
produce en todo el espacio. En caso contrario, redefinimos X como X \ E, siendo E el
conjunto de medida nula en el cual no tenemos asequrada la convergencia.

Denotemos ahora por

[e.o]

By,= () {zeX/ |u(z) —w(x)| <e},.

k=n+1
Se tendrd que los conjuntos By, son medibles y, ademds, B, C By si n < k. Como
limy, o0 un (z) = u(x) en X, tendremos que X = J,- | By. Por tanto, por la o-aditividad

de la medida 1, se tiene que
((X) =p(ByrU (B2 \ B1)U(B3\ Ba)U...)
=u(B1) + p(B2 \ B1) + u(Bs \ Ba) + ...
=u(B1) + u(B2) — p(Br) + u(Bs) — u(B2) + ...
= 235, M(Bn)
es decir:
lim pu(X — B,) =0,

n—o0

y, por tanto, para un kg suficientemente grande, (X — By) <n, k > hg, siendo n cualquier
numero positivo dado con anterioridad.
Por tanto, existe, para cualquier nidmero entero positivo k, un conjunto Cy C X tal que

w(Cy) < e/2F y un indice Ny, tales que
|u(x) — un(2)|| < 1/2F, para n > Ny, y para x € X \ Cy.
Fijemos E = X \ Uz~ Ck. Entonces,

WX \E) <> pu(Cr) <> g/2h =g,
k=1 k=1

ademds la sucesion uy(x) converge uniformemente en E.

Finalmente, podemos enunciar un ultimo teorema de este capitulo en el que ya se em-
pieza a hablar de operadores lineales. El manejo de este tipo de operadores va a ser esencial
en el siguiente capitulo, asi como pudimos verles utilidad en el apartado de “Distribucio-
nes”. En este resultado probaremos que la integral de Bochner conmuta con los elementos
de Y.

Teorema 2.15. [Leoni, 2017, Theorem 8.13, pag 211] Sea (X, X, u) un espacio de medida,
sea (Y, ||||) un espacio de Banach. Sea w: X — 'Y Bochner integrable. Entonces para todo

TeY’,
T</Xudu>:/XT(u)du.
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De nuevo, podemos encontrar la demostracion de este resultado en [Leoni, 2017].

2.4. Espacios L? revisitados

Como ya se explicod en la seccion de espacios LP, en este trabajo usaremos espacios LP

con valores en un espacio de Banach, los cuales se definen a continuacion:

Definiciéon 2.16. Sea (X, X, 1) un espacio de medida, (Y, || - ||) un espacio de Banach, y

sea 1 < p < co. Entonces
LP(X;Y) :={u: X = Y/ u es fuertemente medible (Ver v llullze(xvy < o0},

donde

1

P
lull ey = ( / Hqu> .
X

L>(X;Y) :=={u: X =Y/ ues fuertemente medible y ||ul 1 (x;y) < oo},

Si p = oo, entonces

donde
|l oo (x;y) = Inf{t > 0/ [|[u(z)|| <t para casi todo z € X},

que a menudo se denota por esssup,cx ||ul|, que extrapola la nocién de supremo para la

teoria de la medida, pudiendo exceptuar de dicho supremo conjuntos de medida nula.
Teorema 2.17. Sea (X, %, u) un espacio de medida y (Y, | - ||) un espacio de Banach.

(i) LP(X;Y) es un espacio de Banach para 1 < p < oo,

(i) La familia de todas las funciones simples Bochner integrables (ver seccio’n@ es densa

en LP(X;Y) para 1 < p < oo;

(11i) St X es un espacio métrico separable (ver definicion , b una medida de Ra-
don ([Leoni, 2017, Definition B.106 y Definition B.107, pig 676]) o-finita, e Y es
separable, entonces LP(X;Y) es separable para 1 < p < 0.

Uno de los resultados méas importantes de esta secciéon es el Teorema de representacion

de Riesz, pero para llegar hasta él todavia tenemos que definir un concepto a mayores.

Definiciéon 2.18. Sea (X, X, ;) un espacio de medida, (Y, || - ||) un espacio de Banach,

y sea 1 < p < co. Entonces el espacio LL,(X;Y”) es el espacio de todas las clases de
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equivalencia de funciones débil estrella medibles (ver proposicion [1.24]) v : X — Y tales
que |ju]ly € LP(X;R). El espacio L%, (X;Y”) esta dotado de la norma

1

P

lollzgrn = ( [ Il a)
X

HuHngo(X;y/) = esssup,cx ||ullyr, para p = 0.

paral < p < oo,y

Teorema 2.19 (Teorema de representacion de Riesz en LP). [Leoni, 2017, Theorem 8.17,
pdg 2135/
Sea (X, %, u) un espacio de medida con p finita, Y un espacio de Banach, 1 < p < 00

y q su exponente conjugado (q = p%l).
(1) Supongamos que Y es separable. Si T € (LP(X;Y)), entonces existe un tinico v €
LL(X;Y") tal que
T(w) = [ (o) do
X

para todo u € Liy,(X;Y"). Ademds, la norma de T coincide con ||[v||pa(x.y+y. Por otra

parte, todo funcional de la forma anterior es lineal y acotado en LP(X;Y).

(i1) Supongamos que Y es reflexivo. Entonces para T € (LP(X;Y)) existe un dnico
v e LUX;Y') tal que

T(u) = /X (v,u)yry dp

para todo u € LP(X;Y). Ademds, la norma de T' coincide con ||v||pa(x;y+). Por otra

parte, todo funcional de la forma anterior es lineal y acotado en LP(X;Y).

Finalmente presentamos un resultado que caracteriza la reflexividad de los espacios LP

con valores en un Banach.

Corolario 2.20. [Leoni, 2017, Corollary 8.18, pag 213] Sea (X, %, p) un espacio de medida
con | finita, sea Y un espacio de Banach reflexivo (ver seccion , yseal <p<oo.
Entonces LP(X;Y) es reflexivo.




Capitulo 3
Los espacios de Sobolev-Bochner

Ahora que ya tenemos definidos los espacios de Sobolev y la integral de Bochner, asi
como otros resultados previos y propiedades interesantes, tenemos todo lo necesario para
definir los espacios de Sobolev-Bochner. La diferencia de estos espacios respecto a los de
Sobolev es el hecho de considerar funciones con valores en un espacio de Banach, sobre el
cual no podremos usar la integral de Lebesgue, mas precisamente por tal razén se definid
y se usard la integral de Bochner. Tal y como ya hicimos con el capitulo de la integral de

Bochner, en este capitulo también seré el [Leoni, 2017] nuestra fuente principal.

3.1. Derivadas débiles

En esta secciéon consideraremos que estamos ante espacios de medida con medida de

Lebesgue, la cual denotaremos por m.

Definicién 3.1. Sea (X, ¥, m) un espacio de medida, con X un espacio vectorial topolo-
gico, m : ¥ — [0, 00] una medida, Y un espacio de Banach y 1 < p < oco. Una funcion
medible u : X — [—00,00] se dice que pertenece a L} (X;Y) si uw € LP(K;Y') para todo
P (X;Y) se dice convergente a u € LT (X;Y)

compacto K C X. Una sucesion {u,} en L loc

si up, — u en LP(K;Y) para todo compacto K C X.

Definiciéon 3.2. Dado un conjunto abierto Q C R, un espacio de Banach Y, n € N |

y 1 < p < oo, diremos que una funcion v € L, (9;Y) admite una derivada débil o

distribucional de orden n en LP(Q2;Y) si existe una funcion v € LP(€;Y) tal que

/ up™ dm = (—1)"/ vp dm
Q Q

para toda funcion test ¢ € C2°(€2). La funcion v se denota u(™.

23
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A pesar de que la anterior definicion habla de derivadas en LP(€2;Y"), se puede también

extender a funciones de L (9;Y).

Definiciéon 3.3. Dado un conjunto abierto Q C R, un espacio de Banach Y, n € N |
y 1 < p < o0, diremos que una funciéon u € L}OC(Q;Y) admite una derivada débil o

distribucional de orden n en L} (€2;Y) si existe una funcion v € L] (€2;Y) tal que

loc

/ up™ dm = (—1)”/ v dm
Q Q

para toda funcion test ¢ € C2°(€2). La funcion v se denota u(™.

Notemos que estas integrales estan bien definidas. Para comprobarlo debemos verificar
que los integrandos son fuertemente medibles y que en norma las funciones son integrables.
En efecto, al ser u fuertemente medible y ¢ de clase infinito con soporte compacto, es claro
que son fuertemente medibles. Por otra parte, si denotamos por K el soporte compacto de
¢, se tendra que u € L'(K; B), en particular, la funciéon t € K — ||o(t)u(t)| 5 es integrable

al ser ¢ una funcién acotada en K.

Observacion 3.4. Sea ) C R un conjunto abierto, Y un espacio de Banach, yseau: Q) — Y
una funcién localmente Bochner integrable. Si Y < Z, donde Z es otro espacio de Banach,
con embebimiento i : Y — Z, y si la funcién iowu : Q — Z admite admite derivada débil de

P
orden n en L.

i(/ﬂtp(")u dm) _/Q<p<”>(z'ou) dm—(—l)”/g<p(iou)(”) dm.

Ademaés, como accedimos a identificar fQ <p(")u dm con 1 ( fQ go(”)u dm), podremos escribir,

(Q; Z), entonces, tal y como ocurria en la observacion tendremos que

abusando de la notacion,

/ o™y dm = (—1)"/ ou™ dm.
Q

Q

Lema 3.5. Sea 2 C R un conjunto abierto, ¥ wun espacio de Banach, n € N, y u €
L (Q;Y) tal que su derivada débil u™ de orden n eviste en L} .(Q;Y). Entonces la

loc

derivada u™ es inica.

3.2. Los espacios W™P(Q;Y)

Definimos ahora los espacios de Sobolev para funciones con valores en un espacio de

Banach, a los cuales nos referiremos como espacios de Sobolev-Bochner.
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Definiciéon 3.6. Sean €2 C R un conjunto abierto, Y un espacio de Banach, m € N,
y 1 < p < oco. Entonces el espacio de Sobolev WP (€;Y) es el espacio de todas las
funciones u € LP(Q;Y) que admiten derivadas débiles de orden n en LP(€;Y") para todo

n=1,---,m. El espacio W™P(§;Y) esta dotado de la norma
m
[ullwme@yy = lull ey + D 16 @y
n=1

El espacio W,:P(€;Y) se define como el espacio de todas las funciones u € Lj |
P

loc

(€sY)
que admiten derivadas débiles de orden n en LY (;Y) paracadan=1,---,m.

Como podemos observar, esta definicion es idéntica a la de espacios de Sobolev que
ddbamos en la definicién con la salvedad de que, en lugar de considerar RM como

espacio de valores de las funciones, esta vez usamos un espacio de Banach Y arbitrario.

3.3. Propiedades de los espacios W"P();Y) y AC(I;Y)

Pasemos ahora a estudiar algunas de las propiedades mas importantes de los espacios
definidos anteriormente. También es interesante estudiar la relacién entre las funciones de

ambos espacios.

Lema 3.7. Sean Q C R un conjunto abierto, Y un espacio de Banach, m e N, y1 <p <
0o. Entonces el espacio de Sobolev W™P(Q;Y) es de Banach.

Demostracion 3.8. Para probar que W™P(Q;Y) es un espacio de Banach habrd que
probar que es un espacto normado completo, es decir, que con la norma que tiene, toda
sucesion de Cauchy en W™P(Q;Y) tiene limite en W™P(Q;Y).

Sea (un) una sucesion de Cauchy en W™P. Entonces {D®u, }pen es una sucesion de
Cauchy en LP(2;Y) para 0 < a < m. Ya que LP(;Y) es completo, existen funciones u
Y U, 0 < a < m tales que u, — u y D(a)un — uq en LP(Q;Y) cuando n — oo. Como
LP(Q;Y) C LP (Q;Y), uy, determina una distribucion T, € D'(Q). Para cada ¢ € D(Q),

loc

T (9) = Tulp)P < /Q [lun(z) —w(@)|lp(@)[]” du < [lellpllun —ullp

por la desigualdad de Hélder. Ast, nos queda que Ty, (@) — T, () para cualquier ¢ € D()
cuando n — oo. De forma andloga, Tpa),, (v) — Tu,(¢) para cada ¢ € D(Q). Entonces

se tiene:
T (p) = 1 Tpay,, (#) = lim (=1)*T,, (D' (p)) = (=1)*T,(D') ()

para toda p € D(Q). Asi, se concluye que uq = D@y, en el sentido distribucional en Q, para
todo 0 < k < m, de donde w € W™P(Q;Y). Finalmente, como limy,_o ||tn, — ||mp = 0,

el espacio W™P(Q;Y) es completo.
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Lema 3.9. Dado Q2 C R un conjunto abierto, Y un espacio de Hilbert ym € N, H™(;Y) :=

Wm2(Q;Y) es un espacio de Hilbert con el producto interior

<U7U>Hm(Q;Y) = (u, U>L2(Q;Y) + Z<u(n)vv(n)>L2(Q;Y)-

n=1

Definicién 3.10. Sean I C R es un intervalo e (Y, d) un espacio métrico. Se dird que una

funciéon v : I — Y es absolutamente continua sobre [ si para todo € > 0 existe un 6 > 0

tal que
n
> d(u(b), ula:) < e
i=1
para cada coleccion finita de intervalos disjuntos (a;,b;), i = 1,...,n, con [a;,b;)] C Iy
n
Z (bz — ai) S 0.
i=1

El espacio de todas las funciones absolutamente continuas u : I — Y se denota por
AC(L;Y).

Aunque es posible identificar, por un resultado clasico, el espacio Wh(Q;RY) y el
espacio de las funciones continuas AC(€;RY), en el caso de tener funciones con valores
en un espacio de Banach s6lo serd posible realizar tal identificaciéon si el espacio de Ba-

nach considerado es reflexivo, mientras que, de no serlo, solamente se tendria la inclusién
whi(Q; B) c AC(Q; B).

Definicién 3.11. Si I C R es un intervalo e (Y,d) un espacio métrico, se dird que una
funciéon u : I — Y es localmente absolutamente continua si es absolutamente continua

para todo intervalo [a,b] C I.

Teorema 3.12. Sea I C R un intervalo abierto, (Y,|| -||) un espacio de Banach, y sea
u € L}, (I;Y). Entonces u tiene derivada débil v' € L}, (I;Y) si y sdlo si existe una

representacion i de u y una funcion v € Li, (I;Y) tal que

T

u(x) = u(zo) +/ v(s) ds

o
para todos x,xy € I. Ademds, u es fuertemente diferenciable para casi todo x € I, su

derivada débil coincide con v, y u es localmente absolutamente continua.
Para poder demostrar el teorema necesitamos los siguientes resultados:

Lema 3.13. Sea I C R un intervalo abierto, (Y, ||-||) un espacio de Banach, y seauw : I —Y
una funcion localmente integrable cuya derivada débil es cero. Entonces u es equivalente a

una funcion constante.
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Demostracion 3.14. Podemos estructurar la demostracion en dos pasos:

1. La demostracion se simplifica en el caso de que uw € L*(I;Y) y I = (a,b), por lo que

empezamos con ese caso. Por hipdtesis, se tiene que

b
/ugp’dm:()
a

para toda p € C*([a,b];Y) con ¢(a) = p(b) = 0. Por otra parte, tenemos:

b
/ uw dm =0

para toda w € C([a,b];Y) con fabw dm = 0. Para comprobar esto 4ltimo, fijemos

cualquier w y definamos la funcion
x
o(x) ::/ w(t) dt, z € I.
a

Como ¢(a) =0 y ¢(b) = fab w(t) dt =0, ¢ puede es una funcion test adecuada.

Ahora, sea w € C([a,b];Y). Tomando w — ﬁ fabw dt, se tiene que

b 1 b
/u(w— /wdt> dm =0,
a b—a a

y que podemos reescribir como

b 1 b
/w(u— udt> dm = 0.
a b—a a

Como la afirmacion es cierta para toda w € C([a,b];Y'), tomando la funcion caracte-

ristica de un conjunto medible E C I como w,

b 1 b
/ XE <u— / udt) dm = 0.
a b—a a

1 b
u(x)—b_a/ udt=0

Esto implica que

para casi todo x € 1.

2. En el caso general, sea (ay,by) una sucesion creciente de intervalos abiertos tales que

[anabn] C (an+1abn+l) Yy

I'={ (an,bn).

n=1
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Entonces para cada n,

/ up’ dm =0
(an,bn)

para toda ¢ € Cl((an,byn);Y). Por tanto por el paso anterior, existe un ¢, € R tal que
u(zx) = ¢y, para casi todo x € (an,by). Pero, como [an,by] C (an+1,bnt1), se sigue

que ¢ = Cpy1 para todo n.

Teorema 3.15. [Leoni, 2017, Theorem 8.19, pdg 213/
Sea I C R un intervalo abierto, (Y, || - ||) un espacio de Banach, y sea v € Li. (I;Y).

loc

Entonces para cast todo x € 1,

T+r
lfm / o(t) = v(@)| dt = 0.

Una vez vistos los resultados preliminares anteriores anteriores ya estamos en disposi-
cion de demostrar el teorema [3.12)

Demostracion 3.16 (del Teorema . Supongamos que u(x) = u(zo) + f;ﬂ v(s) ds,
entonces

il il x+h
(+h})b ():;l/z v(s) ds — v()

cuando h — 0 c.p.t. © € I por el teorema anterior. Entonces se tiene que u es fuertemen-

te diferenciable para casi todo x € I con derivada fuerte v. Probemos que v es también

derivada débil de @. Dada ¢ € CL(I), sea (a,b) C I tal que supp ¢ C (a,b). Sea

x € (a,b)

_ { v,
(®): {0, x ¢ (a,b)

Entonces w € L'(R;Y). Por un razonamiento andlogo,

1 x+h
h/ w(s) ds —w € L'(R;Y)

cuando h — 0T,

Por otra parte, para x € supp @ y h pequeno,

a(z+h) —a(z) 1 [*Th 1 [eth
; = h/x v(s) ds = h/x w(s) ds.

Ahora, considerando 0 < h < dist(supp ¢, I\ {a,b}), tendremos que

b () — oz — b
/a Plz) :( h)u(a:) dm = ilz/a p(z)(a(z) - u(z +h)) dm.

Como

/ P T CRR D i~
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/ab o(z) (fll /zx+h w(s) ds — w(:v)) dm” <
1

el [ [ o) as - wie)

por una de las afirmaciones previas, se sigue que, por el teorema de convergencia dominada

dm — 0

de Lebesgue,

b z) —o(x —
/Igol(x)u(:c) dm :/a ¢ (x)u(z) dm = hli'gl+ ) #(z) ;f( y)ﬂ(az) dm =

b a(z + h) — a(x)
— 1
hig)lJr a o) h

dmz—L%@wwdm

lo cual prueba que v es la derivada débil de wu.
Reciprocamente, supongamos que v es la derivada débil de u y definamos w(z) = u(xo)+
f;o v(s) ds. Entonces por la primera parte de la demostracion, v es la derivada débil de w.

Por tanto, para todo ¢ € CL(I),

/@ww@wmz—/memdm=1f¢@m@wm

I a a

y, por tanto,

[ @)@ - wia) dm =0

I
para toda o € CL(I). Se sigue del lema que u—w es constante. Como u(xg)—w(zg) = 0,

se sigue que U = w.

Los siguientes teoremas nos ayudan a caracterizar los elementos de los espacios W1P(£;Y)
y W™P(Q;Y).

Teorema 3.17. Sea I C R un intervalo abierto acotado, Y un espacio de Banach reflexivo,
y sea 1 < p < oo. Entonces, u € WYP(I;Y) si y solo si admite un representante @ €
AC(I;Y) que es diferenciable en casi todo x € I y tal que i y su derivada cldsica @’
pertenecen a LP(I;Y).

Demostracion 3.18. Demostremos cada implicacion por separado:

= Puesto que I es acotado e Y es un espacio de Banach reflexivo, WYP(I;Y) C
WL Y) = AC(I;Y). Por lo tanto, dado un elemento v € WYP(I;Y), se tendrd
que admite un representante u € AC(I;Y). En particular, U serd diferenciable en casi
todo punto y su derivada coincidird con la derivada en el sentido de las distribuciones

de u que, recordemos que estd en LP(I;Y). Por lo tanto, w' € LP(I;Y).
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< Por un lado, gracias a la acotacion de I, AC(I;Y) C LP(I;Y), con lo cual, U €
LP(1;Y). Ademds, como Y es un espacio de Banach reflezivo, la derivada de @ coin-
citdird con la derivada en el sentido de las distribuciones de u en casi todo punto.
Finalmente, como @ € LP(I;Y), se tiene que la derivada en el sentido de las distri-
buciones de u estd en LP(I;Y), de donde, u € WHP(I;Y).

Teorema 3.19. Sea I C R un intervalo abierto acotado, Y un espacio de Banach reflexivo,
y sea 1 < p < oo. La funcion u : I —'Y pertenece a W™P(I;Y) si y sdlo si admite una
representacion absolutamente continua w : I — 'Y que es diferenciable en casi todo x € I y

tal que u y sus derivadas cldsicas @™ pertenecen a LP(1;Y) para todon =1,--- ;m.

Demostracion 3.20. Es esencialmente similar a la anterior. Demostremos cada implica-

cion por separado:

= Por una parte, es obvio que W™P(I;Y) C WYP(I;Y), pues tanto u como sus deriva-
das distribucionales de ordenn =1,--- ,m estin en LP(I;Y'). Por otra parte, puesto
que I es acotado e Y es un espacio de Banach reflexivo, WP(I;Y) c WHI(I;Y) =
AC(I;Y), por lo que se deduce:

W™P(LY) c WH(TLY) c WHY(LY) = AC(T;Y).

Por lo tanto, dado un elemento w € W™P(I;Y), se tendrd que admite un repre-
sentante w € AC(I;Y). En particular, U serd diferenciable en casi todo punto y sus
derivadas coincidird con las derivadas en el sentido de las distribuciones de u que,
recordemos que estin en LP(I;Y). Por lo tanto, u™ € LP(I;Y), Y¥n=1,---m.

< Por un lado, gracias a la acotacion de I, AC(I;Y) C LP(I;Y), con lo cual, u €
LP(1;Y). Ademds, como Y es un espacio de Banach reflexivo, las derivadas de u
coincidirdn con las derivadas en el sentido de las distribuciones de w en casi todo
punto. Finalmente, como u™ € LP(I;Y), Vn =1,---m, se tiene que las derivadas
en el sentido de las distribuciones de w estan en LP(1;Y"), de donde, u € W™P(I;Y).

3.4. Triples de evolucién y compacidad

A continuacion abordaremos los triples de evolucion. Sea entonces (Y, || - ||y) un espacio
de Banach embebido en un espacio de Hilbert (H, (-, ) ). Supongamos que Y es denso en

H. Podemos afirmar que

H <Y’
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Para probar esto, dado h € H, consideremos el funcional lineal T}, : Y — R definido
por T (y) := (h,y)u, y € Y. Entonces

T = [(hyy) | < (IRl allyller < cllkllalyly-

Por tanto, T}, € Y, con ||Th|ly’ < c||h|/m. Notese que (h,y)g = (Th,y)y’y para todo
y € Y. La aplicacion h € H + T} es lineal y continua. También es inyectiva, pues si
Ty, = 0, entonces (h,y)y = 0 para todo y € Y y por tanto, por la densidad de Y en H, se
tiene que h = 0. La afirmacion H' < Y se sigue por identificar h con T}. En particular,
podemos reescribir (h,y)g = (Th,y)y’,y como (h,y)g = (h,y)y’y para todo h € H e
yevy.

Definicién 3.21. Decimos que un triple de evolucion es una identificacién de H con
su dual tal que
Y > H2H <Y

Observacion 3.22. Si h € Y — H, entonces podemos identificar h con T} y por tanto en
Y’ la norma de h es
[Tullyr = sup [(h,y)ul < cllblla < [|h]ly

yeY'\{0}
lylly <1

En particular, si Y = HY(Q) := WH2(Q) y H = L?(), entonces dada u € H'(f),

tendremos que u se puede identificar con T, € (H'(£2))’, donde

Ty = sup{ [ dm\:yeH%m\{O}, ||y||H1<ms1}

IA

lull 2y < llullar @),

siempre que u no sea constante en cada componente conexa de ().

Lema 3.23. Sea I C R un intervalo abierto, sea un espacio de Hilbert (H,(-,-)g), y sean
u,v € CY(I; H). Entonces la funcion

es de clase C(I) y
g'(@) = (W (), v(2))m + (u(@),v'(z))u.

Demostracion 3.24. Sea x € I y h # 0 pequeno. Entonces usando la bilinealidad del

producto interior,

gle+h) —g(h) _ (u+h),v(@+h)s — (u@),v()n

h h
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(u(z+ h) —u(z) +u(@),v(z+ h)g — (u(x),v(@))

h
_ (u(m—i—hf)b—u(x)’v(x_i_h))H_i_ (u(a:)’v(x—l—h})L—v(x))H.

Haciendo h — 0 y usando la continuidad del producto interior se tiene el resultado deseado.

El siguiente teorema fortalece el [3.12]

Teorema 3.25. [Leoni, 2017, Theorem 8.60, pig 233] Sea I C R un intervalo abierto y
acotado, sea (Y, ||-|ly) un espacio de Banach embebido en un espacio de Hilbert (H, (-,-) ),
con'Y denso en H, y sea 1 < p < oco. Si u € LP(I;Y) tiene una derivada débil u' €

LP(I;Y"), entonces u tiene una representacion continua @ € C(I; H) con

ltllecr.my < clllulle vy + 'l Lo ;)

para alguna constante ¢ > 0 independiente de u. Ademds, la funcion x € I ~ |ju(x)||% es

absolutamente continua, con

para cast todo x € 1.

La demostracion excede los limites de este trabajo, por lo que si es de interés para el
lector se puede encontrar en [Leoni, 2017], en la pagina 234.
Concluimos esta seccién con un teorema importante sobre compacidad, previos resul-

tados que seran ttiles para su demostracion.

Corolario 3.26. [Leoni, 2017, Corollary 8.26, pag 217] Sea I C R un intervalo abierto y
acotado, sean (Yo, ||-|lvy), (Y1, |- llvy) v (Ya, | |lv,) espacios de Banach con Yy — Y1 — Ya.
Supongamos que el embebimiento Yy < Y1 es compacto. Sea 1 < p < oo y seald C LP(I;Y))
un conjunto acotado tal que ||t (u) — u|l po(n.y,) — 0 cuando h — 0F uniformemente para
u €U, donde T, (u)(x) := u(x+h) e " ;== {x € I/ x+h € I}. EntoncesU es relativamente
compacto en LP(I;Y7).

La demostracion del corolario se puede encontrar en [Leoni, 2017], a continuacion de

su enunciado.

Definiciéon 3.27. Sea 2 C R abierto e Y7,Y5 dos espacios de Banach. Se define como
WhPiP2 () Y1, Ys) el espacio de todas las funciones u € LP1(;Y7) cuya derivada distribu-

cional u’ pertenece a LP2(Q;Y53). Este espacio estd dotado de la norma

ullwrorme (v7,vs) 7= 1l Loy @uvn) + 141 o2 (0:v2)-
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Proposicién 3.28. El espacio (W'P1P2(Q:Y1,Ys), || - HW1»P11P2(Q;Y1,Y2)) es un espacio de

Banach.

Demostracién 3.29. En efecto, sea {un bneny C WHP1P2(Q: Y1, Ys) una sucesion de Cauchy,
en particular, {up}tnen y la sucesion de derivadas en el sentido de las distribuciones
{u}, }nen serdn sucesiones de Cauchy en, respectivamente, LP*(Q;Y1) y LP2(Q;Y3). Por

la completitud de dichos espacios se tendrd que
up, — u € LPY(Q; Y1),

u, — w € LP*(Q;Ys),

por lo tanto, si logramos demostrar que u' = w habremos terminado. Ahora biem, puesto
que en particular u, — u en D'(Q;Y1) C D'(Q;Y2), y la derivada es un operador continuo
en las distribuciones, se tendrd que u,, — u' en D'(Q;Ys). Por 4ltimo, puesto que ul, — w
en D'(Q2;Ys), se deduce gracias a la unicidad del limite que w = v, tal y como queriamos

demostrar.

Definicién 3.30. Dadas dos funciones medibles ¢ : RN — Cy 1 : RN — C, la convolucion
de ¢ y ¢ es la funcién ¢ * ¢ dada por

@+ 0)la) = [ ola—9)i) dy

para todo = € R para el que el el lado derecho de la igualdad esta bien definido.

Tras los resultados previos podemos enunciar y demostrar el teorema més importante

de esta seccion.

Teorema 3.31 (Aubin-Lions-Simon). Sea I C R un intervalo abierto y acotado, sean
(Yo, || - Ive)s (Yo, - IIvy) e (Yo, || - |lva) espacios de Banach con Yy — Y1 — Ya. Supon-
gamos que el embebimiento Yo — Y1 es compacto. Sea 1 < p < 00, 1 < q < 00, ¥y sea
WLPA(I;Yy,Ys) el espacio definido anteriormente. El embebimiento WL1P4(I; Yy, Ys) <
LP(I; Y1) es compacto.

Demostracién 3.32. Sea {u,}, una sucesion acotada en WLHP4(I;Yy,Ys). Usando los

hechos de que ¢ > 1, I es acotado, y
ully == HUHLP(I;YO) + HUIHL‘Z(I;Yg)a
por la desiqualdad de Holder obtenemos que

{un}n estd acotada en LP(I;Yy),
{ul},, estd acotada en L*(I;Y3).
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En wirtud del corolario anterior serd suficiente probar que |[Tn(un) — unllro(rny,) — 0
cuando h — 0% uniformemente para n € N. Como u,, € WH(I;Y3), por el teorema
para cada 0 < h < I(I) yx € I",

z+h
Un(x + h) —up(x) = / ul,(s) ds.

Por tanto,
z+h
78 (un)(2) — u()]lys S/ [ur(5)ly, ds.

St q > p, elevando ambos lados a p y usando la desigualdad de Hélder se tiene que

x+h
(1) &) = (@), <2 [ (o)l s

x

Ahora, integrando con respecto a x sobre I" y usando el teorema de Fubini se sique que

sup

z+h
[ @) = u@, am <=t [l 1, ds dm < [ @)1, ds

nf I+h

y por tanto se tiene que
/ i (un)(@) = (@) dm < M#,
I

siendo M := sup,, |[up, || Lo(1;v, - Esto muestra que ||Th(un) —unll po(rn,y,) — 0 cuando b — 0F

uniformemente para n € N y completa la demostracion del caso q > p.

Ahora supongamos que q < p. Se tendrd que:

[un(t + ) — un(t)| 5, S/ [uy, ()], dm(s),
[t,t+h]

de donde:

[un(t + h) = un(t)l B, < /RX[t,t+h]<s)><[a,b](S)HU’n(S)IIBQ dm(s) =

= [ xenoit = (@) (s, dm).
Esto es, por la definicion de convolucion de dos funciones,
[un(t +h) = un(t)][B, < (@ *¢)(1),

donde:
©(t) = X[—n,0)(t) € LP(R),
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»(t) = Xja ()l (|5, € L'(R).

Gracias al teorema de Tonelli y a [Leoni, 2017, Corollary B.83, pdg 670] (Desigualdad

de Minkowski para las integrales) se tiene que:

o %l oam = H [ o= oyits) dm)

oy < 1= 0y dmis) =

- /R Vel = 5)lgeqrny dm(s) < 17 [ (5) 1, di(s),

a,b

de donde se sigue que:
}lf_% |75 (un) — Un||Lp(1h;Bz) =0,

uniformemente para todo n € N.






Capitulo 4
Aplicaciones a las EDP

En este capitulo describiremos brevemente una de las posibles aplicaciones que tienen
los espacios ya estudiados. Abordaremos entonces el estudio de los problemas de evolucion,
es decir, donde interviene el tiempo. El objetivo de este capitulo es dar una formulacién
matemaéatica precisa de problemas parabélicos del tipo de la ecuacién de calor, introducir
las nociones esenciales sobre su aproximaciéon, y, por ultimo, estudiar unas simulaciones
para comprobar que la aproximacion numérica de la solucién del problema converge a la
solucion del problema continuo. En esta seccion el libro [Raviart and Thomas, 1983| sera

nuestra fuente principal.

4.1. La ecuacion del calor. Motivacion general de solucion.

Se introducira en el ejemplo modelo de la ecuacién de calor una formulacién débil de
los problemas parabolicos lineales.
Sea €2 un abierto acotado de R™ de frontera I' suficientemente regular. Consideramos
para T > 0
Yr=Tx(0,T),

y consideramos el siguiente problema: Dadas dos funciones ug : @ - R, f: Qx(0,7) — R,
se trata de encontrar otra funcion u : (z,t) € Q x (0,T) — u(x,t) € R que sea soluciéon de

las ecuaciones:

@—Au:f, en Q2 x (0,7), (4.1)

ot
u =0, sobre 90 x (0,T), (4.2)
u(0) = up, en £, (4.3)

37
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donde es la ecuacion del calor, son las condiciones sobre los limites, y son las
condiciones iniciales. Notese que[4.1]y [4.3] describen la evolucion a través del tiempo ¢ de la
temperatura v sobre un medio continuo 2 homogéneo e isotrépico sometido a una fuente
de calor f cuando las constantes fisicas se toman iguales a 1, la temperatura se fija en cero
en el tiempo en el limite I del medio continuo y la temperatura inicial es igual a wyg.

Para profundizar sobre la solucién recordemos que H'(£2) := W12(Q) es un espacio de
Hilbert y se denota por H}(f2) la adherencia de D(£2) sobre H ().

Intentemos ahora formular el problema

(?;; —Au=f,en Q2 x (0,7), (4.4)
u =0, sobre 90 x (0,7, (4.5)
u(0) = up, en €. (4.6)

Supongamos que la soluciéon u es suficientemente regular. Multipliquemos la ecuacién

por una funcién test v € Hg ()

ou
5 (@ )0(x) = Au(z, t)o(x) = f(x, t)o(x)

e integremos sobre ). Notemos que aunque escribamos dx por comodidad, estariamos

refiriéndonos a la integral de Lebesgue. Asi obtenemos

ou
; a(aj,t)v(x) dx — /QAU(:I:,t)U(:L') dr = /Qf(:n,t)v(a:) dzx.

Usando la formula de Green

/ Auvvdzr = /(V-Vu)vd:n = / V- (Vw) dx — / Vu-Vudz
Q Q Q Q
(4.7)
= Vu‘nvd'y—/Vu-Vvdx:—/Vu'Vvdx, Yo € HY(Q),
o9 Q Q
donde, si v € Hy(£2), entonces v),,, = 0, por ser Hy(f2) es la adherencia de D(2) en H' (),

y observando que
ou 0
S (z,t)v(x) doe = 5 /Qu(:n,t)v(x) dz,

se tiene para toda funcion v € HJ(Q) que

% [ ot d:c+;/ ?L(x,t)g;(x) dxz/gf(:v,t)v(x) da.

Notemos que las variables x y t juegan papeles diferentes. Los separaremos de la si-

guiente manera: dada la funcion u : (z,t) € Q x (0,7) — u(zx,t) € R, introducimos para
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todo t € (0,7) la funcion u(t) : © € Q — u(z,t) € R de manera que la funcion u se
pueda identificar con la funcion ¢ — u(t) definida sobre (0,7") con valores en un espacio de
funciones de €2 en R.

Denotemos entonces, para todas ¢, € L%(Q),

(0, ) = /Q o(@)i(z) de,

y para todas ¢, € H'(Q),

Op 0V,
aly, ) = Z / o0x; 8332
De este modo, podemos enunciar a una nueva formulaciéon del problema del calor:

buscar una funcién u : ¢ € [0, T] — u(t) € H}(Q) tal que

,i(U(t), v) + a(u(t),v) = (f(t),v), (4.8)

Vo € HY () g
u(0) = uo, (4.9)

donde, en la derivada % se toma en el sentido de las distribuciones sobre (0, 7).

La formulacion [.8{4.9) del problema del calor sigue siendo imprecisa, al menos con
respecto a la dependencia en ¢ de la funcion ¢ — wu(t). En particular, conviene que esta
funcién sea continua el sentido convencional con el fin de dar un sentido a la condicién

inicial 1.9 que precisaremos en el siguienge epigrafe. Destacamos que la condicién en los
limites 4.2| est4 incluida en el caso que u(t) € H} ().

Hasta ahora no hemos impuesto condiciones sobre los datos ni estudiado a qué espa-
cio pertenece la funcién soluciéon. En efecto, la funciéon ug se considera en L2(Q) y f €
L3([0,T]; L*(©2)). En consecuencia, se puede comprobar que la funcién solucién u serd un
elemento de C([0,T]; L3(Q)) N W22([0, T); HE (Q), H~1(2)), donde H~1(Q) = (HZ(Q))'.

Ahora que ya tenemos algunas condiciones sobre la regularidad de los datos podriamos
plantearnos particularizar la solucién de la ecuaciéon del calor teniéndolas en cuenta. De

esta manera, presentamos dos formas equivalentes de definirla.

Definicién 4.1. Diremos que u € C([0,7]; L3(Q)) N W122([0, T); HA (), H~Y(Q2)), con
u(0) = up es una solucién débil de la ecuacion si:

<du(t),v> —l—/ Vu(t) - Vudz
dt HY(Q.HY Q) /9

(4.10)
- / ft)wdz, Vv € H}(Q), ctpt€[0,T].
Q
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Definicién 4.2. Diremos que u € C([0,7]; L3(Q)) N WL22([0, T]; HA (), H~Y(Q)), con
u(0) = ug es una solucion débil de la ecuacion [4.144.204.3] si:

d

—(u(t),v) 2@y + | Vu(t) Vvdxr

dt /Q (4.11)

= / f(twdz, Yo € HY(Q), en D'(0,T).
Q

Esto es:

_/[O,T}(U(S)’U)LQ(QW/(S) d5+/[O’T]/QVU(t)’Vvdxgp(s) ds

(4.12)
_ /[OT /Qf(t)v de p(s)ds, Yo € HA(Q), Yo € D(0,T).

Proposicién 4.3. Las formulaciones y[{-11] son equivalentes.

Demostracion 4.4. Veamos en primer lugar que si u cumple[{.10, también debe cumplir
7T

Consideremos dos elementos v € HY(Q) y o € D'(I), se tendrd que v = ¢ @ v E| es tal
que ¥ € WHooeo ([0, T); HYH(Q), H-H(Q)) € WH22([0,T); HY(2), H71(2)). Por lo tanto, si

multiplicamos por @ e integramos en [0,T:

d
| (G p(s) ds+ [ falsu(s))s o)y o9(5) ds
o.7) \ dt HY(9),H1(Q) [0,7] o

(4.13)
- /[O ) o () s,
de donde:
du
JARE-ORC st [ {als,u(s)) b5y e
[0,T] HE(Q),H1(Q) [0,77] (4.14)

_ /{0 1 OV 1) ds

Aplicando ahora la formula de integracion por partes llegamos a que:

du dy >
—(s), ds + ,— d
/[O,T} <dt (s) ¢(8)>H1( Q),H-1(Q) ’ /[O,T] <U(S) dt ) H§(Q),H=1() ’ (4.15)

= (u(T), ¥(T))a — (u(0),¥(0))a = 0,

con lo cual:

dy
_/[07T} <u< P )>Hé(9),H1(Q) ds+/[0,T] (als, u(s)), Y (&) mye). m-1(@) ds

(4.16)
— / F(3),605)) s -1 5
[0,T]

e ®v)(t) = p(t)v
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Por la propia estructura de la funcion 1, se tendrd que:
dip
(. 5 ) ~ (u(s), ¥'(s))e (4.17)
Hg(),H-1()

con lo cual:

- /[O,T} (U(8)7U>Q¢I(S) ds + / <a<3’ u(s))vag(Q),Hfl(Q)SO(S) ds

(071 (4.18)
= f(s),v) —1ip(s) ds.
o ) g 100209
Ahora, puesto que la eleccion de ¢ y v fue arbitraria, se sigue que:
d

o (u(t),v)a +{alt, ul), v) ayo),m-1@) = (F(O): V) my@).r-1(0), YV E Hy(2), en D'(Q).
(4.19)

Por otra parte, para ver la otra implicacion basta con ver que:

du _ _

—/{OT] (u(s), v)a¢'(s) ds + — = f —a(-,u) € L*([0,T); H-H()) < LY([0, T): HH(Q),
’ (4.20)

por lo tanto, gracias al teorema tenemos que u € AC([0,T]; H~*(Q)) y, entonces, se
tendrd que se cumple [{.10

4.2. Existencia y unicidad de solucién. Acotacién con respec-

to a los datos.

Como en este momento hemos visto la motivaciéon de la soluciéon y algunas condiciones
sobre las funciones de los datos a la hora de estudiar la regularidad de la solucion podemos
pasar a plantearnos condiciones de existencia, unicidad y acotacién con respecto a los datos.

A continuacién introduciremos una formulacion mas general del problema del calor. En
la formulacion del problema intervienen los espacios H}(Q) y L*(Q), asi como la
forma bilineal a(-, -) definida anteriormente. Denotaremos por (-, -) el producto escalar sobre
L3(9), | - | la norma correspondiente y || - || la norma sobre H}(f2). Aunque a continuacién
describiremos el problema general, mas adelante estudiaremos la ecuacién del calor, que
es un caso particular de la formulacién general. Por lo tanto, ahora podemos formular el
problema general de una manera precisa: puesto que ug € L?(Q) y f € L%([0,T], L?(Q2)),

se trata de encontrar una funcién u tal que

u € L([0,T], H} (Q)) N C([0, T], L*(2)), (4.21)
d

Yo € H&(Q),a

(u(t),v) + a(u(t),v) = (f(t),v),enD'(0,T), (4.22)
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u(0) = ug (4.23)

Notemos que esta formulacién del problema tiene sentido. En primer lugar, como
u € L*([0,T), H}(Q)), las funciones t ~ (u(t),v) y t — a(u(t),v) pertenecen al espa-
cio L*([0,T]) para todo v € H(Q2). De la misma manera, como f es una funciéon de
L%([0,T), L*(Q)), la funcién t — (f(t),v) estd en L?([0,7T]) para todo v € H(Q). En-
tonces resulta que la ecuaciéon tiene sentido en D’(0,T'). Por otra parte, la condicion
inicial tiene sentido en virtud de la continuidad de la funciéon u de [0, 7] en L?().
Para concluir, la condicion [£.21] de regularidad en ¢ impuestas a la soluciéon pueden parecer
bastante arbitrarias, pero veremos en la demostracion del teorema [£.7] que, de hecho, son
naturales.

Para resolver el problema 4.21H4.2214.23] con las dltimas condiciones impuestas sobre
la funcién u, imponemos la hipétesis de coercividad sobre a, es decir, da > 0, A > 0 tales
que

Yo € Q, a(v,v) + Nv> > allv|| (4.24)

Por otra parte, supondremos que:
La inyeccion canonica de HE(Q) en L%(2) es compacta; (4.25)

La forma bilineal a(-,-) es simétrica. (4.26)

Con estas condiciones, empleando [Raviart and Thomas, 1983, Théoréme 6.2.1, pag
137] y |Raviart and Thomas, 1983, Remarque 6.2.2, pag 138|, existird una sucesion cre-
ciente de autovalores —A < A\; < --- < )\; < .-+ — oo y una base de Hilbert ortonormal

sobre L?(€2) de autovectores (w;) tales que
Yo € Q, a(w;,v) = A\i(w;,v). (4.27)
Ademas, la sucesion ()\i_l/ ®w;) forma una base de Hilbert ortonormal del espacio H ().

Lema 4.5. [Raviart and Thomas, 1985, Lemme 7.2.1, piag 157] De suponer que se verifi-
can las hipdtesis 14,20, si u es solucion del problema |.2114.22 serd posible

descomponerla como serie de la forma que sigue:

u(t) =y {(uo, wi)e Nt / t (f(8), w;)e ilt=2) ds} w;. (4.28)
i>1 0

Demostracion 4.6. Sea u solucion del problema [{.21{4.23{4.23 Puesto que u pertenece

a C([0,T]; L3(Q)) vy que (w;) es una base de Hilbert ortonormal sobre L*(S)), tenemos para

todo t € [0,T]

u(t) =Y (u(t), wi)w;.

i>1
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Pero como u(t) € Q casi para todo t, tenemos que
a(u(t),w;) = Ai(u(t),w;),

de lo que se deduce que, sustituyendo w; por v en la expresio’n Y de que a;(t) =
(u(t),w;) es solucion de la ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes

i) + Niai(t) = (£(2),wy), (4.29)
0(2(0) = (’LL(],’U)i),

donde la solucion estd dada por
ai(t) = (ug, w;)e™ +/ (f(s), wi)e™ =) dm(s). (4.30)
[0,¢]

Por tanto, se sigue que la funcion u es la suma de la serie[].28
Un resultado més que interesante para esta seccién es el siguiente teorema.

Teorema 4.7. [Raviart and Thomas, 1983, Théoréeme 7.2.1, pag 158 De suponer que se
verifican las hipdtesis [{.24H4-20H4-26, si u es solucion del problema [{.21H].2%{4.23, serd

unica.
Previamente a la demostraciéon conviene definir la elipticidad de una forma bilineal.

Definicién 4.8. Una forma bilineal a(-,-) se dice H{(2)-eliptica si existe una constante

¢ > 0 tal que para todo v € H} (),
a(v,v) > c|lv||%

Demostracion 4.9 (del teorema . Sdlo queda mostrar la existencia, pues la unicidad
viene de la mano al comprobar que la serie converge para todo uy € L*(Q) y toda
f € L%([0,T],L3(%)), y luego que su suma u(t) es la solucion del problema. La demostracion

se realiza en vartas etapas:

1%) Siempre podemos suponer que la hipdtesis tiene lugar con A = 0, es decir, la
forma bilineal a(-,-) es HE(Q)-eliptica. De hecho, al hacer el cambio de funcion en
u = eMw vemos que el pmblema@-@ es equivalente a la bisqueda de una funcion
w € C([0,T]; L*(Q)) N L2([0, T, H}(2)) solucion de

{ Vo €V, L(w(t),v) + alw(t)v) + Aw(t),v) = (e f(t),v),

o) — o (4.31)
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Encontramos aqui un problema de la misma naturaleza que el problema planteado

pero con a(-,-) reemplazado por a(-,-) + A(+,-). De ahora en adelante supondremos

que se tiene con A = 0.

Construimos una solucion aprozimada del problema. Introducimos el subespacio Vi,
de H&(Q) engendrado por los m primeros autovectores wi, - -+ , Wy, Yy reemplazamos
el problema dado por el problema aproximado siguiente: encontrar una funcion un, :

t € [0, T] = um(t) € Vpy, solucion del sistema diferencial ordinario

(4.32)

Luego al plantear

um(t) =Y ai(t)wi, oi(t) = (um (t), w;),

i=1
verificamos exactamente como en la prueba del lema [4.5 que la funcion «; es la
solucion de la ecuacion diferencial [{.29 De ello se deduce que la solucion de
estd dada por

m

Um/(t) = Z {(U07wi)€_/\it + /Ot (f(s),wi)e A=) dS} w. (4.33)

=1

Dicho de otra forma, u,,(t) no es otra si no la suma parcial de orden m de la serie

725

Procedemos a demostrar que (up,) es una sucesion de Cauchy sobre los espacios
C([0,T], L3(Q)) y L*([0,T], H(Q)). Sean m y p dos enteros tales que p > m > 1.

Como (w;) es una base de Hilbert ortonormal sobre L?(SY), tenemos que

p

t 2y 1/2
up(t) — um(t)| = { Z [(Umwi)e_)‘it +/0 (f(s), wi)e M=) ds] } ,

i=m-+1

de donde
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Usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, llegamos a que

([ (e ds)2 < ([ e as) (e as),

entonces

Por tanto, deducimos que

sup_uy(t) — u <t>|<{ S (o w->2}1/2+{1 > /T(f(s) w;)’ ds}m.
D m = s Wy 2)\1i_m 0 s Wy

t€[0,7] i=m-+1

Ademds, se tiene en virtud de y[{-27 que

aup(t) — um(t), up(t) — um(t)) = Z Ai(up(t) — um(t), w;)?
1=m-+1
p t 2
= i (ug, w; e it 8), w; e Nilt=s) gs ) .
> v (e 4 [ (9w as)

i=m+1

Gracias a la H(Q)-elipticidad de a(-,-) y la desigualdad (a + b)* < 2(a® + b?), se

obtiene
9 & t 2
lup() = um®IP < = 30 A <<u0,wi>2ew+( | e ds) )
ai:m—l—l 0
Como .
1 1
i —2\;t i 2T -
)\Z/o e dt 5 (1 e ) < >
Y

se deduce que

T 1 2 T
/0 l|up(t) — wpm (t)]|* dt < o Z {(uo,wi)2 +T/0 (f (), w;)? dt}. (4.35)

i=m-+1

Ya que

‘UOP = Z (uo,wi)z < +00,
i>1
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T
£ 22 0.7,22()) = Z/o (f(t),w;)?* dt < 400,

i>1
tenemos que
p
lim E (ug, w;)? =0
m,p—r 00 .
=m-+1

p T
lim > /0 (f(t), w;)? dt = 0.

m,p—00
i=m-+1

Luego deducimos de y que

m}zl;fgoo |up — wmlle(o,m,z2(0)) = m’l;;gloo [t = wml| 2 (0,77, 112 (02)) = O-

La sucesion (un,) es, por tanto, una sucesion de Cauchy en L*([0,T], HX(Q)) y en
C([0, 7], L*(%)).

Puesto que los espacios L*([0,T], H (Q)) y C([0, T, L*(2)) son completos, la sucesion
(um,) converge sobre cada uno de los espacios. Como las inyeciones candnicas de
L*([0,T], Hj()) sobre L*([0, T}, L*(2)) y de C([0, T}, L*(2)) sobre L*([0,T7], L*(2))

son continuas, el limite de (uy,) es el mismo sobre ambos espacios. Entonces se tiene:

Uy — u sobre L2([0,T], H3(2)) N C([0,T], L*(Q)) cuando m — oo. (4.36)

Solo queda por comprobar que u es la solucion del problema [.21H4.22{1.23, Sea en-
tonces ¢ € D((0,T)) y sea pu > 1 un entero arbitrario. Deducimos de que para

todo m > u, se tiene que

T T T
Vo eV, —/0 (um(t),v)%(t) dt+/0 ot (), )0 (2) dt—/o (F(t), v)(t) dt,

y, por el argumento del paso a limite gracias a[{.36, obtenemos que

T T T
Yo eV, /0 (u(t),v)%(t) dt+/0 a(u(t),v)(t) dt:/o (f(t),v)(t) dt.

Como Uy>1V), es denso sobre H} (Q2) puesto que (w;) es una base de H (), la relacion
anterior se tiene para todo v € Hol(Q) Esto significa exactamente que la funcion u
verifica la ecuacién en el sentido de las distribuciones sobre (0,T).

Finalmente, de acuerdo con[[.36, tenemos

1, (0) — u(0) sobre L?(9).
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Por otra parte,
m

U (0) = Z (u, w;)w; — ug sobre L(Q).
1=1

De esta manera, u(0) = ug, lo cual termina la demostracion del teorema.

Ahora podemos proceder a enunciar y demostrar un resultado sobre la continuidad con

respecto a los datos.

Teorema 4.10. [Raviart and Thomas, 1983, Théoréeme 7.2-2, pdg 161] Bajo las mismas

hipdtesis que el anterior teorema, la solucion u del problema [4.21H4.22 verifican la
desigualdad

t
[u(®)] < Juole™" + / [F(s)e™ ") ds, 0 <t < T, (4.37)
0
donde M\ es el autovalor mds pequeno de[4.27

Demostracion 4.11. Es una simple aplicacion de la existencia de desarrollo en serie[].28,

Se deduce que

u(®)] < |Z (o, wi)e ] +/ \Z (f(s), w)e M wy| ds.

21 0 i>1
Ahora,
1/2
| > (uo,wi)e i = § Y (ug, wi)?e 2N < Jugle M
i1 i>1
ypara 0 <s <t
1/2

D () we™ D] = § 37 (F(s),wi)e N b < f(s)le M),
i>1 =1

de ahi el resultado.

Senalemos que la regularidad en ¢ de la solucion u del problema [.2TH4:22}{1:23] solo se
obtiene bajo supuestos algo técnicos relacionados con las funciones ug y f. No detallaremos
estas hipoétesis en este trabajo.

Por otra parte, si consideramos el problema
0
8—1; —vAu+ou=f, en Q x (0,7,
vVu -1 =0, sobre 092 x (0,7, (4.38)

u(0) = ug, en ,
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con o > 0, serfa suficiente H'(£2) en lugar de H{ (). En cuanto a su formulacién variacional
no experimenta ningin cambio respecto al problema de partida. Ademés, la condicion de
frontera tipo Neumann homogénea no anade ningtin término adicional.

Como observacién se puede comprobar que al aplicar Green va a aparecer el término
/ vVu-nvdy, ve H(Q).
o0

Por tltimo, cuando antes tomabamos v € H}(2), el término anterior se anulaba ya
que v|,, = 0. Ahora, la condicién de frontera es que v Vu - n = 0 sobre 912, con lo cual, la

integral anterior se anula.

4.3. Resolucion numérica del problema (discretizacion espa-

cial)

Retomemos la situacion general de la secciéon anterior con las correspondientes hipo-
tesis y notaciones. Durante la demostracion del teorema [4.7] elegimos un subespacio Vj,
de H&(Q) de dimensién finita y luego construimos una solucién aproximada wu,, : t €
[0,T] — um(t) € Vi, del problema solucion de un sistema diferencial ordinario.
Generalizaremos este método de aproximacion.

Sea Vj, un subespacio de H}(f2) de dimensién finita I = Ij; consideramos el siguiente
problema aproximado: dado ug j € Vj,, se trata de encontrar una funcion uy, : ¢t € [0,T] —

up(t) € Vi, solucion del sistema diferencial ordinario

Yo € Vi S un(0), )+ alun(0), ) = (0, 0n),

up(0) = ug -

(4.39)

De acuerdo con el Teorema [Raviart and Thomas, 1983, Théoréme 6.2.1] y la Obser-
vacion [Raviart and Thomas, 1983, Remarque 6.2.2] que usamos anteriormente, existe una
sucesion creciente de autovalores —A < Ajj < Agp < --- < Arp, y una base (w;p) de Vj,

ortonormal en L?(2) formada por autovectores w j, verificando

Yoy, € Vi, a(win, vn) = Aip(win, vn).
Por tanto, se tiene lo siguiente:

Teorema 4.12. El problema admite una tnica solucion uy, dada por

1 t
up(t) = {(uﬂ,hawi,h)e_ki’ht +/ (f(5),wp)eon=s) dé‘} (I (4.40)

i=1 0



4.3. RESOLUCION NUMERICA DEL PROBLEMA (DISCRETIZACION ESPACIAL)49

La demostracion es en todos los aspectos similar a la del lema En la practica,

introducimos una base (¢;)1<i<r del espacio V}, y buscamos la funcion uy, de la forma

I
un(t) =Y &(t)e;.
j=1
Asi, al plantear

I
Up,p = E 0,55
J=1

el problema se reescribe como

I I
dg; .
= = (4.41)
§i(0) =04, 1<i< 1.
Introduciendo la matriz de rigidez R = (a(yj, ¥:i))i<ij<r v la matriz de masa M =
((vj5,i))1<ij<I, €l problema de aproximacion viene dado por
d§
M=—(t) + RE(t) = B(1),
(1) + Re(r) = A1) )
£(0) = &o,
donde escribimos
§(t) = (&(t), ..., &(1)7,
(4.43)

B(t) = (Bi(t), .-, Br()T, Bi(t) = (f(t), i) 1 <i <.

Se trata entonces de resolver numéricamente este sistema de ecuaciones diferenciales
de primer orden de dimensién I. En primer lugar, examinaremos el error cometido cuando
sustituimos el problema por el problema aproximado [£.39] Para simplificar
un poco la exposicion de los resultados, supondremos que la forma bilineal a(-, ) es H3(€2)-
eliptica. Podemos entonces introducir el operador de proyeccién eliptica Il € E(H& (Q); V)
definido por:

Yo, € Vi, a(Ilpu — u,vp) =0 (4.44)

Bajo estas condiciones, tenemos el siguiente resultado de estimacion de errores.

Teorema 4.13. Hacemos las hipdtesis|4.24|(con X =0) /.20, Entonces, si la solucion
u del problema pertenece a CH(0,T; HY()), se tendrd

Jup(t) — u(t)] < |uop — Myuole™ + (1 — Iy )u(t)|+
t d 4.45
+/ (I — Hh)d—ltb(s) el ds 0<t < T. (4.45)

0
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Demostracion 4.14. Deducimos de|4.25, [4.539 y|4.44] que para todo vy, € Vj,
d d
7 (n(t) = pu(t), va) + alun(t) — Mpu(t), va) = = (u(t) — Mpu(t), on)-
Como, por hipdtesis, la solucion u de /.25 pertenece a C*(0,T; Hi(Q)), entonces ITu

es una funcion de C1(0,T;V},) y tenemos

d du
L 1) =1, &
g7 (nw) = T,

de donde
%(Uh(t) — Hpu(t), vp) = (Cc?z(t) - HhCCl;Z(t)aUh> :

Desarrollando sobre la base (w; ) de los autovectores, se tiene

1

uh(t) — Hhu(t) = Z {(Uo,h — Hhuo, wi,h)e_)‘i’ht
i=1

t du —Xin(t—s)
+ (I—- Hh)%(3)>wi,h) e bk ds pw; p,
0

y, razonando como en el teorema[{.10, obtenemos

_ ¢ du
onle) = Tyu0) < o~ Tuole + (7= 1) 5
0

Deducimos de aqui la acotacion buscada ya que, como Ny < App, 1 < m < I,

obtenemos A\ < Ay p.

e Mnlt=9) gs 0 <t <T.

Ahora hagamos la hipotesis de aproximacion

Yo € HY(Q), lim inf |jv — vy = 0. (4.46)

1
h—0 v, €V},

Corolario 4.15. [Raviart and Thomas, 1985, Corollaire 7.4-1., pig 168] Bajo las condi-
ciones del teorema[{.13, con las hipdtesis adicionales[{-46y con

If — = 4.4
lim [ug,n, — ug| = 0, (4.47)
se tiene
Vit € 10,7, lim |up(t) —u(t)] = 0. (4.48)
h—0

Demostracién 4.16. Si v es una funcion continua de [0,T) sobre HE(Q), la familia de
funciones (I —Ip)v es equicontinuaﬂ de [0, T] sobre H}(Q) y sobre las hipdtesis anteriores,
tenemos
Vt € [0,T], lim ||(I —II)v(t)| = 0.
h—0

2Una familia de funciones se dice equicontinua en un punto si cada una de las funciones es continua en

dicho punto. También se dird que una familia es equicontinua si lo es para todo punto.
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Utilizando el teorema de Ascoli-Arzeld, deducimos

Vo € C%(0,T; Hy(Q)), lim sup ||(I —TIIy)v(t)| = 0. (4.49)
h—0 0<t<T

Con estas condiciones, [{.48 es una consecuencia inmediata de .43, [4-47 y[{-49

Observacion 4.17. El aumento del error [£.45] pone de manifiesto una importante propiedad
numérica: la contribuciéon del error total al tiempo ¢ de un error cometido en el tiempo
s < t disminuye exponencialmente con ¢ —s. En otras palabras, se puede integrar el sistema
diferencial [1.39]en intervalos de tiempo largos sin que la calidad de la aproximacién obtenida

empeore.

Observacion 4.18. El resultado de convergencia [£.48] puede ser, en realidad, mejorado. De
hecho, podemos utilizar métodos més sofisticados para mostrar el siguiente resultado mas
preciso:

lim wy, = u sobre L*(0,T; H}(Q)) y sobre C°(0, T; L*(Q)), (4.50)
_)

sin ninguna suposicién de regularidad en u.

Ahora tenemos que resolver numéricamente el sistema diferencial [£.39) Un primer mé-
todo consiste en utilizar la formula explicita [£.40] pero truncandola en los m primeros

términos: entonces aproximamos la funcién wuy, por

m ¢

—Xint —Xip(t—

Upm (t) = E {(uoyh,wi,h)e ik —l—/ (f(s),wip)e i.h (1) ds}wm. (4.51)
i=1 0

Para determinar up ,,, tenemos que calcular numéricamente los m primeros autovalo-

res A\jp, 1 < i < m, y los correspondientes w;; autovectores, es decir, los m primeros

autovalores y los autovalores asociados del problema espectral matricial
RE = AME,

cuya resoluciéon numérica se puede obtener empleando métodos como los de Jacobi o Hou-
seholder (ver |Ciarlet, 1982, Capitulo 6]).

En el siguiente apartado correspondiente de [Raviart and Thomas, 1983, 7.5, pag 169|
sigue con una discretizacion total, es decir, aproximando numéricamente las ecuaciones
diferenciales asociadas a cada autofuncién, pero en este trabajo no nos hara falta, pues
hemos elegido de forma apropiada el ejemplo para que las ecuaciones diferenciales asociadas
a cada autofunciéon tengan solucidn explicita. Esto nos pasa porque estariamos en las
hipotesis del Teorema [£.13]
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4.4. Simulacién del problema con FreeFem- -+

Realizaremos una simulacion del problema del calor con FreeFem++ [Hecht, 2012].
Uno de los aspectos mas interesantes de esta simulacién sera la comprobacién de que la
construccion de la solucidon aproximada del apartado anterior converge a la solucion del

problema continuo.

4.4.1. Planteamiento de la aproximacion

Antes que nada, presentamos la ecuacion que resolveremos numéricamente:

g:: —vAutou=f, Qx(0,T); feL*0,T;L*(R)),
vVu-1n= 07 aQ X (OaT)’ (4.52)
u(O) = U, sobre Q, ug € L2(Q)a

siendo o > 0y u € C(0,T; L2()) n W122(0,T; H'(Q), H'(2)') una funcién tal que:

u(0) = uo,

4.53
%(u(t),U)LQ(Q) + Z//QVu(t) v dr + a/ﬂu(t)v de = /Qf(t)v dx (4.53)

en D'(0,T), y Yv € HY(Q).
Por tanto, para la aproximacién de este problema consideraremos {wq }aen C H(Q)

una base de Hilbert ortonormal sobre L2(Q), v {\a}aen C R tales que:

)
I//Vwa-VU d:z—i—a/wav d:v:)\a/wav dx, VUEHI(Q),
Q Q Q

u(t) = Z Uq(t)wy, donde: (4.54)

a=1

Ua(t) = (ug, we)e Mot +/t (F(5), wa)e— =) ds
0

No obstante, como los espacios H}(Q2) y H'(£2) son espacios vectoriales de dimension
infinita, para realizar la aproximaciéon numérica, debemos considerar subespacios vecto-
riales de dimension finita. Para construir dichos subespacios vectoriales, supondremos que
Q) C R? es un dominio poligonal. Por lo tanto, podemos considerar una familia de mallados
regulares formados por triangulos E] {Th}n>0, donde, para cada h > 0, 7, es un mallado

triangular de Q de forma que diam(T) < h para todo T € 7. Asociado a cada uno de los

3Un mallado por triangulos es regular si su unién forma el poligono original y cada tridngulo comparte,

como mucho, una artista con otro tridngulo, incidicendo entonces sobre 2 vértices de cada uno.
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mallados 7, podemos definir el siguiente espacio vectorial:
Vi, ={vecQ): v, € PYT), VT € 1,}.

Se tiene que Vj, C H'(Q) es un subespacio vectorial de dimensién igual al nimero de

vértices del mallado 7. En efecto, se tiene la siguiente propiedad:
Teorema 4.19. Vj, es un subespacio vectorial de H'(f2).

Demostracion. Por un lado, resulta claro que V}, es un espacio vectorial con las operaciones
basicas de suma y multiplicacién por escalares. Veamos entonces que, dado un elemento
vy, € V, se tiene que v € H(2). Por un lado, por ser v, € C(£2), se tiene que v, € L?(1).

Por otro lado, dado un elemento T' € 7, vp|,. € PY(T), en particular, si denotamos por p;

tal que:
= > pijp xr(x)
Tery,
ov
donde p; |, = th € L*(T), se tendra que p; € L*(), paratodoi = 1,...,n (donde n es

la dimensiéon del ebpamo). Veamos entonces que p; es la derivada parcial con respecto a ¢

de la funcién vy, en el sentido de las distribuciones. Dado un elemento ¢ € D(Q2),

/pzSde_Z/qu‘ﬂle'

TeTy

ovy,
= Z / s Dl dx.

TeTty

Ahora, gracias al teorema de Green:

61)]1‘
Z/ (%T‘Plew_ Z /Uh|T oz, = dr + Z/ Un|p P 0T ejdy.

TeTy, Tery, Ter,

Finalmente, gracias a la continuidad de la funcién vp,:

Z / Vh|p @07 - € dy =0,
TeTy
de donde se sigue que:

_ 99 Oy
/p,godx Z /th &ETd / h s dx, Yy € D(9),

TeTy

esto es, p; es la derivada parcial con respecto a x; en el sentido de las distribuciones de la

funcion vy, O
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Observacion 4.20. El caracter finito de la dimension del espacio Vj, es consecuencia del
hecho de que si denotamos por {v; }jvzl el nimero de vértices asociados al mallado 7y, se

tiene que el conjunto {%‘}f\il C Vj, tal que ¢;(vj) = 05, 4,5 =1,..., N, es una base de V},.

En el caso de considerar condiciones Dirichlet homogéneas,
Vio={v€C’Q): v, € PYT),VT € 74, v}, =0}

es un subespacio vectorial de Hg () de dimensién igual al nimero de vértices interiores del
mallado. Denotemos por I, al nimero de vértices del mallado 75, y por Ij, o al nimero de
vértices interiores del mallado 75,. Se tiene que por [Raviart and Thomas, 1983 Corollaire
7.4-1., pag 168], dado un elemento v € H'(£2),

lim inf - =0
fim, f v = vl

y, dado un elemento v € H} (1),

Ii inf - =0.
hl_f)%vhlenvh’oﬂv Ol 11 (02)

Una vez definidos los subespacios vectoriales de dimension finita de, respectivamente H* ()
y H}(), ya estamos en condiciones de obtener una aproximacion numérica de la solu-

cion (4.54). En efecto, para cada uno de los mallados 7, € {7 }n>0:

= Obtenemos una base espectral {wa,h}i’; 1 de V3, y la sucesion de autovalores {)\mh}ih: 1

tales que:

I// Vwmh -V, dx + O’/ Wa,hUh dr = Aa,h/ Wa,hUh dx, Vv, € V},.
Q Q Q

= Aproximamos v mediante uy, donde:

I,
up(t) = Z U, h (t)Wa,p, donde

a=1

t
tah(t) = (o, wa ) p2 e + / (f(5), wan) p2(pe ") ds.
0

Debemos observar que la aproximacion obtenida converge a la solucion (4.54) ya que,

gracias al corolario [Raviart and Thomas, 1983, Corolario 7.4.1], obtenemos que

lim [Jup(t) — u(t)|[2@) =0, Vt € [0, 7.
h—0
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4.4.2. Test del error

Aunque los céalculos se haran usando el programa FreeFem++ en esta parte se comen-
tard como trabajamos con él y qué resultados nos devuelve.

Como ya se expuso anteriormente,

)= 3 { oo+ () ) is e

up(t) =Y {(uo,wa)e)‘“t + / t (f(5), wg)e re(t=) ds} Wa — ult).

a=1 0

Para realizar la comprobaciéon numéricamente deberemos considerar una funcién @ co-

nocida y calcular:

UQ:a(O),
ou
= A+ od
f 5 vAu + ou,
g=vVu-n

Observemos que el vector normal exterior 77 depende de la geometria del dominio.

En el ejemplo que hemos resuelto, hemos tomado @ = t? + 2 cos(xy?). Por lo tanto:

ug = 2 cos(zy?),
f =2t —v(—2cos(zy?)y* — 8cos(zy?)z?y? — 4sin(xy?)zx) + o (t* + 2 cos(zy?)),

g = v(—2sin(zy?)y?, —4sin(zy?)zy) - 7.

Suponiendo que estamos sobre el cuadrado unidad Q = [0,1] x [0, 1], se tendra que:

'y ={(z,y) €eR?: 2z €0,1], y = 0}, ﬁlrl =(0,—-1), Gr, = 4sin(zy?)zy
Lo ={(z,y) €eR?: z€0,1], y =1}, ﬁ|F2 =(0,1), Ir, = —4sin(xy?)xy
s = {(z,y) e R?: y €[0,1], z = 0}, ﬁ|F3 = (-1,0), Yr, = 2 sin(zy?)y?
Ly={(z,y) eR?: yc[0,1], z =1}, ﬁ|r4 = (1,0), Yr, = —2sin(xy?)y?

Por lo tanto, la solucién aproximada tendré la siguiente expresion:

n

up(t) = Z{ /Q Uy W dr et 4 /0 t ( /Q f(s) wa da:) e at=5) g

a=1 (4.55)

¢
—I-/ (/ 9(8) wq, d7> e ra(t=s) ds}wa
0 a0
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Para hacer dicha sustitucion observamos que podemos escribir f(t,z,y) = f1(t) + fa(z,y),

lo cual simplificara los calculos siguientes:

¢
/ e Palt=s) [/ f(s)wq da:+/ g(s)wa d’y] ds
0 Q o0
¢
:/ e Ha(t=s) [fl(s)/ Wey d:z—l—/ fowg dm—i—/ g(s)wq d’y] ds
0 Q Q o0
¢ ¢
= [/ fowe dx—i—/ Jwe dv]/ e talt=s) d8+/ We dw-/ fl(s)e*)‘“(t*s) ds
Q oN 0 Q 0
. Aat—1 ¢
= ¢ ot { [/ fowg dx +/ Jwe d’y} (e)\ +/ (2s + 052)6’\“5 ds - / wadx} .
Q o0 @ 0 Q

(4.56)

Llegados a este punto, como no conocemos explicitamente los w,, €l resto de la simula-
cion la lleva a cabo el programa FreeFem-++-. Para simplificar la exposiciéon de los maximos
errores cometidos podemos exponer en forma de tabla algunos de ellos y después repre-
sentar graficamente todos ellos. Claro esté, que depende de los pardmetros que hayamos

introducido previamente, los cuales son los siguientes:
= Coeficiente de difusion: v=1,
= Coeficiente de reaccion: o = 1076,
= Tiempo final de la simulacién: T=1,
= Pasos de tiempo que emplearemos para evaluar la solucion: npasdt=100,
» Incremento temporal: deltat=T /npasdt,
» Minimo de divisiones asociado al tamano del triangulo (h=1/ndiv): ndivmin=2,
» Méaximo de divisiones asociado al tamano del triangulo (h=1/ndiv): ndivmax=>50,
= Dimensiéon horizontal del rectangulo en donde resolveremos el problema: 11=1,
= Dimensién vertical del rectdngulo en donde resolveremos el problema: 12=1,

De esta forma, esta tabla recoge los errores méximos cometidos para divisiones en 10,
20, 30, 40 y 50 tridngulos:

ndiv 10 20 30 40 50
error | 0,0023645 | 0,0007078 | 0,0003993 | 0,0003136 | 0,0003127
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Es evidente que al hablar del ntimero de tridngulos nos estamos refiriendo a que, al
contar los tridAngulos que se forman en cada arista, suman tal cifra.
A continuacién mostramos los mallados triangulares utilizados, en este ejemplo, que

estarfan compuestos por 20 y 50 tridngulos, respectivamente.

a Mallado para ndiv =20 (h = 0,05). b Mallado para ndiv = 50 (h = 0,02).

Fig. 4.1. Dos de los mallados empleados en el cilculo de error.

A continuacién mostramos la gréafica de evolucién de errores para todos los mallados

considerados:

0.035

0.03
0.025
0.02
0.015 [

0.01

0.005 /

S

- ‘//

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

0

Fig. 4.2. Grifica con la evolucion de los errores para los mallados considerados.

Podemos observar también cémo, a medida que vamos disminuyendo el niimero méximo
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de divisiones asociado al tamano del triangulo, el error va aumentando, o, lo que es lo
mismo, que al aumentar la cantidad de divisiones por tridngulos del mallado, los errores

se van haciendo cada vez mas pequenos.

Por dltimo, podemos representar graficamente la solucién obtenida a través del progra-

.

ma para un mallado de 50 triangulos:

Fig. 4.3. Grdfica con la solucion del problema considerado.



Apéndice A
Conceptos previos

A.1. Integraciéon de Lebesgue

A.1.1. Espacios de medida

Definicion A.1. Una familia X de subconjuntos de un conjunto X se dice una o-algebra

si es tal que:
(i) 0.X e X

(ii) Si A € X, entonces su complementario X \ A € X

o0
(iii) Si A, es una sucesion de conjuntos de X, entonces U A, e X

n=1

Un par ordenado (X, X) en el que X es un conjunto y X es una o- algebra se dice
un espacio medible. Cualquier conjunto en X se dice un X-conjunto medible, pero cuando
fijamos la o-algebra X diremos simplemente que es un conjunto medible.

Podemos observar que se cumplen las leyes de Morgan:

X\ (UAa) =X\ 4a), X\ (ﬂAa> =J X\ 40),

- [}

de donde se sigue que la intersecciéon de una coleccién de conjuntos de X también pertenece

aX.

A.1.2. Concepto de medida

Definiciéon A.2. Una medida es una funcién con valores reales u definida en una o-

algebra X de subconjuntos de X tales que:

99
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(i) w(®) =0
(ii) u(E)>0,YVE € X

(iii) Si Ey es una coleccion de conjuntos disjuntos (E; N Ej; = 0, Vi # j) de X, entonces

(o)

w(lJ Ea) =) nl(En)
n=1 n=1

Como permitimos que p tome cualquier valor en [0,400], en caso de ser +o0o nos
referimos a que, en el lado derecho de la ecuacion de la condicion (iii) , o bien u(E,) = +o0o
para algin n € N, 6 que la serie de términos no negativos es divergente. Diremos que una
medida es finita si no toma el valor +00. Diremos también que una medida p es o-finita
si existe una coleccion (F,) de conjuntos en X con X = UE, y tales que u(E,) < +oo
para todo n. A continuacién enunciaremos sin demostraciéon dos lemas béasicos en teoria de
la medida. Las demostraciones se pueden encontrar en [Bartle, 1995 Lemma 3.3, Lemma
3.4, pags 21-22].

Lema A.3. Sea p una medida definida en una o-dlgebra X. Si EJF € X y E C F,
entonces p(E) < p(F). Si u(E) < +oo, entonces u(F \ E) = p(F) — u(E).

Lema A.4. Sea p una medida definida en una o-dlgebra X .
(a) Si (Ey) es una sucesion creciente en X, entonces

o0

o (U En> = lm p(Ey).
n=1

(b) Si (F,) es una sucesion decreciente en X y pu(Fy) < +00, entonces

o

Z (ﬂl F) = 5, HE)
n—=

Definiciéon A.5. Un espacio de medida es un triada (X, X', u) formada por un conjunto

X, una o-algebra X y una medida p definida sobre X.

De aqui en adelante diremos que una condicién P se cumple en casi todo punto de
X (o p-casi todo punto de X) si dicha condicion P se cumple en X \ E, con £ C X y
p(E) = 0. También se dird que dos funciones f y g son iguales para casi todo punto de X
(o p-casi todo punto de X) si f(z) =g(x)siz € X \ E,con E C X y u(E) = 0. En este

caso podremos escribir f =g c.p.t. z € X.
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A.1.3. Funciones medibles

Para el desarrollo de la teoria de la medida consideraremos un conjunto X sobre el cual
se definirdn funciones, en principio, de una variable real. Veremos que conforme vayamos
avanzando estas funciones dejaran de considerarse reales para concentrarnos en un estudio
maéas genérico de ellas sobre espacios de Banach.

De aqui en adelante vamos a considerar un espacio medible fijado (X, X).
Definiciéon A.6. Una funcién f : X — R se dice medible si para todo a € R el conjunto
{reX: flx)>a}
pertenece a X' (es decir, que este ultimo conjunto es medible).

En la practica, a pesar de la dificultad de visualizar conjuntos no medibles, las fun-
ciones no medibles no tienen por qué suponer un mayor obstaculo para su representacion.
Recordamos que un ejemplo muy conocido de conjunto no medible es el conjunto de Vitali
V C [0,1], cuyos elementos son [z], con z € X, donde la relaciéon de equivalencia consi-
derada es: x ~ y & x —y € Q, es decir, las clases de los ntimeros reales con diferencia
racional al representante de cada clase. La prueba de que efectivamente es no medible no
es de interés en este trabajo (aunque se puede encontrar a continuacion del Teorema 17.6,
en [Bartle, 1995]), pero si tiene relevancia pensar que partiendo del conjunto de Vitali se

pueden construir una infinidad de funciones no medibles tales como

1 st T €V,
f=) '_{ —1 si zel0,1]\V.

En efecto, el conjunto {z € [0,1] : f(x) > 0} es exactamente V, que habiamos supuesto

demostrado que era un conjunto no medible.

A.1.4. La integral de Lebesgue

En esta secciéon introduciremos la integral en el sentido de Lebesgue para funciones
simples medibles no negativas, y luego se extenderé a funciones medibles de variable real no
negativas arbitrarias. El principal resultado de este capitulo es el Teorema de Convergencia
Monoétona.

A través de este epigrafe consideraremos un espacio de medida fijado (X, X, ). Denota-
remos la coleccion de todas las funciones X'-medibles de X a [—o00, +00] por M = M (X, X),
y la coleccion de todas las funciones X-medibles no negativas de X a [—oo,400] por
Mt = M*(X,X). A continuacion definiremos la integral de cualquier funcion en M+ con
respecto a la medida p, y para lograrlo es conveniente definir las funciones simples. Sera

también importante imponerles que tomen valores en (—oo, +00) en lugar de [—o0, +00].
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Definiciéon A.7. Una fucién de variable real es simple si toma solamente una cantidad

finita de valores. Una funcién simple medible ¢ se puede representar de la forma

n
Y = Z a4; XE;»
=1

donde a; € Ry xg, es la funcién caracteristica de un conjunto E; € X, que se define como

XE; (ZC) =

1 st xzeE;,
0 si z¢E,.

Ademas, la representacion de cada funciéon simple es tnica de suponer que los a; son
distintos y los xpg, son subconjuntos disjuntos no vacios de X tales que X = |J | E;.
Obviamente, de no realizar estas suposiciones cada funcién puede admitir més representa-
ciones.

Como forma de imaginarnos cémo es una funcién simple podemos pensar, por ejemplo,

en una funcion escalonada.

Definiciéon A.8. Si ¢ es una funcion simple en M T (X, X) con la representacion de la

definicién anterior, definimos la integral de ¢ con respecto de p como el nimero real

/go dp = Zai w(E;).
i=1

En la anterior expresion empleamos el convenio de que 0 X (+00) = 0, de esta forma

extendido

la integral de la funcién idénticamente nula es igual a 0 sin depender de si el espacio es de
medida finita o infinita. Notese que el valor de la integral de una funcién simple en M™T
esta bien definido (incluyendo el caso en que sea +00), pues los a; son no negativos, luego
no podremos encontrarnos en ningin caso la situacion (4+o00) — (+00). Ademas, al decir
numero real extendido lo entenderemos como un elemento de R* := [—o00, +00], la recta

real ampliada.
Ejemplo A.9. Consideremos la funcién a trozos siguiente:

2 si xe€[0,2)U[6,7),
st x € [2,6),
st x € [7,9),
5 si xz € [9,11).

)

fx) =

No es dificil ver que su gréfica es:
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[ ey
5 A ——
4 A st st st
3
2 iy
14
0 T
0 2 4 g 8 10

Es evidente que, al ser una funcién escalonada acotada en un intervalo acotado cumple
los requisitos de ser funciéon simple, y por lo tanto, su integral de Lebesgue seréd simplemente
sumar cada producto de altura de cada “escalén” por la longitud del intervalo donde esté

definido, es decir,
/fdu:2><[(2—0)+(7—6)]+4><(6—2)—1—6><(9—7)+5><(11—9):
=2x34+4x44+6x2+5x2=64+16+12+ 10 = 44.

Pasemos a estudiar dos propiedades elementales de esta integral, cuyas demostraciones

pueden ser encontradas en [Bartle, 1995, Lemma 4.3, pag 28|.
Lema A.10. Se tienen las siguientes propiedades:

(a) Si @ y ) son funciones simples en M+ (X, X) y ¢ > 0, entonces

/csoduer/sodu,
/s0+¢dﬂ=/sodu+/wdu'

(b) Si A se define para E € X por

ANE) = /90 XE dp,

entonces \ es una medida en X .
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Supuesto demostrado este lema, el cual deja claro el caracter lineal de esta integral
(aunque de momento solo para funciones simples), ya estariamos en condiciones de definir
el concepto de integral de una funcién arbitraria en M*. Observemos que no pedimos que

el valor de la integral sea finito.

Definicion A.11. Si f € M (X, X), definimos la integral de f con respecto a y como el

/fdu:SUP/sodm

donde el supremo se extiende a través de todas las funciones simples ¢ € MT(X,X)
tales que 0 < ¢(x) < f(x) para todo x € X. Si f € MT(X,X) y E € X, entonces

fyp € MT(X,X) y definimos la integral de f sobre E con respecto a p como el nimero

/Efduz/fmdu-

Otra propiedad interesante de esta integral es su caracter monétono con respecto tanto

ntmero real

real extendido

al integrando como al conjunto sobre el cual se define la integral.
Lema A.12. Se tendrd que:

(a) Si f,ge M (X, X) y f <g, entonces

/fduﬁ/gdﬂ-

(b) Si fe M™(X,X), y E,F € X son tales que E C F, entonces

/Efdué/Ffdu-

De nuevo, podemos encontrar su demostracion en [Bartle, 1995 Lemma 4.5, pag 31].
Ahora ya estariamos en condiciones de enunciar el teorema de convergencia mondto-
na, que es clave para las propiedades fundamentales de la convergencia de la integral de

Lebesgue.

Teorema A.13 (Teorema de convergencia monotona). Si (fy) es una sucesion mondtona

creciente de funciones de M (X, X) que converge a f, entonces

/fdu:/ lim f, dup= lim /fndu.
n—o0 n—o0

Notese que, bajo dichas hipétesis, se pueden intercambiar el limite y la integral, in-
cluso sin importar que alguno de los dos sea infinito, por lo que es un resultado de suma
importancia y utilidad en la teoria de integraciéon de Lebesgue.

Como consecuencia de este teorema podemos extraer como corolario dos propiedades.
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Corolario A.14. Se tendrd que:

(a) Si f pertenece a M+ y ¢ >0, entonces cf pertenece a M+ y

/cfdu—c/fdu.

(b) Si f y g pertenecen a M, entonces f + g pertenece a M™* y

/(f+g) dMZ/fdM+/9dM-

Podemos referirnos a la misma fuente bibliografica que en los resultados anteriores
para encontrar la demostracion de este teorema (Monotone Convergence Theorem 4.6, pag
31) y corolario (Corollary 4.7, pag 32). Estas dos propiedades ya las teniamos cuando las
funciones consideradas eran simples, y ahora las hemos podido considerar medibles no
negativas, es decir, mas genéricas que las anteriores.

Continuando con el desarrollo de la integral de Lebesgue podemos enunciar el lema de

Fatou:

Teorema A.15 (Lema de Fatou). [Bartle, 1995, 4.8, pig 33/
Si (fn) pertenece a MT (X, X), entonces

. < 1im §
/(nh_{r;o inf f,,) dp < nh_}n;() 1nf/fn dp.
A pesar de lo intranscendente que parece este Lema, se pueden extraer multitud de

corolarios que caracterizaran de una forma mas intuitiva la integral que acabamos de

definir. El primero de ellos es el siguiente, que da pie a definir un nuevo tipo de medida.

Corolario A.16. [Bartle, 1995, Corollary 4.9, pdg 34] Si f pertenece a M y X\ se define
en X por

\E) = [ 1 d
E
entonces \ es una medida.

Como consecuencia de este corolario, si consideramos f € M y A en X dada por

AE) =[Ef dp,

entonces A es una medida con signo.

No cuesta darse cuenta de la diferencia que presentan las funciones consideradas ahora,
es decir, ya no tienen por qué ser no negativas, por lo que se incumple, en este caso, una
de las condiciones de ser medida, la de que siempre sea no negativa (la integral de una
funcion no negativa es no negativa).

Un resultado interesante en cuanto a la relacion entre la medida y la medida con signo

es el siguiente:
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Proposicion A.17. Sean p es una medida y A es una medida con signo. Si existe una

funcion medible f € M tal que
NE) = [ 1 dn
E

para todo E € X, entonces se dird la derivada de Radon-Nykodym de A con respecto a vy

suele representarse mediante f = %.

Después de enunciar los siguientes corolarios del Lema de Fatou podriamos pasar a ver

qué se entiende por funcién integrable.

Corolario A.18. [Bartle, 1995, Corollary 4.10, piag 34] Supongamos que f pertenece a
M™. Entonces f(x) =0 para casi todo x € X si y sélo si

/fdp:O.

Corolario A.19. [Bartle, 1995, Corollary 4.12, piag 35] Si (fy) es una sucesion mondtona
creciente de funciones de M+ (X, X) que converge a una funcion f en M para casi todo

x € X, entonces

/f du—/ lim f, dup= lim /fn d.
n—o0 n—o0o
Corolario A.20. [Bartle, 1995, Corollary 4.13, pdg 36] Si (gn) es una sucesion en M ™,

entonces

/(ggn> d/t=§:1</gn du).

En este momento estamos en condiciones de introducir el concepto de funcién integra-
ble.

En las anteriores propiedades trabajabamos sobre el concepto de integrabilidad de una
funciéon en M+ = M+ (X, X) con respecto de una medida p y permitfamos que pudiese ser
no finita. A partir de ahora estudiaremos qué ocurre con la integraciéon de funciones medi-
bles que toman valores reales tanto positivos como negativos. Aqui serd mas conveniente

imponer que los valores de las funciones y de la integral sean nimeros reales finitos.
Definicion A.21. Dada una funcién f: X — R definimos la parte positiva de f como
fH(z) = mix {f(z),0},

para todo z € X.

Analogamente, definimos la parte negativa de f como

[ () == méx {—f(x),0},

para todo x € X.
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Observacion A.22. Con esta notaciéon podemos descomponer toda funcion f como
f=r=f.

Definicién A.23. La coleccion L = L(X, X, 1) de funciones integrables (en el sentido de
Lebesgue) esta formada por todas las funciones medibles de variable real f definidas en
X, tales que tanto las partes positiva y negativa f* y f~ de f tienen integrales finitas con

respecto de p. FEn tal caso definimos la integral de f con respecto de p como

[ran=[srau= [ an

Definimos también la integral de f con respecto de p sobre un conjunto £ € X como

/Efduz/Eﬁdu—/Ef—du.

Observemos que, aunque la integral de f se define como la diferencia de las integrales
de f* y f~, es sencillo ver que si f = fi — fo, donde f; y f2 son dos funciones medibles

no negativas con integrales finitas, entonces

[tau=[sdu- [ faan

A estas alturas ya tenemos definida la integral de Lebesgue de funciones simples, de
funciones no negativas, y de funciones que pueden tomar cualquier valor real.
A continuacioén se enuncia un resultado conocido como la propiedad de la integrabilidad

absoluta de la integral de Lebesgue.

Teorema A.24. [Bartle, 1995, Theorem 5.8, pig 43] Una funcion medible f pertenece a

L si y sdlo si |f| pertenece a L. En ese caso,

‘/fdu]s/mdu

Corolario A.25. [Bartle, 1995, Corollary 5.4, pdg 43] Si f es medible, g integrable y

|f| < lg|, entonces f es integrable y, ademds,

[1s1du< [1g] an

Teorema A.26. |[Bartle, 1995, Theorem 5.5, piag 43] Si f,g € L y « es una constante,

entonces:

(a) af € Ly

/(af) du=a/fdu-
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/(f+g)du=/fdu+/gdu-

Finalizaremos con esta extensa secciéon con uno de los teoremas mas importantes de

() (f+g)eLy

convergencia de funciones integrables.

Teorema A.27 (Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue). [Bartle, 1995, Theo-
rem 5.6, pdg 44/

Sea (fn) una sucesion de funciones integrables convergentes casi para todo X a una
funcion medible de variable real f. Si existe una funcion integrable g tal que |f,| < g para

todo n € N, entonces f es integrable y

/f duznlggo/fn dp.
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Apéndice B
Codigo programa principal

[/ Fsksrskokokskokok ok sksk sk ok sksk sk ok sksk ok ok sksk sk ok sksk sk ok sksk sk ok sksk sk ok sksk sk ok sksk sk ok sksk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok
// Programa principal para la resolucidén de la ecuacion del calor en un

// rectangulo empleando una aproximacién en serie.

[/ Fokskkokokskok ok skok sk ok skok sk ok skok sk ok skok sk ok skok sk ok skok sk ok skok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk sk sk ok sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok
verbosity=0;

// Parametros asociados a la discretizacion espacio temporal
real xnu=1.0; // Coeficiente de difusion

real sigma=1.e-6; // Coeficiente de reaccion

real Tfinal=1; // Tiempo final de la simulacion

int npasdt=100; // Pasos de tiempo que emplearemos para evaluar la
//solucion

real deltat=Tfinal/npasdt; // Incremento temporal

int ndivmin=2; // Minimo de divisiones asociado al tamafio del
//triangulo (h=1/ndiv)

int ndivmax=50; // Maximo de divisiones asociado al tamafio del
//triangulo (h=1/ndiv)

real 11=1.0; // Dimension horizontal del rectangulo en donde
//resolveremos el problema

real 12=1.0; // Dimension vertical del rectangulo en donde
//resolveremos el problema

int nev; // Numero de autovalores que queremos calcular

int nevC; // Numero de autovalores finalmente calculados

int icreaeigenvf=1; // 0.- Se leen de un fichero, 1.- Se generan
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int ipintaeigenvf=0; //1.- Se pintan por pantalla, O0.- no

// Abrimos un fichero para almacenar los errores
ofstream fichSalidaErrores="Errores.sal";

fichSalidaFErrores.precision(16);

// Realizamos un bucle en las divisiones de la unidad
for (int ndiv=ndivmin;ndiv<=ndivmax;ndiv++)

{

// Generamos el mallado y el espacio de elementos finitos

[

// Construccion del mallado rectangular
mesh Th=square(ndiv,ndiv, [11*x,12*y] ,flags=1);
plot(Th,wait=0);

// Generamos el espacio de elementos finitos

fespace Vh(Th,P1); // Espacio de elementos finitos

int ndofVh=Vh.ndof; // Numero de grados de libertad

int ndovTh=Th.nv; // Numero de vertices del mallado

int ndoeVh=Th.nt; // Numero de elementos del mallado
cout<<"Numero de grados de libertad "<<ndofVh<<endl;
cout<<"Numero de vertices del mallado "<<ndovTh<<endl;

cout<<"Numero de triangulos del mallado "<<ndoeVh<<endl;

// Dimensionamos una serie de tableros que emplearemos
nev=Vh.ndof;

Vh[int] solEC(npasdt+1l); // Variable en la que almacenaremos
//la solucion

Vh[int] eF(nev); // Vector de elementos finitos con las
//autofunciones

real[int] eV(nev); // Vector en el que almacenaremos los
//autovalores (eigen value)

real[int] eFvector(ndofVh*nev); // Vector en el que

//almacenaremos las autofunciones (eigen function)
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// Funcion asociada a las condiciones iniciales
func real uOfunc(real & xc, real & yc)
{

return 2*cos(xc*yc~2);

// Declaramos las funciones asociads a la parte constante
//del segundo miembro
func f = sigmax2*cos(x*y~2)
+ xnu* (2*y~4xcos (xxy~2)
+ 4*x*sin(xxy~2)

+ 8%x"2%y~2*xcos (x*y~2)) ;

// Declaramos las funciones asociadas a la parte constante
//de las condiciones de contormno

func gl=xnux*(4*x*y*sin(x*y~2));

func g2=xnu*(-2*y~2*sin(x*y~2));

func g3=xnu*(-4*x*y*sin(xxy~2));

func gd=xnux*(2*y~2*sin(x*y~2));

// Definimos la condicion inicial
Vh u0=uOfunc(x,y);
//plot (u0,wait=1,fill=1,value=true,cmm="u_{0,h}");

// Obtenemos los autovectores y autovalores asociados

// al pb espectral
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// Declaramos las variables necesarias

Vh u,v;

// Definimos las formas bilineales asociadas al problema
//espectral (B) u=w_{k,h}, v=v_h

varf vP(u,v) = int2d(Th) (xnu* (dx (u)*dx(v)+dy (u)*dy(v)))+
int2d(Th) (sigma*u*v) ;

varf vM(u,v) = int2d(Th) (u*xv);

// Generamos las matrices asociadas a las formas bilineales
// anteriores

matrix A=vP(Vh,Vh,solver=UMFPACK);

matrix B=vM(Vh,Vh);

// Generamos las autofunciones
include "AUTOFUNCIONES.edp"; // Fichero en donde se generan las
//autofunciones

int isalautofunciones=AUTOFUNCIONES (nev,nevC,eV,eFvector);

// Resolvemos el problema aproximado

A ——————

// Recuperamos el vector de elementos finitos con las autofunciones
for (int k=0; k<nevC; k++)
for (int i=0;i<ndofVh;i++)
eF[k] [] [i]=eFvector [k*ndofVh+i] ;

// Inicializamos a cero el vector de soluciones
for (int ndt=0; ndt<=npasdt; ndt++)

so0lEC[ndt]=0.0;

// Realizamos un bucle en los autovalores
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for (int k=0; k<nevC; k++)

{

// Extraemos el autovalor y la autofuncion
Vh wk=eF[k];
real lambdak=eV[k];

// Imprimimos la evolucion del problema

cout<<"Autovalor "<<k<<" lambdak "<<lambdak<<endl;

// Calculamos el producto escalar de la condicion inicial
// por la autofuncion
real uOwk=int2d(Th) (u0*wk) ;

//cout<<"uOwk "<<uOwk<<endl;

// Calculamos el producto escalar de la autofuncion con la
// parte constante
real smctel = int2d(Th) (f (x,y)*wk)
+ int1d(Th,1) (g1 (x,y) *wk)
+ int1d(Th,2) (g2(x,y) *wk)
+ int1d(Th,3) (g3(x,y) *wk)
+ int1d(Th,4) (g4 (x,y)*wk) ;

// Calculamos el producto escalar del autovalor con la
// funcion 1

real smcte2 = int2d(Th) (wk);

// Inicializamos el tiempo

real tiempo=0.0;

// Realizamos un bucle en pasos de tiempo
for (int ndt=0; ndt<=npasdt; ndt++)
{

// Calculamos la integral de la parte variable

// en el tiempo actual
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real smcte3 = exp(-lambdak*tiempo)*2/lambdak~2
- sigmax*(exp(-lambdak*tiempo)*2/lambdak™~3

- ((lambdak~2*tiempo~2 -

2xlambdak*tiempo + 2))/lambdak~3)

+ (2*(lambdak*tiempo - 1))/lambdak~2;

// Calculamos la integral de la funcion exponencial

// en el tiempo actual

real smcte4 = (1-exp(-lambdak*tiempo))/lambdak;

// Calculamos la solucion de la EDO en el

// tiempo actual

real uktemp=exp (-lambdak*tiempo)*uOwk+

smctel*xsmcted+smcte2*smcte3;

// Realizamos la agregacion en el vector solucion
S0lEC [ndt]=so0lEC [ndt]+uktemp*wk;

// Realizamos la representacion grafica
plot (solEC[ndt] ,wait=0,fill=1,value=1,

cmm="Tiempo "+tiempo) ;

// Actualizamos la variable temporal

tiempo=tiempo+deltat;

// Calculamos el error cometido en cada paso de tiempo

.~
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// Dimensionamos la variable en donde almacenaremos el error

real[int] error(npasdt+1);

// Calculamos el error en cada paso de tiempo
real tiempo=0;
for (int ndt=0; ndt<=npasdt; ndt++)
{
// Calculamos la solucion exacta

Vh uk = 2xcos(x*y~2)+tiempo*tiempo;

// Calculamos el error en el paso de tiempo actual
// Norma en L~2 de la diferencia
error [ndt]=int2d(Th) ((solEC[ndt] -uk)*(solEC[ndt]-uk));

error [ndt]=sqrt (error[ndt]);

// Imprimimos el error en el paso de tiempo
//cout<<" "<<endl;
//cout<<error[ndt]<<endl;
//cout<<solEC[ndt] [] .max<<endl;

//cout<<uk[] .max<<endl;

// Actualizamos la variable temporal

tiempo=tiempo+deltat;

// Mostramos informacion por pantalla
cout<<"Error maximo cometido para

(h="<<1.0/ndiv<<") "<<error.max<<endl;

// Almacenamos en el fichero el error

fichSalidaErrores<<1.0/ndiv<<" "<<error.max<<endl;
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Apéndice C

Codigo programa autofunciones

// >k 3k 3k >k 3k 3k 5k >k 3k 3k >k 3k 5k >k 5k 3k 5k >k 3k 3k >k 3k 5k 5k >k 3k 5k >k 5k 5k 5k >k 3k 3k >k 3k 5k >k >k 3k 5k >k 3k 5k >k >k 3k 5k >k >k 3k >k >k 3k 5k %k 3k 5k >k >k 3k 5k %k %k >k *k %k >k k

// Fichero en donde se generan las autofunciones asociadas al problema

// >k 3k 3k >k 3k 3k 5k 3k 3k 3k >k 3k 3k >k >k 3k 5k >k 5k 3k >k 3k 5k 3k >k 3k 5k >k 3k 3k 5k >k 3k 3k >k 3k 5k 5k >k 3k 5k >k 5k 5k 5k >k 3k 5k >k 5k 3k 5k >k 3k 3k %k %k 5k >k >k %k 5k %k %k 5k >k %k %k k

func int AUTOFUNCIONES(int & nev, int & nevC, reallint] & eV,
real[int] & eFvector)
{
// Declaramos la variable de salida
int IVALUE=1;
// Declaramos un vector de elementos finitos para hacer los calculos
Vh[int] eF(nev);
// Comprobamos si es necesario calcular las autofunciones
if (icreaeigenvf==1)
{
// Calculamos los autovectores y autofunciones (almacenaremos
// en nevC el numero de autovectores calculados finalmente)
nevC=EigenValue(A,B,sym=true,sigma=0,value=eV,vector=eF,
tol=1le-14 ,maxit=0,ncv=0);
cout<<nev<<" "<<nevC<<endl;
// Creamos un fichero con los autovalores
ofstream fichSalidaEigenValue="./1_DATOS/EigenValue.dat";
fichSalidaEigenValue.precision(16);
fichSalidaEigenValue.scientific<<nev<<endl;

// Realizamos un bucle en los elementos calculados

7
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for (int i=0;i<nev;i++)

{

// Almacenamos el autovalor correspondiente en el fichero

fichSalidaEigenValue.scientific<<eV[i]<<endl;
// Creamos un fichero para cada uno de los autovectores
ofstream fichSalidaEigenVector=
"./1_DATOS/EigenVector_"+i+".dat";
fichSalidaEigenVector.precision(16);
fichSalidaEigenVector.scientific<<eF[i] []1<<endl;
// Graficamos por pantalla las autofunciones
if (ipintaeigenvf==1)
plot(eF[i],dim=3,fill=1,wait=0,value=1,
cmm="Auto Funcion "+i+",
Valor del autovalor asociado = " + eV[i]);
}
// Comprobacion arbitraria de la ortonormalidad en L2
// y en H1(Th)
// COUL KK M skskskskosk s ke skskskok sk ok o ke sk sk skskok sk sk sk skskskok koo skskokosk kR skokskokokokok ' <<end 1
//cout<<"Comprobaciones arbitrarias del
calculo de los autovalores'"<<endl;
//cout<<" "<endl;
//cout<<"Producto escalar en L2 de dos distintos "<<
int2d (Th) (eF[1]*eF[2])<<endl; // Ortonormalidad en L2
//cout<<"Producto escalar en L2 de dos iguales "<<
int2d (Th) (eF[2] *eF[2] )<<endl; // Modulo 1 con la norma de L2
//cout<<"Producto escalar en H1 de dos distintos "<<
int2d (Th) (xnu* (dx (eF [2]) *dx (eF [3])
//+dy (eF [4])*dy (eF[6]1)))+int2d (Th) (eF [4]*eF [6])<<endl;
// Ortonormalidad en H1
//cout<<"Producto escalar en H1 de dos iguales <<
int2d (Th) (xnu* (dx (eF [4]) *dx (eF [3])
//+dy (eF [4]) *dy (eF[4])))+int2d (Th) (eF [4]*eF [4])<<endl;
// Modulo sqrt(lambda_k) con la norma de vP
//cout<<"Autovalor asociado "<<eV[4]<<endl;
//cout<<" "<endl;

/[ COUT KK W skskoksk sk s sk sk skok ok sk o sk skok ok ok sk o kok sk ok sk sk sk ok ok skok ok sk kR skokskokok ok ok ok ' <<end 1 ;
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H

H

}
// En caso contrario las leemos por fichero
else
{
// Abrimos el fichero con los autovalores
ifstream fichEntradaEigenValue="./1_DATOS/EigenValue.dat";
// Leemos el numero de autovalores calculados
fichEntradaEigenValue>>nevC;
// Realizamos un bucle en los elementos calculados
for (int i=0;i<nev;i++)
{
// Recuperamos el autovalor correspondiente
fichEntradaEigenValue>>eV[i];
// Abrimos el fichero con el autovector
ifstream fichEntradaEigenVector=
"./1_DATOS/EigenVector_"+i+".dat";
// Recuperamos el autovector correspondiente
fichEntradaEigenVector>>eF[i] [];
// Graficamos por pantalla las autofunciones
if (ipintaeigenvf==1)
plot(eF[i],dim=3,fill=1,cmm="Auto Funcion
Valor del autovalor asociado = " + eV[i]
wait=0,value=1);
}
}

// Volcamos al vector eFvector los calculos realizados
for (int k=0; k<nev; k++)
for (int i=0;i<ndofVh;i++)
eFvector [k*ndofVh+i]=eF [k] [] [i];
// Finalizamos la funcion

return IVALUE;

Il+i+l| s
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