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ECUACIONES DE 3° Y 4° GRADO

EL METODO DE RESOLUGION DE LAGRANGE ©

El método debido 4 Lagrange. al menos en principio, y que
vamos 4 exponer, se funda en relaciones sencillas entre las raices

¥y coeficientes de una ecuacidn, y es el que puede servir para dedu-
cir los otros procedimienlos algebriicos que hoy se emplean.

I. Ecuacién de tercer grado. — Sea la ecuacion :

2 + pe + qr + r==0.

(1)
Si 2, @, 2" son las raices, se tiene las relaciones conocidas :
@l + ﬂ'/'” +‘wﬂl = i p
'zt |- alon 4 @l =q

(2)

vt = —r

Indicando con 1, «, «? las raices cibicas de la unidad, se puede
escribir :

(@ + a2 + L2V =m, :

)
3)
(@' + " 4 aw): = m, 5 3

siendo m,, m, valores que vamos 4 determinar.

(¥) Conferencia dada en la Universidad de Buenos Aires.



Se tiene :

(@ + ez + awn) 4 (@' + Lo+ wrt) = 2w +
2 (x + o) + 2V (a + o).

Por olra parte :

por lo tanto :

(@' 4 a2" + 22") + (@' + o2 + ap) =2’ — 't — @, (4)
y andlogamente :
(a:’ + a' xzm’”) 4 a(w' 4+ afpn  agp) — 12(93';”1__93! —amy, (5)
(@' + o'l + &) + & () + & - gy = o (2w — @ —af).  (6)

Multipliquemos miembro & miembro la (&) por la (3), y des'pués
por la (G), observemos que :

1 -+a+ =0,

95'3: .

y teudremos despuds de toda reduceidn :

my + my=2(2" + 2" 4 o) — Bata" (' 4 1) — Sw'am (o + @) —
Bt (oo A @) 4 122" 2,
Por otra parte :
(mr:s o o' = m,,,3) - (wl + 2" 4 mm)i% — 3l (wr -+ o) —
el (' -+ @)y — 3w (@ - @) — Gawranam,
como es facil verificar haeiendo el desarrollo de :

@ + o + @),

Tendremos, pues :

my + m =2 (@' + 2" + ") — 'z (o' + ) —

O'am (@ 4 2) — Qanat (21 -} @),



.

Agreguemos y restemos al segundo miembro una misma canti-
dad 27!z :

My + me =2 (&' + o + o)’ —
9 (2 4+ 2 4 wlrr) (mlm_n + atpm L+ anpn) 4+ 2Twpan,

6 bien, en virtud de Jas {2} :
my; + me= — 2p* + 9pg — 27r =38, (7)

Conocemos asi la suma m; 4 m,; vamos 4 calcular m; — m,.
Se tiene evidentemente :

(@ + a4+ ) — (@ + o + aw) = (o — &) (2 — )
y analogamente :

(mr + ax" + a2mm) . (wr e ot + dmm) — (,] — a) (wr = mu) 2

(2" + " + L) — o (2' + 2" - ar'") = (oF — 1) (2" — ).

Multipliquemos miembro & miembro estas tres Gltimas igual-
dades, y observando que :

af = 1
1 + 2 + &£ =0;

tendremos que el primer miembro del resultado serd m; — m,; y el
segundo de la raiz cuadrada de :

(a— P — o) (F— 1) (& —a") (o — an) (@1 — ),

es decir : V= 274;

en donde :

A= —221" 4+ p*¢* — &¢* — ipr + 18pgr.

Resultard asi:  m, —my=3/— 3A. (8)



.
De las (7) y (8) se deduce :

821

my =3 (8 — 3= 3A).

Ahora bien, la primera de las (2), y las ecuaciones (3), nos dan
<l sistema :

m' + " + g — — p’
@' + O:CB” + azwm ZIS/’E”

@ + 2+ aw =V m,.

Aplicando determinantes 4 esle sistema, se llega con facilidad a:
v =3 (—p +Vm + Vi),
il 7:- (—— P+ ot WFWT. + a Vrlﬂ);

(—p 4+ a¥my + Vi)

Lol =

il =

que son las tres raices de la ecuacidn propuesta (*).

II. Ecuacién de cuarto grado. — Vamos 4 extender el método
precedente 4 [as ecuaciones de cuarto grado.

Sean a"h m?, w:h wh
las raices de la ecuacidn :
2 + px’ + gt +re + s =0,

{*) Este mélodo, que como hemos dicho, se atribuye en principio 4 Lagrange,
ha sido desarrollado por Césaro, en su Andlisis Algebrdico por la teorfa de las
Discriminantes, pero como puede verse, se puede desarrollar muy bien por Al
gebra Elemental.



SESSR ; |

Esas raices estan ligadas con los coeficientes por las relaciones
conocidas :

A2+ Wy =—p

X, + @@ + 2% + 2y + By + Ty — q )

mlmg$3 '+' wlmgm_l + w;m;gﬂ’}_l + wgwgm_l — i

Ty = 8,

Formemos los productos binarios :

m' =z + TEy,

m' = w2, + m,,

m = 2@, + x2,.
Entonces, en virtud de aquellas relaciones, tendremos : -

m' 4+ mn 4+ mr=yq,
mimin 4+ mm 4+ om'm't = pr — s,

mimimt == r* + s — hgs.

Consideremos ahora 4 m', m", m'""! como las raices de una ecua-
cién de tercer grado, y podremos escribir la ecuacién en y :

¥ — gyt + (pr — k) y — (F -+ ps—kgs)=0.  (5)
Esta es la ecuacion resolvente de la propuesta.

8i consideramos una de las raices de esta ecuacidn, por ejemplo
la m, se tiene :

@y + @y = m'; _ (6)
y ademsés : Xy . M, — §.

Tendriamos, pues, la suma y el producto de 2,2; y #@,, que no
son otra cosa que las raices de la ecuazion :

ut— mu s =0,



s 1 i

De aqui sacamos las dos raices :

P — Ty )

0 = .

B

Por otra parte se tiene :
—r = (m + @) @z, + (@ + 2,) 2245
6 bien : —r=(@+z)Q + (@ + 2) P,
que con la relacién :
@ + @) + (@ + Ty) = — p,

forma un sistema del cual podemos deducir (@, + @5) y (, + o)),
que seran :

@y + 2y = T:Pg
o Qp —
@ + ;= T—0 (8)

Finalmente, las relaciones (7) y (8), nos dan la suma y el pro-
ducto respectivamente de las raices #;, @3, y de @, @;. Podemos,
pues, formar estas dos ecuaciones de segundé grado, que resuel-
ven la cueslidn :

2 — Pp

— 5= +P=0
'ms_Qlf’:Q’"m +0=o.

La primera nos da las rafces @, y @, y la otra las @, y o,.
Se tiene ademds :

2 — Pp
@ P 0

a —f—P—(w—mz)(cc —m3)

€+ Q=(@—wm)(®—a).



Por o tanto .
'+ po® + g2t + re 4+ 5 =

(m2 _?'P—'_Péom_'_ P) (mg_Qpp__Q?‘w—i—Q).

8i en vez de tomar la relacién (6), conociéramos una de la
forma :

Ty — @y — @y - @y, (9)

seria facil ver que esta relacién tiene seis valores 6 formas, para
presentarse :

n, = (@, + @) — (22 + X};
Ny = (2 + ®) — (s + @y);
ny = (2 + @) — (= + wz)»
n=— (= + &) + (% + 2);
Ny = — (@ + @) + (@ -+ 2);
Ny = — (m3 + @) + (2 + 2p);

_—

(10)

de las que las tres primeras son iguales y de signos contrarios &
las olras tres. _

Como este procedimiento nos conduciria 4 una ecuacién de sexio
grado, podemos hacer de modo que la resolvente contenga sélo las
potencias pares de la incégnita, y reducirla 4 una ecuacién de
tercer grado.

Cuadrando la primera de las (10), y afladiendo y quitando al
segundo miembro la cantidad (4m 4+ 4m'), se tiene :

nt = (m + @ + 2y + @) — & (m + m);
¢ bien : nt = p*— & (e + ww, + o + W),
Aftadamos y quitemos al segundo miembro la cantidad :

bm' = & (wgy + 242,



—_ 10 —
y resultard : n® =p° — &g + bm',

Adoptando como valor de la incdgnita de la resolvente (5), su
rafz m', y llamando z la nueva incdgnita. De la ultima se deduce :

2 —p* 4+ 4

cuyo valor sustituido en la (8), nos conduce & la nueva resol-
venle :

z° — (3p° — 8q) ' + (3p* — 16p°q + 16¢* + 16pr — 64s) z°* —
(bpg —p*— 8 =0, (1)

la que podemos reducir al tercer grado haciendo :

A — Zl,
9

z'l:zl-7

ZG: 513;

La ecuacion de tercer grado que asf resulta nos dara los valores
de ny, ny, 75
Conociendo estos valores, formaremos con el valor de p y las tres
primeras de la (9) :
2 — @ — @+ @ =n
— @ — B+ W=y
(12)
— o — o+ BT, =0

@ + v+ o+ vy = —p.
La determinante de este sistema es :

A= — 186,



g, ] =
y las cuatro rafces serén :

— Ny — Ny — Ny — P.

» = i
— Mt My — Ny — .
Iz—: 4 ]
— M — N+ Ny —p.
Try — i .
M+ nn4n—p
0, == 2

2

El método de Lagrange, es el que conduce, mediante relaciones
convenientes, entre las raices y las funciones indeterminadas 4 los
diferentes artificios que sirven de base 4 otros tantos meétodos, tales
como los de Descartes, Ferrari, Eulero, etc.

El método de Lagrange ha sido extendido 4 las ecuaciones de un
grado cualquiera para hallar sus resolventes. Pero, para las ecua-
ciones de grado superior al cuarto, el procedimiento resulta iluso-
rio, pues, dicha ecuacién nos conduce & su vez & ecuaciones de
grados superiores al de las que se pretende resolver.

Este inconveniente debe atribuirse, no precisamente 4 la imper-
feccién del método, sino 4 la insuficiencia de los medios de calculo
algebrdico, para expresar las raices de una ecuacién en funcién
de sus coeficientes. ‘

Ya en 1813, Ruffini habia establecido el siguiente teorema, que
lleva su nombre : « Es tmposible la resolucién algebrdica de las
ecuactones de grado superior al cuario ».

Para ilustrarse méas sobre este punto, que entra ya en los dominios
del Algebra Superior, pueden consulitarse las obras de Lagrange,
como también una Memoria de Brioschi, en los Annalt de Matema-
tica, 2 serie, tomo I'; y aun el curso de Algebra Superior de E.
Césaro, catedratico, actualmente, en la Universidad de Népoles.
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