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MATERIA: Espazos Vectoriais e Calculo Matricial
TITULACION: Grao en Matematicas

PROGRAMA XERAL DO CURSO

Localizacién da presente unidade didactica

Unidade 1. Sistemas de ecuacions lineais
-Matrices. Operacions con matrices e propiedades. Matriz trasposta
e matriz inversa. Operacions elementais dunha matriz. Matrices
elementais.
-Matrices equivalentes por filas e matrices equivalentes por
columnas.
-Sistemas de ecuacions lineais. Transformacions elementais dun
sistema de ecuacions lineais.
-Resolucioén de sistemas de ecuacions lineais: o método de Gauss.
-Factorizacion LU dunha matriz.
-Factorizacion dunha matriz invertible.
Unidade 2. Determinantes e as suas aplicacidns
-Determinantes de orde 2 e 3.
-Definicion xeral de determinante: propiedades.
-Determinante dun produto de matrices.
-Determinante da matriz trasposta.
-Calculo de determinantes de orde n.
-Inversa dunha matriz, regra de Cramer.
-Rango dunha matriz.
Unidade 3. Espazos vectoriais
-Definicion de espazo vectorial: exemplos.
-Subespazos vectoriais. Interseccion e suma de subespazos
vectoriais.
-Dependencia e independencia lineal. Sistemas de Xeradores.
-Base e dimension dun espazo vectorial. Coordenadas dun vector.
-Subespazos vectoriais e solucions dun sistema homoxéneo.
-Ecuacions dun subespazo vectorial.
Unidade 4. Aplicaciéns Lineais
-Definicion de aplicacion lineal. Exemplos.
-Nucleo e Imaxe dunha aplicacion lineal. Aplicacions lineais
inxectivas e sobrexectivas.
-Matriz dunha aplicacion lineal.
-Cambio de base para aplicacions lineais.
-Aplicacions Lineais e Sistemas de Ecuacions Lineais
Unidade 5. Introducion 6 espazo afin
-Variedades lineais.
-Ecuacions lineais dunha variedade.
-Posicidns relativas de rectas no plano e de rectas e planos no
espazo n-dimensional.

UNIDADE DIDACTICA 3. Espazos vectoriais - 3






INDICE

S AT =T 0] = 1] [0 o R
(@ 130] 0 ) (=103 £ 1VZ0 1T
YA a0 [=] (0 Yo o] Lo )AL= VTP

1.
2.
3.
4.
5.

6.

INErOAUCION ...
Definicion de espazo vectorial. Exemplos......................
Subespazos VECIONAIS ........coevuvrireiiiiiieeiiee e 1
Dependencia e independencia lineal.

Sistema de Xeradores .........cccccveeiiiiiiiiiiee e 12
Base e dimension dun espazo vectorial.

Coordenadas dun VECLOr ..........ccovuveeeiiiiieeeiiieeee s 16
Subespazos vectoriais e soluciéns dun sistema

homoxéneo. Ecuaciéns dun subespazo vectorial ......... 19

7
7
8
OS CONLIAOS DASICOS ..civveiieeeee e 9
9
9
1

AcCtiVidades PropOStAS .....ceviiiiiieeiiiiie e 21

Avaliacion da U.D.
Bibliografia

UNIDADE DIDACTICA 3. Espazos vectoriais - 5






PRESENTACION

Esta unidade didactica enmarcase dentro dos contidos relativos a materia
de Espazos Vectoriais e Calculo Matricial, de 6 créditos ECTS impartida no
segundo semestre do primeiro curso do Grao en Mateméticas e que
pertence 6 moédulo de Alxebra e Xeometria.

Os contidos de Alxebra Lineal, nos que se inclte esta materia, son unha
parte fundamental das ferramentas matematicas necesarias para o estudo
en moitas areas, como as ciencias do comportamento, da natureza, fisicas
ou sociais, economia, enxefiaria ou informatica e por suposto nas
matematicas.

Esta materia € fundamental para una boa formacién matematica. Esta
precedida da materia Linguaxe Matematica, Conxuntos e NUmeros onde se
introducen conceptos basicos das matematicas, e resulta indispensable
para poder abordar con éxito as materias Alxebra Lineal e Multilineal e
Xeometria Lineal de segundo curso do grao en matematicas.

A finalidade desta unidade é a de presentar de maneira gradual os
conceptos fundamentais de Espazos Vectoriais e as técnicas bésicas para o
estudo da dependencia e independencia lineal, calculo de bases e
coordenadas e dos distintos tipos de ecuacions dun subespazo vectorial.
Sera a primeira vez que o estudantado se aproxima 6 estudo de estruturas
alxebraicas como modelos que engloban moitas situacions particulares e
gue seran fundamentais para a sua formacién matematica xa que seran
utilizadas no resto das disciplinas do Grao.

A parte dos propios contidos matematicos, esta unidade contribuird 6
desenvolvemento da capacidade de razoamento e da capacidade de
formalizacion de demostracions mateméticas.

OS OBXECTIVOS

Os obxectivos que se pretenden cubrir nesta unidade didactica son:

— comprender a definicién de espazo vectorial;

— establecer as diferenzas conceptuais entre dependencia e
independencia lineal,

— comprender o significado de base dun espazo vectorial;

— recofiecer cando un conxunto de vectores constitle unha base do
espazo vectorial,

— ser capaces de completar bases a partir dun conxunto de vectores
linealmente independentes;

— expresar e comprender a definicién de dimensién dun espazo vectorial;

— aprender a operar con vectores, bases e subespazos;

— relacionar o concepto de subespazo coas soluciéns dun sistema de
ecuacions lineais homoxéneo.
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A METODOLOXIA

O desenvolvemento da unidade estruturarase en clases expositivas, de
seminario e laboratorio.

As clases expositivas consistiran basicamente en docencia impartida
polo profesor, dedicadas a exposicion dos contidos teéricos e & resolucion
de problemas ou exercicios. As veces o modelo aproximarase a leccion
maxistral e noutras procurarase unha maior implicacion do alumnado.

As clases de seminario e laboratorio dedicaranse & resolucién de
dubidas formuladas polo alumnado, & discusion de cuestions tedrico-
practicas e & resolucién de exercicios propostos previamente. Tratarase de
gue o alumnado tefia unha participacion activa coa seguridade de que esta
lle proporcionard as destrezas necesarias para o desenvolvemento da slta
formacion matemética.

Todas as tarefas do alumnado (estudo, traballos, programas de
ordenador, lecturas, exposicidns, exercicios, practicas...) seran orientadas
polo profesor.

Con respecto as titorias individualizadas ou en grupo moi reducido,
atenderase 6 alumnado para discutir cuestions concretas en relacion coas
suUas tarefas ou para tratar de resolver calquera outra dificultade relacionada
coa materia.
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OS CONTIDOS BASICOS

1. Introducién
Esta unidade é unha das partes fundamentais da materia Espazos
Vectoriais e Calculo Matricial.

Para a introducién da estrutura de Espazos Vectorias, necesitanse os
conceptos previos de Grupo e Corpo que, ainda que xa foron definidos
nunha materia do primeiro cuadrimestre, seran aqui recordados de forma
moi breve.

Se ben as definicions seran formuladas para espazos vectoriais sobre
un corpo arbitrario, habitualmente os exercicios restrinxiranse 0s corpos dos
nameros reais, racionais ou complexos.

Trataremos, unicamente, o caso de espazos vectoriais de dimensién
finita, ainda que, en xeral, os resultados son validos para espazos vectoriais
arbitrarios.

2. Definicion de espazo vectorial. Exemplos

Definicién
Un espazo vectorial € unha terna ((V, +), (K, +, @), 0) tal que
(V, +) é un grupo conmutativo.
(K +, @) é un corpo.
0 representa unha lei de composicién externa que cumpre as seguintes
propiedades:
V.1. Distributiva respecto & suma de vectores:
aO(Vi+ Vo) =a0oVi+ a0V, Vae K, Vv, v,e V.
V.2. Distributiva respecto & suma de escalares:
(a+B)ov=aov+Bov, Va,Be K, VveV.
V.3. "Asociativa":
(aoeB)ov=aoBov), Va,Be K, VveV.
V.4. "Neutro":
1c ov=v, VveV,onde 1 é o neutro de (K, o).

Nota

No sucesivo dirdse que V € un espazo vectorial sobre o corpo K, que V
é un K-espazo vectorial ou simplemente que V é un espazo vectorial (cando
xa se dé por suposto cal é o corpo).

Os elementos de V chamaranse vectores e os de K escalares.

O elemento neutro para a operacién + denétase por O e chamase vector
cero.

Dado un vector v € V 0 seu simétrico para + chamase oposto de v e
denétase por —v.

Exemplos
(R?, R, 0) sendo a.0(X, y) = (a X, ay). Analogamente
(R% @, o)
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(R", R, 0), sendo ne .
(C", ©, 0), sendo ne .
(C", R, 0), sendo ne .
(C", @, 0), sendo ne .
V = Mnn(R) € un R-espazo vectorial.

Exemplos

1) Denotamos por R[x] o conxunto de polinomios con coeficientes en R.
E claro que (R[x], +) € un grupo conmutativo. Ademais R[x] é R-espazo
vectorial considerando a operacién externa

0@+ ax' + ... + ax") = aap + aax’ + ... + aax"

(Notese que, & marxe desta estrutura de R—espazo, en R[x] temos a
operacion produto que, xunto coa +, dalle estrutura de anel).

2) Se consideramos os polinomios con coeficientes en R de grao menor
ou igual a 2, Ry[x] = {f(x) e R[x] / O f(x) <2}, entdn R,[x] é R-espazo vectorial
coa operacion externa do exemplo anterior.

3) Analogamente se nelN, enton Ry[x] = {f{(x)eR[x] / Of(x)<n} é R-
espazo vectorial.

4) Se consideramos 0 conxunto das matrices de orde nxm con
coeficientes en R, coa suma ordinaria como operacién interna e a
multiplicacion por un escalar como operacidon externa, € un [R-espazo
vectorial.

Nota
(@%, R, 0) sendo a.0(x, y) = (o X, ay), non é espazo vectorial, pois 0 non
€ unha operacion externa.

Exemplo

1) V = {(a, b)e R (a, b) é solucién da ecuacién 3x + 2y = 0} coa suma
de vectores usual en R? e o produto dun escalar por un vector é un R—
espazo vectorial.

2)V={@a b, c)e RY (a, b, ¢) é solucién da ecuacion 3x + 4y + 5z = 0}
coa suma de vectores usual en R® e o produto dun escalar por un vector é
un R—espazo vectorial.

3) V={@a b, c)e R¥ (a, b, c) é solucién do sistema de ecuaciéns
lineais, 3x + 4y + 5z = 0, 2x + y — z = 0}, coa suma de vectores en Rieo
produto dun escalar por un vector usuais, é un R—espazo vectorial.

Proposicion
Se V é un K-espazo vectorial, enton:
a0V =0y < o =0k ou v = Oy.
(-a)ov = o 0(-v) = -(a.0V)
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3. Subespazos vectoriais

Definicion
Un subconxunto non baleiro U dun K-espazo vectorial V € un subespazo
de V se:
1.u; +u, € U paratodo ug, u; € U.
2.au € Uparatodou € Uetodoa € K.

Equivalentemente,
ou+pu € Uparatodou,u’ € Uetodoo, f € K.
Notese que o vector cero de V esta en U xa que como U # ¢ existe

ue UeOu=0¢€e U.
Ademais, U é un espazo vectorial coas mesmas operaciéns que V e
tamén co mesmo neutro para a operacion +.

Exemplo
1.- Os seguintes conxuntos son subespazos de R*.
U={(x,y,z,t) eR*/x+y=0,z-t=0}
W={(xvV, 21t eR*/x-3y=z+21t
2.- Os seguintes conxuntos son subespazos de R°.
U={(x,y,z) eR*/x+3y=1z}
V={(xy,z) €eR®/2x+3y-z=0}

Exemplo

1) {0} e V son subespazos de V e dirase que son o0s subespazos triviais.

2){(x,0,y)/x,y € R} é un subespazo de R>.

3){(x,y,2)€R’/x +y =0, x + 2y + z = 0} é un subespazo de R®.

4) {A € M (R) /A é diagonal} é un subespazo de M (R).

5) {f(x) e R[x]/ 0 f(x) < 3} é un subespazo do R-espazo R[X].

6) O conxunto das soluciéns dun sistema homoxéneo de m ecuaciéns
con n incdgnitas con coeficientes en K € un subespazo de K".

Exercicio

1.- Estudar se os seguintes subconxuntos de R* son subespazos
vectoriais:

U={(xy,z,t) eR*/x+y=0,z-t=1}

V={xy, zt) eR/23=y%}

W={(x,y,z,t) eR*/x-3y=2z+ 2t}

2.- Estudar se os seguintes subconxuntos de R® son subespazos
vectoriais:

U={(xv,2) € R®/x+3y=2}

V={(xy,2) € R®/x=1}

W={xY z) € R®/ =y

Proposicion
Se V; e V, son subespazos de V, entén V, I V, é un subespazo de V.
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En xeral, se {V}je, é unha familia de subespazos dun espazo vectorial
V,entén I V,={veV/ve V, Vi el}é un subespazo de V e ademais é o

iel

maior subespazo de V contido en todos os Vj, iel.

Exemplos

1) Dados V; = {(x, y, 0)eR%} e V, = {(x, 0, z) € R?}, subespazos de R®,
Vil V,={(x, 0, 0) €R% é subespazo de R°.

2) Dados os subespazos de R®,

Vi ={(a, b, c)e R (a, b, c) é solucién da ecuacién 3x + 4y + 5z = 0}

V,={(a, b, c)e R (a, b, c) é solucién da ecuacion 2x +y - z = 0}

Entén V.1 V, é o subespazo de R*:

{(@@ b, c)e R%¥ (a, b, c) é solucién de 3x + 4y + 52 =0, 2x +y—z = 0} .

Nota

Obsérvese que a unidon de subespazos vectoriais non é subespazo
vectorial. Por exemplo a unién das dias rectas de R?, x=0ey=0non é
subespazo vectorial de R>.

Definicién
Se V; e V, son subespazos dun espazo vectorial V, definese o
subespazo suma de V; e V, como o subespazo
Vi+V,= {Vl + V2/V1€ Vi, Vo € Vz}
E facil ver que V,+V, é o menor subespazo de V que contén a V, e a V,.

4. Dependencia e independencia lineal. Sistemas de xeradores

Definicién

Se S é un conxunto de vectores dun espazo vectorial (V, K, 0), dise
gue un vector ve V é combinacion lineal dos vectores do conxunto S, se
existen vy, ..., Vp€S, ay, ..., a € Ktalque v=o0;30v; + 0,0V, + .... + 0, OVp.

Exemplo

1) No espazo vectorial R? o vector (2, 2) é combinacion lineal dos
vectores (1, 1) e (3, 1) pois (2, 2) = 2(1, 1) + 0(3, 1).

2) No espazo vectorial R® o vector (1, 1, 1) € combinacién lineal dos
vectores (1, 1, 0) e (3, 3, 1) pois (1, 1, 1) = 1(3, 3, 1) - 2(1, 1, 0).

3) No espazo vectorial R* o vector (3, 3, 0, 17) é combinacién lineal dos
vectores {(1, 1, 0, 3), (3, 3,0, 1), (2, 2, 0, -2)} pois

(3,3,0,17)=2(1,1,0,3)+3(3,3,0,1) - 4(2, 2,0, -2).

Pode verse que esta non € a Gnica combinacion lineal posible deses tres
vectores que da o mesmo vector (3, 3, 0, 17), pois por exemplo

(3,3,0,17)=6(1,1,0,3)-1(3,3,0,1) +0(2, 2, 0, -2).

Proposicion
Sexa (V, K, 0) un espazo vectorial e S un subconxunto de V.
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O conxunto de combinaciéns lineais formadas cos vectores de S, que
denotaremos por <S>, é 0 menor subespazo de (V, K, 0) que contén o
conxunto S. E dicir, 0 conxunto

<S> ={oy 0V + a0Vo + ... + a0V, / o€ K, vieS, i =1, ..., n} verifica
que

- € un subespazo de (V, K, 0),

- contén o conxunto S

- esta contido en todos aqueles subespazos de (V, K, 0) que contefien o
conxunto S.

Exemplo
{xy.2) € R*/x=y}={x(1,1,0)+2(0,0,1) I x;z € R} =
=<{(1,1,0), (0,0, 1)}>.

Proposicién
Se V; e V, son subespazos dun espazo vectorial V, entén
Vl + V2 = <V1YV2>

Corolario
Se S e S’ son subconxuntos dun espazo vectorial V, entén:
SCS = <S>C<S> e <<8>>=<S>

Nota
Se S e S’ son subconxuntos de V

<S>c<S'> {Sc< S'>

<S>c<S> S'c<S>

En particular se S — Vev € Vtemos que

<S>=<S Y{v}>» & v € <S>

Como consecuencia temos que nun conxunto de xeradores S podese
eliminar un vector v se, e s6 se, v é combinacion lineal dos demais
elementos de S. E dicir, sev € S

<S>=<S—{v}> & v e <S-H{v>

<S>=<S> & {

Exemplo
No espazo vectorial (R, R, 0) temos que
<{(1,0,0),(0,1,0r={(xy,0/x,yeR}.
<{(1,1,0),(0,1,0={(xYy,0/x,yeR}
<{(1,1,0),(0,1,1)}={(x,x+z,2) I x,zER}.

Definicién

Sexa (V, K, 0) un espazo vectorial. Un conxunto de vectores S de V
dise que é libre ou linealmente independente se para o€ K, vieS, i =1,
..., N, con todos os v; distintos, a igualdade a;0vy + 0, 0V, + ... + a0V, = 0,
s6 se verificaparaca; = ax =... = ap = 0.

E dicir:

o€ K,vieS,i=1,...,n, 0.0V, + 0,0Vs + ... + 0, OV =0 = ;= 0, Vi
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Exercicio

Probar que:

1){(1,010,3),(0,2,1,1, 2), (1, 2, 2,1, 0)} € un conxunto de vectores
de R’ linealmente independentes.

2){1+2x+x%,2x- 3%, 1 +x, x + x> } é un conxunto de vectores do R-
espazo vectorial R[x], linealmente independentes.

1 0 2y (10 2) (001
3) , , € un conxunto de vectores
0 2 3 113 11 3

do R-espazo vectorial Mat,,3(R), linealmente independentes.

Definicién
Sexa (V, K, 0) un espazo vectorial. Un conxunto de vectores S de V
dise ligado ou linealmente dependente se non é libre. E dicir: existen
o€ K, vieS,i=1, ..., n, contodos os v; distintos e algin o; # O e
a10Vy + 0 0Vy + ... + 0 OV, = 0.

Nota
Sexa (V, K, 0) un espazo vectorial. Entén:
S ={ 0} é un conxunto linealmente dependente
SeveV,v # 0, entdn S = {v} & un conxunto linealmente independente.

Nota

Sexa (V, K, 0) un espazo vectorial e S un conxunto de vectores de V.
Enton:

Se S é un conxunto linealmente independente e S'C S, entén S' é un
conxunto linealmente independente.

Se S é un conxunto linealmente dependente e SCS', entdn S' es un
conxunto linealmente dependente.

Nota
Calquera conxunto de vectores que contefia o vector 0 é linealmente
dependente.

Proposicién
Se S é un conxunto de vectores dun espazo vectorial (V, K, 0), entén:
S é linealmente dependente se, e sO se, existe ve S tal que ve <S-{v}>.
Ademais nesta situacion temos que <S> = <S-{v }>.

Proposicion

Se (V, K, 0) é un espazo vectorial, S é un conxunto de vectores
linealmente independente e v&<S>, enton SY{v} é un conxunto
linealmente independente.

Definicién
Sexa V un espazo vectorial sobre K e S un conxunto de vectores de V.
Dise que S é un sistema de xeradores de V se <S> = V. E dicir, S é un

14 - UNIDADE DIDACTICA 3. Espazos vectoriais



sistema de xeradores de V se calquera vector de V é combinacion lineal dos
vectores de S.

Exemplos
-{(1, 1), (1, 2)} é un conxunto de xeradores de R’.
-{(1,0,1), (1, 1, 0), (1, 2, 1)} é un conxunto de xeradores de R>.
-{(1,0,1), (1, 1, 0), (-1, -2, 1)} non é un conxunto de xeradores de R>.

Exercicio

Proba que:

1) S ={(1, 1, 1), (5, 0, 3)} é un conxunto de xeradores do subespazo
vectorial de R, V = {(x, y, z) / 3x + 2y -5z = 0}.

2) S ={(6, 3, -2), (-5, 4, 6)} € un conxunto de xeradores do subespazo
vectorial de R®, V ={(x, y, z) / 2x - 2y + 3z = O}.

3)S={1l+2x+x>,2x-3x% 1+x x+x°}é un conxunto de vectores
xeradores do R-espazo vectorial Rs[x], dos polinomios con coeficientes reais

de grao menor ou igual que 3.
1 2 1 2 1 4 3 8
4) S = , , € un conxunto de
01 0 2) (0O 3 16
vectores xeradores do R-espazo vectorial Mat,,(R) ¢E un conxunto
linealmente independente?.

Proposicion
Sexa S = {vy, Vy, ..., Vu} un conxunto de vectores dun espazo vectorial V.
1) Se intercambiamos dous vectores, enton

Vs ey Viy ey Vjy oy Vb2 = (V1 e, Ve Vi e Vi
2) Se multiplicamos un vector, por un escalar A # 0, entdn
<AV, ey Vi e, VP = <{Vy, o, AV, L, VP

3) Se substituimos un vector polo resultado de sumarlle outro vector
multiplicado por un escalar A, por exemplo substituimos v; por v; + v, ,
entén

<1y ey Vi ey Ve, VP2 = <V, ViR AV L Y, VP

Nota-Corolario

Sexan {vi, Vs, ..., Vpo} un conxunto de vectores de R" e A a matriz que ten
eses vectores como filas. Como consecuencia da proposicién anterior, se B
€ unha matriz equivalente por filas a A, os vectores fila desta matriz B xeran
0 mesmo subespazo vectorial que os vectores {vi, Va, ..., Vq}.

Exemplo

1) Os conxuntos S ={(1, 1, 0), gl, 0,1)}e S ={@3, 2,1), (0, 1, -1)} xeran
0 mesmo subespazo vectorial de R”.

2) Os conxuntos S ={(1, 1, 0), (2,0, 2)} e S’ ={(3, 2, 3), (0, 1, 0)} non
xeran o mesmo subespazo vectorial de R”.
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5. Base e dimensién dun espazo vectorial. Coordenadas dun vector

Definicion
Un conxunto de vectoresde V, B={E,, ..., E, }, € unha base de V se:
1. B é un conxunto linealmente independente
2. B é un conxunto de xeradores de V.

Exercicio
Obtén:
- Bases dos R-espazos R, R?, R?, ...,
- Bases dos @-espazos @ ,07, @°, ......,
- Bases dos C-espazos C ,C?, C°, ......,
- ¢ Cofeces algunha base do R-espazo vectorial R[x]?

Proposicién
Se V é un espazo vectorial, L ={ E; , ..., E; } € un conxunto de vectores

;

linealmente independentes e v = Z a;OE;, entébn os escalares a4, oy, ...,
i=1

o, Son Unicos.

Corolario

Se V é un espazo vectorial e B={ E;, ..., E, } é unha base de V, entdn
cada vector ve V pode expresarse de forma Unica como combinacion lineal
dos elementos de B.

Definicion

n
Se B={E,, .., E,} € unha base dun espazo vectorial V e v = ZE,IE ,

i-1
enton os escalares (A;, A, .., A,), que estdn univocamente
determinados, denominanse coordenadas do vector v respecto da base B.

Obsérvese que fixada a base B, entdn cofiécese veV se, e sO se, se
cofiecen as slas coordenadas respecto de B.

Exemplos

1) Sexa B = {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)} unha base de R*. Calcular
vector veR?, tal que as stias coordenadas respecto de B son (1, 8, 7),
dicirv = (1, 8, 7).

2) Se n é un enteiro positivo, enton R" é un R-espazo vectorial e 0

i)

conxunto B={e;, ..,e, },con ¢=(0,.,0, 1,0, .., 0), é unha R-base de
R" que denominaremos base candnica.

o™ O

Teorema (de existencia de base)
Sexa V # {0} un espazo vectorial cun conxunto finito de xeradores S.
Entdn, existe un subconxunto B de S que é unha base de V.
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Proposicién

Sexa V un K-espazo vectorial. Se B = {E;, E,, ..., E,} € unha base de V
con n vectores, entén un conxunto S={vy, vs, ..., Vi;} CON M > n non pode ser
linealmente independente.

Corolario

Sexa V un K -espazo vectorial. Se B = {E;, E,, ..., E;} € unha base de V
con n vectores, enton calquera outra base ten que ter necesariamente n
vectores.

Definicién

Chamase dimension dun K-espazo vectorial V ao numero de vectores
dunha base (como acabamos de ver todas as bases tefien o mesmo
numero de vectores). Denttase dim(V).

Proposicién

Se V é un espazo vectorial de dimension n e L = {E;, Ey, ..., E} € un
conxunto de vectores linealmente independentes, enton pédese construir
unha base de V que contefia a L (engadir n — r vectores para completar
unha base de V).

Proposicion
Se V; e V, son subespazos dun espazo vectorial V, entdn
dimK(V1+V2) = dlmK(Vl) + dlmK(Vg) - dlmK(Vll V2)

Definicién
Se V; e V, son subespazos dun espazo vectorial V e V1 V, = {0},
dirase que V;+V, é a suma directa de V, e V, e denotarase por V,; @D V,.

Proposicién

Se V; e V, son subespazos dun espazo vectorial V, enton V; + V, é a
suma directa < Cada vector de V; + V, pode expresarse de forma Unica
como a suma dun vector de V; e outro de V.

Corolario

Sexa V un K -espazo vectorial de dimension n.

As seguintes afirmacions son equivalentes:

1) B={Ey, E,, ..., E;} é unha base de V.

2) B = {Ej, Ey, ..., E;} € un conxunto de vectores de V linealmente
independentes.

3) B ={E4, Es, ..., E;} € un conxunto de xeradores de V.

Exemplos
dimgR =1
dimgR* = 2
al.r.ﬁRR” =n
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Proposicién

Se a matriz A€ My(R) é equivalente por filas a unha matriz cunha fila
de ceros, enton os vectores fila de A son vectores de R™ linealmente
dependentes.

Proposicion

Se A€ Mum(R) € unha matriz en escaleira sen ningunha fila nula, entén
os vectores fila de A son vectores de R" linealmente independentes e polo
tanto xeran un subespazo de R™ de dimension n.

Nota-Corolario

Sexa A€ My(R) unha matriz cadrada e B unha matriz en escaleira
equivalente por filas & matriz A. Sabemos que os vectores fila de A e B
xeran 0 mesmo subespazo e a sUa dimension coincide co ndmero de
vectores fila de A (ou de B) linealmente independentes e polo tanto os
vectores fila de A son linealmente independentes se, e s se, 0 son os de B.

Como consecuencia temos que:

det(A) =0 < os vectores fila de A son linealmente dependentes.

Corolario

1) Se Be My (R) é unha matriz en escaleira, as filas non nulas de B son
linealmente independentes e polo tanto a dimension do subespazo vectorial
de R" que xeran coincide co nimero de pivotes de B.

2) Se Ae My«(R) é unha matriz cadrada e B unha matriz en escaleira
equivalente por filas & A, o subespazo vectorial de R" xerado polas filas de
A coincide co subespazo vectorial xerado polas filas de B e polo tanto a
dimension do subespazo vectorial de R" xerado polas filas de A coincide co
namero de pivotes da matriz en escaleira B.

3) Se Be Mun(R) é unha matriz en escaleira sen ningunha fila nula,
enton se as filas de B lle engadimos as filas que proporcionan os vectores
da base canodnica de R", e, que corresponden as columnas sen pivote,
obtemos unha matriz cadrada de orde n coas filas linealmente
independentes (base de R").

4) Se Be Mnn(R) é equivalente por filas a unha matriz en escaleira C,
sen ningunha fila nula, entén se as filas de B lles engadimos as filas que
proporcionan os vectores da base canonica de R", e;, que corresponden as
columnas de C sen pivote, obtemos unha matriz cadrada de orde n coas
filas linealmente independentes (base de R").

Exemplos
121 0 -10
001 -2 0 1
1) Se B = € Mye(R), entédn as filas de B
0 00 O 1 1
0 00 O 0O O
xeran un subespazo de R® de dimensién 3
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1 2 1 0 -1 0
amamizaz| = 290 72 0 Lh ) ¢ equivalent
) A matriz A = 4 2 0 -1 1 € M4e(R) € equivalente

2 4 3 -2 -2 2
por filas & matriz B do apartado 1) e polo tanto as filas de A xeran un
subespazo de R° de dimension 3.

121 0 -10
3)AmatrizB=[0 0 1 -2 0 1]|eMsy(R) ten pivotes nas
000 O 1 1

121 0 -10

001 -2 0 1

0O 00 O 1 1
columnas 1, 3 e 5, entén as filas da matriz C =

010 O 0 O

0 00 1 0 O

0 00 O 0 1

forman unha base de R°®,
1 2 1 0 -10
HAmatrizA=|-1 -2 0 —2 0 1|eMy(R) é equivalente
2 4 2 0 -11

por filas @ matriz B do apartado 3) e polo tanto as filas da matriz cadrada
1 2 1 0 -10

-1 -2 0 -2 0 1

2 4 2 0 -11 6
C= forman unha base de R".

0 1 0 O (O}

0 0O 0 1 (O}

0 0O 0 O 0 1

6. Subespazos vectoriais e soluciéons dun sistema homoxéneo.
Ecuacions dun subespazo vectorial

Se V € un espazo vectorial sobre K de dimensiéon n, e U un subespazo
vectorial de V xerado polos vectores uy, ... Us, linealmente independentes,
existe un sistema de n — s ecuacions lineais (independentes) do cal U é a
solucion.
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Ditas ecuacions chdmanse ecuacions lineais do subespazo. (Nota: o
sistema non € Unico).

As ecuaciéns paramétricas de U vefien dadas por:

V = oU1 + ol + ... + osUs,

As ecuacions lineais obtefiense do feito de que v e<{ uy, ... Us }> se é
un vector linealmente dependente deses vectores. Se consideramos a
matriz A que ten por filas as coordenadas dos vectores uy, ... Us, entén dicir
que ve<{us, ... Uus }> é equivalente a que o vector de K" que ten por
coordenadas as de v é un linealmente dependente dos vectores fila dunha
matriz en escaleira equivalente por filas & matriz A.

Célculo das ecuacions lineais dun subespazo de R", do que cofiecemos
un conxunto de xeradores:

Exemplo 1
Calcular as ecuacions lineais do subespazo de R* xerado polos vectores
u;=(1,1,0,0)eu,= (1,0,1,0).

Exemplo 2
Calcular as ecuaciéns lineais do subespazo de R® xerado polos vectores
u;=(1,1,0,0,1),u,= (1,0, 1,0, 2).

Exemplo 3
Calcular as ecuacions lineais do subespazo de R’ xerado polos vectores
u;=(1,0,1,1,1,1,0),u,=(1,0,1,1,0,0, 0),
uz=(2,0,3,5,2,2,0),u;,=(3,0,2,0,0,0, 0).

Exemplo 4

Calcular as ecuacions lineais do subespazo de R’ xerado polos vectores
u;=(1,0,1,1,1,1,0),u,= (0,0,1,1,0,0,0),us=(2,0,5,5,2,2,0)

ACTIVIDADES PROPOSTAS

e Comprobacién dos exemplos e realizacién dos exercicios propostos
6 longo da Unidade.

e Tamén se deberan resolver os exercicios propostos nun boletin con
cuestions tedricas e practicas.

e Os alumnos poden resolver os exercicios de forma individual ou en
grupos pero deben comprender os fundamentos e desenvolver as
capacidades que lles permitan enfrontarse a exercicios de
dificultade analoga.

e Adicionalmente poderase realizar algunha proba curta.
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AVALIACION DA UNIDADE DIDACTICA

Esta Unidade Didactica forma parte da materia Espazos Vectoriais e
Célculo Matricial e a sGa avaliacibon enmarcase no contexto global desa
materia.

O longo do curso requirirase do alumnado a resolucién de exercicios
correspondentes a cada unha das unidades e a participacién activa nas
clases de laboratorio e seminario. Ademais poderanse realizar probas
escritas tedrico-practicas 6 longo do cuadrimestre. A puntuacidon conxunta
destas actividades (C) representara o 25% da nota final.

O 75 % restante saird do exame final (E). Este exame sera escrito e
contera preguntas de teoria, cuestions tedrico-practicas e exercicios. Para
superar a materia os estudantes deberan obter cando menos 0 40% da nota
do exame.

Para o computo da cualificacién final (F) terase en conta a avaliacion
continua (C) e a cualificacion do exame final (E) e aplicarase a seguinte
férmula:

F = max(E, 0,25*C + 0,75*E)

UNIDADE DIDACTICA 3. Espazos vectoriais - 21



BIBLIOGRAFIA

BURGOS, J. (2006): Algebra Lineal y Geometria Cartesiana. Madrid: McGraw

Hill.
CASTELLET, M.; LLERENA, I. (1991): Algebra Lineal y Geometria. Barcelona:
Reverté/UAB.

HERNANDEZ, E., VAZQUEZ, M.J., ZURRO, M.A. (2012): Algebra lineal y
Geometria. Madrid: Pearson.

MERINO, L., SANTOs, E. Algebra Lineal con métodos elementales. Madrid:
Thomson.

VILLA, A. (1994): Problemas de Algebra. Madrid: CLAGSA-I.C.A.l.

22 - UNIDADE DIDACTICA 3. Espazos vectoriais












di

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE CO

Unha coleccion orientada a editar materiais docentes de
calidade e pensada para apoiar o traballo do profesorado e do
alumnado de todas as materias e titulacions da universidade

Impreso en papel 100% reciclado e libre de cloro

R Y

<

%

S C SERVIZO DE NORMALIZACION

UNIVERSIDADE LINGUISTICA

DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA

97788498"879551





