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Resumen

El objetivo fundamental de este trabajo es demostrar que las superficies con curvaturas
principales constantes son localmente isométricas a superficies homogéneas y viceversa. Para
ello, haremos una breve introduccién a la teoria de superficies y presentaremos diferentes objetos

geométricos que nos permitiran abordar dichas demostraciones.

Abstract

The main aim of this work is to prove that surfaces with constant principal curvatures are
locally isometric to homogeneous hypersurfaces and conversely. We provide an introduction to
the theory of surfaces and introduce several geometric objects that allow us to carry out that

proof.
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Introduccion

El término simetria se entiende, generalmente, como aquellas propiedades de un objeto, ya
sea concreto o abstracto, que permanecen estaticas con respecto de ciertas transformaciones
espaciales o temporales. De esta manera, un objeto se suele calificar como simétrico cuando
presenta ciertos patrones de autosimilitud o repeticién. El concepto de simetria es pues ubicuo en
el pensamiento humano, y abarca dreas tan distantes entre si como son el arte —donde una pieza
musical puede presentar ciertos patrones de repeticién temporales— la ingenieria y la ciencia
donde juega un papel fundamental, por ejemplo, en la fisica. Desde el punto de vista matematico,
la idea intuitiva de simetria se traduce en la existencia de un grupo de transformaciones actuando
sobre algin tipo de estructura matematica. De esta manera, se podria decir que un objeto
presenta algun tipo de simetria cuando su aspecto es el mismo después de transformarlo de
alguna forma. Por ejemplo, un rombo presenta un cierto tipo de simetria ya que, al reflejarlo

sobre cualquiera de sus ejes, la figura resultante es esencialmente la misma.

Las superficies homogéneas son, en cierto modo, aquellas con una mayor cantidad de simetria.
Formalmente, una superficie se dice homogénea cuando se puede obtener como una oOrbita de
una accién isométrica de R3, es decir, cuando sus puntos son indistinguibles unos de otros bajo
dicha accién. Esta condicién impone unas fuertes restricciones sobre la forma que una superficie
homogénea puede tomar. En particular debido a esta rigidez, las superficies homogéneas tienen
muy buenas propiedades que facilitan trabajar con ellas, por lo que constituyen una familia
de superficies de especial importancia en el espacio euclideo tridimensional. El problema de
clasificacién de las superficies homogéneas fue abordado de manera independiente por Carlo
Somigliana [9] y Tullio Levi-Civita [6] a principios del siglo XX, llegdndose a que una superficie
homogénea tiene que ser un subconjunto abierto de una esfera, un cilindro, o un plano. Si
bien la motivacién de Levi-Civita era puramente geométrica, Somigliana estaba, por su parte,
interesado en un problema de éptica geométrica: determinar los frentes de onda que permanecen
estacionarios con el paso del tiempo. Esta cuestion resulta ser equivalente al estudio de las
llamadas funciones isoparamétricas, cuyos conjuntos de nivel en el espacio euclideo coinciden

con las superficies con curvaturas principales constantes.
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x Introduccion

En esta memoria se pretende introducir el concepto de superficie regular homogénea y ex-
plicar céomo se procede a su clasificacion, presentando esta desde un punto de vista adaptado a
los conocimientos de superficies regulares explicados a lo largo del Grado en Matematicas. Para

esto, se divide el trabajo en cuatro capitulos.

En el primer capitulo se presentan algunas nociones basicas sobre el concepto de superficie
regular: el espacio tangente a una superficie, los campos de vectores sobre esta y la primera

forma fundamental.

En el segundo capitulo comenzamos tratando el concepto de curvatura mediante la intro-
duccién de la derivada covariante y la segunda forma fundamental en términos de la derivada
usual de R3. Posteriormente, se introduce el tensor curvatura de Riemann, que nos servira para
demostrar el Teorema Egregium de Gauss sin tener que utilizar parametrizaciones, obteniendo la
conocida como ecuacion de Gauss, que relaciona la curvatura de Gauss con el tensor curvatura

a través de la primeira forma fundamental.
R(V,W,W,V) = K(V,V)(W,W) — (V,W)?).

En este capitulo se explora también la relacién entre la derivada covariante y el operador for-
ma de una superficie. Se prueba, ademads, la férmula de Codazzi que serd fundamental en la

desmostracion del resultado principal de este trabajo.

En el tercer capitulo se introduce el concepto de superficie extrinsecamente homogénea.
Para esto, se recuerda de manera breve lo que son las acciones de grupos sobre un conjunto.
Se estudia el grupo de isometrias del espacio euclideo, y se introducen el plano, el cilindro y la
esfera como 6rbitas de los grupos R2, SO(2) x R y SO(3), respectivamente, lo que demuestra

que son superficies homogéneas.

Finalmente, en el capitulo cuarto se procede a la clasificacion de las superficies regulares
homogéneas. Para esto primeramente se prueba que la existencia de una accién isométrica sobre
una superficie dada implica que los operadores forma en puntos de la misma érbita son conju-
gados, y por lo tanto una superficie homogénea ha de tener curvaturas principales constantes.
Gracias a las ecuaciones de Gauss y Codazzi, se demuestra que el operador forma de una su-
perficie con curvaturas principales constantes tiene o bien un dnico autoespacio (es decir, las
curvaturas principales son iguales) o bien niicleo unidimensional. Mediante la introduccién del
concepto de desplazamiento normal de una superficie, se llega a la siguiente conclusién sobre

superficies con curvaturas principales constantes:

= Si las dos curvaturas principales son cero, la superficie es un plano.

= Si las dos curvaturas principales son iguales y distintas de cero, la superficie esta contenida

en una esfera de radio %, donde A # 0 es el valor de la Unica curvatura principal.
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= Siuna curvatura principal es cero y la otra A # 0, la superficie estd contenida en un cilindro

de radio %

Por lo tanto, se concluye que, en el espacio euclideo, toda superficie regular conexa con curvaturas

principales constantes es locamente isométrica a una superficie homogénea.

A lo largo de este trabajo se utilizaron como referencia los libros [5] y [3]. Otras referencias
que también permiten realizar una introduccién al estudio de la geometria diferencial de curvas

y superficies son [1], [2], [7] ¥ [8].






Capitulo 1
Superficies regulares en R’

En este capitulo hacemos una introduccién a la teoria de superficies regulares en R3. Para
ello necesitaremos algunas nociones de calculo diferencial de varias variables; concretamente,
serd necesario conocer algunos hechos sobre continuidad y diferenciablidad de aplicaciones en
R? y R3, que podremos encontrar en cualquier texto estdndar de célculo diferencial avanzado

como puede ser [4].

1.1. ;Qué es una superficie?

Definicién 1.1. Una superficie regular es un subconjunto no vacio S C R? tal que para cada
punto p € S existe un abierto U C R?, un entorno V' de p en S (con la topologia relativa) y una
aplicacién
X: UcR? — VCR3,
(u,v)  +— X(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v))

tales que
» X(U) =V y X es diferenciable en el sentido ordinario.
= X es un homeomorfismo.

» Para todo (u,v) = q € U, dX,: R? — R3 es inyectiva.

La aplicacién X se llama carta, parametrizacion o sistema de coordenadas. El par (U, X) se

dice una parametrizacion local de la superficie, y el entorno V' se denomina entorno coordenado.
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1.2. Aplicaciones diferenciables entre superficies. Diferencial de

una aplicacién

Con vistas a efectuar cédlculos en superficies necesitamos definir lo que se entiende como
funcién diferenciable en una superficie. Para ello, tendremos que llevar los objetos al plano de
coordenadas mediante una parametrizacién cualquiera y aplicar lo que si conocemos de céalculo

elemental en varias variables.

Definiciéon 1.2. Una aplicacion F': S — R” se dice diferenciable en un punto p € S si para

toda parametrizacién (U, X) de S en p, la lectura en coordenadas
F:U — R"
(u,v) +— FoX(u,v),

es diferenciable en X~!(p) en el sentido ordinario.

Para ver que una aplicacién entre dos superficies es diferenciable, procedemos de manera

analoga al caso de una funcién diferenciable de S en R™.

Definicion 1.3. Una aplicacion F': S; — Sy entre superficies se dice diferenciable en un
punto p € S; si para cualesquiera parametrizaciones (U,X) de S; en py (V,Y) de Se en F(p),

la expresion en coordenadas de F,

F:U —- V

(u,v) = Y loFoX(u,v),
es diferenciable en X~!(p) en el sentido ordinario.

Definiciéon 1.4. Sean S; y So dos superficies regulares. Sea F': S| — Sy una aplicacién

diferenciable en p € S7. Se denomina diferencial de F en p a la siguiente aplicacién lineal:

de: Tp51 — TF(p)SQ
v = dFv =2 (Foa)(t)— = B(0)

donde a: I —» S es una curva en Sy con «(0) =py o/(0) = v.

1.3. El espacio tangente

Una superficie S, en cada uno de sus puntos, admite un plano tangente. En esta seccion
veremos que dado un punto de la superficie, el plano tangente en ese punto se construye a partir
de todos los vectores velocidad de todas las curvas contenidas en la superficie que pasan en
tiempo cero por dicho punto. Finalmente veremos que dicho plano tiene estructura de subespacio

vectorial de R3 de dimensién dos.
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Definicion 1.5. Una curva diferenciable en una superficie regular S es una aplicacién diferen-

ciable a: I — S donde I C R es un intervalo abierto.

Observacion 1.6. De la definicién [I.1] deducimos que la aplicacién X es un difeomorfismo de U
en X(U), por lo que toda curva en este entorno de la superficie tiene que ser imagen de una
curva en U. En otras palabras, dada a(t) € X(U), se tiene que existe una curva
a:1 — UCR?
to= o a(t) = (u(t), v(t))
verificando que a(t) = X(u(t), v(t)).

La curva & se denomina expresion en coordenadas de la curva .

Definicién 1.7. Sea S C R3 una superficie regular y sea p € S. Se dice que v € R? es un vector

tangente a S en p si existe una curva a: (—¢,€) — S diferenciable tal que a(0) = py o/(0) = v.

Definicion 1.8. Llamamos plano tangente a la superficie S en un punto p € S al conjunto de

todos los vectores tangentes a S en p. Asi,

T,S = {v € R® : v = &/(0) para alguna curva a(s) C S con a(0) = p}.

El plano tangente a una superficie en un punto dado es un subespacio vectorial de R3. De

hecho, dada una parametrizacién local (U, X) de S y un punto p € X(U) se tiene que

T,S = dXg-1,)R?. (1.1)

Dada una parametrizaciéon X: U — V' y un punto (u,v) € U, se denominan campos coor-

denados a los siguientes campos de vectores:

0X 0X
Xy (U, U) = %(uﬂ)) = dx(u,v) (e1>7 XQ(ua U) = %(ufv) = dx(u,v) (62>.

Por la definicién de superficie, se tiene que dX(,,) es inyectiva, es decir, la matriz jacobiana
dX(q) tiene rango méaximo 2, lo que equivale a decir que Im(dX,) es un espacio vectorial de
dimensién 2 y que los vectores {X;(u,v),Xa(u,v)} son linealmente independientes. Por tanto,

de (1.1)) deducimos que:
TPS - <X1 (uv U)v XQ (uv U)>

Asi, para cada (u,v) € U, se tiene que {X;(u,v),Xa(u,v)} es una base del espacio tangente
TX(u,v)S~

1.4. Campos de vectores

Esta seccién es de gran importancia ya que en ella introduciremos las nociones bésicas
de campos de vectores y sus derivadas, que nos permitiran realizar todas las demostraciones

relevantes de este proyecto.
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Definicion 1.9. Un campo de vectores diferenciable W en un abierto U C S es una aplicacién

diferenciable W: U — R3 tal que para todo p € U, se tiene que W (p) = W), es un vector de R3.

» W se dice un campo de vectores tangente a S si W), € T),S para todo p € U.

= W se dice un campo de vectores normal a S si W), L. T),S para todo p € U.
Definiciéon 1.10. Un campo de vectores tangente a S a lo largo de una curva a: I — S es una
aplicacion W: I — R3 tal que W (t) € T (t)S para todo s € I.
Definiciéon 1.11. Sea S una superficie regular y V un campo de vectores tangente a S. Una
curva a: I — S se dice curva integral de V si para todo t € I se verifica:
Oé,(t) = Va(t)'

Teorema 1.12 (Teorema de existencia de curvas integrales de un campo de vectores). Dada
una superficie S y un campo de vectores V' tangente a S, existe una curva «: I — S tal que

para todo t € I, o/(t) = Vo -

Demostracién. Sea X: U C S — R? una parametrizaciéon de S y sea V un campo de vectores

tangente a S. Como {Xj, Xz} es una base del tangente en cada punto, podemos escribir:

Vo= S VG ()R ). (12)
Por otro lado, por la observacién podemos escribir
a(t) = X(u1(t), uz(t)).
Asi, derivando esta expresién, obtenemos
o/ (t) = X (ua (1), ua(t)uq (£) + Xo(ua (t), ua(t) us(t). (1.3)

Queremos demostrar que para todo t € I, se verifica o/(t) = V). Es decir, juntando (1.2)) y

(1.3]), queremos demostrar que el siguiente sistema tiene solucion:

{mwzmwwmm»
uy(t) = Va(ua(t), ua(t)).
Aplicando el Teorema de existencia y unicidad de soluciones del problema de valor inicial, se
deduce que el sistema anterior tiene solucién tnica (uq(t), uz2(t)). Asi, para todo p € S tal que
p = a(t) = X(ui(t),uz(t)), de la igualdad (L3), se tiene que Vj, = V) = o/(t), tal y como

queriamos probar. O

Definicion 1.13. Una superficie S se dice orientable si existe un campo de vectores diferenciable,
normal y unitario, N, definido globalmente en toda la superficie. Si S es una superficie orientable,
la eleccién de un campo de vectores normal, unitario y diferenciable se denomina una orientacion

para S.
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1.5. La primera forma fundamental

En esta seccién nos introduciremos ya en el mundo de la Geometria de Superficies, es decir,
veremos cémo podemos hacer mediciones sobre una superficie tal y como pueden ser medidas
las longitudes de curvas, los dngulos entre dos curvas o las dreas. Ahora bien, jcomo se hace
esto? La respuesta a esta cuestién se resuelve facilmente si observamos que toda superficie estd
a su vez dentro del espacio euclideo tridimensional, que induce de manera natural una forma de

medir vectores dentro de cada plano tangente.

Dada una superficie regular S'y p € S, consideramos el plano tangente 7,5 como un subes-
pacio del espacio euclideo R3. Asi, dados dos vectores v, w € TS, denotamos por (v, w)r,s a la
restriccién del producto escalar de R? al espacio tangente T,S. La forma cuadratica asociada a
la forma bilineal simétrica y definida positiva (-,-)r,s se denomina primera forma fundamental,
y viene dada por

I,: T, —R
v — I(v) = (v,v) > 0.

Dada una parametrizacién (U, X) funciones diferenciables g;;(u,v) = (X;(u,v),X;(u,v)) se de-
nominan los coeficientes de la primera forma fundamental con respecto de la parametrizacion.

Esto es debido a que con respecto de la base {X;,Xs} de Tx(,,)S, el producto interior viene

(911(%0) 912(%0))
g12(w,0)  gaa(u,v) )

dado por la matriz

1.6. Isometrias

Dadas dos superficies regulares, una pregunta bésica es averigiiar cudndo tienen la misma
geometria intrinseca, esto es, si las medidas, relaciones y propiedades que se dan en una de las
superficies, se presentan de forma idéntica en la otra. En otras palabras, queremos averiguar si
existe una aplicacién entre las dos superficies que conserve las propiedades métricas de ambas.
Este tipo de aplicacién es lo que denominaremos isometria y serd la aplicacién que dard vida a

la nocién de equivalencia geométrica entre dos superficies regulares.

En el capitulo uno vimos que la primera forma fundamental es la herramienta que nos permite
hacer mediciones sobre una superficie y, por tanto, hablar de geometria en una superficie. Asi,

una isometria serd una aplicacién entre superficies que conserve la primera forma fundamental.

Ahora bien, esta equivalencia puede darse inicamente de forma local, ya que hay superficies
que no llegan a ser idénticas geométricamente por no ser homeomorfas, es decir, por no tener

la misma topologfa, lo cual hace que no sean equivalentes en propiedades muy concretas. Asi,
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para poder encontrar una identificacién total entre dos superficies es necesario que ambas sean

idénticas desde el punto de vista métrico. Haremos pues una distincion entre lo local y lo global:

Definicién 1.14. Una aplicacién diferenciable F': §; — S5 entre superficies se dice que es una
isometria local si su diferencial dFy: T),S1 — Ty, S2 es una isometria lineal para todo p € 5.

Es decir, F' es una isometria local si para cualesquiera p € S1 y v,w € T,,51,
(dFp(v), dFp(w)) = (v, w).
Las isometrias locales conservan angulos y longitudes en cada espacio tangente.

Definicién 1.15. Una isometria local F': S; — S5 se denomina isometria (global) si tiene in-
versa diferenciable, y necesariamente, F'~1 es una isometria. Dos superficies se dicen isométricas

si existe una isometria entre ellas.

Por tanto, dos superficies regulares que son (globalmente) isométricas seran iguales desde el
punto de vista topdlogico, diferenciable y métrico. Desde luego, existen superficies localmente
isométricas que no lo son globalmente. Por ejemplo, el cilindro menos una recta es homeomorfo

al plano, pero siguen siendo geométricamente diferentes.



Capitulo 2

Curvatura

En este capitulo trataremos el concepto de curvatura de una superficie. Para ello, comenza-
mos introduciendo el concepto de derivada covariante, que nos permitird hablar de derivacion
intriseca en la superficie, es decir, cémo varia un campo de vectores desde el punto de vista de los
habitantes de la superficie, desconocedores del espacio R?. La derivada covariante nos permitira
caracterizar las llamadas curvas geodésicas, importantes para la determinacion de ciertas super-
ficies homogéneas y nos permitird introducir el concepto de segunda forma fundamental, que es
el objeto que nos va a permitir estudiar la relacion que existe entre una superficie y el espacio en
el que esta contenida. Veremos que se trata una forma bilineal simétrica cuyo operador autoad-
junto asociado, el operador forma, sera el que nos permitird hablar de las curvaturas principales
de una superficie, que determinardn finalmente su curvatura de Gauss y su curvatura media.
Por otro lado, definiremos el concepto de tensor de curvatura de Riemann, a través del cual
enunciaremos la llamada ecuacion de Gauss, que junto con la Fcuacion de Codazzi, constituyen

las dos ecuaciones mas importantes de este trabajo.

2.1. Derivada covariante y segunda forma fundamental

Sea S una superficie regular y W un campo de vectores tangentes sobre S. Sea p € Sy
v € T},S. En general, si calculamos la derivada direccional en p del campo W en la direccién de
v, el resultado no tiene por que ser un vector tangente a S en p, si no que en general (D, W),
pertenece a R3. Asi, para cada p € S, podemos descomponer el vector D, W en su parte tangente
a Sy su parte normal,
D,W = [D,W]" + [D,W]*.

Siguiendo la notacién anterior, podemos introducir las siguientes definiciones:

Definicion 2.1. Se define la derivada covariante de W en p € S con respecto de v, V,W, como

7
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el vector proyeccién de D,W en T),S:

VW = [D,W]".

Miés especificamente,

Proposicién 2.2. Sea S una superficie, p un punto de S y v € T,S. Sea W un campo de

vectores tangentes a S. Entonces, para cualquier curva oz I — S con o(0) =p y 0/(0) =

o T
va = (atW o a(t)|t:0) .

Por lo tanto, la derivada covariante es un operador local (es decir, sélo depende del valor de W

en un entorno de p).

Definicion 2.3. Dados V y W campos de vectores tangentes sobre S, se define la derivada

covariante de W con respecto de V., Vy W, como el campo de vectores (diferenciable) dado por
(Vv W), = Vy, W.
para cualquier p € S.

Definicién 2.4. Se define la segqunda forma fundamental de V .y W en un puntop € S, II(V, W),,

como la parte normal del vector Dy, W:
T(V, W), = [Dy, W] "

Definiciéon 2.5. Dada una funcién diferenciable f: .S — R y un campo de vectores V en S,

se define la derivada direccional de f en la direccion de V' en un punto p € S como

d
(V1)) =Vpf = Dy fp) = - (f o a)(t)=0,
donde « es una curva en S con condiciones iniciales p y v.

Definicién 2.6. Sea f: S — R una funcién diferenciable, sean V' y W dos campos de vectores
tangentes sobre S y sea p € S. Se define el corchete de Lie como el inico campo de vectores que

verifica:

[Va W]pf = V;)(Wﬁ - Wp(vf)~

Observacion 2.7. Dados dos campos de vectores tangentes a la superficie V' y W con coordenadas
n n
en el espacio tangente, V = Z ViX;, W = Z W;X; y, su corchete de Lie es

i=1 i=1

oW, oV
[‘/7 W] = Z (Vzauk - Wlauk> Xp.
ki ¢ t
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Definicion 2.8. El simbolo de Christoffel Flj, es la componentes k-ésima de la derivada cova-

riante del campo coordenado X; con respecto de X;, esto es,

2
Vi X =) T5Xk. (2.1)
k=1
Observacion 2.9. De Vx, X; = Vi, X, se sigue lo siguiente:
Iy =Tk (2.2)

Proposicién 2.10 (Propiedades de la derivada covariante). Sean U, V,W campos de vec-
tores tangentes a una superficie S. Sean f,g: S — R funciones diferenciables y sean a,b € R.

La derivada covariante de S verifica

1. VigygvW = fVgW + g VyW.
2. Vy(aV +bW)=aVyV +bVyW.
8 Vy(fW)=(VHW + fVyW.
4. UV, W) = (VgV, W) 4+ (V,VyW).
5 VyW —VyV =[V,W].
Demostracion. Las propiedades 1, 2 y 3 se deben a la linealidad del operador derivada y a

la Regla de Leibniz. La propiedad 4 se sigue de que U(V,W) = Dy(V,W) = (DyV,W) +
(V,DyW) = (Vg V, W) + (V,VyW) ya que V y W son tangentes a la superficie. Por 1iltimo,

VW = V'V =Vsvx, > WX = Vs, Y ViXi

=3V [in (Z Wijﬂ - W [ij (Z Vixi)]
- Z Vi (W) X5 + WV, X;] — Z W [(X;Vi) X + ViVx, X

ZV( ) > VW TEX — ZW (avj ) > WVITEX

,J 1,5,k i,5,k
ow, %
_Zv<6 kxk>+ZVWFUXk ZW (a kxk>—ZWjViF§ixk
Z]k i»jvk

— oWy OV _ oW OV
Zk: Z Vi ou; zj: Wi du; K = Z <VZ ou, Wi—— ou; ) Xy = [V, W],
22) 1

ki

de donde se sigue 5. O
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2.2. Transporte paralelo y curvas geodésicas

Definicién 2.11. Sea S una superficie orientada y sea V un campo de vectores tangente a S a
lo largo de una curva «(s). Se define la derivada covariante de V' a lo largo de la curva o como

el campo de vectores tangentes a S a lo largo de a dado por
VoV = [V oa(s)"
a/(t) — 88 .

Se dice que V' es un campo de vectores paralelo a lo largo de a si V(4 V'=0.

En el siguiente teorema veremos que todo campo paralelo queda totalmente determinado por
su valor en un punto arbitrario de la curva sobre la que estd definido. Su demostraciéon podemos

consultarla en [, teorema 5.1.6].

Teorema 2.12 (Existencia y unicidad de campos paralelos). Sea a: I — S una curva
parametrizada en una superficie reqular S, y sea Vo € Ty4,)S para un cierto to € I. Entonces,

existe un unico campo de vectores paralelo V' a lo largo de « tal que V (tog) = V.

Siguiendo la notacién anterior, si « es una curva en S y Vg un vector tangente a S en
a(tp), se define el transporte paralelo de Vi a lo largo de o en el punto a(t;) como el vector
V(a(t1)) € Ta,)S, donde V es el inico campo de vectores paralelo a lo largo de a con V/(0) = V.

Denotamos la aplicacién transporte paralelo de p = a(tp) a ¢ = «a(t1) a lo largo de o como
P a): T,S —T,S
Vo w—Fp(a)(Vo) = Vi

La aplicacién transporte paralelo Ptto1 (a): TS — T3,S definida de esta manera resulta ser una

isometria lineal.

Para finalizar con esta seccién, introduciremos un tipo de curvas muy importantes en super-

ficies, que jugaran el papel de las rectas en el plano.

Definicion 2.13. Sea v: I — S una curva parametrizada en una superficie regular S. Se dice
que vy es una geodésica (parametrizada) de S si su campo de vectores velocidad es paralelo, es
decir, v,y/(t)’y =0.

Si tenemos un sistema de coordenadas X: U C R? — S y escribimos v(t) = X(u1 (t), ua(t)),
entonces
k
Vo =3 St )
k
En consecuencia, v es una geodésica si y solo si, localmente, satisface la ecuacién diferencial

DY J uiu ] ” =0, k = 1,2. El teorema de existencia y unicidad de solucién para problemas
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de valor inicial asegura la existencia y unicidad de una geodésica fijado el punto y la velocidad
inicial.
Observacion 2.14. Las geodésicas se conservan por isometrias locales ya que solo dependen de

la derivada covariante y, por tanto, de los simbolos de Christoffel (véase el teorema 2.31 y la

observacién 2.32). El concepto de geodésica es un concepto intrinseco a la superficie.

2.3. El tensor curvatura de Riemann

Definicién 2.15. Sean X, Y, V y W campos de vectores tangentes a la superficie. Se define el

tensor de curvatura de Riemann como la aplicaciéon
R(X, Y,V, W) = <VvaV —VyVxV — VVXY_VY)(V, W>

Proposicién 2.16 (Simetrias del tensor curvatura). El tensor de curvatura de Riemann

verifica

1. R es R-multilineal.

2. R(fX,Y,V,IW)=R(X, fY,V,W) =R(X,Y, fV,IW)=R(X,Y,V, fiW) = fR(X,Y,V,IV).
3. R(YY,X,V;IW)=R(X,Y,W,V) = —-R(X,Y,V,IW).

4. R(V,W, X, Y)=R(X,Y,V,IW).

5. RIX,)Y,V W)+ RY,V, X, W)+ R(V,X,Y,W) =0 (Primera identidad de Bianchi).

Demostracion. 1. Es consecuencia de la linealidad de V.

2. Utilizando las propiedades de la derivada covariante presentadas en la Proposicién 2.10,
R(fX,Y, VW) = (VyxVyV = VyV;ixV = Vg, v-vyrxV, W)
= ([VxVyV = Vy(fVXV) = Vv v_vpnx—svyxV, W)
= (fVxVyV = (Y )VXV = fVyVxV — fVyy-vyxV + (Y [)VxV, W)
= f(VxVyV = VyVxV - Vy,v_v,xV, W) = fR(X,Y,V,W).

El resto de las igualdades se siguen de manera similar.

3. La primera igualdad es consecuencia de la definicién y la segunda igualdad se debe a
la propiedad 4 del teorema [2.10

4. Se sigue de (3) y (5).

5. Se puede probar en coordenadas y empleando Vx, X; = Vx X;. O
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2.4. El operador forma

Recordemos que la segunda forma fundamental de una superficie S viene dada por

I, (V, W) = [Dy, W] "

para dos campos de vectores tangentes V, W sobre S.

Supongamos ahora que S es una superficie regular orientada por un campo normal unitario

N:S — R3. En cada punto p € S, podemos escribir
IL,(V, W) = hyp(V, W) Ny,
siendo hy: T,,S x T),S — R una aplicacién bilinear, como veremos en la Proposién 2.19.

La aplicacién anterior se denomina sequnda forma fundamental de S. Como N, = N(p) es

un vector normal unitario en cada punto, dicha aplicacién vendra definida como:

hP(Va W) = (]I]Ip(V, W)7 Np)-

Sea (U,X) una parametrizacién local de S. Se denotan por L;; a los coeficientes de la se-
gunda forma fundamental con respecto de la parametrizacién (U, X) a las siguientes funciones

diferenciables:

Lij(u,v) = hp(X;(u,v), X;(u,v)).

Proposicién 2.17. Para todo p € S, la sequnda forma fundamental h, es una forma bilineal

simétrica.

Demostracion. Veamos que la aplicacién es simétrica. Para V y W dos campos de vectores

tangentes a S, se tiene:

hp(V. W) = (T,(V, W), Ny) = ([Dy, W™, Ny) = (Dy, W, N,) (23)

Ahora, sabiendo que
[V.W]p = Dw,V — Dy, W,
y que el corchete de Lie es un vector tangente a S por la observacion se sigue de (2.3):
<DVpVVva> = <DWpV - [V7 W]mNp) = <DWvaNp>
1
= <[DW,,V] ,Np) = (IL,(W, V), Np) = hyp(W, V).

Como V' y W fueron escogidos arbitrariamente, se sigue que para todo p € S, la aplicacién h,,

es simétrica.
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Veamos ahora que la aplicacion es bilineal. Demostraremos que es lineal en la primera com-
ponente ya que la demostracion para la segunda componente se sigue de la simetria. Sean asi
f,9: S — R aplicaciones diferenciables y sean U,V y W campos de vectores tangentes a S.
Veamos que h,(fU + gV, W) = f(p)hp(U, W) + g(p)hy(V, W) utilizando que la derivada de un

campo de vectores tangente en la direccién de un vector es lineal:
1
hp(fU + gV, W) = (Il (fU + gV, W), Np) = <[Df(p)Up+g(p)VpW] va> = (Dse)u,+o()v, Ws Np)
= (f(p)Du,W + g(p) Dy, W, Np) = f(p)(Duv, W, Np) + 9(p){Dv, W, Np)
1
p) {[Du,W]* N, )+ 9v) ([Dy, W]+, N, )

f(p)
f(p)<Hp( W), Np> + g(p)(]ﬂlp(V, w), Np>
F@)hp(U, W) + g(p)hp(V, W),

como queriamos demostrar. O

Definicién 2.18. El operador autoadjunto asociado a la segunda forma fundamental h, se
denomina operador forma o operador configuracion de S en p con respecto de N, se denota por
Ap: T,S — T,S y viene definido por

<AP‘/P7 WP> = hp(V7 W)7
siendo V, W campos tangentes a S.
Se sigue de la proposicién anterior que A, es un operador autoadjunto para todo p € S, por
lo que diagonaliza con autovalores reales en una base ortonormal de 7,,S.

Definicion 2.19. Cada uno de los autovalores de A se denomina una curvatura principal de
S, y las denotaremos por k1(p) y k2(p). Los autovectores corresponcientes se llaman direcciones

principales de S en p.
Una linea de curvatura es una curva «(t) C S tal que para cada s, o/(t) es una direccién

principal.

Como N es un campo de vectores unitario, podemos verlo como una aplicacién diferenciable

de S que toma valores en la esfera unidad:
S?={(z,y,2) eER®: 2? +¢y* + 22 =1}.

Definicién 2.20. La aplicacién N: S — S? se denomina aplicacion de Gauss de S. Su imagen,
Im(N) = N(S) C S? es la imagen esférica de S, esto es, el conjunto de direcciones que son

normales a la superficie S.
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Mads que la propia aplicacién N, nos interesa ver cémo varia esta conforme nos movemos
por S, ya que esto nos va a decir como se "dobla” la superficie en todas las direcciones. Esto lo

podemos hacer a través del estudio de la diferencial de la aplicacion de Gauss:
dNy: TS — Ty S”

Vi dN,(v) = % e

siendo o una curva con condiciones iniciales p y v.

Observacion 2.21. Para cualquier p’ € S?, se tiene que N(p') = 4p/, por lo que
T,S? = {veR3: (p/,v) = 0}. Por tanto:

TnpS® ={v ER’: (N(p),v) =0} =T,5

Por tanto, podemos ver la diferencial de la aplicacion de Gauss como el endomorfismo del plano
tangente dN,: 1,5 — T),S.

Proposicién 2.22. Sea S una superficie reqular orientada por la aplicacion de Gauss N. En-

tonces, se verifica:
Ap = —dNp.
Demostracion. Sean p € Sy V,W campos de vectores tangentes a S. Entonces,
(ApV, Wp) = hyp(V,W) = (IL,(V, W), Np) = <[DVpW]J_>Np> = <DVpI/V7 Np)
Como (W, N) =0, se tiene 0 = V(W, N) = (DyW, N) + (W, Dy N). Por tanto,
(Dv, W, Np) = —=(Wp, Dy, N) = —(dNp(V'), Wp).

Como W es arbitrario, se deduce el resultado. ]

Sea p € S y consideremos el operador forma en p: A, = —dN,: T,S — T,S. Dado X un

campo tangente a S, denotamos por:
(AX)(p) == ApXp = —dNy(X,) = —Dx,N.

Recordemos que el operador forma es lineal y autoadjunto. Asi, dados dos campos tangentes a
la superficie V' 'y W, se tiene:
(AV, W) = (AW, V).

Se verifica:

a0 Xi) = (N, Xij) = Lij.
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Definicion 2.23. Sea A el operador forma y sean V, W campos tangentes a S. Definimos la

derivada covariante del operador forma A con respecto de V' como:
(Vv A)W :=Vy(AW) — A(VyW). (2.4)

Proposicion 2.24. Sea S una superficie reqular, U, V,W campos tangentes a S y f: S — R

una funcion diferenciable. Se verifica:

1. (VaU+va)W = a(VUA)W + b(VVA)W
2. (VUA) (CLV + bW) = Q(VUA)V + b(VUA)W

3. (ViAW) =Vy(A)(fW) = f(VvAW.

Demostracion. Las propiedades 1 y 2 se deducen facilmente de las propiedades de V y de A.

Veamos la ultima propiedad:

Por un lado, aplicando la propiedad 1, se tiene:

(Vv A) W) = Vv (AW) — AV v W) = [V (AW) = FAVYIV) = F(Vy AW.

Por otro lado, aplicando la propiedad 2, se tiene:
(VvA)(fW) = Vv (A(fW)) = A(Vv(fW)) = Vv (fAW) — A(V /)W + fVvIV)

= (VAW + fVy(AW) — (V)AW — fAVYW = [(Vy AW,

como queriamos probar. O

Corolario 2.25. Sea (U,X) una parametrizacion de S. Sean V- = Y ViX; y W = Y W;X;.
Entonces:
(Vv (W) =D ViW;(Vx, AX;.
1,]

Demostracion. Se sigue de la proposicion O

2.5. Curvatura de Gauss y curvatura media

Definicion 2.26. Sea S una superficie regular orientada, la curvatura media de S en p es el

valor
k1(p) + ka2(p)

H(p) = 5 tr(4y) = "2

La curvatura de Gauss de S en p es el valor

K(p) = det (4p) = k1(p)k2(p)-
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Observacion 2.27. La curvatura de Gauss no depende de la orientacion escogida para la super-

ficie. La curvatura media cambia de signo al cambiar la orientacion.

2.6. Las ecuaciones de Gauss y Codazzi

En esta seccién demostraremos dos ecuaciones muy importantes que utilizaremos en el dltimo
capitulo para demostrar los resultados principales del proyecto. En la primera parte de la seccién
veremos que la curvatura de Gauss es un concepto intrinseco a la superficie, es decir, que depende
Unica y exclusivamente de la primera forma fundamental. Para ello veremos primero que los
simbolos de Christoffel solo dependen de los coeficientes de la primera forma fundamental y
sus derivadas y que, por tanto, la derivada covariante también. Con todo esto llegaremos a la
ecuacion de Gauss, que nos proporciona una expresiéon de la curvatura de Gauss que depende
solo de la primera forma fundamental. Por tltimo, enunciaremos un resultado fundamental de
la geometria de superficies en el espacio, el Teorema Egregium de Gauss, que afirma que si
dos superficies son localmente isométricas, entonces presentan la misma curvatura de Gauss en
puntos correspondientes. En la la segunda parte de la seccion demostraremos la ecuacion de

Codazzi, que como hemos dicho, sera de gran relevancia en el dltimo capitulo.

2.6.1. Ecuacién de Gauss

Teorema 2.28. Los simbolos de Christoffel solo dependen de los coeficientes de la primera

forma fundamental y de sus derivadas.

Demostracion. Sea S una superficie regular orientada por N y sea (U,X) una parametrizacién
de S tal que la base {X1, Xy, N} es una base positivamente orientada de R3. En primer lugar,
expresemos las derivadas de los elementos de la base en funcién de la propia base.

Expresando los vectores X1, Xi2, X971, X992 en funcién de la base {X1,Xs, N}, obtenemos:

X1 = Fth + F%1X2 + L1 N,
X2 = T1,X; + T'Xs + LN,
Xo1 = I} Xy 4+ 13, Xy + L3N,
Xop = ThyX + T2,X + Ly .

donde los coeficientes Ffj con i, j, k € {1,2} son los simbolos de Christoffel, que variaran segin la
parametrizacién dada. Aplicando que L; = L;(N, N) para n € {1,2, 3,4}, hacemos el producto
escalar (X;;, V). Utilizando que

Lij; = (X;5, N) = —(N;, Xj),
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siendo L;; los coeficientes de la segunda forma fundamental, obtenemos las siguientes relaciones,

denominadas formulas de Gauss:

X1 = Fth + F%1X2 + L1 N,
X1z = I'{,X; + I'3,Xs + L12N,
Xo1 = I'};X; + 13, Xy + L1oN,
Xoo = I, X1 + I'%,Xo + LaoN.

De manera maés sintética, podemos escribir

ijXi = Xz‘j = FZX]“ + LZ]N

Veamos pues que los simbolos de Christoffel dependen exclusivamente de la primera forma

fundamental:

Por un lado, derivando los coeficientes de la primera forma fundamental gi1, g12, go2 respecto

de u y v obtenemos:

0
% =2(X11,Xy) = X1, X)) =
u
0
% = (X141, Xg) + (X1, Xy1) = (X11,Xp) =
0
= 2(X1, K1) = (K2, Xa) =
15)
% = 2(X91, Xp) = 2(X12, X)) = (X1, Xy) =
0
% = (X2, Xg) + (X1, Xp9) = (X92,X) =
0
% = 2(Xy9, Xg) = (Xg9,Xy) =

Por otro lado, multiplicando escalarmente las expresiones
Vi X; =) THXk
k

por X; y Xg, obtenemos:

(X11,X1) = Thg11 + %1912,
(X11,X2) =Tl g12 + %992,
(X12,X1) = Tlhg11 + 012,
1 2
(Xi2,X2) =T'9012 + I'59012,
(Xa2,X1) = T2yg11 + 35012,
(Xag, Xo) = I'yg12 + T'30920.

10911
2 Ou’
dgi2  10g11

ou 2 Ov’
10911

2 Ov’
1 9g22

2 ou’
0912
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Asi, los simbolos de Christoffel son solucién de un sistema lineal de seis ecuaciones con seis

incognitas que dependen exclusivamente de la primera forma fundamental:

( 1 0g11
I I'%g12=-——
11911 + 111912 2 ou

dgi2  10gn
thu + F%sz = ou 2 o

g1 + 25012 = ;agqul’

I'lg12 + 125012 = ;3522’

Thogi + Tdhg10 = 0511)2 B ;aéqZQ’
\ Ilg12 + 125900 = %%

Podemos escribir la solucién a este sistema en forma matricial:

TR . 19911 19911 9912 1092
T Thy Ty - b 92 g 2 Ou 2 Ov ov 2 Ou
r:, Tri, I3 911922 — 9% \—g12 g1 9912 10911 1092 10922

ou 2 Ov 2 Ou 2 Ov

Esto prueba que los simbolos de Christoffel dependen solamente de la primeira forma funda-

mental y de sus derivadas. O

Observacion 2.29. De una manera méas compacta, podemos escribir:

1 4,090  Ogji  0gij
rk — = k(99 j iy
s 2 (8’&] + 8’LL1 + 8U[ )

Proposicion 2.30. La derivada covariante V solo depende de la primera forma fundamental.

Demostracion. Se sigue del teorema y de la definicién O

Teorema 2.31 (Ecuacién de Gauss). Sea S una superficie reqular orientada y sea p € S.

Sea K(p) la curvatura de Gauss de S en p. Se verifica:

R(X X5, X5,Xy)

K= 5
911922 — 912

Demostracion. Comencemos aplicando la definicién de tensor de curvatura de Riemann evaluado

en los campos coordenados X; y utilizando la definicién de derivada covariante. Recordemos que
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Xy, Xy son tangentes a la superficie y que L;; = (X;;, N). También utilizaremos el Lema de

Schwarz, que afirma que X;; = Xj;, y el hecho de que N es ortogonal a Xy, de lo que se deduce:
(N,X1) =0= Dx,(N,X;1) =0= (Dx,N,X1) + (N, Dx,X;) =0,
para i =1, 2.

R(X1,X9, Xy, X)) = (Vx, Vx, X9 — Vx, Vx, Xo, Xy)

= (Dx, Vx,Xg — Dx, Vx, X, X1)

= (Dx, (Dx,X9 — (Dx,X2, N)N) — Dx,(Dx,Xo — (Dx, X2, N)N), X;)
= (Xo21 — Dx, (L22N) — Xa12 + Dx, (L12N), X1)

= (=Dx, (L22)N — LaoDx, N + Dx,(L12)N + L12Dx, N, X1)

= — Lo (Dx, N,X1) + L12(Dx, N, X1)

= Loo(N, Dx,X1) — L12(N, Dx,X1)

= Loa(N, Xq1) — L12(N, Xy2)

= Li1Lyy — LYy = K(g11922 — g1a)-
La tdltima igualdad se debe a que

_ Linly — L%

K 5
911922 — 912

En efecto, recordemos que la diferencial de la aplicaciéon de Gauss es un endomorfismo del espacio

tangente dNp,: T,S — T,,S. Asi, la matriz asociada a la diferencial respecto de la base {X;,Xs}

ail a2
dN, = .
a1 a2

es:

Se puede comprobar [5], que:

Li2g12 — L11g22 Lasgi2 — L12g22
all = 2 ) alp = 2
911922 — 912 911922 — 912

_ Lugi2 — Liagn _ Liag12 — Laagn

ag) = , age = .

g11922 — 9%2 gi1922 — 9%2

Como por definicién de curvatura de Gauss, K = det(—dN,) = det(dN,), se tiene que:

1
K(p) = ——55[(L12g12 — L11922) (L12912 — L22g11) — (La22g12 — L12g22) (L11g12 — La2gn)]-
(911922 — 912)

Simplificando esta expresiéon se llega a que la curvatura de Gauss viene dada por

_ Li1Lay — L3,

K 5 -
911922 — 919
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Corolario 2.32. Sea S un superficie reqular y sea p € S. Se tiene que la curvatura de Gauss
K en p verifica:
R(V.,W, W, V)

K=wvmww - wvowe

siendo V, W campos tangentes a la superficie.

Demostracion. Tomando
R(V,W,W,V)

2 2
con V = Z%Xi y W = ZVViXi y aplicando sucesivamente las propiedades del tensor de

i=1 i=1
curvatura de Riemann, se llega al resultado. O

Corolario 2.33. Sea S un superfie reqular y sea p € S. Se tiene que la curvatura de Gauss de

S en p, K, solo depende de la primera forma fundamental y de sus derivadas en p.

Demostracion. Por la proposicién se tiene que V solo depende de la primera forma fun-
damental. Por la definicién de tensor de curvatura de Riemann se tiene que este solo
depende de V. Se sigue de la ecuacion de Gauss que K solo depende de la primera forma

fundamental. O

Teorema 2.34 (Teorema Egregium de Gauss). Sea ¢: S — S una isometria local entre dos
superficies requlares. Entonces K (p) = K(¢(p)) para todo p € S, siendo K y K las curvaturas
de Gauss de las superficies S y S, respectivamente. En otras palabras, la curvatura de Gauss de

una superficie reqular queda invariante por isometrias locales.

Demostracion. Ya hemos visto que las isometrias llevan la primera forma fundamental de S
en la primera forma fundamental de S. Entonces, por el corolario [2.33], se obtiene de manera

inmediata el resultado. O

2.6.2. Ecuacién de Codazzi

A continuacién probamos la segunda ecuacién que serd importante en este trabajo.

Teorema 2.35 (Ecuacién de Codazzi). Sea A el operador forma y sean V,W campos tan-

gentes a S. Entonces, se verifica:

(Vv AW = (Vg A)V.
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Demostracion. Debido al colorario basta ver que para una parametrizacién arbitraria,
(Vx, A)X5, Xp) = ((Vx,; )X, X))
En primer lugar, hacemos:
(Xij, Ni) = (DX + LigN, Nie) = Ti;(Xp, Ni) = —T35(Xu, N) = =T} Ly, (2.5)

donde la segunda igualdad se debe a

0
—(N,N) = 2(N, N
8uk< ’ > < k> >a
v la tercera igualdad se debe a
0
<XlaN> =0=0= TU]C<XZ’N> = <Xlk7N> + <XZ7N/<:>

Ahora,
(Vx, A)X, Xy) = (Vx, (AX)), Xg) — (AVx, X, Xg)

= X;(AX;, X)) — (AKX, Vx, Xp) — (Vx, X, AXG)

= X (Xjk, N) — TH(AX;, X)) — (Féjxl, AX},)

E

(Xjri» N) + (Xji, Ni) — Th Ljy — Tl Ly,
= (Xiji, N) = T Ly — Tl Ly — Tl Ly
Ahora, intercambiando ¢ y j y restando, obtenemos:
(Vx,4), X5 — (Vx, A), XiXp) = (Xijg, N) = Ty Ly — Tj Ly — Tf; L
— <inlm N> — FékLlj + Fé’kLil + Fé’ile = 0.
La ultima igualdad se debe a que L;; es simétrica y a la observacién 2.2 O]
g q j y

Observacion 2.36. Aplicando la definicién [2.4] a la ecuacién de Codazzi, se verifica lo siguiente

para cualquier campo U tangente a la superficie:

<Vv(AW) — AVy W — Vw(AV) + AV V, U> =0.






Capitulo 3
Superficies homogéneas

En este capitulo introduciremos la definicién del concepto principal de este proyecto, el de
superficie homogénea y presentaremos los tres casos de este tipo de superficie que son la esfera,
el cilindro y el plano. Para ello, necesitaremos definir el grupo de isometrias de R?, por lo que
tras hacer una breve introduccién de acciones de grupos, nos centraremos en definir el concepto

de isometria de R? y citaremos los ejemplos mas importantes para este proyecto.

3.1. Acciones de grupos

Definicién 3.1. Un grupo G es un conjunto dotado de una operacién interna

2 G@xE = G
(,y) — z-y

1. (z-y)-z=z-(y-2) (Asociatividad).

2. Existe un tnico e € G tal que e-x = z - e = x para todo x € G. (Existencia de elemento

neutro).

3. Para cada = € G, existe un tnico 2’ € G tal que -2’ = 2’ - x = e. Decimos que 2’ es el

inverso de x, y lo denotamos z ! := 2’ (Existencia de inverso).

Definicion 3.2. Una accion por la izquierda de un grupo G sobre un conjunto E es una apli-

cacion

x: GXxE—F
(0,a) — *(0,a) = 0 *x «

verificando:

23
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1. ex a = « para todo o € E, donde e es el elemento neutro de G.

2. (c-0')xa=o0x(c'xa), para todo 0,0’ € G y todo a € E.

Una accién x: G x E — FE define una relacién de equivalencia en E: dados a,a’ € FE,

diremos que o ~ o si, y solamente si, existe un o € G tal que o x a = /.

Con esta relacién de equivalencia podemos introducir dos definiciones:

Definicion 3.3. El subconjunto de FE,
Ga:={oxa:0€ G} CE,

es la clase de equivalencia del elemento o y se denomina drbita del elemento « (respecto a la

accién de G).

El subgrupo de G,
Go={0€G:0xa=a},

se denomina subgrupo de isotropia de a.

3.2. El grupo de isometrias de R?

Definicion 3.4. Una aplicacion F': R® — R"™ se dice una isometria o movimiento rigido de

R3 si
d(F(z), F(y)) = d(z,y),

para todo z,y € R".
Algunos ejemplos de movimientos rigidos son:

1. Las traslaciones por un vector:

Dado v € R3, se define la traslacion por v como la aplicacién

v.: R* — R"
x — Ty(x)=x+v.

Comprobemos que T es un movimiento rigido de R3:

d(Tv(2), Tu(y)) = |(z +v) = (y + V)I| = [|z = yl| = d(z,y).
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2. Las rotaciones en RZ:
Dado 6 € R, definimos:

Ry: R2 — R2

T cos@ —sinf x
— .
Yy sinf  cosf Y

La composicion de rotaciones da como resultado otra rotacion, cuyo angulo de rotacién
es la suma de los dngulos respectivos. Cada rotacién tiene una rotacién inversa unica,
que coincide con su matriz traspuesta y la funcion identidad satisface la definicién de
una rotacién, por lo que el conjunto de todas las rotaciones es un grupo con la operacion
composicién. Se sigue ademads de las identidades trigonométricas que toda rotacién es un
isometria.

Comprobemos que Ry es un movimiento rigido de R3:

d(Ry(z,y).Re(u,v))* = ||(z cos§ — ysinh, xsinh + y cos 6)
— (ucosf — vsinf, usin + v cos §)||?
= ((x —u)cos® + (v—1y)sinh)? + ((x — u)sinh + (y — v) cos )?
= (z —u)?cos’ + (v —y)?sin? 0 4 2(z — u)(v — y) sinf cos O
+ (x — u)?sin?0 + (y — v)? cos? O + 2(x — u)(y — v) sinf cos H
= (= u)* + (y —v)* = |(z,y) = (w,0)|]* = d((z,y), (u,v))*.

Definicién 3.5. Sea F': R — R" una aplicacién lineal. Sea (-,-) el producto escalar usual de

n
R™ (x,y) = Z x;y; con x,y € R™. Se dice que F' es una transformacion ortogonal si
i=1

(F(x),F(y)) = (x,y) para todo x,y € R"

Si tomamos ahora {e1, ...e, } una base ortonormal de R", es decir, (e;, €;) = d;; para cualquier

i,j € R™ a cada aplicacién lineal F': R™ — R" le corresponde una matriz cuadrada A tal que
n

F(e;) = Z A;jej, se tiene que F es transformacién ortogonal si, y solamente si, A'4 = I. En

=1
efecto:

ij = (e, €5) = (F(e;), F(ej)) = <Z ekAik7ZelAjz> = ZAikAjz5kl = ZAikAjk = (A'A),;.
k=1 ! kol k

El reciproco se prueba por linealidad.

Definicién 3.6. El grupo O(n) = {A € M,xn(R) : A'!A = I} recibe el nombre de grupo

ortogonal.
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Observacion 3.7. Nétese que si A € O(n), entonces det(A)? = det(A*A) = det(I) = 1, por lo
que det(A) = £1.

Definicién 3.8. El grupo SO(n) = {4 € O(n) : det(A) = 1} recibe el nombre de grupo espacial

ortogonal.

Tomando n = 3 en la definicién obtenemos SO(3), que junto con la operacién compo-
sicién, es el grupo de todas las rotaciones sobre el origen de coordenadas en el espacio euclideo
tridimensional R3. De la misma manera, tomando n = 2 en la definicién obtenemos SO(2),

que junto con la operacién composicion, es el grupo de todas las rotaciones del plano.

Teorema 3.9. Si F': R" — R" es una isometria, entonces existe una unica matriz A € O(n)

y un unico v € R™ tal que para todo x € R", se tiene:
F(z)= Az +v.
Definicion 3.10. El conjunto
I(R?) = {(A,v): A€ O(3),v e R*},
junto con la operacién producto semidirecto
(A,v)(B,w) = (AB,v + Aw)

tiene estructura de grupo y se denomina grupo de isometrias o movimientos rigidos de R3.
El grupo I(R3) actia en R como
(A, v)z = Az + v,

para todo = € R3.

Observacion 3.11. Veamos la justificacién para la accién anterior. Dado € R?, se tiene:

(A, v)(B,w)z = (A,v)(Bx+w) =A(Br+w)+v=ABx + (Aw + v).

3.3. Superficies homogéneas

Definicién 3.12. Sea S una superficie regular. Se dice que S es (extrinsecamente) homogénea

si para todo p,q € S existe una isometria F': R? — R3 tal que F|(S) = S, F(p) = q.

Observacion 3.13. Dado que la composicién de isometrias de R? que dejan invariante la superficie
S sigue siendo una isometria que deja invariante S, se sigue que una superficie es extrinsecamente
homogénea si y solo si es la érbita de un subgrupo del grupo de isometrias de R3. Dicho subgrupo

seria

{F:R3> = R?: F isometria, F(S) = S}.
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Definicién 3.14. Se dice que dos superficies S; y Sz son congruentes si existe F' € I(R?) tal
que F(S1) = F(Sg)

Observacion 3.15. Se sigue por definicion que dos superficies congruentes tienen la misma geo-

metria intrinseca y extrinseca.

Es interesante enfatizar el hecho de que la isometria anterior es del espacio ambiente R3.
Recordemos de la seccién el concepto de isometria global entre superficies, el cual darfa un

concepto similar, aunque no equivalente, de homogeneidad:

Definicion 3.16. Sea S una superficie regular. Se dice que S es intrinsecamente homogénea si

para todo p,q € S existe una isometria f: S — S tal que f(p) = q.

Observacion 3.17. Nétese que extrinsecamente homogénea implica intrinsecamente homogénea:

toda isometria de R3 restringida a una superficie S € R? es una isometria de S.

Observacion 3.18. En el capitulo anterior vimos que el Teorema Egregium de Gauss per-
mite afirmar que las isometrias locales entre dos superficies mantienen invariante la curvatura
de Gauss. Por ello, se deduce de la definicién anterior que las superficies homogéneas tienen

curvatura de Gauss constante.

3.4. Ejemplos de superficies homogéneas

3.4.1. El plano

Sea p € R? y sea V un subespacio vectorial de dimensién 2. Consideremos el plano II dado
por el conjunto de puntos de la forma p + V. Tomando £ el vector normal unitario al plano,
podemos definir el plano como el conjunto de puntos z € R? que verifican la ecuacién normal

del plano

Consideremos ahora el plano canénico de R3, cuya expresién viene dada por:
My = {(z,y,2) € R*: 2 = 0}.

Veamos que el plano canénico Il¢ es congruente al plano II. Para ello, veremos que existe una
isometria F': R? — R3 tal que F(Ily) = II.
Sea {v1,va} una base ortonormal de V. Definimos F'(x) = Az + p, siendo A la siguiente matriz

dada por columnas:

Az(vl Vo 5).
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Se tiene que A € O(3). En efecto, veamos que A'A = I:

Vi Vivl V§V2 Vﬁf <V17 V1> (Vl, V2> <V1, §>
ATA = | v (Vl \& f) = [vivi vive Vil | = | (v2,vi) (v, v2) (va,§) | =T
gt gtvl gtVQ gté <£a V1> <£7 V2> <£7 £>

En la dltima igualdad hemos aplicado que {vi,va} es una base ortonormal de V' y que £ es un
vector unitario normal a los elementos de dicha base.

Veamos ahora que F(Ily) = II:

Sea (z,y,0) € lly y veamos que F(z,y,0) € II, es decir, veamos que F(z,y,0) verifica [3.1}

(F(x,y,0) — p, &) = (A(z,y,0)" + p — p,&) = (xv1 +yva, &) = 0.

?

v;LE

Se deduce facilmente que F'(Il4) = II. Como el plano II fue escogido arbitrariamente, concluimos
que cualquier plano afin de R? es congruente al plano canénico Ilg. Asi, si comprobamos que el
plano canénico es extrinsecamente homogéneo, podremos afirmar que cualquier plano de R? lo
es. Para ver que Ily es extrinsecamente homogéneo, veamos que es la érbita de un subgrupo del
grupo de isotropias de R3.

Consideremos la accién por la izquierda del grupo R? en el conjunto R3

p:RExR} — R3
((z,y),p) = p+(2,y,0),
donde (x,%) es un vector de R? y p es un punto de R3. Fijemos el punto (0,0,0) € R3 y veamos

que el plano canénico es la érbita del grupo de traslaciones R? por el punto (0,0, 0)

¢(($7y)7 (07 0, 0)) = (Iayv 0)

Concluimos que todo punto del plano canénico (x,y,0) se puede obtener al aplicar el vector
(z,y) al punto (0,0,0) y, por tanto, es extrinsecamente homogéneo. Asi, podemos afirmar que

cualquier plano de R? es extrinsecamente homogéneo.

3.4.2. El cilindro

Sea r € Rt. Sea w un vector unitario de R? y sea p € R? un punto. Sea el cilindro C' de

radio r alrededor de la recta p + w que tiene por ecuacién
2 2
I(z —p) x w||* =r". (32)
Consideremos ahora el cilindro canénico de radio r de R3, cuya expresién viene dada por:

Cy = {(z,y,2) € R®: 2% + ¢y* =12},
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Veamos que el cilindro canoénico es congruente al cilindro C. Para ello veamos que existe una
isometria F': R? — R? tal que F(Cy) = C.
Sea {v1,Vv2} una base ortonormal de (w)*. Definimos F(x) = Az + p, siendo A la siguiente

matriz dada por columnas:
A= (V1 Vo W) .

Se tiene que A € SO(3). La demostracién es andloga al caso del plano. Veamos ahora que
F(Cy) =C:
Sea (z,y,z) € Cy y veamos que F(z,y,z) € C, es decir, veamos que F(z,vy, 2) veriﬁca

1(F(,,2) = p) x W|[* = [|(Az +p — p) x w||* = [[Az x w|]* = ||(zv1 + yv2 + 2w) x w]|”

., T
= |l(@vi + yva) x Wi = |lavy + yva| [ [wl|?|sin(5))]

=llz +yll* = 2® +y* =12

Se deduce facilmente que F(Cy) = C. Como el cilindro C' fue escogido arbitrariamente, conclui-
mos que cualquier cilindro de R? es congruente al cilindro canénico Cy. Asi, si comprobamos
que el cilindro candnico es extrinsecamente homogéneo, podremos afirmar que cualquier cilindro
de R? lo es. Para ver que Cy es extrinsecamente homogéneo, veamos que es la érbita de un
subgrupo del grupo de isometrias de R3.

Consideremos la accién por la izquierda del grupo SO(2) x R actuando sobre el conjunto R3:
#: (SO(2) x R) x R? — R3
. cosf) —sinf 0 T 0
<(R9, h), (y) ) — sinf cosf 0 y|+1|0
: 0 0o 1 h

Fijemos el punto (r,0,0) € R? y veamos que el cilindro canénico es la érbita de SO(2) x R por
(r,0,0). Veamos que cualquier punto (z,y,z) € Cy se obtiene aplicando un (h, Rg) a (r,0,0).

Basta tomar h = z y 6 el angulo tal que = = rcos(f) e y = rsin(f). Ast:
#((Rp, 2), (r,0,0)) = (rcos(), rsin(0), z).
Concluimos que el cilindro canoénico es extrinsdecamente homogéneo y, por tanto, cualquier

cilindro de R3 lo es.

3.4.3. La esfera

Sea r € RT y sea p € R3. Sea la esfera de radio r centrada en p, que serd el conjunto de

puntos
52(’/’7])) = {($7y72) : H(.Z',y,Z) _pH2 = TZ}'
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Consideremos ahora la esfera canénica de R? de radio r, que sera el conjunto de puntos:

S%(T’) = {(l’,y, Z) : H(x,y, Z)H2 = TQ}'

Veamos que la esfera candnica es congruente a la esfera S?(r,p). Para ello veamos que existe
una isometria F: R® — R3 tal que F(SZ(r)) = S?(r, p).
Definimos F(z) = z + p. Dado (z,y, 2) € SZ(r), se tiene que F(z,y,z) € S*(r,p) :

|1F(z,y,2) = plI* = [z, y,2) + p —plI* = ||(z,y,2)|]> = 1°.

Se deduce facilmente que F(SZ(r)) = S%(r,p). Como la esfera S%(r,p) fue escogida arbitraria-
mente, concluimos que cualquier esfera de R? es congruente a la esfera canénica S%(r). Asi,
si comprobamos que la esfera candnica es extrinsecamente homogénea, podremos afirmar que
cualquier esfera de R? lo es. Veamos entonces que S%(r) es la orbita de un subgrupo del grupo
de isometrias de R3.

Consideramos la accién por la izquierda del grupo SO(3) actuando sobre R3:

$: SO3) xR3 — R3
(A,p) — Ap.

Fijemos el punto (r,0,0) € R3 y veamos que la esfera canénica es érbita de SO(3) por el punto
(r,0,0), es decir, veamos que cualquier punto (x,y,z) de la esfera canénica se puede obtener
aplicandole una matriz A € O(3) al punto (r,0,0).

Sea (z,y,z) € S2(1) y consideramos el vector w, que serd el vector de posicién de ese punto.
Completamos dicho vector a una base ortonormal de R, {w, v{, vo}. La matriz que buscamos

sera
A= (w Vi VQ) .
Se demuestra de manera anéloga a los ejemplos anteriores que A € O(3). Asi,

d)(A? (T> 0, O)) = 7“($, Y, Z)

Como (z,y,z) € SZ(1), se tiene que r(z,y, z) € SZ(r), tal y como querfamos probar. Concluimos

que la esfera candnica es extrinsecamente homogénea y, por tanto, cualquier esfera de R? lo es.



Capitulo 4

Clasificacién de superficies

homogéneas

En este capitulo trataremos las dos demostraciones mas relevantes de este trabajo. En la
primera parte, veremos que toda superficie extrinsecamente homogénea tiene curvaturas princi-
pales constantes. En la segunda parte del capitulo comenzaremos determinando las curvaturas
principales de una superficie S en el caso de que estas se consideren constantes. A continuacion,
veremos que cada uno de los tres casos obtenidos se corresponde con uno de los ejemplos de
superficies extrinsecamente homogéneas vistas en la seccién Para cerrar el capitulo, con-
cluiremos con un corolario que afirma la doble implicacion: una superficie es extrinsecamente

homogénea si, y solamente si, presenta curvaturas principales constantes.

4.1. Caracterizacion de superficies homogéneas

Sea S una superficie conexa extrinsecamente homogénea. Sean p, ¢ € S arbitrarios. Veamos
que las matrices asociadas a los operadores forma A, y A, son conjugadas, es decir, que existe
una matriz cuadrada P invertible tal que A, = PA,P~!.

Por la definicién de superficie extrinsecamente homogénea existe una isometria F': R? — R3
tal que F'(S) =Sy F(p) = q. Consideremos la diferencial de la isometria DF,: T,S — T,S. Sea

W un campo de vectores tangente a S tal que W, € T,,S. Se tiene:
Ag(W) = Ag(DFy 0 DFp_l(W)) = (440 DFp)(DFp_l(W))-

Ahora bien, DF,1(W) € T,,S. Sea V el campo de vectores tangente a S tal que DF, (W) = V, € T,S.
Se tiene lo siguiente:
Ago DFy(V) = =DNpq)(DE,(V)).

31
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Ahora tomamos una curva « con condiciones iniciales «(0) = p, o/(0) = V,... Asi, se sigue de lo

anterior que:

d

= DNy (DE(V) = ~DNrgy  (F 0 0)(Bhimo ) = = GV 0 Fo0) 010

Para seguir con la demostracién, veamos que N o F' = DF o N. Para ello, tomamos una curva

ayveT,Stalquev=2a(0)y a0)=p:

DEWY) = SFoa)imy = LF@W)m €T,S

F(

&
I

Por tanto, se tiene que DFy,(T)S) C Tp(,)S. Como DF' es un isomorfismo y ambos subespacios
tienen la misma dimensién, se tendrd que son iguales. Asi, concluimos que Np(,y = DF,(Ny) ya
que S es conexa, de lo que se deduce que NoF' = DFoN. Ahora, siguiendo con la demostracion,

se tiene que:

d d d
—@(N o Foa)(t)=0 = —@(DF o Noa)(t)=0 = _@(DF(Na(t)))H:O
d

=D, () | = ~DF (DN (0)) = DE(4(V).
t=0
Recapitulando, hemos llegado a que
Ago DF, = DF,0A,,

lo cual implica que
Ay=DF,0A,o0 (DFP)_l.

Asi, hemos demostrado que A, y A, son conjugadas y, por ello, tienen los mismos autovalores.
Como p y ¢ han sido escogidos arbitrariamente, se deduce que A, y A, tienen las mismas

curvaturas principales, es decir, que S tiene curvaturas principales constantes.

4.2. Determinando las curvaturas principales

Sea S una superficie regular y sea A el operador forma. Denotemos por A y p las curvaturas
principales, que supondremos constantes, y sean V' y W los correspondientes campos de vectores
principales, de manera que V,,, W, son una base ortonormal de 7,,S en cada punto p € S. Veamos
entonces que la superficie S, con curvaturas principales constantes, es localmente isométrica a
una esfera, un cilindro o un plano:

Sea U otro campo vectorial tangente a S. Aplicando la Fcuacion de Codazzi a los campos V, W

y U tenemos:

(Vy(AW) — AVyW — Vy (AV) + AV V,U) = 0.
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Ahora, aplicando la definicién de autovalor (AV = AV, AW = pW), obtenemos:
(Vy(uW) — AVyW — Vi (AV) + AV V,U) = 0.
Aplicando la linealidad del producto escalar:
(Vv (W), U) = (AVyW,U) = (Vw (AV),U) + (AVwV,U) = 0.

Ahora, aplicando las propiedades de la derivada covariante y que el operador A es autoadjunto,
obtenemos:

wWNVyW,U) — (VyW, AU) — X(Vw V,U) + (Vw'V, AU) = 0. (4.1)
Tomando U =V en :

VW, V) —(Vy W, AV) = XV V, V) + (VwV, AV) = 0.
Aplicando la definicién de autovalor:

w(Vy W, V) = XVy W, V) = XV V, V) + MV V, V) = 0.

Finalmente nos queda:
(1= N (Vv W, V) =0, (4.2)

Tomando U = W en (4.1)):

wW(Vy W, W) — (Vy W, AW) — X(Vw V, W) + (V' V, AW) = 0.
Aplicando la definicién de autovalor:

w(Vy W, W) = u(Vy W, W) = MV V. W) + i {(Vw V, W) = 0.

Finalmente nos queda:
(1= N (Vi V, W) = 0. (4.3)

De las ecuaciones (4.2)) y (4.3) podemos distinguir dos casos:

Caso 1:
A=p#0,
Caso 2:
A=pu=0.

| ] )‘:M:>

(VyW, V) =0, (x)

) A#“j{ (Vi VW) =0, (x#)

Veamos que estas dos tltimas igualdades hacen que: ViV = ViyW =V V =V W = 0.
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e VyV =0:
Por un lado, (VyV,V) =0:

(V, V) =1= V(V,V) =0 = 2(Vy/V,V) = 0.
Por otro lado, (VyV,W) =0:
(VW) =0=V{V,W)=0= (VyV,IV) +(V,VyW) =0

= (VyV,W) = —(VyW,V) = 0.

o VyW =0:
Por un lado, (ViyW, V) =0:

(VW) =0= W(V,W)=0= (VwV,W) +(V,ViwW) =0
= (VwW,V) = (Vi V,W) = 0.

Por otro lado, (Vi W, W) =0:
(W, W) =1 = W(W,W) =0 = 2(VyW, W) = 0.

o va =0:
Por un lado, por (x), se tiene que (Vi W, V) = 0.
Por otro lado, (VyW, W) =0:

W,W)=1= V(W,W)=0=2(VyW,W) =0.

L4 VWV =0:
Por un lado, (ViyV, V) =0:

(V,V)y=1=W({,V)=0=2(VyV,V)=0.
Por otro lado, por (xx), se tiene que (Vy V, W) = 0.

Ahora bien, por el corolario de la Ecuacion de Gauss se tiene que:

R(V? W7 W? V)

K=wvmww - wvowe

Aplicando que la base {V, W} es ortonormal, y que la curvatura de Gauss es el producto

de las curvaturas principales, se tiene:
pA =K = RV, W, W, V) = (VyVyW — Vi VyW - Vy,w-v,vV,V).

Asi, aplicando que VyV = VyW =V V = Viy W = 0, concluimos que:
Caso 3: ui = 0.
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Para seguir la demostracion, definimos una aplicacién que desplaza S una distancia r en la

direccién dada por el vector normal .
Definicién 4.1. Sea r € RT. Sea S superficie regular orientada por un campo de vectores
normal unitario N. La aplicacién
d,: S — R3
p > p+rNp.

se denomina aplicacion desplazamiento normal de S a distancia 7.

A continuacién enunciaremos una proposicién que nos dice como es la expresion de la dife-

rencial de la aplicacién anterior.

Proposicion 4.2. Sea V un campo tangente a una superficie S. Entonces, la diferencial de la

aplicacion desplazamiento normal cumple:

DVy, =V +rDyN =V —rAV.

Demostracion. Sea a: I — S. Sea p € S'y sea ve T,S tal que a(0) = p y o/(0) = v. Entonces:
d d

DVg, = [dtfb,«(a(t))} - = [dt(a(t) +rNa(t)) — =d(0) —rAd'(0) =v—rdv. O

4.3. Superficies con curvaturas principales constantes

Abordemos cada uno de los casos obtenidos para las curvaturas principales constantes en la

seccion anterior.

4.3.1. Caso 1: A\=pu#0

Recordemos que, en este caso, AV = AV y AW = AW. Consideremos la aplicaciéon despla-
zamiento normal con r := % de tal manera que para cada p € S, se tiene:
1

®i(p)=p+ X

N,.
Asi, por la proposicién se tiene:
1
DV, =V = AV =0.

de lo que se deduce que existe una constante ¢ € R tal que ®,(p) = p+rN, = ¢ para todo p € S.

Entonces, para todo p € S se tiene:
d(p,c) =[lp—cll = [l =rNp[| = | = r[ =1

Asi, todos los puntos de S distan de ¢ una distancia r, es decir, S es un abierto de una esfera

de centro ¢ y radio r.
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4.3.2. Caso2: A\=pu=0

Sea v: I — S una geodésica de S, es decir, V(7' = 0. Asi, calculando la aceleracién de
la curva, se tiene:
Y= 0"+ (0 = Ve + (3 N)N.

Como 7 es geodésica, se tiene que le(t)'y’ = 0. Por tanto,
7' =", N)N.
Ahora bien, como 7 es tangente a la superficie, se tiene que (7', N) = 0. Asi, se tiene que:
0=9"(y',N) = (Dyy,N) + (', Dy N) = (Dyy', N} + (7, = AY').

Puesto que en este caso A diagonaliza con autovalores nulos, se tiene que A = 0. Por tanto, se
deduce de las anteriores igualdades que (D', N) = 0. Por definicién de derivada a lo largo de

una curva, se tiene que

D’y/’)/ _ %7/ _ 7//‘
Asi, concluimos que 7" = (v, N)N = (D,+/,N) = 0. Por tanto, como v ha sido escogida
arbitrariamente, podemos afirmar que la aceleracién de toda geodésica de S es 0, o lo que es lo
mismo, que toda geodésica de S es una recta de R3. Esto implica que S estd contenida en un

plano.

4.3.3. Caso 3: \u=10

La situacién ahora es que tenemos una superficie S con dos curvaturas principales constantes
A # p tales que su producto es nulo. Tomamos A # 0y u = 0 con sus correspondientes campos
de vectores unitarios principales V' y W que ya vimos que satisfacen ViV = Vi W = Vy V =

VwW = 0. Consideremos la aplicaciéon desplazamiento normal:
o,: § — R?

p +—— p+rNp.

1
Tomando r = " > (), por la proposicién se tiene:

1
DVg, :V—TAVZV—X/\V:O.
DWs, =W —rAW = W.
Tomamos ahora «: I — S una curva integral del campo W, es decir, o/ (t) = Wat)- Entonces:

(1) = ()T 4 (" (t))F = Vg 4+ (', N)N = VW + (o/, Ad/)N,
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donde la tltima igualdad se debe a que 0 = o/(a/, N) = (Dy o/, N) + (¢/, Dy N) y a que Ad/ =
—Dy N. Ahora, usando que ViyW = 0, que « es curva integral de W y que AW = uW = 0. se
tiene:

VW + (o, Ad'YN = VW — (o/,; AW)N = 0.

Por tanto, como « fue escogida arbitrariamente, se concluye que cualquier curva integral de W
es un recta de R3.

Si ahora tomamos 3: I — S una curva integral de V, es decir, 8'(t) = Vi), se tiene que:
(®r08) = DB, = DVs, =0,

por lo que ¢, es constante a lo largo de todas las curvas integrales de V.

Ahora, procediendo de la misma manera que con la curva «,
B"=(B"(t) "+ (B"(t)" = Vg + (8", N)N = VyV + (8, AF)N,

donde la tltima igualdad se debe a que 0 = B/(8',N) = (Dgf',N) + (§/,DgN) y a que
Ap' = —Dg N. Ahora, usando que ViV =0y que AV = AV, se tiene:

VvV + (8, AB YN = VyV + (V,AV)N = VyV + XV, V)N = AN.

Por tanto, se tiene que 5” = AN.
En [5] podemos consultar la definicién de la curvatura y la torsién de una curva parametrizada
por el parametro longitud de arco, asi como la definicién de los vectores tangente t, normal n y

binormal b a la curva.

Puesto que ||5'|| = |[|[V]|| = 1, se tiene que ( estd parametrizada por el pardmetro longitud de
arco. Asi, la curvatura de 8 serd kg = [|8”|| = . Dado que f estd parametrizada por arco,
tenemos:

B"(t) ANg )
ng(t) = = = Ny .
$O = 15701 = Nl ~ 20

Por otro lado, la torsién de de g sera la siguiente:

5 = (nj3,bg) = (—AB', 8’ x N) = —\(§', ' x N) = 0.

En consecuencia, acabamos de probar que S contiene una curva 8 que es una circunferencia
de R3 y perpendicularmente a ella estd constituida por rectas (las curvas integrales de W). Por
tanto, se concluye que S es localmente un cilindro de radio r a lo largo de una recta paralela a

V() para cualquier ¢ € I.

Tal y como hemos mencionado al principio del capitulo, vamos a concluir con un colorario

que recapitule estos teoremas:

Corolario 4.3. Sea S una superficie reqular conexa. Equivalen:
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1. S es localmente isométrica a una superficie homogénea.
2. S tiene curvaturas principales constantes.

3. S es un abierto de un cilindro, una esfera, o un plano.
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