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Breve descricion do contido

Son numerosos os problemas da Anélise Matematica que se poden
reducir ao estudo da existencia de solucién dunha ecuacién do tipo
f(x) = p nun determinado espazo. Neste aspecto, a teoria do grao
resulta ser unha ferramenta de gran utilidade. En esencia, o grao
asigna a unha determinada funci6n, f, un ntumero enteiro, d(f,-,-),
que d& informacién acerca do ntimero de ceros que dita aplicacién ten.
Neste traballo comezaremos desenvolvendo esta teorfa en R™, intro-
ducindo o que se conece como Grao de Brouwer, para pasar poste-

riormente a espazos mais abstractos de dimensién infinita, chegando

finalmente ao Grao de Leray-Schauder.
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Resumo

A teoria do grao é unha ferramenta fundamental nas mateméticas que nos da infor-
macién acerca do numero de soluciéns que ten unha ecuacién. A idea consiste en que o
chamado grao topoléxico denota un nimero que esta estreitamente relacionado co nimero
de ceros dunha funcién.

Este traballo pretende estudar o comportamento e propiedades do grao topoléxico, asi
como certas aplicacions deste. As propiedades do grao topoldxico permitirannos demostrar
o Teorema do punto fixo, que & sia vez serd de gran utilidade para resolver certos proble-
mas da Anéalise Matematica. Comezaremos pola definicién de grao para espazos finitos, o
chamado grao de Brouwer. Ademais, estudaremos as stias propiedades principais e diversas
aplicaciéns. Posteriormente estenderemos este concepto a espazos de dimensién infinita, o
que se denota como grao de Leray- Schauder. Neste caso, as propiedades seran froito dunha

adaptacion das vistas para o grao de Brouwer pero para dimension infinita.

Abstract

Degree theory is a fundamental tool in mathematics that gives us information about
the number of solutions of an equation. That is, we call topological degree to a number
that is closely related to the number of zeros of a function.

The aim of this work is study the behavior and properties of the topological degree, as
well as certain applications of it. These properties will allow us to prove the fixed point
Theorem, which will be very useful for solving some problems of Mathematical Analysis.
We are going to start with the definition of degree for finite spaces, that is called Brouwer’s
degree. In addition, we are going to study its main properties and various applications.
Later we are going to extend this concept to spaces of infinite dimension, which is known
as Leray-Schauder’s degree. In this case, the properties are going to be the result of an

adaptation of the properties of Brouwer’s degree to infinite dimension.

VII






Introducién

Existen certos problemas da rama da Anélise Matematica que resultan dificiles de
resolver coas ferramentas clasicas, como por exemplo o Teorema da bola peluda. O motivo
é que son problemas de natureza topoldxica e non analftica.

A teoria do grao xurde para cubrir estas necesidades. Tratase dunha ferramenta de
caricter cuantitativo, pois permitenos limitar o niimero de soluciéns dunha ecuacién da
forma f(x) = b mediante un nimero chamado grao topoloxico, d(f,(2,b), que dependera
da funcion, f, do conxunto no que esté definida a funcion, €2, e da imaxe na que se queira
estudar o nimero de soluciéns, b. En particular, serd de gran utilidade traballando con
ecuaciéns diferenciais.

O introdutor do concepto de grao topoléxico foi Luitzen Egbertus Jan Brouwer, en-
tre os anos 1910 e 1912, dando a primeira definicién de grao para funcién continuas en
espazos de dimensién finita. Construiuno dende o punto de vista topoldxico, empregando
topoloxia alxébrica (este enfoque podese consultar en [4]). Cabe destacar que houbo an-
tecedentes neste campo como por exemplo Gauss, Liouville, Cauchy, Kronecker, Poincaré,
Hadamard,... que traballaron con ideas préximas. Pero a primeira definicién oficial de grao
foi dada por Brouwer e en consecuencia déuselle o nome de grao de Brouwer.

En 1934 Jean Leray e Juliusz Schauder realizaron a extensiéon mais importante do grao
de Brouwer a espazos de dimension infinita para certas funcions (perturbaciéns compactas
da identidade) definidas sobre un subconxunto aberto e limitado dun espazo de Banach
arbitrario. A idea consistia en aproximar as funciéns mediante transformacions de rango
finito e asi aplicar a teoria do grao de Brouwer para un espazo de Banach de dimensién
finita. Cabe destacar que se pode definir o grao para unha clase de funciéns mais xerais
que as perturbaciéns compactas da identidade, as chamadas transformaciéns de Leray-
Schauder xeneralizadas. Este Gltimo caso, que non se vai estudar neste traballo, pédese
consultar en [11].

En 1951, Nagumo presentou un novo enfoque da teoria do grao, definindo o grao topo-
léxico dende o punto de vista analitico. Este serd o enfoque que seguiremos ao longo deste
traballo.
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X INTRODUCION

Con todo isto, ten sentido preguntarse en que se diferencian os diversos métodos de
construcién do grao e se logran chegar ao mesmo resultado. A diferenza clara esta na base
empregada, pois, por exemplo o grao construido por Brouwer parte dos cofiecementos to-
poléxicos e o grao de Nagumo dos analiticos. Agora ben, é 16xico pensar que unha correcta
construcién do grao deberia levar ambos procedementos ao mesmo resultado. Efectiva-
mente, a construcién do grao mediante enfoques diferentes sempre nos leva a un resultado
equivalente. Isto podémolo garantir grazas a Brouwer, que deu unha caracterizacién axio-
matica do grao, de xeito que tan s6 existe unha aplicacién que cumpre todos os axiomas
(recollida en [2]). En efecto:

Sexa M un conxunto dado por
M = {(f,,b) : 2 C R™ aberto e limitado f : @ — R"” continua e b ¢ f(9€) un valor regular},

entén existe unha tnica aplicaciéon d : M — Z chamada grao de Brouwer que satisfai as

seguintes propiedades:
1. Se b€ Q enton d(Id, 2,b) = 1, sendo Id a aplicacion identidade.

2. Se Q; e Q son subconxuntos abertos disxuntos de Q e b ¢ f (Q\ (1 UQ2)) entén

d(f,Qab) = d(fa leb) +d(fa QQab)'

3.Se H: Qx[0,1] — R™ ¢ continua e b ¢ H(9,t) para todo t € [0,1] entén
d(H(-,t),Q,b) é independente de ¢.

4. Se d(f,€,b) # 0 enton existe z € €2 tal que f(x) =b.

5. Se f(z) = g(z) para todo = € 92 entén

d(f,Q,b) = d(g,Q,0).
6. Se Q; C Q ¢ un subconxunto aberto e b ¢ f (2\;) enton
d(f,Q,b) = d(f,Q1,b).
7. Se A: R™ — R™ & unha aplicacion lineal con det(A) # 0 e b € Q entén

d(A,Q,b) = sign (det(A)).

Analicemos brevemente que informaciéon podemos extraer de cada propiedade. A pro-

piedade (1) o tnico que fai é fixar o valor do grao para a funcion identidade. A propiedade
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(2) resulta de utilidade para probar a multiplicidade e localizar as soluciéns da ecuacion
f(xz) = b. A propiedade (3) dinos que se f e g son aplicacions homotopas e ningin cero
cruza a fronteira durante a homotopia, é dicir, H(x,t) # b para todo t € [0,1] e todo
x € 09, entén tense que d(f,Q2,b) = d(g,,b). Esta propiedade sera clave para demostrar
as diferentes aplicacions do grao e empregarémola moitas veces. A propiedade (4) é fun-
damental pois garantiza a existenza de soluciéon para o sistema de ecuacions f(z) = b. A
propiedade (5) postula que o grao da funcién s6 depende dos seus valores na fronteira. Por
outra banda, a propiedade (6) é un caso particulas da (2) garantindo que 4 hora de calcular
o grao podemos prescindir daqueles pechados do dominio que non contefian ningtan cero
da funciéon. Notese que para que se cumprise (4) era necesario que d(f,€Q,b) # 0. Nesta
situacion a propiedade (7) resulta moi interesante, e aproximanos ao que seréd a definicion

do grao de Brouwer.

Logo, podemos ver que tanto o grao definido de xeito topoléxico por Brouwer como
o de Nagumo de forma analitica cumpren todas estas propiedades. E dicir, da igual o

procedemento e as ferramentas empregadas pois todos chegan ao mesmo resultado.

Estas propiedades podense xeneralizar a dimension infinita usando perturbaciéns com-
pactas da identidade e asi caracterizan o grao de Leray-Schauder. Polo tanto, concluimos

que en dimensién infinita tampouco importa o procedemento empregado.

Este traballo estd estructurado en duas partes, o Capitulo 1 dedicado ao grao de

Brouwer e o Capitulo 2 no que se estuda o grao de Leray-Schauder.

Na primeira parte do Capitulo 1 o obxetivo é definir o grao de Brouwer. Comezamos
dando a definicion de grao de Brouwer para funcions de clase 1 e valores regulares (De-
finicion 1.2). Intuitivamente, a interpretacion desta definicion lévanos a considerar o grao
como un “contador” do ntimero de solucions da ecuaciéon f(z) = b que nos da unha cota
inferior das soluciéns de dita ecuacién. Notese que se o grao vale cero non nos aporta case
informacién, pero cando é distinto de cero resulta de gran interese.

Con todo, esta definiciéon do grao de Brouwer non é a mais desexable, pois hai moitos
casos nos que non é aplicable, por exemplo se consideramos valores que non son regulares
ou funciéns que non son de clase 1. Para isto seguimos dando unha serie de resultados
ata que obtemos o seguinte avance: obtemos unha definicion de grao para valores non
necesariamente regulares e funcions de clase 2 (Definicion 1.8). A idea baséase en considerar
valores regulares suficientemente proximos dos non regulares de xeito que o grao dun se
poida aproximar polo do outro.

Seguindo nese camifio chegamos a unha definiciéon de grao para funcidns continuas e
puntos criticos (Definicion 1.13). A idea para poder substituir funciéns de clase 2 por

funciéns continuas é similar 4 dos valores regulares. Tratiase de aproximar as funciéns
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continuas por funciéns de clase 2 que xa sabemos que cumpren a definicién.

Todo este procedemento é o levado a cabo por Nagumo para construir o grao dende o
punto de vista analitico.

A continuacion, na Seccidon 1.1 veremos as propiedades do grao de Brouwer, é dicir,
probaremos que efectivamente o grao cumpre os axiomas enunciados por Brouwer que
caracterizan esta aplicacién asf como algunha propiedade a maiores que pode resultar de
utilidade.

O mais interesante do grao de Brouwer son as stas multiples aplicaciéns. Na Seccion 1.2

dedicarémonos a ver algunhas delas.

» Comezaremos cunha xeneralizacién do Teorema de Bolzano (Proposicion 1.35) na
que o valor do grao nun intervalo s6 dependera do signo que tena a funcién nos seus

extremos.

» Probaremos a existencia de solucions de Floquet para ecuaciéns diferenciais ordina-

rias (véxase o Teorema 1.42).

= Na Subseccién 1.2.3 veremos un resultado moi interesante que mostra que o grao de

Brouwer é exactamente o mesmo que o indice complexo.

= Demostraremos o Teorema Fundamental da Alxebra coa axuda do grao de Brouwer

(ver Subseccién 1.2.4).

» Poderemos comprobar que a demostracién do Teorema da bola peluda, axudados
polas propiedades do grao de Brouwer, é relativamente sinxela (véxase a demostracion

da Proposicion 1.57).

» A aplicacion mais significativa seré o Teorema do punto fixo de Brouwer (ver Teorema
1.59). Este resultado sera moi util a stia vez para probar outros resultados como, por

exemplo, o Teorema de Perron-Frobenius.

Por outra banda, no Capitulo 2 o obxectivo principal é estender o grao de Brouwer a
espazos de dimensién infinita, é dicir, o chamado grao de Leray-Schauder. En particular
os espazos que consideraremos seran espazos de Banach. Para conseguir isto non nos valen
as aplicaciéns continuas, polo que nos restrinximos a un grupo mais pequeno, as chama-
das perturbaciéns compactas da identidade. O procedemento para construir o grao agora
consistird en aproximar unha aplicacién compacta por unha aplicacién de rango finito.
Para poder facer isto introducimos un par de resultados chegando & definicién de grao de
Leray-Schauder (Definicion 2.17).
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Unha vez logramos adaptar a definicién de grao de Brouwer para dimensién infinita, na
Seccion 2.1 dedicarémonos a demostrar que as propiedades do grao vistas na Seccién 1.1
tamén se cumpren para o grao de Leray-Schauder. Isto resultard relativamente sinxelo,
pois os procedementos son similares aos do Capitulo 1 pero traballando cun subespazo de
dimensién finita dentro dun espazo de Banach.

Por dltimo, na Seccién 2.2 introduciremos varias versions do Teorema do punto fixo
de Leray-Schauder con pequenas variacions, e veremos que o Teorema do punto fixo de
Brouwer en dimensién infinita non é certo. Ademais, estes teoremas tenen diversas apli-

caciéns en espazos de dimensién infinita, por exemplo permiten probar a existencia de

solucion dun problema de valor inicial de primeira orde (véxase o Teorema 2.51).
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Capitulo 1

O grao de Brouwer

Neste capitulo imos introducir o concepto de grao topoléxico en espazos de dimensiéon
finita, é dicir, o chamado grao de Brouwer. En particular, introduciremos o grao topoloxico
para funciéns definidas en subconxuntos de R™ que toman valores en R™. Posteriormente
daremos unha serie de resultados e propiedades deste que nos seran de utilidade mais
adiante.

Para comezar, introduciremos a notacién que empregaremos ao longo do traballo:
= () C R™ un conxunto aberto e limitado.

= 00} a fronteira de €.

» Q a clausura de Q.

= CF(Q) o espazo de funciéns f: Q — R” de clase k, tales que todas estas funcions e

as stias derivadas ata orde k podense estender de forma continua a €.
» Df(x) a matriz xacobiana de f (de dimensién n x n).
= J¢(x) o determinante da matriz xacobiana.
= Id: R™ — R” a funcién identidade en R™ tal que Id(x) = x para todo z € R™.
= sign a funcion que denota o signo do elemento ao que acompana, é dicir,

sign: R — {-1,0,1}

1 sex >0,
rxr——sign(x) =49 0 sexz =0,
-1 sex <0.
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= (,-) o produto interior usual en R", é dicir, dados a,b € R™,

(a,b) = ((a1,...,an), (b1, ...,b,)) = Zaibi.
i=1

» ||-|| a norma euclidiana usual en R", ¢é dicir, dado z € R", ||z|| = (as,a:)%

= ||| anorma infinito no espazo C¥(Q), é dicir, dada unha funcién h € C*(Q2) definese

1Plloe = sup{[[a(2)]|, = € Q}.

Definicion 1.1. Dados f: Q2 CR" — R” e z € ), diremos que = é un punto critico de
f se o determinante xacobiano de f en x, Jy(x), vale cero. En caso contrario, diremos que

x é un punto regular.

Empregaremos S para denotar o conxunto de puntos criticos de f.
Logo, estamos en condiciéns de introducir a definicién de grao para valores regulares

dunha funcién de clase 1:

Definicion 1.2. Sexa f : ) — R” unha funcién de C1(Q) e b ¢ f(S) U £(09). Definimos

o grao de f en €2 con respecto a b como

> sign(Jp(x) se fHb) # 2,
d(f7Q7b) = § z€f71(b)
0 se f71(b) = 2.

Observacion 1.3. Esta forma de construir o grao é correcta pois, como b ¢ f(S) U f(09),
sabemos que Jf(z) esta ben definido para x € f~1(b) e que Jp(x) # 0. Asi, J¢(x) ten
un signo positivo ou negativo, e como consecuencia do Teorema da funcién inversa, f é
invertible nunha vecifianza de x. Ademais f~!(b) ¢é finito, posto que, se non o fose, existiria
unha sucesién de puntos de Q, {z,}, oy, tal que f(zn) = b. Entén, como f~(b) C 2 C Q
e este altimo ¢ compacto, existiria unha subsucesion, {z,, }ren, converxente a un punto
zo € Q. Por tanto f(rg) = b e en consecuencia xo € f~1(b), chegando a unha contradicién
con que f sexa bixectiva localmente, é dicir, con que sexa invertible. Por tanto, concluimos

que f~1(b) é finito e o grao estd ben definido.
Tlustremos agora a definicién cun exemplo en R.

Exemplo 1.4. Sexa f : Q C R — R, f(z) = sen(z). Enton J¢(z) = f'(z) = cos(z).

Calculemos o valor do grao para dous €2 distintos:

L. Q=[-%,7]



» Se b =2 (punto sen preimaxe asociada):
d(f,Q,b) =d (sen(:n), [—g,ﬂ'} ,2) =0.

= Se b= ¥ (punto con diias preimaxes asociadas):
T V2 . T . 3T
d(f,2,b) =d (sen(az), {_5’77} 72> = sign (cos <Z)) + sign <C0b (4))

= sign (?) + sign <—\é§> =+1-1=0.

= Se b= —% (punto cunha soa preimaxe asociada):

d(f,Q,b) =d <Sen(m), [—g,ﬂ'} ,—;) = sign (cos (—%)) = sign (?) = +1.

2. Q= [7,2n]

= Se b =2 (punto sen preimaxe asociada):
T
d(f,0,b) = d (sen(az), [5, 2#} ,2) = 0.
» Seb= @ (punto cunha soa preimaxe asociada):
2 3 2
d(f,Q,b) =d | sen(x), {E,Zw} ,£ = sign | cos on = sign V2 =-1.
2 2 4
= Seb= —% (punto con duas preimaxes asociadas):
T 1 . s . 117
d(f,2,b) =d <sen(a:), [5,27r} ,—2> = sign <cos <6>) + sign (cos ( 5 >>
3 3
— sign (—‘{) + sign <\2[> — _14+1=0.

Logo podemos sacar as seguintes conclusiéns:

!
|

1. Se non existe z €  tal que, f(z) = b, é dicir, se a funcién non ten preimaxe no
punto b, enton d(f,Q,b) = 0.

2. Se d(f,€,b) # 0 entoén existe x € Q tal que f(z) =b.

3. En particular, se temos d(f,Q,b) = m (ou d(f,Q,b) = —m) existen polo menos

X1y, Ty € Q tal que f(x;) = b, parai=1,...,m.
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4. O reciproco destas tres afirmaciéns é falso, pois basta con que nos fixemos no exemplo,
nos dous casos nos que o grao vale cero. Isto pasa polo feito de que o signo dos
xacobianos é oposto e ao sumalos, aniilanse. E dicir, estamos ante un caso no que o

grao vale cero e temos preimaxes.

A vista destas observacions, podemos considerar o grao como un “contador” de solucions
da ecuacion f(z) = b que nos da unha cota inferior para o namero de solucions.

Un resultado inmediato a partir da definicién de grao € o seguinte:
Proposicion 1.5. Se f € C1(Q) e b ¢ f(S)U f(0Q) ciimprese que
d(fa Qa b) - d(f - b7 Qv 0)

O noso obxectivo agora serd estender a definicién de grao para puntos criticos e funcions
continuas, é dicir, buscamos poder eliminar a condicién b ¢ f(S) e substituir f € C1()
por f € C(Q).

En primeiro lugar, introduciremos un resultado enfocado a conseguir unha definicién
do grao valida para puntos criticos. Para iso, primeiro definiremos a distancia dun punto

a un conxunto en R"™.

Definicion 1.6. Dados b € R" e A C R", denétase p(b, A) & distancia do punto b ao
conxunto A dada por p(b, A) = inf{||b — x|, z € A}.

Proposicién 1.7. Sezan f € C2(Q), b ¢ f(09) e po = p(b, f(02)) > 0. Dados os valores
b1,b2 € B(b, po) tales que by, by & f(5), entdn

d(f7 Q7 bl) = d(f7 Qa b2)

Noutras palabras, dous valores regulares suficientemente préximos a b terdn o mesmo
grao.
Aplicando este resultado podemos definir o grao nun punto critico como o valor que

toma nun punto regular préximo.

Definicién 1.8. Dados f € C2(Q) e b ¢ f(09), definiremos o grao de f en € con respecto
a b como

d(f,Q,0) = d(f, 1),
sendo O’ ¢ f(S) tal que ||b' — b|| < p(b, f(O9)).

Enunciaremos a continuacion o Teorema de Sard (véxase [13]), o cal nos sera de utilidade

para ver que a definici6n previa ten sentido.



Teorema 1.9 (Teorema de Sard). Dada f : Q — R”, f € C¥(Q), f(S) ten medida de
Lebesgue 0 en R™.

Observacion 1.10. Dados f € C2(Q), b & f(99) e po = p(b, £(00)), sabemos que existen
valores regulares en B(b, py) grazas ¢ Teorema de Sard, xa que nos di que os valores

singulares de f tefien medida cero. Entén a Definicién 1.8 é correcta.

Ata aqui probamos que o grao ten o mesmo valor para valores regulares proximos, o
que nos permitiu definir o grao para puntos criticos. Agora faremos algo similar en relacién

4s funciéns para chegar a unha definién de grao para funciéns continuas.

Proposicién 1.11. Sezan f,g € C2(Q) e b ¢ f(09). Entén, existe € = £(f,g,Q) > 0 tal
que para 0 < [t| < e,
d(f +tg,,0) = d(f,Q,b).

Demostracion. Distinguimos tres casos:

Caso I b ¢ f(Q).

Sexa p = p(b, f(Q)) > 0. Entén, tomando & = QIIQﬁH e |t| < e, tense que

I = (f +tg) (@)l = b= f(z) —tg(@)| = b= f @) [t} lg(=)]

Y

N | ™
N | ™

> p—tlllg(@)[ = p—
2 3
onde nas desigualdades estamos aplicando o seguinte:

1. a desigualdade triangular;
2. a definicién de p;

3. o feito de que |t| < € e a definicion de ||g||, (pola que obtemos a desigualdade

l9(@)[| < llgllo V& € ) ¢, en consecuencia, [t| [|g(z)]| < §.

Por tltimo, aplicando a definicion de distancia para p(b, (f + tg)(2)) obtemos que

> 0,

N |

p (b, (f +tg)(Q)) =
é dicir, b ¢ (f +tg)(Q) e por tanto concluimos que d(f +tg,Q,b) = d(f,Q,b).

Caso II b ¢ f(9).
Sexan z1, ..., Ty, € Q tales que f~1(b) = {x1,...,2m}. Como b & £(S) o determinante
xacobiano non se anula nos puntos 1, ..., p, (€ dicir, D f(x;) é invertible para os z;

tales que 1 < i < m).
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Definamos agora
h(t,x) = f(z) +tg(xz) —b.

Esta funcién cumpre que h € C? nunha vecifianza do punto (0,z;), h(0,2;) = 0 e
ademais 0,h(0,z;) = Df(z;) # 0 para 1 < ¢ < m. Logo polo Teorema da funcion

implicita existen (—&;,&;) e U; C R™ vecinanzas de 0 en R e de z; en 2, respec-

tivamente, e funcions ¢; : (—g;,&;) — U; tales que ¢;(0) = x5, i = 1,...,m. En
particular podemos tomar as vecinanzas U; disxuntas dias a duas. Ademais, as tini-

cas solucions de h(t,z) = 0 son da forma (¢, p;(t)) con i = 1,...,m. Asi, para todo

t e (—Ei, Ei),
fpi(t)) +tg(wi(t)) = b,

e como f(x;) = b tense que
flei(t)) +tg(ei(t) = f(@i)

Enton, se tomamos veciianzas de ¢ = 0 suficientemente pequenas, en cada x; € U;
1<i<m

teremos que sign(Jyi4q(x)) = sign(J¢(x;)), e asi obteremos o resultado buscado (por
definicion de grao no caso regular). Logo basta tomar ¢ = min ;.

Caso III b € f(9).
Sexan p = p(b, f(09)), b1 € B(b, g) un valor regular e gg > 0 tal que 0 < [t| < &p.

Enton,

d(fv Qv b) = d(f> Q> bl) = d(f + tga Qa b1)7
onde a segunda igualdade se obtén do Caso IL.
Agora tomamos € < min {Eo, ﬁ}. Asi, b ¢ (f +1tg)(00) e para |t| < g, tense que

W™

16— (f +tg) (@)l = Ib = f(x) = tg(x)[| = [|b— f(@)] = [t][[g(=)]
- - 2p
> 5 llg@)| 25~ 5= Veeon,
%. Por conseguinte, se b; € B(b, g) entén

e polo tanto p(b, (f +tg)(0€2)) >
200 (F + 10) (99).

p
Ib—=bilf <5 <3
O

Logo concluimos que d(f + tg,Q,b1) = d(f + tg,Q,b) e temos o resultado.

Presentaremos agora un resultado no que se proba que dada unha funcién continua f,

o grao é constante no conxunto de funciéns de clase 2 suficientemente proximas a f.



Proposicion 1.12. Sezan f € C(2), b ¢ f(0) e po = p(b, f(ON)). Dadas as funcions
91,92 € C3(Q) tales que || f — g1l < 2 e ||f — g2l < B enton

d(gla Qa b) = d(g% Q> b)
Demostracion. Definamos a funcién g = g1 — g0 e sexa 0 < t < 1. Entén

1 (@) = (92 + tg) ()| = If (2) — g2(x) — t(g1(2) — g2(2))[| = [/ () — tgr(x) — (1 — t)g2(x)]|
= [[t(f(2) = g1(2)) + (1 = )(f (2) — g2(2))|

<t f(x) —gu(@)| + A =) [ f(z) — ga ()]

<t%+(1—t)%<po, Vo e,

onde en * utilizamos que f(z) = (1+t—1t)f(x) =tf(z) + (1 —1t)f(x).

Logo temos que ||f — (g2 +tg)||., < po, polo que podemos aplicar a Proposiciéon 1.11,

[
pola cal se ten que d(g2,€,b) = d(g2 + tg,Q,b). Asi podemos definir a seguinte funcién
h(t) = d(g2 + tg,Q2,b), a cal é localmente constante con respecto a t, e en consecuencia,
tamén é continua.

Ademais, como [0, 1] é un intervalo conexo, por ser h continua, h([0, 1]) é conexo. Pero
o0 grao s6 toma valores enteiros, ¢ dicir, h([0,1]) C Z. Por tanto h ten que ser constante no
intervalo [0, 1].

En consecuencia, d(g2 + tg,Q,b) = d(g2,,b) para todo ¢t € [0,1]. En particular, se
t=1,d(g2+tg,2,b) =d(g1,9,b) e polo tanto chegamos ao resultado buscado. O

A proposicion anterior permite estender a definicion de grao a funciéns continuas.

Definicién 1.13. Sexan f € C(2), b ¢ f(9) e po = p(b, f(ON)). Definimos o grao de f
en () con respecto a b como
d(f,€,b) = d(g,Q,),

sendo g € C*(Q) tal que ||f — gl < 2.

Observacion 1.14. Dados f € C(Q), b ¢ f(0) e po = p(b, f(02)), sempre podemos atopar
funcions g € C*(Q) tales que ||g — [l < &2 grazas 4 densidade do espazo das funciéns de
C?(2) nas de C(9).

Proposicién 1.15. Se f € C() e b ¢ f(09) entdn
d(f7 Qv b) = d(f - bv Qv 0)

Como vimos ata agora, o grao mantense constante para puntos e funciéns préximos,

por tanto, podemos definir o grao dunha funcién continua nun punto critico tomando unha
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funcion mais regular (C?) e un valor regular o suficientemente proximos. Logo a partir da

Proposicion 1.5 chegamos ¢ resultado.

Vexamos unha interpretaciéon xeométrica de todo o visto ata agora.

Figura 1.1: Interpretacién xeométrica

Consideremos n = 1 (é dicir, R" = R), o intervalo I = (¢, d) e f unha funcién continua
tal como mostramos na Figura 1.1 . O grao d(f, I, b) esta definido para todo b menos para
os valores correspondentes aos extremos do intervalo, b = f(c) e b = f(d). Os valores
criticos de f son by, ba, b3 € by.

Para todos os outros valores de b, d(f, I, b) podese calcular de forma sinxela empregando

a Definicion 1.2. Asi, podemos diferenciar tres casos:

1. Se b ¢ [f(c), f(d)], enton d(f,I,b) = 0.
2. Se f(c) < f(d) ebe (f(c), f(d)), enton d(f,I,b) = +1.

3. Se f(c) > f(d) ebe (f(d), f(c), enton d(f,I,b) = —1.

O grao d(f,I,b;) para i = 2,3 e 4 calctlase mediante d(f, I, q) sendo ¢ un valor regular
suficientemente proximo a b;. Logo d(f,1,b;) = +1,0 ou —1 segundo f(c) < b; < f(d),
bi € [f(c), f(d)] ou f(d) < b; < f(c), respectivamente.

Para calcular d(f, I, b) usamos funciéns C!, como g ou h (mostradas en lineas discon-

tinuas azuis e vermellas, respectivamente, na Figura 1.1), para as cales by non é un valor
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critico. Logo, como vemos na figura d(g, I, b1) = d(h,I,b1) = +1 e por tanto d(f, I,b1) = 1.
En conclusion, podemos ver que d(f,1,b) s6 depende dos valores de f nos extremos do
intervalo, 0I = {c, d}.

1.1. Propiedades do Grao de Brouwer

A continuacién veremos as propiedades que cumpre o grao de Brouwer. Para isto se-

guiremos a Seccion 2.2 de [7] e o Capitulo 2 de [§].

Teorema 1.16 (Continuidade con respecto 4 funcién). Dados f € C(Q) e b ¢ f(99),

eziste unha vecinanza, U, de f, tal que para toda g € U,
d(g7 Q? b) = d(f’ Q’ b)'

Demostracion. Sexa py = p(b, f(99)) e tomemos U = {g € C(Q)/ || f — gl < 2} Enton,
se g € U, tense que
16— g(@)ll = Ib = f(x) + f(x) —g(@)]| = [|b= f(@)]| = llg(z) — f(2)]

0o 3p0
>pp— — = — Q.
> o 1 1 Vzeod

Polo tanto, p(b, g(02)) > % e en consecuencia, b ¢ ¢g(9€) co que temos probado que
d(g,9,b) esta ben definido.
Consideremos agora h € C*(Q) tal que || f — h|| < 5. Asi
lg(z) = h(@)]| = llg(x) = f(@) + f(2) = h(z)|| < |lg(z) = f(@)] + [|f (@) — h(z)]

po  po_ 3po _ 1 =
<P 0 _ 2R o - ,
<7 + S g = Qp(b,g(aQ)), Ve

En particular,
1

e aplicando a Definicién 1.13 concluimos que
d(g,Q,b) =d(h,Q,b) = d(f,2,b).
O

Teorema 1.17. O grao € constante con respecto ¢ punto b en cada compofiente coneza de

R\ £(99).
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Demostracion. Pola Proposicion 1.7, se b e by estan suficientemente proximos (é dicir,
||b — b1 suficientemente pequeno), entén d(f — b,€2,0) = d(f — b1,2,0).

Ademais, pola Proposicion 1.15, d(f —b,Q,0) = d(f,Q,b) e d(f —b1,Q,0) = d(f, 2, b1).
Por tanto, se b e b; estan o suficientemente proximos enton d(f,€2,b) = d(f,2,b1), ¢
dicir, o grao é localmente constante con respecto 6 punto e, consecuentemente, continuo.
Logo, realizando un razoamento anélogo ao da demostraciéon da Proposicion 1.12 como é
continuo e s6 toma valores enteiros deducimos que o grao é constante en cada compoiiente

conexa. O

Definicién 1.18. Unha homotopia entre duas funciéons continuas, f,g: Q@ — R”, é unha
funcién continua H : Q x [0, 1] — R" tal que H(z,0) = f(z) e H(x,1) = g(x).

Teorema 1.19 (Invariancia baixo homotopia). Dada H € C(Q x [0,1]) unha homotopia
tal que b ¢ H(OQ x [0,1]), enton d(H(-,t),$,b) é independente de t.

Demostracion. Como consecuencia do Teorema 1.16, d(H(+,¢), €2, b) é localmente constante
e, por tanto, continua con respecto & variable ¢. Logo, realizando un razoamento analogo
ao da demostraciéon da Proposicién 1.12 como o grao toma unicamente valores enteiros e

[0,1] & conexo, entén o grao é constante nese intervalo e por tanto temos o resultado. [

Teorema 1.20 (Aditividade). Sexan Q1, Qo tales que Q = Q1UQs e Q1NN = &, f € C(Q)
ebd f(0)U f(0Q2). Enton
d(fa Qa b) = d(fa Qla b) + d(f7 QQa b)

Demostracion. Sexan py = p(b, f(9Q)) e g € C*(Q) tal que ||f — g, < 2. Entén pola

Definicién 1.13 temos que
d(g,Q,b) =d(f,Q,b) e d(g,4,b) =d(f,Qi,b) para i =1,2.

Sexa agora B = B(b, %) conexa e contida en R™\g(0€). En particular, B tamén esta
contida en R™\g(0%);) para i = 1,2 e, por tanto, nunha compofiente conexa de cada un

destes conxuntos. Polo Teorema de Sard, existe un valor regular, ¢ € B, de g tal que
d(g,Q,¢) =d(g,Q2,b) e d(g,Q,¢)=d(g,9Q;,b) parai=1,2.

Como g € C?(Q) e c ¢ regular, a partir da definicién de grao regular (Definicién 1.2)

chegamos a que d(g,,c) = d(g,Q1,c) + d(g, 22, c) do que se segue o resultado. O

Corolario 1.21. Sexan f € C(Q2), b ¢ f(OQ) e Q a unidn dos conzuntos abertos §);,

diszuntos dous a dous, para i =1,...,n. Enton

d(f,2,0) = d(f,5,b).
=1



1.1. PROPIEDADES DO GRAO DE BROUWER 11

Proposiciéon 1.22 (Excisién). Dado K C Q un conzunto pechado e b ¢ f(0Q) U f(K)
enton

d(f,Q,b) = d(f,Q\K,b).

Demostracion. Sexan g € C2(Q) tal que d(g,,b) = d(f,,b) e b ¢ g(K). Escollemos
un valor regular de g, ¢, tal que ¢ ¢ g(K) e que pertenza & mesma compoifiente conexa
ca b en R™"\g(0f2) e en R™"\g(0(\K)). Enton chegamos a que d(g,Q,b) = d(g,Q,¢) e
d(g, Q\K,b) = d(g,Q\K,c) respectivamente, e como ¢ ¢ g(K) temos o resultado apli-

cando a definicion de grao para o caso regular (Definiciéon 1.2), xa que se cumpre que
sign(ng (x)) = sign(Jg|mK(:1:)). O

Tamén é interesante ver o comportamento do grao con respecto 4 aplicacion identidade.

Proposicion 1.23. Seza Id : R™ — R" a aplicacion identidade e f = 1d |q para Q C R™.
Enton para b ¢ 09 tense que

1 b e,

d(f,Q.p =4 U=

0 sebé¢.
Demostracion. Por definicion de aplicacion identidade tense que Jig(x) = 1 para todo
x € R". En particular, Jy(x) = 1 para todo = € £ do que se segue o resultado. O

Algunhas das ideas extraidas do Exemplo 1.4 podémolas formalizar agora para funcions

continuas e puntos criticos.

Proposicién 1.24. Se f € C(Q) e b ¢ f(Q) enton d(f,Q,b) = 0. Equivalentemente, se
d(f,Q,b) # 0 enton existe v € Q tal que f(x) =b.

Demostracion. Sexan py = p(b, f(2)) e g € C*(Q) tales que ||f — g||, < 2. Enton b ¢ g(Q)
e como b é un valor regular de g tense que d(g,€2,b) = 0 e por tanto d(f,Q,b) = 0. O

Corolario 1.25. Se d(f,Q,b) # 0 enton f(Q2) é unha vecinanza de b.

Demostracion. Consideremos Cj, & componente conexa de R™\ f(9€) contendo a b. Enton
como o grao é constante en Cj, tense que d(f, €, ¢) # 0 para todo ¢ € Cp, pois d(f,§2,b) # 0
por hipotese, e pola Proposicion 1.24, C, C f(Q2). Asi, como C} é aberto, concluimos que
f(2) & unha vecinanza de b. O

Vexamos agora que o grao é igual para todas as funciéns continuas que toman os

mesmos valores na fronteira do conxunto no que estan definidas.

Proposicion 1.26. Dadas f,g € C(Q2) tales que f =g en O e b ¢ f(ON), enton

d(f,Q,b) = d(g,Q,b).
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Demostracion. Definimos a homotopia H € C(Q x [0,1]) como H(z,t) = tf(z)+(1—1t)g(z).
Asi, H(-,1) = f e H(-,0) = ¢g. Ademais, como f = g en 01, tense que H(-,t) = f = ¢
na fronteira 02 x [0,1], e por tanto, d(H(-,¢),€2,b) esta definido e é independente de t
(como consecuencia do Teorema 1.19). En consecuencia, como d(H(-,0),Q,b) = d(g,$,b)
e d(H(-,1),Q,b) = d(f,Q,b) obtemos que d(g,,b) = d(f,Q,b). O]

A continuacién enunciaremos o Teorema de Tietze (|9, Apartado 15.4]), que sera de

utilidade & hora de demostrar un corolario da Proposicion 1.26.
Teorema 1.27 (Teorema de Tietze). Dado (X, T) un espazo topoldrico, son equivalentes:
s X ¢ un espazo normal.

= Dados A pechado en X e f: A — R" conlinua, existe unha ertension continua de

f atodo X, é dicir, existe unha funcion F : X — R"™ continua tal que F|4 = f.

Agora vexamos o corolario, consecuencia directa da anterior proposicion:

Corolario 1.28. Dadas f,g € C(Q2), se existe H € C(02 x [0, 1]) tal que H nunca toma o
valor b, H(-,0) = flaq e H(-, 1) = glaq, enton

d(f,2,0) = d(g,2,0).

Demostracion. Aplicando o Teorema de Tietze podemos estender H a H € C(Q x [0, 1])
e fixamos ﬁ(-,O) = f e ﬁ(-, 1) = g. Logo, pola propiedade de invariancia homotopica do
grao (Teorema 1.19), tense que d(f,Q,b) = d(g,,b). Asi, aplicando a Proposicion 1.26,

como [ = f e g = g na fronteira, obtemos o resultado. O

Ata agora falamos do grao definido para un punto b, vexamos como se modifica a

definicién do grao se en vez de un punto consideramos un conxunto.

Definicion 1.29. Sexan f € C(Q) e A C R™\ f(92) un conxuto conexo. Definese o grao
de f en A como
d(f,€,4) = d(f,,b),

sendo b calquera punto de A.

Observacion 1.30. A definiciéon anterior ten sentido como consecuencia do Teorema 1.17,

o cal asegura que se A ¢é conexo, enton d(f,€2,b) é o mesmo para todo b € A.

Esta definicién permitiranos ver que o grao se comporta ben con respecto a composicion

de funcions.
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Teorema 1.31 (Multiplicacién). Sezan f € C(Q), M un conzunto aberto e limitado con-
tendo a f(Q) e A = M\ f(9R). Sezan A; as componientes conezas de A, i = 1,2,.... Se
gEC(M) ebd g(f(0Q))Ug(OM) enton

d(go f,Q,b) = ng,AJ,b (f,9,4,).
Corolario 1.32. Seza Q un subconzunto aberto e limitado de R™ e f € C(Q) bizectiva. Se
be f(Q), enton d(f,$2,b) =
Vexamos tamén o comportamento do grao con respecto 6 conxunto produto.

Proposicién 1.33 (Férmula produto). Para i = 1,2, sera p; € C(Q;), sendo §; C R™

un conzunto aberto e limitado. Se b; ¢ p;(09;) entdn,

d((p1, p2), Q1 x Qg, (b1, b2)) = d(¢1, 1, b1) d(p2, Q2,b2).

Observacion 1.34. Todos os resultados do Capitulo 1 son vélidos cando R™ é substituido

por outro espazo normado de dimensién n.

1.2. Aplicaciéns do Grao de Brouwer

A continuacién veremos como se pode relacionar o grao, grazas as suas propiedades,
con importantes resultados das matematicas. Para isto seguiremos o Capitulo 2 de [7], a
Seccion 3.1 de [8] e as Seccion 2.5 e 3.1 de [6].

1.2.1. Teorema de Bolzano

Comezaremos cun resultado que nos permite garantizar a existencia de polo menos un

cero dunha funcién continua nun intervalo pechado.

Proposicion 1.35. Seza f : [a,b] — R unha funcion continua tal que f(a)f(b) # 0. Entdn

(. (0,),0) = 5 [sign(£ (1)) — sign( ()]

Demostracion. Por ser f continua, sabemos que existe unha funcién suficientemente pro-
xima g € C%([a,b]) con sign(g(a)) = sign(f(a)) e sign(g(b)) = sign(f(b)), cumprindo que
d(g, (a,b),0) = d(f, (a,b),0).

Estudaremos entén o que pasa co grao para a funciéon g e despois xeneralizarémolo para

f- Podemos diferenciar catro casos.
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Caso I g(a),g(b) > 0.

Podense dar tres situacions:

1. Que g non teiia ceros en (a,b), é dicir, non existe x € g~!(0). Neste caso

d(g, (a,b),0) = 0. (Véxase a grafica vermella na Figura 1.2).

2. Que 0 sexa o minimo de g, ¢ dicir, que exista algtn valor x € (a,b) tal que
g(x) = min{g(y) : y € (a,b)} = 0. Enton ¢'(z) = 0 ou, o que é o mesmo,
Jg(x) =0, e x € un punto critico. Neste caso d(g, (a,b),0) = 0. (Grafica verde
na Figura 1.2).

3. Que g cambie de signo. Como g é continua e g(a), g(b) > 0, a funciéon ten que
ter un nimero par de ceros nos que cambie de signo. E dicir, se ¢ ten un cero no
cal pasa de ser positiva a negativa, automaticamente ten que ter outro no que
pasa de ser negativa a positiva. Polo tanto, o signo do xacobiano compénsase,
xa que nos ceros nos que a funcién pasa de positiva a negativa, a pendente é
negativa nese punto e o xacobiano ten signo —1, e nos que pasa de negativa
a positiva a pendente é positiva e o xacobiano terd signo +1. Logo, tense que
d(g, (a,b),0) = 0. (Grafica azul na Figura 1.2).

Figura 1.2: Caso L.

Caso II g(a), g(b) < 0.

Analogo ao caso L.

Caso III g(a) > 0,g(b) <O.
Como a funcién cambia de signo e os extremos tefien signos distintos, podemos con-
siderar a funcién igual que no Caso I pero cun cero mais. Logo por un razoamento
similar ao do Caso I, apartado 3, tense que g ten que ter un nimero par de ceros
nos que cambie de signo méis un. Estes cambios de signo equilibranse todos entre

eles menos o ultimo que queda desemparexado. Neste, a funcion pasa de ser positiva
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a negativa, por ser g(b) < 0. Polo tanto a pendente no punto é negativa, e en con-

secuencia o signo do xacobiano é —1. Asi chegamos a que d(g, (a,b),0) = —1. Esta

situacién aparece representada na Figura 1.3.

Y

D

QF-----¢ - -

Figura 1.3: Caso III.

Caso IV g(a) <0,¢9(b) > 0.
Razoamos de xeito andlogo ao Caso III, pero neste caso

da funcién pasa de negativo a positivo (por ser g(b) >

o ultimo cambio de signo

0). Polo tanto a penden-

te é positiva no punto, obtendo que o signo do xacobiano é +1 e en consecuencia

d(g, (a,b),0) = +1. Esta situacion aparece representada na Figura 1.4.

* [sign(£(b))—sign(f(a))].

Yy
g(b)
W 9(b)
a i
| yl/ U |
g(a) s
ol
Figura 1.4: Caso IV.
En consecuencia obtemos que
-1 se g(b) <0 <g(a),
d(Q? (a7 b)v 0) = 0 se g(a)g(b) >0, = d(f, (a7 b)70) = 9
+1 se g(a) <0< g(b).
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O

O resultado que acabamos de probar é unha xeneralizacién do Teorema de Bolzano.

Teorema 1.36 (Teorema de Bolzano). Sexa f unha funcion continua nun intervalo pe-

chado [a,b] tal que f(a)f(b) < 0. Entdn existe polo menos un punto ¢ € (a,b) tal que
fe) =0,

Como acabamos de ver, a Proposicion 1.35 dinos que se f(a) ten un signo distinto de
F(b) (con f(a) # 0 # f(b)), entén d(f. (a,b),0) = }[sign(f(b)) — sign(f(a)] = 1, é dicir,
existe polo menos un punto ¢ € (a,b), tal que f(c) =0, e polo tanto ¢ é un cero da funcion
f. Asi chegamos exactamente 6 Teorema de Bolzano, que precisamente nos permite limitar

un intervalo no que hai polo menos un cero da funcién f.

1.2.2. Aplicacién as ecuacidns diferenciais ordinarias

Agora vexamos unha aplicacién do grao de Brouwer 4s ecuaciéns diferenciais ordinarias.
En particular, empregaremos a teoria do grao para probar a existencia dunha solucién
periodica dunha ecuacién diferencial. Para isto, introduciremos un par de resultados que

precisaremos posteriormente para a demostraciéon.

Proposicion 1.37. Sexan n impar, Q C R™ un conzunto aberto e limitado con 0 € Q ¢
f €C(Q) tales que 0 & f(0Q). Enton, existen y € 00 e X\ # 0 tales que f(y) = \y.

Demostracion. Suponamos, por reducion 6 absurdo, que f(y) # Ay para todo y € 99 e
A € R. Entoén, sexan

H(z,t) ==tz + (1 —t)f(z), z € Q, t €[0,1],

H(z,t) ;== —tz+ (1 —t)f(z), z € Q, t €[0,1].

Vexamos que 0 ¢ H(9Q,t) e 0 ¢ H(9S,t) para todo t € [0,1]. Supofiamos que existen
y€e dete|0,1] tal que H(y,t) =ty + (1 —t)f(y) = 0. Asi, podemos diferenciar dous

Casos:

Caso I t=1.
H(y,t) =y + (1 —1)f(y) = 0, é dicir, y = 0, e como 0 € €, sendo © un conxunto
aberto, chegamos a que non pode ocorrer que 0 € 952, pois contradi a condicion de

que €2 sexa aberto. Polo tanto y non pode ser igual a 0.
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Caso II t # 1.
H(y,t) =ty + (1 —t)f(y) = 0, e despexando f(y), obtemos

pero esta formula contradi que f(y) # Ay para todo y € 902 e A € R.

Polo tanto tense que 0 ¢ H(0Q,t) para todo ¢t € [0,1]. De xeito andlogo probase que
0 ¢ H(0%,t) para todo t € [0, 1].

Ademais, polo teorema de invariancia homotépica (Teorema 1.19), sabemos que os graos
d(H(-,t),Q,0) e d(H(-, 1), Q,0) son independentes de t. En particular, cimprese a igualdade
H(-,0) = f(-) = H(-,0) polo que d(H(-,0),9Q,0) = d(H(-,0),2,0) e, consecuentemente,
d(H(-,t),9Q,0) = d(H(-,t),Q,0) para todo t € [0,1]. Non obstante, para t = 1 chegamos a
unha contradicién, pois

d(H(z,1),9,0) = d(Id,Q,0) = 1

non é igual a

d(H(x,1),Q,0) = d(—1d,Q,0) = (-1)" = —1.

Asi concluimos que existen y € 9Q e A € R tales que f(y) = Ay, con A # 0 (porque
0¢ 1(0). m

Agora enunciaremos un teorema con resultados esenciais que empregaremos posterior-
mente na demostracién da existencia de soluciéns peridédicas de ecuaciéns diferenciais.
Nestes resultados, para garantir a unicidade de solucién, suporemos que a funcién é Lips-

chitziana. Recordemos o que se entende por funcién Lipschitziana.

Definicion 1.38. Dada unha funcién f : R™ — R™, dise que é Lipschitziana se cumpre a
seguinte condicion (condicién de Lipschitz):

existe unha constante £ > 0 tal que para todo z,y € R",

1f(2) = FWIl < kllz =yl

En particular unha funcion f : R™ — R™ dise localmente Lipschitziana se para todo punto

x de R™ existe un entorno onde f cumpre a condicién de Lipschitz.

Teorema 1.39. Sezan B(0,7) unha bola aberta en R™ e f : B(0,7) xR — R™ unha funcidn

localmente Lipschitziana. Consideremos o problema de valor inicial (PVI)

{ 2(t) = f(zt),

x(tO) = X,
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onde tg € R e xg € B(0,7). Entdén existe unha funcion
x:U—R"
(t,to, o) — x(t, 1o, x0),
tal que, denotando por I(ty,zo) ¢ intervalo mazimal no que estd definida a solucion, e

considerando U = {(t, 0, x0) : (to,z0) € R x B(0,7),t € I(to, z0)}, cimprese que:

1. Para cada (tp,x0) € R x B(0,7), x(t,to,x0) é continuamente diferenciable con res-

pecto d variable t, e satisfai o (PVI) no intervalo aberto I(tog,xo).

2. Se y é unha solucién do (PVI) definida en (a,f3), enton (o, ) C I(to,x0) e por
unicidade y(t) = x(t,t0, o) para todo t € (o, B).

3. Para todo (to,z0) € R x B(0,r) existe un § > 0 tal que se |so — to| + |yo — xo| < 6 (€
dicir, (to, o) e (So0,y0) son condicions iniciais prézimas), enton I(tg, xo) C I(so,Yo)-

O resultado que imos ver proba a existencia dunha solucién de Floquet. Vexamos o que

entendemos por solucién de Floquet.

Definicion 1.40. Sexan f: R" xR — R”, z : R — R™, T > 0 e A unha constante non

nula tales que
2'(t) = f(z,t) e z(t+T)=Xx(t) paratodoteR.
Enton dirase que x é unha solucién de Floquet do (PVT)
d(t) = fla,1),
{ z(ty) = .
En particular, se A = 1, x dirase unha solucién periédica de primeiro tipo, e se A # 1 e

A # 0 dirase que = é unha solucion peridédica de segundo tipo.

Agora imos probar que se f(z,-) é periddica para todo x € R™ e ||xg]| é suficientemente

pequeno, existe unha solucion de Floquet do problema de valor inicial (PVT)
:E/(t) = f(xa t)a
z(0) = xo.

Para isto consideraremos un tipo de funciéns chamadas homoxéneas que definiremos a

continuacioén.

Definicion 1.41. Dados unha funcién f : R — R" e a € R", diremos que f é homoxénea
de grao z € N se f(ax) = off(x) para todo x € R™. En particular, dirase que f ¢

positivamente homoxénea se na definicién consideramos a > 0.
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Teorema 1.42. Seza f: R™ x R — R™ unha funcion localmente Lipschitziana, con f(-,t)
positivamente homozénea de grao 1 e f(x,-) periddica, de periodo T > 0, para todo x € R".

Enton, eviste un & > 0 tal que para todo 0 < o < § ewiste yo, € B(0,a) de zeito que o
(PVI)
d(t) = fla,1),
{ 2(0) = Ya,

admite unha solucion de Floquet. Ademais, se n € impar, entén y, pode ser tomado en

0B(0, a).
Demostracion. Diferenciaremos dous casos:

Caso 1 n é impar.

Por ser f continua e positivamente homoxénea de grao 1, sabemos que f(0,t) = 0
para todo ¢t € R. Enton tense que, a funcion z(t) = 0, para todo t € R, é unha

solucién do problema

{ Pt = f), 1)

z(0) = 0.

Logo, polo apartado 2 do Teorema 1.39, sabemos que esta é a tnica solucion de (1.1)

e ademais estd definida no intervalo maximal 7(0,0) = R.

Denotemos por z(t, 0, ¢) & solucion do problema

{wl(t) - f(x7t>7 (1‘2)

z(0) = e

Agora, polo Teorema 1.39 apartado 3, sabemos que existe 6 > 0 tal que se ||c[| < §
entén o (PVI) (1.2) admite unha unica solucién maximal definida nun intervalo que

contén ao intervalo maximal de (1.1), e en consecuencia 1(0,c¢) = R.

Tomemos « tal que 0 < a < § e definamos unha funcién F : B(0,a) — R" como
F(c) == 2(T,0,c). Recordemos que z(T,0,c) é a solucién maximal de (1.2) avaliada
en T. Logo, F' estd nas condiciéns do Teorema 1.39, e por tanto, polo apartado 1

deste teorema, sabemos que é continua.
Por outro lado, tense que F(c) = 0 se e s6 se ¢ = 0. Vexamos isto:
= Se ¢ = 0 entén o problema (1.2) coincide con (1.1). Como a tnica soluciéon de

(1.1) é a funcion constante igual a 0, enton x(¢,0,c) = 0 para todo ¢ € R e por
tanto F'(c) = (7,0,0) = 0.
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» Se F(c) =0 enton z(t,0,c) é solucion de

e

Ademais como a funciéon constante igual a 0 tameén é solucion de (1.3) tense, por
unicidade de solucién, que z(t,0,c) = 0 para todo ¢ € R. En particular, como
2(0,0,¢) = ¢, enton ¢ = 0.

Consecuentemente, 0 ¢ F(0B(0, «v)).

Sabemos, pola Proposicion 1.37, que existen dous valores A > 0 e ¢, € 0B(0,«)
tales que F(co) = Acy. Consideremos agora duas funciéns, ¢(t) := Ax(t,0,c,) €
P(t) :=x(t+T,0,cq) para todo t € R. Vexamos que as dias cumpren as condicions

para ser solucion de (1.2) con ¢ = ¢4 :

Qb,(t) = )\l‘/(t, 0, Ca) = )\f(l‘(t, 0, Ca)a t) = f()\$(t,0,ca),t) = f(¢(t)’ t)’
#(0) = Az(0,0,cq) = Acq,

V() = 2'(t+T,0,¢cq) = fx(t+T,0,cq),t) = f(x(t+T,0,¢q),t+T)

Asi, por unicidade de soluciéon de (1.2) concluimos que ¢(t) = 1(t) para todo t € R

e en consecuencia, (1.2) admite unha solucién de Floquet.

Caso 2 n é par.

Definamos g : R**1 — R"™! como g(z, 2,11,t) == (f(2,t), Tpi1).

Como n + 1 & impar, existe (i, yny1) € R™ L tal que ||(y, yni1)|| = o, para o cal o
problema,
a'(t)
= T,T t
<$fn+1(t)> g( y In+1, )7

(o) = ()
Zn+1(0) Yn+1
admite unha solucién de Floquet. Isto débese a que se desenvolvemos os dous mem-

bros do sistema estamos nas condiciéns do caso impar, vexdmolo:

(o) =0t = (571)
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e engadindo as condiciéns iniciais obtemos o sistema,

d(t) = [f(z,t),
T () = Tnga,

z(0) = v,
Tn41(0) = Yni1.

que, analogamente ao Caso 1, admite unha solucién de Floquet para certo valor inicial

y cumprindo ||y|| < a.

O

Acabamos de probar que todo problema de valor inicial baixo certas condiciéns admite

unha solucién de Floquet, e en particular, unha solucién periédica.

1.2.3. Relacion entre o indice complexo e o grao de Brouwer

Outra aplicacién distinta do grao de Brouwer é a relacionada coa variable complexa.
Podense consultar as definicions que empregaremos en [12]. Denotemos por C 6 plano
complexo. Comezaremos vendo a relacion que hai entre C e R?. Para isto precisamos definir

previamente as funciéns holomorfas.

Definicién 1.43. Dado 2 C C un conxunto aberto e limitado, dise que f :  — C é unha

funcién holomorfa en €2 se f é derivable en todo punto de €.

Sexa Q C C un conxunto aberto e limitado e f : Q — C unha funcién holomorfa en €.

Identificaremos C con R? usando a correspondencia candnica
z=z+iy € C+— (z,y) € R%

Asi, podemos considerar € como un conxunto aberto e limitado en R? e f como unha

aplicacion que vai de ©Q en R? mediante a correspondencia
f=u+iv+— f=(u,v).

Probaremos a continuacién que o grao topoldxico é o mesmo que o indice complexo.

Definamos este segundo concepto.

Definicion 1.44. Sexa €2 C C un conxunto aberto e limitado e suponamos que 02 é unha
curva pechada de clase 1. Sexan f :  — C unha funcion holomorfa e b ¢ f(9). Definimos

o indice de f en b con respecto a €2 como

_ 1 f'(2)
Ind(f,Q,b) := 37 oo mdz.
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Agora introduciremos unha serie de resultados que nos facilitaran ver que o grao e o

indice son o mesmo.

Lema 1.45 (Lema de Cauchy). Seza © un conzunto convezo, zg € Q e f € C(Q) unha

funcion holomorfa en Q\{zo}. Enton, existe unha funcion holomorfa en Q, F, tal que

F' = f.

Lema 1.46. Sezan f unha funcion holomorfa en 0 e non constante, zop € Q e wy = f(20).
Enton:

1. Existe m € N tal que zg € un cero de f —wqy de orde m, € dicir, existe unha funcion

holomorfa g con g(zo) # 0, tal que f(z) —wo = (2 — 20)"g(2).

2. Existe unha veciiianza aberta de zg, V, e unha funcion holomorfa, o, tal que se
cumpre a igualdade f(z) = wo + (p(2))™ e ¢ € unha bizeccion de V en B(0,1) para

certo r > 0.

Demostmcio’n Suponamos, sen perda de xeneralidade, que Q = B(zp, R1) e f(z) vén dada

por f(z Z an(z — z9)" para todo z € B(zg, R1).

1. Sexa f(z9) = wg. Como f é non constante, existe un n tal que a, # 0. Sexa m € N

tal que a1 = - = ay—1 = 0, ay, # 0. Podemos escribir f como:
f(z) = (2 — 20) [Zamn - n] .

Logo, basta considerar g(z E m4n(z — 20)", e asi,

f(z) —wo = f(z) = f(20) = (= — 20) [Zam+n z = 20) ]—OZ(Z—Zo)mQ(Z),

sendo g unha funcién holomorfa en B(zg, R1) tal que g(zp) # 0.

2. Sexa 0 < Ry < Rj tal que g(z2) # 0 para todo z € B(zg, Rs2). Enton, Z((;)) ¢ unha

funciéon holomorfa en B(zp, R2). Polo Lema de Cauchy (Lema 1.45), existe unha
funcién holomorfa en B(zg, R2), h, tal que b’ = %.

Se derivamos ge ™
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Asi, por ser B(zp, R2) un conxunto conexo, deducimos que existe unha constante

c € C tal que g(z)e™™?) = ¢ para todo z € B(z, Ry). Logo, podemos definir unha
1 h(z)

funcion ¢(z) := (2 — zp)cme m holomorfa en B(zp, R2) e tal que ao elevala a m

nos queda ((2))™ := (z — z0)™ceM?) = g(2)(z — 2)™ (posto que de g(z)e ") = ¢

) m
dedtcese que g(z) = ce??)).
Aplicando o apartado 1) temos f(z) = wo + (¢(2))™ para todo z € B(zp, R2) e
p(z0) = 0.

Volvendo a expresién de ¢ e derivando con respecto a z, obtemos:

¢ (2) = et <1 22 h'(z)> ,

m

. 1 hz) ) .
e ademais, ¢'(z9) = c¢me m # 0. Estamos entén nas condicions do Teorema da

Funcién Inversa, polo que sabemos que existe un conxunto aberto V' contendo a zg

tal que ¢ : V. — B(0,r) é unha bixeccién para algtn r > 0.
O

Vexamos tres resultados moi conecidos da variable complexa, que precisaremos a pos-

teriori. Comecemos polo Teorema Integral de Cauchy (véxase |3, Teorema 6.6]).

Definicion 1.47. Dise que un espazo topoléxico é simplemente conexo se é conexo por

caminos e o seu grupo fundamental é o trivial.

Teorema 1.48 (Teorema Integral de Cauchy). Sexan Q un subconzunto aberto e simple-
mente conexo de C e f: Q — C unha funcion holomorfa en Q). Entdn, se v é unha curva

pechada de Q e de C! a anacos, tense que

/7 f(z)dz = 0.

Introduciremos a Férmula Integral de Cauchy sen demostracién, que pode consultarse
en [12, Teorema 10.15].

Teorema 1.49 (Formula Integral de Cauchy). Sexan 2 un subconzunto aberto e conezo
de C, f: Q — C unha funcion holomorfa e a € Q e r € R tales que o disco de centro a e
radio r pechado estd contido en Q). Entén, para todo punto zy pertencente ao disco aberto

tense que

/ /(z) dz = 27mif(20).
dD(a,r)

zZ — 20

onde D(a,r) denota 6 disco aberto de centro a e radio r.
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A continuacién, enunciaremos o Teorema de Cauchy-Riemann (véxase [12, Teorema 11.2]).

Teorema 1.50 (Teorema de Cauchy-Riemann). Sezan Q un conzunto aberto, a funcion

f:QCC—Cea+ibun punto interior de 2. Se escribimos

u(z,y) = Re f(z,9), wv(z,y) =Im f(z,y),

entdn f € diferenciable como funcion complexa en a + ib se, e s0 se, se cumpren as dias

condicions sequintes:
1. u e v son diferenciables como funcions de R? en R no punto (a,b);

2. 8“(a b) = d” (a b) e gZ(a b) = aI(a b) (ecuacions de Cauchy-Riemann,).

Observacion 1.51. Polo Teorema de Cauchy-Riemann, tense que

Ou Qv 8u8v_<8u)2 (au

2
_ guov oguov (o Z) 2> R2.
1= dzdy  dyor \ox ay> FIP20 Viey) e

Estamos en condiciéns de enunciar o resultado que afirma que o grao é igual ao indice.

Proposicion 1.52. Sexa 2 C C un conzunto aberto, limitado e conexo tal que Q) € unha
curva pechada de clase 1. Dados f : Q — C unha funcién holomorfa e b & f(0S)), enton

d(f,Q,b) = Ind(f,Q,0).
Demostracion. Podemos diferenciar dous casos:

Caso 1 f funcién constante.
Suponamos que f(z) = c¢ para todo z € . Temos que b € C\f(i) para todo
b € C\f(09) e polo tanto d(f,,b) = 0. Ademais, Ind(f,2,b) = 5= Jo0 2.dz=0.
En consecuencia, chegamos a que d(f, 2, b) = Ind(f,2,b).

Caso 2 f funcién non constante en ).

Podénse dar ddas situacioéns:

1. Se b ¢ f(Q), enton d(f,Q,b) = 0 e 12 ¢ unha funcion holomorfa en 0.
Ademais, por hipdtese 92 é unha curva pechada de clase 1 e por tanto 2 ¢é
simplemente conexo. Asi, aplicando o Teorema Integral de Cauchy, obtemos
que a integral desta funcion na curva 9 vale 0: [, i ,()z) dz = 0. Chegamos

enton ao resultado, d(f, Q,b) = Ind(f,Q,0).
2. Se b € f(), como f non é constante, f~1(b) = {z1,..., 2} ¢ finito (isto pode
probarse de xeito analogo 4 Observacion 1.3). Polo Lema 1.46, para cada j con

j=1,...,k existen R; >0 e ¢; : B(z;, Rj) = C tales que
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= as funciéns ¢; son holomorfas en B(z;, R;) con B(z;, Rj) C €,
= p;: B(zj,Rj) — ¢j(B(zj, R;)) é unha bixeccion,
» f(2) —b= (2 —2j)™gj(2) para todo z € B(zj, R;),
@ (P3(2))™ = (2 — ;)™ g;(2) para todo 2 € Bz, Ry),
para certas funciéns g; holomorfas en B(zj, R;), onde para cada j = 1,...,k,

m; representa a multiplicidade da raiz z;.

Se consideramos R :=  min{Ry, ..., Ry}, entén
k
1 f' 1 f'(2)
Ind(f,,b / / ————dz.
( )= om oo f(z) —b 2:22 (z.R) f(z) = b
Isto débese a que z1, ..., 2 € Q e polo tanto calcular a integral na curva 0f) é

equivalente & suma das integrais de cada curva 0B(z;, R), que contén a cada

rafz z;.

Probemos agora que 5 |, 2 4 = m;. Para isto basta con derivar a
gora QUe 5.5 JaB(z,,R) F(z)—b j

expresion que temos de f e substituir na integral. E dicir, derivamos a funcién

f(2) =b+ (2 — zj)™ig;(2) con respecto a z:

F'(2) = (2 = 2))™ 7" [mgg;(2) + (2 — 2)g5(2)] |

e substitufmos,

/ ) !
/ Mdz = / U dz + / gj(z)dz = 2mim;.
oB(z,R) [(2) = OB(z,R) % — %j oB(z;,R) 9i (%)

Esta igualdade obtense, por un lado aplicando a Férmula Integral de Cauchy;,

que nos permite calcular a primeira integral, obtendo 2mim;, xa que neste caso,
m; €& unha funcién constante. Por outro, a segunda integral ¢ igual a 0, por
tratarse dunha funcién holomorfa integrada nunha curva pechada de clase 1, é

dicir, en virtude do Teorema Integral de Cauchy, a segunda integral vale cero.

Logo, por definicién de indice (Definicion 1.44), Ind(f,Q,b) = ij

Para obter a igualdade, s6 nos queda por probar que d(f, {2, b) ij

Sexa C' a componente conexa de C\ f(9€2) contendo a b. C é un conxunto aberto
por construciéon. Ademais, existe §g > 0 tal que b+ § € C para todo ¢ tal que
|0] < 0o e polo Teorema 1.17 tense que

d(f,Q,b) = d(f,Q,b+ ) para todo J tal que || < do.
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Polo Lema 1.46, sabemos que f(z) = b+ 0 é equivalente a b+ (p(2))"™ =b+¢

276 )

mi = |§|e?™ con 2™ = o]

para todo z € B(z;, R), ou, 0 que é o mesmo (p(2))
e € [0,1). Como ¢; son inxectivas en B(zj, R), a ecuacion (p;j(2))™ = |§|e2™
ten exactamente m; solucions distintas en B(z;, R) para todo |d| < d1, sendo d;

da forma 8y > 8; > 0. Denotemos estas soluciéns por z} z;nj . Derivando f

Faees
con respecto a unha solucién obtemos:

) =m (s ()" (4) %o

En conclusién, usando a Definicién de grao 1.2 e a Observacion 1.51, obtemos

kE my

k
d(f,Q,b+9) = ZZSlgD Jr (2 :Z m;.
j=1

7j=11=1

Chegamos asi ao resultado, d(f,Q,b) = Ind(f,Q,0).

1.2.4. Teorema Fundamental da Alxebra

Veremos agora como podemos probar o Teorema Fundamental da Alxebra empregando

a teorfa do grao.

Proposicion 1.53. Seza g(z) = 2"+a12" 1 +a22" 2 +---+ay, un polinomio con coeficientes
complezos na variable compleza z tal que |a1| + |ag| + -+ |an| < 1. Entdn g ten unha raiz

no disco unidade D C C.

Demostracion. Identificaremos C con R? (como vimos despois da Definicién 1.43). Come-
cemos calculando d(f, D,0) para f(z) = z". Como o 0 ¢ unha singularidade de f, sabemos
que, sen perda de xeneralidade, podemos considerar un valor regular, suficientemente pro-
ximo a 0, S, tal que d(f,D,0) = d(f, D, ). Sabemos que f ¢ un polinomio de orde n
e Jg(z,y) > 0 para todo (z,y) € R? (consecuencia da Observaciéon 1.51). Aplicando a

definicién de grao, tense que

d(f,D,0)=d(f,D,8) = Y sign(Js(x,y)) Z +1=n
z€f~1(B) zef~t

onde a ultima igualdade se debe a que f(z) = z™ = (3 ten n soluciéns, as n raices complexas
de 5.

Para probar o noso resultado, consideremos a homotopia H : D x [0,1] — C dada por
H(z,t) = 2" + t(a12" "t + a2 2 + -+ + a,,) de xeito que H(z,0) = 2" e H(z,1) = g(2).
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Asi, como por hipotese |a1| + |az| + -+ + |an| < 1, tense que

a12" Nt ag" 4+ an’ < |aq| ‘z”_l‘ + |as] ‘z”_Q‘ + - ag)
< ar] [+ Jag] [2"72 4 - + |an]
< laxf|2]" + laz| |2[" + - + |an] |2["
= (laa| + laz| + -+ + lan|) [2]" <[]
e polo tanto 0 ¢ H(OD x [0,1]) xa que

H(z, 1) = [2" + tar 2" P+ ag2" 4+ an)| = |2" — [t] ‘alz”_l + a2 2 4 an|
> |z — ’alzn_l + a9z 2 4 an| > [2[" = 2|" =0 VzedDeVtel01].

Logo, estamos en condicidons de aplicar a propiedade de invariancia homot6pica. Polo Teo-
rema 1.19, tense que d(g(z), D,0) = d(z", D,0) = n e por tanto, d(g(z), D,0) = n, é dicir,
a ecuacion g(z) = 0 ten solucion (ou, o que é o mesmo, ¢g(z) ten unha raiz), polo que temos

probado o resultado. O
Probemos entén o Teorema Fundamental da Alxebra.

Teorema 1.54. Todo polinomio con coeficientes complexos, de grao maior que cero, ten

unha raiz compleza.

Demostracion. Sexa h(z) = 2" + a12" " + -~ + a,, un polinomio con coeficientes comple-
x0s. Queremos ver que o polinomio h(z) ten polo menos unha raiz complexa. Para isto,

consideramos o cambio de variable z = cw con ¢ > 0 e w € C, tal que

| 5|+ o] <1
C C

Gnp
=

Enton, h(w) = (cw)" + ar(cw)" ™ + -+ a, = 0" + (a1 w1 + - + a,.
Por outra parte, definimos o polinomio

aq _ a
e YL Rt
C

Cn

g(w) = ~h(w) =" +

Por construcién sabemos que g estd nas condiciéns da Proposicién 1.53 e polo tanto ten
polo menos unha raiz complexa. Asi, como h non é mdis que a funciéon g multiplicada por

unha constante, as raices de g tamén o son de h e obtemos o resultado buscado. O

1.2.5. Teorema da bola peluda

O grao de Brouwer tamén se pode empregar para probar o Teorema da bola peluda.
Para isto, definamos primeiro o concepto de campo vectorial, que pode ser consultado en
[5, paxina 179 Def. 1].
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Definiciéon 1.55. Sexan S C R"™ unha superficie e p € S. Denotaremos por 7,,(.S) ao plano

formado polo conxunto de vectores tanxentes a p en S.

Definicion 1.56. Sexa 2 un subconxunto aberto de S C R™. Un campo vectorial é unha

funcién ¢ : @ C R™ — R” que a cada punto = de 2 lle asigna un tnico vector, ¢(z) € T,(S).

Proposicion 1.57 (Teorema da bola peluda). Dado un nimero n impar, non ezxisten cam-
pos vectoriais continuos que non se anulen en S"~1, € dicir, non existe ningunha aplicacion

continua ¢ : S"™1 — R” tal que p(x) # 0 e (p(x),7) = 0 para todo x € S*~ L.

Demostracion. Imos probar o resultado por reducién 6 absurdo. Supofiamos que existe tal
aplicacion ¢, e sexa ¢(x) = %. Definamos unha homotopia H : "~ x [0,1] — S~}
dada por H(z,t) = cos(nt)x + sen(nt)y(x). Enton H(x,0) = z e H(z,1) = —x para todo

v € 8", Ademais, H(z, ) € S"~" xa que [[H(z, 1) = 1. Vexamolo:

|H(z,t)||* = (H(z, t),H(z,t)) = (cos(nt)x + sen(mt)h(z), cos(mt)x + sen(wt))(x))
= (cos(mt)z, cos(nt)x) + 2(cos(wt)x, sen(wt)(x)) + (sen(nwt)(x),sen(mwt)p(x))
= cos?(mt) ||z||* + 2 cos(mt) sen(wt)(z, (z)) + sen?(xt) || ()|
= cos?(mt) + sen?(mt) = 1,

onde a penaltima igualdade obtense como consecuencia de que z e (x) son vectores
unitarios, e ademais supuxemos (z, ¢(x)) = 0.

Pola propiedade de invariancia homotépica, tense que para todo b ¢ H(OS" ! x [0,1])
se cumpre que d(x,S" 1 b) = d(—2,S""1,b), o cal non & certo, xa que é claro que
sign(J;(x)) # sign(J_.(z)) para todo = € S*"!. Asi, podemos concluir que non existe

esa aplicacién, e por tanto temos o resultado buscado. O

Logo podemos afirmar que non existe ningtn campo continuo de vectores tanxentes
(que sempre sexan distintos de cero) en ningunha esfera da forma S"~! con n impar. Cabe
destacar que existen outras demostraciéns alternativas deste resultado, como por exemplo

a levada a cabo por Milnor (véxase [10]).

1.2.6. Teorema do punto fixo de Brouwer

Agora introduciremos a definicién de punto fixo para probar o Teorema do punto fixo

de Brouwer.

Definicion 1.58. Un punto fixo dunha funcién é aquel cuxa imaxe é el mesmo. E dicir, x

é un punto fixo de f se, e 86 se, f(x) = .



1.2. APLICACIONS DO GRAO DE BROUWER 29

Chegamos asi ao Teorema do punto fixo de Brouwer.

Teorema 1.59 (Teorema do punto fixo de Brouwer). Seza 2 un subconzunto aberto de
R™ tal que Q é homeomorfo d bola unidade pechada de R™, B. Se f € C(Q) e f() C Q,

enton f ten un punto fizo en Q.

Demostracion. Sexan h : @ — B o homeomorfismo entre Q e B e 1) = ho foh™ L
Observemos que 1 leva B en si mesma e é continua. Para probar o teorema s6 precisamos
ver que 1 ten un punto fixo y € B, ¥(y) = y. Asi existiria z € Q tal que y = h(z) e
(ho f)(z) = h(z) e, como h & un homeomorfismo e f(x) € €, chegariamos a que f(z) = .
E dicir, basta con probar que ¥(y) = y para algin y € 0B.

Supofiamos entén, por reducion ao absurdo, que ¥(y) # y para todo y € B e chega-
remos a unha contradicion.

Consideremos a homotopia H : B x [0,1] — B dada por H(y,t) = y — t1(y). Temos
que t)(y) € B para todo y € 9B et € [0,1), e en consecuencia, H(t,y) # 0.

Ademais, por hipotese, 0 ¢ H(y, 1) con y € OB. Aplicando o Teorema 1.19 de invarian-
cia homotopica tense que d(Id —v, B,0) = d(Id, B,0) = 1, sendo Id a aplicacion identidade.
Enton, pola Proposicion 1.24 existe y € B tal que ¢(y) = y. Polo tanto chegamos asi a

que x = h~1(y) é un punto fixo da aplicaciéon f en €. O]

Corolario 1.60. Se K C R"™ € un subespazo compacto e convezo e f : K — K ¢ continua,

entdn [ ten un punto fixo.

Demostracion. Por ser K compacto, existe unha bola pechada, B(0, R), con K C B(0, R).
Como K é pechado e convexo, consideremos a aplicacién proxeccién, Prx : R” — K, de

forma que dado x € R™, Px(x) é o tinico punto tal que

|x — Pg(x)| = min |z — y].
yeK

Definamos asi a funcion f : B(0, R) — K C B(0, R) dada por f(z) = f(Pk(z)). Logo, por
construcién, f ten un punto fixo. En particular, como a imaxe de f estd contida en K,
o punto fixo, denotémolo x(, tamén estd en K. Disto séguese que Pk (xo) = xg, polo que

chegamos a que
zo = f(Pk(%0)) = f(wo).
O
O Teorema do Punto Fixo de Brouwer, asi como o seu corolario, tehen importantes

aplicacions.

Podemos demostrar o Teorema de Perron-Frobenius empregando estos resultados.
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Teorema 1.61 (Teorema de Perron-Frobenius). Seza A = (a;j) unha matriz cadrada n xn
tal que a;; > 0 para todo i,j € {1,...,n}. Enton existe un autovalor A > 0 cun autovector

asociado x # 0, x; > 0 para todo i € {1,...,n}.

Demostracion. Definamos
n
K = {x eR"/x; >0,i € {1,...,71},2% = 1}
i=1

un conxunto compacto e convexo en R".
Se Ax = 0 para algin x € K, entén é suficiente con considerar A = 0.
Suponiamos que Az # 0 para todo z € K. Dado z € K, como a;; > 0 e z; > 0 para
todo 4,5 € {1,...,n}, enton, existe un ig tal que (Ax);, > 0. Logo, como (Azx); > 0 para
n

todo j, tense que Z(Aa:)j > 0. Podemos definir asi a funciéon continua
Jj=1

fiK—K
T f(.’IJ) = (f1<$)7f2(x)7 ,fn(.’IJ)),

fi(z) = n(Aix)i, parai € {1,...,n},

> (Ax);

Jj=1

n
que estd ben definida xa que Zfz(m) = 1e fi(x) > 0 para todo x € K. Por tanto,
i=1
polo Corolario 1.60 tense que f ten un punto fixo, o € K, tal que f(zg) = zo. Fixando
n
A= Z(Axo)j, chegamos a que, Arg = A\xp. O
j=1



Capitulo 2
O grao de Leray-Schauder

O noso obxectivo neste capitulo é estender os resultados do Capitulo 1 para espazos de
dimension infinita. Para isto, apoiarémonos no Capitulo 3 de [7] e no Capitulo 4 de [8].

O entorno mais natural que podemos considerar para traballar con espazos de dimensiéon
infinita é un espazo vectorial topoléxico que sexa localmente convexo. Pero, por comodida-
de, cosideraremos un espazo lineal normado. Isto pédese facer sen perda de xeneralidade,
pois os métodos empregados son adaptables para espazos localmente convexos.

Antes de nada precisamos definir o espazo no que imos traballar, chamado espazo de

Banach.

Definicion 2.1. Un espazo de Banach é un espazo vectorial normado e completo, é dicir,

que estd definido por unha norma e toda sucesién de Cauchy do espazo é converxente.

Empregaremos notaciéon analoga 4 do Capitulo 1; en particular €2 denotard un subcon-
xunto aberto e limitado de X con clausura € e fronteira 92 e b un punto de X. Queremos
definir un ntimero enteiro d(f,€,b) para unha clase de funciéns adecuadas, f : Q — X.

Calquera definicién apropiada de grao debe cumprir:
1. d(Id, ©,b) = +1 para todo b € Q.
2. Se d(f,€,b) # 0 enton f(x) = b para algin = € Q.

3. Se H(z,t) é unha homotopia con b ¢ H(9,t) para todo ¢t € [0, 1], enton d(H(-,¢), €2, b)

¢ independente de t.

Nos espazos de dimensién finita, o grao definiuse para a clase das funciéns continuas. Pero
no caso dos espazos de dimensién infinita teremos certas restriciéns sobre as funciéns.

Vexamos un exemplo dado por Leray que da mostra disto.

31



32 CAPITULO 2. O GRAO DE LERAY-SCHAUDER

Exemplo 2.2. Sexa X un espazo de Banach de funciéns continuas f : [0,1] — R coa

norma

[flloe = méx [f(2)].

x€l0,1]
Sexan fy a funcién constante fo(z) = 3 para todo z € [0,1], e Q un conxunto aberto e
limitado dado por Q = {f € X /||f — folloo < 3}. Escollemos unha funcién g € X tal que
g(x) € [0, 1] para todo = € [0,1], g(0) =0 e g(1) = 1 de xeito que ao definir a aplicacion

P:0— X
fr—gof
camprese que ®(Q) C Q.
Consideremos a homotopia

H(f,t) =t®(f)+ (1 —1t)f, paratodo f € Qet € [0,1].

Se h € 09, entén ||fo — h|l, = 3, con h(z) € [0,1] para todo = € [0,1]. En particular

existe un zo € [0, 1] tal que h(xg) = 0 ou h(zg) = 1.
s Se h(zp) = 0 temos que H(h(xg),t) = t®(0) = tg(0) = 0.
» Se h(zg) =1 temos que H(h(zg),t) =tP(1)+ (1 —t) =tg(1)+1—-t=1.

Como supuxemos h(z) € [0,1] e g(z) € [0,1] para todo =z € [0,1], por construcién de
®(h(z)) = g(h(x)) tense que H(h(z),t) € [0,1] tamén. En consecuencia, se h(z) € 09
enton H(h(z),t) € 09 para todo ¢ € [0, 1].

Supofiamos que se dan as tres propiedades que pedimos como desexables para unha
definicion de grao apropiada. Tomamos un elemento v € Q. Como H(09,t) C 99 para

todo t € [0, 1], a condicién 3 aplicada sobre a homotopia H(,¢) implica que
d(®,9Q,v) = d(Id, 2,7).

onde a condicién 1 nos di que d(Id,£2,7) = 1 e aplicando a condicién 2 deducimos que
existe unha solucion en  da ecuacion ®(f) =~ para algan f € Q.
Pero esta conclusién non é certa. Vexamos un contraexemplo, definindo as funciéns ~

€ g Como segue:

Az) = = +

T4
x se xG[O,%],
g(z) = 11—z se xe(,%],
1

1
2
(z—1)+1 se ze (3

xz,

N =

wlot
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Se f & unha solucion de ®(f) = v, entéon para x = 0 temos que v(0) = % e polo tanto

®(f(0)) = g(f(0)) = 1, de onde f(0) = 1. Asi g(f(z)) pode aumentar dende } ata %

antes de comezar a decrecer. Pola contra y(x) aumenta de % a % sen decrecer en ningin

momento. Polo tanto, non podemos atopar unha funcién f axeitada en €. Isto pddese ver

claramente na representacion das gréaficas das funcions v e g na Figura 2.1.

V(@) g(x)

Figura 2.1: Graficas de v e g.

Logo, & vista do exemplo, non podemos establecer unha definicién de grao correcta
para as funciéns continuas que van de Q en X, senén que teremos que restrinxirnos a
unha clase particular de funciéons de C(Q) chamadas perturbaciéons compactas da identi-
dade. Introduciremos previamente un par de conceptos para poder definir estas funciéns
particulares.

Sexa X un espazo real de Banach, de agora en diante supofieremos todas as aplica-
ciéns continuas, a non ser que se diga o contrario, que levan espazos limitados en espazos

limitados, tanto sexan de X en si mesmo como noutro espazo.

Definicion 2.3. Dirase que un conxunto é relativamente compacto se a stia clausura é

compacta.

Definicion 2.4. Sexan X,Y espazos de Banach, (2 un subconxunto aberto de X e unha
aplicacion T : Q — Y. Entén dise que T é unha aplicacion compacta se é continua e para
todo subconxunto limitado de 2, K, T(K) é un subconxunto relativamente compacto de
Y.

Definicion 2.5. Sexa T : 0 — X unha aplicaciéon compacta. A aplicacién ¢ = Id —T

chamarase unha perturbacién compacta da identidade.

Unha perturbacién compacta da identidade cumpre certas propiedades interesantes,

como son ser pechada e propia. Vexamos a que nos referimos.
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Definicion 2.6. Unha aplicacion dise pechada se leva conxuntos pechados en conxuntos

pechados.

Definicion 2.7. Unha aplicacién dise propia se a sta imaxe inversa leva conxuntos com-

pactos en conxuntos compactos.
Proposicion 2.8. Unha perturbacion compacta da identidade en X € pechada e propia.

Demostracion. Sexa ¢ = Id —T unha perturbacién compacta da identidade, onde T" é unha
aplicacion definida de Q en X.

Probemos que ¢ é pechada. Dado un subconxunto pechado A de X, temos que ver que
©(A) é pechado, é dicir, dada unha sucesion y,, € p(A), esta sucesion y, ten que converxer
en p(A). Sexa ¢(ry) = yn € yp — y en X. Enton por construcion, y, = x, — Tx,. Como
{z,} estd limitada, tense que Tz, — z e en consecuencia x, — y + z, onde por ser A
pechado sabemos que y + z € A. Disto séguese que y = ¢(y + z) e por tanto ¢ é pechada.

Demostremos agora a segunda parte, que ¢ é propia. Dado un conxunto A C X com-
pacto, temos que ver que toda sucesion de o~ 1(A) admite unha subsucesién converxente.
Sexa {x,} € p~1(A), tal que p(x,) = y, = x, — Tz, € A. Entoén como A é compacto,
Yn — y € A. Ademais, por ser ) limitado, existe unha subsucesién tal que Tx, — z.

Chegamos asi a que z,, — y + 2, e por tanto ¢ 1(A) ¢ compacta. O

Antes de continuar precisamos definir o que entenderemos por espazo de dimensién

finita e aplicacién de rango finito.

Definicion 2.9. Sexa X un espazo de Banach e K C X. Diremos que K é de dimensién

finita se estd contido nun subespazo lineal de X de dimensién finita.

Observacion 2.10. A teoria do Capitulo 1 é aplicable para calquera espazo normado de

dimensién finita.

Definicién 2.11. Sexan X,Y espazos de Banach e T : X — Y tal que T'(X) esta contida
nun subespazo de dimensién finita de Y. Esta aplicaciéon dendtase aplicaciéon de rango
finito.

Observacion 2.12. As aplicacions de rango finito son compactas.

Imos xeneralizar a nocién de grao de dimensién finita a aplicaciéns propias en espazos de
Banach (dimension infinita). Faremos isto aproximando, de xeito adecuado, unha aplicacion
compacta por unha aplicacién de rango finito. Para facer isto precisaremos primeiro o

seguinte resultado.
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Teorema 2.13. Sezan X,Y dous espazos de Banach, K C X wun subconzunto limitado
eT : K — Y unha aplicacion compacta. Dado € > 0, existe unha aplicacion continua

T. : K =Y de rango finito tal que

|Tx — T.z|| < € para todo x € K.

Demostracion. Por ser K limitado e T compacta, tense que T'(K) é un conxunto compacto.

Sexa € > 0, logo, como

T(K) c UiB(p,s),

peT(K)

por ser compacto, admite un subrecubrimento finito

n
T(K) C UB(Z%E) para pi,...,pn € T(K).
i=1

Definimos m;(x, ) := max{0,e — [Tz — p;||} con x € K de xeito que as m;(-,&) son
continuas en K para todo i = 1,...,n. Para todo x € K existe j € {1,...,n} tal que

Tx € B(pj,¢), € dicir, || T(z) — pj|| < € e polo tanto m;(x,e) > 0. Asi podemos construir

m;(x,e) .
0;(x,€) = =p——+— Vz€eK,Vi=1,..,n
' Z?:l mj(xvg)
As aplicacions 0;(-,¢) : K — R estan ben definidas e son continuas para todo i = 1,...,n.

Logo, podemos definir a aplicaciéon

n
T.x = Z 0i(x,)pj,
j=1

n
e por como definimos as 6; tense que g 0j(x,e) = 1. En consecuencia,
i=1

n

Ter —T.x = Z 0j(x,e)Tx — Z 0i(x,e)p; = Z 0j(x,e)[Tx — pjl.
j=1 j=1

7j=1
Por tanto temos o resultado,
n
1Tz —Tex|| <) 05(z,) 1Tz —pjl| <e.
j=1
O

Se consideramos un espazo V de dimensién finita, n, podemos identificalo con R" se

cofiecemos unha base de V. De feito, se temos duas bases de V diferentes, un vector x € V'
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tera duas expresions diferentes, () € R™ e 22 € R, dependendo da base considerada.
Existe unha matriz invertible de cambio de base, M, que nos permite establecer a seguinte
relacion entre as coordenadas nas diferentes bases, Mz(2) = 2(1)_ Sexa agora Q un conxunto
aberto e limitado en V e b € V. Dada unha aplicacion ¢ € C(2, V) que podemos identificar

con ; € C(;,R™) para i = 1 ou 2, segundo a base de V' que consideremos. Establecemos

as{ a seguinte relacidon entre 1 e 2,
V2 (1:(2)) = M1y (x(l)) =M1y (Mm(2)) .

Ademais, escribiremos b como b(Y) ou b® dependendo da base de coordenadas escollida.
Isto vainos permitir probar un resultado que nos garantiza que o grao non depende da

base escollida.

Lema 2.14. Seza V un espazo de dimension finita, n, e Q C V un subconzunto aberto e

limitado. Dados ¢ € C(2) e b & p(0N) entdn, d(p, 2, b) é independente da base escollida
para identificar V con R™.

Demostracion. Dado V' un espazo de dimension finita e ¢ € C(2), sabemos que existe
unha aplicacién 1 suficientemente proxima a ¢ tal que ¢ € C2(Q) e d(z, Q,b) = d(p, Q. b).
Enton, por by (z?)) = M~ (Mx(?)) sabemos que Jy(x) é independente da base escollida.

Sexa b ¢ ¢(99). Se b é regular, como Jy(z) non depende da base, o grao tampouco, ¢ dicir,
d(¢1a Qla b(l)) = d('QDQ, QQ, b(2))

Se b non é regular, podemos atopar un valor suficientemente préoximo ¢ que sexa regular e

tal que d(¢, Q,c) = d(¥,Q,b). Polo tanto temos probado o resultado. O

Sexa © un conxunto aberto e limitado en R™ e m < n. Sexan T € C(Q,R™) e b € R™.

Identificaremos R™ cun subespazo de R" igualando as altimas n — m coordenadas a cero.
Asi, b= (b1,...,b,0,...,0) e R" e Tz = (Thx, ..., Tyx,0,...,0) € R"™.

Definicion 2.15. Sexa 2 C X un conxunto aberto e limitado nun espazo de Banach X
e T : Q — X unha aplicacién de rango finito. Entén, se b ¢ ¢(9Q) onde ¢ = Id T,

definimos

d((/?, Qa b) = d(gp‘ﬁﬂFv aQn F7 b)a
onde F' C X ¢é un espazo de dimension finita que contén a T'(Q) e a b.

Observacion 2.16. Vexamos que a definicién estd ben construida e é independente do

subespazo F escollido.
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Sexan T € C1(Q) e b ¢ ©(09) un valor regular de ¢ = Id —T. Entén, se x € o~ 1(b) con
x € R™ C R™ tense que
oy [Pl @) 0
0 Id—m
é dicir

Jﬁo(x) = J<P\erw ().

Chegamos asi a que o grao sera

d((/?, Q? b) = d(@|§mRma aQn Rm> b)

Esta igualdade séguese cumprindo se consideramos ¢ € C(€2) e b € R™\p(952), xa que como
estamos a considerar un espazo de dimensioén finita, R™, podemos aplicar os resultados do
Capitulo 1. Logo, existe unha funcion de clase dous e un valor regular suficientemente
préoximos a ¢ e a b, respectivamente, tal que o grao é igual, e por tanto estariamos no caso
que acabamos de ver.

Agora se Fy e Fy son dous subespazos de dimensién finita contendo a T(Q) e a b, entén

Fy N F; ten as mesmas propiedades. Desta consideracion séguese que
d(tp‘ﬁmFi, an F;, b) = d((p‘ﬁﬂFlﬂFy QN F N Fy, b)
para ¢ = 1,2. Por tanto o grao non depende do subespazo considerado.
Estamos en condiciéns de definir o grao de Leray-Schauder.

Definicion 2.17. Consideremos €2 un conxunto aberto e limitado nun espazo de Banach
X, a perturbacién compacta da identidade ¢ =Id —T : Q — X e pg = p(b, (99)). Sexan
b p(dQ) e T : Q — X unha aplicacion de rango finito tal que

HTJ; — TxH < % para todo = € Q.
Definimos o grao de Leray-Schauder de ¢ en {2 con respecto a b como
d(ep, 2,b) = d(p,2,b)
onde ¢ = Id -7

Observacion 2.18. Vexamos agora que esta definicion ten sentido. En primeiro lugar, pola
Proposicion 2.8, p(09Q) é pechada e como b ¢ p(9€), tense que pg > 0. Ademais, existen

aplicaciéns de rango finito, T, coma a que se emprega na definicién, basta tomar

A

T=TwnoT,
2
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onde Tey ¢ a aplicacion descrita no Teorema 2.13 para ¢ = £2. Para esta aplicacion T,
2

tense que,
H@@)—@@Mh:wd—Tx—Gd—T@H:HTx—IEH<f§,Vx68Q
Polo tanto,

16— @(@)] = [1b—w(2) + o(2) = 2(@)[ 2 [|b = (@)]| - [|6(z) — ()]

Po £o
>pp——=-—,VY oN.
= 0 9 2a MRS

En particular, p(b, (09)) > £, chegando asi a que b ¢ $(9) e o grao d(¢,,b) estd ben
definido.
Agora temos que probar que esta definicién é independente da aplicacién T escollida.

Consideremos duas aplicacions de rango finito, 17 e Tb, tales que,
PO ey )
HTx—Tix||<E, VeeQ e i=1,2

Sexa @; = Id —T; unha perturbaciéon compacta da identidade para ¢ = 1,2. Sexan F}, Fs

e F' subespazos de X de dimension finita, contendo a T;(2) para i = 1,2 e a b, tales que
Fy + I, C F. Enton, pola Definicién 2.15, sabemos que tanto para ¢ = 1 como para i = 2

se d& a seguinte igualdade,
d(ei, 2, b) = d(@ilgn QN F,b).

Definamos agora a homotopia H(x, ) = 01 (x) + (1 —0)pa(x), para todo x € Qe d € [0, 1].
Por ser [|p(z) — @i(x)|| < & para i = 1,2, tense que,
l(z) — H(z, 0)[| = [l(x) — Op(z) + Op(x) — [0@1(x) + (1 — O)pa(z)]]
= [[(1 = 0)p(x) = (1 = O)pa(x) + Op(z) — 01 ()]
< (1 =0) [o(x) = a(x)] + O lo(z) — @1 (2)]]
< (1—9)%%%:%, Va € o0

Por tanto,

16— H(z,0)[| = [[b — () + (x) — H(z, 0)[| = [[b — p()[| — [[H(z,0) — ¢()]]

P0 Po
~ BP0y e a0
> Po 5 5 S ,

¢ dicir, b ¢ H(012, -). Asi, pola invariancia homotopica do grao de Brouwer (Teorema 1.19)

chegamos a que
d(sol‘ﬁmFa an F7 b) = d(¢2|§mF7 an F7 b)v

probando que a grao de Leray-Schauder é independente da aplicacién T escollida.

Logo, acabamos de probar que o Grao de Leray-Schauder estd ben definido.
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Un resultado que se segue directamente da definicién de grao é o seguinte.

Proposicion 2.19. Sexan ¢ =1d—T e b ¢ ©(0Q). Entdn,

d(¢, Q2,b) =d(¢ — b,Q,0).

2.1. Propiedades do Grao de Leray-Schauder

A partir dagora denotaremos por Q(2, X) o espazo das aplicaciéns compactas que van
de Q en X, sendo Q C X un subconxunto aberto e limitado e X un espazo de Banach.
Vexamos unha serie de propiedades que caracterizan o grao de Leray-Schauder seguindo
a Seccion 3.3 de [7]. Estas propiedades tamén se poden atopar na Seccién 4.3 de [8] e na
Seccion 7.2 de [6].

Observacion 2.20. Dada unha aplicacion T € Q(, X), consideraremos a norma infinito

de T en Q(Q, X) definida como ||T||,, = sup||Tz|.
z€Q

Agora veremos que o grao é igual para perturbacions compactas da identidade de

aplicacions de Q(f2, X) suficientemente proximas entre si.

Teorema 2.21. Sezan T € Q(Q, X) e b ¢ (Id —T)(0N). Ewxiste unha vecinanza de T en
Q(Q, X), U, tal que para todo S € U, tense que b ¢ (Id—S)(9Q) e

d(Id -8, Q,b) = d(1d —T, 2, b).
Demostracion. Sexa pg = p(b, (Id =T)(9€2)) > 0. Definimos o conxunto U como

U={seQ@x)/I5-Tll. <%}

Logo, se S € U, enton
I(Id =S)z|| = |Id =Tz + Tz — Sz| > ||(Id =T)z|| — ||Sx — Tx| > po — % >0, Vz € 99,

é dicir, b ¢ (Id —S5)(092). Escollamos agora duas aplicacions de dimension finita 77 e Sy

tales que
Po
e

Sexa F' un subespazo de dimensién finita de X, contendo a T1(9), S1(Q) e b. Entén,

PO
HT_Tluoo < Z e HS_ Sl”oo <

{d(Id ~T,9Q,b0) = d((Id —T1)|grps QN F, b),} 21)

d(1d =S, 9, b) = d((1d —S1) g 2N F,b).
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Consideremos a homotopia,
H(z,0) = 0(Id —T1)z 4+ (1 — 0)(Id =S1)z, V2 € QN F, V0 € [0, 1].
Asi, denotando ® =1d -7, &1 =1d—-T1, ¥ =1d—S e ¥; = Id — 51, tense que,

[H(z, 6) — b
=[10(®1)x + (1 = 0)(V1)z — b
=[10(@1)x + (1= 0)(V1)z —b— (1 -0)(®)z + (1 - 0)(P)z — (1 - O)(V)z + (1 - 0)(¥)z|
=[[[(®)x = b + 0[(P1)z — (®)a] + (1 = O)[(V1)z — (V)z] + (1 - O)[(V)z — (®)]|
Z[[(®@)z = bl = 0[[(®)z — (P1)]| — (1 = 0) [(¥)z — (V1)z| — (1 = O) [|(P)z — (V)|

£0 £0 £0 Po Po £0
>Son—02 —(1—-O)=E —(1 -2 =2 =2 v 4 .
po— 0 1 (1 9)4 (1 0)2 1 + 6 5 > 1 >0, Ve e d(QNF), Vo e (0,1)

Polo tanto, b ¢ H(-,0)(0(2N F)). Entéon polo Teorema 1.19 de invariancia homotoépica do

grao de Brouwer e por (2.1) tense o resultado. O
Teorema 2.22. O grao é constante nas compofientes conezas de X \(Id —1)(052).

Demostracion. En virtude da Proposicion 2.19, e polo Teorema 2.21 sabemos que o grao
é localmente constante, polo que cun razoamento anilogo ao realizado para demostrar
a Proposicién 1.12, como o grao é continuo e s6 toma valores enteiros deducimos que é

constante en cada compoiiente conexa. O

Introduzamos o resultado de invariancia homotépica para homotopias construidas con

aplicacions de Q(Q x [0, 1], X).

Observacion 2.23. Notese que se t — S(-,t) € unha aplicacion continua que vai de [0, 1]
en Q(Q, X), entéon S € Q(Q x [0,1], X).

Teorema 2.24. Sexza H € C(Q x [0,1], X), unha homotopia dada por H(z,t) = x— S(x, 1),
onde S € Q(Q % [0,1], X). Se b ¢ H(OQ x [0,1]), enton d(H(-,t),Q,b) é independente de t.

Demostracion. Polo Teorema 2.21 o grao d(H(+,t), 2, b) é localmente constante e, por tan-
to, continuo con respecto & variable ¢t. Logo, realizando un razoamento andlogo ao da
demostracion da Proposicion 1.12, como o grao toma unicamente valores enteiros e [0,1] é

conexo, entén o grao é constante e por tanto temos o resultado. O
O grao de Leray-Schauder tamén cumpre a propiedade de aditividade.

Teorema 2.25. Sexa Q@ = Q1 UQy con Q3 NQe = eb ¢ (Id-T)(09;) para i = 1,2.
Enton,

d(1d—T,9,b) = d(Id =T, 1, b) + d(Id =T, 2, b).
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Demostracion. Basta con aplicar a propiedade de aditividade do grao de Brouwer vista no

Teorema 1.20 na definicién de grao de Leray-Schauder e obtense o resultado. U

O grao da aplicacién identidade nun punto do conxunto vale un, como veremos a

continuacion.
Proposicion 2.26. Seza ) C X un conzunto aberto e limitado. Enton

1 sebe,

d(Id,Q,b) = _
0 sebé¢ Q.

Demostracion. Consideramos ¢ = Id —T sendo T = 0. Nétese que T'(2) = 0 e b estan
contidos nun espazo de dimension finita, F'. Asi, aplicando a Definiciéon 2.15 tense que
d(Id, Q,b) = d(Id, QN F, b) e por tanto obtense o resultado a partir da Proposicién 1.23. O

Proposicion 2.27 (Excision). Sexan K C § cerrado, ¢ = 1d =T unha perturbacion com-
pacta da identidade e b ¢ p(K) U @(0N). Entdn,

d(p,2,b) = d(p, Q\K, b).
Demostracion. Pola Proposicion 2.8 sabemos que ¢(K) é pechada e polo tanto

p1 = min{p(b, p(K)), p(b, p(0Q))} > 0.

Consideremos T unha aplicacion de rango finito tal que ||T' — T1||, < & Pola definicién

do grao de Leray-Schauder (Definicion 2.17), tense que
d(p, 2, b) = d(v, 2, b),

sendo ¢ = Id —T}. Sexa F un subespazo de dimensién finita que contén a T1(Q) e a b.
Enton aplicando a Definicion 2.15, como b ¢ 1 (K) obtemos,

d(¢a Qa b) = d('@b’ﬁmFa an F7 b) = d(¢|ﬁmF, (Q\K) N F7 b) = d(¢> Q\Ka b) = d((p, Q\K7 b)
Chegamos asi ao resultado. O

Proposicién 2.28. Dadas S,T € Q(Q,X) tal que S = T en 0Q e as perturbacidons
compactas da identidade p = 1d =T e ¢ = Id—S. Enton, se b ¢ p(0) = ¥(99Q), tense
que

(e, Q,b) = d(1, 2, b).
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Demostracion. Definimos a homotopia H(x,t) = to(x) + (1 — t)y(z) para todo t € [0, 1].
Asi, H(-, 1) = () e H(-,0) = ¢(z). Ademais, como T' = S en 01, en particular tamén
se da o(z) = ¢(x) para todo x € 9Q. E dicir, H(-,#) = ¢ = 1 na fronteira 9Q x [0,1], e
polo tanto, d(H(-,t),€,b) esta definido e polo Teorema 2.24 sabemos que é independente
de t. Logo, como d(H(-,0),Q2,b) = d(v,Q,b) e d(H(-,1),2,b) = d(p,,b) obtemos que
(4,9, b) = d(e, Q, b). 0

Vexamos que na Definiciéon 2.15 podemos substituir a condicién de que o subespazo F

sexa de dimensién finita por que sexa pechado.

Proposicién 2.29. Seza T € Q(Q, X) tal que, o =Id—T e b ¢ ©(0Q). Entén, dado un

subconzunto pechado de X, F, que contén a T(2) e a b tense que,

d(@a Q, b) = d(gp|ﬁmF7 QNF, b)

2.2. Aplicaciéons do Grao de Leray-Schauder

2.2.1. Teoremas de punto fixo

De xeito andlogo ao Capitulo 1, aplicaremos os resultados vistos ata agora sobre o grao
de Leray-Schauder para introducir unha serie de teoremas do punto fixo en espazos de
dimensién infinita. Estos teoremas correspéndense en forma ao que en dimensién finita era
o Teorema de Brouwer. Para isto seguiremos a Seccion 4.4 de [8], a Seccion 7.3 de [6] e a
Seccién 3.4 de [7].

Consideraremos Q(S, X) o espazo das aplicaciéns compactas que van de S en X, sendo
S C X un subconxunto pechado e limitado e X un espazo de Banach. Ademais, denotare-
mos o conxunto interior de S por D. Comezaremos vendo o que se entende por propiedade

do punto fixo.

Definicion 2.30. Dise que un subconxunto S de X ten a propiedade do punto fixo se

todas as funcions continuas que van de S en si mesmo tenen un punto fixo.

Vexamos o primeiro resultado do punto fixo, no que impofiemos moitas restriciéns que

posteriormente iremos suavizando.

Teorema 2.31. Sexan S un sobconzunto de X, pechado, limitado e convero con 0 € D e
T € Q(S,X) tal que T(S) C S. Enton T ten un punto fizo en S.
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Demostracion. Como S é convexo e D # @, tense que D = S e 0D = 08.

Consideremos a homotopia,
H(z,t)=x—tTz Vxe D, tel0,1].

Se Tx = x para algun x € dD xa temos probado o resultado. Supofiamos entéon que Tx # x
para todo x € 0D.

Por hipotese T'(S) C S, é dicir, Tz € S para todo x € S, en particular Tz € S para
todo x € 0S = 0D. Logo, tense que para todo x € 9D, Tx € S e como S é convexo,
tTx € D para todo t € [0,1). Disto séguese que 0 ¢ H(0D,t) para todo t € [0, 1]. En caso
contrario teriamos que x —tTx = 0 para algin x € 0D, é dicir, z = t Tz, o cal é imposible
xa que, para t = 1 chegamos a unha contradicién coa suposicion de que T'x # x para todo
x € 0D. Ademais, no caso t € [0,1), x pertence & fronteira dun conxunto aberto e t Tz ao
interior do conxunto polo que non poden ser iguais.

Enton, polo Teorema 2.24 (de invariancia homotopica), tense que
d(Id-T, D,0) =d(I1d, D, 0).

Logo, en virtude da Proposicion 2.26 sabemos que d(Id, D,0) = 1, é dicir, existe polo

menos un x € D tal que Tx = x. O

O seguinte resultado é unha forma mais xeral deste teorema, no que se relaxan algunhas
das hipoteses. Agora S non necesita ser convexo, a condicién de que 0 pertenza ao interior
de S seré substituida polo requisito de que o interior de .S non sexa baleiro, e modificase

a condicion sobre a imaxe por T de S.

Teorema 2.32. Sexa S un subconzunto de X, pechado e limitado con interior non baleiro
eT € Q(S,X). Se existe w € D tal que para todo X > 1 e x € 0D

Tz —w# Mz —w),
entdn T ten un punto fixo.
Demostracion. Consideremos a homotopia
H(z,t) =2 —w —t(Tx —w) Yz €D, tel0,1].

Razoando coma no Teorema 2.31, se Tx = x para algin z € 0D xa temos probado o
resultado. Supofiamos que Tx # x para todo x € dD. En consecuencia, 0 ¢ H(9D,t)
para todo ¢t € [0,1]. En efecto, se existisen t € [0,1] e z € 0D para os cales 0 € H(x,t),

poderiamos diferenciar tres casos:
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= Sete (0,1), entén Tz — w = +(z — w), chegando a unha contradicién coa hipétese

Tz —w # Mz — w) para todo A > 1 e x € dD.
= Set =0, entéon r = w, o cal é imposible por ser w € D e x € ID.

= Set =1, enton tense unha contradicion coa suposicion de que T' non ten puntos fixos

na fronteira de D.

Logo, como 0 ¢ H(9D,t) para todo t € [0, 1], podemos aplicar o Teorema 2.24, polo cal
d(1d —T, D, 0) = d(Id —w, D, 0).

Asi, como w € D, tense que d(Id —w, D,0) = d(Id, D, w) = 1, concluindo que existe z € D
tal que Tz = x. O

Observacion 2.33. Notese que a condicion Tx — w # A(xz — w) se refire aos © € 9D. Por
definicién do subconxunto D como o interior de S, é claro que 0D C 05. Logo, as hipoteses,

e en consecuencia, a conclusion, seguen sendo validos se S ¢ convexo e T(9S) C S.

Nos dous teoremas vistos ata agora unha das hipoéteses sobre o conxunto S era que
tivese interior non baleiro. Esta restricion pédese quitar empregando a xeneralizacién do
Teorema de Tietze para espazos de dimensién infinita dada por Dugundji. Para comprender

o resultado, primeiro vexamos a definicién da envoltura convexa dun conxunto.

Definicion 2.34. A envoltura convexa dun conxunto S, denotada co S, é a intersecciéon

de todos os conxuntos convexos que contenen a S.

Definicion 2.35. A envoltura convexa pechada de S, ¢6S5, é a interseccion de todos os

conxuntos convexos pechados que contenen a S.

Observacion 2.36. coS é o conxunto convexo mais pequeno que contén a S e coS é o

conxunto convexo pechado méis pequeno que contén a S. Ademais, c0S = co S.

Teorema 2.37 (Dugundji). Sexan S un subespazo pechado dun espazo métrico X e L
un espazo lineal normado. Enton, todas as funcidns continuas f : S — L admiten unha

extension continua F : X — L tal que F(X) C co f(S5).

Estamos en condiciéns de introducir unha nova versiéon do teorema do punto fixo, esta

vez sen a condicién de que o conxunto D sexa non baleiro.

Teorema 2.38. Sexan S un subconzunto de X, pechado, limitado, non baleiro e convezo

eT : S — S unha aplicacion compacta. Enton T ten un punto fizo.
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Demostracion. Por ser S limitado, podemos suponer que existe unha bola, B, de centro 0,
que contén a S. Aplicando o Teorema 2.37, existe unha funcién continua F : B — S que é
a extension doutra funcién F|g =1d: S — S tal que F(B) C co S.

Asi, podemos definir unha aplicacion T:B — S dada por T=ToF que é compacta
(por selo T') e tal que T(E) C B. Logo, T e B estan baixo as hipoteses do Teorema 2.31
e polo tanto, existe z € B tal que Tz = x. Pero como T(B) C S, concluimos que z € S e

Tr =zx. ]

Corolario 2.39. Sexan S un subconzunto de X, pechado, limitado, non baleiro e convezo
e S1 un subconzunto limitado de X. Sexa h : S — S1 un homeomorfismo. Se T : S1 — S

é compacta, enton T ten un punto fizo en Si.

Demostracion. Consideremos a aplicacion v : S — S definida por ¢ = h= o T o h, que é
compacta, por selo T. Asi, en virtude do Teorema 2.38, sabemos que existe z € S tal que
Y(x) = z. é dicir, b=t o T o h(z) = x, ou equivalentemente, T o h(x) = h(z). Polo tanto,

chegamos a que existe y € 57 tal que y = h(z) é un punto fixo de T'. O

Corolario 2.40 (Teorema do punto fixo de Schauder). Seza S un subconzunto de X,

compacto e convero enton ten a propiedade do punto fizo.

Demostracion. Sexa T : S — S unha aplicacion continua, entén como S é compacto,

tamén é compacta. Asi, polo Teorema 2.38, obtemos que T ten un punto fixo en S. O

Observacion 2.41. En contraste co Corolario 2.40, Dugundji probou que a bola unitaria
dun espazo normado X ten a propiedade do punto fixo se e s6 se X ¢é de dimensi6n finita.
Polo tanto o Teorema de Brouwer é falso para espazos de dimensién infinita, xa que a bola

unitaria dun espazo normado X de dimensién infinita non é compacta.

Vexamos outro resultado mais do punto fixo relacionado cos vistos ata agora. Para isto

precisamos un lema que enunciamos a continuaciéon.
Lema 2.42. Se S é un subconzunio de X compacto, entén €oS lamén é compacto.

Estamos en condiciéns de presentar o seguinte teorema do punto fixo, neste caso, pres-

cindindo da condicion de que o subconxunto S estea limitado.

Teorema 2.43. Sexan S un subespazo de X, pechado e convexo e T wunha aplicacion

continua que vai de S nun subconzunto compacto de S. Entdon T ten un punto fizo.

Demostracion. Existe un conxunto compacto A tal que T'(S) C A C S. Denotemos por Ay
ao subconxunto €64, que polo Lema 2.42, é compacto. Ademais, como Ay C S, T'(A4p) C Ap.
Entén Ag é un subconxunto compacto e convexo de X e aplicando o Corolario 2.40 tense

o resultado. O
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Antes de introducir o ultimo resultado de punto fixo probaremos un teorema, do cal,
o Teorema de Schaefer do punto fixo se segue como corolario. Pero primeiro temos que

definir o concepto de homotopia de transformaciéns compactas.

Definicion 2.44. Sexan 2 C X un conxunto aberto e limitado, M un subconxunto de X
e H:Q x[0,1] — X. Diremos que H é unha homotopia de transformaciéns compactas en
M se,

1. H(-,t) € Q(M, X) para todo ¢ € [0, 1].
2. Para todo € > 0 e todo subconxunto limitado L de M, existe § > 0 tal que

|H(z,t) —H(x,s)|| <e Vzel,|t—s|<d.

Teorema 2.45. Suporiamos que X € un espazo normado. Sexa S un subconzunto de X,
limitado, pechado e convezo, contendo 6 0 no seu interior. Sexa H : S x [0,1] = X unha
homotopia de transformacions compactas tal que H(0S,0) C S e H(x,t) # x para todo
x€dS etel0,1). Enton T = H(-,1) ten un punto fizo en S.

Demostracion. Por ser S convexo e D # @, tense que D = S e 9D = 08.

Consideremos a homotopia
H(z,t) =z — H(x,t) Va e D, tel0,1].

Como por hipotese H(x, t) # x paratodox € dS et € [0, 1), sabemos que 0 ¢ H(OD, t) para
todo t € [0,1). Ademais, ou existe un punto fixo de 7" en 9D para t =1 ou 0 ¢ H(0D, t)
para todo ¢t € [0,1]. No primeiro caso temos o resultado que buscabamos e acabouse a
demostracion; polo tanto supofiamos que estamos no segundo caso. Asi, polo Teorema de

invariancia homotoépica (Teorema 2.24),

Para calcular d(H(+,0), D,0), construimos a homotopia,

H(z,7) =2 — 7H(x,0) Vxe€ D, 7¢€[0,1].

Por hipotese temos que H(9S,0) C S e H(z,0) # x para todo x € 9S. Como S é convexo,
razoando coma na demostracion do Teorema 2.31, obtense que 0 ¢ H(9D, 7) para ningin

7 € [0,1]. Aplicando de novo o Teorema 2.24,

Agora ben, por construcion, d(H(-,1), D,0) = d(H(-,0), D,0). Ademais como 0 € D tense
que d(H(-,0), D,0) = 1. Asi, chegamos a que d(H(-,1), D,0) = 1, e por tanto existe z € D
tal que Tz = z. O
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Corolario 2.46 (Teorema do punto fixo de Schaefer). Seza T : X — X unha aplicacion

compacta e Suponamos que 0 Conrunto
S ={u/u= XTu para algin € [0,1)}
estd limitado. Enton T ten un punto fizo.

Demostracion. Como S é limitado, existe unha bola B de centro 0 tal que S C B. Defina-

mos unha homotopia H: B x [0,1] — X dada por
H(z,t) =tTz Vx e B, te[0,1].
H é unha homotopia de transformacions compactas, H(0B,0) =0 C B e como S C B,
H(z,t) #x VzedB,te]0,1).
Asi, estamos nas hipoteses do Teorema 2.45, concluindo que H(-,1) = T ten un punto
fixo. 0

2.2.2. Aplicacidén as ecuaciéns diferenciais ordinarias

Vexamos unha aplicaciéon do teorema do punto fixo en espazos de dimension infinita.
Para isto seguiremos a Seccion 7.4 de [6].

Neste apartado a e ¢ serdn dous niimeros reais, a < ¢, e consideremos o conxunto
C([a,c],R) ={z: [a,c] — R /z é continua}

dotado da norma |z|, = méax{|z(t)| : t € [a,c]}. Tense que (C([a,c],R),||) € un
espazo de Banach.

Consideraremos unha funcion continua
g:la,cf xR =R,
e dado k > 0, definimos

b::a+mfn{c—a,k},
M
onde M := méax{|g(s,u)| : s € [a, ], |u| < k}.

Presentaremos agora un par de definiciéns e un teorema, que se poden consultar en [1]

e que nos servirdn de axuda para probar que unha aplicacién é relativamente compacta.

Definicion 2.47. Unha colecciéon F' de funcions continuas definidas nun conxunto X dise
uniformemente limitada se existe un valor M tal que |p(x)| < M, para toda funcién ¢ € F

e todo x € X.
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Definicion 2.48. Unha colecciéon F' de funciéns definidas nun conxunto X dise equicon-
tinua se para todo € > 0 existe un § > 0 (que s6 depende de ¢€) tal que se 1,29 € X ¢

|z1 — x2] < § entén necesariamente |p(z1) — p(x2)| < € para toda ¢ € F.

Teorema 2.49 (Teorema de Ascoli-Arzeld). Unha familia F C C ([a, c]|,R) é relativamente

compacta se e s6 se F' é uniformemente limitada e equicontinua.

Lema 2.50. Seza D = B(0,k) a bola aberta de centro 0 e radio k en C([a,c],R) e a
aplicacion T : D — C ([a, c],R) definida por

Txz(t) ::/ g(s,x(s))ds, YVt € [a,b].

Entén T ¢é unha aplicacion compacta.

Demostracion. Para probar que T é compacta, por definicién temos que ver que é unha
aplicacién continua e que T(D) é relativamente compacto.
Primeiro probaremos que T' é continua.
Sexa & > 0. Como g(qp)x[—kk € uniformemente continua, existe 6 > 0 tal que para
todo u e v que cumpran |u — v| < § tense que
l9(s, 1) — g(s,v)] < ﬁ Vs € [a,b].

Se suponemos ||z — y||,, < 0, entén

Te(t) — Ty(t)] = / l9(s,2(5)) — g(s, y(s)]ds| < / 95 2(s)) — g(5,y(s))| ds

t
§/ c ds<e Vté€la,b.
o b—a

En consecuencia, se ||z —y||, < ¢ entén ||[Tz — Tyl < € e, polo tanto, T' é continua.

Probemos que T'(D) é relativamente compacto. Como

|Tx(t)| = / g(s,x(s))ds| < / lg(s,z(s))|ds < / Mds < (b—a)M Yz € D, t€ |a,b],

é obvio que T'(D) C B(0, (b — a)M). Ademais, se x € D e t1,ts € [a,b] enton,

Ta(ty) — Tats)| = _ /QQ(S,x(S))ds

t1

[ stsaton = [ gtz

to to

S/ lg(s,z(s))|ds < Mds < M |ty — ta] .
t1 t1

Polo tanto, T'(D) é equicontinua, pois basta escoller t1,to € [a,b] tales que [t; —ta] < &

cumprindo a definicién. Isto, xunto co feito de que T(D) esta uniformemente limitada
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permitenos aplicar o Teorema de Ascoli-Arzela, chegando a que T'(D) é relativamente
compacto.

Asi, concluimos que T é compacta. O

Estamos en condiciéns de probar un resultado que garante a existencia dunha solucién

para un problema de valor inicial de primeira orde.

Teorema 2.51. A ecuacidn diferencial ordinaria de primeira orde

{z’(t) = g(t,x), a<t<y,
x(a) = 0,

admite unha solucion x € C1([a, b]).
Demostracion. Consideremos D = B(0, k) en C ([a, c],R) e T' definida como no Lema 2.50,
T:D — C(la,c,R)

:Cl—)/ Sa:

para todo t € [a,b]. Sexa x € D = B(0, k), tense que

/ g5, 2(s))ds

e asi T(D) Cc D. Como polo Lema 2.50 sabemos que T ¢ unha aplicacién compacta,

k
T (x)(t)] = <(b-a)M< M Ve[,

podemos aplicar o Teorema 2.38 (do punto fixo), polo que existe x € D tal que Tx =z, é
dicir,

x(t) :/ g(s,x(s))ds Vt € [a,b].

Como g é unha aplicacién continua en [a,b], z(t) = f;g(s,x(s))ds € CY([a, b]). Chegamos

asi a que z(t) é solucion do problema:

O

Observacidon 2.52. Se suponemos s6 que g : [a,c] X R — R é continua, en xeral, a solucion

desta EDO non é unica.
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