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Resumen

Este trabajo hace un repaso de algunos contrastes de especificacién basados en la funcién
de distribucion y en la funciéon de densidad para muestras de datos completos y muestras de
datos con censura aleatoria por la derecha. Se explica lo que es un contraste de especificacion y
cuéles son sus elementos. Se propone un estimador no paramétrico de la funcién de distribucion
para muestras de datos completos, se estudian sus propiedades y se plantean contrastes sobre
la distribucién utilizando distintas distancias. Se comenta la estimaciéon no paramétrica de la
funcion de densidad para muestras de datos completos y algunos contrastes sobre la misma. Se
introduce el campo del Analisis de la Supervivencia, parandose en las funciones mas importantes
para estudiar tiempos de vida y en los modelos paramétricos més comunes; asi como el fenémeno
de la censura, haciendo hincapié en la censura aleatoria por la derecha. Se propone una estimacion
no parameétrica de la funcion de distribucion para el caso de datos con censura aleatoria por la
derecha y se comenta como se puede obtener una estimaciéon paramétrica; ademas, se sugiere
una adaptaciéon de los contrastes vistos para datos completos. Se proporciona una estimacion
no paramétrica de la funcion de densidad para datos con censura aleatoria por la derecha y un
contraste basado en ella. Se estudia una estimaciéon no paramétrica y continua de la funciéon de

distribucién para datos con censura aleatoria por la derecha y un contraste utilizdndola.

Abstract

This project goes over some specification contrasts based on the distribution function and
the density function for both complete data samples and samples with random right censoring.
Specification contrasts are explained, along with their elements. A nonparametric estimator for
the distribution function is proposed in case of a complete sample, its properties are studied
and contrasts are layed out using different distances. Nonparametric estimation of the density

function for complete samples is discussed, as well as some contrasts for it. Survival analysis
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is presented, focusing on some of the most important functions for studying lifetime data and
frequently used parametric families; censoring, and especially random right censoring, are also
introduced. A nonparametric estimator for the distribution function under random right cen-
soring is proposed and parametric estimation is discussed; contrasts for complete samples are
adapted to this scenario. A nonparametric estimator for the density function under random right
censoring is given, together with a contrast based on it. A nonparametric continuous estimator

for the distribution function is studied along with a contrast using it.



Introduccion

Para llevar a cabo un estudio estadistico de una poblacién es muy conveniente conocer de
qué distribucién procede la variable aleatoria de interés y si esta distribucién pertenece a una
familia conocida, pues en ese caso resultara méas facil el estudio al disponer de més resultados.
Existen distintas funciones que caracterizan la distribuciéon de una variable aleatoria real unidi-
mensional, como la funcion de distribucion, la funcion de densidad, la funcién caracteristica o la
funcién cuantil. Para estudiar si una muestra procede de cierta distribucién conocida, se puede
comparar alguna de estas funciones asociada a la distribucién elegida con la estimaciéon de la
misma obtenida a partir de la muestra. Este trabajo se centra en la metodologia basada en la

funcién de distribucién y de densidad.

Ademas, pueden darse circunstancias en las que la muestra de la que se dispone no esté
formada tnicamente por observaciones exactas de la variable de interés, pero aun asi aportan
informaciéon que puede ser tutil. Por ejemplo, en ensayos clinicos en los que interesa medir el
tiempo que sobrevive una persona con cierta enfermedad o el tiempo que tarda en curarse, puede
haber pacientes que abandonen el ensayo antes de alcanzar dicho evento de interés por diversos
motivos que no estan directamente relacionados con la enfermedad estudiada, por lo que los
investigadores solo saben que el evento de interés habria ocurrido después del momento en que
le perdieron la pista al paciente, sin poder precisar méas. A este fendémeno se le llama censura y
se habla de muestras de datos censurados cuando algunas observaciones no se correspoden con
tiempos de vida sino con tiempos de censura. Este tipo de muestras requieren un tratamiento
especial, pero también permiten hacer estimaciones de las funciones de interés que se pueden
comparar con las de una distribucién conocida. En oposicién a las muestras de datos censurados,
se hara referencia a las muestras en las que todas las observaciones proceden de la variable de

interés como muestras de datos completos.
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Capitulo 1

Contrastes de especificaciéon con datos

completos

1.1. Introducciéon

Los contrastes de hipotesis son técnicas de inferencia estadistica que sirven para determinar
la validez de cierta afirmacion sobre la distribucion de una poblacién. A estas afirmaciones se les

llama hipétesis. Para llevar a cabo un contraste se necesitan dos hipoétesis:

= La hipotesis nula, denotada por Hy, es la afirmacién que se supone cierta en un principio.

= La hipodtesis alternativa, Hq, es la que se quiere contrastar contra la nula.

El objetivo de un contraste es decidir si hay evidencias estadisticas suficientes como para rechazar
la hipo6tesis nula en base a una muestra, que en este trabajo se supone formada por observaciones

independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d. a partir de ahora).

Sea X una variable aleatoria real unidimensional y sea F' su funciéon de distribucién. Dentro
de los contrastes de hipotesis sobre la funcién de distribucién, se distinguen los paramétricos y

los no paramétricos:

= En los paramétricos se asume que F' pertenece a una familia paramétrica de distribuciones,
F € {Fy,0 € ©}, donde ©® C R" es el conjunto de valores posibles del parametro, y se

plantea un contraste sobre el parametro:

Hy : 0 € O,
H1:9¢®0,
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donde ©g C O es un subconjunto de los posibles valores del parametro para el que se quiere

realizar el contraste.

= En los no paramétricos, también conocidos como contrastes de especificaciéon, el objetivo
es estudiar hipotesis estructurales sobre la distribuciéon de X, sin asumir ninguna familia

paramétrica. Tienen la siguiente forma:

Hy: FeF,
H12F¢.7:,

donde F es un conjunto de funciones de distribucién. En lo que sigue se estudiaran con-

trastes de este tipo.

En ambos escenarios las hipotesis pueden ser simples o compuestas. En el contexto de los
contrastes de especificaciéon, una hipétesis nula simple proporciona una funcién concreta F = Fj
y se dice que estd completamente especificada (por ejemplo, normal estandar). Por otro lado,
una hipotesis compuesta proporciona un conjunto de funciones posibles, F' € F y se dice que
aporta una especificacion incompleta (por ejemplo, cuando afirma que F es normal sin decir la

media ni la varianza).

Habitualmente, la hipoétesis nula propone un modelo mas sencillo que la alternativa y el
contraste consiste en estudiar si hay pruebas significativas de que el modelo bajo la nula no es

adecuado. Si no las hay, no es necesario recurrir a un modelo més complejo.

1.2. Elementos de un contraste

Se llama estadistico de contraste a un valor numérico que se calcula a partir de la muestra y
que se utiliza para tomar una decisioén sobre el contraste en base a un criterio. También depende de
la informacién proporcionada por la hipotesis nula y su distribucién bajo la suposiciéon de que Hy
es cierta puede ser conocida o estimable. Una vez decidido el estadistico, se clasifican sus posibles

valores en dos regiones complementarias dependiendo de la magnitud de esta discrepancia:

» La regiéon critica, o regién de rechazo, es el conjunto de los valores del estadistico de
contraste que manifiestan gran discrepancia entre los datos y la hipotesis nula. Si el valor
del estadistico evaluado sobre la muestra cae en la regién critica, se rechaza la hipdtesis

nula y se adopta la alternativa.

= La regiéon de aceptacidon, o de no rechazo, es el conjunto de valores del estadistico de

contraste para los que no hay mucha discrepancia entre la hipdtesis nula y los datos. Si el
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valor del estadistico evaluado sobre la muestra cae en la regiéon de aceptacion, no se rechaza

la hipétesis nula.

La principal complejidad en el planteamiento de un contraste esta precisamente en la deter-
minacioén de estas regiones, lo que se hace tratando de controlar los errores a la hora de tomar
la decisiéon de rechazar o no rechazar la hipétesis nula. Estos errores pueden producirse de dos
maneras: rechazando Hj cuando es cierta (error de tipo I) o no rechazandola cuando es falsa

(error de tipo II).
Definicion 1.1. [17, Seccionn 3.3] Se llama nivel de significacion del contraste a
a = P (Error de tipo I) = P (Rechazar Hy | Hy es cierta)
Definiciéon 1.2. [17, Seccion 3.3| Se denota
B = P (Error de tipo II) = P (No rechazar Hy | Hy es falsa)
y se llama potencia del contraste a
1 — B =P (Rechazar Hy | Hy es falsa) .

Definicion 1.3. [17, Seccion 3.3] Se dice que un contraste es consistente si

n—o0

1—- 8222,

Lo ideal seria encontrar un contraste que minimizase simultdneamente las probabilidades de
cometer ambos errores. Sin embargo, esto no suele ser posible porque al reducir la probabilidad
de cometer uno aumenta la del otro. Normalmente se prioriza tener controlado el nivel de signi-
ficacion, fijando una cota superior de antemano. Se suele usar 0.05 o 0.01, pero puede ser otra
dependiendo del contexto al que se aplique. Una vez hecho esto, se escoge el contraste que tenga
mayor potencia bajo la hipétesis alternativa. Si un contraste es mas potente que el resto para
cualquier hipotesis alternativa, se dice que es el uniformemente més potente, aunque no siempre

existe tal contraste.

Una vez fijado el nivel de significacion maximo tolerable de acuerdo con el investigador, el
valor del estadistico evaluado en la muestra caera en la regién de aceptaciéon con probabilidad
de por lo menos 1 — a cuando Hy es cierta. En ese caso no se rechaza la hipotesis nula para un
nivel de significacion a y se dice que el contraste no es significativo. Por otro lado, caera en la
region critica con probabilidad de como mucho « cuando Hy es cierta. Ahora si que hay pruebas

significativas a favor de rechazar la hipétesis nula, el contraste es significativo.

A menudo, la decision de rechazar o no rechazar la hipotesis nula no aporta suficiente in-

formacion y es preferible indicar para qué valores de « el contraste rechaza Hy. Si el contraste
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rechaza Hj para un nivel o, también lo hara para todo nivel o/ tal que o/ > a, luego existe cierto
nivel que es el més pequeno para el cual el contraste rechaza Hy, al que se llama p-valor. Por

tanto, la hipotesis nula se rechaza si, y sélo si, el p-valor es menor que el nivel del contraste.

Definiciéon 1.4. El p-valor es el infimo de los niveles a € (0, 1) para los que el estadistico de

contraste evaluado sobre la muestra cae en la region critica.

También se puede interpretar como la probabilidad, si Hy es cierta, de que el valor del
estadistico represente una mayor discrepancia con la hipétesis nula que el valor obtenido al

evaluarlo sobre la muestra.

El hecho de que el p-valor sea grande no significa que haya pruebas a favor de Hy. Si la
distribucién del estadistico de contraste bajo Hy es continua, el p-valor sigue una distribucion
Uniformel0,1] cuando la hipotesis nula es cierta y se acumula cerca del 0 cuando es falsa,
haciéndolo de forma mas notable cuanto mas elevada sea la potencia. De este modo, un p-valor
elevado puede darse porque Hy sea cierta o porque el contraste tenga poca potencia. En definitiva,

el p-valor no es la probabilidad de que Hj sea cierta.

Para poder calcular el p-valor de un contraste sera necesario trabajar con la distribucion del
estadistico bajo la hipotesis nula, que no siempre es conocida. Pueden darse varias situciones:
Si es una distribucién conocida, el p-valor se obtiene inmediatamente. En otro caso, es posible
que el p-valor se pueda aproximar por simulacién (Montecarlo) o que la distribucion dependa de
parametros desconocidos, por lo que habria que estimar esos pardmetros o utilizar técnicas de
remuestreo como un bootstrap para aproximarla. Estos métodos se comentaran en la siguiente
seccion. Otro escenario posible es que la distribucién sea desconocida pero se sepa la distribucion
asintotica (o que esta dependa de parametros que se pueden estimar) y se pueda emplear para

calcular los p-valores.

Para estudiar empiricamente el nivel y la potencia de un contraste se pueden llevar a cabo
simulaciones. Este tipo de estudios consisten en generar M muestras aleatorias simples (esto es,
muestras de observaciones i.i.d.) de una distribuciéon dada y evaluar el estadistico de contraste en
cada una para calcular la proporcién de estos que caen en la region critica. De esta forma se puede
comprobar si un contraste es consistente viendo si al elegir distribuciones bajo la hipétesis nula
la proporcién de rechazos esté cerca del nivel de significacién o se va acercando segin aumenta
el tamano muestral y si al elegir distribuciones bajo la hipdtesis alternativa la proporciéon de
rechazos se aproxima a 1 a medida que se incrementa el tamano muestral. Este proceso se debe
repetir para distintos niveles de significaciéon y distribuciones tanto bajo la hipdtesis nula como

bajo la alternativa.

También es posible comparar el comportamiento de dos o més contrastes a través de una

simulacion. En ese caso, una vez comprobado el nivel de significacion, se compara la potencia de
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los contrastes bajo distintos modelos en la hipdtesis alternativa. Es habitual que distintas formas
de construir contrastes supongan ventajas frente a cierto tipo de alternativas y desventajas ante
otros. Por tanto, no suele haber un contraste que sea uniformemente méas potente que los demés

bajo cualquier alternativa.

1.3. Contrastes basados en la funcién de distribucion

En esta seccién se presentan tres tipos de contrastes basados en la funcién de distribucién.
Se introducen en primer lugar para el caso de hipotesis nula simple y, a continuacién, se explica

como se pueden adaptar estos contrastes para una hipotesis nula compuesta.

Dada una muestra X, Xo, ..., X,, de observaciones i.i.d. de una variable aleatoria real unidi-

mensional cuya funcién de distribuciéon F' es continua y desconocida, se quiere contrastar:

H(]:F:F(],
HliF#F(].

Definicion 1.5. La funcién de distribucién empirica se define como:

0, six < X(l)a
1 < koo
Fo(z) =~ Y I(X; <) = o 81Xy S @ < X,
i=1
1, siz> X(n),

donde I(-) es la funcion indicadora, que vale 1 cuando la condicion que aparece dentro es cierta

y 0 en otro caso; y X(1) < X(g) < ... < X(y) es la muestra ordenada.

Los contrastes basados en la funcién de distribucién generalmente se centran en medir la
distancia entre un estimador de la funcién de distribucién, que en este caso sera la distribucion
empirica, Fj,, y la funcién de distribucién tedrica dada en la hipotesis nula, Fy. Esta distan-
cia servird de estadistico de contraste, por lo que se rechazari la hipotesis nula para valores
grandes de este. Establecer el umbral entre las regiones de rechazo y no rechazo es la dificultad
técnica en la construccion de estos tests. Dependiendo de la distancia empleada, se obtendran
distintos estadisticos: los més conocidos son los de tipo Kolmogorov-Smirnov, Cramér-von Mi-
ses v Anderson-Darling. Los tres se basan en las propiedades de la distribucién empirica como

estimador.

Definiciéon 1.6. [29, Seccion 5.2| Se define el error cuadratico medio del estimador 0 del para-

pon (9) = (e[6] - )’

metro € como
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Proposicion 1.7. [29, Seccion 5.3] El error cuadrdtico medio también se puede expresar como
ECM (0) = Var (8) + (E[0] - 9)2 .
Definicion 1.8. [29, Seccion 5.3] Se dice que un estimador es consistente si
IR 0, esto es, P (‘é— 0‘ > e) — 0 para todo € > 0.

Observacion 1.9. [29, Seccion 5.3] En particular, si ECM (é) — 0 el estimador es consistente.
Proposicion 1.10. /29, Seccion 2.3] Fijado x € R, se tiene que:

s La distribucion empirica es una variable aleatoria, pues depende de la muestra.

» nE,(x) ~ Binomial(n, F(z)), luego para k =0,1,2,...,n,

P <Fn(a:) = i) = P(nFy(z) = k) = (k>F(x)’“(1 — F(z))"*.

» F,(x) es un estimador insesgado de F(x):

B[R (2)] = BlnFy (@) = "

» F,(x) es un estimador consistente:

ECM(F,(x)) = (E[Fy(2)] - F(2))* + Var(Fy(x))
nF(z)(1 - F())

— 0.
n2

= %Var(nFn(x)) =

» Por el Teorema Central del Limite, asintdticamente, la distribucion empirica sigue una

distribucion normal:

d
Via(F(z) = F(z)) == N(0,\/F(z)(1 - F())).

Teorema 1.11. (de Glivenko-Cantelli sobre la consistencia uninforme de Fy,). [31, Tema 7] Si
F,(z) es la distribucion empirica calculada a partir de una muestra X1, Xo, ..., X, de observa-
ciones i.i.d. provenientes de una poblacion con funcion de distribucion F(x), entonces

sup|F,(z) — F(z)] £ 0.

z€R

El test de Kolmogorov-Smirnov propone utilizar la distancia del supremo para medir la

discrepancia entre la funciéon de distribucién dada en la hipétesis nula, Fp, y la funcién de
distribucién empirica, F;,. De este modo, se obtiene el siguiente estadistico de contraste:

Dgs = sup |Fy,(z) — Fo(z)].
z€R
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Figura 1.1: Funcién de distribucién empirica

Lema 1.12. [29, Seccion 10.5] Si F' = Fy y Fy es continua, entonces la distribucion de Dgg no
depende de Fy.

Se suele hacer referencia a esta propiedad diciendo que el estadistico es de distribucion libre.
En la practica, el calculo de Dgg a partir de la muestra se reduce al siguiente problema de
optimizacion discreto [9, Seccion 4.2.3]:

Dics =mie { i | (X0) — FaX0), x| (X7) — Fo(X0)1

. -
:méx{méx|Z—F0(Xi)|, méx | Fo(X;) — |},
1<i<mn' n 1<i<n n

yva que Fj, es una funcién escalonada creciente y Fy es no decreciente, por lo que la maxima
diferencia entre Fj,, y F{ se produce en una observacion o en el limite por la izquierda de una.
Esto se puede apreciar en la Figura 1.1, en la que se representan la funcién de distribucion
empirica calculada a partir de una muestra de 10 observaciones i.i.d. de una poblacién normal

estandar (en negro) y la funcion de distribucion de la normal estdndar (en verde).

Los valores criticos del contraste se obtienen de la distribuciéon del estadistico Dgg bajo
la hipoétesis nula. Para valores pequenos de n, la distribuciéon de Dgg no tiene una expresion
explicita, pero esta tabulada (|20]). A su vez, para valores grandes de n (n > 35) se puede utilizar

la distribucion asintética obtenida por Kolmogorov ([16]) y tabulada por Smirnov (|27]):

Teorema 1.13. Si F' = Fy es continua, se tiene que cuando n — 0o,

P(VnDis < z) — 142 (~1)ke 2
k=1
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uniformemente para z > 0. (Esto es, dado € > 0, existe N € N tal que para todo n > N y para
todo z > 0,

<e).

P(v/nDgs < z) — (1 +2 f: (—1)’66—%232)
k=1

Ademaés, los valores criticos también se pueden aproximar por simulacién empleando el méto-
do de Montecarlo, que se explica a continuacion. Como Dg tiene distribucion libre bajo Hy, los
célculos pueden llevarse a cabo para una distribucién sencilla como la Uni forme[0, 1]. La aproxi-
macion consiste en simular M muestras de tamano n de una Uni forme[0, 1] y calcular el estadis-
tico de Kolmogorov-Smirnov para contrastar la hipotesis nula simple Hy : X ~ Uniformel0,1]
en cada muestra. Los M valores obtenidos de esta forma pueden usarse para aproximar la dis-
tribucion de Dgg bajo la hipotesis nula. En particular, se utilizan los cuantiles muestrales para

aproximar los valores criticos.

Hasta ahora se ha visto cobmo contrastar una hipétesis nula simple, por lo que cabe preguntarse

si el test de Kolmogorov-Smirnov es capaz de contrastar una hipotesis nula compuesta

Hy: F € {Fy,0 € 0},
Hy:F ¢ {Fy,0¢c 0}

Para ello se necesita un estimador consistente del parametro, . Normalmente se usa el de maxima
verosimilitud u otros obtenidos a partir de este, aunque hay excepciones dependiendo de la familia

paramétrica especificada en la hipotesis nula (|9, Secciones 4.8 a 4.15]).

Definiciéon 1.14. [29, Seccion 7.3] Dada una muestra Xi,. .., X, de observaciones i.i.d. de una
variable aleatoria continua cuya funcion de distribucion pertenece a {Fp : 6 € O}, se denomina

funcién de verosimilitud a
L(0) = fo(X1,...,.Xn) =[] fo (X3)
i=1

y estimador de maxima verosimilitud a

0 = argméax L(0),
0co

siendo fp la funcion de densidad asociada a la distribuciéon Fy.

Una vez elegido el estimador, se trabaja con el estadistico

D = sup|Fy(x) — Fy(x)|.
z€R

En este caso, como ambas distribuciones se estiman a partir de la misma muestra, tienden a

ser méas parecidas y el valor del estadistico tiende a ser méas bajo. Asi, el uso de las regiones
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criticas obtenidas en el caso de la hipétesis nula simple llevaria a un contraste conservador, que
favoreceria excesivamente a la hipotesis nula. Por tanto, hay que estudiar la distribucion del
nuevo estadistico. En general, la distribuciéon de st tiene que aproximarse por simulacion (se
puede recurrir al método de Montecarlo de nuevo). Algunos casos importantes, como las familias
normal y exponencial, han sido estudiados detalladamente y existen tablas con los p-valores

(obtenidas por Lilliefors en los anos 60 usando el método de Montecarlo [18], [19]).

Una forma alternativa de aproximar los valores criticos del test de Kolmogorov-Smirnov para
una hipotesis nula compuesta es a través de un bootstrap paramétrico (|11, Seccion 21.5]). Para
este método es necesario utilizar un estimador consistente 6 del pardmetro. Lo que se hace es
simular B muestras provenientes de la distribucion Fj; del mismo tamano que la original y en cada
una de ellas evaluar el estimador de maxima verosimilitud y calcular el estadistico. Como las
muestras se simularon bajo Hy, estos valores permiten aproximar la distribucién del estadistico
de contraste bajo la hipotesis nula. De nuevo, los cuantiles muestrales sirven como aproximacion

de los p-valores.

Al estar basado en la distancia del supremo, el valor del estadistico de Kolmogorov-Smirnov
calculado a partir de una muestra puede depender de un tnico punto, lo que puede llegar a ser
problematico. Para evitar esto se puede utilizar la distancia cuadrética, la cual da lugar a la

familia de estadisticos de Cramér-von Mises, que tienen la forma:

+oo
D:[ (En(2) — Fo(@))0(Folx)) dFo(x)

donde la funcién v (Fy(z)) asigna pesos al término (F,(z) — Fy(z))?, por lo que el contraste seré

maés sensible alli donde la ponderacién sea mayor.

Cuando ¢ (Fy(z)) = 1, se tiene el estadistico de Cramér-von Mises:
+o00o
Do = [ (Fulw) = Fo(a))? dFofo).
—00

Por otro lado, si se desea obtener un contraste que sea mas potente bajo alternativas en las
que la verdadera funcion de distribucion F' difiere de Fy cerca de las colas de esta (es decir, en
los valores de x para los cuales Fy(z) esté cerca de 0 o de 1) y para ello se esta dispuesto a perder
potencia bajo alternativas que difieren de Fy cerca de la mediana, habria que elegir una funcion
¥ que fuese grande cerca de 0 y de 1 y pequena cerca de 1/2. Una manera de construir esta

funcion de pesos es basandose en la siguiente propiedad de la funcién de distribucién empirica.

Proposicion 1.15. [2, Seccion 3] Si F = Fy, para cada x € R se tiene que

Fo(z)(1 ~ Fo(z))

Var(F,(z) — Fo(x)) =
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1
Fo(x)(1 = Fo(z))’

. El estadistico al que se llega

Para compensar esta dispersion dependiente de x se pondera la discrepancia por

lo que se traduce en usar como funciéon de pesos ¥ (u) = ﬁ
u(l—u
es el de Anderson-Darling:

[ (Fale) - Fo(@))?
Dap = /oo Fo@)(1— Fo(w)) "0

Como esta elecciéon de la funcién de v asigna mucho peso a los valores cercanos a 0 y a 1, el
estadistico de Anderson-Darling ser4 més sensible a las discrepancias en las colas de las distri-

buciones, mientras que el de Cramér-von Mises serd preferible cuando difieran en el centro.
Lema 1.16. [6, Seccion 2] Si F' = Fy y Fy es continua, los estadisticos de la familia Cramér-von

Mises son de distribucion libre.

Aunque inicialmente pueda parecer que el calculo de estos estadisticos es complicado, se
pueden dar formulas explicitas para ambos. En la practica, se pueden evaluar sobre la muestra

ordenada X(1) < X(9) < ... < Xy, de la siguiente forma [9, Seccion 4.2.3|:

» Estadistico de Cramér-von Mises

1 1 2 —1\2
Dopr = - Fo(X ) —
CoM = 1573 +”z§1< (X)) — — )

= KEstadistico de Anderson-Darling

Dap=-1-— % Z {(2i — 1)log(Fo(X(3))) + (2n + 1 — 2i) log(1 — Fo(X(5))) }
=1

Ademas, las distribuciones asintoticas fueron estudiadas por Anderson y Darling [1]:

Teorema 1.17. [1] Dado z > 0 se tiene que, cuando n — oo,

1 & (—1/2 , 1/2, —(4j+1)2/(162 (45 + 1)
P(nDowm < 2) = — ijo(—w( ; )(4j+1)/e W+ /6) ¢, T

donde K 4(x) es la funcion de Bessel ([32, Seccion 3.7]):

7l (z)—I,(z . 0 T v+2m OO,,t
K, (z)= 21;12(]/75)(), siendo I, (x) :n;m!é(£2j_m+1) yF(:p)Z/O Lot gt

Teorema 1.18. [1] Dado z > 0 se tiene que, cuando n — oo,

P(nDap <2) = Y203 <—1./ 2) (4j+1)e— (@7 (52) / % /B 1) (45122 0?)/(82) gy
z - ] 0
7=0
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Si la hipotesis nula fuese compuesta, los estadisticos serfan:

~ too
Dot = / (Ful) — Fy())? dFy(x),

S R@-B@P
Dav= [ e Ry )

Tanto para el contraste con hipétesis nula simple como compuesta es posible aproximar
los valores criticos y p-valores computacionalmente, utilizando el método de Montecarlo y el

bootstrap paramétrico, respectivamente.

Ejemplo 1.19. (Comparacion de la potencia de los estadisticos de contraste propuestos para el

caso de una hipotesis nula simple). Se plantea el siguiente contraste de especificacion:

Hy: F = 1,(0.2,0.8),
Hy: F # 1,(0.2,0.8),

donde I;(a, ) es la funcion de distribucion de una Beta(a, (), en este caso Beta(0.2,0.8).

En este ejemplo se estudian tres alternativas diferentes, con el objetivo de plantear un escena-
rio favorable para cada uno de los tests presentados en este capitulo. En el escenario A los datos
se generaron de una distribucion Beta(0.2,0.85)+0.01, en el escenario B de una Beta(0.5,1) y en
el escenario C de una Beta(0.1,0.4). En la Figura 1.4 aparecen dos graficas para cada escenario:
a la izquierda se representan las funciones de distribuciéon bajo la hipoétesis alternativa y bajo
la hipo6tesis nula, mientras que a la derecha se comparan las respectivas funciones de densidad,
lo que permite apreciar de qué manera se diferencian las hipdtesis nula y alternativa en cada

escenario. El c6digo de R utilizado esta en el Anexo 1.2.

Los resultados se pueden ver en las Tablas 1.2 y 1.3. En la primera se recogen las proporciones
de rechazo de cada test bajo la hipotesis nula para varios tamanos muestrales. En la segunda, las
proporciones de rechazo de cada test bajo la hipotesis alternativa para los distintos escenarios y

varios tamanos muestrales.

En concreto, la Tabla 1.2 confirma que los contrastes estédn bien calibrados pues las propor-
ciones de rechazo bajo la hip6tesis nula estan cerca del nivel de significacion deseado de 0.05.
Que no sean exactamente iguales a 0.05 se debe a que las distribuciones de los estadisticos son

desconocidas y se estd haciendo una aproximacién.

Lo que se observa en la Tabla 1.3 es lo siguiente: En el escenario A, el test de Kolmogorov-
Smirnov es mas potente que los otros (salvo para muestras de 10 observaciones, pero ninguno

de los tests es muy potente en ese caso). Esto se debe a que existe una gran distancia vertical



12 1. Contrastes de especificacion con datos completos

entre las graficas de las funciones de distribucion sin que el drea que queda entre ellas sea muy
grande. En el escenario B es mas potente el test de Cramér-von Mises porque si que hay un area
notable entre las gréficas de las distribuciones. Por ultimo, el test de Anderson-Darling es més
potente en el escenario C ya que el area entre las graficas cerca de la cola superior (cuando Fy(x)

se acerca a 1) es considerable.

Tamano Prop. rechazos bajo Hy
muestral n KS CvM AD
10 0.0495 | 0.0473 | 0.0450
15 0.0471 | 0.0445 | 0.0457
20 0.0491 | 0.0496 | 0.0471
25 0.0503 | 0.0479 | 0.0470
50 0.0531 | 0.0475 | 0.0478
75 0.0472 | 0.0510 | 0.0487
100 0.0476 | 0.0434 | 0.0438
125 0.0553 | 0.0553 | 0.0540

Tabla 1.2: Resultados obtenidos para un nivel de significacién de 0.05 y M=10000 muestras.

Tamano Proporcién de rechazos bajo la hipotesis alternativa

muestral Escenario A Escenario B Escenario C
n KS CvM AD KS CvM AD KS CvM AD
10 0.0438 | 0.0749 | 0.0904 | 0.4913 | 0.5400 | 0.4696 | 0.2336 | 0.2446 | 0.4474
15 1 0.1455 | 0.1789 | 0.6869 | 0.7492 | 0.7039 | 0.3086 | 0.3193 | 0.5604
20 1 0.3743 | 0.3907 | 0.8367 | 0.8877 | 0.8636 | 0.3944 | 0.4112 | 0.6596
25 1 0.9209 | 0.9433 | 0.9261 | 0.9540 | 0.9478 | 0.4702 | 0.4797 | 0.7449
50 1 1 1 0.9994 | 0.9998 | 0.9997 | 0.7851 | 0.8068 | 0.9581
75 1 1 1 1 1 0.9179 | 0.9413 | 0.9928
100 1 1 1 1 1 1 0.9731 | 0.9814 | 0.9993
125 1 1 1 1 1 1 0.9936 | 0.9965 | 0.9999

Tabla 1.3: Resultados obtenidos para un nivel de significacién de 0.05 y M=10000 muestras.
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Figura 1.4: Comparacién de la hipétesis nula y la alternativa en cada escenario del Ejemplo 1.19.
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1.4. Contrastes basados en la funcién de densidad

La funcién de densidad de probabilidad describe cémo se distribuyen las probabilidades a lo

largo de los valores de una variable aleatoria continua. Se define como sigue:

Definiciéon 1.20. [31, Seccion 2.2] Se dice que una variable aleatoria real unidimensional X es

continua si existe una funcion f tal que

» f(x) >0 para todo x € R,

o [ t@de=1y
—00
b
» para cualquier par de puntos a < b, P(a < X <) = / f(x)dx.

A f se le llama funcion de densidad. Algunas propiedades relevantes de la funcién de densidad

son que F(z) = / ft)dty f(z) = F'(x) alli donde F es derivable.

Observacion 1.21. A partir de ahora, cuando una integral sea sobre toda la recta real se omitiran

los indices de integracion.

En particular, f esta definida en casi todo punto de R si F' es absolutamente continua. En este

caso, también se puede llevar a cabo el contraste de especificacion sobre la funcion de densidad.

Dada una muestra X1, Xo, ..., X,, de observaciones i.i.d. de X, se puede considerar un con-

traste con una hipotesis nula simple:

Ho: f = fo,
Hy: f# fo,

donde fy es una funcién de densidad conocida, o con una hipétesis nula compuesta:

HOZfG{f@,HE@},
lef¢{f979€@}a

donde {fp,0 € ©} es una familia paramétrica de densidades.

La idea de los contrastes basados en la funcion de densidad es medir la discrepancia entre
una densidad hipotética y un estimador no paramétrico de la densidad de X calculado a partir

de una muestra.
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1.4.1. Estimacién no paramétrica de la funciéon de densidad

En los contrastes discutidos en esta secciéon se va a utilizar el estimador kernel de la densidad,
un estimador no paramétrico que se construye a partir de una muestra de la siguiente forma (|30,
Seccion 2.2|):

1 ¢ - X;
fn,h<w>=mZK(x . )
i=1

donde K es la funcién kernel, que cumple K(x) > 0 para todo z € Re [ K(t)dt = 1; y

h > 0 es la ventana o parametro de suavizado. A veces se escribe usando el kernel reescalado
K, = h™'K(u/h) y el estimador queda

frn(x) = %ZKh(I‘ - X;).
i—1

La forma del estimador hace que herede las propiedades relativas a la continuidad y la dife-
renciabilidad de la funcion kernel K, por lo que hay que elegir esta adecuadamente (|26, Seccion
3.1]). Normalmente se escoge una funcion de densidad unimodal y simétrica respecto al cero.
En la Figura 1.5 se pueden ver las estimaciones kernel de la densidad obtenidas a partir de una
muestra usando distintas funciones de densidad como kernels y un histograma de esa muestra.
Se observa que la estimacion que usa la densidad de una uniforme no es diferenciable, mientras
que el resto son suaves y bastante parecidas entre ellas. En general, la eleccion de K (siempre
que sea continua, unimodal y simétrica) no tiene mucho impacto sobre la estimacion. Los kernels

maés utilizados son el gaussiano (la funcion de densidad de una normal estandar):

y el Epanechnikov:
K(u) = 2(1 — ) I(ju] < 1).

Como se veré a continuacion, el pardmetro ventana h tiene efecto sobre el sesgo y la varianza.
Asi, valores muy grandes de h resultan en un estimador demasiado suavizado que tiene poca
varianza y mucho sesgo, mientras que valores pequenos de h dan lugar a un estimador con poco
sesgo y mucha varianza (las relaciones se explicitaran en lo que sigue). Si bien existen situaciones
en las que se puede elegir un h 6ptimo segin cierto criterio (como pueden ser validacion cruzada o
plug-in), en general no esté claro cudl es ese valor 6ptimo de h a la hora de usar esta estimacion
en un contraste de especificacion (pues dependeria de la hipotesis alternativa y puede no ser
posible encontrarlo). En la Figura 1.6 se representan las estimaciones kernel de la densidad para

una muestra usando el kernel gaussiano y varias ventanas distintas. Se aprecia como al elegir una
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Figura 1.5: Forma del estimador kernel de la densidad dependiendo de la funcion kernel K
escogida.

ventana grande se pierde la bimodalidad, mientras que al escoger una pequefia aparecen picos

espureos.

A continuacién se enuncian algunas propiedades de este estimador y su comportamiento

asintotico.

Proposicion 1.22. /30, Seccion 2.3] Se tiene que:

. Elfun(2)] = E[K(z — X)] = / K (- 9) f(y) dy = (K » [)(z),

= Var(fan(z)) =n"t [(Kj + f)(@) — (K * f)*(2)].

Como consecuencia de lo anterior,

Sesgo(fnn()) = Elfnn(@)] = f(z) = (K x f)(z) — f(2). (1.1)
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Figura 1.6: Forma del estimador kernel de la densidad dependiendo de la ventana h escogida.

La convolucion por el kernel representa una suavizacion, por lo que el sesgo del estimador es la

diferencia entre la verdadera funcién de densidad y una suavizacién de la misma.
Ademas,
ECM([fo(x)] =n™" [(KG + £)(x) = (Kn* /)*(@)] + [(Kn * f)(x) = f(@))

y, para obtener una medida global del error, se puede integrar en su dominio de definicion,

quedando
/EC’M[fmh(x)] dz = (nh)~! /Kz(x) de+(1—nh) /(Kh v P2(2) da
2 [(Kn < @)@y do+ [ f(0) da

Proposicion 1.23. [30, Seccion 2.5] (Comportamiento asintdtico del sesgo y la varianza). Asu-

miendo que:

s la sequnda deriada de la densidad, f”, es continua, su cuadrado es integrable y existe

M > 0 tal que es mondtona en (—oo, M) y (M, o0),

» [a ventana h = h, es una sucesion que cumple lim h = 0 y lim nh = oo (es decir, se
n—oo n—oo

acerca a cero mds despacto que n_l),
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w el kernel K es una densidad acotada y simétrica respecto a cero con momento de orden 4
finito,

y utilizando expansiones en series de Taylor, se llega a:
1
e Sesgolfun(®) = 5H2f"(0) [ LK) dt +o(h?),

. Var(fun(@)) = (nh) " f(x) / K2(t)dt + of(nh)~1}.

Observacion 1.24. El sesgo depende de la curvatura de la verdadera densidad, f”, esto se debe
a que el estimador tiende a suavizar los picos y los valles de f. Asintoticamente, tanto el sesgo

como la varianza tienden a cero. Se puede escribir

2
ECM[fmh(aj)] = (nh)lf(ﬂi)/KQ(t) dt + ih4f//(x)2 (/ t2K(t) dt> i 0{(nh)*1 n h4}

y entonces

/ BECM]fop(w)) dz = (nh)~! / K2 (f) dt 4 b’ / ()2 da ( / 0 dt>2 +o{(nh)™" + 1Y,

a
donde la notacién a, = o(b,) (cuando n — oo) significa que lim — = 0.
n—oo n

1.4.2. Contrastes

Para el caso de un contraste con hipétesis nula simple, Bickel y Rosenblatt (|5, Seccion 4])

propusieron el siguiente estadistico, que mide la discrepancia cuadratica entre fo(z) y fon(x):

Di = [ (fun(e) = (Ko x fo) @) da. (1.2)

Ya se vio en (1.1) que el estimador kernel de la densidad no es insesgado, pues E[f, p(x)] =
(Kp * f)(z). Entonces la convolucion que aparece en el estadistico es la esperanza del estimador
si la hipotesis nula es cierta, y se plantea asi para evitar que el sesgo del estimador pueda

distorsionar el valor del estadistico.

Teorema 1.25. [5, Seccion 4] (Sobre la distribucion asintética del estadistico de Bickel y Ro-

senblatt) Si Hy es cierta y se cumplen:

] /K(t) dt =1 y el kernel K wverifica que: o bien tiene soporte compacto en el que es abso-

lutamente continuo con deriwada K' o bien es absolutamente continuo en R y su derivada
K’ cumple / |K'(t)|F dt < oo, para k =1,2.



1.4. Contrastes basados en la funcién de densidad 19

= La densidad f es continua y acotada.

1/2

» La funcion f1/?% es absolutamente continua y su derivada, %f’f‘ , estd acotada en valor

absoluto. Ademds,
/ |23/ (log log 2) /2 (| K" (2)| + |K (2)]) dz < oo.
|z|>3

= La ventana h = h, cumple hm h=0y lim nh = oco.
n—oo

Entonces se tiene que

m/EDE:?[; ’;O()K) 4, N(0,1),

donde pi(K) = (nh)~ /K2 duya(Kf0_2</[/Ku+vK vrdu)(/fg(x)dx).

Observacion 1.26. En las condiciones del teorema anterior, se puede obtener una aproximacion
asintotica de los valores criticos del contraste. En efecto, fijado un nivel de significacién «, la

hip6tesis nula se rechaza si
G(K7 fO)
nwh

donde z;, denota el cuantil p de la distribucién normal estandar.

Dpr > p(K) + z1-a

Por otro lado, para un contraste con hipdtesis nula compuesta, de nuevo se necesita un
estimador del parametro 6 indexando la familia de densidades bajo la nula. Dada una muestra
X1, Xo, ..., X,, de observaciones i.i.d. de la variable aleatoria X y tomando un estimador adecuado
de 6 (cumpliendo las condiciones requeridas en el Teorema 1.27, como por ejemplo podria ser el
estimador de maxima verosimilitud), f;(z) sera el estimador de maxima verosimilitud de f(x)

bajo la hipotesis nula.

Fan ([12, Seccién 4]) propuso el siguiente estadistico de contraste:

Dy = / () — (K # £3)(@)? de,

Del mismo modo que en el contraste de Bickel y Rosenblatt, la convolucién se introduce para
evitar que la discrepancia observada entre f;(z) y fn,n(2) provenga del sesgo del estimador kernel

fn,n Pues, si la hipotesis nula es cierta, E[fy, 1(7)] = (K * f3)(x).

Teorema 1.27. [12, Seccion 4](Sobre la distribucion asintdtica del estadistico de Fan) Si Hy es

cierta y se cumplen las siguientes condiciones:

» El kernel K estd acotado, es simétrico, integra 1 en R y verifica |u|K(u) — 0 cuando

lu| = ooy / |u™| K (u) du < oo para algin m entero positivo.
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= La ventana h = h,, cumple lim h =0y lim nh = oco.
n—oo n—oo

= f y su m-ésima derivada estdn acotadas y son uniformemente continuas en R.

n Eriste 0, € O tal que 6 <> 0, Yy
§— 0, = (nA8.)"" S Dylog fo. (X;) + o(n~2),
i=1

donde Dglog fp, (X;) es el vector de derivadas parciales de primer orden de log fo(X;) con
9% log fo(X;)
0=0. '

respecto a 0 evaluadas en 0 =6, y A(0,) =E 502
» La funcion de densidad paramétrica fg y sus derivadas parciales de sequndo orden respecto a

0 estdan uniformemente acotadas y son uniformemente continuas en Rx 0. fy, y su m-ésima
derivada son acotadas y uniformemente continuas en R. Ademds, [ |Dgfo,(z)|dx < oo,

donde Dy fy, () es el vector de derivadas parciales de primer orden de fg(x) con respecto

a 0 evaluadas en 6 = 0.

Entonces se tiene que

n\/ﬁm 4, N(0,1),

donde )
u(K) = nh/KQ(u)du

(K, fop) = 2 ( / { / K(u+v)K () dvr du> < / £20(2) da:>.

De nuevo, este resultado proporciona una aproximacion asintotica de los valores criticos:

fijado un nivel de significacién «, el contraste rechaza la hipétesis nula cuando

U(Kv fn,h)

D> u(K)4+ z1_q———————.
F :U’< ) 1 TL\/E

Dado un contraste, distintos valores del parametro ventana h darén lugar a distintos valores
del correspondiente estadistico, lo que podria llevar a distintas conclusiones sobre la validez de

la hipotesis nula Hp para una misma muestra (|12, Secciéon 5]).

1.4.3. Comparacion con los contrastes basados en la funciéon de distribucién

Algunas ventajas de los contrastes basados en la funciéon de densidad con respecto a los de

la funcién de distribucién son:
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= Los estadisticos siguen asintéticamente una distribucién normal, cuyas propiedades han sido
ampliamente estudiadas. En el caso de los contrastes basados en la funcién de distribucion,
aunque se conocen las distribuciones asintoticas de los estadisticos, no pertenecen a familias

conocidas de distribuciones y no se sabe tanto sobre sus propiedades.

» Son mas potentes frente a alternativas que difieren localmente de la hipotesis nula (|24,

Seccion 3)).

Ejemplo 1.28. (Potencia del estadistico de Bickel y Rosenblatt para el caso de una hipotesis

nula simple). Se plantea el siguiente contraste de especificacion:

HO : f = ¢7
Hl : f ?é ¢7
donde ¢ es la funcion de densidad de una N(0,1).

En este ejemplo se estudian tres alternativas diferentes para ilustrar como se comporta el test.
En el escenario A los datos se generaron de una mixtura de distribuciones normales N (-1,0.5),
N(0,0.2) y N(1,0.5) con probabilidades 0.4,0.2 y 0.4, respectivamente; en el escenario B de una
N(0,1.2) y en el escenario C de una N(0.2,1). En la Figura 1.8 se representan las funciones de
distribucién y de densidad de la hipétesis nula junto a las de las hipotesis alternativas. Para la
estimacion de la densidad se ha usado un kernel gaussiano y la ventana seleccionada por la regla
del dedo |25, Subseccion 3.4.2]. El codigo de R utilizado esta en el Anexo 1.3.

En la Tabla 1.7 se recogen las proporciones de rechazo bajo la hipotesis nula (que estan
cerca del valor deseado de 0.05, por lo que el contraste esta bien calibrado) y bajo las distintas
alternativas (que se van acercando a 1 segiin aumenta el tamafio de las muestras, por lo que el

contraste es consistente bajo todas las alternativas) para varios tamanos muestrales.

Tamanio | Prop. rechazos | Proporciéon de rechazos bajo la alternativa
muestral n bajo Hy Escenario A | Escenario B | Escenario C
100 0.038 0.459 0.450 0.268
200 0.047 0.711 0.674 0.479
300 0.047 0.892 0.886 0.626
400 0.057 0.960 0.957 0.801
500 0.048 0.983 0.977 0.863
600 0.058 0.994 0.995 0.925
700 0.056 0.999 0.997 0.956
800 0.044 1 1 0.968

Tabla 1.7: Resultados obtenidos para un nivel de significaciéon de 0.05 y M=1000 muestras usando

el método de Montecarlo.
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Figura 1.8: Comparaciéon de la hipdtesis nula y la alternativa en cada escenario.



Capitulo 2

Introducciéon al Analisis de

Supervivencia

2.1. Introduccién

El término anélisis de supervivencia se refiere al estudio de datos que miden el tiempo que
pasa hasta que ocurre un evento. Este evento puede ser la muerte, la aparicién de un tumor, el
desarrollo de una enfermedad, el fallo de una maquina. .. O puede ser un evento positivo, como
la remisién de una enfermedad tras un tratamiento, el abandono del tabaco... A la variable de
interés se le suele llamar tiempo de vida, tiempo de supervivencia o tiempo de fallo dependiendo

del contexto, y al evento de interés, muerte o fallo.

El tiempo de vida serd una variable aleatoria real unidimensional no negativa X, que en
este trabajo se considerard continua. Para estudiar esta variable se podria usar la funcién de
densidad f(z), que se interpreta como la probabilidad relativa de que el evento de interés ocurra
en el instante z > 0, o la de distribucion F(z), que representa la probabilidad de que el evento
de interés suceda en el instante x o antes. Sin embargo, en el anélisis de supervivencia resulta

interesante trabajar también con otras funciones relacionadas.

2.2. Funciones de interés

Algunas de las funciones mas importantes que caracterizan la distribuciéon de X son la funcion
de supervivencia, que expresa la probabilidad de que un individuo sobreviva més alla del tiempo
x; la funcién de riesgo, que indica la probabilidad de que un individuo que ha sobrevivido hasta

el tiempo x experimente el evento de interés en el instante siguiente; y la funcién de riesgo

23
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acumulado, que representa la cantidad total de riesgo acumulado hasta el tiempo z (es como

sumar todos los riesgos instantaneos desde el inicio hasta ese momento).

Definiciéon 2.1. |15, Seccion 2.2] La funciéon de supervivencia se define como

S(z) :=P(X > x).

S(z) es el complemento de la funcion de distribucion, S(z) = 1 — F(z), por lo que es una
funcion continua, monotona decreciente y se tiene que S(0) = 1y lim S(¢f) = 0. También se
T—00

puede obtener integrando la funcién de densidad:

S(z) =P(X >z) = /OO f(s)ds,

y entonces
f@) = —5'(2). 1)
Definicién 2.2. [15, Seccion 2.3| La funcion de riesgo, o razon de fallo, es

Plxa <X <z+Az|X >x)

O
Se tiene que
ha) = ) = = 4 log S(a)l, 2:2)

por tanto,

S(x) :exp{—/oxh(s) ds}.

Definicion 2.3. [15, Seccion 2.3 Se llama funcion de riesgo acumulado, o razon de fallo acumu-

lada, a

De esta manera, H(z) = —log S(z) y S(z) = e H®),

Ejemplo 2.4. En la Figura 2.1 se representan las funciones comentadas para el caso en el que
X sigue una distribucién exponencial de parametro 2, esto es, F(x) = 1 — e~ 2%, Se tiene que
S(z)=1-F(z) =e 2, f(x) = F'(z) =272, h(z) = f(x)/S(x) =2y H(z) = —log S(x) =
2z. Se puede interpretar del siguiente modo: como el riesgo instantdneo h(x) es constante, el
riesgo acumulado H (x) crece linealmente y por tanto la supervivencia S(z) tiene un decaimiento

exponencial.
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2.3. Modelos paramétricos notables

Aunque a menudo se usaran modelos no paramétricos o semiparamétricos, es apropiado
comentar también los modelos paramétricos, que son més comunes. Estos modelos son muy
populares en el anélisis de supervivencia y ayudan a entender la naturaleza de los pardmetros y
funciones utilizadas, en especial la funcién de riesgo. Algunos modelos paramétricos importantes
son las distribuciones exponencial, Weibull, gamma, gamma generalizada, normal logaritmica y
logistica logaritmica. A continuacién se expondrin algunas propiedades de estas distribuciones,

empezando por la més utilizada histéricamente:

= Exponencial. Su funcién de supervivencia es
S(x) = e, (2.3)

donde A > 0, > 0 y su funcién de densidad es f(x) = Ae™**. Se caracteriza por una
funcién de riesgo constante

h(z) = A, (2.4)
debida a que la distribucién exponencial "no tiene memoria", esto es,
PX>z+z2|X >2)=P(X >ux),

lo que facilita los calculos a la vez que puede ser poco realista en algunos contextos. Ademas,
H(z) = Az y tanto la media como la desviacion tipica de la distribuciéon exponencial valen

1/A. La interpretacion de este modelo se vio en el ejemplo 2.4.

A continuaciéon se comentan otras dos distribuciones, la Weibull y la gamma, que generali-
zan la exponencial. Otras propiedades de la exponencial vendran dadas implicitamente de

las de estas distribuciones.

Az para x> 0. A > 0 es un parametro

» Weibull. Su funcion de supervivencia es S(z) = e~
de escala, y a > 0 es un pardmetro de forma que cuando vale 1 da lugar a la distribucion

exponencial.

La distribuciéon Weibull generaliza la exponencial anadiendo un segundo parametro, o, que
permite modelar tasas de riesgo crecientes (o > 1) o decrecientes (o < 1), lo que la hace
notablemente més flexible y permite su aplicaciéon a contextos en los que el riesgo cambia
con el tiempo (fallos mecénicos, evoluciéon de enfermedades...). Este hecho, junto con la
a—le—Ax

. . . . . . {e} .
relativa sencillez de sus funciones de supervivencia, densidad f(z) = \ax y riesgo

h(x) = Aax®~! han hecho que sea un modelo paramétrico muy popular.
El momento de orden r de la distribucion Weibull es [I'(1 + g)]/\*r/ @, por lo que la media
y la varianza son [['(1+ é)])\_l/o‘ y{I(1+2)—[[(1+ é)]Q})\_Q/O‘, respectivamente, donde

INa) = fooo u®"te~% du es la funcién gamma.
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= Gamma. Su funciéon de densidad viene dada por

Aﬁxﬁ—le—)\m

f@) = =

donde A > 0, 8 >0, = > 0y I'(8) es la funciéon gamma. Por razones similares a las

expuestas en el caso de la distribucion Weibull, A es un pardmetro de escala y 3, de forma.

La distribucién gamma generaliza la exponencial anadiendo un segundo parametro, 5. Se
puede entender la gamma como una suma de 8 exponenciales independientes con el mismo
parametro A. Trivialmente, cuando 8 = 1 se reduce a un modelo exponencial. También
permite modelar variables en las que el riesgo varia con el tiempo (la funciéon de riesgo
es incluso mas flexible que para la Weibull), pero con la desventaja de que no tiene una
expresion cerrada. Este tipo de modelos es adecuado para situaciones en las que el tiempo
hasta un evento se puede modelar como la suma de otros tiempos positivos (por ejemplo,

el tiempo hasta la falla de un sistema compuesto por varias partes).

La funciéon de supervivencia y la funcién de riesgo se pueden obtener a partir de la densidad
usando las relaciones expuestas en las ecuaciones (2.1) y (2.2). La funciéon de riesgo es
mondétona creciente si § > 1, con h(0) = 0; y monotona decreciente si 5 < 1, con ilg{l) h(z) =
oo. En cualquier caso, se acerca a A a medida que va creciendo ¢t. Cuando 3 = 1 se obtiene
la distribucién exponencial, por lo que la funcién de riesgo sera constante. Todo esto se

puede ver en la Figura 2.2.
La media y la varianza de la distribucién gamma son /Xy 3/A?, respectivamente.
Tanto la Weibull como la gamma son generalizaciones de la exponencial. Si se introducen

ambas generalizaciones simultaneamente se obtiene el modelo siguiente.

= Gamma generalizada. La distribucién gamma generalizada se obtiene introduciendo un
pardmetro adicional a que permite mayor flexibilidad a la hora de escoger una funcién de

riesgo. Este modelo tiene funcién de densidad
a P poh—1g—Az®
I'(8)

Esta distribucién se reduce a la exponencial cuando o« = 8 = 1, a la Weibull cuando g =1,

fz) =

a la gamma cuando o = 1 y se acerca a la normal logaritmica cuando 8 — oo. Es una

distribucién muy ttil para la especificacion de modelos.

= Normal logaritmica. Se dice que una variable aleatoria X sigue la distribuciéon normal loga-
ritmica o log-normal si su logaritmo Y = log X sigue una distribucién normal. Del mismo
modo que la distribucién normal, la distribucién normal logaritmica queda completamen-

te especificada dados dos parametros u y o, la media y la varianza de Y. Su funcién de
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Figura 2.2: Funcion de riesgo de la distribucion Gamma(1, 5) dependiendo del valor de 3, cuando

B =1 se corresponde con una Exp(1).

supervivencia viene dada por

g

logx —
S(x):1_¢<H>,
donde ® es la funciéon de distribucién de una variable normal esténdar.
La media viene dada por ehto?/2 y la varianza por (602 — 1)e2ute 2
Este modelo es adecuado cuando los datos presentan colas largas.
= Logistica logaritmica. Se dice que una variable X sigue una distribucion log-logistica o
logistica logaritmica si su logaritmo Y = log X sigue una distribucién logistica. La funcién

de supervivencia de la distribucion log-logistica se puede escribir de forma relativamente

sencilla:
1

Sx)=———
(z) 1+ Az’
donde o = % >0y N=e Mo,

La media y la varianza de X vienen dadas por

m
aX/sen(w/a)

E[X] = , sia>1
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2w
Var(X) = —E[Y]? sia>2.
ar(X) a2/ sen(27 /) YT, sia

Esta distribucion es tutil en modelos con riesgo no mondétono.

2.4. Censura

A menudo, los tiempos de vida no son observables en todos los individuos de una muestra:
puede suceder que el seguimiento se detenga antes de que se produzca el evento de interés
para un sujeto o que este experimente otro tipo de evento que compite con el de interés e
impide su observacién. Por ejemplo, en el seguimiento de tiempos de supervivencia para una
determinada enfermedad, es posible que al término del estudio algunos de los pacientes seguidos
hayan sobrevivido, o puede ser que algunos hayan muerto por otras causas o incluso que hayan
dejado de acudir a las citas. Las observaciones correspondientes a estos pacientes serian entonces
observaciones censuradas. Este tipo de dificultades en la observacién complican el anélisis y
requieren de un tratamiento estadistico especifico. Para ello se introduce la variable aleatoria

tiempo de censura, C', que también sera real unidimensional, no negativa y continua.

Hay varios tipos de censura: por la derecha, por la izquierda o en un intervalo. Para lidiar
adecuadamente con la censura en el analisis, se debe tener en cuenta la forma en la que se

obtuvieron los datos. La censura por la derecha puede ser de los siguientes tipos:

= Tipo I. El evento sblo se observa si sucede antes de un tiempo preestablecido, que puede

variar dependiendo del individuo.

= Tipo II. El estudio contintia hasta que han alcanzado el evento de interés los primeros r

individuos, donde r < n es algin entero fijado con antelacion.

= Aleatoria. Este tipo de censura puede producirse cuando se estudia un evento de interés y
algunos individuos experimentan otro evento que los lleva a ser eliminados del estudio. En
estos casos, el evento de interés no es observable para los individuos que experimentan el
evento competidor, y sus tiempos de vida son censurados aleatoriamente por la derecha en

ese instante.

Este trabajo se centra en la censura aleatoria por la derecha. Ademas, se asume que la censura
es no informativa, esto es, el conocimiento del tiempo de censura para un individuo no aporta
informacién sobre su supervivencia si hubiese continuado en el estudio: el tiempo del evento de
interés y el tiempo de censura son independientes. Algunos ejemplos donde estos tiempos pueden

ser independientes son muertes accidentales, emigracién, etc.
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En la censura aleatoria por la derecha, es conveniente usar la siguiente notacion: para cada
individuo ¢ estudiado, se asume que hay un tiempo de vida X; y un tiempo de censura Cj;. El
tiempo de vida X; del individuo se conocera si, y s6lo si, X; es menor o igual a su tiempo de
censura C;. En otro caso, el tiempo de vida del individuo queda censurado en C;. Los datos
de este experimento se pueden representar por pares de variables aleatorias (7},6;), donde §; =

I(XZ < Cz) y Tz = ml’n(XZ-, Cz)

En la Figura 2.3 aparece una representaciéon tipica de una muestra con censura aleatoria por
la derecha, en la que los circulos blancos representan tiempos de censura y las cruces, tiempos

de vida.

Pacientes

Tiempo (en afios)

Figura 2.3: Ejemplo de representacion grafica de una muestra censurada aleatoriamente por la
derecha. Para los pacientes 1, 2 y 5 se representa el tiempo hasta el evento de interés (obser-
vaciones completas), mientras que para los pacientes 3, 4 y 6 se representa el tiempo hasta la

censura (observaciones censuradas).



Capitulo 3

Contrastes de especificaciéon con datos
censurados basados en la funcion de

distribucioén

3.1. Introducciéon

En este capitulo y en el siguiente se adaptaran las ideas presentadas para datos completos al
caso de censura aleatoria por la derecha. Esto requiere modificar los estimadores de las funciones

de distribucién y densidad, lo que afecta a la construccion y a las propiedades de los estadisticos.

En las siguientes dos secciones se vera céomo se puede estimar la funcién de distribucién en
el contexto de censura aleatoria por la derecha. Se recuerda que en este contexto existe una
variable aleatoria de interés X y otra variable aleatoria C' que puede censurar las observaciones
de la primera. Ambas son variables aleatorias reales unidimensionales, continuas y no negativas.
Se denotaran por F' y G a las funciones de distribucion y por f y ¢ a las funciones de densidad
de X y C, respectivamente. Se trabajara a partir de una muestra aleatoria simple obtenida bajo

censura aleatoria por la derecha {(T;,9;)}! ; de los pares (T, ¢), donde
T=min{X,C}yd=I1(X<C).

Ademas, X y C seran independientes.
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32 distribucion

3.2. Estimacién no paramétrica de la distribucién bajo censura

aleatoria por la derecha

El estimador més comin de la funcién de supervivencia de la variable de interés X para
datos con censura aleatoria por la derecha es el conocido como estimador limite-producto y fue
propuesto por Kaplan y Meier en 1958 (|14]). Para poder definir este estimador es necesario
ordenar los n tiempos observados, sin tener en cuenta si son tiempos de vida o de censura:

0 <T{1) <Tg) <...<T) De este modo,

1 510 <z < Tpy),

Sn(z) = n—i \% |
H <ni+1> S1 T(l)SJUST(n)

Si el mayor tiempo observado se corresponde a un tiempo de vida, la curva de supervivencia
estimada vale cero a partir de este punto. Por otro lado, si T(,,) es un tiempo de censura, el valor
de S, () a partir de este punto no esta determinado porque no se sabe cuanto habria sobrevivido

el ultimo individuo si no hubiese sido censurado.

Se han propuesto diferentes alternativas no paramétricas para lidiar con esta ambigiiedad.
Por un lado, Efron ([10]) propuso tomar Sn(:v) = 0 para > T,), lo que se corresponde con
asumir o forzar que la tltima observacion 7(,) es un tiempo de fallo. Por otro aldo, Gill ([13,
Seccion 3.2|) propuso tomar S, (z) = S’n(T(n)) para x > T{,), lo que se corresponde con asumir
que el individuo cuyo tiempo de vida queda censurado en T{,) no muere nunca, y lleva a un
estimador con sesgo. Estas dos técnicas se corresponden con las dos situaciones més extremas
que se pueden dar, también existen otras opciones intermedias que utilizan modelos paramétricos

para completar las colas. En lo que sigue se usara la version de Efron.

El estimador de la funcion de distribucién que se obtiene usando este método es
Ep(x) =1— S, (), (3.1)

que coincide con la funcién de distribucién empirica Fj, en caso de que no haya censura. También
se puede usar el estimador de Kaplan-Meier para estimar la funcion de riesgo acumulada H(x) =
— In[S()], siendo el estimador H,(z) = — In[S,(x)].

Observacion 3.1. Para diferenciar los estimadores de la funcion de distribucion para datos com-

pletos y para datos censurados, en este trabajo se denota por F;, al primero y por F, al segundo.

La varianza de este estimador se puede estimar con la formula de Greenwood ([14]):

Var[Su(z)] = Sn(x)? > (n_i)(s—wl)'




3.3. Estimacion paramétrica de la distribucién bajo censura aleatoria por la derecB3

En caso de que no haya observaciones censuradas, queda una expresion analoga a la de la varianza

de la funcién de distribucién empirica:

Var[8,(z)] =

Teorema 3.2. ([28/, Sobre la consistencia uniforme del estimador de Kaplan-Meier). Se tiene
que
sup | Fy(x) — F(z)] <20

O0<z<7H
si F(tg) =1 o G(ty) < 1, donde H es la funcion de distribucion de T'= min{X,C} y 7q =
inf{t: H(t) =1}.

3.3. Estimacién paramétrica de la distribuciéon bajo censura alea-

toria por la derecha

Se empezara por obtener la funcién de verosimilitud de la variable de interés, X, para una

muestra con censura aleatoria por la derecha, {(7j,d;) }" .

Se recuerda que, en caso de que no haya censura, se dispone de una muestra de n observaciones

i. i. d. de los tiempo de supervivencia, {X;}" ;, y la funcién de verosimilitud tiene la forma

Para tener en cuenta la censura, que se produce cuando X; es mayor que Cj, habria que
sustituir los factores f(T;) correspondientes a observaciones censuradas (que representan la pro-
babilidad relativa de que la variable aleatoria X valga T;) por S(7;) (que es la probabilidad de
que la variable aleatoria X sea mayor que T;) (|21, Seccion 2.6]). De este modo, quedaria

n

Ly =[] F(T)%S(T) % = 1:[1 ( f;g;

i=1 ¢

05
) s =TIy s),

i=1

donde la tercera igualdad se obtiene de la ecuacion (2.2).

Si se intenta obtener una funcién de distribucién que maximice la verosimilitud sin imponer
ningin modelo paramétrico, se llega a la misma expresiéon que proporciona el estimador de
Kaplan-Meier (pues tiene saltos en las observaciones de la variable de interés y no los tiene en
los tiempos de censura). Si se impone un modelo paramétrico (indexado por un parametro 6
perteneciente a un espacio paramétrico 0), la expresion resultante es

n

L (0) = [ [ fo(T0)* So(T3)' =% = T ] ho(T3)% So(Ts). (32)
=1

=1
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Se trata de encontrar el valor de € © que maximiza esta funcion, que seré el estimador de

maxima verosimilitud del parametro.

En el caso de la distribucién exponencial, que es una de las més sencillas, sustituyendo en la

expresion (3.2) las funciones vistas en las ecuaciones (2.3) y (2.4), queda
n
Ln(>\) — H)\éief)\Ti — )\(ZLl 51)67/\(217-;1 Ti) — Adef)\V7
1=1

donde d = Y"1 | d; es el ntimero de observaciones sin censura y V =", T; es la suma de todos
los tiempos observados. El estimador se obtiene maximizando la verosimilitud tal y como sucede
en ausencia de censura
A = argmax Ly, ()
A>0

Para ello es méas facil trabajar con el logaritmo de la verosimilitud, que al ser una funcién

monodtona creciente alcanzara el méximo en el mismo punto que la funcién de verosimilitud.

I(X) =log L, (\) = dlog(A\) — AV
d

'N)=~-V
=5
El méximo se alcanza en el punto en el que se anula la derivada,
< d
A= —
Vv )

y se comprueba que efectivamente se trata de un maximo analizando el valor de la segunda

derivada en \ = %

d gd. V2
e ==y

() = - =

< 0.

Se tiene que el estimador de méaxima verosimilitud del pardmetro de una distribucién expo-

nencial para una muestra con censura aleatoria por la derecha es

S\_i_ Z?:ldi
VoOXLT

Para otras distribuciones, las cuentas pueden no ser tan sencillas y la estimacién del parametro

puede requerir recurrir a métodos numéricos.

3.4. Contrastes basados en la funcién de distribucién bajo cen-

sura aleatoria por la derecha

En la Seccién 1.3, se estudiaron varios tipos de estadisticos para contrastar hipétesis nulas

simples y compuestas acerca de la funcion de distribucion de una variable aleatoria de la que se
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disponia de una muestra aleatoria simple de datos completos. Ahora se tratara de ver como se
puede llevar a cabo ese mismo estudio a partir de una muestra de datos incompletos, con censura

aleatoria por la derecha.
Empezando por la hipotesis nula simple

Hy: F = Fy,
H, : F +# Fy,

se utilizard como criterio para decidir si se rechaza o no la hipétesis nula la discrepancia entre
la funcién de distribuciéon propuesta en la hipétesis nula, Fp, y la estimaciéon no paramétrica
de la distribucién calculada sobre la muestra censurada usando el estimador limite-producto,
F}, (definido en la ecuacion (3.1)). Igual que en el caso de datos completos, dependiendo de la

distancia usada para medir la discrepancia se obtendran distintos estadisticos de contraste ([23]):

= Estadistico de tipo Kolmogorov-Smirnov para la distancia del supremo
Dig = sup |Fy(z) — Fo()].
>0
= Estadistico de tipo Cramér-von Mises para la distancia cuadratica
C ® 2 2
Db = [ (Fulo) = Fo(a)? dFofo).
0

= Estadistico de tipo Anderson-Darling para la distancia cuadratica ponderada enfatizando

o[ (Fale) — Faf0))?
Dy = | o) (1= Fola)) 1)

las colas

Estos estadisticos coinciden con los planteados para datos completos si la muestra no tiene
observaciones censuradas, también son de distribucién libre y se pueden calcular facilmente a

partir de una muestra con las siguientes formulas ([23],[9]):

25221

Df¢s = méx { méix | P (T}y) — Fo(Tjy )|, méx | Fy(Tj;) - Fn(T[il])\} :

]
eQ Q
g

\

w
+
Q
——

Fn(T[iq]) [Fo(Ty) — Fo(Ty—))] -

;>
o
|
|
S
=
+
S
s
|
——
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donde d = 37" | 6; es el nimero de observaciones no censuradas, T - - - » Tig) son las observacio-
nes no censuradas ordenadas, Tjg) = 0 y el estimador limite-producto F, se calcula utilizando la
correccion de Efron del estimador de Kaplan-Meier introducida en la Seccion 3.2. Su distribucion
bajo la hipoétesis nula depende de la distribucion de la variable aleatoria C, que es desconocida.
Los valores criticos tendran que obtenerse por simulaciéon, por ejemplo usando el método de

Montecarlo.

Si la hipotesis nula es compuesta,
Hy: F e {F9,¢9 S @},

Hy:F ¢ {Fy,0c 0},

se estudia la discrepancia entre F), y Fj, siendo 6 el estimador de méxima verosimilitud de 6,
cuya obtencion para muestras con censura se vio en la Seccion 3.3. De este modo, los distintos
estadisticos tendrian la misma forma que los propuestos en la hipotesis nula simple sustituyendo

Fo por Fy:
Ds = sup [F(a) — Fy(a)
>0

D&Mzéﬂﬂwwﬁmm%&m

o [ ) - B@)?
D50 = || Fytali = fyiey 25

Para aproximar los valores criticos y p-valores de estos contrastes también se puede usar un
bootstrap con algunas modificaciones, pues habra que estimar la distribucién de los tiempos de
censura, G, para poder generar nuevas muestras como la estudiada (|7]). Para ello se puede usar
una estimacién obtenida a partir de la de Kaplan-Meier, invirtiendo los papeles que juegan las
variables aleatorias. Asi, la modificacién propuesta para estimar la funciéon de distribucién de la

variable C es:

1, SiO§C<T(1),

1—Gn(c) = n—i+1\"7% (3.3)
H (TL—Z—I—Q) 5 S1 T(l)SCST(n),

donde T{yy < ... < T, son los tiempos observados ordenados.



Capitulo 4

Contrastes de especificaciéon con datos

censurados basados en la funcion de
densidad

4.1. Introduccion

A continuacion se trataré la estimacién no paramétrica de la funciéon de densidad para datos
con censura aleatoria por la derecha y se plantearan algunos contrastes de especificacién basados
en esa estimacion. Ademés de adaptar los contrastes vistos en la Seccion 1.4, se introducird un
nuevo tipo de contraste basado en la funciéon de distribucién que usa una estimaciéon suavizada
de la misma aprovechando el hecho de que existe funcién de densidad al ser la variable aleatoria

de interés X continua.

4.2. Estimaciéon de la densidad bajo censura aleatoria por la de-

recha

De nuevo, se trabaja a partir de una muestra censurada aleatoriamente por la derecha, como
se explicd en la Secciéon 3.1. En la Secciéon 3.2 se introdujo el estimador de Kaplan-Meier de la
funcién de supervivencia, a partir del cual se obtenia el estimador limite-producto de la funcién
de distribucion F), (3.1).

En el caso de datos completos, la funcién de densidad se estimaba utilizando la metodologia

kernel no paramétrica tal y como se introdujo en la Subseccién 1.4.1. Para datos con censura

37
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aleatoria por la derecha, se sustituird la funcién de distribucién empirica F,, por el estimador
limite-producto de la distribucién F, en la definicion del estimador kernel de la densidad para
datos completos, obteniendo el siguiente estimador no paramétrico de la densidad bajo censura

aleatoria por la derecha [8, Seccion 1|:
~ oo A
fun) = [ Ko~ u)aF ),

que coincidirfa con f, j(z) si no hubiese censura. Del mismo modo que en la estimacion para

datos completos, h > 0 es el parametro ventana y el K es la funcién kernel.

Observacion 4.1. Para diferenciar los estimadores de la funcién de densidad para datos completos

y para datos censurados, en este trabajo se denota por f, 5 al primero y por fn’h al segundo.

4.3. Contrastes basados en la funcién de densidad bajo censura

aleatoria por la derecha

Los contrastes sobre la funcion de densidad tendran que centrarse en medir la discrepancia
entre cierta funciéon de densidad bajo la hipotesis nula fy y la estimacion obtenida a partir de
la muestra fn,h. En el caso de datos completos, el estadistico de Bickel y Rosenblatt (expresion
(1.2)) utilizaba la distancia de L? para medir la discrepancia entre fo y f,, por tanto resulta
natural tratar de plantear un estadistico anélogo para datos con censura aleatoria por la derecha
que mida una discrepancia cuadrética entre fy y fn,h- En el siguiente teorema se estudia la

distribucién asintotica de
TF, R 2
L= [ (Fas@) = @) dua)

donde u(x) es una funciéon de pesos que tendra que cumplir ciertas condiciones explicadas en el
enunciado y 7, = inf{x : Fy(x) = 1} (para otras funciones también se denotara de esta forma).
A continuacién se propondra un caso particular de p(z) cumpliendo las hipotesis del teorema y
para la cual I,, puede ser evaluada sobre una muestra de datos censurados, proporcionando asi

un estadistico de contraste.
Teorema 4.2. [8, Seccion 1, Teorema 3] Si f = fo, se tiene que
(ho?(7r,)) Y2 (nhI, — ma(1R,)) > N(0,1)

si se cumplen las siguientes hipdtesis sobre la funcion kernel, las funciones de distribucion y

densidad de Y y C y el pardmetro ventana:

» K estd acotada, tiene soporte compacto, [ K(t)dt =1, [ K*(t)dt > 0, [|t|d|K(t)| < o0
y [tK(t)dt = 0.
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u TR)S’ﬁi;
1— Fy(t))?
h’msupw < 00 para cierto 0 < B < 1, (4.1)
t—)TFO 1-— G(t)
fo estd acotada en [0,7f,) y es mondtona en un entorno de Tr,, sup g(c) < oo,
0<C<7’F0

fo(=)

S < o0 para todo T < TR,, sup |fi(x)] <ooy
o\r

0<IE<TFO

sup
O<a<T

du(z) = w(z)dx, donde w(z) >0 es continua en [0, Tg,)
(4.2)

y existe € > 0 tal que lim sup < 00.

emrp (1= G(0))*

= h—0, nh4—>oo,nh5—>0y"&_1/2—>0 ara algin k> 5.
R p g Bl

Los coeficientes normalizantes vienen dados por:
Fal@) = 3 [ K (55*) dFo(w),
D= (fK*(t)dt)"?,
[(t) = (1= G(t) > (fot)'/?,
(i) = [ Jo (L) D+ (nh)2 [fult) = fo(D)])

2 w(t)p(x) dt da,

n(t) = Lo,

[ Jera-pw)
-exp {_2(1—1772(10) (22 — 2zyn(u) + y2)} dx dy — 1} du,

—U1fo (1-G@#)2f2(t)w? dt(fK2 du).
Observacion 4.3. Las condiciones sobre la funcion kernel se cumplen para una funciéon de densidad
acotada con soporte compacto y media 0 (por ejemplo, el kernel de Epanechnikov).

Observacion 4.4. |8, Seccion 1, observacion 1| Si 7m, < 7¢, la condiciéon (4.1) se cumple para

B =0y se puede tomar w(c) =1 — G(c) en la condicion (4.2), quedando

a%wzﬁéwﬁmm(/ﬁwmﬁi

que ya no depende de la funcion desconocida G(c). Ademas, si se cumple que

/TH(1 —G(s)) dFy(s) < oo s Fy(ra) < 1

—0o0

(1 — Fy(s))? = O(1 — G(s)) cuando s — 7 para cierto 0 < § <1 si Fy(rg) = 1,
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entonces se puede estimar G a partir de la muestra por su estimador limite-producto G presen-
tado en la expresion (3.3) y usar w(c) = 1 — Gy (c) en vez de w(c) = 1 — G(c) en la definicion de

I, por lo que la expresion resultante se puede evaluar sobre una muestra censurada.

De este modo, podria usarse como estadistico de contraste

L= [ (uata) = fole) " (1= Gulo)) d

4.4. FEstimacion continua de la distribucion

Hasta ahora se han utilizado funciones escalonadas para estimar la distribucién, sin tener en
cuenta si la variable aleatoria estudiada era continua o discreta. En el caso de que sea continua,
existe una funcion de densidad asociada f(z) tal que F(z f f(u) du. Esto puede aprove-
charse para construir un nuevo estimador no parametrlco de la distribucién que sea continuo
y que se obtendra integrando un estimador no paramétrico de la densidad como los planteados

anteriormente.

Para datos completos, si se dispone de una muestra aleatoria simple X1, ..., X,, quedaria

o[ LSS e ()

donde W(s) = [*_ K(u
Proposicion 4.5. [22, Seccion 2] Si K(x) es una funcion de densidad acotada cumpliendo que

|l|1’rn 2K (z)] = 0 y h =25 0, entonces F,(x) es un estimador consistente de F(z), por ser
Tr|—0o0

asintoticamente insesgado y con

Flz) (1= F(z))

Var(Fy(z)) = -

Por otro lado, para datos con censura aleatoria por la derecha el estimador se calcula de la

siguiente forma [3]:
n

E(@Ziél_gm)w(x;Ti).

En la practica la funcién G es desconocida, por lo que no sera posible evaluar esta expresion,

pero se puede usar el estimador limite-producto G, dado en la expresion (3.3). De este modo, se
llega a la siguiente expresiéon para un estimador continuo de la funcién de distribucion, que si se

puede usar en la practica:
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Observacion 4.6. Para distinguir el estimador que usa la verdadera funcién de distribuciéon G del
que usa su estimador limite-producto én, en este trabajo se denota por F al primero y por F,

al segundo.

En lo que sigue se utiliza la siguiente notacion:

i (K) = /uiK(u) du, i =0,1,2, (4.4)

que es el momento de orden ¢ del kernel K y
R(K) = / K?%(u) du. (4.5)
Se enumeran algunas hipdtesis sobre F', G y K [3].

s F(x) es dos veces derivable y F”(z) esta acotada y es uniformemente continua.

» Para | = 0,1,2, la [—ésima derivada de K, K, esta acotada y la integral de su valor

absoluto es finita con momento de orden dos finito.

= R(K) es finito y po(K) =1, pi(K) =0, pa(K) < oo.

W(h~'(y — x))
(1= F(y)(1 - Gy)

esté unifor-

= Existe un A lo suficientemente pequeno como para que

memente acotado para |y — z| > M, para todo M > 0.

Observacion 4.7. La segunda condiciéon implica que W (s) esta acotada y la tercera, en concreto

la parte de po(K) = 1, implica que lim W(s) =0y lim W(s) = 1. Casi todos los kernels
§——00 s—+00

utilizados frecuentemente satisfacen las tres primeras condiciones y todos los de soporte compacto

verifican la cuarta.

A continuacion, se presentan algunos resultados sobre el estimador F',, para el caso en el que

se verifican las hip6tesis enunciadas.

Teorema 4.8. [3] (Sobre las propiedades asintdticas de F(z)). Si se cumplen las hipétesis ante-

riores y h — 0 cuando n — oo se tiene que:

~ 2
E[F(2)] ~ F(x) = F'(2) 2 () 4 o(1?),
e v u — F(x))? x
Var(F(z)) = 111/0 1—f(qu) du — u Z( )" % 0 ;f(Clzm) /uK(u)W(u) du+ O(h*n™1).

Teorema 4.9. [3] (Sobre la normalidad asintdtica de F(x)). Bajo las hipdtesis anteriores, si

nh — 0o y h — 0 cuando n — oo, entonces

~

Var(F(z)-\(F(z) — E[F(2)]) % N(0,1).
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Teorema 4.10. [3] (Sobre la consistencia de F(z)). Sea 7 = sup{z : F(z) < 1 — €} para un

€ > 0 pequeno. Bajo las hipdtesis anteriores se cumple que:

sup |EF(x) — F(z)| = Op(h? + n~V2).

0<z<T

Observacion 4.11. |3] Por la convergencia uniforme del estimador de Kaplan-Meier a la verdadera

funcién de supervivencia, se tiene que

~ ~

Fp(z) = F(m) + Op(nil/z)a

~

con lo que F(x) y F,(z) son equivalentes asintéticamente.

La notacion X;, = Op(br), X5 = op(by,) tiene un significado analogo al de a,, = O(by,), a, =
o(by,) pero se usa para sucesiones de variables aleatorias en vez de sucesiones de niimeros reales

y expresa convergencia en probabilidad. Se define rigurosamente en el apéndice I.1.

Corolario 4.12. /3] Por lo visto en la observacion 4.11, y usando el teorema de Slutsky, se tiene

que los teoremas enunciados para F(x) también se cumplen para F,(z).

4.5. Contrastes sobre la funcién de distribucién usando una esti-

maciéon continua bajo censura aleatoria por la derecha

En esta seccién se supone que se siguen cumpliendo las hipétesis enunciadas en la seccién
anterior. Con el objetivo de obtener un contraste de especificacion sobre la funcién de distri-
bucién usando el estimador continuo de la misma que se acaba de introducir, se estudiaran las

propiedades de la distancia cuadratica entre F y F:

In = / (fANV(:C) - F(a?))2 dx.

Sean k = pa(K)/2 (donde po(K) se defini6 en la ecuacion (4.4)), B(u) = /W(s)W(s—l—u) ds

(W se defini6 en la ecuacion (4.3)),

nh=3/? si nh® — 0,
d(n) = n'?h=3  sinh® = o,

n3/? si nh® — 0 #£0,

y sea Z una distribuciéon normal estandar.
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Teorema 4.13. [4] (Sobre la distribucion asintdtica de J,) Bajo las hipdtesis enunciadas en la

seccion anterior, st nh — oo y h — 0 cuando n — oo, entonces

226,72 si nh® = 0,
d(n)(J, —E[J,]) S { 2koy 2 si nh?® — oo,
(21/2«91/201 + 20koy)Z  si nh® = 0,

donde 0 < 0 < 00 y

o2 = < / F"(s)Qlf(é)(s) ds> R(B(s)) — / F(2)2F () da,

donde R se definié en la ecuacion (4.5).

Observacion 4.14. La distancia cuadratica J, se puede descomponer de la siguiente formas

) dz

r( )| +E [Fa)] - F(x))2 dx

[ﬁ@)DQ dz +/ (B [F@)] - F(x)>2 dx
[E(@D ( [fﬁ(x)] ~ F(z)) do

1’

~—

_l’_

/ (Pl
y se tiene que

donde el primer sumando viene de I y el segundo de f3, siendo estos el primer y el tercer su-
mando de la descomposicion de J,, de la ecuacion (4.6). Se aprecia claramente que la distribucion

asintotica de J, depende del pardmetro ventana h:

Si nh3 — 0, se esta aplicando poco suavizado y I; domina a I 3, por lo que el comportamiento

asintotico de J, viene de I7.

Si se suaviza demasiado, esto es, nh® — 0o, entonces I; es asintoticamente despreciable en
comparacion con I3. Luego la distribucion asintotica de J, centrado y escalado se determina a

partir del término Is.

Por tltimo, para un suavizado éptimo, que se da cuando nh® — 6, ninguno de los términos es
asintoticamente dominante pues ambos tienen la misma magnitud. En este caso, la distribucion

limite de J,, centrado y escalado seré la suma de las distribuciones de los dos términos comentados.
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Haciendo uso del teorema 4.13, se puede plantear un contraste de especificacién para una

hipotesis nula simple de la forma

Hy : F(z) = Fy(x),
H, : F(z) # Fo(x).

Siguiendo el corolario 4.12 y el teorema 4.13, bajo Hy se obtiene el estadistico de contraste
T,, sustituyendo F(t) por F,(t) y F(t) por Fy(t) en la expresion de .J,. Ademas, centrandolo y

escalandolo se llega a

donde

o2 =n"" (hR(W) 1f(2(t) dt — h? U / K(s)K(s+v)ds dv] /F(t)F(t + hv) dt> .

Asi, se tiene que
Tns/\/Var(T,«) — N(0,1),

donde
(2Y261)2 si nh3 — 0,

Var(Tos) = < (2koy)? si nh® — oo,
(212026, 4+ 20"%koy)?  sink® — 6.

De este modo, para un nivel de significaciéon «, el contraste rechaza la hipétesis nula cuando
Tns/\/Var(Th«) > za, donde z, es el cuantil o de una normal estandar.



Capitulo 5
Ilustracién por simulacién

En este capitulo se incluye un estudio de simulacién para ilustrar el comportamiento de algu-
nas de las técnicas presentadas a lo largo del trabajo. En el Ejemplo 5.1 se ilustran los contrastes
para datos completos e hipétesis nula simple introducidos en el Capitulo 1: los de Kolmogorov-
Smirnov, Cramér-von Mises y Anderson-Darling basados en la funcién de distribucion y el de
Bickel y Rosenblatt basado en la funcién de densidad. En el Ejemplo 5.2 se ilustran los contrastes
para datos censurados e hipétesis nula simple basados en la funcién de distribucién introducidos
en el Capitulo 3: las adaptaciones a datos censurados de los contrastes de Kolmogorov-Smirnov,

Cramér-von Mises y Anderson-Darling.

Ejemplo 5.1. (Ilustracion de contrastes para datos completos en el caso de una hipotesis nula

simple). Se plantean los siguientes contrastes de especificacion:

Hy: X ~ Exp(0.5),
Hy : X = Exp(0.5),

Escenario A

Hy: X ~ N(0,1),
Escenario B
Hy: X »~ N(0,1).
Como hipétesis alternativas, para el primer contraste se generan muestras de una Gamma(1.2,0.55)
y para el segundo de una mixtura de distribuciones N(-1,0.5), N(0,0.2) y N(1,0.5) con probabi-
lidades 0.4, 0.2 y 0.4, respectivamente. Las gréaficas de las funciones de distribucién y densidad

de las hipotesis nula y alternativa en cada escenario estédn representadas en la Figura 5.1

Para cada escenario se llevaran a cabo los contrastes de Kolmogorov-Smirnov (KS), Cramér-
von Mises (CvM), Anderson-Darling (AD) y Bickel y Rosenblatt (BR) obteniendo los valores
criticos de dos maneras: por el método de Montecarlo y usando las distribuciones asintoticas de

los estadisticos.

45



46 5. Ilustracién por simulacion
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Figura 5.1: Comparaciéon de la hipdtesis nula y la alternativa en cada escenario.

Las valores criticos asintoticos del contraste de Kolmogorov-Smirnov se consultaron en [27],
los del contraste de Cramér-von Mises en [1] y los del contraste de Anderson-Darling en [9]. Los
valores criticos asintoticos del contraste de Bickel y Rosenblatt se obtuvieron aproximando las
formulas vistas en el Teorema 1.25. Para la estimacién de la densidad se ha usado un kernel
gaussiano y la ventana seleccionada por la regla del dedo (rule of thumb) [25, Subseccion 3.4.2].

El codigo de R utilizado esté en el Anexo [.4.

Los resultados se pueden ver en las tablas 5.2, 5.3, 5.4 y 5.5. En ellas se recogen las propor-

ciones de rechazo tanto bajo la hipétesis nula como bajo la hipétesis alternativa de los distintos
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contrastes en los dos escenarios y para varios tamanos muestrales, aproximando los valores criti-
cos por el método de Montecarlo en las dos primeras y usando las distribuciones asintoticas de

los estadisticos en las dos dltimas.

Tamano Proporcién de rechazos bajo la hipétesis nula
muestral Escenario A Escenario B
n KS | CvM | AD BR KS | CvM | AD BR

100 0.042 | 0.047 | 0.052 | 0.049 | 0.051 | 0.054 | 0.057 | 0.047
200 0.044 | 0.047 | 0.043 | 0.034 | 0.069 | 0.070 | 0.056 | 0.053
300 0.031 | 0.047 | 0.043 | 0.041 | 0.040 | 0.048 | 0.050 | 0.058
400 0.058 | 0.056 | 0.052 | 0.043 | 0.041 | 0.051 | 0.049 | 0.043
500 0.054 | 0.051 | 0.050 | 0.052 | 0.051 | 0.056 | 0.057 | 0.056
600 0.047 | 0.048 | 0.052 | 0.040 | 0.038 | 0.047 | 0.045 | 0.056
700 0.042 | 0.049 | 0.045 | 0.061 | 0.060 | 0.060 | 0.061 | 0.064
800 0.069 | 0.058 | 0.056 | 0.048 | 0.048 | 0.042 | 0.046 | 0.044

Tabla 5.2: Resultados obtenidos para un nivel de significaciéon de 0.05 y M=1000 muestras usando

el método de Montecarlo.

Al estar aproximando los valores criticos por el método de Montecarlo, las proporciones de
rechazo bajo la hipétesis nula no coinciden exactamente con el nivel de significacién buscado

(0.05), pero estan razonablemente cerca como se puede comprobar en la Tabla 5.2.

Tamano Proporciéon de rechazos bajo la hipotesis alternativa
muestral Escenario A Escenario B
n KS | GvM | AD BR KS | GvM | AD BR

100 0.263 | 0.269 | 0.278 | 0.247 | 0.202 | 0.142 | 0.185 | 0.440
200 0.468 | 0.548 | 0.540 | 0.406 | 0.356 | 0.216 | 0.265 | 0.807
300 0.585 | 0.675 | 0.709 | 0.551 | 0.459 | 0.317 | 0.444 | 0.957
400 0.760 | 0.814 | 0.820 | 0.683 | 0.668 | 0.517 | 0.715 | 0.992
500 0.870 | 0.908 | 0.934 | 0.835 | 0.789 | 0.648 | 0.812 1

600 0.905 | 0.939 | 0.959 | 0.856 | 0.806 | 0.694 | 0.866 1
700 0.947 | 0.967 | 0.981 | 0.924 | 0.933 | 0.908 | 0.977 1
800 0.976 | 0.985 | 0.991 | 0.938 | 0.963 | 0.895 | 0.985 1

Tabla 5.3: Resultados obtenidos para un nivel de significaciéon de 0.05 y M=1000 muestras usando

el método de Montecarlo.

En la Tabla 5.3 se aprecia que los contrastes sobre la funcién de distribucién son més potentes

en el escenario A (siendo el de Anderson-Darling el méas potente), mientras que el contraste sobre
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la funcién de densidad es més potente en el escenario B. Esto se puede explicar intuitivamente
viendo las graficas de las funciones de distribucién y de densidad de la hipotesis nula y de la
alternativa en cada escenario, que se representan en la Figura 5.1. Por un lado, en el escenario
B las funciones de distribucién son muy parecidas, mientras que las funciones de densidad se
diferencian bastante. Por otro lado, en el escenario A, aunque no esté tan claro como en el B, los
distintos estadisticos sobre la funcién de distribucion son més sensibles a la discrepancia entre las

graficas de las funciones que el estadistico de Bickel y Rosenblatt sobre la funcién de densidad.

Tamano Proporciéon de rechazos bajo la hipotesis nula
muestral Escenario A Escenario B
n KS |CvM | AD |[BR| KS | CvM | AD BR

100 0.035 | 0.044 | 0.049
200 0.040 | 0.037 | 0.037
300 0.032 | 0.047 | 0.041
400 0.050 | 0.057 | 0.057
500 0.045 | 0.051 | 0.045
600 0.046 | 0.053 | 0.048
700 0.045 | 0.049 | 0.038
800 0.050 | 0.047 | 0.047

0.045 | 0.053 | 0.051 | 0.016
0.066 | 0.062 | 0.057 | 0.024
0.047 | 0.049 | 0.050 | 0.024
0.035 | 0.041 | 0.044 | 0.023
0.047 | 0.055 | 0.057 | 0.024
0.045 | 0.058 | 0.054 | 0.023
0.048 | 0.048 | 0.048 | 0.032
0.053 | 0.052 | 0.051 | 0.021

—_ = = = = e e

Tabla 5.4: Resultados obtenidos para un nivel de significacién de 0.05 y M=1000 muestras usando

las distribuciones asintoticas de los estadisticos.

Tamano Proporcién de rechazos bajo la hipotesis alternativa
muestral Escenario A Escenario B
n KS |CGvM | AD |BR | KS | CvM | AD BR

100 0.236 | 0.266 | 0.269
200 0.446 | 0.508 | 0.518
300 0.598 | 0.675 | 0.703
400 0.730 | 0.814 | 0.832
500 0.852 | 0.903 | 0.925
600 0.903 | 0.941 | 0.956
700 0.951 | 0.966 | 0.978
800 0.968 | 0.982 | 0.990

0.183 | 0.138 | 0.168 | 0.321
0.312 | 0.202 | 0.275 | 0.692
0.475 | 0.326 | 0.446 | 0.890
0.645 | 0.479 | 0.667 | 0.980
0.772 | 0.642 | 0.817 | 0.999
0.839 | 0.736 | 0.889 1
0.918 | 0.847 | 0.964 1
0.965 | 0.934 | 0.988 1

GG (G VUG A G Wy

Tabla 5.5: Resultados obtenidos para un nivel de significacion de 0.05 y M=1000 muestras usando

las distribuciones asintoticas de los estadisticos.

Es necesario destacar que las aproximaciones obtenidas utilizando la distribucién asintética
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del estadistico de Bickel y Rosenblatt no son buenas, puesto que la convergencia se produce
de forma muy lenta y para estos tamanos muestrales no es adecuado su uso. En particular, las
proporciones de rechazo bajo la hipétesis nula no se parecen al nivel de significacion que se
trat6 de obtener, pues estan alrededor de 0.02 para el escenario A y valen 1 para el escenario B,
en lugar de acercarse a 0.05 como se pretendia (esto se refleja en la Tabla 5.4). Por tanto, las
proporciones de rechazo recogidas en la Tabla 5.5 para el estadistico de Bickel y Rosenblatt no

son fiables.

Ejemplo 5.2. (Contrastes basados en la funcion de distribucion para datos con censura aleatoria
por la derecha en el caso de una hipotesis nula simple). Se plantea el siguiente contraste de
especificacion:

Hy: F(z)=1— %57,

Hy: F(z) #1— %57,

Esto es, la hipotesis nula afirma que la muestra proviene de una poblacion Exp(0.5). Para
generar muestras con censura aleatoria por la derecha, que en este ejemplo tendran todas un
porcentaje similar de observaciones censuradas para simplificar las cuentas, se generan muestras
de la variable de interés X que sigue una Exp(0.5) y de la variable de censura C' a partir de
una Exzp(0.25). De esta forma, al obtener la muestra censurada {(7},d;)}?,, aproximadamente
un tercio de las observaciones son tiempos de censura y el resto tiempos de vida. Esto se debe a
que al seguir ambas variables aleatorias sendas distribuciones exponenciales, se pueden elegir los
parametros de forma que se obtenga la proporcién de observaciones censuradas que se desee. En
efecto, si X ~ Exp(A1) y C ~ Exp(A2), entonces la probabilidad de que una observacion quede

censurada es
P(C < X) :/ ok —F(t))dt:/ NNl Mit gy
0 0

> 1
=\ _()‘1+>\2)t dt = )\ |:_ —(>\1+)\2)t
2 /0 (& 2 7)\1 I )\2 e .

1 Ao
=X [0+ = .
2( A1+A2> M+ Mo

De este modo, para A\ = % y Ay = i se tiene que P(C < X) =

oo

/4
1/2+1/4 — 3/4
a la hipotesis alternativa, en este ejemplo se generan muestras de una distribucion Exp(0.6)

1/4
4 _ % En cuanto

para la variable de interés y de una Exp(0.3) para la variable de censura, obteniendo de nuevo
una muestra con aproximadamente un tercio de las observaciones censuradas. Las funciones de
distribucién y de densidad de la variable de interés para la hipétesis nula y la alternativa se

comparan en la Figura 5.6.

En este ejemplo se realizan los contrastes de Kolmogorov-Smirnov (KS), Cramér-von Mises
(CvM) y Anderson-Darling (AD) adaptados a datos censurados. En la Tabla 5.7 se muestran

las proporciones de rechazo bajo la hipétesis nula y bajo la alternativa de cada uno de los
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contrastes para varios tamanos muestrales. Se aprecia que el contraste de Cramér-von Mises es
menos potente que los otros en este escenario y para estos tamanos muestrales, lo que puede
deberse a que el fenémeno de la censura complica a este contraste la deteccién de la discrepancia
existente entre las hipotesis nula y alternativa, mientras que los otros contrastes siguen siendo
sensibles a ella. Ademas, las proporciones de rechazo bajo la hipotesis nula estan cerca del nivel

de significacion de 0.05 que se pretendia obtener. El c6digo de R utilizado esté en el Anexo L.5.

— fO

0.8
I
0.8

0.6

0.4

0.2
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0.0
0.0

Tabla 5.6: Comparacion de la hipotesis nula y la alternativa.

Tamano | Prop. rechazos bajo Hy | Prop. rechazos bajo H;

muestral n | KS | CvM AD KS | CvM AD
100 0.057 | 0.056 | 0.057 | 0.285 | 0.172 | 0.291
200 0.068 | 0.041 | 0.064 | 0.484 | 0.192 | 0.512
300 0.047 | 0.069 | 0.051 | 0.647 | 0.371 | 0.684
400 0.052 | 0.063 | 0.056 | 0.746 | 0.388 | 0.765
500 0.042 | 0.045 | 0.040 | 0.815 | 0.486 | 0.840
600 0.041 | 0.063 | 0.046 | 0.889 | 0.539 | 0.926
700 0.046 | 0.068 | 0.032 | 0.926 | 0.574 | 0.931
800 0.037 | 0.039 | 0.045 | 0.957 | 0.604 | 0.976

Figura 5.7: Resultados obtenidos para un nivel de significacién de 0.05 y M=1000 muestras

usando el método de Montecarlo.



Anexo 1
Notacion y codigo

I.1. Notacion

X, = op(b,) & para todo € > 0, existen M >0y N > 0 tales que

Xn
P(’b >M> < €, para todon > N.
n
. Xn
Xy =0p(by) & lim P(|—| > €| =0, para todo € > 0.
n—00 by,

I.2. Coédigo del ejemplo 1.19

#Comparacién de la potencia de los estadisticos sobre la funcién de distribucién
#Kolmogorov-Smirnov
#Cramér-von Mises

#Anderson-Darling

set.seed(2025) #Semilla para que los resultados sean reproducibles

x<-seq(0,1,length.out=100000) ; #Puntos en los que se van a dibujar las graficas

HHHHH

g0<-function(x) pbeta(x,0.2,0.8) #Funcién de distribucién FO

fO<-function(x) dbeta(x,0.2,0.8) #Funcién de densidad fO

rO<-function(n) rbeta(n,0.2,0.8) #Funcién para generar una muestra aleatoria simple

# de tamafio n de la distribuciodn FO

o1
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#Lo mismo para las alternativas:

gi<-function(x) pbeta(x-0.01,0.2,0.85)
fi<-function(x) dbeta(x-0.01,0.2,0.85)
ri<-function(n) rbeta(n,0.2,0.85)+0.01

g2<-function(x) pbeta(x,0.5,1)
f2<-function(x) dbeta(x,0.5,1)
r2<-function(n) rbeta(n,0.5,1)

g3<-function(x) pbeta(x,0.1,0.4)
f3<-function(x) dbeta(x,0.1,0.4)
r3<-function(n) rbeta(n,0.1,0.4)
HEHHHHEH SRR R R R R

#Graficas comparando las alternativas con la nula

#Escenario A

windows ()

plot(x,g0(x),type=’1’,1wd=2,col=1,x1lim=c(0,1) ,ylab="")

curve (gl (x),type=’1’,1lwd=2,col=3,add=TRUE)

legend (x=’bottomright’,legend=c(’F0’,’F’),col=c(1,3),1lwd=2,cex=2)

windows ()
plot(x,f0(x),type=’1’,1wd=2,col=1,ylim=c(0,10),ylab="")

curve (f1(x) ,type=’1’,1lwd=2,col=3,add=TRUE)
legend(x=’topright’,legend=c(’£f0’,’f’),col=c(1,3),1lwd=2, cex=2)

#Escenario B

windows ()

plot(x,g0(x),type=’1’,1wd=2,col=1,x1im=c(0,1) ,ylab="")
curve(g2(x) ,type=’1’,1lwd=2,col=3,add=TRUE)
legend(x=’bottomright’,legend=c(’F0’,’F’),col=c(1,3),1lwd=2,cex=2)

windows ()
plot(x,f0(x),type=’1’,1wd=2,col=1,ylim=c(0,10) ,ylab="")

curve (£f2(x) ,type=’1’,1lwd=2,col=3,add=TRUE)

legend (x=’topright’,legend=c(’£0’,’f’),col=c(1,3),1lwd=2,cex=2)
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#Escenario C

windows ()

plot(x,g0(x),type=’1’,1wd=2,col=1,x1lim=c(0,1) ,ylab="")

curve (g3 (x) ,type=’1’,1lwd=2, col=3,add=TRUE)

legend (x=’bottomright’,legend=c(’F0’,’F’),col=c(1,3),1lwd=2,cex=2)

windows ()
plot(x,f0(x),type=’1’,1lwd=2,col=1,ylim=c(0,10) ,ylab="")

curve (£f3(x) ,type=’1’,1lwd=2, col=3,add=TRUE)
legend(x="topright’,legend=c(’£0’,’f’),col=c(1,3),1lwd=2, cex=2)

HSHH SRR

N=c(seq(10,25,5) ,seq(50,125,25)); #Tamafios muestrales

a=c(0.05); #Niveles de significacidn

ejs=c(1,2,3); #Escenarios que se simulan

#(para no repetir todas las cuentas si sdélo interesa ver alguno de ellos)
HERHHAHHH AR HH

#Se inicializan los valores criticos, p-valores y potencias
if (TRUE) {

nf=length(N) ;

nc=length(a);

gD<-matrix(0,nf,nc);
nD<-matrix(0,nf,nc);
qC<-matrix(0,nf,nc);
nC<-matrix(0,nf,nc);
gA<-matrix(0,nf,nc);

nA<-matrix(0,nf,nc);

if (sum(ejs==1)>0){

PD1<-matrix(0,nf,nc);
PC1<-matrix(0,nf,nc);
PAl<-matrix(0,nf,nc);

}

if (sum(ejs==2)>0){

PD2<-matrix(0,nf,nc);
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PC2<-matrix(0,nf,nc);
PA2<-matrix(0,nf,nc);
}

if (sum(ejs==3)>0){
PD3<-matrix (0,nf,nc);
PC3<-matrix(0,nf,nc);
PA3<-matrix(0,nf,nc);
}
}

#Para cada tamaflo muestral
for (i in 1:nf){
n=N[i]

B=10000; #Numero de muestras aleatorias que se generan

#Se inicializan los vectores que almacenarén
#los estadisticos evaluados en cada muestra
DO=rep(0,B);
CO=rep(0,B);
A0=rep(0,B);

D=rep(0,B);
Di=rep(0,B);
D2=rep(0,B) ;
D3=rep(0,B);

C=rep(0,B);

Cl=rep(0,B);
C2=rep(0,B);
C3=rep(0,B);

A=rep(0,B);

Al=rep(0,B);
A2=rep(0,B);
A3=rep(0,B);

#Para cada muestra
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for (b in 1:B){

#Se generan dos muestras de la distribucién nula
#para verificar el nivel de significacién de los contrastes
x0<-r0(n);

y<-r0(n);

x0j<-sort (x0) ;

xj<-sort(y);

FO=g0(x0j) ;

F=g0(xj);

j=1:n;

jn=j/n;

jin=(j-1)/n;

#Evaluacidén del estadistico de KS sobre las muestras
DO1=jn-FO;

D02=F0-jin;

dil=jn-F;

d2=F-jin;

DO [b]=max (D01,D02) ;

D[bl=max(d1,d2);

#Evaluacidn del estadistico de CvM
CO[bl=1/(12*n**2)+1/n*sum((FO- (2%j-1) / (2*n) ) **2) ;
Clbl=1/(12*n**2)+1/n*sum( (F- (2%j-1)/(2%n)) **2) ;

#Evaluacidén del estadistico de AD
AO[b]l=-1-1/(n**2)*sum((2*j-1)*Log(F0)+(2*n+1-2*j)*1log(1-F0)) ;
Alb]=-1-1/(n**2) *sum((2*j-1) *log (F)+(2*n+1-2*j) *1log (1-F));

#Se generan muestras aleatorias de las alternativas

#y se evaluan los estadisticos sobre ellas para los escenarios escogidos

#Escenario A

if( sum(ejs==1)>0){
yl<-ri(n);
xjl<-sort(y1);
F1=g0(xj1);



I. Notacién y coédigo

D11=jn-F1;
D12=F1-jin;
D1[b]l=max(D11,D12);

C1[bl=1/(12%n**2)+1/n*sum( (F1- (2%j-1)/(2%n) ) **2) ;

A1[b]=-1-1/(n**2)*sum((2%j-1)*1log(F1)+(2%n+1-2%j)*log(1-F1));

#Escenario B

if (sum(ejs==2)>0){
y2<-r2(n);
xj2<-sort (y2);
F2=g0(xj2);

D21=jn-F2;
D22=F2-jin;
D2 [b]=max(D21,D22) ;

C2[bl=1/(12*n**2)+1/n*sum((F2-(2%j-1)/(2%n) ) **2) ;

A2[b]l=-1-1/(n**2) *sum((2*j-1) *Log (F2) +(2*n+1-2%j) *1log(1-F2));
}

#Escenario C

if (sum(ejs==3)>0){
y3<-r3(n);
xj3<-sort(y3);
F3=g0(xj3);

D31=jn-F3;
D32=F3-jln;
D3[b]=max(D31,D32);

C3[b]l=1/(12%n**2)+1/n*sum( (F3- (2*j-1) / (2%n) ) **2) ;

A3[b]=-1-1/(n**2) *sum((2*j-1) *1log(F3)+(2*n+1-2*j) *1log(1-F3)) ;
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#Para los distintos niveles de significacidén escogidos
#se obtienen los valores criticos del contraste
#y las potencias en los escenarios seleccionados
for (k in 1:nc){
alpha=alk];

#Valores criticos
gD[i,k]<-quantile(D0O,1-alpha);
nD[i,k]<-sum(D>quantile(DO,1-alpha))/B;
qC[i,k]<-quantile(CO,1-alpha);
nC[i,k]<-sum(C>quantile(CO,1-alpha))/B;
gAli,k]<-quantile (A0, 1-alpha);
nA[i,k]<-sum(A>quantile(AO,1-alpha))/B;

#Escenario A

if( sum(ejs==1)>0){
PD1[i,k]<-sum(D1>quantile(DO,1-alpha))/B;
PC1[i,k]<-sum(Ci>quantile(CO,1-alpha))/B;
PA1[i,k]<-sum(Al>quantile(AO,1-alpha))/B;

}

#Escenario B

if( sum(ejs==2)>0){
PD2[i,k]<-sum(D2>quantile(DO,1-alpha))/B;
PC2[i,k]<-sum(C2>quantile(CO,1-alpha))/B;
PA2[i,k]<-sum(A2>quantile(AO,1-alpha))/B;

}

#Escenario C

if( sum(ejs==3)>0){
PD3[i,k]<-sum(D3>quantile(DO,1-alpha))/B;
PC3[i,k]<-sum(C3>quantile(CO,1-alpha))/B;
PA3[i,k]<-sum(A3>quantile(AO,1-alpha))/B;
}

}
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#Potencias escenario A

View(cbind (PD1,PC1,PA1))

#Potencias escenario B

View(cbind (PD2,PC2,PA2))

#Potencias escenario C

View(cbind (PD3,PC3,PA3))

#Valores criticos
qD
qC
qA

#Niveles de significacién observados
nD
nC
nA

I.3. Cobdigo del ejemplo 1.28

#Potencia del estadistico sobre la funcidén de densidad

#Bickel y Rosenblatt

set.seed(2025) #Semilla para que los resultados sean reproducibles

r<-seq(-3,3,length.out=100000) ; #Puntos en los que se van a dibujar las graficas

B S s s s g T

g0<-function(x) pnorm(x,0,1) #Funcién de distribucién FO

fO<-function(x) dnorm(x,0,1) #Funcidén de densidad fO

rO0<-function(n) rnorm(n,0,1) #Funcidén para generar una muestra aleatoria simple

# de tamafio n de la distribucidén FO

#Lo mismo para las alternativas:
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probs<-c(0.4,0.2,0.4)
mus <- c(-1,0,1)
sds <- sqrt(c(0.5,0.2,0.5))
fi<-function(x) probs[1]*dnorm(x,mus[1],sds[1]**2)
+probs [2] *dnorm(x,mus [2] , sds [2] **2) +probs [3] *dnorm (x ,mus [3] , sds [3] **2)
gl<-Vectorize(function(x) integrate(f1,-Inf,x)$value)
ri<-function(n) {components <- sample(1:3,prob=probs,size=n,replace=TRUE)

samples <- sds[components]*rnorm(n)+mus[components]}

g2<-function(x) pnorm(x,0,1.2)
f2<-function(x) dnorm(x,0,1.2)

r2<-function(n) rnorm(n,0,1.2)

g3<-function(x) pnorm(x,0.2,1)
f3<-function(x) dnorm(x,0.2,1)

r3<-function(n) rnorm(n,0.2,1)

HUHHHHH R

#Graficas comparando las alternativas con la nula

#Escenario A

windows ()

plot(r,g0(r) ,type=’1’,1lwd=2,col=1,ylab="")
curve(gl(x),type=’1’,1lwd=2,col=3,add=TRUE)

legend (x=’bottomright’,legend=c(’F0’,’F’),col=c(1,3),1lwd=2,cex=2)

windows ()

plot(r,f0(r) ,type=’1’,1wd=2,col=1,ylab="",ylim=c(0,0.6))
curve(f1(x),type=’1’,1lwd=2,col=3,add=TRUE)

legend (x=’topright’,legend=c(’£0’,’f’),col=c(1,3),1lwd=2,cex=2)

#Escenario B

windows ()

plot(r,g0(r),type=’1’,1lwd=2,col=1,ylab="")

curve (g2 (x) ,type=’1’,1lwd=2,col=3,add=TRUE)

legend (x=’bottomright’,legend=c(’F0’,’F’),col=c(1,3),1lwd=2, cex=2)
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windows ()

plot(r,f0(r),type=’1’,1wd=2,col=1,ylab="")

curve (£2(x) ,type=’1’,1wd=2,col=3,add=TRUE)

legend (x=’topright’,legend=c(’£f0’,’f’),col=c(1,3),1lwd=2,cex=2)

#Escenario C

windows ()

plot(r,g0(r),type=’1’,1wd=2,col=1,ylab="")

curve(g3(x) ,type=’1’,1lwd=2,col=3,add=TRUE)

legend (x="bottomright’,legend=c(’F0’,’F’),col=c(1,3),1lwd=2,cex=2)

windows ()

plot(r,f0(r) ,type=’1’,1lwd=2,col=1,ylab="")

curve (£3(x) ,type=’1’,1lwd=2,col=3,add=TRUE)

legend (x=’topright’,legend=c(’£f0’,’f’),col=c(1,3),1lwd=2,cex=2)

HHHHH R H AR RH

N=seq(100,800,100) ; #Tamafios muestrales
alpha=0.05; #Nivel de significacidn
HHAH A HEH A H

#Se inicializan los vectores que almacenaran
#los valores criticos, p-valores y potencias
if (TRUE) {

nf=length(N);

gR<-rep(0,nf);

nR<-rep(0,nf);

PR1<-rep(0,nf);

PR2<-rep(0,nf);

PR3<-rep(0,nf);

#Funcidén que calcula el estadistico a partir de una muestra

dbr<-function(s) {

#Se estima la densidad
d<-density(s)

fn<-function(x) (x>min(d$x) & x<max(d$x))*approxfun(d,rule=2) (x)
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#Se calcula la esperanza de la estimacidén bajo la nula
kf0<-Vectorize(function(x) integrate(

function(x,y) dnorm(x-y,0,d$bw)*f0(y),-Inf,Inf,x)$value)

#Se evalua el estadistico
valor<-integrate(function(x) (fn(x)-kf0(x))**2,-Inf,Inf)$value
return(valor)

}

#Para cada tamafio muestral
for (i in 1:nf){
n=N[i]

B=1000; #Numero de muestras aleatorias que se generan

#Se inicializan los vectores que almacenaran los estadisticos
#evaluados en cada muestra

RO=rep(0,B);

R=rep(0,B);

R1=rep(0,B);

R2=rep(0,B);

R3=rep(0,B);

for (b in 1:B){

#Se genera una muestra de la distribucidén nula
#que servird para obtener los valores criticos

RO[b]<-dbr (r0(n))

#Se genera otra muestra de la nula que servira
#para verificar el nivel de significacién

R[b]l<-dbr (xr0(n))

#Se generan muestras aleatorias de las alternativas

#y se evalua el estadistico sobre ellas para los escenarios escogidos
R1[b]l<-dbr(ri(n))

R2[b]l<-dbr(r2(n))

R3[b]<-dbr(r3(n))
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#Se obtienen los valores criticos del contraste y las potencias

#Valores criticos

gR[il<-quantile(RO,1-alpha);

#Niveles

nR[i]<-sum(R>qR[i])/B;

#Potencias

PR1[il<-sum(R1>qR[i])/B;
PR2[i]<-sum(R2>qR[i])/B;
PR3[i]<-sum(R3>qR[i])/B;

#Potencias

View(cbind (PR1,PR2,PR3))

#Valores criticos

qR

#Niveles de significacidén observados

nR

I.4. Cobdigo del ejemplo 5.1

set.seed(2025)#Semilla para que los resultados ssean reproducibles

###Escenario A

#Hipdétesis nula

fOA<-function(x) dexp(x,0.5) #Funcidén de densidad
FOA<-function(x) pexp(x,0.5) #Funcidén de distribucidn
rOA<-function(n) rexp(n,0.5) #Funcidén que genera muestras i.i.d.

#Hipétesis alternativa
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f1A<-function(x) dgamma(x,1.2,0.55) #Funcidén de densidad
F1A<-function(x) pgamma(x,1.2,0.55) #Funcidén de distribucién

riA<-function(n) rgamma(n,1.2,0.55) #Funcién que genera muestras i.i.d.

#Representacidén grafica de las funciones de distribucidn
pA<-seq(0,10,0.001) #Puntos sobre los que se dibuja

windows ()

plot (pA,FOA(pA) ,type="1’,1wd=2,col=1,ylab="")

curve(F1A(x) ,type=’1’,1wd=2, col=3,add=TRUE)

legend (x="bottomright’,legend=c(’F0’,’F’),col=c(1,3),1lwd=2,cex=2)
#Grafica de las funciones de densidad

windows ()

plot (pA,fO0A(pA),type=’1’,1lwd=2,col=1,ylab="",ylim=c(0,1))
curve (f1A(x) ,type=’1’,1wd=2, col=3,add=TRUE)

legend (x=’topright’,legend=c(’£f0’,’f’),col=c(1,3),1lwd=2,cex=2)

###Escenario B

#Hipétesis nula

fOB<-function(x) dnorm(x,0,1) #Funcién de densidad

FOB<-function(x) pnorm(x,0,1) #Funcién de distribucién
rOB<-function(n) rnorm(n,0,1) #Funcidén que genera muestras i.i.d.
#Hipbdtesis alternativa

#Al ser una mixtura de distribuciones normales se definen
probs<-c(0.4,0.2,0.4) #las probabilidades de que una observacién
#provenga de cada distribucién
mus<-c(-1,0,1) #las medias de las distribuciones
sds<-c(0.5,0.2,0.5) #las desviaciones tipicas de las distribuciones
#Funcién de densidad

f1B<-function(x) probs[1]*dnorm(x,mus[1],sds[1])+

probs [2] *dnorm(x ,mus [2] ,sds [2] ) +probs [3] *dnorm(x ,mus [3] ,sds [3])
#Funcién de distribucién

F1B<-Vectorize(function(x) integrate(f1B,-Inf,x)$value)

#Funcidén que genera muestras i.i.d.

ri1B<-function(n) {components <- sample(l:3,prob=probs,size=n,replace=TRUE)

samples <- sds[components]*rnorm(n)+mus[components]}

#Grafica distribuciones
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pB<-seq(-5,5,0.01) #Puntos en los que se dibuja

windows ()

plot (pB,FOB(pB) ,type=’1’,1lwd=2,col=1,ylab="")

curve (F1B(x) ,type=’1’,1wd=2, col=3,add=TRUE)

legend (x=’bottomright’,legend=c(’F0’,’F’),col=c(1,3),1lwd=2,cex=2)
#Grafica densidades

windows ()

plot (pB,fOB(pB),type=’1’,1lwd=2,col=1,ylab="",ylim=c(0,0.6))
curve(£f1B(x) ,type=’1’,1wd=2, col=3,add=TRUE)

legend (x=’topright’,legend=c(’£f0’,’f’),col=c(1,3),1lwd=2,cex=2)

###Definicidén de funciones que calculan estadisticos
#Estadisticos sobre la funcién de distribucidén en el escenario A
DFA<-function(s) {

sj<-sort(s) #0Ordena la muestra

Fj=FOA(sj) #Hace la transformacién integral

j=1:n
jn=j/n
jln=jn-1/n
D=rep(0,3)

D[1]=max(jn-Fj,Fj-jin) #Estadistico de Kolmogorov-Smirnov
D[2]=1/(12*n**2)+1/n*sum((Fj-(2%j-1)/(2%n))**2) #Cramér-von Mises
D[3]=-1-1/(n**2) *sum((2*j-1) *1log(Fj)+(2*n+1-2%j)*log(1-Fj)) #Anderson-Darling
return(D)}

#Estadistico de Bickel y Rosenblatt en el escenario A
DBRA<-function(s) {

d<-density(s) #Estimacidn no paramétrica de la densidad

#Se convierte en una funcidén de R

fn<-function(x) (x>min(d$x) & x<max(d$x))*approxfun(d,rule=2) (x)

#Esperanza de la estimacién

kfO<-Vectorize(function(x) integrate(

function(x,y) dnorm(x-y,0,d$bw)*f0A(y),-Inf,Inf,x)$value)

valor<-integrate(function(x) (fn(x)-kf0(x))**2,-Inf,Inf)$value #Estadistico

return(valor)
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#Estadisticos sobre la funcidn de distribucidén en el escenario B
DFB<-function(s) {
sj<-sort(s) #Ordena la muestra

Fj=FOB(sj) #Hace la transformacidén integral

j=1:n
jn=j/n
jln=jn-1/n
D=rep(0,3)

D[1]=max(jn-Fj,Fj-jin) #Estadistico de Kolmogorov-Smirnov
D[2]=1/(12*n**2)+1/nxsum((Fj-(2*j-1)/(2*n) ) **2) #Cramér-von Mises
D[3]=-1-1/(n**2) *sum((2*j-1) *1log(Fj)+(2*n+1-2%j)*log(1-Fj)) #Anderson-Darling
return(D)}

#Estadistico de Bickel y Rosenblatt en el escenario B
DBRB<-function(s) {
d<-density(s) #Estimacidén no paramétrica de la densidad
#Se convierte en una funcién de R
fn<-function(x) (x>min(d$x) & x<max(d$x))*approxfun(d,rule=2) (x)
#Esperanza de la estimacién
kfO<-Vectorize(function(x) integrate(
function(x,y) dnorm(x-y,0,d$bw)*fO0B(y),-Inf,Inf,x)$value)
valor<-integrate(function(x) (fn(x)-kf0(x))**2,-Inf,Inf)$value #Estadistico

return(valor)

}

###Simulaciodn
N=seq(100,800,100) #Tamafios muestrales
alpha=0.05 #Nivel de significacién

#Inicializacidén de los vectores que almacenaran los valores criticos,
#niveles de significacidén observados y potencias observadas
if (TRUE) {

nf=length(N); #NGmero de muestras

gKSA<-rep(0,nf) #Valores criticos estimados para el estadistico de KS
#en el escenario A usando el método de Montecarlo
nKSA<-rep(0,nf) #Niveles de significacién observados para el estadistico de KS

#ten el escenario A usando el método de Montecarlo
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nakSA<-rep(0,nf) #Niveles de significacidén observados para el estadistico de KS

#en el escenario A usando los valores criticos asintdéticos

PKSA<-rep(0,nf) #Potencia observada para el estadistico de KS en el escenario A

#usando el método de Montecarlo

PaKSA<-rep(0,nf) #Potencia observada para el estadistico de KS en el escenario A

#usando los valores criticos asintoticos

#Anadlogo para el resto de contrastes
qCMA<-rep(0,nf)
nCMA<-rep(0,nf)
naCMA<-rep(0,nf)
PCMA<-rep(0,nf)
PaCMA<-rep(0,nf)

qADA<-rep(0,nf)
nADA<-rep(0,nf)
naADA<-rep(0,nf)
PADA<-rep(0,nf)
PaADA<-rep(0,nf)

gBRA<-rep(0,nf)
nBRA<-rep(0,nf)
naBRA<-rep(0,nf)
PBRA<-rep(0,nf)
PaBRA<-rep(0,nf)

#Lo mismo para el escenario B
gKSB<-rep(0,nf)
nKSB<-rep(0,nf)
nakKSB<-rep(0,nf)
PKSB<-rep(0,nf)
PaKSB<-rep(0,nf)

qCMB<-rep(0,nf)
nCMB<-rep(0,nf)
naCMB<-rep(0,nf)
PCMB<-rep(0,nf)
PaCMB<-rep(0,nf)
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gADB<-rep(0,nf)
nADB<-rep(0,nf)
naADB<-rep(0,nf)
PADB<-rep(0,nf)
PaADB<-rep(0,nf)

qBRB<-rep(0,nf)
nBRB<-rep(0,nf)
naBRB<-rep(0,nf)
PBRB<-rep(0,nf)
PaBRB<-rep(0,nf)

for (i in 1:nf){ #Para cada tamafio muestral
n=N[i]

B=10000 #Numero de muestras que se generan

#Se inicializan vectores que van a acumular las evaluaciones de

#los distintos estadisticos para este tamafio muestral

#Escenario A

#Sobre muestras de la hipdétesis nula para aproximar
#los valores criticos por Montecarlo

KSOA=rep(0,B)

CMOA=rep(0,B)

ADOA=rep(0,B)

BROA=rep(0,B)

#Sobre otras muestras de la nula para verificar los niveles de significacién
KSaA=rep(0,B)
CMaA=rep(0,B)
ADaA=rep(0,B)
BRaA=rep(0,B)

#Sobre muestras de la alternativa para obtener aproximaciones de las potencias
KS1A=rep(0,B)
CM1A=rep(0,B)
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AD1A=rep(0,B)
BR1A=rep(0,B)

#Lo mismo para el escenario B
KS0B=rep(0,B)
CMOB=rep(0,B)
ADOB=rep(0,B)
BROB=rep(0,B)

KSaB=rep(0,B)
CMaB=rep(0,B)
ADaB=rep(0,B)
BRaB=rep(0,B)

KS1B=rep(0,B)
CM1B=rep(0,B)
AD1B=rep(0,B)
BR1B=rep(0,B)

for (b in 1:B){

x0A<-rOA(n) #Se genera una muestra de la nula

DOA<-DFA(x0A) #Se evalian para esta muestra los estadisticos

#de los contrastes sobre la distribucién

#Se almacenan en los vectores correspondientes

KSOA [b]<-DOA[1]

CMOA [b]<-DOA[2]

ADOA [b]<-DOA[3]

BROA[b]<-DBRA(x0A) #Se evalia para esta muestra el estadistico del

#contraste sobre la densidad

#Lo mismo para otra muestra de la nula
xaA<-r0A(n)

DaA<-DFA(xal)

KSaA [b]<-DaA[1]

CMaA [b]<-DaA[2]

ADaA [b] <-DaA [3]
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BRaA [b]<-DBRA(xaA)

#Se usa la distribucidén asintdética del estadistico de BR para aproximar
#el nivel de significacién del contraste

#Se calculan los coeficientes normalizantes

h<-density(xal)$bw #Parametro ventana por la regla del dedo
muk<-density(xaA,give.Rkern = TRUE)/(n*h)

convk<-Vectorize(function(u) integrate(

function(u,v) dnorm(u+v,0,h)*dnorm(v,0,h),-Inf,Inf,u)$value)
intconvk<-integrate(function(u) convk(u)**2,-Inf,Inf)$value
sigmakf0<-sqrt(2*intconvk*integrate (function(x) fOA(x)**2,-Inf,Inf)$value)
qalpha<-muk+gnorm(1-alpha)*sigmakf0/(n*sqrt(h)) #Valor critico asintético
#para un nivel alpha

naBRA[i]<-naBRA[i]+(BRaA[b]l>galpha)/B #Actualizacidén de

#la aproximacidén del nivel de significacién para este tamafio muestral

#Lo mismo para la alternativa

x1A<-r1A(n)

D1A<-DFA(x1A)

KS1A[b]l<-D1A[1]

CM1A[b]<-D1A[2]

AD1A[b]<-D1A[3]

BR1A[b]<-DBRA(x14)

#Se usa la distribucidén asintdética del estadistico de BR
#para aproximar la potencia del contraste

#Mismas cuentas que para el nivel de significacién
h<-density(x14)$bw

muk<-density(x1A,give.Rkern = TRUE)/(n*h)
convk<-Vectorize(function(u) integrate(

function(u,v) dnorm(u+v,0,h)*dnorm(v,0,h),-Inf,Inf,u)$value)
intconvk<-integrate(function(u) convk(u)**2,-Inf,Inf)$value
sigmakf0<-sqrt(2*intconvk*integrate (function(x) fOA(x)**2,-Inf,Inf)$value)
qalpha<-muk+gnorm(1-alpha)*sigmakf0/(n*sqrt(h))
PaBRA[i]<-PaBRA[i]+(BR1A[b]>qalpha)/B

#Lo mismo para el escenario B
x0B<-r0B(n)
DOB<-DFB(x0B)



I. Notacién y coédigo

KSOB [b]<-DOB[1]
CMOB [b]<-DOB[2]
ADOB [b] <-DOB[3]
BROB [b] <-DBRB (x0B)

xaB<-r0B(n)

DaB<-DFB(xaB)

KSaB[b] <-DaB[1]

CMaB [b] <-DaB [2]

ADaB[b] <-DaB[3]

BRaB [b] <-DBRB(xaB)

h<-density(xaB) $bw

muk<-density(xaB,give.Rkern = TRUE)/(n*h)
convk<-Vectorize(function(u) integrate(

function(u,v) dnorm(u+v,0,h)*dnorm(v,0,h),-Inf,Inf,u)$value)
intconvk<-integrate(function(u) convk(u)**2,-Inf,Inf)$value
sigmakf0<-sqrt(2*intconvk*integrate (function(x) fOB(x)**2,-Inf,Inf)$value)
qgalpha<-muk+gnorm(1-alpha)*sigmakf0/(n*sqrt(h))
naBRB[i]<-naBRB[i]+(BRaB[b]>qalpha)/B

x1B<-r1B(n)

D1B<-DFB(x1B)

KS1B[b]<-D1B[1]

CM1B[b]<-D1B[2]

AD1B[b]<-D1B[3]

BR1B[b] <-DBRB(x1B)

h<-density(x1B) $bw

muk<-density(x1B,give.Rkern = TRUE)/(n*h)

convk<-Vectorize (function(u) integrate(

function(u,v) dnorm(u+v,0,h)*dnorm(v,0,h),-Inf,Inf,u)$value)
intconvk<-integrate(function(u) convk(u)**2,-Inf,Inf)$value
sigmakfO<-sqrt(2*intconvk*integrate(function(x) fOB(x)**2,-Inf,Inf)$value)
galpha<-muk+qnorm(1-alpha)*sigmakf0/ (n*sqrt(h))

PaBRB[i] <-PaBRB[i]+(BR1B[b] >qalpha)/B

#Escenario A

#Aproximacién de los valores criticos por Montecarlo
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gKSA[i]<-quantile(KSOA,1-alpha)
qCMA[i]<-quantile (CMOA,1-alpha)
gADA[il<-quantile (ADOA, 1-alpha)
gBRA[i]<-quantile(BROA,1-alpha)

#Aproximacién de los niveles de significacidén por Montecarlo
nKSA[i]<-sum(KSaA>gKSA[i])/B
nCMA [i]<-sum(CMaA>qCMA[i])/B
nADA[i]<-sum(ADaA>gADA[i])/B
nBRA[i]<-sum(BRaA>gBRA[i])/B

#Aproximacidén de las potencias por Montecarlo
PKSA[i]<-sum(KS1A>gKSA[i])/B
PCMA[i]<-sum(CM1A>qCMA[i])/B
PADA[i]<-sum(AD1A>gADA[i])/B
PBRA[i]<-sum(BR1A>qBRA[i])/B

#Aproximacién del nivel de significacién de los contrastes sobre la
#distribucién usando las distribuciones asintdticas
naKSA[i]<-sum(KSaA>1.36/sqrt(n))/B

naCMA[i]<-sum(CMaA>0.46136/n)/B

naADA[i]<-sum(ADaA>2.492/n)/B

#Aproximacién de la potencia de los contrastes sobre la
#distribucién usando las distribuciones asintéticas
PaKSA[i]<-sum(KS1A>1.36/sqrt(n))/B
PaCMA[i]<-sum(CM1A>0.46136/n)/B
PaADA[i]<-sum(AD1A>2.492/n)/B

#Lo mismo para el escenario B

gKSB[i]<-quantile (KSOB,1-alpha)
qCMB[i]<-quantile (CMOB, 1-alpha)
gADB[i]<-quantile (ADOB, 1-alpha)
gBRB[i]l<-quantile(BROB, 1-alpha)

nKSB[i]<-sum(KSaB>qKSB[i])/B
nCMB [i]<-sum(CMaB>qCMB[i])/B
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nADB[i]<-sum(ADaB>gADB[i])/B
nBRB[i]<-sum(BRaB>gBRB[i])/B

PKSB[i]<-sum(KS1B>gKSB[i])/B
PCMB[i]<-sum(CM1B>qCMB[i])/B
PADB[i]<-sum(AD1B>gADB[i])/B
PBRB[i]<-sum(BR1B>gBRB[i])/B

#Asintoético
nakKSB[i]<-sum(KSaB>1.36/sqrt(n))/B
naCMB[i] <-sum(CMaB>0.46136/n)/B
naADB[i]<-sum(ADaB>2.492/n) /B

PaKSB[i]<-sum(KS1B>1.36/sqrt(n))/B
PaCMB[i]<-sum(CM1B>0.46136/n)/B
PaADB[i]<-sum(AD1B>2.492/n)/B

#Escenario A

#Aproximacién de las potencias por el método de Montecarlo

View(cbind (PKSA,PCMA,PADA,PBRA))

#Aproximacién de los niveles de significacién por el método de Montecarlo

View(cbind (nKSA,nCMA,nADA,nBRA))

#Aproximacién de las potencias usando las distribuciones asintéticas
View(cbind (PaKSA,PaCMA,PaADA,PaBRA))
#Aproximacién de los niveles de significacién usando las distribuciones asintéticas

View(cbind (naKSA,naCMA,naADA,naBRA))

#Lo mismo para el escenario B
View(cbind (PKSB,PCMB,PADB,PBRB))
View(cbind (nKSB,nCMB,nADB,nBRB))

View(cbind (PaKSB,PaCMB,PaADB,PaBRB))
View(cbind (naKSB,naCMB,naADB,naBRB))
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#Potencia de los contrastes basados en la funcién de distribucién
#para muestras con censura aleatoria por la derecha
#Kolmogorov-Smirnov

#Cramér-von Mises

#Anderson-Darling

library(survival)

set.seed(2025)#Semilla para que los resultados ssean reproducibles

#Hipbétesis nula
fO<-function(x) dexp(x,0.5) #Funcidén de densidad
FO<-function(x) pexp(x,0.5) #Funcién de distribucidn
rOY<-function(n) rexp(n,0.5) #Funcidén que genera muestras i.i.d.
#de la variable tiempo de vida
rO0C<-function(n) rexp(n,0.25) #Funcidén que genera muestras i.i.d. de la variable
#tiempo de censura, escogiendo el parametro de forma que se censuren
#aproximadamente un tercio de las observaciones
#Funcidn que genera muestras i.i.d. de la variable tiempo observado
r0Z<-function(n) {y<-r0Y(n) #Se genera una muestra de tiempos de vida
c<-r0C(n) #Se genera una muestra de tiempos de censura
#Se inicializan los vectores que almacenardn los tiempos observados
#y los indicadores de si el tiempo observado es tiempo de vida o de censura
z<-rep(0,n)
d<-rep(0,n)
for(i in 1:n){ #Para cada individuo
z[i]<-min(y[i],c[i]) #Se apunta el tiempo observado
d[il<-1-(c[il<y[il)*1 #Se apunta si es un tiempo de vida (1) o censura (0)
3
zd<-Surv(z,d) #Se guarda en un solo vector con el formato adecuado
#(Para los tiempos de vida almacena el valor numérico y para los
#de censura pone el valor y un simbolo ’+7)

return(zd)}

#Hipétesis alternativa
fi<-function(x) dexp(x,0.6) #Funcidén de densidad

Fi<-function(x) pexp(x,0.6) #Funcién de distribucidn
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riY<-function(n) rexp(n,0.6) #Funcidén que genera muestras i.i.d. de la variable
#tiempo de vida
riC<-function(n) rexp(n,0.3) #Funcidn que genera muestras i.i.d. de la variable
#tiempo de censura, escogiendo el parametro de forma que se censuren
#aproximadamente un tercio de las observaciones
#Funcidén que genera muestras i.i.d. de la variable tiempo observado
r1Z<-function(n) {y<-ri1Y¥(n) #Se genera una muestra de tiempos de vida

c<-r1C(n) #Se genera una muestra de tiempos de censura

#Se inicializan los vectores que almacenaran los tiempos observados

#y los indicadores de si el tiempo observado es tiempo de vida o de censura
z<-rep(0,n)

d<-rep(0,n)

for(i in 1:n){ #Para cada individuo

z[i]<-min(y[i],c[i]) #Se apunta el tiempo observado

d[i]<-1-(c[il<y[i])*1 #Se apunta si es un tiempo de vida (1) o censura (0)

}

zd<-Surv(z,d) #Se guarda en un solo vector con el formato adecuado

#(Para los tiempos de vida almacena el valor numérico y para los

#de censura pone el valor y un simbolo ’+’)

return(zd)}

#Representacidén grafica de las funciones de distribucién
p0<-seq(0,10,0.001) #Puntos sobre los que se dibuja

windows ()

plot (p0,FO0(p0),type=’1’,1wd=2,col=1,ylab="")

curve (F1(x) ,type=’1’,1lwd=2,col=3,add=TRUE)

legend (x=’bottomright’,legend=c(’F0’,’F’),col=c(1,3),1lwd=2,cex=2)
#Grafica de las funciones de densidad

windows ()

plot (p0,£0(p0) ,type=’1’,1lwd=2,col=1,ylab="",ylim=c(0,1))
curve(f1(x) ,type=’1’,1wd=2,col=3,add=TRUE)

legend (x=’topright’,legend=c(’£0’,’f’),col=c(1,3),1lwd=2,cex=2)

###Definicidén de la funcidnes que calcula los estadisticos
DF<-function(s) { #Dada una muestra con censura aleatoria por la derecha
km<-survfit(s~1) #Se calcula el estimadaor de Kaplan-Meier para la muestra

zj<-summary (km) $time #Tiempos de vida ordenados
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d=length(zj) #Nimero de tiempos de vida observados

FOj=FO(zj) #Se hace la transformacidén integral sobre los tiempos de vida ordenados
F0j1<-c(0,F0j[1:(d-1)]) #Se desplaza un lugar a la derecha
Fnj<-1-summary(km)$surv #Evaluacién del estimador Kaplan-Meier de la

#funcidén de distribucidén sobre los tiempos de vida observados ordenados

Fnj1<-c(0,Fnj[1:(d-1)]) #Se desplaza un lugar a la derecha

D=rep(0,3)

D[1]=max(Fnj-F0j,FO0j-Fnjl) #Estadistico de Kolmogorov-Smirnov

D[2]=d/3+d*sum(c(0,Fnj)*(c(FO(zj),1)
-c(0,F0j))*(c(0,Fnj)-(c(F0(zj),1)-c(0,F0j)))) #Cramér-von Mises

D[3]=-d+d**sum( (Fnjl**2-Fnj**2)*log(F0j) -
((1-Fnj1)**2-(1-Fnj)**2)*log(1-F0j)) #Anderson-Darling

return(D)}

###Simulacion
N=seq(100,800,100) #Tamafios muestrales
alpha=0.05 #Nivel de significacién

#Inicializacidén de los vectores que almacenaran los valores criticos,
#niveles de significacidén observados y potencias observadas
if (TRUE) {

nf=length(N); #Nimero de muestras

gKS<-rep(0,nf) #Valores criticos estimados para el estadistico de KS

#usando el método de Montecarlo

nKS<-rep(0,nf) #Niveles de significacidn observados para el estadistico de KS
#usando el método de Montecarlo

PKS<-rep(0,nf) #Potencia observada para el estadistico de KS

#usando el método de Montecarlo

#Analogo para el resto de contrastes
qCM<-rep(0,nf)
nCM<-rep(0,nf)
PCM<-rep(0,nf)

gAD<-rep(0,nf)
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nAD<-rep(0,nf)
PAD<-rep(0,nf)
}

for (i in 1:nf){ #Para cada tamafio muestral
n=N[i]

B=1000 #Nimero de muestras que se generan

#Se inicializan vectores que van a acumular las evaluaciones de

#los distintos estadisticos para este tamaflo muestral

#Sobre muestras de la hipétesis nula para aproximar
#los valores criticos por Montecarlo

KSO=rep(0,B)

CMO=rep(0,B)

ADO=rep(0,B)

#Sobre otras muestras de la nula para verificar los niveles de significacién
KSa=rep(0,B)
CMa=rep(0,B)
ADa=rep(0,B)

#Sobre muestras de la alternativa para obtener aproximaciones de las potencias
KS1=rep(0,B)
CM1=rep(0,B)
AD1=rep(0,B)

for (b in 1:B){

x0<-r0Z(n) #Se genera una muestra censurada de la hipétesis nula
DO<-DF (x0) #Se evalian para esta muestra los estadisticos

#de los contrastes

#Se almacenan en los vectores correspondientes

KSO[b]l<-DO[1]

CMO [b]<-DO[2]

ADO[b]<-DO[3]

#Lo mismo para otra muestra de la nula
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xa<-r0Z(n)
Da<-DF (xa)
KSa[bl<-Da[1]
CMa[b]l<-Da[2]
ADa[b]<-Da[3]

#Lo mismo para la alternativa
x1<-r1Z(n)

D1<-DF (x1)

KS1[bl<-D1[1]

CM1[b]<-D1[2]

AD1[b]<-D1[3]

#Aproximacién de los valores criticos
gKS[il<-quantile(KSO,1-alpha)
qCM[i]l<-quantile(CMO, 1-alpha)
gAD[i]<-quantile(ADO,1-alpha)

#Aproximacién de los niveles de significacién
nKS[i]<-sum(KSa>qKS[i])/B
nCM[i]<-sum(CMa>qCM[i])/B
nAD[i]<-sum(ADa>qAD[i])/B

#Aproximacién de las potencias
PKS[i]<-sum(KS1>qKS[il)/B
PCM[i]<-sum(CM1>qCM[i])/B
PAD[i]<-sum(AD1>qgAD[i])/B

#Aproximacién de las potencias
View(cbind (PKS,PCM,PAD))
#Aproximacidén de los niveles de significacidn

View(cbind (nKS,nCM,nAD))
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