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Resumen

El Teorema Fundamental de la Teoria de Curvas es uno de los resultados més impor-
tantes de dicha teorfa y establece que toda curva estd completamente determinada por su
curvatura y su torsion. El objetivo de este trabajo es obtener las ecuaciones correspondien-
tes a las curvas criticas para ciertos funcionales y asi llegar a una serie de condiciones que
relacionen estos invariantes geométricos.

Se estudiara el funcional longitud, cuyas curvas criticas se corresponden con las rectas
en el espacio. Ademés, se trabajara con los funcionales determinados por la curvatura total
y la norma L? de la curvatura, para los cuales se obtienen caracterizaciones en términos

de la curvatura y torsién, obteniéndose las curvas elasticas como un caso particular.

Abstract

The Fundamental Theorem of the Theory of curves, which is central in understading the
local geometry of plane and space curves, shows that every curve is completely determined
by its curvature and its torsion. The aim of this work is to obtain the equations (in terms of
torsion and curvature) corresponding to the critical curves for certain geometric functionals
defined in terms of the curvature.

The length functional, whose critical curves are straight lines in the Euclidean space,
is studied as a first step towards the understanding of more involved functionals. Spe-
cial attention is paid to functionals given by the total curvature and the norm L? of the
curvature, for which the corresponding critical curve equations are obtained in terms of

curvature and torsion. Elastic curves are a particular example of critical curves.
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Introducién

Una parte esencial de toda teoria mateméatica es el estudio de invariantes, los cuales
permiten la comparacion de objetos e indican su pertenencia, o no, a una misma familia. En
la teoria de curvas, el nivel de equivalencia que ofrecen estos invariantes estd determinado
por las isometrias del espacio ambiente, pues dos curvas son congruentes si se diferencian en
un movimiento rigido. La longitud de una curva es un invariante por movimientos rigidos,
tanto en el plano como en el espacio. La curvatura es también un invariante de una curva en
el espacio, mientras que la torsién lo sera si el movimiento rigido conserva la orientacién, al
igual que pasa con la curvatura de curvas planas. Considerando el comportamiento global
de dichos invariantes, un problema natural es la busqueda de curvas 6ptimas para los
correspondientes funcionales.

Para afrontar el problema anterior, se hace uso de variaciones I'(w,t) de una curva
~(t) v asi poder estudiar el comportamiento del funcional en cuestién sobre las curvas
longitudinales de la variacién. Esto da lugar a una funcién real de variable real que tendra
un punto critico. La anulacién de su derivada en dicho punto critico nos proporciona
las ecuaciones necesarias para determinar las curvas 6ptimas. Es importante senalar que,
generalmente, el problema no se plantea para variaciones libres, sino que estas estan fijadas
por unas condiciones de frontera dadas.

El funcional longitud, restringido a las curvas longitudinales de una variacion I' : (w,t) €
(—€,€) x [a,b] = T'(w,t) € R3 se define a partir de la funcién £ : w € (—e¢,€) = L(T,) =
LT'(w, -)|,,) € R. Si una curva v : [a,b] — R? tiene menor longitud que cualquier
otra curva que una los puntos y(a) y v(b), considerando variaciones con condiciones de
frontera I'(w, a) = v(a) y I'(w,b) = 7(b), se tiene que la funcién £ posee un minimo en
w = 0 y por tanto %E‘M:O = 0 para cualquier variaciéon I' en las condiciones de frontera
anteriores. Asi el problema consistird en determinar la expresion de la primera variaciéon y
sus consecuencias geométricas.

El principal objetivo de esta memoria es estudiar las expresiones correspondientes a las
primeras variaciones de tres funcionales geométricos: el funcional longitud L(vy) = f7 1, el

funcional curvatura total P(y) = f7 x y el funcional dado por la norma L? de la curvatura

IX



X INTRODUCION

P(vy) = f7 k2. Para ello, sera necesario desarrollar los objetos y resultados basicos de la
teoria de variaciones e interpretar geométricamente las ecuaciones resultantes.

Mas concretamente, en el Capitulo 1 se introducen los conceptos basicos necesarios
para el desarrollo del trabajo: movimientos rigidos, curvatura y torsién. Se estudian las
ecuaciones de Frenet-Serret, que establecen las relaciones por las que se rige la variacién
de la referencia movil {T'(t), N(t), B(t)}, v los teoremas fundamentales tanto de la teoria
de curvas planas como de curvas en el espacio, el cual permite garantizar la existencia y
unicidad de curvas a partir de las funciones curvatura y torsién prefijadas.

En el Capitulo 2 se introduce la teoria de variaciones de curvas y con ello la correspon-
dencia entre variaciones y campos de vectores a lo largo de una curva, un aspecto esencial a
la hora de trabajar con las primeras variaciones. Asimismo, a fin de simplificar los célculos
posteriores, se construyen ciertos campos de vectores a lo largo de la variacién y en la
Proposicion 2.5, siguiendo el trabajo de Langer y Singer [4], se establecen las relaciones
necesarias entre ellos. Con ello, se estudia el funcional longitud a modo de ejemplo ilus-
trativo para mostrar que la curva de menor longitud que conecta dos puntos en el espacio
es el segmento de recta determinado por ellos. Si restringimos el funcional longitud a fa-
milias especiales de curvas, nos encontramos con un problema de extremos condicionados.
En el caso de trabajar con curvas convexas y cerradas del plano aparecen relaciones entre
ciertos invaridntes geométricos, como en el problema isoparamétrico, el cual muestra en el
Teorema 2.9 que la circunferencia es la curva plana cerrada y convexa de menor longitud
que encierra un area dada.

El Capitulo 3 se dedica a obtener la expresion de la primera variacién para una familia
de funcionales definidos por la curvatura, entre los que se estudian la curvatura total
y la norma L? de la curvatura como casos més simples. Sometemos la expresion de la
primera variacién obtenida a unas condiciones de frontera prefijadas y mostramos que
dichas ecuaciones se expresan en términos de la curvatura y torsién de la curva original.

Las curvas elasticas planas aparecen como curvas criticas para el funcional de la norma
L? de la curvatura y viene caracterizadas por una EDO en funcién de su curvatura &, o
equivalentemente de su dngulo de rotacién 6 como 6" (s) = —160'(s)®. A partir de dicha
ecuacién se puede obtener la parametrizaciéon de las curvas elasticas.

Las curvas criticas para el funcional curvatura escalar total, bajo las condiciones de
frontera prefijadas, son todas las curvas planas, lo que se corresponde con el hecho de que

el indice total de rotacién de una curva cerrada simple es constante £1.



Capitulo 1

Curvas en el espacio

1.1. Preliminares: Derivadas covariantes

Trabajamos en R” con coordenadas cartesianas (;Ul, . x”) asociadas a la base {?1, ey ZZ},

que es ortonormal para el producto escalar usual de R™.
Definicion 1.1. Un campo de vectores en R" es una aplicacion
X: R* = T,R"=R"
p — Xp,=X(p).
El conjunto de los campos de vectores en R™ se denota como X (R").

Definicion 1.2. Sean X,Y € X (R"). Llamamos derivada covariante en R™ a la siguiente

aplicacion:
D: X(R") x X(R") — X(R")
(X,Y) — DxY := (XYY, .., X(Y"),

que verifica:
» Linealidad: Dx(\Y + uZ) = ADxY + uDx Z.
» Regla de Leibnitz: Dx(fY) = X(f)Y + fDxY, f € F(R").

» Tensorialidad: Df1X1+f2X2Y = leX1Y + fQDX2Y, con f1, fo € S(Rn) vy X1,Xo €
X(RM).

Pensando R" como variedad diferenciable y (U, ¢) una carta de R” con ¢ = (2}, ..., 2"),
de manera que {6x1, 8m"} es la base de campos de vectores inducida. Escribimos X e Y

en coordenadas:
X =X"0yi, Y=Yy,

1



2 CAPITULO 1. CURVAS EN EL ESPACIO

y entonces la expresién en coordenadas de DxY es como sigue:

- s ()}

Proposicion 1.3. La derivada covariante en R™ cumple las siguientes propiedades:

1. FEs simétrica, es decir,
DxY — Dy X = [X,Y]

para cualesquiera campos de vectores en R™, siendo [X,Y] el campo de vectores dado
por [X,Y](f) = XY (f) = YX(f).
2. Es adaptada ol producto escalar, es decir,

XY, Z)=(DxY,Z)+(Y,Dx Z)

para cualesquiera campos de vectores X,Y,Z € X(R™).

1.2. Curvas parametrizadas

Una curva diferenciable parametrizada es una aplicaciéon diferenciable v: 1 C R — R3
definida por y(t) = (x(t),y(t), 2(t)), siendo x(t), y(t), z(t) funciones diferenciables. Se dice
que dicha curva es regular si +'(t) # 0 para todo ¢t € I. En consecuencia, podemos construir
el espacio vectorial tangente a la curva en cada punto ~y(¢) como el espacio generado por
(@)}

La variable ¢ hace referencia al pardmetro de la curva, el cual define la manera en que
se recorre. La modificacién del recorrido se llama cambio de parametrizacion, que es un
difeomorfismo ¢ : J — I, donde J es un intervalo abierto de R. Asi, la curva § =y o g se

llama reparametrizacion de 7.

Definicién 1.4. Sea v : I ¢ R — R? una curva diferenciable parametrizada, se dice que
esta parametrizada por la longitud de arco si |7/ (s)|| = 1 para todo s € I. Llamaremos a s

parametro de longitud de arco.
Notacion 1.5. Denotaremos la derivada en funcién del pardmetro, de manera que
d d
"(t) = —~(t y(s) = —(s).
V(@) =)y A(s) = ()

Definicion 1.6. Definimos la velocidad de v como V(t) = ~/(t). Asi, el vector tangente

unitario a la curva se define como sigue:
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Notese que, si la curva esta parametrizada por arco, T'(s) = V(s). Veamos la derivada:
VT = v(t)VypT = o)V (t)(v(t)V(t) + v(t)QVV(t)V(t).

Analizamos las derivadas por separado:

V) = 500 = 5 T

d d d
VyV(t) = VV(t)%wk(t)ak =V <dtiﬁk(t)) O, + %iﬂk(t)vvu)@k

. <dxk(t)> o = L 250

dt dt
Por tanto,
2
VT = v(t)iMV(t) + v(t)Q%fy(t)
S L R (O g0 F
o a R’
1 1

(), ®)
Por lo que V7T = 4(s) vy, en consecuencia, |VrT|| = ||¥(s)]-
Definicion 1.7. Sea V7T # 0, se llama vector normal unitario a

VT
N(t) := .
O =

Definicion 1.8. Dados {T'(t), N(t)} relativos a =, se define vector binormal como
B(t) :=T(t) A N(t),
donde "A" denota el producto vectorial de R3.

Observacion 1.9. Basandonos en que los tres vectores definidos anteriormente son unitarios,
derivamos su norma y obtenemos expresiones que nos seran de utilizad més adelante. Esto
es, como (T,T) = 1, entonces se tiene que (VpT,T) = 0. Asi mismo, para el vector
normal unitario y para el vector binormal, se tiene respectivamente que (V7 N, N) =0y
(VrB,B) =0.

Realizamos el mismo procedimiento teniendo en cuenta que dichos tres vectores son
ortogonales entre ellos. En efecto, como (T, N) = 0, entonces (VyT,N) = —(T,VN).
Analogamente, se tiene que (VoT,B) = —(T,VrB) y (VrB,N) = —(B,VN).
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1.3. Movimientos rigidos

Definicién 1.10. Una aplicacién F : R? — R? que conserva las distancias, es decir, si

d(F(z), F(y)) = d(x,y) para todo x,y € R3, se llamard movimiento rigido.

Las traslaciones y transformaciones ortogonales son ejemplos béasicos de movimientos
rigidos. Las traslaciones son aquellas aplicaciones que, fijado un vector ? € R?, estan
definidas por Hp : € R? Hﬁ(?) =x+ 7 Las transformaciones ortogonales son
las aplicaciones G : R? — R3 que se corresponden con las isometrias lineales y que trans-
forman vectores ortogonales en vectores ortogonales mediante el producto escalar, es de-
cir, (G (), G (Y)) = (2, ). Ademas todo movimiento rigido es composicién de dichas

transformaciones.

Teorema 1.11. Sea F : R? — R un movimiento rigido. Entonces existe una transforma-

cion ortogonal G : R3 — R3 y una traslacion H : R — R3 tales que F = H o G.

Demostracion. Sea un movimiento rigido F : R® — R3, definimos el vector b := F(0)y

consideramos
G: R>— R3
T Q@) =F@)-1.

Por definicion se tiene:

y entonces F' = Ho o G.
. . -
Veamos que G asi definida es una transformacion ortogonal. Notese que G( 0

F(0)- b =F(0)-F(0)=10.

) =

(i) Conserva las distancias (equivalentemente son movimientos rigidos). En efecto,
d(G(z),G(y)) = d(F(z) = F(0), F(y) - F(0))
= [[F(z) = F(0) = (F(y) = F(0))]]

= [|F(z) = Fy)l = d(F(z), F(y)) = d(z,y)

(ii) Conserva la norma. Esto es, como las transformaciones ortogonales son movimientos

rigidos
G (@) = lG(x) = 0] = [|[G(z) = G(O)[| = d(G(x), G(0))

= d(x,0) = |lz = Ol = ||
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(ili) Conserva el producto escalar. Asf, dado que (z,y) = 1 {||z|® + [ly||* — ||z — y||*}, se

tiene:

(G(),6w) = 3 {I6@ I +1CW)I” - I6() - G}
= 5 (Il + P = d(G().Gw)?)

1
52 {ll2l* + llyl* — d(z, )*}

1
=5 {lel® + lyll* = llz = wl*} =

(iv) Es lineal. Asf pues, sea {e], ..., &, } la base canonica de R™ tal que 2 = z'e;, tomamos

{G(e1),...,G(&;)} y veamos que es una base ortonormal de R™.

(G(e]),G(e))) = (ef, ) =6y,

(423)

lo que implica que son ortonormales. Ahora, si ) )\"G(a}) = 0, se tiene:

= (XNG(@).G@) = SIN(G(E), GE) = N,

para todo j, y por lo tanto es base.

Veamos finalmente que es lineal:
Glaz + by) = G(az'e] + by'e]) = G((az® + by')e})
= (az’ + by )G(€]) = ax'G(€]) + by’ G(e})
= aG(2'e}) + bG(y'el) = aG(z) + bG(y)

Con esto, G es un endomorfismo de R™ que conserva el producto escalar, es decir, una

transformacién ortogonal, y esto completa la demostracion. O

1.4. Curvatura y torsion

Una vez introducidos los movimientos rigidos en R?, diremos que dos curvas a(t) y 3(t)
definidas en un mismo intervalo I € R son congruentes si difieren en un movimiento rigido
F de R3, esto es, B(t) = (Foa)(t).

Es inmediato que la propiedad ser congruente determina una relacién de equivalencia
en el conjunto de todas las curvas definidas en un mismo intervalo. Asi pues un primer

paso de cara a una caracterizacién de las distintas clases de congruencia de curvas es



6 CAPITULO 1. CURVAS EN EL ESPACIO

la introduccién de invariantes de las mismas. La curvatura y la torsién (salvo el signo)
proporcionan un sistema total de invariantes.
Introducimos entonces los conceptos de curvatura y torsién para una curva regular

v : I — R3 parametrizada por arco.

Definiciéon 1.12. Se define la curvatura de vy(s) como la funcion x : I — R dada por
k(s) == |VoT|| = (V7 T, VoT)Y2.

Equivalentemente x(s) = (V7T, N). En caso de que v no esté parametrizada por arco,

la expresién de la curvatura viene dada por

Y @) A (2)]]
"= TeR

Para comprobarlo, consideramos 3(s) = (v o h) (s) la reparametrizacion por la longitud
de arco, de manera que k- (t) = kg (g(t)); siendo g = h~1. Aplicando la regla de la cadena

obtenemos las siguientes derivadas:

B(s) = o/ (h() I ().
B"(s) =/ (h(s)1 ()% + K" ()7 (h(s)).
B"(s) = 7" (h(s))H(s)? + BN ()K" ()" (h(s)) + " (s)/ (I(s)).
Sustituimos entonces en la definicion v se obtiene el resultado:
kals) = V2T = [18/(5)]] = 18'(s) A B"(3)]
= || 7/ (h(s))H'(5) A [ (B())(5)? + W ()7 (h(s))] |

= ()1 () A" b)) = LD AT,

Definiciéon 1.13. Llamamos torsidn de y(s) a la aplicacion 7 : I — R definida por

7(s) := —(VrN, B).

FEn caso de que v no esté parametrizada por arco, la expresion de la torsién viene dada

por

(1) =

_det (,7/(75)’ v'l(t), ,7///(75))
V(&) Ay @12
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Para comprobarlo, empleamos nuevamente la reparametrizaciéon de -, de manera que

7y(t) = 73 (9(t)), v la definicion:

B"(s)
187 (s)

s (BTGB T (B B
det < 157(s)

= ||B//(s)||3 det (8" (s)[18"(s)II, B'(s), B"(s))

r3(s) = (YN, B) = —(V1 ( ) T(s) A N(s))

/8”(8)
llﬂ”(é‘)ll)

75,(5)’

~ T e (). (9. 8 (5)

1

= e det (B8, 8(9)

Ahora sustituimos las expresiones de sus tres primeras derivadas y, teniendo en cuenta

, 1
e i) = ]

(que se obtiene derivando (h o g) = t), se tiene finalmente el resultado:

):8"(s)) _ _(B'(s) NB"(s), 5" (s))
? 15" ()12

) A" (h(s)), B (s)°" (h(s))
7' (h(s)) A" (R(s))]1I?

7" (h(s))

s)II?

): 7" (h(s)))
AREWEO)] -

Lema 1.14. Sean o(t) y 5(t) dos curvas congruentes, entonces kg(s) = ka(s) y 78(s) =
+7,(5).

Demostracion. Sea F : R3 — R? un movimiento rigido de forma que 8 = F o a. Como
yva hemos visto en el Teorema 1.11, podemos definir F' como composicién de una transfor-
macion ortogonal y una traslacion, esto es, F' = Hp o G. Empleando la regla de la cadena

sobre la diferencial, se obtiene que dF), = G en cada punto p € R3, y por tanto
B(s) = E(Foa)(s)=dFyu)(d/(s) = (Goa)(s),
B"(s) &(Goa)(s) = dGo (s (a”(s)) = (Goa”)(s).

Por la primera ecuacién y teniendo en cuenta que G es una transformaciéon ortogonal,

se tiene que, si a(s) estd parametrizada por arco, entonces (s) = (F o «)(s) también esta
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parametrizada por arco. Por la segunda ecuacién se obtiene que dos curvas congruentes

tienen la misma curvatura. En efecto,

kp(s) = [18"(s)l| = IG("(s))ll = lla"(s)]| = Ka(s)-

Veamos ahora que las torsiones son iguales salvo el signo. Notese:

Como G es una transformacién ortogonal que conserva el producto escalar, llevara
bases ortonormales a bases ortonormales; por lo tanto, {G(Ta(s)), G(Na($)), G(Ba(s))} =
{T5(s), Ng(s),G(Ba(s))} es también una base ortonormal. Luego, G(Bqa(s)) = £Bg(s) =
(det G)Bgs(s). Teniendo en cuenta esto,

78(s) = (VrBg(s), N(s)) = (£G(VrBa(s)), Ns(s)) = £(G(7a(s)Na(s)), Ns(s))
= £7a(s)(Na(s), Ns(s)) = £7a(s).
de donde se sigue que dos curvas congruentes tienen la misma torsiéon salvo el signo. [

Teorema 1.15. (Ecuaciones de Frenet-Serret)

Sea v : I — R3, una curva con curvatura no nula, x(t) # 0. Entonces:

VrT(t) = k()N (1)
VrN(t) = —w()T(1) — 7()B(t)
VrB(t) = T(t)N(t)

Demostracion. Por la definicién de normal unitario, se tiene VT = k(t)N.

Definimos B = {T, N, B} y escribimos la derivada del vector normal respecto a dicha base:
VN = (VpN, T)T + (VoN,N)N + (VrN, B)B
= —(V7T,N)T + (VrN,B)B = —k(t)T — 7(t)B
Analogamente,
VB = (VB,T)T + (VrB,N)N + (VrB,B)B

= (VrB,N)N = 1N
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A lo largo de los puntos de la curva ~y(t), los vectores {T'(t), N(t), B(t)} constituyen una
base ortonormal de R?, lo que se denomina una referencia movil. El sentido fundamental
de las formulas de Frenet-Serret es el caracterizar un movimiento giratorio de dicho triedro
a lo largo de la curva . Dado que cada uno de los vectores T'(t), N(t) y B(t) vienen
determinados por sus tres componentes en la base canénica de R3, podemos interpretar
las ecuaciones de Frenet-Serret como un total de 9 ecuaciones que rigen la variacion de la
referencia mévil. Una observacién basica para abordar el Teorema Fundamental de Curvas
en el espacio es que dichas ecuaciones congtituyen un sistema de ecuaciones diferenciales

lineales homogéneas de primer orden en las coordenadas de los vectores T'(t), N(t) y B(t).

1.5. Teorema Fundamental de curvas planas

Sea a : I — R? una curva regular parametrizada por arco. Sea {e_f,e_f} una base

ortonormal de R?, podemos escribir el tangente unitario de a como sigue:
o/ (s) = cos 0(s)e] + senb(s)es = (cosO(s),sen(s)).

Proposiciéon 1.16. Sea a : [0,1] = R? una curva regular parametrizada por arco y {e1, €3}
una base ortonormal de R%. Dado sy € [0,1], existe una funcion diferenciable 6(s), de forma

que para todo s € [0,1], o/ (s) = cos0(s)e] + sen 0(s)e3.

Demostracion. Consideramos «(s) una curva regular parametrizada por arco y definimos
su tangente unitario T'(s) = o/(s) = A(s)ef + u(s)es, donde A, u € C* ([0,1]) y verificando
A(8)% + u(s)? = 1, para todo s € [0,1].

Fijamos sg € [0,!] y entonces denotamos por 6y el angulo formado por ey T(so), el

cual satisface que A(sg) = cosfp y p(so) = senfp. Definimos entonces

0(s) =6y + /S (A" = pX) (u)du,

50

y veamos que es diferenciable. Directamente se tiene que 6(sg) = 6. Veamos ahora que
A(s) = cosO(s) y pu(s) =senf(s). Sea

F(8) 2= (A(s) = cos B(s))* + (u(s) — senb(s))*

=2—2(\(s)cosO(s) + u(s)senf(s)) =: 2 —2¢g(s),
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se tiene que f(sg) =0y que su derivada es nula. En efecto,

g'(s) = N(s)cosO(s) — X(s)0 (s)senO(s) + p'(s) sen O(s) + pu(s)0'(s) cos O(s)
= cosO(s) [N(s) + pu(s) (A" — pX') (s)] +senb(s) [1'(s) + A(s) (A — pX') (s)]

= cosf(s) (N + A’ — 1®X) () +sen6(s) (1 — N1/ + pAN) (s)

) (
=cos0(s) (N = N2 — 12 X) () +sen(s) (0 — N/ — 1) (s)
) (

= cosf(s) (X' = X) (s) +senf(s) (1 — ') (s) = 0.

Luego f'(s) =0y f(so) =0, lo que implica que f es constantemente nula, con lo que

se concluye la demostacion. O

Con este resultado, tiene sentido definir la segunda derivada de la curva, esto es,
a(s) = (—60'(s)senf(s),0'(s)cosB(s)), donde la funcion 6(s) recibe el nombre de rota-
cton de tangentes.

Denotemos con J = R% la transformacion ortogonal del plano dada por la rotacion

positiva de angulo 3

Definicion 1.17. Se llama curvatura de una curva plana regular a la funcién k£ : I - R

definida por:
Ka(s) := (" (s), Jd/(s)).

Utilizando la funcion rotaciéon de tangentes se obtiene:
ka(s) = ((—0'(s)senb(s),0'(s)cosb(s)) , (—senb, cos 9))
=0 sen0 + 0 cos’ 0 = 0/ (s),

lo que muestra que la curvatura de una curva plana mide la variaciéon del &ngulo de rotaciéon

de tangentes.

Es importante observar que la curvatura de una curva plana toma valores tanto positivos
como negativos, mientras que en el caso de curvas en el espacio, la curvatura es siempre
no negativa. El signo de  nos indica el sentido de giro, de manera que caracteriza la curva
salvo movimientos rigidos. De hecho, su comportamiento es el equivalente al de la torsién
de curvas en el espacio, pues dos curvas planas congruentes tienen la misma curvatura,

salvo el signo.

Lema 1.18. Si o y B son curvas planas congruentes, entonces kq(s) = £rg(s).
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Demostracion. Sea F : R? — R3 un movimiento rigido de forma que = F o . Emple-

ando la regla de la cadena sobre la diferencial, se obtiene que
Bl(s) = g(Foa)(s)==£(Foa)(s),
8'(s) =

dependiendo de la orientacion del giro. Asi, si a(s) estd parametrizada por arco, entonces

Q..‘&

|

(Foa’)(s) = £(Foa”)(s),

ISy

S

B(s) = (F o a)(s) también lo estara. Calculamos finalmente la curvatura:
ra(s) = (8"(s),J (B'(5))) = (£F (0" (s)), J(£F(c/(s))))
— £(P(”(s)), F(J(@/(5)))) = £(a"(5), (@ (5))) = %,
con lo que se termina la demostracién. O

En caso de que las curvas fueran congruentes por un movimiento rigido directo, es decir,
un giro de dngulo positivo, se tendria que las curvaturas serfan exactamente iguales, esto
es, no variarfan en funcién del signo.

Fl siguiente resultado, que constituye el Teorema Fundamental de Curvas Planas, es-

tablece que la curvatura constituye un sistema total de invariantes.

Teorema 1.19. (Fundamental de Curvas Planas) Sea  : I — R una funcion dife-
renciable. Entonces, existe una curva plana reqular o : I — R? parametrizada por arco tal
que ko (S) = k(s), para todo s € I.

Ademds, si B : I — R? es una curva regular parametrizada por arco con curvatura
k() = K(s) para todo s € I, entonces existe un movimiento rigido directo F : R? — R?
tal que 8= F o a.

Demostracion. El resultado establece tanto la existencia como la unicidad de curvas planas
correspondientes a una curvatura dada. Comenzaremos por demostrar la existencia, que
se obtiene de forma constructiva.

Sea 6(s) una primitiva de k(s), de manera que, para un sg € I fijo, definimos

y construimos la curva a(s) como

als) = < / cos O(r)dr, / sen9(r)dr> .

La curva asi definida es diferenciable por serlo x(s) y por tanto 6(s); asi que su vector

tangente sera o/(s) = (cosf(s),senf(s)), que es unitario. Ademas,

Ka(s) = (& (s), Ja'(s)) = 0'(s) sen® B(s) + 0'(s) cos* O(s) = 0'(s) = r(s),
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lo que prueba que la curvatura de «(s) se corresponde con la funcion prefijada £(s).

Comprobemos ahora la unicidad. Sean « : I — R? y B : I — R? dos curvas tales
que ko(s) = k(s) = kg(s). Sea so € I fijo, consideramos Ty (s9) ¥ 1(sp) como vectores
tangentes unitarios en dicho punto. Entonces existe una tnica rotacion G : R? — R2,
que suponemos de angulo positivo, de forma que G(T,(so)) = Ts(s0). Dado que G es una
transformacion ortogonal con determinante positivo, se tiene que G(Ny(so)) = Na(so)-

Definimos el vector b := B(s0) — G(a(sp)) y construimos un movimiento rigido de R?

como F'(z) := Hp o G. Sea entonces 7 = F o a, se tiene:

Y(s0) = Fla(so)) = Gla(s) + b = Bls0),
T (s0) = 7/ (50) = (F 0 0)'(s0) = (G 0 0)(s0) = G(Ta(s0)) = Ta(s0).
fy = (7 (5), 07 () = (G(a"(5)), JG(o/(5))) = (Cla"(s)). G(Ja! (5)))
= (a(s), Jo/(5)) = ha(s),

al conmutar las rotaciones Gy J = Rg y teniendo en cuenta que las transformaciones
ortogonales conservan el producto escalar. Para comprobar finalmente que la curva -~
coincide con la curva inicial 8, veremos que la funcién definida por f(s) := %||Tj(s) —
T, (s)||?, con f(so) = 0, es constantemente nula y por tanto sus vectores tangentes unita-
rios seran iguales. Para ello, veamos, utilizando la relacién de los campos tangente y normal
unitarios a las curvas y dado que J? = —Id, que la derivada de dicha funcién es cero. En

efecto,
f'(s) = (V1T5(s) = VrTy(s), Tp(s) — Ty (s))
= (rp(s)Np(s) = riy(s)Ny(s), T(s) — T (s))
= —r(s) ((Ng(s), T5)(s) + (N5 (s), T(s)))
= —h(s) ((JTp(s), Ty (s)) + (Ny(s), Ts(s)))
= —£(8) (=(T(s), JT5(s)) + (N4(s), T(5)))
= —#(5) (=(T5(s), Ny(s)) + (Ny(s), T(s))) = 0.

Luego, f(s) = 0y por tanto Tg(s) = T,(s), es decir, (8 —v)'(s) = 0. Nuevamente,
B — 7 es constante y, como (8 — ) (sg) = 0, se tiene que B(s) = y(s) para todo valor de
sel. O
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1.6. Teorema Fundamental de curvas en R3

Fisicamente, podemos pensar que una curva en el espacio se obtiene a partir de una
linea recta que "se dobla" (curvatura) y "se retuerce" (torsion). Efectivamente, las curvas
en el espacio estdn completamente determinadas por su curvatura y torsion. A diferencia
del caso de curvas planas, la existencia de curvas con curvatura y torsion prefijadas no se
obtiene mediante por un proceso constructivo como en el Teorema 1.19, sino a partir de la

existencia de solucién de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo.

Teorema 1.20. (Fundamental de Curvas en el Espacio) Sean k,7 : I C R — R
funciones diferenciables, k(s) > 0 para todo s € I. Entonces eziste una curva regular
parametrizada por arco o : I — R3, cuya curvatura ko (s) = k(s) y cuya torsion 7,(s) =
7(s), para todo s € I.

Ademds, si B : I — R3 es otra curva reqular parametrizada por arco tal que kp(s) =

k(s) y 18(s) = 7(s), para cualquier s € I, entonces existe un movimiento rigido directo
F:R3—>R3,F:H€>OG, tal que 8 = F o .

Demostracion. Como en el caso del Teorema 1.19, mostraremos la existencia en primer

lugar. Denotamos con

T(s) = (T1(s), Ta(s), T5(s)),
N(s) = (N1(s), Na(s), N3(s))
B(s) = (B s), B3(s))

s), Ba(s),
las componentes en R? de los campos de vectores tangente, normal y binormal definidos

(
(

)
)

en el intervalo I € R. Fijamos sg € I y una base ortonormal {TO, N, BO} positivamente
ortientada en R3 (esto es, T A N = BY) de la forma

TOZ(TlovT207T3?)7 NO:(N?7N87N§))7 BOZ(B?,BS,Bg).

Por el Teorema de exitencia y unicidad de soluciones de sistemas de ecuaciones dife-

renciales [9], existe una tinica aplicacion lineal f : I — R,
f(s) = (T1(s), Ta(s), T5(s), Ni(s), Na(s), N3(s), Bi(s), Ba(s), Bs(s)) ,

verificando las ecuaciones de Frenet-Serret en el Teorema 1.15. Esto es, dicha aplicacién es

soluciéon del problema de Cauchy determinado por el sistema de EDOs
Ty(s) = k() Ne(s),
Ni(s) = —k(s)Ty(s) +7(8)By(s), =1,2,3. (1.1)

By(s) = —7(s)Ne(s),
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con condiciones iniciales f(sg) = (7° N B°). Por la linealidad del sistema podemos
asumir que la solucién f(s) esta definida en todo el dominio I C R.

Tenemos que ver entonces que {T'(s), N(s),B(s)} es una base ortonormal R? para
todo s € I. En efecto, considerando los productos escalares de los campos de vectores

determinados por las soluciones, se tiene

D {0(5), N(s) = K()N (), N(s)) — KT (), T() + ()T (s), Bls)),
D 0(5), B(s)) = w5}V (3), B(s)) — ()T (), N (s),

B N($), B($)) = ~(s)(T(3), B(s)) + () (Bls). B(s)) — 7(s)(N(s), N(s),
T (), 7(3)) = 26(5)(T (), N (s))

d

75N (), N(s)) = =2w(s)(T(s), N(s)) + 27(s){N (s), B(s)),

d
75\ B(8), B(s)) = —27(s)(N(s), B(s)),

lo que determina un sistema de ecuaciones lineal homogéneo de primer orden donde las
funciones incognita son ahora los productos escalares de los vectores T'(s), N(s), y B(s).

Es facil ver que

es solucion del sistema previo con condiciones iniciales dadas por el vector (0,0,0,1,1,1) €
RS en el punto sg € I. Nuevamente, por unicidad de solucion, dichas constantes constituyen
la tnica solucién correspondiente a las condiciones iniciales determinadas por {T 0. NO BO },
con lo que se concluye que la solucién {T'(s), N(s), B(s)} es una base ortonormal de R3
para todo s € I.

Asi, es posible definir la curva buscada « : I — R3 como sigue:

a(s) = /T(s)ds = (/Tl(s)ds, /Tg(s)ds, /Tg(s)ds>,

cosiderando las componentes del campo de vectores T': s € I C R+ T(s) € R? determi-
nado por la primera componente de la solucion {T'(s), N(s), B(s)} de la Ecuaciéon (1.1).
Con esto, se tiene que o/(s) = T'(s) lo que implica que la curva a(s) estd parametrizada

por el parametro longitud de arco. Ademas, al ser {T'(s), N(s), B(s)} solucion de (1.1), se
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tiene que a’(s) = k(s)N(s) y por tanto la funcion k(s) es la curvatura de la curva a(s) en

cada punto s € I, esto es, kq(s) = k(s). Utilizando de nuevo la Ecuacion (1.1) se tiene
" (s) = K'(s)N(s) — K*(5)T(s) + r(s)T(s)B(s).

Teniendo en cuenta la expresiéon de la torsién de una curva, obtenemos que la funcién

7(s) es precisamente la torsion de la curva a(s), esto es,

_det(d(s),a"(s),a"(s))

Ta(s) =

Y por lo tanto a(s) es finalmente la curva buscada por ser una curva con curvatura y

torsion correspondientes a las funciones prefijadas x(s) > 0y 7(s).

Veamos ahora si se cumple la unicidad, para lo que procederemos de modo analogo al

caso de curvas planas. Supongamos que existen «, 3 : I — R? curvas tales que
Ka(s) = kp(s) = kK(s), v Tals)=15(s) =7(s).

Fijado sg € I y considerando las referencias de Frenet-Serret de ambas curvas en dicho

punto, existe una tnica transformacion ortogonal positiva G : R? — R3 tal que
G(Ta(s0)) = Tp(s0), G(Na(so)) = Np(s0), G(Balso)) = Ba(so)-

%
Definimos el vector b := B(so) — G(a(sp)) € R? y construimos un movimiento rigido
F := H- o G. Considerando ahora la curva y(s) = (F oa)(s), tenemos que ver que

~v(s) = B(s). En efecto, sus triedros coinciden en el punto inicial sg:
T, (s0) = 7'(s0) = G(c/(s0)) = G(Ta(s0)) = Tp(s0)

o) _ G 60 _ g (@60 _ o ga) — e
o0 = o = St = (o) = 680D = ot

BW(S()) = TA/(SQ) VAN ny(SO) = Tﬁ(So) AN Nﬁ(So) = Bﬁ(So).
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Ademas, por ser « y 7y curvas congruentes por un movimiento rigido positivo, se tiene

que la curvatura y torsién de v y 3 son iguales para todo s € I:
tiry(8) = Kals) = K(s) = kg,
7(8) = Ta(s) = 7(s) = 75(s).

Para probar que los triedros de Frenet-Serret de y(s) y 5(s) son iguales en todo punto,

consideramos la funciéon

F(s) =5 (I1Ts(s) = Ty(s)]1* + [IN5(s) = Ny (s)[* + 1 Bs(s) = By(s)II) .

N |

que verifica f(sg) = 0. Calculando su derivada, se tiene

'(s) = (Tg(s) — T (s), Tp(s) — Ty (s)) + (Nj(s) — N (s), N(s) — Ny(s))
+(Bj(s) — B)(s), Bg(s) — By(s))
= (#(s)N5(s) = k() Ny (s), Ts(s) — T5(s))
+(=r(s)Tp(s) + 7(5)Bp(s) + r(s)T5(s) — 7(8) By (), Ng(s) = Ny (s))

+ {=7(s)Ng(s) +7(s)Ny (), Bp(s) — By(s)) = 0.

Luego, la funcion f(s) es constantemente nula y por tanto los triedros de Frenet-Serret
de ambas curvas coinciden. En particular Ts(s) = T,(s), por lo que (8 —~)'(s) =0y
entonces 5 — v es constante. Nuevamente, como (5 — 7v)(so) = 0, se tiene que las curvas
B(s) = ~(s) para todo s € I. O

Una aplicaciéon inmediata del Teorema 1.20 muestra que es posible caracterizar familias

de curvas a partir de su curvatura y torsién. Por ejemplo:

» La circunferencia de radio R es la tinica curva (salvo congruencia) con torsion 7(s) =0

y curvatura constante Kk = % > 0.

» Las hélices circulares rectas a(t) = (acost,asent,bt) son las inicas curvas (salvo
congruencia) con curvatura y torsion constantes

|a b
T a2+ b2 y @

K(t)
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Figura 1.1: Hélice circular

= Una curva es plana si y solo si su torsion es nula.

17
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Capitulo 2

Variaciones de curvas

El objetivo de este capitulo es introducir la nocién de variacién de una curva y obtener
las correspondientes ecuaciones de Euler-Lagrange. Para ello y, aunque ya se ha utilizado
implicitamente en el capitulo anterior, comenzamos recordando el concepto de campo de
vectores a lo largo de una curva.

Dada una curva v : I C R — R3, un campo de vectores a lo largo de ~ es una aplicacion
diferenciable X : t € I € R — X(t) € R3 donde entendemos el vector X(t) como
vector tangente a R? en el punto 7(t). El ejemplo basico de la definicién anterior es el
campo velocidad de una curva ¥ : t € I + 5(t) € R3. Es importante sefialar que 4 no
es necesariamente la restriccion a la curva de un campo de vectores en R3, pues la curva

puede presentar autointersecciones.

Definicién 2.1. Dada una curva v : [a,b] € R — R3, una wvariacién de «y es una aplicacién

diferenciable

[': (—¢¢) xa,b — R3
(w,t) — I'(w,t)

verificando I'(0,t) = ().
Toda variacién tiene dos tipos de curvas asociadas que se corresponden con
» Para cada wg € (—¢,¢), la curva t — I'y, () = I'(wo, t) se llama curva longitudinal.

» Para cada g € [a,b], la curva w — Ty (w) = ['(w, tg) se llama curva transversal.

19
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ﬂ

Figura 2.1: Curvas longitudinales (amarillo) y curvas transversales (azul) asociadas a y(t).

Dado que una variacién es esencialmente una "curva de curvas", generalizamos el con-
cepto de campo de vectores a lo largo de una curva para formalizar las velocidades de las

curvas transversales y longitudinales.
Definicion 2.2. Se define campo de vectores a lo largo de una variacidn como la aplicacién
X : (w,t) € (—¢,¢) X [a,b] = X (w,t) € R3.

Llamaremos entonces campo de vectores longitudinal a la velocidad de las curvas longi-
tudinales V(w, t) = %Fw(t) = %F. Anélogamente, llamaremos campo de vectores trasversal

a la velocidad de las curvas transversales W (w,t) = %Ft(w) = %F.

X(t)

Figura 2.2: Campos de vectores longitudinal y transversal.

Si normalizamos el campo de vectores longitudinal, obtenemos la definicién de campo
de vectores tangente de una variacion. Fsto es,

b
IV (w, )]

T(w,t) = V(w,t) =

siendo v(w,t) = (V(w,t), V(w,t))/2.
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Definicién 2.3. Sea una variacion I'(w, t) de una curva v, se dice variacion propia si todas
las curvas longitudinales empiezan y terminan en el mismo punto, esto es, I',(a) = v(a) y

I, (b) = v(b) para todo w € (—¢,¢).

Llamamos campo de la variacion al campo de vectores a lo largo de v dado por S(t) =
W(0,t). Asi pues, si la variacion es propia, entonces el campo de vectores de la variacion
S se anula en los extremos del intervalo dominio de v, es decir, S(a) = S(b) = 0.

Toda variacién de una curva v : [a,b] C R — R? da lugar a un campo de vectores S
a lo largo de ~. El reciproco es cierto, en el sentido de que todo campo de vectores a lo
largo de v es el campo de una variacién I' y, ademas, el campo se anula en los extremos
del dominio si, y solo si, es el campo de una variacién propia. Es importante senalar, sin

embargo, que la correspondencia anterior no es biyectiva.

Lema 2.4. Sea v : [a,b] C R — R3? una curva en el espacio y X : t € [a,b] C R
X (t) € R3 un campo de vectores a lo largo de . Entonces existe una variacion T'(w,t)
de vy cuyo campo de la variacion S(t) = X (t). Ademds la variacion es propia si y solo si

X(a) = X(b) =0.

Demostracion. En cada punto de la curva () consideramos la recta en R3 que pasa por
v(t) con velocidad el campo de vectores X (¢). Con esto, podemos construir una superficie

reglada parametrizada como sigue:
I (w,t) € (—€€) X [a,b] = T(w,t) =~(t) + wX(t),

que es diferenciable y verifica claramente que I'(0,¢) = ~(t), por lo que I determina una
variacion de . Ademaés, las curvas transversales vienen determinadas por (para cada valor
fijo de t € [a, b])

wi Dy(w) =v(t) + wX(t)

por lo que el campo transversal de la variacion estd dado por W(w,t) = %Ft(w) = X (t).
Por tanto, el campo de la variacion S(t) = W(w,t) = X(¢) y la variaciéon es propia si, y
solo si, X (a) = X(b) = 0. O

FEs importante senalar que, como en el caso del campo velocidad de una curva ¥,
la variacién construida en la demostraciéon anterior puede tener autointersecciones para
valores de € grandes. Sin embargo, la compacidad del dominio de la curva garantiza la
existencia de variaciones donde las curvas transversales no se intersequen (lo que es un
caso especial de la existencia de entornos tubulares) [3].

Nuestro objetivo serd estudiar ciertos funcionales sobre curvas, esto es aplicaciones de

la forma
S:y—=3F(y)eR
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como pueden ser el funcional longitud, F(v) = [ 1 = ff |17/ (¢)||d¢, el funcional curvatura
escalar total, §(7) = [ ry = f; Kk~ (t)||7/ (t)]|dt, o el funcional determinado por la norma
L? de la curvatura de la curva, §(y) = y K2 = ff K (t)%]]7/(t)||dt. En cada uno de los casos
se estudiara el comportamiento de una curva dada con respecto a las curvas longitudinales
de cualquier variacion I'(w, t) con la intencion de localizar las curvas donde el funcional sea

minimo, o al menos la funcién
we (—ee) CR—F(T,) eR

presente un punto critico, esto es, %| 0% (T'y,) = 0. A fin de poder determinar la primera
we

variacion del funcional §, utilizaremos una serie de relaciones entre los distintos campos de

vectores asociados a la variacion I'(w, t), que se resumen en el siguiente resultado probado

por Langer y Singer en [4].

Proposicion 2.5. [4] Sea 7 : [a,b] C R — R3 una curva diferenciable y T'(w,t) : (—¢,€) ¥

[a,b] C R? — R3 una variacion de . Entonce se tiene
1. [V,IW]=0.
2. Oyv(w,t) = v(VW,T) = (V,V)V2(NVr W, T).
3. [W,T] = (Ve W, T)T = gT.
4. (W T],T) = =T(9)T.
5. Lk(w,t)? = 2(VyVe W, VrT) + dgk?.
6. Lr(w,t) = (VrVrW,N) + 2xg.
Demostracion. Trabajaremos en R? con coordenadas cartesianas.

1. Veamos que [V, W] =VyW — ViV =0.
SeaI'(w,t) = (z(w,t),y(w, t), z(w, t)) una variacion de la curva 7 en coordenadas car-
tesianas, de manera que, en base a la definiciéon, los campos de vectores longitudinal
y transversal asociados seran de la forma:

0

y W= (w,t)=02"(w,t)=—.

V() = B (e, ) oo 5o

Oxk
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Derivamos entonces dichos campos:

0 0 0
_ k — k k
VyvW =Vy (awl‘ 8xk> Vv (8wl‘ ) 781"" + Oy Vviaxk
:8tawg; 88k —|—8 x Vatxk fé) 8ik _atawx 88k +8 xkatkaaaa
o
0
_ k
= 8t8wx W’
_ 0\ _ RS .
0 0 0
:8w8txak+at$vaxk8@:8w8t$ak+at$8$v kw
0
_ k
= awatx W

Y obtenemos el resultado empleando el Lema de Schwarz y que la derivada covariante

V es simétrica:

VW)= VW =V = (o'} ai ~ {000t} aik
- {ataka_awatxk}% — {00.4* - 0.0 }aak N

2. Veamos que 0,v(w,t) = v(VW,T).

200,00, 0T) (9,07, 0T)  (VyW,V)

D0 = O, (V, V)2 = — _
e Y W VA VA G IR ATATE

. VUTW, vl . U2<VTW, T> .
= W2~ e e SV

3. Veamos que [W,T| = ¢T, siendo g := —(VoW,T).

(W, T] = {W, iv] —W (i) V- %V(W)

" (i) v+ two) - 2vor

- <v>v+ [WV]UW@)V
— _Lweyv=twwr

v2 v
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Desarrollamos la primera parte de este tltimo término:

W (V) =

PV = WV, vV (V, V)12 2(V, V)1/2

(VW V) VW) v IV W,T) B
=Ty e e e

Entonces, )
W, T| = —;W(U)T = —(VeW,T)T = ¢T.

4. Por el apartado anterior y dado que [T,T] = 0, obtenemos el resultado:
(W, T],T] = [gT,T] = g[T,T] = T(9)T = =T(9)T-
5. Previo a la demostracion, se define tensor de curvatura como
R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ - VixyZ.
En R", el tensor de curvatura se anula R(X,Y)Z = 0, por lo que en este caso:
Vi VT =VpVwT + VT = VrVwT + VerT
=VrVwT + gVrT.
Teniendo en cuenta esto y que VT — VoW = [W,T] = gT (%), derivamos la funciéon

curvatura y sustituimos:

0 0
a—wFLZ a—w(VTT, VrT) =Vw(Vr,Vr) =2(Vw VT, VrT)

= 2<VTVWT, VTT> + 2g<VTT, VTT>

(:) 2<VTVTW, VTT> + 2<VTgT, VTT> + 2g<VTT, VTT>

= 2<VTVTI/V, VTT> + 2T(g) <T, VTT> + 29<VTT, VTT>
+ 29<VTT, VTT>
= 2(VyVr W, VrT) + dgk?.,

6. Veamos ahora, empleando el punto anterior, que %/{(w,t) = (VrVrW,N) + 2kg:

0 . 0 1/2 _ VW<VTT, VTT> . 8w/€2

Ow ow

2V W, VrT) + 4gk?
N 2K

1
= E<VTVTW’ VrT) + 29k

1
= <VTVTVV, EVTT> + 29Kk = <VTVTVV, N> + 2gk.
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2.1. Funcional Longitud

Sean p,q € R", definimos Q4 = {7 : [a,b] = R® | y(a) = p, ¥(b) = ¢,5¥(t) # 0} como

el conjunto de curvas (no rectas) regulares con punto inicial p y punto final q.

Definicion 2.6. Sea v : [a,b] — R3 una curva, se define la longitud de v como

b
() = / I/ (t)]ldt.

Con el objetivo de encontrar las curvas regulares de menor longitud que unen los puntos

Py ¢, tomamos una curva vy € €}, , y construimos una variacién

[: (—e¢) x[a,b] — R3
(w,t) = D(w,t)

de forma que I'(0,t) = v(¢) y I'(w,a) = p, I'(w, b) = q. Ahora bien, para encontrar dichas
curvas, compararemos la longitud de v con la de las curvas longitudinales de la variacién,

Iy : tela,b —TIy(t)=TI(w,t), por lo que consideramos la funcién real de variable real:

L: (—ge)eR — R
b
w — L(Ty) = / |0 (w, t)]|dt.

Para calcular la primera variacion del funcional, utilizando los resultados de derivacién

bajo el signo integral [8], se tiene

' d Irwnld.  (21)

d d 4
a dw |w:0 at

b9
L(Ty) = — Hgtf(w,t)\\dtz

dw =0 dw|w=o J4

Desarrollamos la derivada

(90T (w, 1), 9T (w, 1))
2

5. O (@), 0w, ) = o O
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Como la longitud de una curva es independiente de la parametrizacién de la misma,

suponemos que la curva 7 estd parametrizada por arco y, evaluando en w = 0, se tiene

4(0,0(w,1), O (w0, 1)) — (0,7 (w, 1), 0T (w, 1))
1m0 (0 0, O ) =4 (B0 (@, 1), 0T (w, £)) 172 (©.¢)

_ %(@,F(O,t),v’(t» — (00(0,1),7"(t)).

Finalmente, sustituyendo en (2.1) se tiene:

b b
T L) = / 4 (0.0(0,0), (1)~ / (0.T(0,1), 7" (1))t

dw | =0

b
= (0L0(0.8),(D) ~ (Q.L(0,0). (@)~ [ (@10,
_ / (0.T(0, ), (1)t
b
. / (S(8),"(£))dt,

por ser I' una variaciéon propia, donde S(t) es el campo de dicha variacion.

Asi tenemos la siguiente conclusion.

Teorema 2.7. La curva de menor longitud que conecta los puntos p,q € R es el segmento

de recta que los une.

Demostracion. Sea v : [a,b] C R — R? una curva uniendo p = v(a) y ¢ = (b). Si 7 es la
curva de menor longitud para todas las que unen p y ¢, entonces para cualquier variacion

propia I'(w, t) de «y se tiene que la funcién
we (—ee) CR— L(T,) €R

tiene un punto critico en w = 0 (ya que I'(0,¢) = ~(¢)). Por tanto %l L(T,) = 0 para

w=0

cualquier variacién propia de ~. Por el Lema 2.4 se tiene entonces que

b
/ (X(t).7"(B))dt = 0

para todo campo de vectores X (t) a lo largo de v con X (a) = X(b) = 0.

Considerando ahora la funcion ¢(t) = —(t — a)(t — b), se tiene que ¢(t) > 0 en el
intervalo [a,b] y se anula en los extremos ¢(a) = ¢(b) = 0, por lo que X (t) := ¢(t)y"(t)
define un campo de vectores a lo largo de 7 tal que X (a) = X(b) = 0. Considerando una

variacion I'(w,t) como en el Lema 2.4 se tiene que

b b b
0= / (X (1), 7" (1)t = / (GO (1), 7" (1))t = / SO (1)]dt.
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Como el integrando ¢(t) ||y ()]|> > 0, se tiene que ¢(t)||7"(t)||> = 0y, por ser la funcién
¢(t) # 0 en el intervalo abierto (a,b), necesariamente +”(¢) = 0. En consecuencia la curva
Y(t) = (x1(t), wa(t), z3(t)) verifica a7} (t) = 0 para k = 1,2,3 y por tanto z(t) = ay + tuy,
lo que muestra que y(t) = (a1, a2,a3) + t(vi,v2,v3) es el segmento de recta que une los

puntos py q. O

2.2. Curvas planas cerradas y convexas

Hemos visto que los puntos criticos del funcional longitud se corresponden con segmen-
tos de recta cuando se plantea el problema libre, esto es, sin restricciones o condicionantes
en la familia de curvas con la que trabajamos. Sin embargo, cuando el funcional longitud se
estudia sobre ciertos subconjuntos de €2, 4, nos encontramos ante un problema de extremos
condicionados que da lugar a curvas con comportamientos especiales. Este es el caso de
las curvas convexas y cerradas en el plano, donde la longitud se relaciona con el problema
isoparamétrico para el que los minimos vienen dados por circunferencias. Antes de abordar

el problema, introduciremos los conceptos y la notacién necesarios.

Una curva parametrizada v : I € R — R? es cerrada si es periodica, es decir, si existe
una constante real positiva A tal que y(t+ A) = v(t) para todo ¢ € I. Diremos que la curva
es simple si no tiene puntos de autointerseccion, es decir, si y(t1) # 7(t2) para cualesquiera
t1,t2 € I (salvo el caso en que t; = a y to = by la curva « : [a,b] — R? es cerrada). Dicho
de otra forma, v es simple si admite una parametrizacion inyectiva. Finalmente se dice que
una curva es conveza si la recta tangente en cada punto deja a la curva completamente a

uno de los lados que determina dicha recta.

Toda curva cerrada y convexa tiene asociada una anchura en cierta direccién U, de-
finida por la distancia entre dos rectas paralelas tangentes a la curva y ortogonales a .

Asi mismo, tiene asociado un didmetro, que serd la mayor de todas las anchuras.
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(. \ ]
Y

Figura 2.3: La rosa polar es una curva cerrada periddica de periodo 7.

Figura 2.5: Dos ejemplos de curvas no convexas.

Estudiaremos ahora qué ocurre con la longitud en curvas convexas y cerradas. Para
ello, demostraremos dos teoremas que comparan la longitud con otras medidas geométricas

como son la anchura y el area.

Teorema 2.8. (de Rosenthal y Szasz). Toda curva parametrizada diferenciable, conveza

y cerrada, de longitud L y didmetro D, verifica que
L<nD

La igualdad se tiene si, y solo si, la curva tiene anchura constante D.
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Demostracion. Consideramos una curva parametrizada diferenciable, convexa y cerrada
v:I € R — R? y supongamos que el origen de coordenadas es un punto interior de +.
Calcularemos su longitud.

Tomamos un punto (z1,x2) € y(I) y trazamos la recta tangente a v por ese punto.
Construimos una perpendicular a dicha recta pasando por el origen y que forma un angulo
@ con el eje x. Notese que la distancia determinada por esta tltima recta es una funcién

periodica con periodo 27. La denotaremos por d(p). Asi, se tiene:
d(p) = x1cosp+ rosenp
d(p) = —x1co8p+ za8en

Con la solucién de este sistema obtenemos las coordenadas x1 y 2 y por tanto podemos

parametrizar la curva como sigue:

r1(p) = d(p) cos p — d'(¢) sen ¢
Y(p) = (21(p), z2(¢)), con
z2(p) = d'(p) cos p + d(p) sen ¢

Calculamos entonces la derivada de v y su norma:

v (p) = (d(g)sen g — d" () sen g, d"(¢) cos ¢ + d(p) cos p)

17 (@)]1* = d(¢)? sen® p + d" (p)? sen® p + 2d(p)d" (p) sen®

+ d”(cp)2 cos® ¢ + al(go)2 cos? p + 2d" ()d(p) cos?
= (d(@)* + d"(p)* + 2d(p)d" () (sen® @ + cos” p)

= (d(p) +d" ().

Calculamos finalmente la longitud:
27 27
1) = [ W@l = [ () + () g

27 27

=/ d(¢)ds0+/ d"(p)de
0 0
27 )

- [ oo+

= /027r d(p)de.

Notese que d'(2m) — d'(0) = 0 por ser d’'(¢) una funcion periddica de periodo 27.
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Ahora bien, la anchura de la curva en la direccién determinada por ¢ viene dada por
d(p) 4+ d(¢ + 7). Teniendo en cuenta que el diametro es la mayor de todas las anchuras,

obtenemos el resultado:

21 T 271
Liy) = /0 d(p)dp = /0 d(p)dp + / d(p)dy

s s
= [t + dto+mae < [ Dap = .
0 0
Es obvio que la igualdad se alcanza si la anchura es constantemente D. 0

Teorema 2.9. (Desigualdad isoperimétrica). Sea A el drea de la region acotada por
una curva -y, entonces
L?>47A

alcanzdndose la igualdad si, y solo si, v es una circunferencia.

Demostracion. Sea v una curva y(s) = (x(s),y(s)) diferenciable, cerrada, simple y positi-
vamente orientada; siendo s el parametro de longitud de arco.

Tomamos dos rectas paralelas, R; y Ro, v tangentes a y en los puntos pg y p. Consi-
deramos también « una circunferencia que no corta a vy y que es tangente a Ry y Rg en
Do v P respectivamente. Denotamos por r el radio de dicha circunferencia y consideramos,
sin pérdida de generalidad, su centro como el origen de coordenadas y el eje x ortogonal a
las rectas.

Como la curva es cerrada, v(0) = (L) = p. Definimos v(s9) = pp para un cierto

sp € (0, L) y parametrizamos la circunferencia como sigue:

a(s) = (2(s), w(s)),
donde z(s) = z(s) y w(s) viene dada por:
—/r?2—x(s)2 si0<s<sg
w(s) =
r2—xz(s)?2 sisg<s<L
En términos generales, el drea de una region R acotada por una curva C cerrada, simple

y regular a trozos viene dada, en base al Teorema de Green, por la siguiente expresion:
1

A(R):Q/dey—ydx:—/cydx:/cxdy

Por lo que el area de v y « serd como sigue:

L
Ay = [ e s

A, = /OLw(s)z'(s)ds _ /OLw(s):r’(s)ds.
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2

Dado que el area de una circunferencia es 7mr“, sumamos las expresiones:

2 _ L / . /
Ay +7rs=A 4+ Ay = / (z(s)y'(s) — w(s)Z'(s)) ds
0

L
< /0 ()9 (5) — w(s)'(5)|ds

L
- /0 V(57 4 (5)2/a(s)? + w(s)ds

L
N /0 1Y ()]l - v/2(5)% + w(s)2ds

2

:/OL des:/j \/x(S)Q—F(i = a(s)?) ds

L
:/ rds =1L,
0

con lo que obtenemos que A, + 7r? < rL. Utilizando la desigualdad entre las medias

geométrica y aritmética de dos nlimeros positivos cualesquiera, tenemos que:

2
Vam? < At kb
(3) 2 2

y por tanto, elevando al cuadrado, conseguimos el resultado:
4AT < L2

Ahora veamos que la igualdad se alcanza si, y solo si, v es una circunferencia. Para

ello, supongamos que L? = 41 A y veamos que se verifica la igualdad en (1) , (2) y (3):

(3) Si VAmr? = A%’”“Q, entonces A = mr? y por tanto L? = 4r?r?, es decir, L = 27

Entonces r es constante independientemente de las rectas tomadas.

(2) La desigualdad de Cauchy-Schwarz es una igualdad si los vectores son proporcionales.
Entonces existe ¢ una constante real tal que (—w(s), z(s)) = ¢(2/(s),y'(s)). Tomando

modulos se obtiene:

lc| = Vw(s)? 4+ x(s)? =1
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=c-| (@), 5/(9)) [P =c-|¥|* =c=+r

Si xz(s)y'(s) —w(s)x'(s) = |z(s)y'(s) —w(s)z'(s)|, entonces x(s)y'(s) —w(s)z'(s) > 0

y por tanto ¢ =r.

En particular, se tiene que x(s) = ry’(s). Ahora bien, como r es constante e inde-
pendiente de las rectas R; y Ra, podemos intercambiar los ejes coordenados y asi

obtener y(s) = r2/(s). Con esto,
z(s)2 +y(s)? =% (2 (s)2 + ¢/ (s)?) =2

Asi, concluimos que v(s) = (z(s),y(s)) es una circunferencia.



Capitulo 3

Funcionales definidos por la

curvatura de una curva

Sea P una funcién sobre R, considerando la accién de dicha aplicacién sobre la curvatura

de una curva, da lugar al funcional en el espacio 2, 4:

Sr: an —R
v = Fp() = [, Pk)

Ejemplo 3.1. A continuacién senalamos dos casos especiales del funcional anterior, que

han sido objeto de estudio durante los tltimos siglos.

(1)

Si P(k) = K, obtendriamos:

b
SV € Qpg— Fu(y) = / K= / k(s)ds,
’Y a

que se corresponde con la curvatura total de la curva. En este capitulo obtenemos
como caso particular las ecuaciones que determinan los puntos criticos de este fun-
cional. En la seccién 3.2.2 mostramos que toda curva cerrada simple es critica, como

consecuencia de que el valor de su indice de rotacién es entero.

Si P(k) = k%, obtendriamos:

b
a7 € Oy o 5 0) = [ 8 = [ i),
"}’ a

que se corresponde con la norma L? de la curvatura. Las curvas criticas de dicho fun-
cional, denominadas curvas eldsticas, estan caracterizadas por una EDO en funcién
de su curvatura o, equivalentemente, de su dngulo de rotacién. Como ya hemos visto,
segin el Teorema Fundamental de Curvas Planas, dichas curvas estan determinadas

a partir de este de forma tinica.

33
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3.1. Primera variacion del funcional §p

Es importante sefialar en primer lugar que el funcional §p estd definido mediante una
integral de curva. Recordemos que si f es una funcién definida a lo largo de una curva

parametrizada arbitraria a : t € [a,b] C R — «a(t) € R?, entonces

/af - /ab(foa)(t)lla’(t)udt,

[1=] " Fo(s)as,

[A3N )]

siendo L(«) la longitud de la curva « y “s” el parametro longitud de arco. Desarrolla-

o equivalentemente

mos entonces el funcional por la definicién de integral de una funcién sobre una curva y

derivaremos respecto a w:

L(Tw) 1
sp) = [ P = [ PlruleNds = [ Ple)ote. it

Ly
d d L{Tw) d !
%&p(w) |lw=0 = o |w=0 /0 P(kw(s))ds = o |lw=0 /0 P(ke(t))v(w, t)dt

L q
- / = Lm0 (P(a(t))0(w, 1),
0

Desarrollamos el tltimo integrando y mas tarde lo evaluamos en w = 0:

d

o [Pk, (t))v(w, t)] = P (kw(t))Oukv + Pky(t))d,v

=P (NeNV1rW,N) + 2kg)v — Pgv

= (P(VrVTW,N) + g(26P" — P))wv.

Asi, invirtiendo los pasos, tenemos:

d 1
- Fp(w) = / (P (VVrW,N) + g(25P' = P)} v di
0
1 d d 1
= [P at= [ Pl a
d L(Tw)
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Ahora bien,

d

L(T.)
dep(w) lw=0 = /0 {Pl(fi) (VeVrW,N) + (P — QE'PI)<VT‘/V, T>} ds

L(Tw) L) (3.1)
-~ / VoV W, P (k)N ds + / (P — 26P') (Ve W, T) ds.
0 0

(1 (2)
Previo al desarrollo de ambos integrandos, se introducen los siguientes conceptos de

notacioén:

Notacion 3.2. A fin de simplificar las expresiones siguientes, introducimos la siguiente

notacion utilizada previamente en [4]
K=P'N,
J =Vrk+ (26P — P)T,
E=V7TJ =VrVrs + VT(QKP/ — P)T.

(1) Derivando, obtenemos:

<VTVTVV, 'P/(K,)N> = <VTVTW, ]C> = T<VTVV, IC> — <VTW, VT/C>

d
= £<VTVV, K) — (VeW,VrK)
d
= £<VTW7 K) = (T(W, V1K) — (W, VrVrK)).
Y por lo tanto:
L(T'y) L(Tw) ¢4
/ (Vo VW, P/ (k)N) ds = / W K)ds
0 0

L) g L)
- / W, VrK)ds + / (W, Vo VrK)ds
0 0

L(Tw)
= (VW) = (W.Vk0) [ + [ (W VrVk)ds.
0
(2) Dado que T(W,T) = (VoW,T) + (W,VrT), se tiene
d
(Ve W,T) = T(W, ) ~ (W, Vs T) =

S

(W, T) = (W, VrT).

Ahora bien, sabiendo que (P —2xP' (Ve W, T) = (Vo W, (P — 2xP’)T'), derivamos:

T(W, (P —26P"T) = (V7 W, (P — 26P)T) + (W, V(P — 26P)T),
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(VeW, (P —26PT) = di(w, (P —2kP")T) — (W, V(P —26P)T).

s
Y por tanto,
L(Fw) d

— —2kPT
ds<W’ (P kP)T)ds

L(Tw)
/ (P — 2P (V2 W, T) ds = /
0 0
L(Tw)
_ / (W, V(P — 26P')T)ds
0
— (W, (P —2xP)T) |10
L(Tw)
- / (W, V(P — 26P))T)ds.
0
Sustituimos finalmente los términos en la ecuacién 3.1 y obtenemos:
d . ]C IC / T L(Fw)
@Sp(w) = ((VTW,K) — (W, VrK) — (W, (2:P" = P)T)) |
L(Tw)
+ / (W, VrVrK + VT(QI{PI —P)T)ds
0
= (Ve W, K) — (W, V7K + (2P = P)T)) ¢

L(T.)
+ / (W, NN 1K + V7 (26P" — P)T)ds
0

L(Tw) L(Tw)
= (V2W,K) — (W, 7)) [ET +/ (W, ) ds.
0
Ahora bien, evaluando en w = 0, se tiene L(I'y,) = L(y) =: L, y por lo tanto:

L
§p(0) = (VrW,K) — (W,.7)) |& + /0 (W, €)ds. (3.2)

La expresion anterior proporciona la primera variacién del funcional, por lo que los
puntos criticos de dicho funcional en la situacién libre se obtienen a partir de la ecuacién
§5(0) = 0. A continuaciéon consideraremos la ecuaciéon de curvas criticas sujetas a la

condicién de frontera habitualmente considerada en la bibliografia.

3.2. Condiciones de frontera

Definicion 3.3. Sea v € D C Q,, una curvar regular definida sobre un abierto D, se

definen las condiciones de frontera admisibles como

B(w, )y =0,
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siendo B(w,v) = (VoeW,K) — (W, T).

Procediendo como habiamos hecho anteriormenze para el funcional longitud y en base
a la ecuacion (3.2), se tiene que 7y es Fp-critica si / (W, £)ds = 0 para cualquier variacién
de =, o equivalentemente, para cualquier campo 0de vectores X a lo largo de . Asi, la
anulacion de la integral, es decir, la condicién de ser curva critica, se obtiene si £ = 0.

Desarrollamos entonces £(7) para asi llegar a las condiciones

E(y) = VrVrP'N + V(2P — P)T.

iy .2 )
Notacion 3.4. Se denota %/{ CcOmo Kg, ¥ €n consecuencia %/ﬁ como kKgs. Andlogamente,
d._ _

T = Ts.

VrVrP'N =V (P"(k)ksN = P'(k)sT + P"(r)7B)
= P"(k)K2N + P"(k)kssN — P"(k)kskT + P"(k)ksTB
— P"(k)kskT — P (k)ksT — P'(k)*N

+ P"(k)ksTB + P'(k)1sB — P'(k)72N,

Vr(26P" — P)T = 2ksP' (k)T + 26P" (k) ks T — P'(k)rsT
+ (26P" — P)kN.
Agrupamos los términos de ambos sumandos en funcién de la base ortonormal {T', N, B}:
E(y)=T {—PN(/@)/{S/@ —P"(k)ksk — P'(k)ks + 265P (k) + 26P" (k) ks — PI(H)I{S}
= NA{P" (k)2 + P"(k)kss — P'(k)&* — P'(k)7* + (26P' — P)k}
= B{P"(k)ksT + P"(k)rsT + P' (k)75 } -
Finalmente, se obtiene que £(y) = 0 si y solo si:

d
27 / / =
dsp (k)T +P'(k)Ts =0

d2
@’P/(F&) + P (k) (k? = 7%) = kP(k) =0

(3.3)

Teorema 3.5. Una curva v es critica para un funcional Fp restringido a variaciones

verificando las condiciones de frontera dadas por B =0 si y solo si se cumple (3.3).
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3.2.1. Curvas criticas para el funcional determinado por P(k) = x?

Las curvas clasicas conocidas como eldsticas son las soluciones de un problema varia-
cional propuesto por Bernoulli a Euler en 1744, que consisitia en minimizar la energfa
de flexion de una curva inextensible. Matematicamente las soluciones a dicho problema
se corresponden con los puntos criticos del funcional determinado por la norma L? de la
curvatura escalar de la curva, esto es, P(k) = k2 [7].

Supongamos entonces P(k) = k2, por lo que P'(k) = 2x. Sustituyendo en (3.3), se

obtiene el siguiente sistema:

26T + kTs =0

Viss + k(K2 —272) =0

Curvas planas

Sabemos que una curva es plana si, y solo si, la torsién 7 = 0, por lo que a partir del
sistema anterior obtenemos que

2Kgs + K3 = 0.

Equivalentemente, escribiendo la expresién anterior en términos del &ngulo de rotaciéon
20" (s) 4+ 0'(s)> = 0.

Luego, por el Teorema 3.5, la curva ~ es critica para §.2 si y solo si se verifica la
condicion previa. La ecuacion anterior determina el angulo de rotacién (o equivalentemente
la curvatura) a partir de la cual se puede obtener la curva elastica por un proceso de

integracion.

Definicion 3.6. Una curva regular parametrizada por arco se dice que es una curva eldstica

con tension o si verifica la ecuacién diferencial
26" (5) 4 K(s)® — ok(s) =0 (3.4)

para algtn valor ¢ € R. Para el caso o = 0, la curva se denomina curva eldstica libre.
La energia de una curva elastica se obtiene multiplicando en (3.4) por 2 e integrando.
Esto es, )
o
E =i+ k' — -k
4 2
Sea v(s) = (z(s),y(s)) una curva regular parametrizada por arco, sabemos que pode-

mos escribir su tangente unitario de la forma

v'(s) = cos 0(s)e] + senB(s)e = (cosB(s),senf(s)).
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Si reparametrizamos la curva y(s) de forma que el pardmetro defina la distancia signada

al eje OX, se tiene
() = (f(¥),v),

y por tanto podemos escribir £ = k(y) como su curvatura. Veamos a partir del siguiente

lema que podemos encontrar curvas cuya curvatura es kK = k(y).

Lema 3.7. Sea v = (x,y) una curva plana cuyo vector normal es N. Si k = k(y), entonces
ezriste ¢ € R tal que

donde % = k(y).

Demostracion. Supongamos, sin pérdidad de generalidad, que v estd parametrizada por

arco. En base a las ecuaciones de Frenet-Serret para curvas planas, se tiene:

d d
TN €)= (=N, €3) = —s(T, &3) = —r(y)g-
Integrando se tiene el resultado, pues (N, e3) + F(y) es constante. O

Consideramos en coordenadas cartesianas los vectores tangente T'(s) = (2(s),y(s)) v
normal N(s) = (—(s), i(s)), y entonces, empleando el resultado previo i(s) = (N, e3) =

—F(y) — c. Integrando respecto a y, se obtiene la primera componente de la curva:

2(s) = — <cs + / F(y(s))ds) .

Para obtener la segunda componente serd necesario el siguiente resultado.

Proposicion 3.8. Sea v una curva plana cuya curvatura salisface la condicion k(y) =

22y, A > 0. Entonces v es una curva eldstica con tension o = —4Ac y energioc £ =
AN (1—c?).

Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad que la curva 7 estd parametrizada
por arco. Asi, |7 (s)||? = 2(s)? + 9(s)? = 1, por lo que despejando nos queda:
P =1-i"=1-(F(y) + 0o

Consideramos F(y) = Ay? + ¢ y sustituyendo se tiene

P =1- P+ = (1+e+ 221 —c— M),

J=~/(1+c+ M2 (1 —c— 2,

= 20y9(1 — ¢ — Ay?) — 22y9(1 + ¢ + M\y?)
_ >

= —2)cy — 22715,
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Veamos que v cumple la definicién de curva eléstica, esto es, que su funcién curvatura

verifica la ecuacion (3.4). Obtenemos primero los términos necesarios:

Kk = 2As, con X\ > 0,

k3 = 8383,
k= 2)s,
K = 2A8

y sustituimos:
ANG + 8X\3y3 — 200y = 0,
AN(=2Xcy — 22%3) + 80392 — 20Ny = 0,
2(—2Acy) — oy = 0.
Asi, despejando, obtenemos que el valor de la tensién es 0 = —4Xc. Obtenemos ahora

la energia sustituyendo en la definicion:
1
E:R2+Zﬁ4—%li2
= (223)2 + 401 + 8eA3y?
= AN (1 +c+ M2 (1 — ¢ — My?) 4+ 401 4 8eA3y?
= 40%(1 = ¢?).
Con lo que finalmente se concluye la demostracién. O
El hecho de que 42 = (1 + ¢+ Ay?)(1 — ¢ — A\y?) > 0 implica que —1 < A2 +c <1,y
como Ay? > 0, nos queda que
c<1-— )\y2 <1.

Si ¢ =1, entonces necesariamente y = 0 y la curva elistica sera
Y(s) = (=s,0).
Sin embargo, si ¢ < 1, la curva elastica sera de la forma:

1) = (= (es 2 [utoras) o))

En este caso, como estamos ante una curva elastica libre, para que o sea cero, necesa-

riamente ¢ = 0, y por tanto nos encontramos en la segunda posibilidad.

Figura 3.1: Curva elastica libre tomando y(s) = cos(s).
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Curvas en el espacio

En caso de que v tome valores en R3, se tiene que tanto la curvatura como la torsion
)

son distintas de cero. Resolvemos entonces el sistema

2ksT + kTs = 0,

2hiss + k(K2 —27%) = 0.

A partir de la primera ecuacién, mediante un proceso de integracion para la resolucion

de ecuaciones de primer orden, obtenemos que

o bien,

T=—.
K2

Sustituimos dicho valor de 7 en la segunda ecuaciéon y despejando se tiene

1 1
Kss = — — =K.
RS2

Luego, por el Teorema 3.5, la curva y es critica para §,2 si y solo si se verifican las dos

condiciones

1

TR = 1, Kss = —35 — 51%.

3.2.2. Curvas criticas para el funcional determinado por P(k) = &

Supongamos ahora P(k) = k, y entonces P’(k) = 1. Nuevamente, sustituyendo en
(3.3), se obtiene:
75 = 0,
[ 0,

de donde deducimos que 7 = 0.

Curvas planas

Dado que la condicién para que 7 sea critica para §, es que 7 = 0, todas las curvas
planas son criticas.

En particular, veamos la razén por la cual las curvas simples y cerradas son criticas.

Definicién 3.9. Sea v : [0, L] — R? una curva regular parametrizada por arco y cerrada.

Se define el 7ndice de rotacion como
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Teorema 3.10. El indice de rotacion de una curva simple cerrada es +1.

Demostracion. Sea v : [0, L] — R? una curva simple y cerrada. Definimos R(s1, s2) como
el vector que une 7y(s1) y v(s2), para todo s1,s2 € [0, L]. Notese que R(s1,51) = T(s1) y
R(0,L) =-T(0) = -T(L).

Construimos una region A limitada por A = (0,0), B = (0,L) y C = (L, L), donde la
funcion R es continua. Construimos también una funcién continua O(sy, s2) que determina
el angulo entre R(s1,s2) y el eje OX, de manera que ©(s1,s1) = 0(s1).

Por la definicién de indice de rotacién,

2mn = 0(L /0’ ds—/d9

Como O(sy,s1) = 0(s1),
/d@-/ de.
" ac

do do 0?0 0%

d® = —d —dsg — =
ds S1 51 + d Y 681@82 882651

Ademas, sabemos que:

Asi, por el Teorema de Green, se obtiene:

BAS)
de = dsidss = 0,
/AC+CB+BA / / 9s10sy  Osy0s1  °

/ de = d@—i—/ dO = +7+ 7 =+27.
AC AB BC

Con lo que, finalmente, n = £1. O

Corolario 3.11. La curvatura total fcn es constante sobre todas las curvas cerradas

simples.

Con esto, se tiene que Fx(y) es, por definicion, constante. Entonces,

d§
-V |lw=0— 0
dw =0

v por lo tanto todas las curvas planas, cerradas y simples son criticas para §x.
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