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Resumen

La musica y las mateméticas estan intimamente relacionadas. La finalidad de este
trabajo es explorar una pequenia parte de esta relaciéon, centrandonos en los armoénicos.
Para ello haremos una introduccién histoérica, seguida de un resumen de un articulo escrito
por Daniel Bernoulli, luego estudiaremos distintos tipos de afinacién relacionadas con los
armonicos y la afinacién que se usa hoy en dia y por tltimo deduciremos la ecuacion de
la cuerda vibrante y veremos las soluciéon de d’Alembert y la solucién por separaciéon de

variables empleando series de Fourier.

Abstract

Music and mathematics are closely related. The purpose of this work is to explore a
small part of this relationship, focusing on harmonics. For this we will make an historical
introduction, followed by a summary of an article written by Daniel Bernoulli, then we will
study different types of tuning related to harmonics and the tuning that is used nowadays
and finally we will deduce the vibrating string equation and we will see the d’Alembert

solution and the separation of variables solution using Fourier series.
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Introduccion

Las matematicas y la musica siempre han tenido tienen una relaciéon muy estrecha.
Desde la Antigua Grecia, donde se empezod a teorizar con la armonia de las esferas; pasando
por la Edad Media, época en la que la miisica, la aritmética, la geometria y la astronomia
se ensenaban a la vez en el quadrivium; y finalmente en la actualidad, que se utilizan
conjuntamente para la composiciéon, el analisis, la actustica...

El objetivo principal de este TFG es el estudia de parte de esta relacién entre mate-
maticas y musica.

Para esto dividiremos el trabajo en 4 capitulos:

En el primer capitulo se hara una breve introduccién histérica, centrandose en la An-
tigua Grecia y en los mateméticos Euler y d’Alambert.

El segundo capitulo esté centrado en Bernoulli y su articulo titulado “Réfléxions et eclar-
cissements sur les nouvelles vi brations des cordesexposées dans les mémoires de I’ Académie
de 1747 et 1748”.

En el tercer capitulo se profundizara sobre 3 tipos de afinacién: la afinacion pitago-
rica, la afinacién natural y el temperamento igual. También se hard un estudio con un
espectrograma.

En el cuarto capitulo deduciremos la ecuacion de la cuerda vibrante y comprobaremos
que la solucion que propone d’Alembert es igual a la solucion que propone Bernoulli a este

problema.

IX



INTRODUCCION



Capitulo 1

Introduccion histoérica

Los hallazgos musicales mas antiguos encontrados hasta el dia de hoy son instrumentos
y representaciones que sobrevivieron al paso de los anos. Desde la Edad de Piedra se cons-
truian instrumentos con huesos; mas tarde, en el neolitico, se construyeron instrumentos
idi6fonos e instrumentos hechos con ceramica; y desde la Edad de Bronce se construyeron
instrumentos de metal y de cuerda.

La region de Mesopotamia y paises como China, Egipto e India desarrollaron tradiciones
musicales propias, pero en este trabajo me centraré en Grecia, concretamente en la escuela

pitagoérica.

1.1. Pitagoras

Las palabras misica y matemaéticas vienen del griego. La primera viene de la pala-
bra griega musiké, que significa “el arte de las musas”; y la segunda viene de la pala-
bra mathematikd, que significa “conocimiento”. Estas dos disciplinas estan intimamente
relacionadas. [3]

Pitagoras de Samos es considerado como el primer matematico puro. Naci6 en Samos
sobre el afio 570 a.C. Aparte de destacar en matemaéticas, también hizo contribuciones a
la filosofia, la teoria musical y la astronomia.[9]

Pitagoras de Samos fundo la escuela pitagorica en el siglo VI a.C. En esta escuela se
estudiaba aritmética y musica a la vez. Hacian disefios musicales, actsticos y astronémi-
cos basados en las matemaéticas. Ellos pensaban que los planetas producian vibraciones
armonicas cuando se movian. Esto es lo que se conoce como la teoria de la armonia de las
esferas.

En la escuela pitagorica se estudio el sonido que produce una cuerda atada a dos puntos

cuando se toca. Lo que hacian con esta cuerda era cambiar su longitud. Cuanto més corta
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era la cuerda més agudo era el sonido que escuchaban, y cuanto més larga era mas grave
era el sonido. Con la longitud justa podian obtener las notas musicales. Haciendo esto, se
dieron cuenta que, con determinadas proporciones, podian obtener notas agradables para
el oido.

Las primeras relaciones que obtuvieron fueron cuando pisaron por la mitad la cuerda,
que se puede expresar como 2:1 y daba un intervalo de octava respecto de la nota original;
cuando pisaban por un tercio de la cuerda, que se puede expresar como 3:2 y daba una
un intervalo de quinta respecto de la nota original; y cuando pisaban por un cuarto de la
cuerda, que se puede expresar como 4:3 y daba una un intervalo de cuarta respecto de la

nota original.

|

= 1

octava |
1

-

quinta |
I ! 1

cuarta,

I I I 1 I

Gracias a esto se llegd a una primera aproximaciéon de los armoénicos, que vendrian

dados por:
n+1

n

Esta formula aproxima bastante bien los intervalos de segunda, cuarta, quinta y octava;
pero los demas intervalos fallan un poco con respecto a los armonicos reales.[I]

Después de ver esta primera toma de contacto de los armoénicos, daremos un salto
temporal hasta el siglo XVIII y nos centraremos en los matemaéticos Euler, d’Alembert y

Bernouilli.

1.2. Euler y d’Alembert

Leonhard Euler nacié en Basilea en el afio 1707. Entré a la universidad a la edad
de 14 anos. Hasta ese momento, lo tinico que Euler habia aprendido de matematicas fue
gracias a su padre, Paul Euler, ya que su escuela tenia muy poco dinero. Euler empez6 a
destacar pronto, y Johann Bernoulli, el padre de Daniel Bernoulli, se fij6 en su potencial
para ser un gran matematico. Acab6 haciendo grandes contribuciones a muchos campos
de las matematicas y de la fisica, como son la trigonometria, la geometria, la teoria de

nameros y el célculo.[8]
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Jean d’Alembert naci6 en Paris en el afio 1717. Recibi6é una educacion excelente desde
pequeno. Al principio, sus estudios estuvieron bastante influenciados por los trabajos de
Bernoulli y Newton. Fue pionero en el estudio de las ecuaciones diferenciales y de su
empleo. [0]

Euler ya estaba examinando las vibraciones de una cuerda vibrante sin masa en 1749.
Para encontrar una solucién a este problema, d’Alembert y Euler empezaron a trabajar
juntos y empezaron a desarrollar un método de integraciéon para un sistema de ecuaciones
diferenciales.

Entre estos dos matematicos también hubo una disputa a raiz de una publicacién del
trabajo de d’Alembert en 1747 a la academia de Berlin. El motivo de esta disputa fue la
naturaleza de las funciones arbitrarias que aparecen cuando se integran las ecuaciones en
derivadas parciales.

Euler creia que las dos funciones arbitrarias estaban determinadas por las condiciones
iniciales del problema. También creia que la forma inicial de la cuerda seria de la siguiente

forma:

™S8

. TS . s .3
a sin—— + 3 sin + v sin

Esta superposicién de senos la propone en 1750 y tiene una forma muy parecida a la
que propone Bernoulli més adelante.

Para d’Alembert, la expresion de Euler para la condicion inicial era demasiado general.
El crefa que el calculo diferencial no se podia aplicar en curvas como la de Euler, sino que
se tenia que aplicar en ecuaciones expresadas de una forma analitica.[10]

Estos dos grandes mateméticos hicieron grandes contribuciones para la resolucién del
problema de la cuerda fija, pero ahora nos centraremos en otro gran matematico: Daniel
Bernoulli. Este matemaético dio una sencilla solucién al problema sin hacer uso de mate-

maticas complicadas.
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Capitulo 2

Las ideas de Daniel Bernoulli

2.1. Bernoulli

Daniel Bernoulli nacié en Groninga en el ano 1700. Destacdé en los campos de las
matemaéticas, la fisica y la medicina. Bernoulli ya estaba estudiando la mecénica de los
cuerpos elasticos mientras vivia en San Petersburgo, entre 1727 y 1733. El demostré que
el movimiento de una cuerda se puede descomponer en infinitos movimientos armoénicos
simples de una manera sencilla.[7]

A Bernoulli no le convencia la solucién que proponian d’Alembert y Euler, porque él
pensaba que con algo mas simple, como es una serie trigonométrica, se podria resolver el
problema. Esto hizo que hubiera una discusién entre estos tres matemaéticos que duraria
décadas. Su idea de la solucién del problema de la cuerda de extremos fijos esté inspirada
en sus conocimientos musicales.

En el ano 1755 se public6 un articulo de Bernoulli titulado “Reflexions et éclaircisse-
ments sur les nouvelles vibrations des cordes exposées dans les mémoires de ’académie
de 1747 et 1748”. Lo que haremos a continuacién serd resumir los puntos basicos de este

articulo.[2]

2.2. Su articulo

En este articulo, Bernoulli comienza diciendo que la primera persona que dio a conocer
el nimero de vibraciones producidas por una cuerda uniforme con una longitud dada y
en un tiempo determinado fue el matematico Brook Taylor, y para conocer este niimero
habria que conocer previamente la curvatura que hace la cuerda en ese tiempo que esté
vibrando. En las memorias de 1747 y 1748, los matematicos d’Alembert y Euler dieron

soluciones al problema de la cuerda de extremos fijos que requerian un analisis matemético
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profundo y abstracto, pero Bernoulli opinaba que habia que fijarse en la naturaleza de las
vibraciones simples de la cuerda para poder deducir lo mismo que d’Alembert y Euler pero
de una manera mucho mas sencilla.

Para ello, Bernoulli nos recuerda que algunos misicos son capaces de diferenciar el
tercer armoénico y el quinto armoénico cuando se toca una nota en una cuerda pulsada. El
segundo armoénico y el cuarto son mas dificiles de escuchar, ya que son la misma nota pero
en octavas més agudas. Lo mismo pasa cuando se tocan otros instrumentos que no tienen
cuerdas, como pueden ser las campanas o los instrumentos de viento.

A partir de esto, Bernoulli es capaz de construir curvas a partir de una cuerda con
extremos A y B. En la figura 1.1 se ve el dibujo publicado en el articulo. La primera figura
se corresponde con el primer armoénico, la segunda figura con el segundo armonico y asi

sucesivamente.

Fig. 4.

:%9 2
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A VB
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Fig. 5.

Figura 2.1: Los b primeros arménicos en una cuerda fija.

Las ideas expresadas en la figura del articulo de Bernoulli son las mismas que usaban
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en la escuela pitagoérica para hallar los diferentes armoénicos usando una cuerda, pulsando
en las letras minusculas de las diferentes figuras, que se corresponden con los nodos, que
son los puntos de la cuerda que se mantienen fijos, haciendo asi que la vibraciéon dé lugar
a tonos més altos.

Después de esto, Bernoulli comienza a hablar de la figura 1.2, que ilustra la superposi-
cién de los dos primeros modos de vibracién armoénicos.

T T —— —— -

Fig. 0.

.

Figura 2.2: Superposicién de armoénicos

La curva A m a n B es la curva del primer armonico, y sobre esta se construye la
curva A p a q B. Esta ualtima curva es la méas simple que hallaron d’Alambert y Euler.
De la relacién entre p m y a r se puede deducir que esta curva esta formada por infinitos

armonicos. Bernoulli enumera 4 propiedades:

(1) Si cogemos el eje A r B, las vibraciones producidas en la curva A m a n B siguen la

ley de vibraciones simples de la primera figura.

(2) Cada punto de la curva A p a q B tiene un movimiento relativo con respecto al punto

correspondiente de la curva A m a n B.

(3) Cada punto en la primera figura produce una vibraciéon, pero el mismo punto en la
segunda figura produce dos vibraciones. Entonces, los puntos de la curva A m an B
terminaran sus vibraciones al mismo tiempo que los correspondientes puntos de la

curva A p a q B.

Se pueden unir cualquiera de las vibraciones que produce la cuerda. No tienen por qué
ser dos, como en la figura 6, se pueden unir tantas como se quiera. Todas estas uniones
van a tener en comun que el inicio y el final es un punto de reposo.

Lo que hace Bernoulli a continuacién es comprobar si las curvas que encontré Euler es-
tan incluidas en lo que escribi6 él. Para esto escribira las ecuaciones de las cuatro primeras
curvas con la notaciéon de Euler. Sea a=AB la longitud de la cuerda y Pi la semicircun-

ferencia del circulo de radio 1 unidad. Denotaremos por alfa a la amplitud de la primera
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figura, beta a la de la segunda, gamma a la de la tercera, delta a la de la cuarta y x una

abscisa. Las ecuaciones de las figuras son:

Fig. 1:
. T
= sin—
a
Fig. 2:
.27z
y =0 sin
Fig. 3:
3T
Y=y sin
Fig. 4:
I
y =29 sin

Si combinamos estas 4 ecuaciones nos daré como resultado la siguiente ecuacion:

X S 4T
+ 7 sin + 0 sin

. TX .
Yy =a sin— + [ sin
a a

Siendo alfa, beta, gamma y delta arbitrariamente positivas o negativas.

Asi demuestra Bernoulli que, sin ningin calculo complicado, su ecuacion y la de Euler
son la misma, y afirma que todas las curvas se van a comportar de esta manera.

Bernoulli acaba este articulo diciendo que su intencién no es pelearse con Euler y
d’Alembert. El problema que resolvieron ellos tiene bastante dificultad, y esto los convierte
en personas admirables. Su intencién solo era que la naturaleza de las vibraciones fuese
explicada de una manera mas sencilla y hard una segunda memoria para resolver nuevos
problemas. XXVIII

Aunque Bernoulli alaba la inteligencia y la sabiduria de estos dos mateméticos, los
comentarios que hace parecen que van con bastante sarcasmo. Los tres son grandes mate-
maéticos, pero rivalizaban bastante entre ellos.

También es necesario decir que los resultados finales que se obtuvieron no fueron con-
cluyentes, algunas veces los resultados que se presentaban tenfan fallos, pero esta discusiéon
no solo hizo que se avanzara bastante rapido en encontrar una solucién al problema de la
cuerda fija, sino que también se pudo avanzar en los campos de las matematicas y de la
fisica, ya que cada uno tenia su punto de vista y cada uno de los tres aporté informacién
valiosa para el posterior desarrollo de las series de Fourier.

Una vez hecha esta introduccién historica, pasaremos a la parte musical de este trabajo,

que tendra como tema central la afinacién.



Capitulo 3
La parte musical

La afinacion fue, es y serd siempre un quebradero de cabeza para los misicos. Un
instrumento que estd mal afinado va a sonar mal tocando solo o acompanado de més
instrumentos. La afinaciéon puede depender de varios factores, como son la construccién
del instrumento, el material empleado y la temperatura ambiental.

Los arménicos y la afinacién siempre estuvieron intimamente relacionados. Las primeras
escalas musicales que se empleaban para hacer musica estaban basadas en los armonicos,
pero a medida que pasaron los anos se fueron adoptando otros tipos distintos de afinacion.
Hoy en dia todavia siguen existiendo instrumentos con las afinaciones antiguas, pero son
muy poco comunes.

En este capitulo nos centraremos en el estudio de tres tipos distintos de afinacién
que se dieron a lo largo de la historia: la afinacién pitagoérica, la afinaciéon natural y el
temperamento igual. Algunas ideas de este capitulo estdn basadas en el libro “La armonia

es numérica”, de Javier Arbonés y Pablo Milrud. [1]

3.1. Afinaciéon pitagoérica

Como vimos previamente, la afinaciéon ya fue objeto de estudio en la Antigua Grecia
v en la escuela pitagoérica ya empezaban a interesarse en la miusica y en los arménicos. Es
en esta misma escuela donde surge la primera de las afinaciones que veremos: la afinacién
pitagorica.

Esta afinacion estd basada en la escala pitagoérica. Para hacer la organizaciéon de esta
escala lo que hacian era tomar los distintos sonidos y relacionarlos numéricamente entre
ellos.

Empezaron partiendo de la nota Do, y a partir de aqui iban encadenando intervalos de

quintas hacia la derecha y hacia la izquierda, es decir:

9
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Do = Sol = Re = La = Mi= Si= Faf(1)
Solb <= Reb <= Lab <= Mib <= Sib < Fa < Do(2)

Esta disposicion de las notas se llama circulo de quintas. Este diagrama es muy impor-
tante dentro de la musica, ya que tiene muchas y diversas utilidades. Algunas de ellas son
ordenar las notas, hacer acordes, aprender el orden de los sostenidos y de los bemoles y

componer piezas.

Do
FA 1 SOL
e N SN Re
Sl - ! / L
RE¥ | R |
Mib . — LA
soLe / , E
Lab it
Dow T =
RED FA#
50Lb

Figura 3.1: Circulo de quintas

Para calcular la afinacién de las notas en una escala de una octava usaremos el circulo
de quintas. Tomaremos como base la nota Do y a partir de ahi calcularemos las demés.
Empezaremos con las notas de (1):

El Sol esté situado una quinta por encima del Do, asi que vendri dado por la fraccién

[\SJ[SN]

3
SOl—i

El Re esta a una distancia de quinta ascendente del Sol, por lo que habra que multiplicar
la fracciéon del Sol por %, pero este Re que acabamos de calcular se pasa de la octava, asi
que tendremos que multiplicar por % para bajarlo a la escala que estamos calculando:

1

3 3 3
Re—SOl*E*i—E*i*

DN | =
oo
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La estd a una quinta ascendente del Re. Como esta en la misma octava solo habra que
multiplicar la fraccion de Re por %:
3 9 3 27
L = R X — = — kx — =
T TR 2T 16

De esta misma manera se pueden seguir calculando las notas que nos faltan de (1).

Para calcular las notas de (2) lo haremos de una forma analoga a lo que acabamos de
hacer:

Partiendo otra vez del Do, el Fa esta situado una cuarta por encima del Do, asi que

vendra dado por la fraccién %.

El Si bemol esta una cuarta por encima del Fa y esta en la misma octava, por lo que

multiplicaremos Fa por %:

4 4 4 16
Sith=Fa*x-=—%—-=
1 a *x 3 3 * 3 9
Mi bemol esté una cuarta por encima del Si bemol, por lo que multiplicaremos Si bemol
1

por %. Al estar en la siguiente octava tendremos que multiplicar esto por 5:

4 1 16 4 1 32
D = ) — _ = — — - = —
Mib Szb*g*z 9*3*2 5

La siguiente tabla muestra las 12 notas con su respectiva fraccién calculada de esta

manera:

Nota Relacién de frecuencias
Do 1
Reb %
Re %
Mib 32
Mi 8
Fa %
Solb %
Sol %
Lab %
La %g
Sib 8
Si 213
Do 2
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Avanzando en sentido horario por el circulo de quintas, podemos llegar de un Do a otro
Do. Si calculamos por este método la fracciéon que tendria el nuevo Do podemos observar
que no es 1 (y deberia serlo, porque es la misma nota). Este pequetio error es conocido

como la coma pitagorica y la podemos calcular de la siguiente forma:

(5)"
2
27

Esta pequena desafinacion equivale a casi un cuarto de semitono.

CP = =1,013643

Lo que hacian los pitagoéricos era afinar 11 quintas, normalmente hacia la izquierda del
Do hasta el Mi bemol y hacia la derecha del Do hasta el sostenido. Asi dejaban una quinta
mal afinada, en este caso la quinta que hay entre Sol sostenido y Mi bemol. Esta quinta
es conocida como la quinta del lobo. La diferencia entre una quinta normal y la quinta del
lobo es la coma pitagoérica.

Como se puede ver, la afinacién pitagorica estd basada plenamente en intervalos de
quinta justa, pero esto hace que otros intervalos queden desafinados, como son los intervalos
de tercera.

Ahora pasaremos a ver el siguiente tipo de afinacion: la afinacién pura.

3.2. Afinacién natural

La afinacion natural es la afinacion que mejor suena, ya que esté basada en los armonicos
de la nota fundamental que elijamos. De esta manera se puede obtener un sonido muy
consonante.

El principal inconveniente que tiene la afinacién natural es que no se puede modular
o cambiar la tonalidad con el instrumento que tenga esta afinacion a la hora de tocar, ya
que los armoénicos cambian segin la nota que se toque, y tocar en otra tonalidad daria una
sensacion de desafinacion.

Con esta afinacion se consigue llegar a la escala méas conocida y mas relevante, la escala
diaténica. Esta escala estd formada por cinco tonos y dos semitonos. Si partimos de Do,

las notas serian:

Do— Re— Mi— Fa— Sol — La— Si— Do

Los semitonos estédn entre las notas Mi - Fa y Si - Do. Entre las demés notas hay un
tono.
Para calcular las fracciones de cada nota podemos observar la distribucién de la serie

armonica desde la nota Do:
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e
N - P o A ——
- =7 il
il I 7 o=
7 =S —
EJ/ =

— =2

&

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Figura 3.2: Serie armoénica de Do

Esta serie representa el orden de los veinte primeros armoénicos tomando Do como la
nota fundamental. Las notas que estan en blanco son notas que estdn bien afinadas y
las que estan en negro estan desafinadas en comparacién con la afinaciéon que veremos a
continuacion.

Vamos a tomar la frecuencia de Do como 1. La siguiente nota de la serie armoénica es
otro Do. Forman un intervalo de octava, que es el que hay entre la primera y la tultima

nota de la escala diatonica .La fraccién que tomaremos para el Do este segundo Do seré

2

La siguiente nota que aparece es un Sol. Si tomamos el segundo Do como referencia

podemos obtener la diferencia entre el tercer armonico y el segundo, que seria un intervalo

de quinta. La fraccién para Sol seria %
El cuarto arménico es otro Do. Entre Sol y Do hay un intervalo de cuarta justa, que es

el mismo que hay entre Do y Fa en la escala diaténica. Entonces el intervalo que tomaremos

s 4
serd 3.
Para las deméas notas podemos operar de la misma manera y su respectiva frecuencia

nos quedaria de la siguiente manera:

Nota Relacién de frecuencias

Do 1

Re %

Mi 5

Fa %
Sol %

La %

Si L

Do 2
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También podemos calcular de esta forma las notas que no pertenecen a la escala dia-
tonica de Do: Reb, Mib, Solb, Lab, Sib.

Nota Relacion de frecuencias
Reb %
Mib s
Solb g—g
Lab %
Sib 2

Todavia existen instrumentos que usan este tipo de afinacién, como pueden ser las
trompetas naturales o algunas gaitas.
Por ultimo, veremos la afinacién que mas se usa en la actualidad: el temperamento

igual.

3.3. Temperamento igual

Las anteriores afinaciones funcionaban muy bien en ciertos instrumentos, como pueden
ser los cuernos o las trompetas, pero con la llegada de los instrumentos de teclado surgié
la necesidad de adoptar una nueva forma de afinar.

También desempenaban un buen papel a la hora de sonar un intervalo de quinta justa,
cuarta justa u octava; pero daban problema con intervalos de tercera, de segunda de sexta
y de séptima.

Asi es como aparece el temperamento igual, que se basa en la division igual de una
escala, dividiéndola en 12 semitonos iguales. Esta manera de afinar fue propuesta por
teoricos a finales del s.XVI. Los tedricos més famosos fueron Vicenzo Galilei y Francisco
de Salinas.

Afios mas tarde, Johann Sebastian Bach escribe El clave bien temperado, dos ciclos de
fugas y preludios que exploran el temperamento igual, ya que estan compuestas en las 24
tonalidades. Con la publicacién de esta obra queda asentado el temperamento igual como
la forma de afinar predominante.[4]

Para calcular el valor de las notas habra que resolver un problema matemaético sencillo.
Llamémosle x a la relacién de frecuencias. Sabemos que hay 12 semitonos en una octava y

que una octava tiene el doble de frecuencia que la nota original. Entonces:

1_12:2
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x= N2

A partir de aqui se puede hacer una tabla calculando la relacion de frecuencias de todas

las notas. Si tomamos la primera nota un Do, el resto de notas quedaria de la siguiente

manera:

Nota Relacion de frecuencias
Do V20 =1
Reb V21 = 1,0594
Re V22 = 1,225
Mib V23 = 1,189
Mi /24 = 1,260
Fa /25 = 1,335
Solb /26 = 1,414
Sol V27 = 1,498
Lab /28 = 1,587
La V29 = 1,682
Sib V210 = 1,781
Si /211 = 1,888
Do /212 = 2

Una curiosidad es que, aunque con el temperamento igual notas como fa sostenido y
sol bemol son iguales, no lo son para instrumentos que se usan hoy en dia y que no usan
este tipo de afinacién, como el violin o la voz humana.

Ahora que vimos estos tres tipos de afinacién, haremos una comparacién para ver en

qué se diferencian.

3.4. Comparaciéon de las afinaciones

Lo primero que haremos para comparar las tres afinaciones sera hacer una tabla reco-
giendo la relacion entre las frecuencias de las notas de la escala diaténica.

Ademas, aparte de poner esta relacion que previamente pusimos en las anteriores tablas,
pondremos también los cents de cada nota.

El cent es una unidad logaritmica que sirve para medir la frecuencia de las notas con
bastante precision. Entre cada semitono hay 100 cents. Como es logaritmica, nos sirve para

ver de forma lineal la diferencia entre las distintas frecuencias.
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Si cogemos un numero n, en este caso la n se corresponde con la relaciéon de frecuancia,

la formula para calcular los cents seria la siguiente:

¢(n) = 12001ogy(n)

La tabla quedaria de la siguiente manera:

Do | Re Mi Fa Sol La Si Do
Afinacion Relaciéon 1 9 81 4 3 27 243 5
Pitagorica proporcional 8 o4 3 2 16 128
Cents 0 203.91 | 407.82 | 498.04 | 701.95 | 905.86 | 1109.77 | 1200
Afinacion Relacion ] 9 5 4 3 5 15 5
natural proporcional 8 4 3 2 3 8
Cents 0 203.91 | 386.31 | 498.04 | 701.95 | 884.35 | 1088.26 | 1200
Temperamento | Relacion
1 1.112 | 1.260 | 1.334 | 1.498 | 1.681 | 1.887 2
igual proporcional
Cents 0 200 400 500 700 900 1100 1200

Las notas que més se aproximan entre ellas son Do en sus dos octavas, Sol y Fa. Re
también es bastante parecida. Sin embargo, las notas Mi, La y Si difieren bastante entre
las distintas afinaciones.

Una vez vistas estas tres afinaciones, vamos a ver qué pasa con los armoénicos de cada
una. Para ello usaremos un analizador de espectro, en este caso SPAN plus; y veremos los
armonicos de un instrumento virtual generado por kontakt. El instrumento elegido fue un
piano orquestal.

Las frecuencias que insertamos en el analizador de espectro para las notas para cada

afinacién son las siguientes:

Afinaciéon | Afinacién | Temperamento
pitagérica | natural igual

Do | 262 262 262

Mi | 331.6 327.5 330.1

Sol | 393 393 392.6

Las capturas que sacamos del analizador de espectro las pondremos al final de este

capitulo, pero ahora nos dispondremos a describir los resultados obtenidos.
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Lo que se ve en los espectrogramas son los armonicos de las notas Do, Mi y Sol (que son
las que forman el acorde de Do mayor) sonando al unisono. Lo que esta en verde oscuro
son los picos maximos a los que llegan los armoénicos y lo que esté en verde claro es lo
que estaba sonando cuando hicimos la captura. Los tres primeros picos grandes son los
primeros armoénicos de cada nota, por eso son los que suenan mas fuerte; y los demaés picos

son los siguientes armoénicos.

En el eje X esté representada la frecuencia medida en hercios y en el eje Y esta repre-

sentada la intensidad medida en decibelios.

A la izquierda de los picos de los armoénicos fundamentales el analizador de espectro
también recoge sonido, posiblemente debido a la resonancia del piano, pero estos no son
perceptibles al oido humano debido a que, al tener tan poca frecuencia no tienen la su-
ficiente intensidad. Esto esta representado en las curvas Fletcher Munson. Curiosamente,
los dos picos pequenos que estan a la izquierda del primer arménico de Do se corresponden

con las notas Mi y Sol.

El acorde que més consonante suena es el de la afinaciéon natural, pero el que estamos
acostumbrados a escuchar hoy en dia es el del temperamento igual. El acorde de la afinacién
pitagérica también suena bien, pero se hace extrano escuchar el Mi con una frecuencia tan
alta. El acorde del temperamento igual no suena mal, pero podria considerarse que es el

que peor suena de los tres.

La explicaciéon de esto la argumentaremos mejor con una tabla con los arménicos de

cada nota:

Afinacion Afinacion Temperamento

pitagorica natural igual
Do Mi Sol Do Mi Sol | Do Mi Sol
262 | 331,6 393 | 262 | 327,5 393 | 262 | 330,1 392,6
524 | 663,2 786 | 524 | 655 786 | 524 | 660,2 782,5
786 | 994,8 1179 | 786 | 982,5 1179 | 786 | 990,3 1172,4
1048 | 1326,4 1572 | 1048 | 1310 1572 | 1048 | 1320,4 1562,3
1310 | 1658 1965 | 1310 | 1637,5 1965 | 1310 | 1650,5 1952,2
1572 | 1989,6 2358 | 1572 | 1965 2358 | 1572 | 1980,6 2342,1
1834 | 2321,2 2751 | 1834 | 2292,5 2751 | 1834 | 2310,7 2732
2096 | 2652,8 3144 | 2096 | 2620 3144 | 2096 | 2640,8 3121,9
2358 | 2984.4 3537 | 2358 | 29475 3537 | 2358 | 2970,9 3511,8
2620 | 3316 3930 | 2620 | 3275 3930 | 2620 | 3301 3901,7
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En esta tabla estan los 10 primeros armoénicos de cada nota que se toco con el instru-
mento virtual.

Cuando suena una nota sola, por ejemplo un Do, estan sonando, en mayor o menor
medida, sus armoénicos a la vez. Esta superposiciéon de armoénicos es lo que le da el timbre
al sonido. Pero no tienen por qué sonar todos los arménicos. Por ejemplo, cuando se toca
una nota con un clarinete, por tener forma de tubo cerrado, solo suenan los armoénicos
impares.

Cuando se tocan dos o mas notas a la vez, este conjunto de notas sonaré mejor o peor
dependiendo de la mezcla de sus armoénicos. Cuanto més coincidan mejor sonara.

En nuestro caso, cuando tocamos el acorde de Do mayor con la afinaciéon pitagorica
coinciden 3 pares de armonicos. Estos pares son entre las notas Do y Sol, y tiene sentido,
ya que la afinacién pitagorica esta basada en las quintas. En la afinacion natural coinciden
6 pares de notas, motivo por el que suena mejor este acorde. En el temperamento igual no
coincide ningtn par de arménicos.

Aunque el temperamento igual sea el tipo de afinacidén que mas se utilice, hay agrupa-
ciones de cuerda o de voz que intentan tocar un poco mas grave la tercera nota y un poco
més aguda la quinta nota de la escala que estén tocando, para asi parecerse un poco més
a la afinacién natural y sonar un poco mejor armoénicamente.

Por dltimo, mostraremos las capturas obtenidas con el analizador de espectro al tocar

el acorde de Do mayor con las diferentes afinaciones:
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Figura 3.3: Espectrograma de la afinacién piragoérica
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Figura 3.4: Espectrograma de la afinacién pura
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Figura 3.5: Espectrograma des temperamento igual




Capitulo 4
La parte matematica

En este tltimo capitulo nos centraremos en la parte mas matematica de este TFG. Este
capitulo lo dividiremos en tres partes: la deducciéon de la ecuacion de la cuerda vibrante,
la solucion de d’Alembert y la solucion por separacion de variables. Este capitulo estéa
principalmente inspirado en el libro Fcuaciones en derivadas parciales con series de fourier

y problemas de contorno, de Ricard Haberman.[5]

4.1. Deduccion de la ecuacion de la cuerda vibrante

La primera idea a tener en cuenta es que para que una cuerda vibre tiene que existir
una tensién. Nosotros tomaremos una cuerda tensa en posiciéon horizontal y estudiaremos
el movimiento de cada una de sus particulas. Cuando una particula de la cuerda esté en
reposo, le llamaremos « a su coordenada z. Le llamaremos ¢ al tiempo que transcurre
mientras la cuerda esta vibrando.

También vamos a suponer que la pendiente de la cuerda es muy pequena, y asi se
podré despreciar el desplazamiento horizontal v. El tnico desplazamiento que existira en
la cuerda sera el desplazamiento vertical u, de aqui llegamos a que = = «.

El desplazamiento vertical depende de x y de t:

Yy = U(SU’ t)

Tomaremos una seccion infinitesimal de la cuerda que esté entre x y « + Axz. Vamos a
suponer que conocemos la densidad de la cuerda, po(x). De esto se deduce que la masa de
la seccion tomada es po(z) Ax.

Vamos a suponer también que la cuerda se puede doblar sin problemas, lo que implica

que el resto de la cuerda va a ejercer una fuerza sobre los extremos puntos extremos de

21
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la seccion tiene una direccion tangencial respecto a la cuerda. Le llamaremos T'(x,t) a su
magnitud. También existirda una fuerza gravitatoria que empujaré a la cuerda hacia abajo.
Para hallar las componentes de las tensiones le llamaremos 6 al dngulo que hay entre la
horizontal y la cuerda. 6 va a depender de = y de t. La pendiente de la cuerda nos quedaria
de la siguiente manera:

dy

ou
i tanf(z,t) = P

El movimiento horizontal es despreciable por lo que la componente horizontal de la
tensién la vamos a despreciar. La componente horizontal la calcularemos gracias a la se-
gunda ley de Newton, F' = ma. La masa sera la calculada previamente, po(x) Az; y la
componente vertical de la aceleraciéon es %. El producto de esto seré igual a la suma de
la componente vertical de las fuerzas de tensiéon y la componente vertical de las fuerzas
que actuan sobre el cuerpo. Si le llamamos T'(z,t) a la tension y Q(x,t) a la componente

vertical de la fuerza que actiia sobre el cuerpo por unidad de masa, obtendremos:

2
po(x) Aaz% =T(x+ Ax,t)sinf(z + Az, t) — T(x,t)sinO(x,t) + po(z)Ax Q(z,t)

Si dividimos esto por Az y tomamos el limite cuando Az — 0, llegamos a que:

2U
o) ot = LT (e 1) sin (e, )]+ po() Qe 1)

x
Sabemos que si 0 es pequelio, entonces:

@ = tanf = sin 0

~ sind
ox cos

Teniendo esto en cuenta, la ecuacién anterior nos quedara de la siguiente manera:

2
wie) G = 5 (T5e) + mio)te.

La tension T'(z,t) la podemos aproximar por una constante Tp, ya que estamos supo-
niendo que 6 es pequeno, y esto implica que el estiramiento de la cuerda va a ser muy
parecido al estiramiento cuando la cuerda esta totalmente horizontal, sin ninguna pertur-
bacién. Las vibraciones verticales de la cuerda quedarian asi:

2 2
po(a) D = Ty 0%+ po()Q 1)

Si consideramos la gravedad como la tunica fuerza vertical externa, tendremos que

Q(z,t) = g. La gravedad es una fuerza muy pequena si la comparamos con la tension,

por lo que la podemos despreciar, y la ecuacién nos quedaria:
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0%u 0*u
P i = T0ge

Por tltimo, le llamaremos ¢? a %, ya que ¢ tiene las dimensiones de la velocidad

elevada al cuadrado. Obtenemos asi la ecuacion de ondas unidimensional:

0?u  ,0%

o2l

ot2? 0z2
Siendo ¢ constante si la cuerda es uniforme.

Ahora veremos la solucion que obtuvo d’Alembert.

4.2. Solucion de d’Alembert

Lo primero que haremos seré factorizar la ecuacién de ondas de dos formas diferentes:

9 O (Ou_ du) _,
ot ") ot " ‘ox) T

9 O (Ou Ou) _,
ot Sox) \or "z ) T

Si cogemos:

v—@+c%
ot ox
oo B
ot ox

Esto nos generara dos ecuaciones de ondas de primer orden:

 _ ov_
ot C@x_
ow v,
ot 08:1:7

Si consideramos la funcion w(z(t),t), que esté medida por un observador que se mueve,

x = z(t), por la regla de la cadena tenemos que:

d
aw(x(t),t) =+

Si consideramos que la velocidad del observador es x:

_dzx

T at
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Esto implicaria que:

dw
dt
Entonces w se mantiene constante siendo ¢ la velocidad.

Ahora definiremos las funciones P y Q. Dados z y t, estas funciones seran:

=0

ou ou
M—E*C%—P(fﬂfct)

ou ou
’U:E‘FC%:Q(.T—FC@

Si las combinamos obtendremos:

% - %[P(;p—ct)-i-Q(w"i‘Ct)]
2~ QG+ et) ~ Pl et

Y de aqui obtenemos:

u(z,t) = F(z — ct) + G(x + ct)

Esta es la solucion general de la ecuacién de ondas unidimensional, donde F y G son
funciones arbitrarias. F(x-ct) representa una onda moviéndose hacia la derecha y que tie-
ne una velocidad ¢, y G(x+ct) una onda moviéndose hacia la izquierda y que tiene una

velocidad -c.
Las condiciones iniciales que tomaremos para nuestro problema seran:

u(z,0) = f(x), —00 < x < 00

ou
E(m,O)fg(w), —00 <z < 00

Estas condiciones nos indican la posicién y la velocidad inicial de cada secciéon de la

cuerda.
De estas condiciones llegamos a:
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Si derivamos la primera ecuacion y se la sumamos a la segunda tenemos:

aG _1(df | dG
de 2 \dx dx

Si integramos esto obtenemos:

2 2c
Glz) = ;f(x)—i—;c/jg(x)dx—i—k

La solucién de d’Alembert se obtiene sustituyendo estas dos ecuaciones en la solucién

general:

w(,t) = flz+ct) 12L f(z —ct) N % |:/Ox+ctg<m) o /Oxctg(x) d;c]

Y si la simplificamos nos queda:

u(w, 1) = LEED) ; fle=ct) Qic [/::tg(@) dz]

Esta serfa la ecuaciéon de ondas unidimensional y verifica las condiciones Dirichlet:

u(0,t) =0

u(L,t) =0

Siendo L la longitud de la cuerda.

Podemos tomar la solucién de la ecuaciéon de ondas unidimensional con estas condiciones
como la solucién de la ecuaciéon de la cuerda vibrante.

Ahora vamos a ver que esta solucion también se puede poner como un producto de

SEenos y cosenos.

4.3. Separacion de variables

Recordemos la ecuacién de ondas unidimensional:

Pu 0%
Z o2
ot? Ox?
Tomaremos también las condiciones iniciales que tomamos anteriormente y las condi-

ciones Dirichlet:
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u(z,0) = f(z)

ou

2,00 = 9(2)
u(0,t) =0
u(L,t) =0

Ahora usaremos el método de separacion de variables:

u(z,t) = p(x)h(t)

En este caso, ¢(x) depende solo de x y h(t) depende solo de t. Si sustituimos esta
ecuacién en la ecuacién de ondas unidimensional se obtiene:
d’h 9 d%¢
r)— =c°h(t)—
o) Ty = () T
Dividiremos esto por ¢(z)h(t)c? para que la parte de la izquierda de la ecuacion dependa
solo de t, la parte de la izquierda dependa solo de ¢ y para que en el problema de autovalores
resultante no esté c?.
11d*h  1d%
Ahdt?2  ¢dx?
A es la constante de separacion. Es una constante arbitraria y es negativa por conve-
niencia.

De la ecuacién anterior podemos obtener dos ecuaciones diferenciales ordinarias:

d’h

- = 2
72 Ac“h
d?¢
28
dx? ¢

De la primera ecuaciéon, si A > 0, se puede obtener una soluciéon que solo depende del

tiempo y que sea una combinacién de senos y cosenos:

h(t) = c1 cos eVt + cosin eV A

De las condiciones Dirichlet deducimos que:
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Y asi obtenemos el siguiente problema de contorno:

d2h )
ﬁ:_)\Ch

Y de aqui podemos comprobar que A > 0, ya que:

2
A:C%) n=1,2,3..

De la solucién que solo depende del tiempo y de este problema de contorno podemos
sacar las soluciones de dos familias que seran producto de senos y cosenos, y podemos

sustituir en la ecuacién del método de separacion de variables:

o0
t t
u(z,t) = Z (An sin ? cos % + B, sin ? sin m;c )

n=1

Para que se cumplan las condiciones iniciales se tendra que cumplir que:

nmnx

flx) = ;AnsinL

[e.9]
nmwc . NTIT
g(l‘) = ; BTLT [S18148 T

Siendo A, los coeficientes de la serie de Fourier de senos f(x) y B, "7 los coeficientes

de la serie de Fourier de senos g(x):

2) L
Ay, = L/o f(z)sin ?dw

L L

Queda asi demostrado que la solucién que propuso d’Alembert es igual que la solucién

9 L
Bn@ = / g(z) sin "2 g
0 L

que propuso Bernoulli.
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