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Breve descripcion del contenido

Este modelo, propuesto por Hodgkin y Huxley en 1952, consiste en un
sistema de cuatro ecuaciones diferenciales no lineales que describen la
iniciacién y transmision del potencial de accidon en células excitables,
como las neuronas o los miocitos cardiacos.

El objetivo de este trabajo es resolver las ecuaciones que componen
el modelo mediante distintos métodos numéricos e implementarlos en
MATLAB®. Se prestara también atencion a las propiedades numéricas

de los distintos esquemas.
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Resumen

A mediados del siglo XX, Hodgkin y Huxley presentaron un modelo que explica el
inicio y propagaciéon del potencial de accién en una neurona. En términos cuantitativos,
condensa la dindmica de la membrana celular y de los canales i6nicos implicados en la
transmision del impulso nervioso en un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales no li-
neales. El objetivo del presente trabajo es resolver numéricamente el modelo de Hodgkin
y Huxley para simular la respuesta de un axén no mielinizado a un estimulo externo. El
modelo se resuelve bajo dos supuestos: homogeneidad espacial y no homogeneidad, em-
pleando métodos clasicos para EDO y funciones intrinsecas de MATLAB® en el primer
caso y métodos de diferencias finitas para EDP en el segundo. Se comienza exponiendo
las implicaciones del modelo desde el punto de vista de la fisiologia de una neurona, para
proseguir obteniendo y presentando las ecuaciones que lo conforman, en analogia con las
ecuaciones de un circuito eléctrico. A continuacién, se detallan los métodos numeéricos que
se emplean para su resoluciéon y se presentan los resultados de la simulacién numérica.
Por medio de la simulacién numérica, se observo que el modelo reproduce las caracteris-
ticas basicas de una neurona. Ademés, se puso de manifiesto el problema de inestabilidad
numérica que surge cuando se desarrollan potenciales de acciéon y se mostro el efecto de-
terminante de la magnitud y frecuencia de los estimulos en el desarrollo de potenciales de

accion.

Palabras clave: neurociencia, analisis numérico, ecuaciones diferenciales, potencial de

acciéon, Hodgkin-Huxley.
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Abstract

In the middle of the 20th century, a model explaining the initiation and propagation
of action potential across a neuron was presented by Hodgkin and Huxley. In quantitative
terms, it condenses the dynamics of cellular membrane and ion channels involved in nerve
impulse transmission into a system of four non-linear differential equations. The aim of
the present work is to numerically solve Hodgkin-Huxley model in order to simulate the
response of an unmyelinated axon to an external stimulus. The model is solved under two
criterion: space-clamped and non-space-clamped, by employing classical methods for ODEs
and MATLAB® intrinsic functions for the first criterion and finite-difference methods for
PDEs for the second. Firstly, implications of the model in terms of neuronal physiology are
exposed and model’s equations are established, in analogy with equations of an electrical
circuit. Then, the numerical methods which are to be employed are detailed and numerical
results are presented.

Through numerical simulation, it was noted that the model was able to replicate basic
features of a neuron. Moreover, it was revealed that numerical instability occurs when
action potentials are generated and it was shown that size and frequency of stimulus have

a decisive effect on the generation of action potentials.

Keywords: neuroscience, numerical analysis, differential equations, action potential,

Hodgkin-Huxley.



Introduccion

En todas las células existe una diferencia de potencial entre el medio intracelular y el
extracelular que se conoce como potencial de membrana. Sin embargo, solo ciertas células,
las llamadas excitables, como los miocitos o las neuronas, son capaces de, como respuesta a
estimulos eléctricos de una cierta magnitud, generar cambios en su potencial de membrana
que se transmiten a lo largo de la célula. Esta respuesta se denomina potencial de accién

y constituye el mecanismo fundamental para transmitir informacién entre células.

En 1952, los fisidlogos Alan Hodgkin y Andrew Huxley realizaron varios experimentos
con el objetivo de describir cémo se propaga el potencial de accién en las células nervio-
sas. En estos experimentos emplearon el axén de calamar gigante, sobre el que aplicaron
una corriente externa desencadenando el potencial de accién. Como resultado del estudio,
presentaron el conocido como modelo de Hodgkin-Huxley, un sistema de cuatro ecuacio-
nes diferenciales no lineales que describen con gran exactitud la transmisién del impulso

nervioso.

La importancia de este modelo, por el cual sus autores recibieron el Premio Nobel de
Fisiologia y Medicina en 1963, radica en el hecho de que logra describir no solo cualitati-

vamente, sino también cuantitativamente, la transmisién del potencial de accion.

En este trabajo, se presentaran las ecuaciones que componen dicho modelo y se re-
solverdn numeéricamente. Con el objetivo de entender las variables que intervienen en las
ecuaciones, se explicara previamente y de forma breve la fisiologia de una neurona. A con-
tinuacién se presentard el modelo y se resolvera bajo dos hipétesis: homogeneidad en el
espacio y no homogeneidad. En el primero de los casos, resultara un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias para cuya resoluciéon se emplearan los métodos de Euler explicito,
el Runge-Kutta clasico de cuarto orden y funciones intrinsecas de MATLAB® ; mientras
que, en el segundo, resultara un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

y se resolvera empleando métodos de diferencias finitas. Se compararan las propiedades de

XI



XIT INTRODUCCION

los distintos métodos utilizados y, en el caso del modelo bajo hipétesis de homogeneidad,
se comprobara, ademés, su exactitud aplicAndolos a un caso sencillo en el que la solucién
exacta del problema es conocida. Finalmente, se expondréan las conclusiones que se extraen

del trabajo realizado y se propondran nuevas lineas de trabajo.



Capitulo 1

Descripcion del modelo de
Hodgkin-Huxley

1.1. Fisiologia de la neurona. Potencial de accién

La neurona es la unidad funcional bésica del sistema nervioso y su funcién es recibir
estimulos y transmitirlos a otras células. Morfolégicamente, una neurona consta de tres
partes: un cuerpo celular o soma, unas ramificaciones cortas llamadas dendritas y una pro-

longaciéon principal llamada axén.

Las dendritas reciben senales quimicas de otras neuronas que convierten en senales
eléctricas y las transmiten al cono axénico, que es la zona de unién entre el soma y
el axon. En caso de que el estimulo eléctrico supere un cierto umbral, en esta zona se
desencadena el conocido como potencial de accién, que es conducido a través del axén
hasta el extremo més distal de la neurona, donde estén las terminaciones sindpticas. Estas
terminaciones sinépticas, al recibir el potencial de accién, liberan unas sustancias quimicas,
llamadas neurotransmisores, que se unen a receptores de otra neurona o célula, de manera

que se transmite el estimulo nervioso.

Diversos estudios anteriores a los experimentos de Hodgkin y Huxley ya habian mos-
trado que la transmisién del impulso nervioso estaba relacionada con el movimiento de
particulas cargadas, iones, a través de la membrana celular. Sin embargo, fueron Hodgkin
y Huxley los que determinaron las leyes que gobiernan este movimiento iénico y, en tltima

instancia, las formalizaron en términos matematicos.
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Figura 1.1: Estructura de wuna neurona. Recuperado de https://medium.com/soldai/
inspiracion-biologica-de-las-redes-neuronales-artificiales-9af7d7b906a

Antes de presentar el modelo propuesto por Hodgkin y Huxley, es necesario, no obs-
tante, entender qué iones son los que se mueven a través de la membrana celular y coémo

es este movimiento.

En una célula, las especies ionicas mas frecuentes son el ion sodio (Na'), el ion potasio
(K*) y, en menor medida, aniones organicos. El movimiento de estos iones a través de
la membrana celular es la base del inicio y propagacién del potencial de accién, pero
este movimiento no es arbitrario, sino que obedece a las caracteristicas estructurales de la

membrana celular.

Generalidades acerca de la membrana celular

La membrana celular es una bicapa lipidica que aisla el medio intracelular del medio
extracelular, y una de sus funciones es regular el paso de sustancias que entran y salen de
la célula. Se compone fundamentalmente de fosfolipidos, que son altamente hidrofobicos,
junto con otros tipos de lipidos, proteinas y carbohidratos.

Su composiciéon determina que actiie como una barrera selectiva que permite el paso de
algunas moléculas pequenas y no cargadas eléctricamente, pero impide el paso de molécu-
las hidrosolubles y cargadas eléctricamente (iones). Para permitir el paso de estas altimas,

existen unas estructuras proteicas transmembrana, esto es, que atraviesan la membrana


https://medium.com/soldai/inspiracion-biologica-de-las-redes-neuronales-artificiales-9af7d7b906a
https://medium.com/soldai/inspiracion-biologica-de-las-redes-neuronales-artificiales-9af7d7b906a
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celular, y que son los canales y bombas iénicas. Ambos son selectivos para uno o varios
tipos de iones, de manera que, a través de mecanismos fisico-quimicos, son capaces de

discriminar las distintas especies i6nicas y dejar pasar solo algunas de ellas [19].

Se distinguen dos tipos de canales i6nicos: los canales de fuga, que estan siempre abier-
tos, y otros que se abren o se cierran en respuesta a estimulos quimicos (canales regulados
por ligandos) o a cambios en el voltaje transmembrana (canales regulados por voltaje).
Tal y como se coment6 anteriormente, los canales son selectivos para ciertos tipos de iones,
de tal forma que se hablara de canales de una cierta especie i6nica, tales como canales de

sodio o potasio, para referirse a canales altamente selectivos (permeables) para esa especie.

Los canales, a diferencia de las bombas, no utilizan energia para el movimiento de
los iones, sino que, cuando estan abiertos, los iones fluyen a través de ellos en el sentido
que determina su gradiente electroquimico. El gradiente electroquimico de un cierto ion
es el resultado de la suma de dos tipos de fuerzas: la fuerza electrostatica, que tiende
a impulsar al ion hacia el medio donde predominan las particulas de carga contraria, y el
gradiente de difusién o concentracion, que determina el movimiento de un ion desde un

lugar donde hay més concentraciéon a otro donde hay menos.

Por otra parte, las bombas i6énicas utilizan energia para transportar iones a través de
la membrana celular en contra de su gradiente electroquimico. Especialmente importante
es la llamada bomba de sodio-potasio, que transporta 3 iones de sodio al exterior por ca-
da 2 iones de potasio que bombea al interior de la célula, lo que determina que el medio

extracelular sea mas rico en Na™.

Las diferentes concentraciones de los iones dentro y fuera de la célula determinan que
exista una diferencia de potencial entre el interior y el exterior celular que se denomina

potencial de membrana.

El estado de equilibrio para un ion es aquel en el que el flujo neto de ese ion a través
de la membrana es nulo. Esto sucede cuando existe un flujo debido al gradiente de difusién
y otro flujo debido a la fuerza electrostética de sentido contrario y ambos son de la misma
magnitud. Para cada especie i6nica existe un valor del potencial de membrana en el que
dicha especie se encuentra en estado de equilibrio. Este valor se conoce como potencial

de equilibrio del ion.
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Figura 1.2: Grafico que muestra la membrana celular en estado de reposo. Los canales de fu-
ga (canales pasivos) permanecen abiertos, permitiendo el flujo de iones K* y, en menor me-
dida, Na® a través de la membrana celular, y la bomba de sodio-potasio también regula
el paso de iones. Recuperado de http://www.isipedia.com/enfermeria/fisiologia-humana/
propiedades-de-la-membrana-en-reposo

Potencial de membrana en reposo

En ausencia de un estimulo nervioso, es decir, en una neurona en reposo, el medio
extracelular es rico en sodio (Na'), mientras que en el medio intracelular se encuentran
fundamentalmente potasio (K™) y aniones organicos. Esta distribucion asimétrica de los
iones determina que exista una diferencia de carga entre el interior y exterior celular, que,
en el caso de las neuronas, es del orden de —70 mV. A esta diferencia de potencial se le
llama potencial de membrana en reposo o, de forma abreviada, potencial de reposo, y

se dice que la membrana estd polarizada.

Existe una serie de factores que determinan que, en reposo, el potencial de membrana

sea negativo:

= Los canales de fuga, que son los que estan abiertos en reposo, son mucho méas permea-
bles al ion K* que al ion Na't, lo que favorece la salida de K* del interior celular,

donde es méas abundante, provocando que el interior celular sea méas negativo.

= Los aniones organicos presentes en el interior de la neurona, que tienen carga negativa,
suelen estar unidos a proteinas, constituyendo moléculas voluminosas que no pueden

atravesar la membrana celular.


http://www.isipedia.com/enfermeria/fisiologia-humana/propiedades-de-la-membrana-en-reposo
http://www.isipedia.com/enfermeria/fisiologia-humana/propiedades-de-la-membrana-en-reposo
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= La bomba de sodio-potasio también contribuye a hacer el interior celular més nega-

tivo, ya que extrae 3 cargas positivas por cada 2 que bombea al interior.

Todo ello determina que el potencial de reposo de una neurona sea negativo y, ademas,
debido a la mayor permeabilidad al KT, este potencial de reposo, —70 mV, es similar al
potencial de equilibrio del K*, —82 mV. De hecho, si la membrana resultase permeable a
un dnico ion, el potencial de membrana en reposo coincidiria con el potencial de equilibrio

de ese ion.

El potencial de reposo se mantiene constante, ya que el flujo neto de iones a través
de la membrana es nulo cuando la neurona esti en reposo, esto es, cuando no emite senal
eléctrica. Esto se debe, por una parte, a la fuerza electrostatica y al gradiente de difusiéon

y, por otra, a la acciéon de la bomba de sodio-potasio. Asi, se tiene lo siguiente:

» Ton potasio: Dado que en el interior hay una mayor concentraciéon de K, el gradien-
te de difusion determina que los iones de Kt se muevan hacia el exterior de la célula.
Por otra parte, como el interior de la célula esta cargado negativamente respecto al
exterior, la accién de la fuerza electrostatica determina que los iones se muevan hacia
el interior. De esta forma, las fuerzas se compensan y el flujo neto de K* a través de

la membrana celular es nulo.

» Ion sodio: La concentraciéon de Nat es mayor en el exterior que en el interior, por lo
que los iones de Na™ se mueven hacia el interior de la célula por accion del gradiente
de difusion. Ademés, la fuerza electrostatica determina, también, que los iones de
Na*t se muevan hacia el interior. De esta manera, existe un flujo neto no nulo de
Na™ hacia el interior celular y este flujo provocaria que el potencial de membrana se
desplazase del potencial de reposo. Sin embargo, la actividad de la bomba de sodio-
potasio evita que esto suceda, ya que esta proteina emplea energia para, en contra
de su gradiente de concentracién, transportar 3 iones de sodio al exterior por cada
2 iones de potasio que bombea al interior de la célula, compensando, asi, el flujo de

Na™' que existe hacia el interior celular.

De esta manera, cuando la neurona estd en reposo, el flujo neto de iones a través de la

membrana celular es nulo.

Recordemos que la diferencia de cargas entre el interior y el exterior celular se llama
potencial de membrana y que, en caso de reposo, se dice que la membrana esta polarizada.

Diremos que la membrana se despolariza cuando el potencial de membrana se vuelve méas
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positivo y que la membrana se repolariza cuando el potencial de membrana se vuelve més
negativo. La despolarizacion y repolarizaciéon de la membrana celular vienen determinadas
por el flujo de iones a través de dicha membrana. En este sentido, uno de los descubrimientos
mas importantes de Hodgkin y Huxley fue el hecho de que existen canales independientes
para los distintos iones, por los cuales estos atraviesan la membrana celular. De esta forma,
en un momento dado, la membrana puede ser mas permeable a un determinado ion y
menos permeable a otro en funcién del nimero de canales de cada ion que se encuentren
abiertos. Asi, por ejemplo, si la membrana aumenta su permeabilidad al Na™ y mantiene
la permeabilidad al K*, entraran més iones sodio al interior, de manera que el potencial

de membrana serd més positivo; la membrana se despolariza.

Transmisiéon del potencial de accién

El potencial de accién constituye la forma de transmisiéon de un estimulo nervioso y
se desencadena como respuesta a una despolarizacién de la membrana celular que provo-
ca que el potencial de membrana alcance un umbral de voltaje [12] determinado, que,
en el caso de las neuronas, es de aproximadamente —55 mV . En este sentido, el poten-
cial de accién responde, de acuerdo a Hodgkin y Huxley, a la ley del todo o nada: si el
estimulo eléctrico no es suficiente para que el potencial de membrana rebase el umbral,
la respuesta no se genera y, si llega al umbral, el potencial de accién se desarrolla com-
pletamente. De esta forma, siempre que se supere el umbral, la amplitud y duracién del

potencial de accién es la misma, independientemente de la magnitud del estimulo aplicado.

Por otra parte, si la magnitud del estimulo es lo suficientemente grande, en lugar de un
tnico potencial de acciéon puede producirse una secuencia de varios potenciales de accién
(disparos neuronales) separados por periodos de inactividad. Asi, aunque la intensidad del
estimulo no afecta a la forma y velocidad del potencial de accién, produce un aumento pro-
porcional de la frecuencia de disparos neuronales [19]. De esta manera, el sistema nervioso

utiliza la frecuencia de los impulsos para codificar la intensidad del estimulo.

De acuerdo a los estudios de Hodgkin y Huxley, la transmisiéon del potencial de accién

se puede describir cualitativamente como sigue:

1. Un estimulo eléctrico de suficiente magnitud, procedente de otra neurona u otro tipo
de célula, despolariza la membrana, de manera que el potencial de membrana alcanza

el umbral de voltaje.
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Figura 1.3: Grafica potencial de membrana frente a tiempo, obtenida al resolver numéricamente el
modelo de Hodgkin-Huxley con MATLAB® .

2. Una vez alcanzado el umbral, la membrana aumenta su permeabilidad al Na™, esto
es, se abren canales de sodio regulados por voltaje. Dado que la concentracion de
Na*t es mayor en el exterior que en el interior de la célula y debido, también, a las
fuerzas electrostaticas, el Na® entra en la neurona y esto provoca que la membrana
se despolarice atin més. De esta manera, el interior de la célula pasa a tener mas

carga que el exterior y el potencial de membrana se vuelve positivo.

3. A medida que avanza la despolarizacién de la membrana se van abriendo canales
de potasio regulados por voltaje. Debido a su gradiente de difusién y a las fuerzas

electrostaticas, el K™ se mueve del interior al exterior celular.

4. La despolarizaciéon contintia hasta que el potencial de membrana se aproxima al
potencial de equilibrio del Na*, +40 mV , el potencial de membrana que hace que

el flujo neto de Na™ sea nulo. En ese momento, se cierran los canales de sodio y
comienza la repolarizacién de la membrana.

5. Los canales de potasio est4n abiertos y, por tanto, el K* contintia saliendo de la célula.

Esto provoca que disminuya la carga en el interior, de manera que el potencial de
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membrana va disminuyendo hasta volverse negativo.

. La repolarizacién contintia hasta que el potencial de membrana alcanza el potencial

de equilibrio del K™, que es ligeramente més negativo que el potencial de reposo. En

esta situacién, se dice que la membrana estd hiperpolarizada.

Finalmente, la bomba de sodio-potasio y los canales de fuga (que son més permeables
al KT) equilibran la concentraciéon de iones, llevando nuevamente el potencial de

membrana al potencial de reposo.

Durante la transmisiéon de un potencial de accion, existe un intervalo de tiempo cono-

cido como periodo refractario, en el cual los canales regulados por voltaje ain no han

recobrado su estado original y la neurona no responde de la misma forma a un estimulo.

Comprende dos fases:

= Kl periodo refractario absoluto, que coincide con la fase de despolarizaciéon y

1.2.

parte de la fase de repolarizaciéon y en el cual los canales de Na™ regulados por
voltajes estan inactivados. En este perfodo no puede generarse un nuevo potencial
de accidn, independientemente de la intensidad del estimulo aplicado. Esto se debe a
que, a diferencia de los canales en estado cerrado, los canales inactivados no pueden
abrirse aunque reciban estimulos. Para permitir su apertura, los canales de sodio
tienen que reactivarse, esto es, pasar de estado inactivado a estado cerrado y este

hecho sucede durante la repolarizacion.

El periodo refractario relativo, que coincide con la fase en que la membrana esta
hiperpolarizada. En este perfodo los canales de Na™t regulados por voltaje ya estan
cerrados y puede generarse un nuevo potencial de accién. Sin embargo, para generar
este segundo potencial de accién es necesario que se aplique un estimulo de gran
magnitud, ya que la despolarizaciéon necesaria para alcanzar el umbral es mayor que

en el caso del primer potencial de accién.

Modelo matematico

Como ya se comentd en la seccidon anterior, a través de sus experimentos con el axén

de calamar gigante, Hodgkin y Huxley lograron mostrar que las corrientes i6nicas a tra-

vés de la membrana neuronal son las responsables de la transmisiéon del impulso nervioso.

Ademas, observaron que el comportamiento de la membrana celular puede ser descrito en

términos de un circuito eléctrico. De esta manera, a través de las ecuaciones que modelan

dicho circuito, lograron formalizar la transmisiéon del potencial de acciéon en un sistema de
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ecuaciones diferenciales.

Antes de presentar el modelo, hay algunas consideraciones que cabe tener en cuenta:

= Para poder medir las corrientes i6nicas, Hodgkin y Huxley emplearon una técnica
conocida como voltage clamp (fijacion de voltaje), introducida por Kenneth Cole
y George Marmont en 1947. Mediante el uso de dos electrodos y un circuito de
retroalimentacion, esta técnica permite mantener fijo el potencial de membrana. De
esta forma, se puede estudiar el comportamiento de los canales i6nicos para distintos

potenciales de membrana, previamente fijados.

= Las ecuaciones del modelo de Hodgkin y Huxley fueron derivadas del ax6n de calamar
gigante, un axén no mielinizado. Un axén mielinizado estd recubierto por una
capa proteica conocida como vaina de mielina, que actiia como un aislante eléctrico.
Debido a la presencia de canales en la membrana celular, en la transmisién del impulso
nervioso hay una fuga de corriente hacia el medio circundante y esto provoca que la
amplitud de la senal se disipe. Para evitar esto, algunas neuronas presentan axones
recubiertos con mielina. Este recubrimiento no es continuo, sino que hay segmentos
mielinizados intercalados con otros no mielinizados. Estos tltimos se llaman nodos
de Ranvier (ver figura y es donde estdn concentrados los canales i6nicos, de
tal forma que, debido a la gran resistencia que ofrece la membrana en los segmentos
mielinizados, la transmision del potencial de accién tiene lugar en estos nodos. Se
dice, en este caso, que la conduccién del impulso nervioso es saltatoria y la velocidad
de transmision es mayor que en el caso no mielinizado [5].
El modelo de Hodgkin-Huxley se puede adaptar para el caso de axones mielinizados,
pero en este trabajo nos centraremos en el caso de axones no mielinizados, siguiendo

lo estudiado por Hodgkin y Huxley.

1.2.1. Circuito eléctrico equivalente

Las propiedades eléctricas de una neurona pueden representarse mediante un circuito

eléctrico simple formado por un condensador, resistores y baterias [12].

La membrana celular, que separa el interior y el exterior celular, actia como un con-
densador. Un condensador esta formado por dos placas conductoras y un medio aislante
que las separa, de tal manera que, cuando se someten a una diferencia de potencial, una

de las placas adquiere carga positiva y la otra negativa. Asi, se dice que un condensador
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Medio extracelular

_--_—i—ENa % Ey,

|

Medio intracelular

Figura 1.4: Adaptacién del circuito original propuesto por Hodgkin y Huxley [12] para representar el
comportamiento eléctrico de la membrana del axén de calamar gigante.

almacena cargas eléctricas y esta caracterizado por su capacitancia, que se mide en faradios
(F). La carga en un condensador se calcula como ¢ = C'V donde C es la capacitancia y V'
la diferencia de potencial entre las placas. Se considera la membrana celular, pues, como un
condensador de capacitancia C,,f] Su carga sera ¢ = Cy,, Vi, en donde V;, es el potencial

de membrana.

Los distintos tipos de canales idnicos que se encuentran en la membrana actian como
resistores caracterizados por su resistencia, que se mide en ohmios (2). Hay un resistor
para cada tipo de canal i6nico: uno para el sodio, de resistencia Rn,; otro para el pota-
sio, de resistencia Rk y otro de escape para el resto de iones (fundamentalmente C17),
con resistencia Ry,. Los canales de escape se suponen constantes; sin embargo, el nimero
de canales abiertos para el sodio y el potasio depende del potencial de membrana. Es-
to se traduce en que RN, v Rk son funciones dependientes del tiempo y del potencial de

membrana, V;,,, lo que se indica en el circuito con una flecha transversal sobre los resistores.

La inversa de la resistencia es la conductancia, gjon = B que es una medida de la
ion
permeabilidad de la membrana a un determinado ion. Denotaremos por gna = gNa(t, Vin),

2C,y, denota la capacitancia especifica, es decir, el valor por unidad de area, y se mide en uF/cm?.
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gk = gk(t,Vin) v gL las conductancias para el sodio, el potasio y de escape, respectiva-

mente, donde la tltima se supone constante.

Por otra parte, la diferencia de potencial entre el potencial de membrana y el potencial
de equilibrio para cada ion induce una fuerza electromotriz, que se representa por una
bateria en el circuito. Asi, se tienen baterias distintas para el sodio, el potasio y el resto

de iones, con voltajes respectivos Ena, Fxk y EL.

Cuando una corriente I(z,t) se inyecta en la célula, esta puede aumentar la carga en
la membrana (condensador) o bien fluir a través de los canales idnicos (resistencias). De
esta forma, la corriente total a través de la membrana, [ (m,t)ﬂ tiene dos componentes:
la corriente capacitiva, Io(z,t), que se almacena en la membrana, y la corriente iénica,

Lion (7, 1), asociada al flujo de iones a través de los resistores:
I(z,t) = Ic(z,t) + Lion(z,t) = Io(x,t) + Ina(x,t) + Ix(x,t) + I1(x, ). (1.1)

La corriente capacitiva, I¢(x,t), se define como la tasa de cambio de la carga almacena-

0
da en la membrana , Io = 5—;] Ademas, teniamos que la carga en la membrana se calculaba
oV,
como q = C,,V;,,. Por tanto, reescribimos la corriente capacitiva como I¢(x,t) = Cma—tm.

|4
Por otra parte, por la ley de Ohm, I = 7 lo que, en términos de conductancia, seria
I =Vg.

Ahora, como V,, es el voltaje total a través de la membrana celular y Ej, es el voltaje
de la bateria correspondiente al ion k, el voltaje a través del resistor correspondiente seré
Vin — By, donde Ej, es el potencial de equilibrio para el ion k. Asi, aplicando la ley de Ohm,

tenemos:

INa = gNa(Vm - ENa)a
Ix = gk (Vin — Ex), (1.2)
IL = gL(Vm - EL)‘

Sustituyendo en (|1.1)) las expresiones anteriores y la expresion para la corriente capa-

PI(x,t) denota la densidad de corriente total a través de la membrana y se mide en puA/cm?.
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citiva obtenemos:

Vi

I(z,t) = Cp o

+ gNa(Vm - ENa) + gK(Vm - EK) + gL(Vm - EL)7 (13)

donde la corriente de fuga se supone constante, por lo que gy, es constante y gna Vv gk son

funciones dependientes del tiempo y del potencial de membrana.

oV,
Finalmente, despejando C,,—— tenemos la ecuacién

ot
Vi
mT A, I(CC,t) _gNa(Vm _ENa) _gK(Vm _EK)_QL(Vm - EL)7 (14)
at \/—/ ~ " - ~ " ~ ~~
corriente externa corriente Nat corriente K+ corriente de fuga

que describe la variacién del potencial de membrana en funcién de la corriente externa

aplicada y de la dindmica de las distintas corrientes i6nicas.

Conductancia de sodio y potasio

Como ya se comentd anteriormente, Hodgkin y Huxley postularon que las conductan-
cias del sodio y del potasio dependian del tiempo y del potencial de membrana [I1], pero,
ademas, fueron capaces de expresar mateméaticamente este hecho [12]. Para ello, introduje-
ron unas variables adimensionales, m, h y n, que toman valores entre 0 y 1 y que modelan

la probabilidad de que un canal para una determinada especie i6nica esté abierto o cerrado.

Las variables m y h son los parametros de activacién e inactivaciéon para el Nat,
respectivamente; mientras que la variable n es el pardmetro de activaciéon para el K.
SigNay denotan las conductancias méximas para Nat y K, es decir, las conductancias
para cada ion si todos los canales para ese determinado ion estuviesen abiertos, se tiene

que:

9gNa = gNam’h, (1.5)
gk = grn’. (1.6)

Ademas, la variacion de los pardametros m, h y n con respecto al tiempo viene dada por

“gNa ¥ g se miden en mS/cm?, mS: milisiemens.
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las ecuaciones:

am(g’tvm) = W (Vi) (1 = m(t, Vin)) — B (Vi) m(t, Vi),
%(gth) = ap(Vin)(1 — h(t, Vin)) — Br(Vim)h(t, Vin), (1.7)
an(ta’th) = an (Vi) (1 = n(t, Vi) = B (Vin)n(t, Vin),

donde ay, y Bi con k € {m, h,n} son las constantes de velocidad de cambio de canales abier-
tos a cerrados y de cerrados a abiertos, respectivamente. Hodgkin y Huxley encontraron,
a través de la experimentacion, que las constantes de velocidad se ajustan a las siguientes

expresiones [12]:

0,1 (Vy, — V. — 25) Vin = Vs
10 B 1
Vi — Vi bn = 304 Vi — Vi)’
-omen( %) )
Vin = Vi — 10 Vin = Vi
a, = 0,01 AR TARETAE Bn = 0,125 exp <_80> ,
1 —exp (—10>

donde V, denota el potencial de membrana en reposo, que, en el caso de las neuronas, es
de —70 mV.

Observacion 1. Las expresiones anteriores fueron halladas experimentalmente a una tem-

peratura de 6,3°C'. Si la temperatura de la neurona de interés fuese otra, serfa necesario

escalar las expresiones, tal y como puede verse en el [Apéndice IT]]

1.2.2. Modelo completo

Sustituyendo las expresiones (|1.5)) y ([1.6]) en la ecuacion (|1.4) tenemos:

oV

Cm ot

= 1(337 t) - mmgh(vm - ENa) - g_Kn4(Vm - EK) - g_L(Vm - EL)7 (1'8)
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donde
om(t, Vi,
(at) = am(Vin)(1 = m(t, Vi) = B (Vin)m(t, Vin),
oh(t, Vi
) — (Vi) (0= (1, Vi) — BV, Vi), (L9)
on(t, Vi,
((%) = an(vm)(l - n(tv Vm)) - ﬁn(Vm)n(t’ Vm)’
con
0,1 (Vy, +45) _ V£ 70
exp 10 P 1
h = ’
V. 470 Vi + 40
ap = 0,07exp (-20> ) 1+ exp <_10>
an = 0,01 Vin + 60 Bn = 0,125 exp <—Vm8—g70> :

( Vm+60>’
L=exp | =—5—

Ademas, los valores de los parametros que intervienen en este modelo fueron obtenidos

experimentalmente por Hodgkin y Huxley y son los siguientes [12]:

Cp =1 pF/em?,
Ena =45 mV,
Ex — —82 mV,
By = —59.4 mV,
gNa = 120 mS/em?,
gK = 36 mS/cm?,
gL = 0,3 mS/cm?.

1.2.3. Comnsideraciones acerca del modelo

El sistema anterior se simplifica notablemente si se considera el uso de una técnica
conocida como space clamp o fijacién del espacio, que permite eliminar los gradientes de
voltaje a lo largo de una regién de estudio del axén. De esta forma, se puede considerar

que la regién es isopotencial, esto es, el potencial de membrana varia con el tiempo, ¢, pero
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no con el espacio, x.

Bajo esta hipoétesis de homogeneidad en espacio, V,, = V,,(t), con lo que la

ecuacion (1.8]) es una ecuacion diferencial ordinaria:

av, o - B
O = 1(t) = gNam®h(Viy, — Ena) — gk (Vi — Ex) — 9L(Vin — EL). (1.11)
En el capitulo 2, se abordara la resolucion del modelo considerando esta hipoétesis de

homogeneidad en espacio.

Sin embargo, esta suposicién no permite conocer como se propaga el potencial de accién
a lo largo del axén. Por ello, en el capitulo 3 se considerara la resolucién del modelo elimi-
nando el supuesto de fijacién espacial. En este caso, se tiene que el potencial de membrana

varia con el tiempo y con el espacio, V,,, = V. (z, t).

Para formular el modelo sin considerar fijacién espacial, Hodgkin y Huxley emplearon
la conocida como teoria del cable [12], resultando la siguiente ecuacion:
Vi (z,t) 2R
——= = —1I(x,1), 1.12
e (%) (112)
donde a es el radio del axén, que se supone constante y se mide en ¢cm, y R es la resistividad
axial especifica, que se mide en €2 - cm.
Asi, despejando I(z,t) en (1.12) y sustituyendo en (1.8)), se tiene la siguiente ecuacion en

derivadas parciales:

Vi a o2V,

Yvm _ @O Vm —— 3 B 4 B - B
m oy SR op2  INamm h(Vip — Exa) — ggn” (Vin — Ex) — gL(Vin — Er).  (1.13)

Para resolver la ecuaciéon anterior, debido a las limitaciones computacionales de la
época, Hodgkin y Huxley supusieron que la propagacién del potencial de accién sucedia de
acuerdo a la ecuaciéon de ondas:

0V, 5 0%V
=0
ot2 ox?’

(1.14)

donde o es la velocidad de conduccién, que se supone constante.
De esta forma, la ecuacion en derivadas parciales (1.13) se reduce a una ecuacion diferen-
cial ordinaria. Sin embargo, dicha simplificacién se obviara en este trabajo, ya que resta

informacion acerca de la propagacion del potencial de accion.
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Capitulo 2

Resolucion del modelo bajo hipoétesis

de homogeneidad en espacio

En el capitulo anterior vimos que, bajo hipotésis de homogeneidad en espacio, el modelo

de Hodgkin-Huxley es un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias de primer

orden, que puede escribirse como una ecuacion diferencial ordinaria vectorial [4]:

X - -
— =F(t, X
dt (t, X),
donde
Xl Vm
X» _ X2 _ m 7
X3 h
Xy n
I(t)/Crm — 1/Cry (gNaX2® X3(X1 — Ena) + gKX4 (X1 — Fx) +g0(X1 —
F(t,X) = am(X1)(1 = X2) — B (X1) X2
’ ap(X1)(1 — X3) — Br(X1) X3
an (X1)(1 — X4) — Bn(X1) Xy

Si a esta ecuacion diferencial se le anade la condicion inicial

X1(0) Vin(0)
> L | X200 | m(0)
XO=5=tx 0| | no |

X4(0) n(0)

17

(2.1)

(2.2)

EL))

(2.3)
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tenemos el siguiente problema de valor inicial (PVI):

Hallar X(t), 0<t<T, para algun T, donde
dX = 4 . .
T F(t,X) con X(0) = Xj.

En relacién a la condicion inicial, en tiempo t = 0 suponemos que la neurona no esté
sometida a ningun estimulo y, por tanto, el potencial de membrana coincide con el po-
tencial de reposo; V;,,(0) = V. = —70. Ademas, los parametros m(0), ~(0) y n(0) pueden
aproximarse por sus valores en estado estacionario mew (V;,(0)), heo(Vin(0)) ¥ 100 (Vin (0)),

tal y como puede verse en el

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) anterior es un sistema complejo
y no lineal, por lo que no puede resolverse de forma analitica. Por tanto, es necesario

considerar métodos numeéricos de resolucion de EDO para obtener soluciones aproximadas.

2.1. Existencia y unicidad de solucién del PVI

Antes de abordar la resoluciéon numérica de un PVI es conveniente plantearse si dicho
problema tiene solucién y, en caso de que la tenga, si esta es tnica. Con este objetivo
presentaremos un teorema que, bajo ciertas hipétesis, proporciona existencia y unicidad

de solucion de un PVI.

Teorema 2.1 (de Picard-Lindelsf). Sean I = [to,T] y f: I x R* — R" una funcion

continua. Consideremos el PVI:

di(t) -
2 = flLaw) tel
f(to) = ZE_f]

Si f es lipschitziana respecto de la seqgunda variable, esto es, IL > 0 tal que ||f(t,f1) —

f(t,23)|| < L||21 — 23| V21,22 € R™ y VYt € I, entonces existe solucion unica, Z(t), del
PVI en el intervalo I. Ademds, T(t) € C(I).

Observacion 2. Si f: I xR - R" con I = [tp,T], es continua y todas las derivadas
of; . . >

parciales ai con 1 < 14,5 < n existen y estan acotadas en 2 = I x R”, entonces, por el
Ly

Teorema del Valor Medio, f es lipschitziana respecto de la segunda variable con constante
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de Lipschitz:

—

of(t,«
L= ‘ f(jx)H<+oo
el 0T
) . . Of; o . .
Notese que la derivada parcial e es la entrada (i,7) de la matriz jacobiana FE y que la
Zj X

norma considerada, || - |, es la norma matricial subordinada a la norma | - || de R"™.

Corolario 2.2. Sea I = [ty,T] y sea fiIxR" - R" tal que f e CH(I x R™). Entonces el
PVI:

dz(t) =
"0 fie ) ter
Z(to) = 20

tiene solucion tnica ¥ € C1(I).

A continuacion, se discutira si el PVI que define el modelo de Hodgkin-Huxley en hi-
potesis de homogeneidad en espacio admite solucién tnica. Para ello, se comprobara que

se satisfacen las hipétesis del corolario anterior.

En primer lugar, veamos que ﬁ(t,)z) es continua en todo punto (t,X:) e [0,T] x R4,

ya que cada una de sus componentes es continua:

w F1(t,X) = I(t)/Cin—1/Chy (NaX2* X3(X1 — Ena) + gr X2 (X1 — Ex) + g0(X1 — EL))

es claramente continua en todo (¢, X) € [0,T] x R%.

s By, X) = o (X1)(1 — X2) — B (X1) Xo, Fa(t, X) = ap(X1)(1— X3) — Br(X1) X3 y
Fy(t, X) = an(X1)(1 — X4) — Bn(X1) X4 son claramente continuas en todo (¢, X) €
[0, T] x R* si cim, B, @y By 0t ¥ B 0N continuas en la variable X; = V,,,. En efecto,
Bm, n, By, y Brn son continuas, pero a,, y «, presentan una discontinuidad evitable
en V,, = —45 y V,, = —60, respectivamente. Podemos, no obstante, para garantizar
la continuidad, considerar, en lugar de las expresiones propuestas por Hodgkin y

Huxley, sus extensiones continuas:

0,1 (Vp, + 45)
Vin + 45
L T S T

1 si Vi, = —45

si Vi, # —45
(2.5)
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V., + 60 .
0,01 V. 3 60 si Vi, # —60
an(vm) = L —exp|— 10 (2.6)
0,1 si Vi, = —60

A continuacién, se debe comprobar que se satisface la segunda hipdtesis del corolario
(2.2), esto es, que las derivadas parciales existen y estan acotadas. Para ello, se vera que las
derivadas parciales son continuas en cualquier compacto conteniendo a la condicién inicial

y, por el Teorema de Weierstrass, se concluird que estan acotadas.

De acuerdo a ([2.1)) el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas que define el modelo

puede escribirse como una ecuacién diferencial vectorial:

X - -
P X
dt (t, X),
donde
Xy Fi(t, X)
. X L Fy(t, X
X=|"?| v F,Xx) = 2(5,X) |
X3 F3(t, X)
X4 F4(ta)z)

La matriz jacobiana asociada al campo vectorial F es:

OF\(t,X) OF(t,X) 0F(t,X) OF(t,X)
0X1 0Xs 0X3 0X4
OFy(t,X) 0F(t,X) 0 0
0X1 0X, B
OFs(t, X) 0 0F3(t, X) ’
0X1 0Xs .
OFy(t, X) 0 0 OFy(t, X)
6X1 aAXV4
con
%)ZX) = —é (NXz?’X:s +arXat + QT) ;
LFE()?;() = —%%Xz%f?, (X1 — ENa) »
oF1(t, X) 1

0X3 Cm

.3
= ———0gNaX2" (X1 — ENa),
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oFy(t, X) 4

= X, (X1 —E
e g9k X" (X1 = Eio),
OFy(t, X
IBLR) _ o (X0)(1 = Xa) — fln(X1)Xz =
0X1
X1 +45
0.01 (X7 + 45 - 1-X
5 Xy 470 0.1(1 — Xo) (X1 + )eXp( 10 >( 2
2 o (- N _ 5 si X1 # —45
9 18 | e (X1 F45 X1 +45
P 0 (l—exp (— 10 ))
4 25
05(1 — Xg) + — exp (—=2 A=
0.05( 2)+186Xp( 18) si X1 5
L 01Xy (KT v s s
OFy(t, X) 1 oxp (- HLEE *
P S Al —Ozm(Xl) — Bm(Xl) = P 10
X5 25
—1—4exp <_T8> si X7 =—45
X1 440
B 0lexp | ————— ) X3
oFs(t, X) , X1 +70 < 10 )
B2 _ o (X)(1 = X3) — B4 (X1) X5 = —0.0035 ——5— ) (1 —X3)—
0X1 o, (X1)( 3) — Br(X1)X3 exp 20 ( Y 1+ X1 +40\\*’
exp 10
6F3(t,)?) X1 +70 1
93 A) (X)) = B (X)) = —O0. - -
an Oéh( 1) ﬁh( 1) 0076Xp 20 |t ex _M ’
p 10
OFs(t, X
L = a;L(Xl)(l - X4) - ﬁ;’L(Xl)Xél =
X1
X1 +60
0.001(X7 + 60 —— ) (1-X
X1 +70 0.01(1 — X4) K1+ )exp< 10 )( v
0.016exp | ———— | X4 + - 2 S A 00
_ 80 | —exp [~ X1+ 60 | X1 +60
10 TP\ T
10 i
0.005(1 — X4) + 0.016 exp (—%) S
OF4(t, X
%4) = —an(X1) - Bn(Xy) =
X7 + 60 X1+ 70 .
—0.01 —0.125 - Vi # —60
1 — oxp [ X1 +60 exp( 80 > womr
- p 10
—0.1-0.125 _1o i Vi = —60
. . exp 30 si Vip =

Resulta sencillo comprobar que las derivadas parciales anteriores son continuas en

I x R*, por lo que, en particular, son continuas en cualquier entorno compacto K < I x R*
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de (to, p)-

Por tanto, se tiene que Fe C!(K), con K un compacto conteniendo a la condicién

inicial, y, por el corolario (2.2)), se concluye que el PVI considerado admite solucion tnica.

2.2. Métodos numéricos de resolucion de EDO

A continuacién se presentaran distintos métodos numéricos para resolver EDO aplicén-

dolos a las ecuaciones del modelo.

2.2.1. Euler explicito

Es el método maés sencillo de implementar. Geométricamente, se basa en aproximar la
curva solucién por una poligonal que se construye a través de rectas tangentes.
Sea el PVI:

dX - -
E: (t,X) tE[O,T]XRn,
X(0) = 2.

Comenzamos considerando una discretizacion del intervalo [0,7] con N + 1 puntos equies-

paciados: 0 = tg < t1 < -+ < ty_1 < ty = T. Denotamos por h = el paso de

discretizacién, esto es, la distancia entre dos nodos consecutivos de la discretizacion.
Supongamos que X ec? ([0,T7) y consideremos el polinomio de Taylor centrado en t,, con

la expresion integral del resto:
¥ ¥ -/ tnt1 !/
X(tn+1) = X(tn) +X (tn)(tn—i-l - tn) + f (tn+1 - S)X (S) ds

Observacion 3. Se tiene la siguiente acotacion:

-

tnt1 = tn+1 1 o 9
M (ts1 — ) X"(s) ds| COL (a1 = 5) ds = 5 | X7]| , (tner — ta)

Ahora, dado que h = t, 1 — t;, y que tiene que satisfacerse la EDO X' = ﬁ(t,)?) en

todos los puntos de la discretizacién, tenemos:
X (tns1) = X (tn) + hF(tn, X (tn)) + O(h?)

lo que sugiere el esquema numérico:
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—

donde X, es la aproximacion de la solucion exacta en el nodo n-ésimo, X,, ~ X(t,).

Observacion 4. Este método numérico es explicito y converge con orden 1. Ademés, es
un esquema de 1 paso, ya que, para hallar la aproximacion en tiempo t,.1, basta conocer

la aproximacién en tiempo t,.

2.2.2. Runge-Kutta

Sea el PVI: .
dX .
E = F(t,X) te [O,T],
X(0) = 4%

Este problema se puede reescribir en términos de una ecuacién integral como:
t — — t — —

X(t) —zp = f X'(s)ds = X(t) —1p = f F(s,X(s))ds
0 0

Consideramos una discretizacion del intervalo [0,7"] con N + 1 puntos equiespaciados

O=ty<t1<---<ty_1<ty=Tyh=

el paso de discretizacion.

Los métodos de Runge-Kutta son una familia de métodos de un paso que pueden ser
implicitos o explicitos. En su formulaciéon mas general, un método de Runge-Kutta de s
etapas se basa en, conocida )?n, aproximacion de la solucién exacta en el nodo t,, hallar

Xn+1 con tyiq =ty + h empleando una férmula de cuadratura de s nodos para aproximar
la solucion de la ecuacion integral X (tn41) — X () = Sf:“ F(t, X (t))dt.

Asi, dado Xn, para calcular Xn+1 se emplean s puntos auxiliares t,1,---,t,s con
tni = tn +he;, 1 =1,---,5y se tiene que Xn+1 = Xn + hZle bilgn,i donde hb; son los
pesos de la formula de cuadratura y Em = F)(tm, X, + hZ;:I aijEn7j), 1=1,---,s.

Los coeficientes a;;, b; y ¢; con ¢,5 = 1,--- s que definen el esquema suelen presentarse

en una tabla conocida como tabla de Butcher:

| ann a2 - ags
C2 a1 a2 o azs
Cs | Qs1 Qg2 -+°  (QOgg

bl b2 e bs
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Finalmente, para un Runge-Kutta de s etapas se tiene el siguiente esquema:

XO = 117_6,
X’nH:X’nthZf:lbil;n,i n=201---,N —1,
con En,i = ﬁ(tn,i,)?n + h2§=1 aijEn7j), tn,i =1, + hCl‘, 1=1,---,s.

Observacion 5. Resulta sencillo comprobar que si la matriz (ai;); j—1,.. s es triangular
inferior con todos los elementos de la diagonal principal iguales a cero, a;; = 0 Vj > 1, esto
es, estrictamente triangular inferior, entonces el esquema de Runge-Kutta correspondiente

es explicito.

Observacion 6. Geométricamente, un método de Runge-Kutta de s etapas emplea como
direccién de avance, para aproximar la solucién en un nodo, la dada por una recta cuya

pendiente es una ponderacién de las pendientes calculadas mediante s puntos auxiliares.

Runge Kutta clasico de 4 etapas

Los coeficientes que definen este método vienen dados por la tabla de Butcher siguiente:

o0 0 0 0
1/2/1/2 0 0 0
121 0 12 0 0
1,0 0 1 0

1/6 1/3 1/3 1/6

Asi, )?0 = 2p y, para 0 < n < N — 1, se tiene que Xn+1 = X, + hEbikm- =

—

h - - - -
X, + g(km + 2kpn2 + 2k, 3 + kn4), donde

Fng = Fltn1, Xn) = F(tn, X,),

kno = F(tnz, Xn + hikn1) = F(tn +hd, Xo + hikn1),
kns = F(tns, Xn + hikno) = F(t, +hd, X, + hik,o),
kna = Ftna, Xp + hkng) = F(ty + hy X + hkp3)

Observacion 7. El método de Runge-Kutta clasico de 4 etapas es explicito y converge

con orden 4.



2.3. ANALISIS COMPARATIVO DE LOS METODOS NUMERICOS 25

2.3. Analisis comparativo de los métodos numéricos

Con el objetivo de evaluar la bondad de la aproximacioén que proporcionan los distintos
métodos numéricos, resulta interesante aplicarlos a un caso particular mas sencillo para el
cual es posible obtener la soluciéon exacta.

Si se consideran las conductancias para Na y K iguales a 0 y la intensidad de corriente

externa, I, constante a lo largo del tiempo, la ecuacion:

dVy,, . _
I(t) = Cm? + gNam?’h(Vm — ENa) + gKn4(Vm — EK) + gL(Vm — EL) (2.7)

se reduce a

AV,

I=Cp—2
Ot

+9L(Vin — EL) (2.8)

Por tanto, se tendria el siguiente PVI:

AV 1 -
o G [{ —gL(Vin — EL)],
Vin(0) = =70,

donde la ecuacién diferencial puede expresarse como una ecuacién en variables separadas:

1 1 1 1
=5 (Vin —EL)de - C—mdt =0< =5 (Vin _EL)de = C—mdt
En primer lugar, se integran ambos lados de la ecuacion:
j — de=f1dt<:>—11n|1—g—LVm+g—LEL|:1t+k
I —g.(Vim — EL) Cm 9L Crm
A continuacion, se sustituye la condicion inicial, V;,,(0) = —70, obteniéndose el valor de la

constante k:

1
——In|l +gL70 + gLEL| = k.
gL

Finalmente, sustituyendo el valor de k, se tiene que:

1 1 1
—— |l —gLVim +guFL| = —t— —In|l + gL 70 + gLEL| <
L

Cm gL
1 1 1
exp (—Ct + g:Lln |I + g1, 70 + g_LEL|) = exp (Q_L In|l —grVy + g_LEL|> =

m

1 _ - _ o o _

exp(—c—t)(l + gL 70 + gL EL) Y = (I — gV, + goEL)V/9 <
m__
gL

exp(—C—t)(I +9L70+ gLFEL) = I — gLV, + gLEL <

m
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1 JL _ _ _
Vin = —[~ GXP(*gth)(I + gL 70 + gr.EvL) + I + grFn]
gL Cm

Conocida la solucién analitica para el problema particular planteado, se puede calcular el
error absoluto para las aproximaciones que proporcionan los distintos métodos numeéri-

cos. Los errores méximos obtenidos se muestran en la siguiente tabla a modo de compara-

tiva:
Método Error méximo | Orden de convergencia
Euler explicito 1.34 x 1071 1
Runge-Kutta clasico de 4 etapas | 5.93 x 10712 4

Tabla 2.1: Comparacién métodos numéricos aplicados al modelo de Hodgkin-Huxley en el intervalo
[0,150] con conductancias de Na y K nulas y corriente externa constante I=4. Se consideran 15000
pasos de tiempo.

A la vista de la tabla anterior, resulta claro que el método Runge-Kutta clasico de 4
etapas es més preciso que el Euler explicito. Ademas, en este caso particular, con con-
ductancias de Na y K nulas y corriente externa constante, en el que no se desarrollan
potenciales de accion (ver figura ), los métodos explicitos considerados resultan numé-
ricamente estables para pasos de tiempo de tamano considerable, del orden de 1 ms. En
efecto, en la siguiente tabla se presentan, a modo de ejemplo, los errores maximos obtenidos

aplicando el método Runge-Kutta clasico de 4 etapas para distintos pasos de tiempo:

Runge-Kutta clasico de 4 etapas

Paso de tiempo | Error méximo
1 ms 7.60 x 1074
0,1 ms 6.09 x 1078
0,01 ms 5.94 x 10712

Se puede observar que el método es numéricamente estable para los pasos de tiempo
considerados y que la reduccién del error al disminuir el paso de tiempo es la esperada

para un método con orden de convergencia 4.
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Figura 2.1: Respuesta neuronal para el caso particular con conductancias de Na y K nulas e intensidad
constante I = 4. No se generan potenciales de accion.

Sin embargo, si se considera el PVI general ([2.1)), pueden ser necesarios pasos de tiempo
pequenos para garantizar la estabilidad numérica de los métodos considerados, tal y como

veremos a continuacion.

Analisis de la rigidez para el PVI general

La gran velocidad con la que se desarrolla un potencial de accién determina que se
produzca una rapida variaciéon en el potencial de membrana, dando lugar a zonas de alto
gradiente en la solucién que coinciden con los intervalos de tiempo donde se producen
disparos neuronales. Este hecho fuerza a tener que considerar pasos de tiempo muy pe-
quenos para garantizar la estabilidad numérica de los métodos numéricos considerados,
aumentando con ello el coste computacional. En este sentido, aun cuando no sea necesaria
demasiada exactitud en la solucién, métodos explicitos como los considerados precisan de
pasos de tiempo pequenos, del orden de 0,01 ms, para que quede garantizada su estabilidad

numérica. Se dice, en este caso, que el PVI presenta rigidez.

De esta forma, un problema rigido (en inglés, stiff ) se puede definir como aquel para el
cual determinados métodos numéricos resultan inestables a menos que se consideren pasos

de tiempo muy pequenos.

A la vista de lo anterior, puede resultar de interés considerar métodos de paso adap-
tativo que permitan tomar pasos de tiempo més pequenos en las zonas donde se desarrollan

potenciales de accion y més grandes en otras. Con este objetivo, se emplean las funcio-
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nes intrinsecas de MATLAB® ode23 y ode45, que son funciones de paso adaptativo que

resuelven PVI basandose en métodos Runge-Kutta.

Observacion 8. La funcion ode23 emplea el conocido como método de Bogacki-Shampine,
un método numérico para la resolucién de EDO que combina dos métodos Runge-Kutta de
ordenes consecutivos 2 y 3, tales que tienen los mismos coeficientes a;; en sus respectivas
tablas de Butcher. La idea de este método consiste en fijar, en cada nodo de la discretizaciéon
temporal, un paso de tiempo y calcular el error local que supondria usar este paso de
tiempo; si este error es menor que una cierta tolerancia prefijada se prosigue y, en caso
contrario, se reduce el paso. El error en cada nodo se calcula como la diferencia entre las
aproximaciones que proporcionan el Runge-Kutta de orden 3 y el de orden 2, que es el

método que se emplea para avanzar en la discretizacion.

Observacion 9. La funcién ode45 emplea el llamado método de Dormand-Prince. De
forma anéloga al de Bogacki-Shampine, este método utiliza un Runge-Kutta de orden 4
para estimar el error en cada nodo y un Runge-Kutta de orden 5 para avanzar en la

discretizacioén.

Aunque seria esperable que las funciones de paso adaptativo proporcionasen buen re-
sultado, ambas funciones emplean métodos Runge-Kutta explicitos, por lo que, al tratarse

de un problema rigido, resultan ineficaces.

Para posibilitar que dichas funciones resuelvan el problema, limitamos el tamano ma-
ximo de paso y ajustamos los parametros de tolerancia. De esta forma, forzamos a que se
detectasen los picos estrechos en la soluciéon que se corresponden con las zonas donde se
desarrollan potenciales de accién. Para ello, basta con modificar las opciones que toman

por defecto incluyendo las siguientes lineas de codigo:

options = odeset( AbsTol’ ,[1e—8 le—8 le—8 le—8|, RelTol  le
—4, "MaxStep’,0.1) ;

[t,Xh|=0de23(@f,[0,T],X 0,options):;

[t,Xh|=o0ded5(@f,[0,T],X 0,options);

Otra opcion para resolver el PVI es considerar la funcion intrinseca de MATLAB®
odel5s, que esta especialmente disenada para problemas rigidos. Esta funcién emplea un
método de orden y paso variables basado en férmulas de diferencias finitas regresivas (en

inglés, BDF). A diferencia de las funciones ode23 y ode45, esta resuelve con éxito el modelo
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sin necesidad de modificar sus parametros.

En la siguiente tabla se muestra una comparativa entre las tres funciones consideradas

en términos de pasos utilizados, tiempo de ejecuciéon y error en el tltimo nodo de la

discretizacionft
Funcion | Pasos empleados | Tiempo de ejecucion (en s) Error
ode23 1586 1.777065 2.0698 x 1010
ode5 6089 1.978118 1.0800 x 1011
odel5s 1577 1.701519 1.6058 x 10712

Tabla 2.2: Pasos, tiempos de ejecucién y errores obtenidos para el modelo con conductancias de Na y
K no nulas y corriente externa constante I = 4.

Se puede observar que los tiempos de ejecucién son similares para las tres funciones, a
pesar de que la funcién ode45 emplea un niimero considerablemente mayor de pasos. En

relacion a la precision, la més precisa es ode15s, aunque las diferencias no son muy notables.

Se concluye que, en términos generales, la funciéon mas conveniente es la odel5s, ya que
es mas precisa y su tiempo de ejecucion es menor. Sin embargo, cuando se requiere mucha
precision en la solucion, puede ser preferible utilizar ode/5 (con modificacion de opciones),
ya que, al emplear un método de orden 4, la reduccién del error es més réapida que si se

emplea odels, que utiliza métodos de orden 1.

Finalmente, comparamos la precision del Runge-Kutta clasico de 4 etapas y la funciéon
intrinseca ode4d. Para ello, se considera para el método Runge-Kutta clasico 6089 pasos

de tiempo, que son los que emplea la funcion ode4d.

A la vista de la siguiente tabla, se concluye que ambos métodos proporcionan buenas
aproximaciones de la solucién y que no presentan diferencias significativas en cuanto a
precision. Sin embargo, el tiempo de ejecucion es menor para ode4 5, por lo que, dado que

los dos son métodos de orden 4, ode45 es preferible sobre el Runge-Kutta.

#Dado que en el caso general no se conoce la soluciéon exacta, para calcular el error en el altimo nodo se
emplea como solucién de referencia la aproximacion calculada empleando el Runge-Kutta clasico de orden
4 con una malla muy fina.
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Método Error maximo | Tiempo de ejecucion (en s)
oded5 1.0800 x 10~ 1.9781118
Runge-Kutta clasico de 4 etapas | 1.2236 x 10~ 2.308860

2.4. Analisis de los resultados de la simulacién numeérica

Resulta de interés, una vez discutida la resolucién numérica del modelo, comprobar si
este refleja el comportamiento y las propiedades que se le suponen a una neurona. De esta
forma, podemos valorar la validez del modelo y, también, las posibles limitaciones.
Con este objetivo, se resolvera el modelo mediante la funcion ode45 de MATLAB® para

analizar, de forma gréfica, las caracteristicas del potencial de accion.

Estimulo externo constante y continuo

En primer lugar, en la figura [2.2] se observa que, considerando un estimulo externo
constante, variaciones en su intensidad dan lugar a distintos patrones de excitacion
en la neurona. Asi, para una intensidad de corriente I = 2 se tiene que el potencial de
membrana, V,,, retorna al valor de reposo sin desencadenar el potencial de accién. Este
comportamiento concuerda con la idea de que el disparo neuronal es una respuesta de todo
o nada que se produce solamente cuando el estimulo externo es suficiente para que el po-
tencial de membrana supere un cierto umbral de voltaje (aproximadamente —55 mV’). De
acuerdo a los resultados obtenidos, la intensidad de estimulo necesaria para que se alcance
dicho umbral es de aproximadamente 2.3 1A/cm?, por lo que, para una intensidad I < 2.3,

no se produce disparo neuronal.

Por otra parte, si se aplica un estimulo externo de intensidad I con 2.3 < I < 6 se
observa que se desencadena un tnico potencial de accidén, mientras que si I > 6 se pro-
duce lo que se conoce como una rafaga de potenciales de accidn, disparos neuronales
periodicos separados por periodos de inactividad que coinciden con el periodo refractario

que sucede a cada potencial de accion.

En la figura también puede observarse que la forma y duracion del potencial de
accion no varfan con la intensidad del estimulo. Por ello, el sistema nervioso recibe infor-
maciéon de la magnitud del estimulo solamente a través del nimero de disparos neuronales

que se generan.
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Figura 2.2: Graficas obtenidas con MATLAB® que muestran los diferentes patrones de excitacién
neuronal que se dan en presencia de un estimulo constante (aplicado en el milisegundo 25), en funcién
de la intensidad de dicho estimulo.
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Estimulo externo discontinuo

Con el objetivo de mostrar otras propiedades del potencial de accién, en lugar de un
estimulo continuo y constante, se considera un estimulo discontinuo. Este esta formado por
varios impulsos de magnitud y duracién constantes separados por un tiempo determinado,
que se conoce como periodo de los impulsos. En este caso, se vera que en el desarrollo
del potencial de accién, ademés de la magnitud, también son determinantes la duracién y

periodo de los impulsos.

En la figura se muestra el comportamiento del potencial de membrana cuando
se aplica una corriente externa discontinua de intensidad 3 uA/cm? con duraciéon de los

impulsos 10 ms y perfodo 10 ms, que admite la siguiente expresion:

3 puA/em? te[l10i,10 +10i), i=0,2,4,6,--
1y = 314 [ ) (2.9)
0puA/em? te[10i,10 +10i], i=1,3,5,7,---
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Figura 2.3: Respuesta neuronal a una corriente externa discontinua de intensidad 3 pA/cm?, duracién
de los impulsos 10 ms y periodo 10 ms.

A la vista de esta figura, resulta evidente que el periodo entre impulsos también
es relevante para el desarrollo del potencial de accion. Asi, para una misma intensidad
(I = 3 pA/em?), en el caso de un estimulo continuo se generaba un tinico potencial de
accion, tal y como se ve en la figura[2.2b] mientras que, en este caso, se genera una rafaga

de potenciales de accién, separados por el periodo de los impulsos.
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Este comportamiento es debido a que, tras un primer potencial de accion, se produce
un aumento del umbral de voltaje para el disparo neuronal, que se refleja en la ligera osci-
lacion tras el primer pico de potencial de accion en la figura[2.:2b] Esta oscilacién revela que
el estimulo externo causa una despolarizacién de la membrana, pero esta no es suficiente

para alcanzar el nuevo umbral de voltaje.

El aumento en el umbral de voltaje se debe a la hiperpolarizacién de la membrana,
que se produce por el cierre de canales de Na™ y la apertura de canales de K*. Ademas,
el estimulo externo contribuye a hiperpolarizar atin méas la membrana al inyectar cargas
en la neurona. Como consecuencia de esta hiperpolarizacion y el consiguiente aumento del
umbral, la intensidad del estimulo externo, I = 3, no es suficiente para generar un segundo

potencial de accién.

Se concluye, por tanto, que el periodo entre los impulsos resulta determinante para que
se genere un nuevo potencial de accién, ya que permite a la membrana celular despolarizarse

y recuperar su configuracion inicial, restaurandose asi el umbral de voltaje original.

Periodo refractario

Finalmente, para analizar si el modelo refleja de forma adecuada el periodo refractario
que sucede al potencial de acciéon, se aplica un estimulo discontinuo de intensidad constan-
te y se comprueba el efecto que produce disminuir el periodo de los impulsos, esto es, el

tiempo desde que acaba un impulso hasta que empieza el siguiente.

REFRACTORY PERIOD
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Figura 2.4: Grafico que muestra la duracién del periodo refractario absoluto y relativo. Recuperado de
https://slidesharetrick.blogspot.com/2019/11/refractory-period-action-potential.
html|
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En la figura se observa que, para un estimulo discontinuo de intensidad 3 pA/cm?
con perfodo 10 ms y duraciéon de los impulsos 10 m&ﬂ se genera una rafaga de potenciales

de accion.

Sin embargo, si se disminuye el periodo de los impulsos hasta un valor inferior a 5 ms,
se tiene que, manteniendo la magnitud y duraciéon de los impulsos, se desarrolla un tnico
potencial de accién al inicio (ver figura . Esto se debe a que el tiempo entre impulsos,
3 m es inferior a la duracion del periodo refractario relativo (figura que sucede a
un potencial de accién. Durante este periodo, el umbral de voltaje necesario para que se
desencadene un potencial de accidén es mayor que en situaciéon de reposo, por lo que para
que se generen nuevos potenciales de accién es necesario aumentar la magnitud del esti-
mulo. Este hecho se muestra en la figura 2.7 en la que se aplica un estimulo de intensidad

I = 4 pA/em?, desencadenando, de esta forma, una rafaga de potenciales de accion.
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Figura 2.5: Respuesta neuronal a una corriente externa discontinua de intensidad 3 A/cm?, duracién
de los impulsos 10 ms y periodo 10 ms.
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Figura 2.6: Respuesta neuronal a una corriente externa discontinua de intensidad 3 pA/cm?, duracién
de los impulsos 10 ms y periodo 3 ms.
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Capitulo 3

Resoluciéon del modelo sin hipétesis

de homogeneidad en espacio

Con el objetivo de estudiar como es la propagacion del potencial de accién a lo largo
del ax6n de una neurona, en este capitulo se considera el modelo de Hodgkin y Huxley sin
el supuesto de fijaciéon espacial. Si se supone que el axén es cilindrico, puede hacerse uso
de la llamada ecuacion del cable, tal y como se vio en el capitulo 1, resultando el siguiente

sistema de ecuaciones en derivadas parcialeg}

%Z = apn (V)1 =m) = B (V)m, (3.1)
5 = (V)L =h) = Bu(V)h,
%’; = ap(V)(1 = n) = Bo(V)n,

donde a es el radio del axon (en ¢m) y R la resistividad axial especifica (en Q - cm),
que se consideran constantes a lo largo del ax6n. En concreto, se tomaran los valores que
emplearon Hodgkin y Huxley [12]: a = 0.0238 ¢m y R = 354 Q- cm.

Por medio de este sistema es posible estudiar no solo la variaciéon del potencial de
membrana con respecto al tiempo, sino también cémo varia en funciéon de la distancia

longitudinal a lo largo del axén. Para ello, se considera una regién de estudio de longitud

#Para aligerar la notacion, en este capitulo se denota el potencial de membrana por V', en lugar de V;,.

37
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L y un intervalo temporal [0, T ]H

Para que el sistema de EDP esté bien definido se debe proporcionar el valor de V', m, h
y n en cada punto del axén en tiempo ¢ = 0 (condicion inicial) y especificar, también, como
es el potencial de membrana en los extremos de la region de estudio del axon (condiciones

de contorno).

Condicién inicial

En el instante inicial, la neurona se encuentra en reposo, por lo que V =V, = =70,

y los pardmetros de activacién y desactivaciéon se aproximan por los correspondientes al

estado estacionario (ver [Apéndice II)). Asi, se tiene que:

V(z,0) = =70, (3.2)
_ _ am (—170)

m(x,0) = my(—70) = o (=70) 1 B (=T0)’ (3.3)
_ B _ ap(—70)

h(.0) = hoo(=T0) = ——SHEh (3.4)

n(2,0) = 1y (—70) = ——nl=T0) (3.5)

an(=70) + Bn(=70)

con z € [0, L].

Condiciones de contorno

Dado que la primera ecuacién del sistema es una EDP parabélica, que involucra a la
segunda derivada espacial, es necesario proporcionar dos condiciones de contorno, una por

cada extremo de la regién de estudio del axén.

Una primera opcién consiste en especificar el valor del potencial de membrana en los

extremos del intervalo espacial, esto es, considerar condiciones de tipo Dirichlet:

V(Ovt) = Vb(t)v (36)
V(L 1) = Vi (t). (3.7)

PEn caso de que se quiera estudiar solamente la variacién espacial, se puede considerar la neurona en
un estado estacionario. Asi, la tnica variable independiente del sistema es x, por lo que se trata de un
sistema de EDO, y las funciones m, h y n se reemplazan por las correspondientes al estado estacionario
Moo, oo Y Moo+
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Este tipo de condiciones de contorno son las mas sencillas de implementar. Sin em-
bargo, en este trabajo se consideraran condiciones de contorno de tipo Neumann, en las
cuales se especifica el valor de la derivada espacial, ya que tienen una interpretaciéon més
natural desde el punto de vista de la fisiologia de la neurona. En efecto, dado que a&—‘; es
proporcional a la corriente longitudinal que circula a través del axén, imponer condiciones
Neumann equivale a proporcionar el valor de la corriente longitudinal en los extremos de

la regién de estudio.

Si se supone que en x = 0 se inyectan Iy pA y en x = L no hay salida de corriente

(extremo aislado), se tienen las siguientes condiciones de contorno:

v RI,
= (01) =", (3.8)
ov

Veamos como se obtiene la primera de estas condiciones de contorno [7].

P
| O (
@%
Ax

Figura 3.1: Representacién del axén de una neurona donde a es el radio, Ijong es la corriente que circula
a través del axén e I, es la corriente a través de la membrana.

Dada una seccion del axén, la resistencia total que ejerce el axén en esa regiéon es
directamente proporcional a la longitud de la seccién e inversamente proporcional al area
transversal, siendo la resistividad axial especifica, R, la constante de proporcionalidad. Asi,

para una seccion de longitud Az (ver figura 3.1), se tiene que:

Ax
Rr = R—. 3.10
T Ta? (3.10)

Ahora, por la ley de Ohm, la variacién de potencial en la seccion es igual al producto de

la intensidad de corriente que atraviesa esa seccidon por la resistencia, esto es:

Ax

V(z + Az, t) — V(z,t) = —liong R = —IlongR?, (3.11)
v
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donde el signo menos se debe al convenio de que el sentido positivo de la corriente es el

dado por el flujo de cargas positivas.

Finalmente, cuando Az — 0, se obtiene la siguiente expresion:

oV IR
67(377 t) -

(3.12)

ra?

A la vista de la expresion (3.12)), si en el extremo izquierdo de la region de estudio se

inyecta una corriente de intensidad Iy, como esta corriente es longitudinal se tiene:

oV RI,

= (0.1) =~ (3.13)

ra?’

que es la condicién de contorno que se considera en x = 0.

Se tiene, entonces, el siguiente problema de contorno:

o a 3V 1, 1T, 1
E - m@ = —@gNam h(V - ENa) - CfmgKn (V - EK) - CfmgL(V - EL)7

Y V(z,0)=-70, xz€][0,L];

\ %V(Oat) = —%, %(L,t) -0, tel0,T]
M (V)1 = m) = Bu(Vim, ml,0) = mn(-T0), @€ [0, L]
) (Zj = an(V)(1 = h) = Bu(V)h,  (z,0) = hoo(=70), € [0,L];
\ (ZTZ =an(V)(L=n) = Bu(V)n, n(z,0) =ne(=70), =ze€][0,L].

El sistema de EDP anterior es no lineal, por lo que, en general, no puede ser resuelto de
forma analitica. Por ello, se buscard aproximar su soluciéon empleando métodos numéricos
de resolucion de EDP.

3.1. Meétodos numéricos de resolucion de EDP

En la resolucién de EDP se emplean fundamentalmente dos tipos de métodos: los méto-

dos de diferencias finitas y los de elementos finitos. En este trabajo se emplearan métodos
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de diferencias finitas debido a su mayor facilidad de implementacion.

Los métodos de diferencias finitas se basan en la idea de transformar el problema de
resolver una EDP en el de resolver un sistema de ecuaciones algebraicas. Para ello, se
discretiza el intervalo temporal y el dominio espacial y se emplean férmulas de derivaciéon

numérica de tipo interpolatorio polinémico para aproximar las derivadas.

Observacion 10. Para hallar la solucién discreta del sistema se emplearén las siguientes

formulas de derivacion numérica:

= Férmula centrada para la derivada primera:

f/(OL) _ f(a+h)2_hf(a_h) —|—O(h2) (3.14)

= Formula regresiva para la derivada primera:

fmy:ﬂ®_£m_hf+om) (3.15)

= Férmula progresiva para la derivada primera:

ﬂ@:fm+2_ﬂ®+om) (3.16)

= Férmula centrada para la derivada segunda:

fla—h)—2f(a) + fla+h)
h2

() = + O(h?) (3.17)

Consideremos una discretizacion del intervalo espacial [0, L] con I nodos equiespa-

ciados, 1 = 0 < z9 < -+ < x7_1 < L = xj, y paso de discretizacion Ax = -1
Consideremos, asimismo, t1 = 0 < to < --- < tny_1 <ty = T, discretizaciéon del intervalo
T

espacial [0,7"] con N nodos equiespaciados y paso de discretizacion At = N_1

A continuacion, se presentan dos posibles esquemas en diferencias finitas para resolver
el sistema.
3.1.1. Implicito estandar

En este método se emplea una férmula regresiva de primer orden para aproximar la

derivada temporal (3.15)) y una formula centrada de segundo orden para aproximar la se-
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gunda derivada espacial (3.17)).

Considérese la ecuacién que rige el comportamiento del potencial de membrana. Se

trata de una EDP parabdlica, que puede reescribirse como:

o PV
=~ Doy = Fla.t), (3.18)

1 1 1
———gnam>h(V — Ena) — —grn*(V — Ex) — —gL(V — EL).

a
donde D = F=
onee 2RC,, ~ Com Con Com

Asi, dicha ecuacién se discretiza como sigue:

V(‘riatn-‘rl) - V(J;iatn) % 82‘/
~ isln =D i ln F(z;,tn ~
At 5t (@i tnr1) = Dz (@i tuss) + Fl@istas)
V(l‘i+1,tn+1) — 2V(:ci,tn + 1) + V(.%'z;l,thrl))
~ D F iatn )
(Az)? + F(xi, tnt1)

lo que sugiere el esquema numérico:

1 +1 +1 +1
V;n+ _Vz‘n_DVﬁrl _2Vin +Vi’11 _fntl _ 1<n<N-1
2 i ’ ’

< as) (3.19)

Observacion 11. Notese que V" es la aproximacion de la solucién exacta en el punto
(xi,t,) de la malla, esto es, V" ~ V (z;,t,). Asimismo, F* denota la aproximacion del lado

derecho de la ecuacion, F* ~ F(xz;,t,).

Observacion 12. Este esquema converge incondicionalmente con orden 1 en tiempo,

O(At), y orden 2 en espacio, O((Ax)?).

i—ln+1  din+1 i+ln+1
° °

i, N

Figura 3.2: Molécula computacional para el esquema implicito estandar.
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Implementacién del método implicito estandar

A continuacion veremos coémo se implementa el esquema anterior.

En primer lugar, empleando la condicién inicial, se tiene que Vi1 = Vo(z;) = =70,
i1=1,---,1.

Ahora, por tratarse de un esquema implicito, para cada n € {1,--- , N — 1} fijo, conoci-
dos V", --- , V], se obtienen las aproximaciones V”H, e VI”H resolviendo un sistema de

ecuaciones. Para hallar las ecuaciones que conforman dicho sistema, se reordenan términos

en la ecuacion (3.19), obteniéndose:

R S AX:1 S S U SRS (VDI ) US|
(At + RCm(Ax)2 + CmgNa(mi ) h'L + CmgK(n'L ) C gL ‘/1 +

. a n+l . a n+1 _
( 2RCm(A:n)2> Vici +< 2RCm(A:v)2> Vi
1

1 1
. gNa(anrl) hn+1E a+7g ( n+1)4EK+7gLEL

71/”
i Cm

At ¢ m Cm

De forma més reducida, la expresiéon anterior puede escribirse como:

1
—aVM + <At +2a + <I>”+1> Vit —autt = KtV" + (3.20)
donde
a
Q= A o>
2RC,, (Ax)?
I
@;H_l _ Ci [gNa(m?+1)3h?+1 +9K( n+1) +9L]
m
1
1 — 1\3 1 — 1\4 _
I = o lNalm R B+ g (0] B+ gLEL]
Esta expresion solamente es valida para ¢ = 2,--- ,I — 1, pero se vera a continuacién

que, empleando las condiciones de contorno, se obtienen ecuaciones similares parai =1 e
=1

. .. oV RIO
Comenzamos consideramos la condicién de contorno a—((), t) = ——— v la discreti-
x T

zamos espacialmente empleando una férmula centrada para la primera derlvada ((3.14)).
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Asi, se tiene:

V(.Tvz,t) - V(iL'o,t) N RI()

N — 3.21
2Ax a2’ (3:21)
donde zg es un nodo auxiliar, que no pertenece a la discretizacion.
Despejando en la expresion anterior:
RI
V(zo,t) ~ 2Ax— + V (xa,t). 3.22
('CL‘O ) 1‘71'0,2 (:UQ ) ( )
Asi, empleando (3.20)), se obtiene la ecuacion para i = 1 como sigue:
1 1
1 1 1 1 1
—aVy ™t + (At + 20+ P ) Vi — oVt = EV{L + U <
o (X foaramt) vt oqyntt - Lyn gner o (3.23)
At L ! 2 At! L CmAzTa '

ov
Anélogamente, consideramos la condicién de contorno a—(L, t) = 0 y la discretizamos
x

espacialmente empleando una férmula centrada de segundo orden para la primera derivada

(3.14)), obteniéndose:

V(l‘[+1, t) — V(I‘]_l, t)
2Ax

~0<e V(rrg,t) ~ V(er_,t), (3.24)

donde z7,1 es un nodo que no pertenece a la discretizacion.

Asi, empleando ([3.20) y (3.24]) y reordenando términos, se tiene la ecuacion para i = I:

1 1
(—20) V)" + [ = + 20+ 7T ) VP = — VP UL (3.25)

At At
Por tanto, se tiene que, dado un n € {1,--- ;N — 1} fijo, para calcular las aproxima-
ciones V{LH, e ,VI"+1 es preciso resolver el siguiente sistema tridiagonal de I ecuaciones

e I incognitas:
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i + 20+ @7 —2a (| I 0
1 ntl Vn+1
—a — +2a+ P — e 0 1
At VTL+1
. . . 2 j—
. V’ﬂ+1
0 0 0 -2 +2a + o}t !
At
Iy
7vn \Ijn+1 B S
At 1 41- + CmAzma
V \Ifn+1
_ INACE
1
\I/n+l
AT

Para resolver el sistema anterior se necesita conocer el valor aproximado de las funcio-
nes m, h y n en los puntos de la malla. Para ello se discretizan las restantes ecuaciones del

modelo.

Consideramos, por ejemplo, la ecuacién %—T = am(V)(1 —m) — Bn(V)m y empleamos

una féormula regresiva de primer orden para aproximar la derivada temporal. Asi, se tiene:

m(xivtn-&-l) B m(‘rivtn) om

At ~ o — (@istns1) = am V(@i tns1)) (1 — m(zi, ths))

_Bm( (xu n—i—l)) (xiytn-i-l)a

lo cual sugiere el siguiente esquema implicito:

mPtt —mp
W am?+1(1 n+1) +an+1 ;’L+1 =0 1<n<N— 1’
1<e<]
donde m} = my(—70) ,i=1,---,1I, por la condicién inicial.

Observacion 13. Notese que m} denota la aproximacion de la solucion exacta en el
punto (z;,t,) de la malla, m} ~ m(x;,t,). Ademas, am?ﬂ ~ W (V(ziytne1)) y ﬁm"H

6m( (xu n+1)>
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Si en lugar de una formula regresiva se emplea una progresiva ((3.16))) para aproximar

la derivada temporal, se obtiene el siguiente esquema explicito:

m m
zAt L —apmi (1 —m) + Bpmimi =0 1<n<N -1,
1<i<]I
Despejando m?“ en el esquema anterior se tiene:
mi = At (] — mi o] — Buimi) +m!. (3.26)

Observacion 14. Noétese que si se emplea el esquema implicito para hallar los valores
de m, h y n, es preciso resolver, en cada paso de tiempo, un sistema no lineal para apro-
ximar el valor del potencial de membrana. Esto anade complejidad a la implementaciéon
del método y supone un incremento considerable del coste computacional. Por ello, en la
simulacién numérica, se considerara el esquema explicito, en lugar del implicito, y se vera

que proporciona resultados aceptables.

3.1.2. Crank-Nicolson

En este método se emplean féormulas centradas de segundo orden para aproximar la

derivada temporal y la segunda derivada espacial.

Si se considera la ecuacion ?t/ - (22;2/ = F(x,t), se tiene la siguiente discretizacion:
V(l’i,tn+1)At_ V(i tn) (i?‘t/(xi’t"“m) ~ ;%‘Z(aﬁutn) I %%(miytn+l) -
_ ;D‘Z‘Q/(% t) + %F(mi,tn) + ;Da;f(xi,tnﬂ) + %F(azi,tnﬂ) ~
N ;Dv(xi—lvtn) - 2‘?20;7)?) + V(@i tn) %F(xi’th
n %D V(ziz1,tny1) — 2V((ZZ§;+1 + V(xit1, tns1) " %F<xiatn+l)

lo cual sugiere el esquema numérico:
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V'in-‘rl Vn B 7D z+1 2V + Vn 7Fn B EDV;Z—;I _ 2Vn+1 + Vn-‘rl 1 A o
At 2 (Az)? 2 (Az)? 2 ’
1<n<N-1, 2<i<IlI-1

Observacién 15. Este esquema converge con orden 2 en tiempo, O((At)?), y orden 2 en
espacio, O((Az)?).

i—-ln+1  din+1  i+ln+1

®  J
o @
i—1,n i,n i+1,n

Figura 3.3: Molécula computacional para el esquema Crank-Nicolson.

Implementaciéon de Crank-Nicolson

Procediendo de manera analoga al esquema implicito estandar, se tiene que en cada

paso de tiempo es preciso resolver el siguiente sistema tridiagonal de ecuaciones algebraicas:

Ait + 20 + %@;L“ —2a 0 - 0
1 1 n+1 V’n+1
— — +2a+ =3 — e 0 L
At 2 V2n+1
Vn+1
0 0 0 —2a = 42+ igntt '
At 21
L oV wrap et Lo
At ! 2 E CnAzxma !
1 no 0 1 1_.,
7V1 +(At )V2 +5Vs +§\I/2+1+§F2

OCV]_l + (thCM) V[ +§‘III+1+§F[
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donde:
o — a
© 2RC,,(Ax)?’

1

(I);L+1 _ Ci [m(m?Jrl)?)hzr_LJrl + g_K(n?H)4 + g_L] 7
|y n n —— (N —

ot = o [gNa(m PRI Exa + gr (0T Ex + gLEL]

1
Ff' = = [gna(mih (Vi = Bxa) + g(n)* (V" = Bi) + g (V" = Ey)].

Asimismo, se emplearé el esquema explicito (3.26|) para hallar las aproximaciones de

m, h y n en los puntos de la malla.

3.2. Consideraciones acerca de los métodos numeéricos

Debido a la complejidad del modelo en ausencia de fijacién espacial, no resulta sencillo
encontrar un caso particular con solucién exacta conocida que mantenga las propiedades
del modelo. No obstante, el hecho de emplear dos métodos independientes de resolucion
permite solventar este inconveniente, ya que, si la soluciéon proporcionada por ambos coin-
cide y es consecuente con el comportamiento experimental del potencial de acciéon, se daran

por validados los métodos.

Ademas, se consideran métodos implicitos, ya que, tal y como sucedia en el modelo con
fijacion espacial, cuando se desarrollan potenciales de accion el sistema presenta rigidez,

por lo que los métodos explicitos resultan numéricamente inestables.

Aunque los métodos empleados resultan ser incondicionalmente numéricamente esta-
bles, en la simulacién puede observarse que el tamano maximo del paso de discretizacién
temporal esta limitado por el condicionamiento de las matrices de los sucesivos sistemas
que han de resolverse. Asi, para un paso de discretizacion mayor de 0.2 ms, se tiene que,
en cada paso de tiempo, la matriz del sistema se encuentra préxima a ser singular, por lo

que el sistema estd mal condicionado y la solucién aproximada no es buena.

Por otra parte, si se comparan los dos métodos implicitos empleados, se tiene que los
tiempos de ejecucién son similares para ambos esquemas y las aproximaciones que propor-
cionan coinciden para pasos de discretizacion temporal pequenos. Sin embargo, para pasos
relativamente groseros, del orden de 0.2 ms, se observa que la solucién proporcionada por

Crank-Nicolson presenta algunas oscilaciones espurias, a pesar de tratarse de un méto-
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do incondicionalmente estable. Por tanto, cuando se trabaja con pasos de discretizacién

temporal mas groseros, resulta recomendable emplear el esquema implicito estandar.

3.3. Andlisis de los resultados de la simulacién numeérica

De acuerdo a lo visto en el capitulo 1, el potencial de accién se genera en el cono
axonico y se propaga a lo largo del axéon hasta los botones terminales, donde se liberan
neurotransmisores que se unen a receptores de otras células, transmitiéndose, asi, el im-
pulso nervioso. La propagacion del potencial de acciéon a lo largo del axén tiene lugar
como consecuencia del movimiento i6nico: cuando se genera un potencial de accién en un
cierto lugar del axén, iones de Na™ entran al interior celular y estos iones se mueven a
regiones contiguas de la membrana provocando su despolarizacién y, como consecuencia,
que se genere un nuevo potencial de accién. De esta forma, la propagacion del potencial

de accién puede verse como un proceso autorregenerativo que tiene lugar a lo largo del axén.

A continuacion se analizan los resultados de la simulacion numérica para comprobar
que el modelo reproduce el comportamiento esperado en la propagacién del potencial de
accion. Con este objetivo, se presentan distintas graficas, obtenidas al resolver el modelo

empleando el esquema implicito estdndar.

En la figura [3:4] se muestra la propagacion del potencial de accion a lo largo del axon.

Propagacion del potencial de accién

50
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Potencial de membrana (mV)

-100 -l
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Figura 3.4: Propagacion del potencial de accién a lo largo del axén para una corriente externa de
intensidad 6 11A/cm? aplicada durante el primer ms.
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Para apreciar como sucede esta propagacion, en la figura[3.5 obtenida tomando como
referencia la figura 25 de [2], se representa el potencial de membrana en distintos puntos
a lo largo del axoén. Se puede observar que la forma y duracion del potencial de accién
permanecen invariables a lo largo del axén y, ademas, este viaja a una velocidad constante.
En efecto, a la vista de la figura, para los datos considerados, el potencial de accién avanza

a razéon de 7 cm cada 5 ms, lo que, mediante unos sencillos calculos, se traduce en una
velocidad de propagacion aproximada de 14 m/s.
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Figura 3.5: Propagacion del potencial de accién a lo largo del axén para una corriente externa de
intensidad 6 puA/em? aplicada durante el primer ms.

Por otra parte, una vez estudiada la propagacion, resulta de interés comprobar que,
para un punto fijo del axén, el comportamiento del potencial de membrana dado por este
modelo es el mismo que el proporcionado por el modelo con fijacién espacial. Para ello,
en la figura [3.6] se considera el potencial de membrana en el cono axénico y se observa

que la amplitud y duracién del potencial de accién coincide con la dada por el modelo con
fijacion espacial.
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Figura 3.6: Potencial de acci6n en el cono axénico.
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Capitulo 4

Conclusiones y nuevas lineas de

trabajo

Conclusiones

En este trabajo se intenté dar respuesta a la cuestiéon de cémo sucede la propagacion
del potencial de accién en una neurona, a través de la resolucién del modelo propuesto por
Hodgkin y Huxley. Este modelo resulta fundamental, ya que plantea el nexo existente entre
los canales i6nicos y la transmision del potencial de accion, sentando las bases de todos
los estudios posteriores en relacion a la dindmica neuronal. Ademas, introduce un enfoque
novedoso, otorgando igual importancia a la descripcion cualitativa y cuantitativa del feno-
meno, que se intenté mantener a lo largo de este trabajo. Siguiendo esta idea, se comenzd
describiendo las propiedades del potencial de accién, que después fueron observadas en la

simulacién numérica.

La simulacién numérica realizada permite extraer algunas conclusiones generales en

relacién al modelo:

= A pesar de su relativa simplicidad, el modelo refleja de una manera bastante precisa

la dinamica de los canales i6nicos y del potencial de accién.

= El modelo muestra que el potencial de accién es un proceso de todo o nada, que se
desarrolla solamente si el estimulo aplicado resulta suficiente para que el potencial
de membrana supere el umbral de voltaje. Ademas, la intensidad y frecuencia de los

estimulos son determinantes en su desarrollo.

» La simplificaciéon realizada por Hodgkin y Huxley, al considerar que la propagacion

del potencial de accién ocurria de acuerdo a la ecuaciéon de ondas, resulta ser acertada.
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Aunque esta simplificacién parece ser fruto de las limitaciones computacionales de la
época, a través de la simulacién se comprobd que, en efecto, el potencial de accién

se propaga en forma de una onda que viaja a velocidad constante.

Por otra parte, el estudio realizado nos permitié alcanzar una mayor comprension de
los métodos numéricos en general, mas alla de su aplicacién particular en el modelo. Estas

aportaciones pueden resumirse en los siguientes puntos:

= No existe un método universalmente mejor que otro en todos las situaciones y solo
el conocimiento del problema a resolver puede llevarnos al método més adecuado.
Ademas, en la eleccion del método, cabe tener en cuenta la precisiéon que se busca en

la solucién.

= Siempre resulta interesante emplear diferentes métodos para resolver un mismo pro-
blema, no solo con el objetivo de buscar el método mas adecuado, sino también
como una forma de validar los métodos, comparando las soluciones que proporcio-
nan. Esto resulta especialmente relevante cuando no es posible construir soluciones

manufacturadas con solucién exacta no trivial que permitan validar el método.

» La rigidez es un fenémeno complejo y los métodos de paso adaptativo, aunque pueda
esperarse lo contrario, no siempre permiten resolver problemas rigidos. En efecto,
aunque estos métodos controlan el error local en cada paso, si las zonas de alto gra-
diente son estrechas, pasos grandes pueden dar lugar a un error pequeiio, obviandose,

por tanto, estas zonas de alto gradiente.

= Kl hecho de emplear métodos incondicionalmente numéricamente estables no siem-
pre es garantia de obtener buenas aproximaciones, ya que se debe prestar también

atencion al condicionamiento del problema.

Més en particular, se pueden extraer algunas conclusiones acerca de los métodos em-

pleados para resolver el modelo:

» En el modelo con fijacion espacial, las funciones intrinsecas de MATLAB® ode23 y
ode45 no permiten resolver el problema, ya que no detectan las zonas de alto gradiente
que surgen cuando se desarrollan potenciales de accién. No obstante, limitando el
tamano méaximo de paso posibilitamos que las funciones resolviesen el problema.
Ademas, la soluciéon proporcionada por estas no dista demasiado, en términos de
precision, de la dada por la funcién odel5s, que esta diseniada especificamente para

problemas rigidos.
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» En la propagacion del potencial de acciéon, el método de Crank-Nicolson presenta osci-
laciones espurias para pasos de discretizaciéon temporal a partir de un cierto tamaio.
Este hecho determina que, aun cuando Crank-Nicolson ofrece orden 2 en espacio
frente al orden 1 del esquema implicito estandar, se prefiere este dltimo cuando se
precisa utilizar pasos de discretizacion temporal de tamaiio considerable. En caso de
necesitar mucha precision en la solucién, es preferible, sin embargo, emplear Crank-
Nicolson, tomando un paso de discretizacién temporal pequeno para evitar posibles

oscilaciones.

Nuevas lineas de trabajo

El trabajo realizado admite un analisis més profundo. En este sentido, puede resultar
de interés modificar algunos de los parametros del modelo, como las conductancias i6ni-
cas. Asi, seria posible simular, por ejemplo, como afectan las canalopatias (trastornos que
causan disfuncion de cierto tipo de canales idnicos) o ciertas enfermedades que alteran la

permeabilidad i6nica, a la transmision del impulso nervioso.

Por otra parte, puede llevarse a cabo un analisis similar al realizado en este trabajo
para una posible generalizaciéon del modelo para axones mielinizados. En este caso, dado
que la mielina actiia como un aislante eléctrico, la resistencia de la membrana aumenta
con respecto al modelo original, mientras que la capacitancia disminuye; resultando en una
mayor velocidad de transmision del potencial de accién. Ademas, en lugar de estudiar la
propagaciéon del potencial de accién en una tnica neurona, el modelo puede generalizarse

al estudio de una red neuronal, incorporando la sinapsis neuronal.

A través de estas generalizaciones, surge un nuevo horizonte de posibles aplicaciones,

especialmente en el Ambito de la medicina, como, por ejemplo:

= El estudio del efecto de las enfermedades desmielinizantes, tales como la esclerosis

miltiple, en la transmisién el impulso nervioso.

= Kl estudio del efecto de la electroestimulacion en determinadas deficiencias o trastor-
nos, tales como la electroestimulacion del nervio auditivo en personas sordas [16] o
la estimulacién de la corteza cerebral en personas que sufren de neuralgia del nervio

trigémino [13].

» El estudio de la transmisiéon del impulso nervioso bajo el efecto de determinadas

sustancias, como alcohol o sedantes [I].
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Por ultimo, cabe senalar que el modelo de Hodgkin y Huxley también es aplicable, con
ligeras modificaciones, al estudio de la transmisién del potencial de accién en otras células
excitables, como los miocitos cardiacos. No obstante, la transmisién del potencial de acciéon

en estas células es ligeramente més compleja, pues estan implicadas mas especies i6énicas.

Las numerosas aplicaciones e investigaciones que surgen alrededor del modelo nos dan
una idea de su relevancia y vigencia. A través de este trabajo se quiso, precisamente, poner
de manifiesto la importancia de este modelo que, aunque con ciertas limitaciones, especial-
mente en la descripcion de la dindmica de los canales iénicos, consiguié dar una explicacién
satisfactoria en términos cuantitativos al fenémeno de la transmisiéon del potencial de ac-

cion.



Indice de parametros del modelo

Parametro Descripcion Valor Unidades

Ena potencial de equilibrio Na™t 45 mV

FEr potencial de equilibrio resto de iones  -59.4 mV

JK conductancia maxima K+ 36 mS /cm2

Cm capacitancia de la membrana 1 uA/em?

a radio del axén 0.0238 cm
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Apéndice I: Cbodigos de MATLAB®

I.I. Modelo bajo hipétesis de homogeneidad en espacio

I.1.I. Entrada de datos

fprintf (ofi, \nssxxx DATOS s )

% INTERVALO DE TIEMPO

fprintf(ofi, ‘\nx Extremo izquierdo: iT = %—.15E.", 0)

T = 150; %EXTREMO DERECHO INTERVALO (en ms)

fprintf(ofi, ‘\nx Extremo derecho: T — %—.15E.", T);

%NUMERO DE NODOS DISCRETIZACION

N—15000:

fprintf(ofi,’\n\nx Namero de pasos de tiempo: N %1.", N);

% CAPACITANCIA MEMBRANA

C=1; %muF/cm"2

fprintf(ofi, \nx Capacitancia de la membrana : C = %—.15E. , C)

% POTENCIALES DE EQUILIBRIO

ENa—=45; %mV

fprintf(ofi, ‘\nx Potencial equilibrio Na: ENa = %—.15E.’, ENa);

EK=-82; %mV

fprintf(ofi, \nx Potencial equilibrio K: EK = %—.15E. " | EK);

EL=-59.4; %mV

fprintf(ofi, \nx Potencial equilibrio de fuga: EL = %—.15E."’
EL);

% CONDUCTANCIAS IONICAS MAXIMAS

gbarNa=120; %mS/cm”2

fprintf(ofi, '\nx Conductancia maxima Na: gNa — %—.15E. ", gbarNa

i

99
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)

gbarK=36; %mS/cm"2

fprintf(ofi, \nx Conductancia maxima K: gk — %—.15E. "  gbarK);

gharL=0.3; %mS/cm”2

fprintf(ofi, \nx Conductancia maxima resto de iones: gL = %—.15
E.7, gbarL);

% isol=1 si hay soluciéon exacta

% isol=0 si no hay solucién exacta

isol=0;

fprintf(ofi, ’\nx Indicador para la solucion exacta: isol =
%—15E. "7, isol);

datos.m

I.I.I1. Euler explicito

cle
clear all

close all

ofi = fopen( output.txt’ ‘wt’);
datos;
global gbarNa gbarK gbarlL ENa EK EL C

ht=(T-0)/N;
fprintf(ofi, ’\nx Paso de discretizaciéon: h = (T-0)/N = %—.15E."’
, ht);

t=linspace (0,T,N+1); % vector de nodos de la discretizacioén

X=zeros (4,length(t)); % matriz para la que en cada columna i se
almacenaré

% la aproximacion de V.m, m, h y n en el nodo i—ésimo de la

discretizacioén

% CONDICION INICIAL
V m(1)=-70;
m(1)=a_m(V_m(1))/(a_m(V_m(1))+b_m(V_m(1)));
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h(1)=a_h(V_m(1))/(a_h(V_m(1))+b_h(V_m(1)));
n(1)=a_n(V_m(1))/(a_n(V_m(1))+b_n(V_m(1)));
X(:,1)=[V.m(1);m(1);h(1);n(1)]; % vector columna

% CALCULO APROXIMACIONES DE LA SOLUCION EXACTA EN LOS NODOS DE
LA DISCRETIZACION

for i=1:length(t)—

X(:,i41)=X(:,i)+ht«f(t(i),X(:,i)); %X n+l

end

V m=X(1,:);

m=X(2,:);

h=X(3,:);

n=X(4,:);

% REPRESENTACION GRAFICA

figure (1)

plot (t,V.m); % Potencial de accion
title (’Potencial de accioén’);

legend (’Solucion aproximada’);
xlabel (7t (ms)’);

ylabel (’Potencial de membrana (mV)’);

figure (2)

plot (t,m);

hold on

plot (t,h);

plot(t,n, g’);

hold off

title (’Parametros de activacién e inactivacion de canales 16
nicos’);

xlabel ("t (ms)’);

legend ('m’,’'n’,’h’");

% CALCULO ERROR
if isol==
for i=1:length(t)
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err (i)=abs(V_m(i)—sol ex(t(i),I[(t(i))));
end

[max _err,pos|=max(err);

fprintf(ofi ,[ "'\nx Maximo error: max err —', num2str(max_err),’
en la posicion ' ,num2str(pos)]|);

figure (3)

plot (t,V.m, 'r ")

hold on

plot (t,sol _ex(t,I(t)),’g")

title (’Solucion exacta vs. aproximada’)
legend (’Sol.aprox’,’Sol.exacta’)

hold off

end

culEX.m

I.I.IT1. Funcién intrinseca ode23

clear all
close all
cle

ofi = fopen( output2.txt’ | 'wt’);

% CONDICION INICIAL

V_0-—70;

m O0=a m(V_0)/(a m(V_0)+b m(V_0));
h 0=a h(V_0)/(a_h(V_0)+b_h(V_0));
n 0=a n(V_0)/(a_n(V_0)+b n(V_0));
X 0=[V_0;m 0;h O;n 0];

datos;

global C ENa EK EL gbarNa gbarK gbarL

% CORRIENTE EXTERNA
global 1
=4,
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% INTERVALO DE TIEMPO

it=]0,T];

options = odeset( AbsTol’ [1le—8 1e—8 1le—8 le—8|, RelTol’ ,1e—4,
"MaxStep’ ,0.1) ;

[t,Xh|]=0de23(@f,it ,X 0,options);

length (t);

V m=Xh(:,1);

% REPRESENTACION GRAFICA

figure (1)

plot (t,Xh(:,1)); % Potencial de accion
title (’Potencial de accién’);

legend (’Solucion aproximada’);

xlabel ("t (ms)’);

ylabel (’Potencial de membrana (mV)’);

figure (2)

plot (t,Xh(:,2));

hold on

plot (t,Xh(:,3));

plot (t,Xh(:,4),'¢g");

hold off

title (’Parametros de activacion e inactivacion de canales 16
nicos’);

xlabel ("t (ms)’);

legend ('m’,’h’,'n’");

% CALCULO ERROR

if isol==

for i=1:length(t)

err (i)=abs(V.m(i)—sol ex(t(i),I));

end

[max_err,pos|=max(err);

fprintf(ofi ,[ '\n% Maximo error: max err —’, num2str(max_err),’

en la posicion ' num2str(pos)]);
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figure (3)

plot (t,V. m, 'r")

hold on

plot (t,sol ex(t,I),’g")

title (’Solucion exacta vs. aproximada’)
legend (’Sol.aprox’,’Sol.exacta’)

hold off

end

ode 23.m
Observacion. El codigo para las funciones ode4d y odel5s es anélogo al anterior, cambian-

do la linea de codigo [t, X h] = ode23(Qf, it, Xo, options) por [t, Xh] = oded5(Qf,it, Xy, options)
y [t, Xh] = odel5s(Qf, it, X), respectivamente.

I.I.IV. Runge-Kutta clasico de 4 etapas

cle
clear all

close all

ofi = fopen(’output3d.txt’ wt’);
datos;
global gbarNa gbarK gbarlL ENa EK EL C

ht=(T-0)/N;

t=linspace (0,T,N+1);

X=zeros (4,length(t)); % matriz para la que en cada columna i se
almacenard la aproximaciéon de V.m, m, h y n en el nodo i—é

simo de la discretizacion

% CONDICION INICIAL

V. m(1)=-70;

m(1)=a m(V_m(1))/(a_m(V_m(1))+b_m(V_m(1)));
(

h(1)=a_h(V_m(1)) /(a_h(V_m(1))+b_h(V_m(1)));
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n(l)=a_n(V_m(1))/(a_n(V_m

_m(1))+b_n(V_m(1)));
X (1) =V m(1) ;m(1) ;h (1) ;n(1

)]; %ector columna

% CALCULO APROXIMACIONES DE LA SOLUCION EXACTA EN LOS NODOS DE
LA

% DISCRETIZACION

for i=1:length(t)-1

kl=f(t(i) ,X(:,i)); %k n,1

k2=f(t (i)+ht/2,X(:,1)+(ht/2)xkl); %k n,2
k3=f(t(i)+ht/2,X(:,1)+(ht/2)xk2); %k n,3
kd=f (t(1)+ht ,X(:,1)+ht*k3); %k n.4
X(:,i+1)=X(:,1)+(ht/6)«(kl+2xk2+2xk3+k4); %X ni+l
end

V m=X(1,:);

m=X(2,:);

h=X(3,:);

n=X(4,:);

% REPRESENTACION GRAFICA

figure (1)

plot (t,V.m); % Potencial de accion
title (’Potencial de accién’);
legend (*Solucioén aproximada’);

xlabel ("t (ms)’);

ylabel (’Potencial de membrana (mV)’);
axis ([0 150 —90 40]);

figure (2)

plot (t,m);

hold on

plot (t,h);

plot (t,n, 'g");

hold off

title (’Parametros de activacion e inactivaciéon de canales i06
nicos’);

xlabel ("t (ms)’);
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legend ('m’, 'n’,’h’);

% CALCULO ERROR
if isol==
for i=1:length(t)
err (i)=abs(V_m(i)—sol ex(t(i),I(t(i))));
end

[max_err,pos|=max(err);

fprintf(ofi ,[ '\n% Maximo error: max err — , num2str(max_err),’
en la posicion ' num2str(pos)]|);

figure (3)

plot (t,V.m, 'r ")

hold on

plot (t,sol _ex(t,I(t)),’g")

title (’Solucién exacta vs. aproximada’)
legend ( ’Sol.aprox’,’Sol.exacta’)

hold off

end

rk 4.m

I.1.V. Funcién F

function z = f(t,X)

% dX/dt=F (t ,X)

% Funcion que calcula el valor del campo vectorial F para un
instante t y

% X=(Vm,m,h ,n) dados.

global C ENa EK EL gbarNa gbarK gbarL

Vm=X(1,1);

m = X(2,1);
h = X(3,1);
n = X(4,1);
gNa=gbarNaxm~3xh

gK=gbarK*n"4;
gl=gbarL;
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INa=gNax*(V_m-ENa) ;
IK—gK+(V_mEK) ;
IL=gLx(V_m-EL) ;

% Lado derecho ecuacion diferencial
z = [(1/C)*(I(t)—(INatIK+IL)); a m(V m)*(1-m)—b m(V_m)+m; a h(
V m)x(1=h)-b h(V.m)*h; a n(V m)x(1—-n)-b n(V m)xn];

end

Funciéon f.m

I.I.VI1. Funcion corriente externa

function y= I(t)
% CORRIENTE EXTERNA

% Constante

y=4;

% Pulso constante de intensidad 4 muA/cm~2 aplicado desde el
milisegundo 50

% hasta el final.

% if t>=50
% y=4;
% else

% y=0;
% end

end

Funcién I.m

I.I.VII. Funciones Alpha y Beta

function a=a m(V) % funcioén alpha m

a=0.1%(V145). /(1 —exp(—(V+45)/10));




end

APENDICE 1

Funcién a_m.m

function b=b m(V) % funcion beta m
b=4.0xexp(—1/18%(V+70));

end

Funcion b m.m

function a=a_h(V) % funcién alpha h
a=0.07Txexp(—1/20%«(V+70)) ;

end

Funcién a_h.m

function b =b_h(V) % funcion beta h
b=1/(1+exp(—1/10%(V+40)));

end

Funcion b_h.m

function a=a_n(V) % funcion alpha n
a=0.01%(V+60)./(1—exp(—(V+60)/10));

end

Funcién a_n.m

function b=b_n(V) % funcién beta n
b=0.125xexp(—(V+70)/80) ;

end

Funciéon b_n.m
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I.I1I. Modelos sin hip6tesis de homogeneidad en espacio

I.I1.1. Entrada de datos

fprintf (ofi, \nssxxx DATOS s )

%INTERVALO DE TIEMPO

fprintf(ofi, ‘\nx Tiempo inicial: iT = %—.15E.", 0)
T = 50; %ms

fprintf(ofi,’ \nx Tiempo final: T = %—.15E.", T);
%PASO DE DISCRETIZACION TEMPORAL

dt=0.005;

fprintf(ofi, ’\n\nx Paso de discretizacion temporal: dt = %i.’,
dt);

% DOMINIO ESPACIAL

fprintf(ofi, \nx Extremo izquierdo dominio espacial: a=%—.15E.
150);

L=50; %cm

fprintf(ofi, \nx Extremo derecho dominio espacial: b=%—.15E. " L
)

%PASO DE DISCRETIZACION ESPACIAL

dx=0.05;

% CAPACITANCIA MEMBRANA

C=1; %muF/cm"2

fprintf(ofi, \nx Capacitancia de la membrana : C = %—.15E. , C)

% POTENCIALES DE EQUILIBRIO

ENa—=45; %mV

fprintf(ofi, ’\nx Potencial equilibrio Na: ENa = %—.15E.’, ENa);

EK=-82; %mV

fprintf(ofi, \nx Potencial equilibrio K: EK = %—.15E. " | EK);

EL=-59.4; %mV

fprintf(ofi, \nx Potencial equilibrio de fuga: EL = %—.15E. ",
EL);

% CONDUCTANCIAS IONICAS MAXIMAS

gbarNa=120; %mS/cm”2

fprintf(ofi, '\nx Conductancia maxima Na: gNa — %—.15E. ", gbarNa
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)
gbarK=36; %mS/cm"2
fprintf(ofi, \nx Conductancia maxima K: gk — %—.15E. "  gbarK);
gbarL =0.3; %mS/cm"2

fprintf(ofi, \nx Conductancia maxima resto de iones: gL = %—.15
E.7, gbarL);

%RADIO AXON

a=0.0238; %cm

fprintf (ofi, \n*x Radio del axon: a=%—.15E." ja);

% RESISTIVIDAD AXIAL ESPECIFICA
R=35.4e—3; % ohmiocm
fprintf(ofi, ’\nx Resistividad axial especifica: R=%—.15E." ]R);

datos.m

L.ILII. Implicito estandar

% Esquema implicito estandar para el modelo de Hodgkin y Huxley
sin

% fijacion espacial

clear all

close all

ofi=fopen ( outputd.txt’, wt’);

datos;

% DISCRETIZACION
N-T/dt+1;

t=0+dt «[0:N—1];
[=L/dx+1;

x=0+dx*[0: 1 —1];

% CONDICION INICIAL
V_0=-—70.xones (1,length(x));
m 0= m(V_0))/(a m(V_0)+b m(V_0));
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alpha=a /(2+R+Cxdx"~2);

V=zeros (I ,N); % matriz que en la columna j—ésima contiene las
% aproximaciones de V en los nodos de la discretizacion

% espacial

V(:,1)=V_0;

m=zeros (length (x) ,length(t));
h=zeros (length (x) ,length(t));
n=zeros (length(x),length (t));
m(:,1)=m 0; h(:,1)=h 0; n(:,1)=n_ 0;

% CALCULO APROXIMACIONES

for k=2:length(t)

m(:,k)=dt«((1-m(:,k—1)).xa m(V(:,k=1))—=m(:,k—1).xb m(V(:,k—1)))
4m(:,k—1); %m ik

h(:,k)=dtx((1=h(:,k=1)).xa_ h(V(:,k=1))=h(:,k=1).%xb _h(V(:,k-1)))

n(:,k)=dtx((1-n(:,k—1)).xa n(V(:,k—=1))—n(:,k—=1).%xb_n(V(:,k-1)))

phi=(1/C) *(gbarNaxm(: ,k).~3.xh(:,k)+gbarK«n(:,k)."4+gbarlL);

psi=(1/C) x(gbarNaxm(:,k)."3.xh(:,k).*ENatgbarK«n (:,k)."4.xEK}
gbarL*EL) ;

d=sparse (1:1,1:1,1/dt+2«alpha+phi,I,I); % diagonal principal

u=sparse (1:1—-1,2:1,[—-2xalpha —alphaxones(1,1-2)],1,1); %
diagonal superior

l=sparse (2:1,1:1—1,[—alphaxones(1,I—-2) —2xalpha|,I,I); %
diagonal inferior

A=full (du+l);

b=(1/dt)*V(: ,k—1)+psi;

b(1)=b(1)+I _0(t(k))/(Cxdxxpixa);

V(:,k)=A\b;

end

% REPRESENTACION GRAFICA

% Representacion 3D
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figure (1)

[X,T|=meshgrid (x,t);

surf (X, T,V’, "edgecolor’, 'none’);

% las opciones ’edgecolor’ ’'none’ son necesarias para que pueda
verse el mapa de colores, ya que sino, al ser la malla muy
fina, las lineas de malla (que son negras) no permiten ver
los colores.

title (’Propagaciéon del potencial de accion’);

xlabel (’x (ecm)’); ylabel(’t (ms)’); zlabel(’Potencial de

membrana (mV) ) ;

2)
( ;
(x==15);
(x==22);
X &flnd(x:: 0);
( );
( )
(

x_4=find (x==37);

x_5=find (x==45);

=87, ’x=15","x=22","'x=30", 'x=37", 'x=45") ;
xlabel ('t (ms) );

ylabel ('V (mV) ") ;

hold off

implicito.m

I.II.IT1I. Crank-Nicolson

% Esquema Crank—Nicolson para el modelo de Hodgkin y Huxley sin
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% fijacion espacial

clear all

close all

ofi=fopen ( 'outputh.txt’ , 'wt’);

datos;

% DISCRETIZACION
N=T/dt+1;

t=0+dt «[0:N—1];
[=L/dx+1;
x=04dx *[0: T —1];

% CONDICION INICIAL

V_0=—70.xones (1,length(x));
m_0O=(a_m(V_0)) /(a_m(V_0)+b_m(V_0));
h 0=(a_h(V_0))/(a_h(V_0)+b_h(V_0));
n 0=(a_n(V_0))/(a_n(V_0)+b n(V_0));

alpha=a /(2+R+Cxdx"~2);

V=zeros (I ,N); % matriz que en la columna j—ésima contiene las
% aproximaciones de V en los nodos de la discretizacion

% espacial

V(:,1)=V_0;

m=zeros (length (

x)

h=zeros (length (x),length

n=zeros (length (x)

m(:,1)=m 0; h(:,1)=h 0;

% CALCULO APROXIMACIONES

for k=2:length (t)

m(:,k)=dt*((1-m(:,k—1)).%a m(V(:,k—=1))-m(:,k—1).%xb m(V(:,k—1)))
4m(:,k=1); %m ik

h(:,k)=dt *((1—h(: yk—1)).xa h(V(:,k=1))=h(:,k—=1).xb h(V(:,k—1)))

+h(:,k=1); %h ik
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n(:,k)=dtx((1-n(:,k—1)).xa n(V(:,k—=1))—n(:,k—=1).xb_n(V(:,k-1)))
4n(:,k=1); %n ik

phi=(1/C) *(gbarNaxm(: ,k).~3.xh(:,k)+gbarK«n(:,k)."4+gbarlL);

psi=(1/C) x(gbarNaxm(:,k)."3.xh(:,k).«*ENatgbarKxn (:,k). 4. xEK}
gbarL*EL) ;

f=—(1/C) .x(gbarNasm(: ,k—1)."3.xh(: ,k—1).%(V(: ,k—1)-ENa)+gbarK.x
n(:,k=1).74.%(V(:,k—1)-EK)+gbarL .x(V(: ,k—1)-EL));

d=sparse (1:1,1:1,1/dt+2«alpha+1/2«phi,I,1); % diagonal
principal

u=sparse (1:1—-1,2:1,[—-2xalpha —alphaxones(1,1-2)],1,1); %
diagonal superior

l=sparse (2:1,1:1—1,[—alpha*ones (1,1—-2) —2xalpha],I1,1); %
diagonal inferior

A=full (d+u+l);

b=zeros (length (x) ,1);

b(1)=(1/dt—alpha).xV(1l,k—1)+alpha.*V(2,k—1)+psi(1)+I _0(t(k))/(C
xdx*pixa)+f(1);

b(2:1-1)=alpha /2.%V(1:1-2,k—1)+(1/dt—alpha).xV(2:1—1 k—1)+alpha
/2.%V(3:1,k—1)+1/2%psi (2:1-1)+1/2xf(2:1-1);

b(I)=alpha.xV(I—-1k—1)+(1/dt—alpha).«V(I ,k—1)+1/2%psi(I)+1/2xf(
I);

V(:,k)=A\b;

end

% REPRESENTACION GRAFICA

figure (1)

[X,T|=meshgrid (x,t);

surf (X, T,V’, "edgecolor’, 'none’);

% las opciones ’edgecolor’ ’none’ son necesarias para que pueda
verse el mapa de colores, ya que sino, al ser una malla muy
fina , las lineas de malla (que son negras) no permiten ver
los colores.

title (’Propagacion del potencial de accion’);

xlabel ('x (cm)’); ylabel(’t (ms)’); zlabel( Potencial de

membrana (an) 7) ;

figure (2)



x_0=find (x==8);
x_1=find (x==15);
x_2=find (x==22);
x_3=find (x==30);
x_4=find (x==37);
x_b=find (x==45);
plot (¢,V(1,:),'¢"):
hold on
plot (t,V(x_0,:));
plot (t,V(x_1,:),’r");
plot (t,V(x_2,:),’b");
plot (t,V(x_3,:));
plot (t,V(x_4,:));
plot (t,V(x_5,:),’

X

xlabel (7t (ms)’);
ylabel ('V (mV) ")
hold off

)

57, 'x=22"
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crank nicolson.m
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Apéndice 1I: Sobre los parametros de

activacion e inactivacion de Na y K

En la transmisién del potencial de accién resultan determinantes los cambios en las
conductancias para las distintas especies i6nicas, esto es, las sucesivas aperturas y cierres

de canales i6nicos.

Para modelar la proporcién de canales abiertos o cerrados en un determinado instante,
Hodgkin y Huxley emplearon los pardmetros m, n y h. Los dos primeros, m y n, son los
parametros de activacion para Na™ y K¥, respectivamente, y pueden verse como la proba-
bilidad de que un canal del tipo i6nico correspondientd esté abierto o, lo que es lo mismo,
la proporcién de canales abiertos sobre el total de canales para esa especie. La variable
h es el parAmetro de inactivacién para el Na®™ y denota la proporciéon de canales de Na™t

cerrados sobre el total.

Las tasas de cambio para estos pardmetros vienen dadas por las siguientes ecuaciones

diferenciales de primer orden:

am(g’tvm) = am (Vi) (1 —m(t, Vi) = Bin (Vi )m(t, Vi),
%(gt‘%) = an(Vin) (1 = h(t, Vin)) = Br(Vin)h(t, Vin),
an(g’tvm) = an(Vin) (1 = n(t, Vin)) — B (Vi )n(t, Vin).

Si se considera la primera de ellas, se tiene que representa la tasa de cambio de la proporcion

de canales abiertos para el Na™ y, en caso de que V;, no dependa de x, puede verse como

#Por simplicidad, se habla de canales de una especie iénica para referirse a canales altamente permeables
para esa especie.

7
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una EDO y resolverse como sigue [0]:

dm dm 1
o am(l=—m)—pBpym < o «a amm —f3 m@jam_(am_‘_ﬁm)m m f

Ahora se aplica el cambio de variable u = ay, — (@, + Bm)m. Tenemos, entonces, que

du = —(auy, + Bm)dm vy, asi, la integral anterior resulta en:

_amiﬁmfiduztc) _a:l—ti‘ﬁm =t+C < u=-exp(—(am+ Bm)t+C)),

siendo C' una constante de integracion.

Deshaciendo el cambio de variable, se tiene que:

A — (m + Bm)m = exp(—(am + Bm)(t + C)),

de donde se despeja m:

am — exp(—(am + Bm) (t + C))

m:
04m+5m

A continuacioén, si se denota por myg el valor que toma el parametro m cuando t = 0, se

calcula el valor de la constante de integraciéon como sigue:

am — (m + Bm)mo = exp(—(m + Bim)C) < In(ay, — (m + Bm)mo) = —(m + Bm)C <

- _ In |am - (am + Bm)m0|
¢ _(am + 6m)

Sustituyendo el valor de C' en la expresiéon de m, se tiene:

€xXp (_(am + Bm)t) exp <_(am + /Bm)ln ‘am B (am + 5m)m0|>

 am —(am + Bm)
B Oy, + 6m m + /Bm
_ Qmexp (—(aum + Bm)t) exp (In |y, — (m + Bm)maol)
am + Bm am + Bm
o QO exp (—(am + Bm)t) (atms — (o + B )0)
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m= (o) o Cem + 80+ moesp (—fen + Ba)0)

m— O ( O —mo) exp (—(am + An)t)

am + Bm am + Bm
. : 1 Qm . o
Finalmente, si se denota por 7,, = ————— y myp = —————, se tiene la siguiente
. Qm + ﬁm Qm + Bm

expresion para m:

t
m=my — (Me —mg)exp | ——

Tm

Las ecuaciones correspondientes a los pardmetros n y h se resuelven de forma anéloga,

obteniéndose las expresiones siguientes:

t
Th
t
n = Ng — (Nep — No) €XP <—>
Tn

Cabe senalar que en las expresiones anteriores el primer sumando es un término esta-

cionario, mientras que el segundo es transitorio.

Para resolver el modelo de Hodgkin-Huxley se supone que en el instante inicial la
neurona esté en reposo, por lo que el potencial de membrana se mantiene constante en
el valor de reposo, V.. De esta forma, puede considerarse que la neurona se encuentra en
estado estacionario y los valores de los parametros de activacién e inactivaciéon pueden

aproximarse por los correspondientes al estado estacionario:

am(Vr)
am(Ve) + Bm(V2)’

m(0,V;) = me(Vr) =

ap(Vr)

MOVe) = heo(Ve) = Oy < etV

an(‘/r)

(0, Vo) = nee(V) = mmmm 5y
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Apéndice 11I: Efecto de la

temperatura

Cuando se analizan los resultados de un experimento, es fundamental conocer las condi-
ciones en las que fue realizado; entre ellas, la temperatura, ya que determinados parametros

varian en funcion de esta.

Los experimentos de Hodgkin y Huxley se realizaron a una temperatura de 6.3°C, que es
la temperatura interna del axén de calamar gigante, pero el modelo debe de ser valido para
otras neuronas, que pueden estar a temperaturas muy diversas. Por ello, resulta necesario
incorporar el efecto de la temperatura. A través de sus experimentos, Hodgkin y Huxley
observaron que, cuanto mayor es la temperatura, mayor es la velocidad con la que se abren
y cierran los canales i6nicos; lo que reflejaron en el modelo anadiendo un factor ¢ que

multiplica a las ecuaciones para los pardmetros m, h y n:

a’rn(g’th) =9 (Oém(vm)(l - m(t, Vm)) — 5m(Vm)m(t, Vm)) 7
ah(tétvm) = ¢ (an (Vi) (1 = h(t, Vi) = Br (Vi) R(t, Vin))
an(tét‘/m) =0¢ (Oén(vm)(l — ’I’L(t, Vm)) — Bn(Vm)n(t’ Vm)) )

con

T—Tpase
0

¢:Q101 >

Thase = 6.3°C y QlO =3.

Q10 es el coeficiente de temperatura y se define como la tasa de variacién de un sistema
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biolégico como consecuencia de un incremento de 10°C' en la temperatura.

El resto de parametros del modelo fueron escogidos independientes a la temperatura.
De esta forma, el efecto en el potencial de accién es el siguiente: dado que la velocidad
de apertura y cierre de los canales aumenta con la temperatura, la despolarizacién es més
rapida y la repolarizacion se inicia antes, por lo que el maximo del potencial de membrana
es menor. Asi, conforme aumenta la temperatura, los potenciales de acciéon son més rapidos

y, también, méas débiles.
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